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《采用 了 一 种 很 好 的 分 科 办 法 )。 对 这 类 条 日 的 基本 要 求 是 尽 可 能 通俗 全 
面 地 阅 明 有 关 领 域 发 展 的 现状 ; 这些 条目 般 可 供 大 学 数学 系 学 生 和 数学 
邻近 领域 的 研究 生 阅 读 ， 根 据 专业 需要 ， 还 串 供 在 工作 中 用 人 到 数学 方法 的 
其 他 科学 领域 的 专家 、 工 程 师 和 数学 教师 阅读 。 其次， 是 … 些 中 等 篇 幅 的 
条 四 ,专门 介绍 某 些 具体 的 数学 问题 和 方法 ， 这 类 条 目 内 容 较 深 ， 是 为 水 
平 较 高 的 读者 而 写 的 。 最 后 ， 还 有 … 类 简短 的 条 目 ， 可 供 查 阅 定 义 时 参 
考 。 本 书 附 有 主题 索引 ， 其 中 不 仅 包 括 所 有 条 目的 标题 ， 还 包括 在 前 两 类 
条 目 中 给 出 定义 的 许多 概念 ， 以 及 在 条 月 中 提 到 的 一 些 最 重要 的 结 采 。 多 
数 条 目 附 有 参考 文献 。 这 部 大 型 数学 上 具 书 的 急 能 是 很 齐全 的 ， 读 者 范围 
是 十 分 广泛 的 。 
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在 人 类 的 思想 史上 ， 数 学 有 一 个 基本 和 独特 的 地 位 。 几 千年 来 ， 从 巴 
比 众 的 代数 希腊 的 几何 中国、 印度 阿拉伯 的 数学 ， 直 到 近代 数学 的 
伟大 发 展 ， 虽 然 历史 有 时 中 断 ， 但 对 象 和 方法 则 是 一 致 的 。 数 学 的 对 象 不 
外 “ 数 * 与 " 形 *， 虽 然 近 代 的 观念 ， 已 与 原始 的 意义 ， 相 差 甚 远 。 数 学 的 主 
要 方法 ， 是 还 辑 的 推理 。 因 之 建立 了 一 个 坚固 的 思想 结构 。 这 些 结果 会 对 
其 他 学 科 有 用 ， 是 可 以 预料 的 。 但 应 用 远 超 过 了 想象 ， 数 学 固然 成 了 基本 
教育 的 一 部 分 。 其 他 科学 也 需要 数学 作 理想 的 模型 ， 从 而 发 现 相 应 科学 的 
基本 规律 。 

在 这 样 如 擂 的 发 展 中 ， 数 学 的 任务 是 艰巨 的 ， 它 既 需 充实 已 有 的 基 
础 ， 还 需 应 付 外 来 的 冲击 ， 一 部 完整 的 数学 百科 全 书 ， 便 有 追 切 的 需要 。 
但 兹 事 体 大 ， 许 多 合格 的 数学 家 ， 都 望而却步 

我 们 有 过 有 这 一 套 苏联 的 《数学 百科 全 书 》。 它 对 数学 的 贡献 ， 将 无 
法 估计 。 我们 要 了 解 ， 数 学 是 一 种 “ 活 * 的 学 问 : 它 的 内 容 ， 不 断 在 变化 
在 进展 。 我 们 现在 大 学 研究 院 数学 活动 的 内 容 ， 大 部 分 在 五 十 年 前 是 不 存 
在 的 ，. 其 他 一 部 分 则 是 苦 贤 伟大 思想 的 精华 ， 将 历久 而 弥 新 。 我 建议 《 百 
笠 全书 》 每 两 年 出 一 附录 ， 包 括 新 项 目 和 旧 项 目的 重 写 。 如 有 佳 构 ， 不 必 
移 泥 编辑 的 方针 。《 百 科 侈 书 》 每 也 壤 二 年 家 有 新 版 。 

WAKE KH. ¿AS 百科 全 书 原 不 为 有 涯 之 身 所 能 控 
制 的 。 数 学 工作 者 的 使 命 在 对 某 些 选 定 的 项 目 ， 增 加 了 解 和 探索 。 本 书 将 
便利 他 们 思考 范围 的 推广 。 

我 相信 数学 将 有 一 个 黄金 时 代 ， 其 中 将 有 多 数 的 中 国 数学 家 参加 。 希 
望 本 书 能 起 相当 的 作用 。 
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H 版 说 B 


ЖНЖ А pipi, —Л AA 3t Фарк ара ЖЬ, 
不 论 哪个 专业 ， 学 习 数 学 的 时 间 至 少 都 有 12 年 至 14 年 之 久 。 一 些 自然 科 
学 领域 ， 如 天 文学 、 力 学 、 物 理学 、 化 学 等 ， 以 及 各 工程 技术 学 科 ， 历 来 
都 是 以 数学 为 基础 的 。 随 着 电子 计算 机 的 迅速 发 展 和 普及 ， 生 命 科 学 、 地 
学 、 军 事 科 学 和 管理 科学 等 方面 也 爷 来 您 多 地 用 到 数学 ， 使 这 些 学 科 从 定 
”性 研究 向 定量 研究 发 展 。 

由 于 数学 所 用 的 方法 是 还 辑 推导 ， 它 有 严格 的 定义 和 特定 的 符号 ， 它 
的 研究 对 象 是 抽象 的 数量 关系 和 空间 形式 ， 没 有 相当 的 训练 和 基础 知识 的 
人 是 难 子 入 门 的 ， 所 以 教学 又 使 人 望 而 生 丑 。 另 一 方面 ， 数 学 发 展 很 快 ， 
文献 数量 呈 指 数 增加 ， 浩 如 烟 海 。 一 个 人 很 难 了 解数 学 的 许多 方面 ， 这 就 
加 重 了 数学 发 展 和 应 用 的 困难 

苏联 大 百科 全 书 出 版 社 从 1977 年 到 1986 年 ， 历 时 10 年 ， 出 版 了 苏 
联 科学 院 院 士 、 世 界 著名 数学 家 ИМ 维 诺 格拉 多 夫 (Виноградов) + 
编 、 几 百 位 数学 家 共同 撰写 的 一 部 《数学 百科 全 书 》(MaTeMarTHqecKag 
энциклопедия), #5 900 万 字 。 它 的 重要 性 是 极为 显著 的 。 不 久 ， 和 荷兰 的 
菜 德尔 出 版 公司 出 版 了 由 180 位 西方 数学 家 参加 翻译 的 英文 版 (Encyclo- 
paedia of mathematics) 。 英文 版 增补 了 大 量 最 新 成 果 、 重 要 的 西方 文献 
和 编者 注 ， 因 而 其 内 容 更 加 充实 和 完善 。 

‚ 苏联 《教学 百科 全 书 》 出 版 后 ， 我 国 很 多 著名 数学 家 和 数学 教师 纷纷 
要 求 将 这 部 书 译 成 中 文 出 版 ， 使 我 国 广大 科学 工作 者 (特别 是 数学 工作 
者 )、 工 程 技术 人 员 、 教 炳 和 学 生 有 一 部 内 容 极其 丰富 的 工具 书 ， 可 以 从 
中 查阅 所 需要 的 教学 知识 及 人 进一步 了 解 的 线索 。 这 无 疑 是 一 件 十 分 重要 
的 事情 。 

中 国 数 学 会 常务 理事 会 经 过 认真 讨论 ， 完 全 支持 我 国 广大 数学 家 和 科 
技 人 员 的 要 求 ， 决 定 领导 这 部 《数学 百科 全 书 》 的 编译 工作 ， 并 将 它 列 为 


` 中国 数 学 会 最 重要 的 工作 之 一 ; 随后 ， 立 即 成 立 了 编译 委员 会 ， 负 责 具 体 
的 组 织 工作 。 由 于 我 国 广大 数学 家 的 热情 支持 和 参加 ， 所 以 编译 工作 进展 
比较 顺 刊 。 必 须 指出 ， 科 学 出 版 社 始终 将 这 项 工作 作为 该 社 的 一 项 重点 尾 
务 来 拆 ， 编 辑 人 员 为 此 付出 了 长 期 的 艰苦 劳动 。 

本 书 中 文 版 分 五 卷 ， 包 括 了 俄 文 版 的 全 部 内 容 和 英文 版 增补 的 内 容 。 
为 尽快 出 版 ， 条 目 按 英文 字母 顺序 排列 。 在 第 五 卷 中 ， 附 有 详尽 的 中 文 和 
外 文 索引 ， 此 外 还 增加 了 600 余 篇 数学 家 小 传 。 

本 书 除 中 文 简体 字 版 本 以 外 ， 还 有 繁体 字 版 ， 繁 体 字 版 由 台湾 九 章 出 
版 社 出 版 发 行 。 这 也 是 海峡 两 岸 数学 家 和 出 版 界 人 士 的 一 次 良好 合作 。 

老 一 全 数学 家 苏 步 青 教授 为 本 书 题写 书 名 ,陈省身 教授 作 序 ， 苏 步 
青 、 陈 省 身 、 吴 文 众 、 程 民 德 教授 应 邀 担任 编译 委员 会 顾问 。 对 于 他 们 的 
支持 ， 说 致 以 衷心 的 感谢 ! 

最 后 ， 对 于 书 中 欠 妥 和 错误 之 处 ， 还 望 读者 不 吝 指 教 。 


《数学 百科 全 书 》 编 译 委员 会 


脑 服务 部 排版 。 谨 此 致谢 


二 十 面体 空间 [icosahedral space ; икосаэдра простран - 


ство] 


-个 三 维 空间 ， 它 是 二 元 = FI арЫ 
凸 的 作用 的 轨道 室 间 ， 它 是 Н. Роілсаге 在 考虑 Heega- 
ахі 图 ( Heegaard disgram) 时 作为 亏 格 为 2 的 同调 球面 


的 例子 发 现 的 . 二 十 面体 空 僻 臣 沿 型 (4,r) ЮРЕНЕ 
ЗБЕН 55 的 一 个 pp EBR, ЖЯ р, дог 是 数 2,3,5 
的 任意 置换 ， 面体 空间 可 以 解析 地 定义 为 C2 E 
的 曲面 


2 
与 单位 球面 的 交 ， 展 后 ， 二 十 面体 空间 可 与 十 二 面体 
SB B) ( dodecahedral space) 相等 同 . 
A.B. Чернавский {# 
【 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Seifat , Ы. and Ты, W., Lehrbuch der Topolo- 
ріс. Chelsea , reprint, 1947 ӨМ 译 
二 十 面体 [icosahedron; нкосаэдр ] 
五 种 正 多 面体 之 一 . 二 十 面体 共有 20 个 (三 角形 
的 ) 面 ，30 个 棱 、12 个 顶点 【在 每 个 顶点 上 有 5 个 楼 
相交 ) . 如 果 a 是 二 十 面体 的 楼 长 ， 则 其 体积 是 
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DRE] 正 多 面体 也 称 为 Plato 立 体 ( Platonic solids ) 
二 上 面体 的 对 称 群 在 许多 数学 分 支 中 都 会 出 现 ， 
ЫП Е. Кіе 写 出 他 的 名 著 [A2] . 
вяха 
ГАІ] Coxeter, Н. 8. М., 
теріп, 1973. 
[А2] Klen, Е., Ledurs оп the iocahedron and the 
solution of equations of the fith девле, Dove, 
терілі, 1956 (# АФЖ). 张 鸿 林 说 


Regular polytopes, Dover, 


理想 [ideal ; ндеал] 

一 个 代数 结构 的 特殊 类 型 的 子 对 象 . 理 息 的 概念 
首先 产生 于 环 论 中 .理想 这 一 名 称 由 理想 数 (jdeal nu- 
mber ) 概念 演变 而 来 ， 

对 一 个 代数 ， 环 或 半 群 4， 理 想 了 是 在 以 4 的 
жанка. Тйл. 这 里 
Ганин (kf а) ( 或 右 更 起 (dght 
аі). 如果 它 用 4 8302 (H) RZ TE 是 封闭 
的 ， 即 如 果 

4 了 = 了 (或 14= А), 
这 里 
А1= {ab:aed,ber}, 
= {Ба:аеА, Ье). 


ТАТЕ ЕЖЕ ЯП Ж Ж АЕ ( 即 用 4 бл; 93838 
СРИНА) 称 为 冯 边 的 (twosided)， 对 交换 的 
情况 ， 个 概念 是 一 致 的 ， 每 一 个 关于 堪 理想 的 论 
断 有 关于 右 理 想 的 对 应 的 对 个 论 断 《 以 下 的 陈述 仅 对 
" 左 的 情况 ”而 言 }. 

双边 埋 想 在 环 和 代数 中 起 的 作用 性 如 正 规 幸 群 
( normal subgroup ) 在 群 中 起 的 作用 . 对 每 个 同 态 f: A 


2 IDEA]. 


— В, 0 Ker f (ТШ ГО 0 ЖМ) 是 一 
个 Вх. АТАА ГЖ ТН. ЈЕ 
И. йй йж 4 上 的 唯 一 的 同 余 ( 代 数学 中 
的 ](congrucnce (in algebra ))K, 存 其 中 1 为 零 类 ， 并 
出 上 {在 同 构 意义 下 )】 唯 一 地 确定 了 以 【为 核 匆 同 态 / 
的 象 4f;Af 同 构 于 商 环 或 商 代 数 Аук, 后 者 也 记 作 
A/1. 族 算 二 群 的 理想 有 关于 同 态 方面 的 类 似 性 质 ， 在 
ХИТОВА 中 ， 一 个 理想 定义 为 其 加 群 中 满足 以 
下 性 质 的 正规 子 儿 对 每 一 个 nn 元 偶 子 о, ВЕ 
bef 各 u, a, ea, Ж ЖЖ 

(aa о) + (а 
对 所 有 的 了 = 1. ЗС. 
为 双边 埋 起 的 概念 .) 

男 一 少 面 ， 半 和 群 铭 双边 理想 不 给 出 半 群 的 所 不同 
态 象 的 持 述 . ЗЕЕ А 到 半 群 如 上 的 同 驴 了 已 给 
Ж. 仅 当 B 是 共有 惟 的 半 群 的 情 滴 才 有 可 能 按 白 然 方 
式 把 /与 … 双 边 理想 ， 邮 f°' (0) 相 联 系 ， 然 而 ， 这 
个 联系 不 必 叭 一 地 确定 f. 世 是 ， 如 果 工 是 4 的 一 
个 理想 ， 则 在 以 工 的 类 作为 元 素 的 4 的 商 半 群 中 ， 
存在 一 个 极 大 商 半 群 ， 写 成 AJI ( 月 称 为 理想 商 
(ideal quotient ), 这 个 半 群 的 元 素 是 集合 ANI ЛЖ 
和 理想 | ЖИ, IR AJI 中 的 零 . 

对 任意 中 集 XA4， 能 把 包含 X 的 所 有 理 杷 
定义 为 由 生成 的 理想 fx ва ХЭН I, те 
(bass Of the ideal), ЕСЕТ 
一 的 元 素 牛 成 的 理想 称 为 主 理 想 ( principa] ideal ). 

Ж (ЖШ) 理想 的 交 ， 仍 是 左 ( 双 达 ) 理想 ,而 
对 于 半 群 ， 其 并 也 如 此 .对 环 和 代数 ， 理 想 的 集 论 的 
并 不 必 是 理想 . 设 1, 和 1, 是 环 (或 代数 ) 4 中 的 左 
或 双边 理 那么 理想 ЯП 1, 的 和 (sum of the 
кав) 是 理想 了 一 = [a + bias L ber, Ete 
厂 利 六 的 了 4 的 最 小 理想 . 一 个 坏 ( 或 代数 ) 的 所 有 
(ЖШ ) 理想 的 集合 在 交 与 取 和 的 送 算 之 下 形成 - 
个 倍 . 很 多 坏 和 代数 的 类 出 其 理想 上 的 或 其 理想 的 格 
上 的 条 件 定义 【〔 见 主 理想 环 ( principal jdeal ring), Artin 
ЗЕ (Artinian ring); Noether 环 (Noetberian ring)) 

一 个 环 的 乘法 半 群 的 在 想 可 以 晨 或 不 是 环 的 理 构 . 
一 个 半 群 4 是 一 个 群 ， 当 且 仅 当 4 除 4 外 无 别 的 
(和 左 或 双边 理想， 这 样 ， 半 群 中 童 想 的 卡 富 性 刻 珈 
了 这 半 群 不 同 于 和 群 的 程度 . 

对 一 个 代数 4 ( 域 二 上 的 代数 )， 环 4 的 理想 
不 必 是 代数 4 的 理想 . 举例 说 ， 若 4 是 带 有 零 乘 法 的 
k 代数 ， 环 4 的 理想 的 集合 是 4 的 加 法 群 的 子 群 
的 集合 ， 而 代数 А 的 理想 的 集合 是 向 量 上 空间 4 


“a(b+a)a, i dw)el 


(对 环 和 代数 这 个 概念 化 


的 所 有 子 空 间 的 你 合 ， 然而 ， 当 4 是 共有 单位 元 素 
的 代数 时 ， 这 两 种 理想 概念 是 一 致 的 ， 所 以 很 多 结 
对 坏 和 代数 有 同样 的 表述 . 


为 单 环 (simple пад). AŠ 
真 单 边 理 杞 的 环 是 除 环 skew-fiels )，- JE 4 (ñ ese 
候 也 能 定义 为 艳 4 А. ЗАНИ ВЕ 
ЮН], БЕККЕ ТЕҢИНЕ. ИШ, ЛЕЛИН УЖ 
的 Jacobson 根 (Jacobson radical) 与 用 右 理想 定义 的 
Jacobson 根 是 一 样 的 ， 另 一 方面 ， 计 Noether ЖЖ 
ЖЯ: Noether Ж. 

УЛЕЙ ПЕНА РАС БО — = R 38 8 
j. дар 个 共有 В, ВЕ E 
站 空间 Spec А, Дое 4 ВОЛН, 在 4 的 所 
有 理想 的 要 的 集合 与 Брос А 的 闭 子 空 司 的 集合 之 问 存 
薄 一 个 一 一 对 应 . 

= ШТ ШЫ ИО Е. ШШШ 
地 ， 域 关于 -个 环 的 理想 的 概念 .这 里 4 是 具有 单位 
ЖДАТЬ, ü Q 是 АЙ. Җ 
ОЛЗ R (ideal of the field) 是 这 样 的 非 零 子 信 1 = 
0, 它 是 Q 的 如 法 群 的 子 群 ， 存 用 4 СВЕТ 
Н (В. 44 ад Бег. 有 abs D ВЖЕ 
Яж 9 EQ 使 得 g1c А — SE Ep 3985 НИН ( integral 
jdeal)、 如 果 它 包含 于 4 中 【因而 它 是 4 的 次 通 理 
想 ) ;否则 它 是 一 个 分 式 理想 ( fractional ideal ). 

АЕННАН { deal of a шшос) 明 一 个 属 的 满 吓 以 下 
条 件 的 非 空子 集 三 1) 如 果 a,bei, Ma + bel. 82) 
ШЖ с<ає Г, 则 c€ T. 一 个 格 的 对 偶 理 想 { dual ideal ) 
(或 滤 子 (flter)) ШОЕ Ж (a be #8 ађєЈ; 
¿2>aeJ ñE ce). 格 的 理想 在 包含 关系 下 也 构成 一 
个 格 ， 一 个 格 的 所 有 真理 想 的 集 台 中 的 圾 大 元 你 为 极 
大 理 起 《maximal ideal ). 如 果 了 是 一 个 将 到 一 个 有 零 的 
А Ею, лае Ган. 它 你 
为 f ВЗ (kemel ideal). 格 L 的 理想 S 称 为 标 
准 理 想 (sundadd ideal). 如 果 对 任意 的 a, be L, зеб, 
不 等 式 a< b rs а= x+ KH x< bB tes, 
每 一 个 标准 理想 是 核 理想 ， 柜 对 有 补 格 ( 见 有 补 格 (Iat- 
{ке with complements )) 的 核 理想 是 标准 的 ，- 个 理想 了 
称 为 崇 理 想 ( prime ideal), Жар Ч abel 时 有 ае! 
ж Бет, 对 于 格 L 的 理想 1, 以 下 的 每 一 个 条 件 等 价 
于 工 的 素性 : а) 补 AAT BAR; 或 bj 了 是 工 到 
一 个 二 元 将 上 其 个 同 态 下 零 的 完全 逆 象 .每 一 个 分 配 
БИК ДОВ Ж Ж. 

仿 序 集中 理想 (ideal in а ришайу ordered set) 的 
概念 与 前 过 的 定义 不 完全 一 致 ， 事 实 上 ， 取 代 1) 
更 强 的 条 件 成 立 : 对 这 个 理想 的 每 一 个 子 集 ， 该 集合 
ЮБИ ( 站)( 如 果 它 存在 ) 也 在 了 中. 

具有 零 态 射 的 范畴 的 对 象 4 ЮЕ л 的 子 对 
象 (subebject)(D,4)， 俩 得 对 某 个 态 射 :4 +В, 
B= kerae， 这 个 理想 能 等 同 于 所 有 那些 是 某 态 射 的 核 药 
单 态 射 的 集合 ( 亦 见 正规 单 态 射 (normal monomor- 


没有 任何 双边 理想 的 环 


Phšm)). ТЕЙ ЕЛЕЕ ИНК dB J; А 
定义 . O 群 的 理想 概念 是 范畴 中 对 象 的 理想 概念 的 特 
ЖЯ. 

范畴 如 ИЛЕН СЕЙ ideal of а саероту) 是 这 
样 一 个 坊 射 类 ЈАКА 9 在 其 中 ， 那 么 对 任 
何 а, ар 也 必 在 其 中 ， 如 果 gp 有 定义 的 话 ， 范 
БИЙДИН (right ideals of a category ) 按 对 偶 方 式 定 
义 ， 一 个 汉 边 理想 (two sidod ideal) 是 有 是 左 理想 又 
是 右 理想 的 态 射 关 . 
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Л.В. Кузьмин, Т.С. Фофанова, М.Ш. Цалевко jg 
ГАНЕ 关于 偏 序 集 4 中 理想 了 的 正确 定义 有 其 些 不 
同意 见 ， 代 蔡 上 面 给 出 的 定义 ， 某 些 作者 允许 了 是 任 
意 的 下 集 (lower set)( 如 果 а< bel, MJ ag); 另 
外 一 些 帮 者 还 另外 要 求 了 是 有 向 的 《directed ) (如 果 
ае 和 be1， 则 存在 ce 1, 使 得 as c f b < c). 后 
面 的 定义 有 这 样 的 优点 ， 即 与 当 4 ИВ (РЕ) 
的 情况 的 通常 定义 一 致 . 

对 一 个 Boole 代数 ( Boolean algebra) A ,4 的 子 集 
本 是 烙 论 意义 下 约旦 想 ， 当 且 仅 当 它 是 Boole 环 (Boo- 
kan ring) 4 的 理想 ,下 是 这 个 等 价 性 导致 МОН. 
Stone ([A1]) 把 术语 “理想 ”的 使 用 范围 从 环 扩大 到 
格 、 此 后 ， 理 想 的 研究 在 格 论 中 起 着 重要 的 作用 、 特 
齐 是 在 分 配 格 的 理论 中 - 
参考 文献 

[А11 Stone, M H ,, Topological wpresentation of distributi- 

биеш Рё. 


ж lattios and Brouyerian logics , 
Ма. Pys., 62 (1937), 1-25 

[A2] Johnstone ,P .T., Stone Spaoss , Cambridge Univ .Press . 
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IDEAL NUMBER 3 


[АЗ] Jacobson, N , Structure of rings, Amer. Math. Soc .， 


1956. 
1 A4] Jacobson , N ., The theory of rings, Апкт. Math .Soc ,， 
1945 а 4 


理想 数 [jdeal mmnber ; идеальное число] 

代数 数 域 的 整数 坏 4 的 除 子 (divisor) ЕЗҮ p 中 
ЛЖ. ОНИ ЕВЕ. 它 的 自由 个 成 元 
SOS 323838 38 ( prime ideal numbers )， 在 现代 术语 中 ， 
ВН A 的 整除 子 (integral divisors )、 用 一 
自然 的 方法 ， 可 将 它们 等 同 于 4 的 理想 (ideal). 

理想 数 的 引进 与 代数 数 域 的 整数 环 中 没有 素 因 子 
分 解 唯一 性 有 关 ， 若 在 4 中 的 素 因子 分 解 不 是 唯一 
的 ， 则 对 于 任 一 as 4 ， 对 应 的 除 子 p (a) 分 解 成 驼 理 
想 数 之 积 ， 可 以 视 为 4 中 的 素 因 子 唯一 分 解 的 赫 代 . 

ий, ЖО (1/75 ) 的 整数 环 4 由 所 有 数 a+ 
b /-5 组 成 ， 其 中 а, b 都 是 整数 .在 该 环 中 ， 数 6 
有 两 种 不 同 的 分 解 

6=2:3=(1- 4/5 1+7=5 )b 

其 中 2,3,1-V=-5 іж /—5 R A ELE S 
不 相伴 的 不 可 约 ( 案 ) 元 ， 因 而 А 中 的 不 可 约 因子 分 
解 不 是 唯一 的 . 但是, 在 Р}, Ж ф(2), @ (3), 
9(] 一 V5) 和 w(1+ /-5) 都 不 是 不 可 约 的 . ж 
ҖЕ, ф(2у=ю!, 9(3) = @(1—/—5)= 
pb, Ф(1+у/—$ ) = рь, 其 中 pi p. ЖИР, 都 
Ж D 中 的 素 理想 数 . 因此 ，6 在 А 中 的 丙种 分 解 ， 在 
D 中 产生 同一 个 分 解 p(6) = plinp.p,. 

理想 数 的 概念 是 E. Kummer 在 分 圆 城 上 的 算术 的 
研究 中 提出 来 的 (网 [1], [2]). 设 КО) Ë pK 
分 贺 域 (cyclotornic Пей), р 为 一 素数 . 设 A= Z[z] 
是 КАЖИ. А 的 理想 数 定义 为 素 理想 数 的 乘积 ， 
而 后 者 定义 为 自然 素数 的 “理想 * 案 除 子 ， 为 了 构造 
在 一 个 给 定 的 自然 察 数 q 中 包含 的 所 有 过 理想 数 ， 
用 了 Кшшжг 定理 ( Kummer theorem ) . Kummer 利用 
АЖ Z БЕЖ, 2 这 一 事实 ， 去 研 
究 了 次 分 加 多 项 式 F,(X) 在 环 ( Z [q Z.)[ X! НЯ 
解 ,整除 q 的 理想 数 与 РХ) 在 (Z|4Z)[X] 中 的 
不 可 约 因 于 一 一 对 应 (在 4 = p 的 情形 下 ， 需 要 有 些 不 
同 的 方法 ) . 有 一 个 特殊 的 方法 用 来 确定 一 个 给 定 的 素 
ВЯЛ Ж ae 4 中 出 现 的 指教 . 他 发 展 了 一 个 
类 似 的 方法 ， 在 形 如 Q(t,，m*){meQ{c)) 的 域 中 
创造 了 可 除 性 理论 . 

将 理想 数理 论 推广 到 任意 代数 数 域 队 工作 ， 主 要 
归功 于 1. Kronerker 和 尺 .Dedekind .在 他 们 的 文章 
中 ,开始 出 现 将 理想 数理 论 分 成 了 除 于 理论 ( Kronecker 
的 方法 ) 和 理想 理论 ，Dedekind 将 每 个 理想 数 与 环 A 
中 理想 (ideal) 一 一 对 应 起 来 ， 这 个 理想 被 他 定义 为 A 


4 IDEAL POINT 


中 由 0 及 能 被 这 个 理想 数 整 除 的 所 素 组 成 的 子 

集 . 车 dl，…, a, 是 理想 1 的 生成 元 ， 则 对 应 于 1 

ПЗЕ ЖОЛИ ө (41)，… ，p( 4,) 的 最 大 公 因 他- 
тж. ЯМЛЕ) ИНЕК АЕ. ШОН 

概念 和 除 子 概念 机 一 致 的 环 ， 现 在 称 为 Deiekinl 环 

(Dedekind ring) . 
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理想 点 [ideal point; идеальная точка], 反常 点 (impro- 
per point), Җә ( point at infinity, inginitely -dis- 
tant point) ' 
еи ИЖ ЖЕЕ JU daj Ж ЖОЙ Ж М 

ж. jim. — BW (invesion) ЕН — 8 21 Е АН 
的 Eucid КШ ЕЮ —1—-—ЮБ; 433 Н— ИШ 
点 的 完全 化 产生 射影 平面 (projective plane ) 的 概念 . 
亦 见 无 穷 远 元 (infinitelydtistant elements ). 

А.Б. Иванов Ë 0. ШИЯ Pk 


理想 列 [ideal series; ндеальвый ряд], #87 5 的 
ТЕВЕ 


АСА, 4,5, (0) 


其 中 4, 是 4,44 (Й) ВИН, =l, mO 1. 
ЖЕЙ A, 和 Rees 商 半 群 (АЕ (semi -goup)) 

АГА, 称 为 序列 (+) 的 因子 (factor )， 两 个 理想 序 
列 ， 车 能 在 它们 的 内 子 问 建立 一 个 一 一 对 应 ， 使 得 对 


БЕП Е ТЕ] НИН. 则 称 它们 是 同 构 的 (isomorphic ). 
КҮ 
B,SB,C B. = 9 


称 为 (*) 的 加 细 ( refinement ) , Фа (+) 作为 部 
分 序列 ， 落 一 个 理想 列 没 有 真正 的 加 细 就 称 为 合成 列 
(composition scries) 、 半 翌 的 任意 两 个 理想 列 有 同 构 
的 加 网 ; 特别 地 ， 对 于 有 有 合成 列 的 闪 妖 ， 它 的 所 有 有 合 


MR p| EF RJ BJ (这 与 群 中 正规 列 的 Schreier 和 Jordan- 
Нот 定理 类 似 ， 见 [i , [2]) . Е 391 (chief 
Series). ЖЕК ИЙ ЭЕ ЗЕ ЖЕРИНЕН ПАТ ИР 
群 的 理想 作成 的 如 细 .车 举 群 有 合成 列 ， 则 必 有 证 
到 ,反之 不 对 .在 有 主 列 的 半 群 中 、 它 的 因子 同 构 于 S 
的 主因 子 ( principal factor) . 

ЕРЕН. Еш ябу СИР 
地 ， 它 科 的 性 质 ) sJ Ë CUM АНЕ ЕЕЕ ЕРИ ҮЧ 
HJ W. НЕЗ, ЗЕЕ S 中 的 升 理 想 列 【ascending 
ideal series ) 是 全 此 的 序列 ` 


AS: с4,, = 


' +з 


SA, = Š, 


3t rh #E 3⁄8 B x tb IF. 3 ij Ë А ВЈ, НЛ 
<<, A. 是 А,, 的 理想 . 
参考 文献 
[1] Курош, A. T., 
( 中 译本 : А.Г. ЖИР, 
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[2] Clifford, А. Н. and Prcston ,G , B 
оу of semigoups, í -— 2. Amer. Math. Soc., 
1961 — 1967 
Л Н. Шеврин #@ 有 生 明 Ж 


Теории групп, 3 изд., М., 1967 
Еж. L. F, ВЕЕ 


.The algbraic the- 


АШ 校 


伊 代 尔 [iale; идель] 

阿 代 尔 (adale ) 环 中 的 可 递 元 . «Ж ЖР 
在 乘法 下 构成 群 ， 称 为 伊 代 委 群 (е group ) та 
数 域 的 伊 代 尔 群 的 元 素 征 个 述 形式 的 序 鹿 ; 

(ae 

其 中 a R—4 FE 282. a, — 4 3E p 进 数 (p- 
adic number )(p=2, 3, 5, 7,，…); 及 对 于 除 有 限 个 索 
数 之 外 的 所 有 素数 р Ж |а„| = 1 (这 里 |xl, Ж p 进 范 
Ж). 一 个 伊 代 尔 的 序列 


а = (ama. am.) 


收 化 于 -个 伊 代 尔 а, ШЖ НСВ АНС ВЈ а, JE 
存在 N， 对 一 切 p Ë n> N. # lezat = 1. 在 
该 拓扑 下 ， 伊 代 尔 群 是 一 个 局 部 界 拓 扑 群 ， 任 意 数 域 
的 伊 代 尔 群 可 将 似 地 构造 ， 

ж аф ОШО ЖЕЛЕГИ ИВ ШЕ АЕ КИЛЧЕ ЛО 
dr. 每 个 有 理 数 +0 对 应 序列 


(кет) 


л АСИК. РЕВА PAU раза 
Е аа 
ЕИ. 

THU RIBA АЕ C ,Chevalley 为 了 代数 数 
论 的 日 的 于 1936 813807. СЕА АГ TE 4039 BE B) 
算术 理论 的 研究 中 显示 了 它 是 很 有 用 的 . 最 后 、A 


Well 将 阿 代 尔 和 伊 代 水 的 定义 维 广 色 定 义 于 数 域 上 的 
任意 线性 代数 群 的 情形 . 
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В.Л.Попов JE 
【 补 注 】 设 7 是 一 个 指标 集 ， 对 于 每 一 个 te1， 有 有 一 
个 给 定 的 局 部 紧 拓扑 环 或 群 G,， 以 及 一 个 下 紧 于 环 或 
+ B. G, 关于 В, 的 限制 直 积 (ImHided direct pro - 
duct) G = П' G, Н Со,)., 纪 成 ， 其 中 除 有 
限 个 i 之 外 均 有 g,eB,. 取 集合 ILU, fk f >ë 
《等 元 ) 的 开 邻 域 基 ，G 成 为 一 个 局 部 紧 群 ( 环 )， 这 
里 对 一 切 i U, 是 G, 中 的 开 集 ， 并 县 除了 有 限 个 i 之 
外 ， 均 有 0, 一 B, 对 于 每 一 个 有 限 集 Sc1， 令 G, 
=! G, ХП, B,, N| G С, ЕЛ. 

设 大 是 一 个 数 域 (或 者 ， 更 一 般 地 ， 一 个 整体 
域 )， 而 是 的 所 有 索 除 于 的 保 合 ( 有限 和 无 限 的 ) - 
对 每 个 Pel， 令 k, Ë k T. p 的 范 数 的 完全 化 ， 4 
Ж ks 的 整数 环 ( 如 果 р 是 无 限 的 ， 令 4 = ko), M| 
k, T As 的 限制 直 积 是 大 的 阿 代 尔 环 (тір of adëles ) А,. 

对 于 每 个 了 Pel， 令 K; k, 的 非 零 元 所 成 的 群 ， 
U, 是 к; 的 全 体 单位 所 成 的 佑 ( 如果,p 是 无 限 的 ， 取 
U,= K). k; 关于 U, 的 限制 直 积 是 ки 
(group of ideles ). ЕА, БЫКИ Т, Ж А, 的 可 
道 元 的 集合 .但 是 Е, ОЯН А, НЫ. 

L 模 掉 主 仇 代 尔 构成 的 对 角子 群 К = (0) 


‚ Арта 


在 类 城 论 ( chas ГЕШ согу) 很 重要 
名 调 候 代 尔 来 源 于 更 想 元 (ideal lment)， 它 的 

ач. dl ， 在 法 语 中 前 发 音 为 Юй. 
淡定 一 译 ӘК 以 


ЖЛ; [dempotent 或 idempotert element ; naeMuoTeaT } 
环 、 半 群 或 广 穴 中 等 于 本 身 平 方 的 元 素 e: e=e ， 
称 医 等 苑 e 包 含 等 等 元 /( 记 为 ez 门 ， 旭 时 
ef=e= fe. 对 于 结合 环 和 半 群 ， 关 系 > ЕН Һ 
上 的 一 个 偏 序 ， 称 为 上 的 自然 偏 序 (natal partia) 
ойе). ЖЮ а Я z 称 为 正 交 的 ， 如 果 u= 
0=pu , 相应 于 环 的 每 个 赛 等 元 (以 及 每 个 正 交 攻 等 元 
系 ) 都 有 环 的 所 谓 Peiree 4} Җ (Регсе decompositon) 
ХР п ИВО Ж o， 如 果 (e…ejw =e， 其 中 括号 
中 的 e 出 现 n 次 ， 则 称 e 为 宏 等 的 、 О.А. Иванова PE 
[ 补 注 】 一 个 代数 运算 о КЭНЕ ЗН (idempo- 
п), ЖЕНЕ 
ЖТА. О ЗЕ Я (afine 
operation); 后 一 名 称 更 为 可 取 ， 因 为 仿 射 一 元 运 竺 与 
一 元 运算 的 半 群 的 系 等 元 不 是 一 国事 . 在 КИНЕ 


IDEMPOTENTS. SEMJ -GROUP OF 5 
中 ， 仿 射 运算 形 如 
Ce 


而 工 -=1. жле W 中 风灾 в 


宕 等 元 的 半 群 [idempotents , semi -proup of; ндемпоген - 
төв нолугрупта ], #6 35 л Е Ё (idempotent semi- 
moup) 11777 

И SSD ( dempotent ) 的 半 群 . Жа 
元 半 群 亦 称 为 带 ( band) (这 与 半 群 的 带 (band of 
semi-group ) А: ЖЕЗ ЕАО 
的 带 )， ЗЕНА ЗЕ gefr ЕЕ (зеп -lattice }; 
i Ж1Ң 5 ЕН НЕТЕР. lh HA: 若 对 交 核 等 
等 元 半 群 S SISA BAR. ШИЛЖ a, bes 的 最 大 
下 界 正 足 ab. Е ЛОРАК. ЖОР 5 
满足 恒等式 xy = x, xy 一》 中 的 一 个 ， 则 称 5 为 奇 
异 的 《singuiar ); 硅 第 一 种 情形 ，8 时 左 奇异 的 (kit- 
singujar), gk Е (semi -group of jef эт), Ж 
=# ШЕ LES (right -singilar ) Я 06 
( semi -group of right летов). — 3883839588 (me - 
tangular ) 半 群 ， 若 它 满足 恒等式 xyx = x( 该 术 说 有 
时 在 稍 广 的 章 交 下 使 用 ， 见 [ 上)、 对 半 群 8S， 下 列 条 
件 是 等 价 的 : 1) S 是 抢 拒 半 群 ; 2) S 是 理想 单 的 车 
等 元 半 群 ( 见 单 半 群 (Simple semi -group )); 3)S Ж 
等 元 完全 单 半 群 (completely -simpke seml-Broup ); 及 
4)5 同 构 于 直 积 L x R, Др L ЖУСУ} КА 
Ку. AE ЖЕ ЖЕ БЕР Жеп ЕЕ 
( Сїйогї semi-group ) 旦 分 型 成 矩形 尘 群 的 一 个 半 格 
СЯ ЗЕЕ ВВ (band of semi-groups ))， 这 个 分 裂 
是 短 等 元 平 群 的 许多 性 质 研究 的 起 点 Жл 
局 部 有 限 的 . 

短 等 元 半 群 已 从 各 种 观点 得 到 人 饶 究 ， 包 括 艇 论 的 
观点 . 令 所 有 和 帘 等 元 半 群 的 簇 为 叹 ，、 在 [4] [6] 中 
完全 地 描述 了 © 的 所 有 和 能 的 格 ; 它 是 可 数 的 ， 分 配 
的 , ВЕШ 的 每 个 子 镶 由 一 个 恒等式 确定 . 这 个 格 
可 图 解 如 下 : 


Tyre <> rm 
эген) P Som 


а -rr 


图 中 对 ® 中 较 低 岩 的 一 些 簇 给 出 了 与 其 相应 的 伍 等 
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式 . 
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18 Ñ [identical tnth; тождественная истинность} 75 
ЖЖ. 3298 А (logical truth)， 重 言 式 (lautology) 

”谓词 演算 语言 中 公式 的 一 个 性 质 ， 意 指 公式 在 任 
何 解释 和 在 自由 变 元 的 任何 容许 赋值 下 为 走 、 例 如 ， 
对 一 个 仅 含 二 元 谓词 符号 р 和 同一 种 变 元 ( 即 在 同一 
个 变化 域 中 钥 释 的 变 元 }， 任 何 一 个 (有 序 ) (М, 
R) 都 称 为 一 个 艇 县 (interpretation )， 这 里 M 是 个 任 
意 非 空 集合 ，R S M x M 是 机上 的 任意 二 元 关系 . М 
中 任何 元 素 都 是 自由 变 元 的 容许 值 . 公式 ф(х. 
X,) 在 变 元 ху, сс, х, (n20) 的 相应 赋值 a,，…， 
a, (20) 下 为 真 ， 这 可 黑 公 式 结构 娄 纳 地 定义 如 下 -. 
{这 里 自由 变 元 取 遍 集合 W ， 而 谓词 符号 о 表示 关系 
R.) 

假设 给 定 公式 у 以 及 包含 o 的 所 有 自由 变量 的 

有 限 变 元 序列 x= (ху, с, x )， 设 集合 |@;x| 由 所 
有 使 得 (x... х) ЖЫМ (а, с, 4,) 时 9 在 
解释 (M, R)2 ТЪЖНИ M ФУ (а, 
т, а„) 构成 形 如 |o; Х| 的 集合 可 归纳 地 构造 如 下 
(这 里 假定 2 中 的 过 辑 符号 是 人 ,一 , 3}: 如 果 e 
具有 形式 р(х, х), Ш 


Гер {(а ‚с, a.) (а a )eR); 
le АФ; x|=|e@; Мз; х1; 
M"\ lo, X|; 
Pr,..l@; Ху], 
其 中 f) ,\ рт, ,分别 表 示 集 合 的 交 、 差 和 沿 第 n 一 1 
ТАЖ (ЛЭР (а, сс, a, а) > 
(а,,сс,а,)й ). 

ЖЕЎ, ВАНЯ хос, x, 的 公式 wp 的 必 恒 真 
( identical truth) 意 指 在 任何 解释 (M,R) 2 F G Á 


ae; х|= 


[эуе x]= 


M ржЖЙ (а, сс, а„) 都 展 于 集合 Тф: х, 
ох, Sei n=0, ЖА |р ха L 
т. 例如 ， 公式 
зу Ухр(х, у) 2 Vxayp(x, y) 
是 恒 真 公式 ， 但 反方 向 的 昔 通 不 是 恒 真 公式 . 
固定 一 种 解释 后 ， 如 果 一 个 公式 在 自由 变 雹 的 任 
何 赋值 下 在 此 解释 下 都 为 真 ， 那 公有 了 叶 也 说 读 公 式 恒 
K. 
参考 文献 
[1] Kleme , 8. ©.. Introduction to metamathematics , North- 
Holland , 1951 (kE: S. C. ЯЖ, 元 数学 导论 ， 
科学 出 版 社 ，1984 一 1985). 
[2] Shoenfield, J. R., Mathematical Jogic ，Addison - Wes - 
ky. 1967. В.Н. Гришин # Б 


恒 等 问题 [identity problem ; тождества пробнема ] 
识别 共有 给 定 生 成 元 与 定义 关系 的 代数 系统 ( 群 

(group); ҖЕ (semi -group) 及 其 他 ) 中 字 的 等 式 

(恒等式 ) 的 算法 问题 (algorithmic problem). 

f 补 注 】 这 个 i 问题 更 多 地 称 为 字 问 题 (word problem) 

或 字 恒 等 问题 (word identity protem) . 陈 公 宁 译 


不 适 定 问题 [ill -posed problems 或 incorectly- posed 
problems , improperly - posed problems ; некорректные 
задачн ] 

在 下 面 刻 曾 适 定 问题 (well -posed problem) 的 条 
竺 中 至 少 有 一 项 不 成 立 的 问题 . 内 虚 其 空间 U( ИДУ 
度量 puf,]) 中 的 “初始 数据 u 确定 度量 空间 Z 
{ 具有 度量 pz(, )) 中 的 解 = R(u) 的 问题 称 为 在 
空间 对 (Z, U) 上 是 适 定 的 (wel- posed ) Ж: а) 
对 每 个 ve 局 ， 存 在 解 ze 之 ; b) ЙИ ЙЛ; B 
ç) 该 问题 在 空间 (Z, U) 上 是 稳定 的 ， 即 对 等 个 
220, {ИЕ 5(s) > 0， 使 得 对 任意 „у, u SU, H 
pu(u,, u.) 和 6fs) 可 推出 р, (21, 2,)S:, Kh 
ш = (01) Ж z,= R(u,). 

适 定 问题 的 概念 出 自 J. Hadamard (1923), 16 
张 每 个 与 革 物 理 或 技术 问题 相应 的 数学 问题 必须 是 适 
定 的 ， 事实 上 ， 如 果 数 据 任意 小 的 变化 会 导致 解 的 较 
大 变化 ， 那 么 解 会 有 怎样 的 物理 解释 呢 ? ТЇН. ЖЫН 
近 方 法 用 于 这 类 问题 会 是 困难 的 ， 这 使 得 研究 不 适 定 
问题 的 手 尖 受 到 怀疑 - 

这 种 观点 在 用 于 某 此 与 时 间 杠 关 的 现象 时 是 自然 
的 ， 但 它 并 不 能 推广 到 所 有 的 问题 中 去 ， 下 列 问题 在 
7 的 度量 中 不 稳定 ， 因 而 不 适 定 ; 解 第 一 类 职 分 方 
种 ， 寺 于 仅 近 似 已 知 的 函数 进行 微分 ， 对 于 其 系数 在 
1, 度量 中 近似 已 知 的 Fourier 级 数 数值 求 和 ;Laplace 
方程 的 Cauchy 问题 ， 函数 的 解析 延 拓 向 题 8 RE 


测定 的 反问 题 . 其 他 的 不 适 定 问题 是 ААЦ 
数 方程 组 ; 使 内 有 不 收 敏 极 小 化 序 别 的 泛 沙 梓 小 化 ; 
线性 规划 与 最 优 控 制 中 的 各 种 问题 ， 最 优 系统 的 设计 
与 结构 最 优化 (天线 及 其 他 物理 系统 的 综合 问题 ) : 
及 由 微分 方程 描述 的 各 种 其 他 控制 问题 《特别 是 微分 
对 策 ) . 各 种 物理 和 技术 问题 往往 会 导致 上 述 问 题 【 匈 
р. 

在 物理 、 技 术 及 其 他 科学 分 支 中 提出 的 一 大 类 所 
谓 反 疝 题 ， 特 别 是 物理 实验 的 数据 处 理 问题 ， 属 于 该 
Жїзї ИШ. {9 : 为 要 研究 的 现象 (或 对 象 ) 的 一 
个 特征 量 . 在 物理 实验 中 量 z 常常 不 能 进行 直接 测 
是 ， 但 某 个 变换 4z = wu{ 又 称 输出 ) 是 可 测量 的 . 
为 解释 该 结果 ， 必 须 由 и 来 确定 :， 即 解 方程 


Az=u. (0) 
求解 方程 (1) 的 问题 常 称 Е ОА ВРЕ (pattern 


тордоп problem ) ， 导 致 泛 落 极 小 化 的 问题 (天线 
及 其 他 系统 或 结构 的 设计 ， 最 优 控 制 问题 等 等 ) 又 称 
З (synthesis problem ) . 

候 定 在 某 些 物理 实验 的 数学 粮 型 中 ， 所 研究 的 对 
а (Па) 是 通过 属于 度量 空间 Z 可 能 解 的 集合 z 
ЛЖ z( 函数 、 向 量 ) 来 刻画 的 .假定 2, 不 能 
进行 直接 测量 ， 并 且 所 测量 的 是 一 个 变换 ，4z7r= ur, 
are4Z， 其 中 4Z 是 2 在 算 子 4 下 的 象 ， 显然 ， 
zr= Aur ЖЗ АВА ЕЙТ. 9 и, 
ВНТ, ДОЛЕН Е. с 为 该 近 
己 值 . 在 这 些 条 件 下 ， 问 题 只 能 是 寻求 方程 


42-0 (2) 

Р ЗА 
ЖИЕНИ А, К АТН, И 
如 , # 4 是 Hilbert 空间 中 的 全 连续 算 子 ， 特 别 是 形 如 


人 oo yz(s)ds 


的 积分 算 子 情形 ， 在 这 些 条 件 下 按 经 典 的 观点 不 可 能 
作为 z, 的 近 侯 “ 解 ”得 到 (2) 的 精确 解 ， 即 元 未 
2= АТ. 事实 FL: a) 这 样 的 解 不 一 定 在 Z 上 存 
在 ， 因 为 芯 不 一 定 属于 AZ; H b) 这 样 的 解 如 果 存 
在 的 话 ， 也 不 一 定 杜 Z 的 小 变化 下 稳定 【 轴 为 4 
并 不 连续 ) ， 进 而 不 一 定 有 药理 上 的 解释 ， 此 时 间 是 
(2) 是 不 适 定 的 . 

解 不 送 定 问题 的 数值 方法 {Жш (1) 的 不 适 
定 问题 ， 所 提出 的 疑问 是 : 近似 解 到 底 癌 昧 着 什么 ? 
显然 ， 它 应 定义 为 经 过 原始 信息 的 小 变化 份 保持 稳 
ж. ЖЕТЕМ: 用 什么 样 的 算法 来 询 造 这 样 的 
解 ”这些 基本 问题 的 答案 已 由 А. Н. Тихонов 给 出 
( 见 [11, [2]. 


ILL-POSED PROBLEMS 7 


选择 法 【selection method) . 在 有 些 情形 ， (1 1 的 
近似 解 亲 通过 选择 法 求 得 ， 其 组 成 如 下 ;从 可 能 的 
解 类 M = Z "Юл Z, 使 得 AZ 以 所 要 的 精度 
ЖЖ (1) 的 右边 ШЖ 作为 所 要 求 的 近似 解 ， 
提出 的 问题 是 :这 种 方法 何 时 可 用 ， 即 何 时 

б(АЎ, А: )<8 


аш p (z, 27) S (8) 

хещ 8 一 08, (8) -> 0. 在 (1) 的 解 唯一 日 
M 为 紧 的 条 件 下 ， 此 结论 成 立 ( 见 13]) . 在 上 述 讨 
论 的 基础 上 ， 可 以 引 人 Тихонов 适 定 的 【Tikhonov 
мєр -posed ) ， 或 丈 条 件 适 定 的 报 念 【 尸 条 件 ) (W 
[4]) .在 应 用 于 (1) 对， 个 问题 称 为 条 件 适 定 前 
(conditional well-posed ) ， 如 时 已 如: Эр 
HË и= ит, {ЕЕ (1) ЮАТА ЯК M 的 唯一 
解 zs， 在 此 情形 ，4-! 在 М 上 连续 ， 并 旦 如 果 
Җи ur 已 知 元 素 us 使 得 po (и,, и) Sá, Ë 
и,ЕАМ, МАНЯ z. = Alu, ЖҮ АЙ и=и, 
时 (1) 的 近似 解 ， 当 5 一 00, 2, ЖР zy 

在 很 多 情况 下 得 到 的 右边 近似 值 入 并 不 属于 
АМ. 在 此 条 件 下 ， 方 程 СТ) 没有 尚 典 解 ТЕШ" 
文 解 ， 则 所 谓 的 拟 解 作为 近似 解 ( 见 15]) ，(1》 在 
M 上 的 拟 解 { quasi -soiution ) 是 指 对 给 定 的 Н, Ў 
E p (Az. T) 在 М 上 达到 最 小 值 的 元 过 Te M( 见 
16]) . ШЖ м 是 紧 的 ， 则 对 任 倍 ег арР В, 
B#X#8 e AM, ДШ Z ft (1) 的 古典 ( 精确 ) 
ЖЕН. 、 只 有 当 可 能 的 解 集 M 为 紧 时 ， 才 能 保证 拟 
解 的 存在 . 

正则 化 方法 ( reglarization method ) ， 对 于 能 够 共 
ш (Т) 的 很 多 应 用 问题 ， 一 种 典型 的 情况 就 是 可 能 的 
解 集 Z 为 非 紧 的 ， 算 子 4-' 在 42 上 不 巡 续 ,及 与 
近似 特性 相关 联 的 《1 ) 的 右边 的 变化 会 使 解 有 跑 到 4Z 
之 外 ， 这 样 的 问题 称 为 本 质 不 适 定 的 (essentialy Ш- 
posed ) .已 经 研究 出 解 不 透 定性 问题 的 方法 ， 它 可 以 
构造 出 数值 方法 来 天 过 形 如 (1) 的 本 质 不 适 定 问题 的 
解 ， 使 之 在 数据 的 小 变化 下 保持 稳定 ， 这 里 右边 u 和 
ЖТ 4 都 应 属 该 数据 范围 . 

在 下 面 的 讨论 中 ， 为 使 说 明 简 化 ， 朴 设 算 子 4 已 
精确 知道 ， 该 方法 的 基础 在 于 引 和 人 正则 化 算 子 的 
概念 ( 见 [2], [7]) . МОЯТ R(wu,5) 称 
为 方程 4z = wf ЖЕ и = и, ВОР ) 的 正则 化 算 子 
(regularizing operator) ， 如 果 它 基 有 -下 列 性 质 : 1) 存 
在 51 > 0， 使 得 对 每 一 个 满足 0< 8<51 的 5 及 对 
ЖЕ pv(ai, 27) 挟 5 的 4sEU, 算 子 R(4u,8) 有 
定义 ;2) 对 每 个 8 >0, 存在 50= 50(s, иу) S ó,, 
使 得 由 рии, wr) < 5< 560 可 得 p,(2,, zy) <, 
这 里 z. = R(u',ó). 
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有 时 用 正则 化 算 子 的 另 一 个 定义 更 方便 ， 它 包 会 
前 面 的 定义 . ОЮ Z 的 依赖 于 参数 а 的 算 子 R(u, 
a) 称 为 关于 方程 Az= u (fE u= uy, 的 邻 域 中 ) 的 
证 则 化 算 子 《regularizing operator 或 regularization оре - 
mator) ， 如 果 它 具有 下 列 性 质 : 1) 存在 s > 0， 合 
得 对 每 个 x 和 和 满足 pu(us, ну) << ó, 的 任意 ws 
ЏО, Ray ec) 有 定义: 2) 存在 6 的 函数 a= (5), 
使 得 对 任意 6 > 0， 有 8(r) 所 61， 满足: Wu, U 
Epoa(u,. tr) 人 eG) раб, т,)<{, 这 里 zi 一 
К(й,, gf(5))， 这 个 定义 没有 假定 算 子 К(и, о (5)) 
是 多 局 单 值 的 ， 

如 果 pufuis tr) 所 5， 则 可 以 取 通 过 正规 化 算 于 
R(u, a) 得 到 的 元 聚 2, = R(u,, x) 作为 右边 近似 为 
О, 的 方程 (1 ) 的 近似 解 ， 这 里 x = x (5) 与 初 值 ú, 
的 误差 是 相 容 的 ( 见 [1], [2], [7]) . 这 称 为 (1) 的 下 
则 化 解 《rogularized solution) ， 数 人 参数 а ЖЕМЕЙ 
化 参数 {regularization parameter) — 4 5 — 0 时 ， 正 
ДИЮ 2,09) = R(u,, a (8)) (在 Z 中 度量 的 
意义 下 ) ЮРИЙ гү. 

这 样 ， 寻 找 (1) 的 在 右边 小 变化 下 稳定 的 近似 解 
的 任务 归结 为 : a) 寻找 正则 化 算 子 Ь) 通过 问题 的 
其 他 信息 ， 例 如 ， 给 定 有 边 u 时 误差 的 大 小 ， 来 确 
定 正则 化 参数 o. 

正则 化 算 子 的 构造 (construction of regularizng 
оретыогв). БОЙЛЕ А: = и 有 唯一 解 zy， 假 设 和 地 
代 Az=u,, 8 Az=u, БШ, Н pe(u;, 
uz) Só. НТ pu(4dzr， u.) Sá, ТИЕ А 
po( Az, u ,) Sa 的 元 内 z, Ж Z, 中 找到 Az=u, 
的 近似 解 7, ЖИ ШЕ. ЖЕЕ 2, 中 的 任意 
ЖЖ 2, 作为 近 倍 解 ， 因 为 这 样 的 “ 解 “不 唯一 ， 且 
通常 关于 5 不 连续 .作为 一 种 对 于 可 能 解 的 选择 原 
理 ， 以 确保 从 Z, 中 得 到 连续 依赖 于 5， 用 当 5 -0 
ВР zy ЖЖ 2,, 这 需要 用 到 所 谓 变 分 原理 
Cvariatioral principle) (Ж[1]). 设 Q [z] 是 定义 在 
Z 的 子 集 F, 上 的 非 负 连 续 泛 函 ， 它 在 Z ЕЛЕЙ 
密 ， 且 使 得 а) zsFi; b) 对 每 一 个 4>0, Р, 中 
满足 QIz] < 4 的 元 素 z Же Р, 上 为 紧 的 .共有 
这 些 性 质 的 泛 函 称 为 关于 问题 (1) 的 稳定 化 泛 函 
(stabilizing functional) . 设 Q[z] 为 定义 在 ЖЮ Ей 
F, БЯЗЬ (Р 可 以 是 整个 Z) . 在 F... = 
F (YZ, 中 寻找 一 个 (或 几 个 ) 使 Q[z] 在 F... Ë 
这 到 最 小 值 的 元 农 ， 可 以 证 明 这 样 的 元 素 z, 是 存在 
的 【 见 [7]) ， 这 可 以 看 成 是 将 某 个 算 子 К, (ws, 4) 
ЕН ЕЛЕ Az = 4 右边 的 结果 ， 即 z = R (и, 
4). ЗиК, (и, 6) 是 方程 1 3 的 正则 化 算 子 ， #3; 
上 ， 可 以 按 下 述 方式 来 寻找 с,: 在 对 于 Q[z] 附加 的 
微弱 限制 (Q[z] 的 拟 单调 性 ， 见 17]) 下 , 可 以 证 明 ， 
jinf Q[z] 在 满足 p.( Az. н,) = á 的 元 豪 z, ЕЖ 


到 .元素 z 是 给 定 р„(А:, и,) = 5 的 极 小 化 问题 
Q[z] 的 解 ， 即 条 件 极 值 问题 的 解 ， 它 可 以 利用 
Lagrange Ж iË ЖЕР 


М2, и] = р (42. u.) t e Q[2] 


的 极 小 化 来 解决 . 对 任意 <> 0， 而 以 证 明 存 在 使 

[z,u 8446882638 2,.& x 由 条 件 p,( 4z。， 
н.) = ó 来 确定 .如果 存在 x， 使 得 p (Az... u.) 
= 6， 则 原来 的 变 分 问题 等 价 于 对 M° z, и | 的 极 小 
北 问题 ， 它 可 以 在 计算 机 上 用 各 种 方法 来 解决 (例如 ， 
通过 解 关于 M° [z, us] 的 相应 的 Euler у), М 
M°'[z, п, 极 小 化 的 元 案 z. 可 以 看 作 将 某 算 子 
кб, a) 用 于 方程 Аси, ЖЕЙ, ЕЙТ 
依赖 于 а, В с, = К, (из, д), Ж о 出 偏差 关系 
рибА2,, ts) = ó ЗАЛЕ. КИРК, (и, а] 2 (1) 的 
ЕМИ. 原始 的 变 分 问题 与 寻找 М2, u,] % 
极 小 值 问题 等 价 ， 例 如 ， 对 线性 算 子 4 .对 非 线 性 算 
子 和 4 未 必 如 此 ( 见 18]) . 

所 亩 光滑 泛 函 (smoothing fonctional) M*[z,, u,1 
可 以 形式 地 引入 ， 不 必 将 它 与 泛 函 Difz] ЖЖ 
问题 相 联 系 ， 而 是 来 妇 找 集合 FF), ，. 上 使 之 极 小 化 的 元 
т. 这 样 就 提出 问题 : 寻找 作为 5 的 函数 的 正则 化 
参数 a, ama (ó), OB OE G E z. =R, ©: 
&«(8)) @ 8 f К,(и, «(8)) ë (1) ЖИЕК. 
ЖЕГЕ (Жш, Ө pulu u Só B А ха 
ЖЕЕ). ， 这 样 的 函数 存在 且 订 以 从 关系 pu(4z。， 
и.) =ó 找到 .还 有 -一 些 其 他 方法 来 寻找 wx(5) 

设 T, 是 [0, 61] 上 非 负 非 递减 的 连续 函数 类 ， 
г ЖАШ ии, ШО), B A 2 Z ñ U WJ 
违 续 算 子 ， 对 任何 正 数 ¿ 和 满足 g,(0)=0 和 
0218,08) S B.(6) № Т, 类 函数 好 (5) 和 B.(ó). 
ЖЛЕ б, = бб, 1,82) 使 得 对 uss 忆 和 оо, 由 
рибна, Чт) S 5 ДН р. (Z,. zz) 所 8， 这 里 对 所 
有 满 是 5218 (6) <а 6,05) Q < Ж z" = R.(u,, 
в) 
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的 附加 信息 ， 如 果 关 于 u, 的 方程 右边 的 误差 已 知 ， 
ED pu{us,W7) 扎 5， 则 按照 前 面 提 到 的 ，x 自然 可 以 
由 偏差 来 确定 ， 即 通过 关系 pu(4zs, и) = ф(а)= ó 
йж. 

函数 (о) 对 每 个 а> 0 是 单调 朋 半 连续 的 . 如 
果 А 为 线性 算 子 ，Z 为 Hilbert 218]. H. Q[z] 为 严 
очі (Фи. КЕШ). Ил 25 是 唯一 的 
Я p(x) 为 单 值 函 数 ПОРЕ, ЖЕК 5 < 
ри( А205 ui)， 这 里 z 8(z: Q[z] = nf. ОУ), 
存在 «(буй р(Аг!, и,) = 5《 见 [7]). 

但 对 非 线性 算 子 А, 方程 g la) = 6 可 能 光 解 
( 见 [8]) . 


证 则 化 方法 与 样 条 (spjine ) НИЖЕ НН Ж. P| 
如 .寻找 [a, bl 上 具有 逐 段 连续 二 阶 导数 的 函数 
=(x) 使 得 汪 函 o[z]= [L (z): dx 极 小 化 并 在 悔 点 
Сх) еВ (с, } 的 问题 与 构造 二 次 样 条 函数 
=й. 

构造 正则 化 算 子 可 以 用 庶 方 法 ( [7], [8]) ， 
在 营 棋 型 方程 情形 用 经 典 的 积分 变换 (出 [10], 
17]) ， 及 用 拟 映射 法 〔 见 [11]) 或 迁 代 法 (W[12]). 
正则 化 算 子 存在 的 必要 与 充分 条 件 已 经 得 到 ( 见 
[13]). 

下 面 假设 不 仅 ( : ) 的 右边 而 且 算 子 4 也 是 近似 
给 出 和 的， 以 便 用 (4，, и,) 3408380398 (А, u.) 
这 里 

ри, Wr) S à, 


А,?, Аг) 

һ= зир 220002, 42) ë < 
wh (gr < 
ошо 


ХЕХЕ, ЖАТР НН, RES FREE 5 
M"[z, n, А] = р (Ауд, и„)+ aQ[z] 
К м2, и, ЖН о, ИШ. тн 
М х.) = (+ оГ, 


来 确定 (07р). 
如 果 (1) ВНЕ ОВЧЕ, ИЗТ АЛЕЗИ С normal 
soiution ) 的 概念 832 Z ЖИМ. ИШТ 
以 到 解 =， 使 得 它 间 所 给 元 素 zue2 的 偏差 按 范 数 晤 
小 ， 即 
Iz-z0ls = wiz 2,12. 


对 于 在 (1) 式 右边 购 小 变化 下 仍 保 持 稳定 的 《1] ) 的 
正规 解 ， 它 的 过 近 可 以 通过 上 述 正则 化 方法 来 实现 . 
过 类 其 有 并 鹤 多 解 的 问题 包括 着 进化 船 线性 代数 方 租 
组 .所谓 约 来 条 件 不 完整 的 线性 代数 方程 组 可 以 看 作 
АЧИТ .4 ВЕЛ А, 来 代 换 时 从 退化 方程 组 中 
得 到 的 方程 组 ， 可 以 取 最 小 范 数 zl 的 解 2 作为 相应 
退化 方程 的 正规 解 ， 在 光滑 湾 函 情形 Q[z] лш? 
8 о12] = 1202. 约束 条 件 不 完整 的 方程 组 的 近似 解 
也 可 以 通过 取 t[z] = 上 z 的 正则 化 方法 得 到 ({ 见 
0р. 

类 似 的 方法 可 用 来 按 谱 的 形式 解 第 二 类 Fredholm 
积分 方程 ， 这 是 指 在 方程 的 参数 2 等 于 其 核 的 一 个 本 
征 值 情形 . 

远 函 极 小 化 中 的 不 稳定 性 问题 .很 多 有 重要 应 用 
的 问题 都 归 为 沦 函 f[z] 的 极 小 化 、 这 种 问题 分 两 种 
不 同类 型 ， 第 一 类 是 要 寻求 泛 函 的 极 小 值 【或 极 人 人 
俊 ) ， 最 优 系统 或 结构 设计 中 的 很 多 问题 都 属于 这 一 
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Ж. 对 这 类 问题 ， 所 求 的 极 小 值 蚌 在 哪些 元 宕 达到 ， 
这 并 不 重要 .区 此 ， 可 以 下 任何 极 小 化 序列 {2,} 上 
的 泛 函 f[z] 什 作 为 这 类 问题 的 近似 解 . 

在 第 一 类 问题 中 ， 必 须 求 出 使 f z] 达到 极 小 值 的 
ЗСЖ =， 这 称 为 身 变 类 上 的 极 小 化 问题 (probletn of 
minimizing, over the argument у. 例如 ， 极 小 化 序列 可 
能 发 散 ， 在 这 类 问题 中 ， 不 能 把 极 小 化 序列 的 元 素 取 
为 近似 解 ， 这 样 的 问题 称 为 不 稳定 的 (unstable ) 或 不 


通 定 的 (型 -posed) . 这些 问 题 包 括 ， 例 如 ， 景 优 控制 
Ë, gritaba ЖК (H а) R kin ina 
#. 


假设 Л) АНЕ Z ЕЗЕП, B f[z] 
在 元 素 zosZ ИЖА ЛМЕ. [2] 的 极 小 化 序列 
Са 称 为 正则 化 多 (regnlarizing ) ， 车 在 Z 中 存在 仿 
(с, 7. ШЖ fz] 的 极 小 化 问题 有 唯一 解 
2 ， 风 正则 化 极 小 化 序列 收 敏 于 z。， 并 且 在 这 些 条 件 
下 ， 只 须 列 出 构造 正则 化 极 小 化 序列 的 算法 . 利用 稳 
х1 8 Q[z] 可 以 解决 此 问题 . 

设 Q[z] 为 定义 在 集合 Р < Z 上 的 稳定 化 泛 函 ， 
infserf[z]=f[zoj， 且 zusF,， 常用 关于 Q [z] 的 
85 通 近 了 ,[z]， 即 对 每 个 ze 下,， 使 
Uilz] ЛИ < ва[=} 


成 立 的 证 函 来 代替 ус]. 
于 是 对 任何 x > 0， 泛 函 


М2, f. = f Iz] +002] 


КИЛЕШЕП B ЛЕ а 0 - 

312, (а, ЕЧ п, 使 5,/ ,所 4q 1 成 
立 的 零 序列 ， 且 设 { z,,,,} 为 极 小 化 MM"[z, f,.] 的 
元 索 序 列 . 这 是 泛 函 f,[z] 的 正则 化 极 小 化 序列 ( W, 
[7]) ， 因 而 当 п -~ ~ co ы, лж. 故 可 
л г, 作为 该 问题 的 近似 解 . 

最 优 控制 中 不 适 定 问题 的 近似 解 可 以 类 似 邮 构 
造 . 

在 应 用 中 ， 不 适 定 问题 经 营 出 现在 初 慎 含 随机 误 
差 靖 形 ， 在 构造 这 类 问题 的 近似 解 时 ， 确 定性 逼近 和 
概率 逼近 都 可 能 用 到 〔 见 [91, [5]). 
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[8] Гончарский, А. В., Леонов, А. С., Ягола, А 
Г., <Докл, АН СССР», 214 (192%), 3, 49 — 
500. 

[9] Бакушинский. А. Б., & K. вычисл. матем. н 
матем, физики, 7 (1967) 3, 672 — 677 

[10] Арсенин, В. Я.. «Тр. Матем. ин-та АН 

СССР у, 133 (1973), 33—89. 
[11] Lates, R. and Lions, J. L., Méthode de qusi- 
TEversibilité ct applications , Dunod , 1967. 
[12] Крянев, А. В., (ños. АН СССР», 20 
(1973), 1, 9-2. 
[13] Винокуров, В. А., «Ж, вычислит. матем. и 
матем. физ. ў, 11 (1971), 5, 1097 — 110. 
[14] Тяхонов, А. Н., «Ж. вычислиг. матем, ими. 
тем. физ. Э, 6 (1966), 4, 631 - 634 
[15] Лаврентьев, М. М., Васильев, В. Г., {Сиб 
матем. X.), 7 (1966), 3, 559 — 576 
В.Я. Арсснин, А. Н. Тихонов 所 
【 补 注 】 В. L. Philips [А6] 也 提出 过 条 件 适 定性 的 
思想 ; 100277, ЖИН “Тихонова!” 表述 ， 

学 致 上 述 意义 下 的 不 适 定 向 题 的 其 他 问题 有 波动 
方程 的 Dirichlet 问题 ( Diricklet problem ) ， 热 传导 方程 
中 的 非特 丁 性 Cauchy 问题 ( Cauchy problem )， 向 后 
招 傅 导 方程 的 初 边 值 问题 ， 反 散射 间 题 ([A2]) ， 对 
于 从 极 特殊 的 数据 ([A1], [A4]) 种 计算 机 化 的 屋面 
X 线 照 丁 术 得 到 的 偏 微 分 方程 ([ A8]) ФА &Ю (Ж 
数 ) 识别 . 

如 果 А 是 Hilbert 空间 之 各 的 有 界线 性 算 子 ， 则 正 
如 上 面 所 提 到 的 ， 正 则 化 算 子 可 以 通过 谱 理论 (spectral 
theory) 来 构造 : 如 果 当 ga 一 0 时 Оа Д) —1/1, 
那么 在 粗略 的 假设 下 ，U(a, АА) А" 为 正则 化 算 子 
(Ф [А5]); 关于 下 出 这 种 方法 的 最 优 收 合 速度 
问题 的 正则 化 参数 的 选 香 ， 见 [АЗ]. 对 U(x, д) = 
Пад), ЖАЮУ Тихонов 正则 化 ( Tikh - 
onov regularization ) : 正则 化 解 2/ 由 (aI + АА) z= 
Ala, 来 定义 .这 种 方法 在 Hilbert 尺度 下 的 变形 车 
[A7] 中 作 了 进一步 研究 ， 和 参数 选择 的 法 则 在 [A9] 中 
给 出 .本文 讨论 的 由 р„(А27?, us) = ó 给 出 的 参数 选 
择 法 则 称 为 偏 卷 原理 ( discrepancy principle ) ([А6]). 
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复 变 函 教 论 中 的 不 适 定 问题 [过 -posel problems in com - 
ex function theory ; некорректные задачи теорин фун- 
кций комплексного. переменного j 

原 指 微 分 方程 的 共有 一 类 与 Laplace 方程 的 Cauchy 
问题 相似 的 不 稳定 性 的 (Hadamard 不 通 定 ( Hadamard 
Ш -роѕеї)) 问题 ( 见 不 适 定 问题 (ul. -Posed problems )). 
对 于 这 种 类 型 的 问题 ， 可 以 构造 Hadamard 例子 (Ha- 
damard example): 二 
小 钓 改变 ， 解 都 有 相应 舶 有 限 的 改变 ( 见 [2], [ 
现在 ， 术 语 “不 适 定 问题 " 的 含义 相当 广泛 бай. 
[6]). 

单 变量 函 数论 中 的 解析 开 折 ( analytic continuation ) 
问题 在 Hadamard 的 意义 下 是 不 适 定 的 . 对 于 这 样 的 
函数 ， 问 题 的 一 般 形 式 叙述 如 下 . 给 定 复 平面 里 的 一 
个 区 域 p 和 呈 的 闭 包 里 的 两 个 集合 4 与 了 :4 = p< 
D. 在 4 上 给 定 一 个 解析 函数 ./(z)， 它 在 也 内 是 正 
ДЫ. ЖК Ве f(z). 关于 f(z), 除了 在 p 
内 的 正则 性 外 ， 还 可 以 附加 一 些 信息 ， 例 如 ， 


lG)| < C, 26р, 2] 
其 中 C 是 一 个 给 定 的 常数 . 
经 典 的 解析 开拓 间 题 是 1)4 а р 


区 域 ，2) 4 是 的 边界 工 的 一 部 分 ; 假定 是 ( 逐 
Ж } 连 续 可 微 的 闭 曲线 ，『 = TIUIT:，4= Ti 或 3} 

一 个 在 D 内 有 极限 点 的 集合 . 

士 述 问题 的 一 些 唯一 性 定理 是 在 19 世 纪 证 明 的 . 
(它们 可 以 在 复 变 函数 论 的 教科 书 中 找到 , ) 问题 2 等 
价 于 Тарасе 方程 (Laiplacs equation ) 的 Cawhy 问题 
(Cauchy problem). 

关于 类 型 1) 和 2) ) 的 解析 开拓 问题 的 稳定 性 舍 计 
е. 用 占据 的 改变 来 六 示 同 题 的 解 的 改变 前 信 
+). 解析 开拓 向 题 是 线性 的 ， 线 性 不 适 定 问题 的 一 


般 的 正 唱 化 方法 适用 于 它们 ( 兄 [3], [6]). 对 于 问题 


2), ЖР Caricman 函数 的 构造 ， 一 些 特殊 的 正则 化 
方法 已 经 建立 ( 见 [3]). 
解析 开拓 问题 与 广泛 的 应 用 问题 相 联 系 . 常常 出 


一 些 物理 定律 得 知 ， 许 多 物理 场 都 是 某 些 变 量 的 解析 
函数 .要 屎 从 这 个 场 在 某 一 个 集合 上 的 数值 (ЕА 
在 这 个 集合 上 进行 的 ) 出 发 在 一 个 更 大 的 集合 上 确定 
这 个 场 . 以 下 列 出 一 些 这 样 的 应 用 问 苞 . 

1. 很 据 地 球 记 引力 场 和 磁场 在 地 球 表面 的 数值， 
确定 地 球 表面 上 方 的 这 个 场 的 问题 .这 个 问题 被 用 于 
勘探 有 用 矿产 的 储量 ， 

2 根据 理想 流体 的 流动 的 位 势 或 恒定 电流 滤波 在 
茶 个 物体 部 分 表面 上 的 数值 ， 确 定 物体 内 部 这 个 流动 
或 位 势 的 问题 ( 见 [4]). 

3 .根据 一 个 具有 紧 支 集 的 函数 的 Fourier 变换 在 
一 个 有 限 区 间 上 的 数值 ， 确 定 这 个 函数 的 问题 . 

从 应 用 的 观点 看 ， 根 据 一 个 解析 沙 数 在 有 限 集 上 
的 数值 来 确定 这 个 函数 的 问题 是 相当 重要 的 .这 个 问 
题 共 解 不 是 唯一 的 ， 但是， 倘若 这 个 集合 在 茶 种 意义 
下 接近 于 一 个 唯一 性 集 (见解 析 函 数 的 唯一 性 (uni- 
queness properties of analytic functions ) )， 那 么 一 个 有 
小 误差 的 近似 解 是 可 能 的 . 

对 于 多 复 谈 量 的 函数 ， 菇 有 适 定 的 解析 开拓 问 
是 ， 又 有 不 适 定 的 解析 开拓 问题 ， 对 于 从 正则 性 区 域 
内 部 的 一 些 集 合 的 解析 开拓 问题 ， 束 知 有 下 述 结 果 : 
一 个 集合 成 为 唯一 性 集 钓 充分 必要 条 件 是 ， 它 不 是 有 
限 个 解析 流 形 的 并 . 
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[4] Лаврентьев, М. А., Шабат, Б. В., Методы тео- 
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17} Фукс, Б. А., Теория аналитических функций мно- 
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照明 问题 [ llumination problem ; оскещения задача] 

确定 照 亮 一 个 凸 体 (convex body) 的 整个 边界 所 需 
要 的 最 少 的 不 同 向 的 平行 光束 数 或 最 少 的 光源 数 . 设 K 
是 n 维 线性 空间 R" тр Ж, ЫК 及 int K 分 
别 表示 它 的 边界 和 内 部 ， 而 且 还 假定 БАК #2, 
的 照明 问题 是 指 : 

1) 设 [是 R' 中 一 个 固定 的 方向 bd 下 中 一 个 点 
x 称 六 是 沿 方向 1 从 外 部 被 照 亮 的 ， 如 果 过 x 日 平行 
于 [的 直 钱 过 ш ЖКУ, EB JE хў 
СЕ BJ R" 中 将 整个 集合 ЫК 照 宽 的 最 少 的 
方 划 数 c(K). 

2) 设 гж ВК. bd 天 中 一 个 点 大 你 为 
是 被 点 z 从 外 部 照 亮 的 ， 如 果 由 点 z 和 x 傅 定 的 直线 
过 nt K 中 基点 六 并 且 向 量 худ g П. Ж 
ВКРИТА bd K 照 亮 的 最 少 的 点 数 с (К). 

ЭЖ bd K 中 一 点 ，bdKK 中 一 点 x 称 为 着 被 
点 z(z х) 从 庆 部 照 亮 的 ， 如 打出 点 2 和 x 确定 的 
直线 过 intK 中 基点 'y， 江 县 向 量 z BUZ ч. R 
bd K 中 将 整个 统合 bd K 从 内 部 照 亮 的 最 少 的 点 数 
p(K). 

4) 一 个 直系 ZC (z: s6eba K) 称 为 对 K b B S: 
的 《fixing), 如 果 它 其 有 性 质 :a) Z АВЕ 
bd K, Ъ)Ж ЖЕМ Z 的 真子 集 能 将 ЫК 从 内 部 照 
Ж. 对 В” РЫ K, б K 的 固定 点 系 的 最 多 的 
АЖ p'(K). 

问题 1) 的 提出 与 Hadwiger 假设 (Hadwiger hypo - 
thesis) 有 关 【 见 [1]): 以 相似 系数 ЕО < т) 位 他 
тж Кт, 覆盖 下 的 最 少 的 是 体 数 
b(K) ВЕЖА п БК) 2", 其 中 b(K)= 
2 ， 当 且 仅 当 K 为 平行 六 面体 ， 对 十 R" h4 nik 
K жй, ff c(K)= К); ШЖ КЖ, 则 с(К)< 
b(K), ЕЛЕЧЕ c(K)< b(K), 或 者 ССК) = 
b(K)= o (1,11). 

问题 2} 的 提出 与 问题 1) 有关， 如 果 外 Kc R" 有 
Я, дая (К) =c'(K) 成 立 .如果 ЭЖ. MJ 
eK) sb(K) H с(К) <с(К). 对 于 В! ФБ 
mË К, оК) Я 1,2,3,4,со 中 的 其 一 值 ( 见 [1]). 

问题 3) 的 解答 是 : p(K) чоч Кта 
(сопе) 的 时 候 才 有 定义 ， 在 此 条 件 下 有 : 


2<p(K)Sn+1., 


其 中 p(K)= пк, ЧНЧ K 是 空间 R" 中 的 w 
维 单 形 ( 见 [1]) 
关于 问题 4jf [2]), 有 以下 猜想 : 如 果 K< R" 
有 界 ， 则 不 等 式 
PIKE 
成 立 . 


人 竹 一 个 照明 问题 都 与 凸 体 K 的 某 个 特殊 的 覆盖 
(集合 的 ) (çovering (of a sel)) 有 着 紧密 的 联系 { 见 
[1]). 
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态 射 的 象 [image of а morphism; образ морфизма ], 
范畴 的 
与 检 一 个 集合 到 另 一 集合 的 映射 的 象 且 概念 类 似 

的 概念 . 可 昆 ， 在 范畴 理论 中 ， 有 好 几 种 途径 来 定义 
这 个 概念 、 最 简单 的 方法 是 与 双 范 罗 ( bicategory ) 的 
所 念 密切 相关 的 . 假定 在 范畴 (category) f h£ 
一 个 双 范畴 结构 = (А, 6.9), Ж 区 是 窑 许 满 
БАШ. ТЇ 90 是 容许 单 态 射 的 类 . 如 果 а: B 
是 集中 任意 的 一 个 态 射 ， 而 a= yh 是 x 的 一 个 容许 
因 式 分 解 、 即 ，ve 钨 ,ns зл. ШШ ЙА] и 所 定义 的 
B Эр (п 就 称 为 态 射 z 的 ( 容 洗 的 ) 象 【 对 于 
所 给 定 的 公 范 里 缚 构 )， 如 果 @ 中 只 有 唯一 的 双 范 畴 
结构 ， 那 么 就 可 说 成 态 射 w 的 (确定 的 ) @. БЕЙ, 
在 柴 合 的 范畴 ， 群 范 因 与 城 上 向 量 空 间 的 牙 畴 中 ， 上 
面 记述 的 定义 就 是 映射 或 同 杰 的 象 的 通常 定义 

另 一 方面 ， 如 果 я 中 有 多 个 双 范畴 结构 ， 那 么 
一 个 给 定 的 态 射 对 于 不 同 的 结构 就 可 能 有 不 民 的 象 - 
例如 ， 在 拓扑 空间 的 范畴 与 结合 环 的 范畴 中 ， 这 种 情 
йен. 

кр о Të. 
射 a:4 В 可 通过 对 象 B Юй] fn (ul ЖШ 
Об, В о 可 以 写成 о аби 的 形式 . 在 В 的 所 
有 可 使 x 分 解 因 式 的 子 对 象 中 ， 其 最 小 的 子 对 象 ， 如 
果 存在 、 就 称 为 4 的 象 ， 如 果 多 是 良 -党 的 ， 并 量具 


-个 态 


可 


定义 域 的 单 志 射 族 都 有 模 恨 ， 则 从 ВЕ 
KL: ax 

如 果 在 R 中 有 一 个 及 范畴 结构 ， 其 中 所 有 的 单 态 
射 痢 是 容许 的 ， 那 么 ， 坊 射 的 条 的 第 二 个 定义 等 价 于 
用 给 定 的 双 范 联结 村 

一 个 态 射 的 象 通常 表 以 mz; im x 表示 子 对 象 me 
的 任何 代表 М.Ш. Цаленко 所 
[ 补 注 】 шй б rh, ЯНЕ Вниз 
МП ЕЮ: 象 的 存在 性 (在 第 二 意义 下 ) 薄 
通 着 这 样 的 性 质 ， 即 ， 所 有 单 志 射 之 类 形成 史上 - 个 
НІЗСЯНИ (авв) 结构 的 -- 半 ， 另 一 半 就 是 极 背 
ЖАЙ (estremal epimnorphisms) Ж ( 即 那些 不 能 通过 
它们 的 上 定义 域 的 任何 真子 对 象 张 分解 因 式 的 满 态 射 ) 
在 正则 范畴 ( regular categories) (| Al]) 的 理论 中 ， 象 
的 央 式 分 解 是 起 作用 的 ; 事实 上 ， 一 个 正则 范 睛 的 最 
简单 的 定义 是 一 个 范 哮 ， 它 具有 有 限 极限 与 象 ， 而 了 
象 的 因 式 分 解 在 拉 回 下 是 稳定 的 . 
参考 文献 


ГАГ] Grillet, P. A., Regular twategoiies, in Exact catcgorics 
and categoris of sheaves , Lecture notes in math ., Vol 
236, Springer、121 — БАЙ Ж 


ШЙ [ maginary mmber; минмое число] 

形 如 x+iy 的 数 ， 其 中 i 是 虚数 单位 ，x 积 y 是 实 
数 ， 且 y? 关 0， 即 不 为 实数 的 复数 (complex mmber); JÉ 
如 iy ft) B СК Bt We Ж ( purely imaginary number ) 
(Жк a Opa). 

[М] ЛИ ak ü НЕ 8] B “E 
Ж” 一 词 是 历史 上 采用 的 ， 而 “复数 ”一 词 则 是 现代 
更 常 使 用 的 . 

数学 家 在 16 世 纪 前 期 开始 遇 到 虚数 . 在 使 用 新 发 
现 的 方法 解 方 程 x' = 15x + 4 的 过 程 中 (S. del Ferro 
(1465—1526), B. Taragla (1499—1557)), 出 现形 式 为 
(2+/—їх )'°®1(2—/—121)'!''#ИЖ4. К. Bombelli 
(1526—1572) L 86 8k AB fh Br hb "К" Ж 
样 来 进行 运算 ， 但 是 ， 坦 到 17 世纪 前 期 ， 人 们 才 在 某 
种 程度 上 有 承认 了 这 些 所 亩 “似是而非 的 量 ”， 晶 然 并 不 
情愿 . И R Descartes (1596—1650) 也 不 认为 它们 
大 真正 的 数 ， 而 只 是 “空中 楼 赂 ”( mental buildings ). 
在 18 世 纪 ， 这 些 数 得 到 了 较 多 的 依据 ， 这 主要 时 功 于 
L. Eukr (1707—1783) 的 贡献 ， 他 还 引入 字母 ;来 表示 
МТ (Ж imaginary 088—178). С. Е. Gauss 
(1777—1855) 沿用 了 这 种 家 示 法 . 1800 年 前 后 ， 几 位 
数学 家 ， 其 中 包括 工 К. Апап (1768—1882) 和 C. 
Wessel (1745 一 1818 ), 纵 出 了 虚数 的 几何 解释 . А. Girard 
(13595 一 1632 ) 已 经 没 同 样 的 思路 做 过 工作 .最善 名 的 
结果 是 所 谓 Argand 图 (Argand diagrnam )， 其 中 一 个 虚 
数 是 月 它 的 模 和 辐 角 来 表示 见 揽 数 《complex num- 


JIMBEDDED WORD 13 


ber), 向 最 解释 ) ， 

W. RR. Hamilton (1805 一 1865) 以 更 代数 的 方式 引 
Айй. бузса ьо (а, Б), НЯ Хі 
算 + 和， 如下 : 

(a.b)+(c,d)= (a +e, Ь+4), 

(а, 6) + (с, 4) = (ас bd, а4+ вс). 
зонд S 8] PI ЕНТО E СРН НО; ЗЕ syn 
它们 构成 共有 这 些 运算 的 一 个 域 (Поа) ( 记 为 C). 可 
以 证 明 ， 实 数 域 R 能 够 同 构 地 候 人 复数 域 C, 因 此， 
实数 a 对 应 于 数 大 (4，0)， йй ЖИЗА. (0,1). 
(0.1) = (-1, 0)， 数 对 (0 1) 可 以 等 同 于 虚数 单位 
(imaginary unit) i 由 此 推出 ， 数 对 (a, b) 可 以 写成 
(a,b)=(a,0)+(0,b)-(a,0)- (b, 0): (0,1), 
它 也 可 写成 a+bi. 于 是 ， 在 直观 上 把 虚数 (z, b) 写 
成 6+bf， 便 有 了 合理 依据 ， за W 


虚数 单位 [ imaginary шй; минмая единнца] 
£ (complx number) 1， 它 的 半 方 等 于 负 一 : 
B=-l кий ж 


ЖЛ [imhbedded word ; вхожденне ], 出 现 (occurrence) 
包含 一 个 字 在 另 一 个 字 中 的 位 置 的 完整 信 息 的 具 
特殊 类 型 的 字 (word) ,更 确切 地 说 ， 字 母 表 (alphabet) 
可 中 的 一 个 出 现 基 形 如 PxQxR 0 — FF. Җир, P. 
0. Кий ае, ті ж FR Qhi РЫР. 出现 
РхОжЕ ФЛ AS: РОК WISE Q 的 出 现 (accurrence of 
а word) , “E Q ЖАТЫН (ве), =F P S R $y 
别 被 称 为 左 要 (lef wing) н “(right wing) . ШЖ 
概念 可 以 作为 概念 条 统 的 基础 ， 这 便于 一 类 型 或 另 一 
类 型 的 字 的 句法 结构 研究 ， 
参考 文献 
[1] Марков, А. A,. Теория алгорифмов, & TP. матем. 
ин-та АШ СОСРУ, 42(1954), 25—34 (ЖИ: Мажоу, 
А. A.. Theory oí algorthms, rael Progr, Sat. Trans!., 
161) . 
[2] Марков, А, A., Нагорный, Н. M., Теория алгориф. 
мов (ЖК: Мажоу, А. А. апі Nagomyl, N. М. 
The theroy о? algorithms, Kluwer, 1988). 
Н. М.Нагорный # 
[ 补 注 】 ОНЯ A (imbedded word) 这 
一 术语 .[] ] 的 英 译 本 用 的 是 “一 个 字 进 入 (ошу) Я — 
个 字 ”, 以 及 “ 左 界定 ” (ей delimiter) 和 =й” (Пр 
Чешпйет}, 而 不 是 [2] 的 匡 译 本 中 使 用 的 “出 现 ”， 以 
КЕ 7 HO “HMU. 其 他 英文 作者 倾向 于 将 字 的 出 
现 称 为 另 一 个 字 的 子 字 (subword) (或 部 分 (sesmen0)) ` 
参考 文献 
ГАТ) Eilenberg, S., Automata, languages and machines, А, 
Acad. Press ,1974 ， 
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[A2] Britton, 1.1... The word problera, Am. of Math., 77 
(1963), 16—32. Ат 译 


范畴 的 谋 入 [imbedding of categories ; вложенне катего. 
рий] 

从 一 个 范畴 C 到 一 个 范畴 СЮ Ка 
(functor) F, ЛЕ C 的 态 时 类 上 是 单 射 的 . 
[ 补 注 ] 等 价 地 ， 一 个 向 人 是 一 个 忠实 的 函 子 ， 它 在 
对 象 上 是 单 射 的 . 有 些 作 者 用 名 词 “ 嵌 人 ”为 “忠实 
函 子 ”的 同义词 . лаж ж 


函数 空间 的 嵌入 [imbedding of fimction spaces ; вложение 
функциональных пространств } 

ЖӨЖ УТ. ЕТЕ IB] ( normed sp - 
асе) V 到 一 线性 赋 范 空间 W 中 的 包含 关系 V< W, 
县 对 任何 xs ， 以 下 不 等 式 成 立 : 


lx l, < Clxl,. 


这 里 C 是 一 个 不 依赖 于 xeV 的 常数 . ЖШ. А1, 
ЖЖ x 在 W 004696 (КЕФ). ТИ x1, 是 此 
ЖЖ x 在 7 中 前 范 数 ( 半 范 数 ) ， 

Ж-Ж хер 映 到 W 中 同一 个 元 素 的 从 V 
到 W 指 恒 同 映射 称 为 了 到 W 中 的 做 人 等 子 imb - 
edding operaior ) , 典 人 算 子 总 是 有 界 的 .如 果 嵌 人 算 
子 是 完全 连续 算 子 ( completely -continuous operator) , 
那么 这 种 函 获 空间 的 禾 人 各 为 紧 的 (compact) ， 关 十 
函数 空间 典 人 的 一 些 缚 昌 由 所 谓 的 嵌入 定理 (imnbed - 
ding theorems ) 49. 

例 W E E n # Euclid 空间 中 有 有 限 测 度 
mes E #} Lebosgue Г, L (E), 1 <р<о, 是 EE 
上 p 次 办 可 积 的 可 测 函 数 的 Lebesghe 空间 ， 具 有 和 范 


数 
Ба, еол)" 
z 
如 果 p> q, WAQRA І, (Е) ~ L (E), R 
Ix, < Cmes Бу!!!» | у, 


Л. П. Kymos j 
[ 补 注 】 备考 文献 见 磋 入 定理 (imbedding theorems) 
ЖН. вів ж Hs 校 


ЗАКЕ Л. [imbedding of rings; вложенне кольца] 
一 个 环 到 另外 一 个 环 内 的 单 同 态 (monomorphism) ; 
КАРЕ ЛР. Ш КВА В 
工 内 . аж АЈ) ЕБ (skew - Ней) 
及 任 一 个 环 起 人 测 一 个 除 环 的 条 件 已 被 眼 仔 细 地 研 
究 . 这 些 研究 是 由 A 下 . Мальцев ([1]) 开始 的 ， 他 
ВЕТ ТВА О ЈЕ. 


Т Мальцев 问题 (Maltsev problem) 在 很 长 一 段 时 间 
内 都 是 公开 问题 ， 暴 非 零 元 的 半 群 可 嵌 人 一 个 群 的 任 
意 的 无 零 因子 结合 环 ， 是 否 必 可 以 嵌入 到 一 个 体 中 ? 
这 个 问题 在 1966 年 被 否定 ( 见 [2]) . 结合 环 R 上 nxn 
阶 方 阵 4 称 为 不 完全 前 (non-ful) ， 如 果 它 可 表 为 4 一 
BC， 其 中 B,C 分 别 为 nxr 阶 和 xn ТИШЕ. RB. 
r<n. 设 
А=(а,а,,77,4,), B= (b,a,," a.) 


都 是 只 上 mxmn 阶 方 阵 ， 其 所 有 列 《第 一 列 可 能 除外 ) 
都 是 相同 的 . 矩阵 


C=(a+b,a,,",. a, ) 


称 为 4 和 虽 关 于 第 一 列 的 行列 式 和 (determinant sum) . 
ТОГ ВЕЗЕ Е) ( 行 ) 的 行列 式 和 可 类 位 地 定义 . 
一 个 还 单位 元 的 结合 环 可 嵌入 到 一 个 体内 ， 当 已 仅 当 
它 无 零 因 子 、 且 没有 非 零 元 4 在 对 角 线 上 的 纯 量 捧 阵 
4 下 能 够 表 作 有 限 个 非 完全 矩阵 的 行列 式 和 {[2]) . 可 
联 人 到 体内 的 结合 环 类 不 是 有 限 公理 化 的 ( 即 不 能 由 有 
恨 多 公理 所 定义 )([3]) ,已 经 知道 把 结合 环 伐 人 到 体 
内 的 一 些 充 分 条 件 ; 下 列 是 最 重要 的 E R 是 无 零 因 
子 结合 环 ， 其 非 零 元 半 群 满足 Ore 条件 ( 见 半 群 的 拭 入 
(imbedding of semi - goups)). 那么 ， 上 可 嵌入 到 一 
个 体 中 ([4]) , 有 序 群 的 群 代数 可 能 人 到 一 个 体 中 
(Mansnea-Neumann 定理 (Mal’tsev- Neumann theorem ) , 
M. [4]) ,自由 有 ( 左 ) 理 想 的 任意 一 个 整 环 { 见 结合 环 
与 代数 《associative rings and algebras)) 可 以 虞 人 到 一 个 
й?р. 

Ж АЛДЕ АЕШ Р, SB НЕЕ. 8 
R.L fs, 0—95, #1. BD g: R — (L. 
о) 称 为 了 间 态 {T-homomorphism)， 如 果 : ] 集合 
e (L) 是 一 个 环 ， 而 且 在 这 个 集合 上 的 映射 p 是 一 个 
Ж; 2) Ш ф(а5) #0, ф(а) 二 % 可 导出 9g(b)= 


70 3)ҥнф(аһу+#оо, ф(Б)= сот Н ф(а)=0. - 


300 T] ААИ (— k ЕЦ ( 见 点 的 特殊 
化 (specialization of a point)) . ВЖЖ АЙ 
自由 了 扩张 (fpe T-cxtemion), 38 L ELA R E (E 
为 一 个 除 环 ) 由 坏 КЕЙ, ПН R АВ S ру 
任意 T 同 态 总 可 扩张 为 上 到 5 内 的 一 个 同 杰 .每 个 
亢 零 因子 环 都 有 一 个 自由 工 扩张 ([4]) . 
参考 文献 
[1] Маем, А.Т. [А.1. МаГ еу ] , Оп the immersion of an 
algebraic ring into а field, Math Ann .,113( 1937), 686— 
691. 
[2] Сола, Р.М,, Ете rings and their relations, Асай. Press , 
1971. 
[3] Cohn. Р, M., The class of rings embeddable іп skew 
ficlds, Bull. London. Math, Ѕос.,6(1974), 147—148. 


[4] Cohn,P.M., Universal alechbra , Reidel, 1981. 

[5] DBokut', L.A., Embedding of nngs, Russian Math. Sur- 
ses, 42 (1987), 4,105-—138 (Uspeki Маг. Маш, 42 (1987), 
87-11). Л, А.Бокуъ Ж 

【 补 证 〗 ТЕБ PR29025 88 46 (localization) (Ж КУЗЕ 3⁄ 
代数 中 的 局 部 化 (localimation іп а commutative alge- 
bm)) ， 

曙 一 个 经 典 问 题 是 ， 一 个 环 及 到 一 交换 环 上 的 和 
ПЕРА А. 一 个 必要 条 件 是 ， 它 满足 整数 nxn 
Н ЕВА ЗА ЗНАЕ p[x,,…,x,] =0. 如 
ЯКЕИ, ДИ А, КОИ 
不 然 ( 见 [AI]》. 

РЕТ 
ГАІ] Rowen, L. Н., Polynomid identitics in ring theory, 
Асай. Pres, 1980, Chapt. 7. 郭 元 春 Ж ФАХ 校 


半 群 的 嵌入 [ imbedding of semi - groups ; вложение полу- 
TpymmuJ， 到 群 中 的 

半 群 {semi-group ) #JË# ( group ) 中 的 单 态 射 (mo - 
Tomorphsm) . 半天 S 可 嵌 人 到 群 G 中 、 如 果 S 同 
构 于 G 的 子 半 群 .这 种 可 嵌入 性 的 充分 必要 条 件 是 
A. И. Мальцев 发 现 的 ([1]) { 亦 见 [3]) . 这些 条 
忻 构 成 无 限 组 条 件 恒等式 (或 拟 恒 等 式 (quasi беп - 
tity)) ， 特 别 地 有 下 列 一 些 : 

ap=aq—p=q.pa=qa— p=a 
( 消去 律 ( cancellation laws )): 
ap=bg, ar=bs,cp= dg cr=ds, 

ЖФ а, b,c, 4, р, q, г, 5 ЖЗИ. Е тр 
Ж À 3 rh 8 É WË + 0 IH ЛГ R 4" Е ЖЩ 
(12)). ВЯЙНЕ ñb n] А, ЖЕК — Ж 3k Ж 
В. 最 重要 的 是 下 列 一 些 条 件 9 S 是 具有 消去 律 
的 半 群 目 对 任何 元 素 a, be S 都 存在 S ЮЖ x, y 
使 得 ax = by (Om ж (Оле condiion))， 则 S 可 
ЖАТ. Ë 8 是 具有 消去 律 的 半 群 ， 且 若 从 等 式 
4b 二 cd 推出 对 某 元 察 xeS 有 a=cx й с=ах, 
А} S Tik A Ber ([4]) ,还 知道 一 些 用 图 论语 言 表达 
ИГ АЗЕЛ ЖЕЕ ( 参见 ， 例 如 [5] ) . 


参考 文献 
[1] Мальцев, А. И., {Матем, сб.ў, 6 (1939), 48, 
331 — 336. 


[2] Мальцев, А. И., «Матем. сб.ў, 8 (190), 50, 
281 — 

[3] Сова, P. М., Universal algebra, Riedel , 1981. 

[4] Doss R., Sur l'immersion d'une semi - groupe dans шле 
Broupe, Вый. 5а. Math., 72 (1948), 2, 139 — 150. 

[5] Адян, C. H., Труды матем. ин-та АН СССР, 
#5 (1966), 1 — 123. 

M.A. Foxym É ХЕЗ 去 ЙЫШ Ж 
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ЕЛДЕ ЕЕ [imbedding theorems : вложения теоремы ] 
与 研究 辣 函数 在 不 同 赋 间 类 中 的 范 数 问 前 
不 等 式 时 涉及 的 一 类 人 阅 题 有 关 的 一 些 定理 . 通常 涉及 
ШТ ЮЖ sm 和 ЭЗ, ХШ 9 是 0, 的 一 部 分 
(< 名 ,) ， 且 对 所 有 的 rem, 满足 一 个 不 等 式 


lifln, Сі, 


这 里 C 是 不 依赖 于 了 的 常数 ， 而 | al la 
分 别 是 在 SR p 出， 中 的 范 数 ， 在 这 些 条 件 下 ， 就 说 
存在 Яй 到 ЭЛ, О А. (imbedding ) 或 称 Л 
为 到 92, PAU PTE ASE 8006 (imbeddable сыз), 18 
作 90 — 20, (ЖКА Ж НИШ А. (imbedding of 
function spaces) ) . Si ЛЯ З 09 ВЕЗЕ T fE48 pk 
了 函数 论 的 一 个 分 支 ， 但 其 发 展 的 主要 途径 是 与 数学 
物理 中 的 边 值 问题 有 关 ， 特 划 是 与 直接 变 分 方法 有 
关 . 由 平 这 人 缘故 ， 在 过 去 的 30 年 中 ， 多 元 可 微 函 数 
类 的 系统 的 檬 入 理论 已 发 展 下 来 . 

以 下 的 问题 是 用 翁 人 定理 加 以 解决 的 问题 的 一 些 
例子 ， 设 已 知 函数 f， 通 常 具 有 | 阶 广义 偏 导数 ( 见 
广义 导数 〔 generalized derivatie)) ， 它 们 的 р КЖЕ 
n 维 空间 R' 的 综 定 区 域 Q 上 可 积 .问题 是 ，1) 这 
函数 在 Q 上 有 多 人 少 个 连续 导数 ?2) 如 果 区 域 Q 有 充 
分 光滑 的 边界 了 ， 是 否 能 在 某 种 意义 下 确定 函数 了 在 
点 x€r 上 的 迹 (ише) ф(х), и АТ x 时 
Жи) 的 极限 值 ， 且 这 个 迹 有 柯 种 可 微 性 质 ? 这 些 性 质 
常常 需要 知道 得 足够 精确 、 使 得 当 给 定 在 上 的 酒 数 
Фф 具有 这 些 性 质 时 ， 就 能 从 r 延 拓 到 о Б. боз 
ЖЕ И 了 次 车 在 Q 上 可 积 的 (WP X SR. 从 下 
面 给 出 的 事实 可 以 看 出 ， 这 些 用 来 确定 了 的 述 o 和 o 
的 延 拓 的 极限 【在 几乎 处 处 收 合意 义 下 ) 能 伴随 着 у 
在 Q 和 下 上 的 范 数 之 问 的 不 等 式 而 得 出 ， 它 们 被 用 
于 边 值 向 题 的 理论 中 . 

多维 的 可 微 函 数 类 嵌入 理论 起 源 于 20 世纪 30 年 
КС. Л. Соболев 关于 数学 物理 的 研究 工作 ， 在 分 析 
中 起 重要 作用 的 酚 数 类 И ( Q) (Соболев 空间 (Sob- 
olev space ) ) 的 基本 典 人 定理 是 属于 他 的 ， 称 阴 数 


Дх) =, x) 属于 Wi(Q), 16р, Ре 
0,1, …， 如 果 它 定义 在 О 上 且 有 有 限 范 数 
ПМ Ul. а (1) 
这 里 
ШИР Џио)" ñ (2) 
ъ= Ë Ips fl... 


жену BA Wish = 1 0 (Соболев 广 
X ) 偏 导数 
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ШЗ 
дх\ссдхк 


D'f= 


k= Ck з, К), k= Xk, 


在 Q = R" 情形 下 的 Соболев 基本 定理 (Sobolev 
fundamental theorem， 为 B, И, Коңӊдрашов 和 B. TE 
Илын 所 补充 ) : 如 果 1 <&m <n,1<p<4g<%， 
O<sk=I-n/ptmlq, ШИТИ АЛ: 


W,(R') > WH (ЕТ), (4) 


这 里 [K] 是 的 整数 部 分 . 
如 果 m <n, ЖН Ў fe W (R') 在 任 一 m 
维 坐 标 直 平面 RR" 上 具有 迹 ( 参看 以 下 部 分 ) 


Ла феи") 


而 且 
ИЛ а S СЇ, 


这 里 C 不 依 愤 于 /(16], 171). 
ЖЕЖ 了 定义 在 R" 上 ， 对 固定 的 х„,, с, 

x ВЕЖ X (х7, о до X.) 构 成 

的 m 3k (йўк) 子 空间 ， 如 果 /能 在 某 一 n ЕШ 

集 上 修改 ， 使 得 修改 后 的 函数 ( 仍 用 жт) 满足 下 

Ж: 

эхо) + 


ххдт 


Плот 
С 


тух Xa U о) 一 0 (5) 


щек х(ф=т+1, 5, n) 时 ， 则 称 画 数 了 在 
R" 上 具有 法， 

如 果 9Q 是 定义 在 R' 上 的 某 些 函数 f 的 集合 ， 
描述 这 些 函 数 在 子 空间 R"(1 < m < n) 上 的 迹 的 性 
质 的 问题 称 为 关于 类 ЯЙ 的 迹 问题 (trace problem ) . 

对 类 W! (Q) 而 言 ， 定 理 (4) 是 最 资 的 定理 ， 仅 
当 引 人 新 的 函数 类 时 ， 进 一 步 加 强 才 有 可 能 . 

在 一 维 的 情况 ，n = m= 1， 吉 问题 不 存在 ， 定 理 
(4) Ela G. Н. Hardy 和 J. Е. Litiewood . 

此 理论 发 展 的 下 一 阶段 是 Николыжий 对 广义 
Нег 类 (Ж Нёйе 空间 (Her space)) (H 
类 ) 的 再 人 定理 - 这 些 类 带 有 刻画 函数 光滑 性 的 连续 
变化 的 参数 ， 构 成 一 个 等 级 ， 其 中 的 函数 在 不 同 的 方 
向 通常 显示 不 间 的 可 微 性 质 ， 在 此 意义 下 它们 是 非 迷 
向 的 (anisotropic ) ， 设 Q, 是 与 Q 的 边界 的 距离 大 
于 (> 0) 的 所 有 点 xe Q 构成 的 集合 ， 又 设 r= 
Ga, т) 是 一 正 向 量 (Pr > 0 1, n). r = 
rita, Р ARE O<. S1. 


feL,(Q) 且 对 任 一 了 = 工 . m, ГО 


врс ај 
DT 537 (6) 
存在 日 满足 不 等 式 
АМР ЛА < МАГ, (7) 


这 里 A》 表示 函数 对 变量 x,， 步 长 ЗАРЯ 
+, 而 M 是 与 请 无 关 的 一 个 常数 
类 H'(Q) D: 
Ifl, = Л „+ М, 

为 范 数 成 为 一 个 Banach 空间 ( Banach space), АШ 
M 7 是 使 不 等 式 〔(7) 满足 的 最 小 常数 М. 如果 ri 一 
соет, ег, 各 个 ( 迷 向 的 ) 类 用 H; Жї. 如 果 1 
是 整数 ， 则 类 Н, 以 精度 。> 0 在 下 面 的 意义 下 

ноеви) WR") НОВ), (8) 


接近 Соболев Ж W, Никольский 嵌入 定理 成 立 : 


нів) — Hi(R"), (9) 
这 里 
1&р&4& 00,1 «т &п, р (ру, 77, p.) 

ру кт, (ў = т), 

1 |1 1 1 
=1-| 二 一 一  - = — > 0; 
щІ<р< о, 1тен, рую, је 1, m, 

к=1- 1 y 工 > 0 

六 

时 ， 

H,(R' TH,(R") (10) 
(Ж [5]). 


定理 {9) 是 定理 (4) 在 非 迷 向 情况 下 的 类 似 结 
Ж. Ж ДЕРИ Ш йо в ЖЕМ (ШМ) 上 标 
r, p 可 以 连续 变化 . 此 外 ， 它 包括 p=1，% 的 情 
W. 然而 ， 对 x =0, 5 (4) 不 同 ， 它 不 成 立 Наг- 
dy 和 Litlewood 对 单 变 元 情形 (n= m= 1)， 对 非 
整数 r 和 р 证 明了 这 个 定理 . 

(10) 式 中 带 上 面 箭头 的 圣人 也 内 定理 【9) 的 一 
个 特殊 情形 p= 4 给 出 ， 它 表明 函数 ен; (R "在 
R" БЕЖ fi = o, 并 有 


Падат < C| fl. (л) 


这 里 C ART f. 由 下 面 的 稍 头 表示 的 逆 命 题 也 是 
正确 的 ， 且 应 按照 下 面 的 意义 来 理解 : 任 一 定义 在 R" 


上 的 函数 pe H'(R") ПИЯ а в" L, 
使 得 所 得 到 的 函数 /(х) ( 在 R" 上 的 迹 等 于 2) 属 
тоник") 且 浦 足 不 等 式 ( 与 {11) 相反 》 


ШЕ < Ср П sue, 
这 里 C ЖШ = о. 
SOMPURA (10) 表示 ， 对 H ЭМ ЖЕЛИНИ T 
五 类 得 到 完全 的 解决 . 
定理 (9) 是 传 名 的 ， 这 就 总 说 传递 关系 
HR') НЕ") HZ(R”) (12) 


从 链 (12) 中 的 第 一 类 到 第 二 类 ， 再 从 第 二 类 到 第 三 
类 ， 这 里 参数 p', рен (9) 中 公式 计算 得 出 ， 取 代 
士 述 关系 ， 也 可 以 从 第 一 类 直接 传递 到 第 三 类 。p ”由 
同样 的 公式 计算 . 

随后 ( 见 [14]) 给 出 了 一 般 非 迷 向 的 W 2865938 
问题 的 解 . 这 导致 引信 一 族 新 的 多 变量 可 微 函数 类 
Bm (R), ПИТАЙ т 利 满足 不 等 式 р, 
8 < с 的 两 个 标量 参数 p, g， 这 一 族 完全 是 由 〇 .B. 
Бесов 定义 的 、 他 还 研究 了 其 基本 性 质 ， 


Ifl = Па tlh (3) 


Ж: 


н = v Й 
ШШ киа) 2 I Ру дау 


Ву 17 Я 
下 
Лы = Л + Шао 


ЧИ 


Же r= (r, U, r.) 是 任意 向 量 ， 不 必 是 整 的 ，1 < 
p. 0<Sco,r >0, @›, 和 4d) 定义 如 前 . 

和 如果 日 = 0, 26 В, 看 成 等 同 于 类 Н, 是 自 
В (Ви = Ну). В =з = r =r, HW 
Bi 写成 BL (DE + 代替 向 量 r) 且 记 pr= 
B; B,= BZ... 对 任意 给 定 的 p, в,т,Ж Br 是 
Banach 空间 ， 

AAB (9) 和 ( 10) 仍然 成 立 ， 如 果 把 其 中 的 
符号 再 换 成 有 .也 存在 互 道 的 族人 


ИВ") ВВ") (м) 
Жет, 1<р<о,г"= (г, 7” ro 9, 
77.0), ке 1 (10р) 01/7, >20, ЕФ 
ШТ И 奖 的 这 问题 ， 且 不 与 完全 以 B 类 术语 表达 的 
ЕА 
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Br (R')= ВВ") (15) 
ЖЕ. 

对 应 于 参数 值 p=0=2 的 类 В: 通常 表示 为 
W;(B;= W'S), 如果 p=2, ДИКА (14) 也 可 写成 

W;(R')=W:”(R”). (16) 

其 定义 中 包含 Liouvilc 分 数 阶 导数 概念 《 见 分 数 
阶 积分 与 微分 (fraetional integration and differentiation )) 
的 函数 类 是 W 类 的 自然 推广 

用 广义 函数 ( generalized function) 的 术语 ， 可 以 
定义 检验 函数 类 人 ， 使 得 在 其 上 均 造 的 广义 是 数 A' 有 
以 下 性 质 : 1) 对 任意 有 限 数 p20, 工 , (R") сл"; 
2) 对 任意 的 [ > 0， 不 必 是 整数 ， 运 算 


рү= ў ea (7) 


有 意义 ， 其 中 фр 分别 表示 рсе A 的 正 的 和 六 的 
Fourier 变换 ( Fourier transform) ; 3) 如 果 i 是 整数 
县 函数 feL, (R") 有 Соболев 广义 导数 р!/е 
工 ,(R")， 风 方程 C17) 对 它 适合. 

在 ! 其 分 数 的 情形 ， 对 无 穷 次 可 微 的 具有 紧 支 集 
的 函数 ， 运 算 (17) 等 同 于 Liouvile 分 数 次 微分 运 
ж. 如 果 | 不 是 鉴 数 ， 很 自然 邮 称 DI 为 了 关于 x, 
© 1 阶 分 数 阶 导数 ( fractional derivative ) 

如果 给 定 了 任 一 向 量 [= (1 ，…， 1)， 可 以 引信 
空间 1108"), 1<рео, ЖЫ 1, БАВЕ 
ИСЕ"), # (В) W BR L. 

如 果 [=l = =l, Ф L= LL. ЗЕ 
工 ,(R"), 120, «рео 可 以 看 成 旋 W,(R") Ë 
然 的 推广 到 分 数 1 的 情况 ， 称 为 “自然 的 "， 是 由 于 从 
现在 所 关心 的 方面 来 看 ， 类 L. 显示 了 И, 的 所 有 的 
仿 点 和 缺点 . 如 果 用 L (QE W, АЖ (4) (oE k 
Зара), д (8) (其 中 工 可 以 是 分 数 ) ， 公 
җҖ (14). 606) 《其 中 r рЫ ЖЯ) 仍然 成 
м. 公式 (9) in Н 换 成 上 上 ， 即 使 在 更 宽 的 条 
件 k 关 0 F, ДЕВИ 1 < p< 4 < co ， 则 此 式 仍然 
适用 . 

除了 现 已 构成 的 空间 $' 外 。 以 下 还 将 用 到 广义 
函数 的 工具 .对 任意 实数 p, TF Ë Bessel -Macdonald 
运算 是 有 意义 的 

— А 

J,f=(1+.x|]2) ?nf, fes’, х= ух}. 
它 有 以 下 的 性 质 : J.f=f,J J.J. J. =(1— 
А) 1=0, 1 57, 这 里 A =} 1.,0°{дх!} 是 Lap- 
lace 算 于 (Laplace operator ) . 

ЖЕЕ Г» = ДВ"), 1 < p< ee， 也 可 以 定义 
为 能 天 成 形 如 /= J o 的 函数 的 集合 ， 其 中 o B 
218 1,=1,(Е") (Li = J, (1,)); 此 外 ， 在 等 


18 IMBEDDING THEOREMS 
价 意义 下 、 
Nfl = eho, 


类 12 的 这 个 定义 对 负数 р 也 是 适用 的 ， 但 这 种 
情况 下 12 通常 是 广义 函数 的 集合 (257). MWM 
ш 181. 

运算 J 也 可 作为 工 共 来 定义 类 B%,(B;。 = H;) 
因此 ， 称 广义 函数 /为 在 上 ,意义 下 正则 的 (regular ) 
或 属于 S,， 如 果 存 在 р> 0 使 得 ,fe 上 L,. feb ia 
ж fen, =B%,(R") (1<р, 0 < %, BL. =Н,) 
可 以 定义 为 在 工 , 意 义 下 正则 的 函数 ， 朋 能 写成 级 数 


ло) Bal), 


弱 收敛 到 f( 在 5' 党 义 下 )， 这 里 q, 在 As 中 只 有 
Ж (spectrum) (的 支 集 ) ， 而 对 s 之 1,g, 在 
АА, ЗЕЕ. 


A,=[x: |x |S27= 1, n), 
WB 
= i 
| оек, | хә. 
特别 地 ， 


НУП = ТРЕ =вшр{2” 14,1}. 


类 В, балара 90 的 情 
形 ， 且 属于 带 负数 r 的 类 的 函数 f 通常 是 广义 的 (fe 
50). 8 Л (В) = В, — e <r< m. 

基于 函数 空间 的 插值 原理 ， 也 存在 负 类 В; МЮ 
他 的 等 价 的 定义 . 上面 给 出 的 定义 是 构造 性 的 一 -每 
一 个 被 参数 r, р, 8 定义 的 类 是 独立 地 定义 的 ， 有 可 
以 属 造 性 地 定义 线性 运算 ， 藉 此 ， 按 给 定 的 函数 Je 
S， 可 定义 函数 ç ( 如 果 兰 1， 则 局 指 数 型 2 
的 ， 如果 s =0， 则 属 型 1 60). 

以 下 的 嵌入 定理 成 立 : 

АНЕ") AT 0-0" (Ra), 
此 定理 与 定理 (4) 属 同样 类 型 , 但 有 n =m; 对 A= 
L, 1<р<д<о, 或 对 A=B, і<р<а<о, 
1<0< 0, 或 对 人 = 有形 , ] 所 p<q 所 9， 它 对 所 有 
的 实数 r 成 立 . 

另 一 方面 对 + 一 (n – т)/р= 0, Б fe 
As(RR") 在 R"(m <n) 上 通常 没有 迹 ， 除 非 加 上 另 
外 的 条 件 ， 

上 面 公式 表述 的 嵌入 定理 应 用 于 定义 在 整个 hn 维 
空间 R" 上 的 浮 数 类 [5]) ， 然 而 ， 在 实际 应 用 中 ， 
重要 的 是 要 对 区 域 Q C R" 有 类 似 的 定理 ，f 应 尽 可 
能 一 般 . 当 R', R" 分 别 换 成 9，R" 门 Q， 而 其 上 


关于 类 W, B 和 H 的 上 述 僻 入 定理 仍 成 立 的 区 域 с) 
的 几何 结构 现在 已 经 钢 明 .对 迷 向 的 类 W. (Q), 
в, (0), 区域 Q 必须 满足 一 种 锥 条件， 或 者 与 此 等 
价 的 条 件 ， 它 的 边界 必须 局 部 地 满足 一 个 Lipechitz 条 
件 (Lipschitz condition) 。 РЖ Ы 00 38 И (Q), 
Bi (Q), 区 域 о 必须 满足 r 角 条 件 或 者 一 个 弯 的 锥 
ЖЕЕ ( соле condition) ， 并 昌 这 个 条 件 在 其 种 意义 下 
是 必要 的 ([2]) . 

另 一 个 有 重要 实际 应 用 的 问题 是 在 m 维 流 形 S” 
上 的 迹 问题 - 

对 过 六 的 类 W. H, B8， 这 问题 已 完全 解决 ( 见 
[2], [16]) . 如 S" 是 充分 地 可 微 的 且 r=, =. 
=г„, 在 (14)，(15), (16) 中 S" 可 取代 В”, ТЇ 
在 (19) 中 B 可 取代 Н. Ж 8" 是 分 片 光 滑 的 ， 此 
司 题 也 已 完全 解决 ([ 16}, [22]). 解 此 问题 的 条 件 一 
方面 由 S" 的 各 光滑 片上 的 互 道 棋 人 表示 ， 另 一 方面 
出 各 类 函数 在 这 些 光 滑 片 的 接触 点 处 的 性 态 的 特别 的 
ШШ ЖЖ Ж. 对 非 迷 向 类 的 迹 同 题 的 解 次 《[9]， 
[21]) 也 处 于 进展 阶段 . 这 里 主要 因 难 来 自考 二 57 
上 其 切 玫 面 与 坐标 轴 平 行 的 那些 点 上 前 迹 的 特征 ， 

还 有 一 个 问题 如 下 .给 定 一 函数 


гели) А. 
这 里 д; 表示 以 上 考虑 的 类 之 一 ， 此 函数 有 些 什么 混 


合 偏 导数 ху 且 其 性 质 如 何 ” 此 问题 的 一 个 青 定 回答 
依赖 于 重 


ШР, Ж Једу, ШЖ k > 0， 则 存在 一 个 属于 
Ар 的 偏 导数 D f. 这 条 件 可 以 推 1" 到 空间 L. 的 情 
й, ШЖ к>0(Ю[5]). 
下 面 还 有 另 一 个 表示 特性 的 定理 ， 或 许可 称 为 关 
于 弱 紧 性 的 定理 ， 在 变 分 法 的 直接 方法 中 有 应 用 . 
设 Жаа 
дву S К 


的 函数 二 组 成 的 无 限 集 ， 其 中 K 是 已 知 常数 而 A 是 
上 面 讨论 的 函数 类 之 一 ， 从 9 中 可 取出 一 函数 序列 
杂 。} 且 指出 一 函数 f, ， 具 有 范 数 


Пл. ву К, 
使 得 对 所 有 的 有 界 区 域 G = R* 和 所 有 的 向 量 s 0, 


If. Ў.да 9 0, м оо 


(151). 在 这 个 表述 中 И" 可 用 区 域 9 取代 ， 如 果 Q 
有 足够 好 的 边界 . 仅仅 是 在 实际 应 用 中 最 常 磁 到 的 典 


型 的 函数 类 ( 利 与 它们 关联 的 内 人 定理 》 在 上 面 作 了 
讨论 ， 在 现代 的 探讨 研究 中 ， 重 点 放 在 更 一 般 的 类 上 
《[2] ) ， 其 中 或 多 或 少 地 任意 的 微分 算 字 扮演 了 把 初 
的 偏 导数 D*f，D?f 所 扮演 的 角色 . 

BES 0 Эз 9—96 JE БН ВО M Ж ( Ж n = 
间 (weighted space )), J rP — л Й +: J Ж 
И„(0), SF. 设 р(х) 是 一 点 x 和 和 区域 o = 
R' 的 边界 г 208160615. ШЙ 了 属于 W: (Q). r > 
0,1<«р« o ， 如 果 它 有 有 限 范 数 ( 见 [4], [12]) 


Mela) Lla Л лы, 
这 里 
. 
Ifl," У | > 


ит 


Б 


一 个 结果 表述 如 下 . @ОГЖ ЛЛ ЖИЙ m 维 边 
Ж; WJ 
Wi AQ HP (p), 


如 果 бт+еа-—(и—т)/р> 0, x<(n-m)jp,l< 
p<. 

例 ЖКА Т л ЖЫ БатЯ 
зе 008, НАСЕ ГД БЕНЗ Diricdlet 原理 
( Dirichlet principle) ， 事实 上 ， 在 广义 意义 下 取 偏 导 
ж. BATE kim гоя ) 
是 有 界 的 且 是 二 次 可 徽 的 ， 又 设 在 Q 上 ， 已 给 定 一 个 
ШЖ 6100). Н Оа 积分 {Dirchjet 
integral) D(f,) < о0о, ЖАНА 

WO И (г) = BT)， 

fo # r Eak (f. КОТЕ ts ED РОН 45 
人 定理 即 能 确立 ) . 用 9 окай BEDO ШЖ fe 
(о), ВИЕ r 上 有 和 万 ВЕКЕ. Л, = 
Ф, #5 Dirichket 原理 可 表述 如 下 : D (了) 在 гел 
上 的 最 小 值 为 唯一 的 函数 所 达到 ， 此 函数 在 О 上 也 是 
遍 和 的 、 从 上 面 的 舱 人 定理 推出 Dirichlet 原理 是 适 
用 的 ， 当 且 仅 当 类 ФЕЯ, ДЫШ ИА pe 
B (F). 

为 证 明 Dirichlet 原理 是 恰当 的 ， 第 一 步 是 证 明 此 
函数 ue ЯЛ 存在 且 唯 一， 并 证 明 ú E, ике 问题 
( Dirichlet problem ) 的 广义 解 (Beueralizsd solution ) , 
然后 用 一 个 特别 的 方法 逐次 证 实 此 广义 解 属于 类 
Wi(@), @E T= 2, 3. …， Н wc Q 是 任意 的 闭 
Ж. 特别 地 ， 出 we (ш) 这 个 事实 ， 应 用 说 人 定理 


И (а) = Hilw) = Н? (о) 


(9 [2], [5] 对 п=т=3, р=2, а=, r, = 
六 二 站 二 4， 推 出 可 以 改变 w ЕИН Е 
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值 使 所 得 函数 在 Q 上 二 次 连续 可 微 ， 然 后 容易 证 明 и 
是 调和 的 - 

这 例子 可 以 推广 到 包括 带 有 不 同 阶 数 偏 导数 的 其 
Жүй, АБАКА, ШИЛЕР 2(р #2); 因而 必 
ЗДАЛИ о 8 — ВАО ИЛЕ АР 6125 АОВ А.лезЗӘ. 
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«Труды Матем. ин-та АН 


Non - homogenous 


ЖА. [immersion ; погруженне j 

И А lal k A 2) —- КО B] 69 9k 8 У: X 
У ЖӨ X 的 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 U, f И 
地 映 成 1U， 这 个 概念 主要 应 用 于 流 形 间 的 映射 ， 这 
叶 往 往 附 带 要 求 一 个 局 部 平坦 性 条 件 ( MR SB EBE 
入 (locally flat imbedding ) 的 情形 一 样 ). 如果 流 形 X 
和 Y 都 是 可 微 流 形 ， 喘 射 f É Jacobi 矩阵 共有 最 大 
的 秩 ， 在 每 点 处 等 于 X 的 维 数 ， 则 上 述 条 件 自动 满 是 ， 
把 一 个 流 形 喘 人 另 一 个 流 形 的 漫 人 分 类 问题 ， 除 了 -- 个 
正则 同 丛 不 计 外 ， 可 以 归结 为 ~-- 个 纯 同 伦 问 题 ， 同 伦 
(homotopy) f, : X" 一 Y" 称 为 正则 的 (regular) , 如 果 
对 每 个 点 xs 大 、 这 个 同 伦 都 可 以 扩充 为 一 个 同 痕 
(拓扑 学 中 的 》{ sotopy (in topology)) К: x D! = 
Yo, ЖЮ 口 是 x 的 一 个 分 域 ，D* 是 一 个 k=n 一 mm 
Ж И, 而 F, 5 f, 在 UXx0O 上 一 致 O EE # J 
中 心 . 整 可 微 流 形 而 言 ， 只 须要 求 Jacobi 知 阵 对 每 个 
上 都 具有 最 大 秩 ， 并 月 连续 地 依赖 于 !， 一 个 浸 人 的 微 
分 D, 确定 一 个 纤维 式 单 态 射 ， 把 切 处 +X BÉ A ЫА 
+ 正则 同 伦 确 定 这 样 的 单 态 射 的 同 伦 ， 这 就 在 正则 同 
伦 类 与 从 的 单 坊 射 同 伦 类 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 关系 . 

Eucld 空间 中 的 江 人 问题 归结 为 也 人 Stiel 流 形 
(Stiefel manifold ) VV,,。 中 的 喘 射 的 间 伦 分 类 问题 . 例 
如 ， 因 为 rsf 2) 一 0， 所 以 只 有 一 个 共 球 画 5? 到 
R' ДРА Ж, АЛЕН НЕ А ТЕЛИ АСЕТ АР 
《球面 可 以 正则 地 从 内 向 外 翻 ) .因为 У, А 5и, 所 以 
存在 可 数 多 个 从 图 周到 平面 中 的 混和 类; 因为 S2 上 的 


Stiefe] 红 维 化 同 且 于 身影 空间 RP’, 而 z (ЕР!) = 
Za ， 所 以 只 有 两 个 从 8 到 5° 的 漠 信 类， 等 等。 
А. В. Чернавский EE 
ЇЇ] ЖЮ] S° nf D) IF | Hb M. Р P| 2E ВН И ГЕЈЕ Ж, 
[А3]. 
参考 文献 
ГА] Gromov, M. L... Stable mapping of foliations into 
manifolds, Мой. USSR lzv., 3 (1960), 671—694 
(Еш Акай. Маш SSSR, 33(1969), 707—734.) 
[А2] Робпат, У., Homotopy theory and differentiable sin- 
Bularitis їп ММ. Н. Kuipor( od .): Mamfolds-Amster- 
ат, 1970, Lecture notes m math., Vol. 197. Spr- 
inger , 1971, 106-132. 
АЗ) Phillips, А., Tuming a зшћюс inside out, Scientific 
Атег., May ( 1966}, 112—120. ИЛНЕ. 24 详 


ЖЛЕ ЖА, [immersion of а manifold; погруженне мно 
гообразия ] 

m 维 流 形 М" 到 n 维 流 形 N" 中 的 一 个 连续 映 
射 F; М" 一 №", 使 得 对 每 个 xe M"， 存 在 一 个 邻 域 
О, ЕР. ЕВА, ШЕР ЕО) N" 上 的 一 个 
В ( homeomorphism ). 特别 地 , 如果 所 是 到 РОМ") 
中 的 一 个 同 码 ， 则 称 之 为 M” 在 N" 中 的 一 个 嵌入 
(imbedding). BA. ЕЖЕ CT“ 温和 人 (Cimmersion ), 
ШЖ M" 和 N° E СОЖ) 流 形 (1>1,0<a< 
1,m < n) 及 映射 F ТЕШ БЕЙ АЕ F rh h А 


х=й, сз," ур аа 


ат, ют с ШМ. ШЖ Дааа Д 
在 每 个 点 хєМ” 处 的 秩 等 于 m( С" (Ж#) 流 
МЉЕТ г 结构 的 流 形 ， 其 中 伪 群 由 上 阶 可 
微 且 导数 满足 指数 x 的 Halder ЕАО ВАРТА й). 

曲面 和 С'* (光滑 ) 曲面 的 概念 是 与 漫 人 和 С" 
(光滑 ) 漫 人 的 概念 紧密 地 相 联系 的 . ЖИ Мм 
之 闻 的 两 个 说 入 FF 和 G 称 为 等 价 的 ， 如 果 存 在 一 个 
МЕ p M - М, # Е=СФ. 

— E A WJE ( iomersed manifold) 是 由 流 形 М 
各 它 的 一 个 温和 人 F 组 成 的 偶 对 . 在 维 数 n 的 流 形 N" 
中 的 维 数 m RN A F: М" — N" 的 等 价 奖 : 
该 类 中 的 每 一 个 淄 人 称 为 曲面 的 参数 化 ( Parametrization 
of йе surace), 曲面 称 为 Cr 光 清 的 ( Cr* - smooth) 
如 果 能 在 流 形 M # N 中 引进 C'* 结构 及 如 果 在 曲面 
的 参数 化 中 能 找到 参数 化 F. 它 在 这 些 结构 中 是 Ch* 
WA. 

浸 人 流 形 的 理论 通常 涉及 的 性 质 是 在 上 述 等 价 类 
概念 下 的 不 变量 ， 特 别 当 研究 与 漫 人 几何 有 关 的 论题 
时 ， 实 质 上 与 曲面 理论 相 一 致 . 

R M" E— Се Ш. 121, 0<a<1. 任 


кю ГЭЕ Н ЖҮ 


МЕТ 


fJ М" 在 m 2 1 时 允许 有 到 Euclid 空间 В?" 中 的 一 
SRA. fE m 22 时 ， 有 到 Ri 中 的 一 个 C"* 8 
А. ШЖ m 是 正 的 昌 不 是 2 К, ДШН М" 容许 
到 R°" 中 的 一 个 C RA, 52, ДЕ Ж т=7 
(s 2 0), 存在 闭 光 清 m 维 流 形 甚至 不 容许 有 到 К?” С! 
中 的 插 扑 岩 人 ( 例如， 射影 空间 ) -如果 M" 没有 紧 分 
支 ， 则 它 允 许 在 В" 有 Се IRA. 

对 m #1,4. 一 个 定向 m ИЙЛЕЙ Rn | 
中 有 С“ А. 对 nn<2m 一 1, ЯВ" 中 浸入 一 个 水 
维 流 形 的 可 能 性 与 流 形 的 Whitney 和 Tlomparm 类 
(Pontryagin class) Ж. 060, 8 С" 光滑 m 维 
流 形 (12 1,0 < a <1) 容 许 一 个 到 В" ЕА 
人 及 容许 一 个 到 2" ”中 的 正常 的 机 入 E— Ë A 
或 通信 ， 使 得 每 个 紧 集 合 的 原 象 是 崇 的 }、 ШИЖ М" 
上 已 给 定 了 Rienam 度量 ( Riemannian metric ), А) 
常常 联想 济 M” 到 В" 中 或 到 另 一 个 Riemann 空间 
N' 中 的 等 距 淄 入 (isometric immersion). С°* 光滑 
Rimam 流 形 (1=2,0 <&<1;1l>2,0<m<1) 容 
许 有 - -个 到 R" 中 的 С'* АВВАЛ. ж М" 的 
情形 中 ，n = (2m +1) (6т +14). 相反 地 ，M”" 到 
RR" 中 的 一 个 C ВВА (122,0< x<1) 诱 导 
出 一 个 在 M" 上 的 C'* 光滑 Riemann HE BL ([4]). 
参考 文献 

[1] Smale，S .，The clamification of врһепв in Eudidean 
spaces, Ann. of Math., 69( 1959), 327 一 М4 
[2] Jacobowitz , Н., fmplict furction theorems and isometric 
embeddings . Аян. of Math, 95 (1972), 191 一 
13] Рохлин, B. A. Фукс, Д. Б., Начальный курс то. 
пологки, Геометрические главы, М. ,1977( ЖЖ; 
Rokhlin, У. А. and Fuks, D. B .，Beginner's coume 
in topology: geometric chapters , Springer , 1984). 
[4] ©абитв, И. X., Шефель, С. З., «Сиб, матем 
Ж.Э. 17(1976).4,914 – 95. С.3. Шефель j 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[AI] Nash, Ј.. The embedding problem for Riemannian ma- 
nifolds, Ат. of Math., 63( 1956), 0 ~ 63. 
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混入 运算 [immersion operation; погружающая опера- 


ция] 

在 数理 速 辑 ( mathematical logic ) 里 的 一 种 运算 ， 
它 把 一 逻辑 语言 里 的 表达 式 转换 为 另 一 逻辑 语言 里 的 
到 达 式 而 保持 演绎 性 质 .在 建立 不 同 的 嘱 辑 理论 或 注 
Я (calenhs ) 的 关系 时 广泛 地 应 用 了 浸 人 运算 ， 

例如 ， 如 果 在 形式 算术 里 的 公式 À 转换 成 为 同一 
ЖЕЙ 4'， 转 换 的 方式 是 在 4 和 它 的 每 个 子 
公式 前 插 人 二 否定 词 ( 例 如 ，(4Y В)' @--(- 
”4 VannB (ax4) #--3х--ч 4 等 ). 


IMMUNE SET 2! 


那么 在 经 典 形式 算术 中 A 的 可 推导 性 荀 洗 在 直觉 主义 
形式 算术 中 4“ 的 可 推导 性 . 这 意 上 着 直觉 主义 算术 
系统 的 相 容 性 殖 涵 经 典 形 式 算术 系统 的 机 容 性 这 个 
Gadel 否定 解释 (Gidel negative interpretation ) 产生 
了 直觉 主义 的 和 经 典 的 算术 之 问 的 关系 ， 
另 一 个 温和 人 运算 的 典型 例子 是 Gedel- Tarski 翻译 
( Godel -Tarski translation )， 它 建立 借 态 的 和 直觉 主 义 
的 逻辑 间 的 关系 .在 公理 集合 论 里 ， 模 型 的 构造 通常 
也 可 以 语法 地 看 成 是 某 种 浸 人 运算 的 构造 : 集合 论 中 
的 内 模型 - 
参考 文献 
[1] Shoenfield , J. R., Mathematical logic, Addison - Wes - 
ку, 1967. 
[2] Feys, R., Modal logics. Gauthier - Villars 1965. 
[3] Драгалин. А. Г., Математический интунцио - 
низм, М., 1979 А.Г. Драгалин #& 
DRE) ВАН НН ЕВЕ ( interpretation) 
或 翻译 (translation). 
一 解释 可 以 着 成 是 -逻辑 理论 到 男 一 逻辑 理论 的 
СЕ", ЗЕЕ ТНВ ЕЕ НО Д 
САГАТ). 
参考 文献 
[АІ] Kock, A. and Reyes, G. Е., Doetnnes їп categp - 
meal logie, in J. Barwise (ed.), Handbook of ma - 
thematical logic , North - Holland, 1987, 283 — 311 
[А2] Gódel, K., Zur intuitionisuschen Arithmetik und 
Aussagenkalkiils ， Ergebn. cines Math. Kolloq., 4 
(1933). 34 — 38. 
[АЗ] боба, К., Eine interpretation des intuitiomistischen 
Aussapenkalkuls ， Етрефп. sines Маш. Koiloq., 4 
(1933). 39 – 40 БКА 译 


ЗЕЯ [immume set ; иммунное множество ] 

тея алау Н СВО 35 
Ж (ИНЕШ (enumerable еі). 特别 地 ， 禁 集 本 
身 不 是 递归 可 校 带 集 ， 从 对 道 归 可 妆 举 子 集 人 志和 的 观 
点 看 ， 禁 集 在 一 定 意义 下 和 产生 集 ( 见 产生 售 (pro - 
Guctive set)) 相 友 .。 补 集 为 禁 集 的 递归 可 校 举 集 称 为 
单 集 (simple set)， 且 单 集 给 成 一 类 重要 的 非 递归 的 
递归 可 枚 举 集 类 . 禁 集 和 有 限 集 的 递 娄 等 价 型 称 为 孤 
ЕР (isols ) ， 从 基数 理论 的 递归 类 比 的 观 点 来 看 是 有 
жй. 在 递归 集合 论 (recursive set theory) 和 它 的 应 
用 里 ， 人 们 也 使 用 禁 集 类 的 特殊 子 类 ， 例 如 超 禁 集 类 . 
( 8838 38 ( hyper -immnne set) 是 一 自然 数 集 ， 当 它 的 
元 案 出 小 到 大 排 成 一 序列 时 ， 任 体 一 般 递 归 函 数 不 能 
优越 它 ;其 节 集 为 超 茜 集 的 递归 可 科举 集 称 为 赵 单 集 
( hyper -simple set)) . 


参考 文献 
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ctiw сотршаЫну, McGraw- Hill, 1967. 
В.А. Душсхяй Ë ЮЖ ж 


ЖЛЕ [ implication ; нмпликация ] 

一 种 邮 辑 运算 ， 用 来 从 两 个 表示 式 А 和 B 构造 
表示 式 “ 如 果 А, ЖА B" .在 形式 语言 中 ， 最 常用 
的 表示 蕴涵 的 符号 是 э, — 或 >. 站 示 式 4 称 为 
Аов ШЕЯ (Premio), 而 表示 式 B 称 为 结论 
(consequence ) ”表示 式 A > B 的 确切 含意 在 经 典 的 、 
可 物 成 的 和 其 他 一 些 对 语言 的 诸 义 处 理 中 各 不 相同 ， 
在 经 典 请 义 的 语言 中 ， 歼 涵 式 的 含义 由 如 下 真 假 值 表 
(truth table) 给 出 : 


A B АОВ 
т Т т 
т F F 
F T т 
Е F T 


їй E ЙН 80 ВАЖЕ ЗСЗ ( material implica- 
tion). B. E. Плиско 所 
нл 


参考 文献 
[Al] Bel, J. L. and Machover, М... A course in mathe- 
тайса] logic, North - Holland , 1977. ИМ 译 


药酒 范 式 [jmplicative nonnal боп; имплнукативкая нор - 
мальная форма] 


如 下 类 型 的 命题 形式 (propositional form ): 
С,2(6,2 (С, 1 у), 


这 里 及 家 C,(i = 1，…, п) 都 具有 形式 : 
Cu (Cao (C, > 1)). 
每 个 CU 1 m; jj 三 1,…,m,) 或 是 一 


个 命题 变 元 ， 或 是 命题 变 元 的 否定 ， 是 表示 假 值 的 
ЖЕЙУ. ЕТШИ НАТ 4 ， 可 以 构造 一 个 共 
有 蕴涵 范式 的 公式 BB， 等 价 于 А, 同时，B 中 内 合 
有 在 A 中 出 现 的 命题 变 元 . 这 样 的 一 个 公式 B 称 为 
А 的 一 个 蕴涵 处 式 . 
参考 文献 
11] Church, А., Introduction to mathematical logic, 1. 
Princetor Univ. Press, 1956. 
С.К. Сооюв Ë T 8 Ж 


蕴涵 命题 演算 [implicative propositional calculus; az- 
ликатнвное пропознциональное исчнсленне ] 

仅 使 用 > (ЕЙ ) 作为 原始 联结 词 的 命题 演 
算 . 完全 (或 古典 ) 曹 涵 命题 演算 (complete (classical) 


implicative propositional calculus ) 是 这 类 演算 的 例子 . 
该 演算 的 公理 为 
рэ (42р), (ргауз((аэгуз(рэт))), 
(р>) әр) 2р, 


其 推理 法 则 是 : 分 离 法 则 (modus ponens ) 及 代 换 法 则 
(sukstitution гше). 另 一 个 例子 是 所 谓 正 蕴 肖 例题 演 
算 (positive implicative propositional садів), ЖА 
яж 


ро(42р), (р2(427))2((рә4)ә (рэ ғ), 


其 推理 规则 与 上 面相 同 . а Н ВОЯ 
公式 称 为 蔓 涵 公式 《implicative formula )， 它 在 完全 
(或 正 ) 将 涵 三 题 演算 中 可 推出 ， 当 且 仅 当 它 在 古典 
的 《相应 的 ， 直 党 主义 的 ) GMA OEA. Q 
V 是 命 帅 变 元 组 成 的 有 限 集 ， 由 V 及 5 可 组 成 这 
Ен, танаа иф, ЕТА 
式 中 仅 有 有 限 个 是 两 两 不 等 价 的 《 见 [3]) .存在 可 
有 限 公理 化 的 给 滔 命 题 演算 ， 它 是 不 可 判定 的 ( 见 
141). 

参考 文献 

[1] Church А., Introduction to mathematical logic І. 
Princeton Univ. Pres, 1956 

[2] Lukasiewicz, 1. and Tamki, A.. Untcrsuchungen über 
den Aussagenkalkul, С. А Soc. Sci. Letters Varsobie , 
CL Ш. 23 (1930), 30 – 5. 

[3] Одо, А., Sur ls algëbns de Hilbert , Сашћіег- М - 
ars ,1966{ 译 自 西班牙 文 ) 

[4] Gladstone, М. D., Some ways of constructing а pro - 
positional Calculus of апу required degme of unsolva - 
bility, Trans. Amer. Math. Soc., 118 (1965). 192— 
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ЮРА [ implicit function, неявная функция } 

Ш Р(х,у) z ИҢИР ЕШ f: E 一 Y, 这 里 
F:XXY- 2. xeX, ye Y, Ec X. X, Y, Z ЖЖ 
НДА. ЖИШ Я у, 使 得 对 任意 xeE 均 有 
Е(х, Дх) =z. # X. YZ 是 拓扑 空间 而且 有 
Ж (ж, де Хх Ү fË РС) а, ЙЕ Жш Ж ft: 
Т, AB Р(х,у) = (х0 МОР УЛЕШ 2 
一 唯一 可 解 。 这 个 方程 的 解 的 性 质 是 由 隐 函 数 定理 来 
描述 的 。 

最 简单 的 隐 函 数 定理 如 下 ， 设 X, Y 是 实数 直线 民 
的 子 集 ， 今 加 EX, wS Y, (x y ) 是 平 而 集合 XxY 
的 内 点 ， 若 下 在 【为 ,其 的 基 邻 域 中 连续 ， 下 (Co ,yp 
= 而且 窑 在 #>0 和 >0, 使 当 x 固 岩 在 (xo-5， 
+8)“, F (x, y) 作为 了 的 函数 在 (у—‹. 
为 +8) 上 严格 单调 ， 这 时 必 有 6o>0， 使 有 唯一 的 五 数 


S= алав 


Jf: (xa Xa + óa) > Оо, 


її F(x,f(x))=0 SLBUS x€ (х, бу хь 64) 域 立 ; 此 
Ж. f 是 连续 的 ， 而且 Дх). ЇЙ Ж F fE (х, 5) 


ИЧТЕ ИК, Т F, ЛЕ, НЯЕ(җ»,„) ДЕ 
ШЖ ША Г(х,)=0 ШР, (,љ) 20. ДШИ 
的 假设 是 满足 的 ,如 果 偏 导 数 F 也 存在 ， 且 在 (%, yy) 
Жей, ППВ ГЛЕ хай, ЇН. 

ао) _ 


dx Е,(җ, уь) 


Ё,(җ, у) 


这 个 定理 已 推广 到 方程 组 的 情况 ， 即 殊 为 一 向 量 
函数 的 情况 . 2 R" 和 R" 总 有 固定 坐标 系 ， 而 其 点 分 
ЖЗ х= (х, у=(у у) п Я т 86 
Buclid 空间 . 设 下 将 x, Ww)eR ХЕ" (x€ R', weR") 
П 4639 W Dk A R"， 而 五 的 坐标 函数 为 F (= 
“s m), ВРЕ (Еу, Е), W P. Ў n+m 4 3 
元 X. U Хх», уу, сс, у„ Йй. 2 F W 上 
W, F(x,. уз) = 0， 而 且 Jacobi 行列 式 


(F, F.) 
Ep sy | 


则 分 别 有 xoER" ，y,e R" Ф U $I V. UxVcW, 
以 及 有 唯一 的 映射 JU 一 六 使 F(x, f(x)) =0E 
R" 对 一 切 xeU 成 并 .这 里 了 (Xj=yo, 在 上 可 
微 ， 而 着 记 f= (f. f). Р д//дх,=1. 
отн) Еи Ин + 
线性 方程 组 


*0, 


дг, ж дЁ, ду _ 
x C Зу, дл 
中 解 出 ， 这 里 k=1,…,m，i 国 定 (i=), n). 这 个 


定理 的 主要 论断 有 时 陈述 如 下 : 有 x 在 ВРА 
Ж! (х,у) R" x R° rh Ú SE3R W, (W, SW) 以 及 唯一 
的 喘 妹 0 R"， 使 得 (x, (хуй Ну—ШИ 
хе, Р(х, 7х) =. 2, Ж 


ІМРІЛСІТ FUNCTION 23 
(х,у) €W, F(x,y)=0 


等 价 于 xs U, у= f(x). ТТН Т. ЛЖИ F(x,y)=0 
fE (х,у) з} W. 中 唯一 可 和 - 

这 样 陈 坟 的 经 典 的 隐 函 数 定 理 可 按 以 下 方式 推广 
到 更 一 般 空间 的 情况 НИКЕ. У Z 
ЗСК ЫН АРАК Гах д), Еа 
Dh ЭЛЕН], 6 BL BU НҮП Y 5; Z 就 是 与 它们 联系 
的 ，Y¥ 是 完全 的 ， 令 (V, Z) 为 由 YX 到 的 连续 线 
性 映射 的 集合 ， 令 W B ERS BJ X xY тр), 
{0 Vo) EW, ЄХ, ye Y. 

ФЕ W- 2 为 一 连续 喘 射 ， 而 下 (2 及) 一 二 ， 
车 对 每 一 个 国定 的 x 和 {x, yje W， 映 秧 F 有 一 偏 Fréchet 
导数 ( Fréchet derivative) ,eg (У, Z), ПР, (у): 
W > (V, 7) 其 一 连续 映 暑 且 线 性 映射 F. (хь, у): 
Y +2 有 连续 的 逆 线 性 财 射 ( 即 忠 说 ， 它 是 之 (Y,Z) 
的 可 北 元 )， 则 必 有 开 集 UCX 和 VOY, xe Ü, ye 
V, 使 得 对 任 一 xe U НЕ 63 ye И, Ш у= у(х), 
满足 方程 


f(x)8 V, H F(x,f(x)=z,. 


这 样 定义 的 函数 у= f(x) 是 由 U PIJ Ура 
射 , 而 %= SSE 

若 改 也 基 一 个 仿 射 赋 范 空间 ， 贡 在 一 定 茶 件 下 ， 
适合 方程 


Е(х,у)=2, (1) 


ПАФ хн у. АИЙ, ФХУ Z 
ЗГЕ а А, W & ХҮ, F.W — 
Z. Р(х„,у)=т,, ЕХ, y e€ Y, Җ% ү (所 给 出 
ЮВА, жх ЖТФ ОАА Y fü) JL $R y 
内 , H Оху. 这样， 对 所 有 хер, 

Гох), H F(x,f(x))=z, . (2) 
007 х„ ЖЕ. B f(x,)=y - # Р (х,у) Я 
微 ， 而 它 的 偏 Frchet 导数 Р, (x, , ya) ËI Р, (хо, yo) 是 
Зогар X 以 及 与 了 相 联 系 的 线性 空 
ËJ ҮА. Z 480 hy ЕЕ [Н Z, ЯЯ F (xn ， 
У) 5 (Ү,0) айл. Ж f x 可 微 ， 其 Frichet 
导数 是 

РО)= Fy (xo ya) 9 F (хо, а). 
这 可 以 出 (2) 作 形式 微分 得 出 : PD di 
Р, оъ Руб у) Г) де (Х,У) 


З PT (x, уо) 26 598149 ， 
车 此 外 还 设 映 射 F: W ДЕ 化 上 连续 可 微 ; 苦 隐 
87:0 『 在 区 上 连续 ，DXTc 开 ， 又 若 对 企 一 
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хер. fq Fréchet SF F. (x, f(x) (У) ТЇ 
Жїз. MM /是 由 UU] V РА ЖЕТЕ ПРА]. 

СНЕ Е, ун Precejet 导数 的 连续 性 来 表述 
ОАЕ Е МЕД: З ЛЛ ӘМ ВАР Р: 
r Z í ЮЖНЕ, G Е (xe, w) =Z ПЯ 
Frichet 导 数 是 (У ,Z уи) [И л. ВИСЕ (х,у) 
的 充分 小 邻 域 中 唯一 可 和 解 ， 即 有 x. 在 ХЕ ПТ! 
Ja УРЕ У. ОХ УИ, оте А 
下 “了 满足 C ,这 里 了 在 愉 上 也 是 连续 可 微 的 . 

种 拭 式 的 赋 范 空间 中 的 隐 范 数 定理 是 对 单个 二 тан 
ht BBW) А Е ВА # ХЕ Ж) АВЕ" 

此 外 ЖЕТИ > ZE (x, у) W tB 8 k 
WO3E$63[ fe 9. k=1,2,-.. ДИЙ 0 = V b 
是 大 次 连续 可 微 的 . 

J. Nash 给 出 了 经 典 的 隐 示 数 定 妊 对 于 微分 算 子 的 
深 隐 的 推广 ( 见 Nash 定理 (微分 几何 学 中 的 》 (Nash the- 
orems (їп dilferential рсолкшу))). 
参考 文献 

[1} Колмогоров, A.ll., Фомин, С. B.. Элементы чеории 
функций и функционального анализа, 5 изд., М ‚19081 
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[4] Sehwartz, L., Cours d'analyse, 1. Hermann , 1967 (中 译 
Ж L.Schwaz, ДРЕ, 18-98 -分册 ， 高 等 教育 由 
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[51 Илин, В. А., Позняк,Э.Г., Основы математическ- 


н 


ото анализа, 3 изд., ч.1, М., 1971 
Л.Д. Кудрявцев JE 


[ 补 注 ] 
参考 文献 
ГАТ] Fleming, W., Functions of several vanables, Addison - 
Wesley, 1965 ИЛ] 


Юй { 代数 几何 学 中 的 ) [imphicit imction (їп algebr - 
аіс geometry); nenpHan функция в алгебраической 
геометрии ] 

ненна. ЕХ, X.. 
Y) 为 关于 X,, U. X, 与 了 的 多 项 式 (假定 共有 复 
系数 ) ikin) £ B UMU Е 了 IFP) = C"t' 可 以 
看 成 一 种 对 应 у: С" САЯ, ЖМ, ЯЙ 
某 种 不 精确 性 ， 又 称 为 出 方程 F(x.y)=0 确定 的 隐 


йй. А, у 是 多 值 的， 日 并 非 处 处 有 定 文 。 
因此 它 不 是 通 常 意 义 下 的 函数 .有 两 种 方法 将 这 种 对 
应 转化 为 函数 .第 一 种 方法 要 人 妃 济 到 B. Riemann . 
{ШЕКЕН y 的 定义 城 不 是 C" ШЕН V(F), h 
и СПА ШОВ. ОЙЫ shi E K E E 0 
Riemann Ё ( Riemann surface ) 概念 ， 在 此 方法 中 
КОЕ Б КИШИ ( alpebruic function ) 有 内 在 联 
男 一 种 方法 是 将 V ( F) 局 部 地 表示 为 单 值 函 数 的 
图 灸 种 种 牌 函 笋 定理 断 育 ， 存 在 开 集 Uc C' 与 
W = C. 使 {UX W)(YV(F) 2638583 (ЖЖ 
各 意义 ) 3 U +> W BJ (ЖЛ (implicit func - 
боп)), 然而， 开 集 О, W 照例 不 是 依 Хана SGB 
( Zariski topology ) 开 的 并 日 在 代数 几何 中 没有 意义 . 
因此 ， 人 们 修改 此 方法 如 下 ， 在 由 方程 Р(Х, Y)= 0 
ЛЕВО АОН aeC" 的 形式 芽 (formal депо) 
(或 分 支 (branch))， 定 义 为 满 吓 FOX, у) = 0 的 形 
анан (formal power series) уеС[[Х — 41, с, 
一 a,]]， 很 一 般 地 ， 满 中 多 项 式 方程 F(X, y)= 0 
mp. 上 称 为 代数 的 (algebriic ) ， 代 数 宕 级 数 在 а 
ТЕ . 
设 4 为 共有 极 玉 理想 w Й 38 Noether 环 
( Noetherian ring), А 的 完 作 化 А 的 元 素 у 你 为 在 А 
上 代数 的 (alpebmiic )， 如 果 对 其 个 多 项 式 РОР) є 
АУГА F(y) =0. ñ 二 中 成 为 À ЕҢ 
构成 一 个 环 令 ， 下 列 样式 隐 函 数 定理 表 雪 有 充分 多 的 
代数 函数 存在 ， 设 
f(Y)=(f(Y,, Fa), fF, Y D 
为 4[Y，…， У.т А, JD у= 
(a У) 为 独 余 类 域 4/ m 的 无 ( 宁 母 上 横 线 表 
示 依 mod m ЯМЫ). Ж: 
DFAF")=0 
2)da (Of 7 OFT (у")=0. 
那么 ， 和 存在 4 上 代数 的 元 y= (yu сз, у„), {й 
Ј0)=0 与 了 = 下， В, Д 是 Нава 环 
( Hensel ring). 
关于 此 类 型 的 另 一 结果 为 Artin jB F SE EB (M, 
[2]). # 4 为 局 部 环 且 是 域 上 有 限 型 的 苑 数 的 局 部 
Е. НК. У) = 0 为 系数 属于 4 (或 Л) 的 多 
项 式 方程 组 ， 并 设 为 系数 属于 本 满足 f(Oy)= 0 
的 向 量 . 那么 ， 存 在 分 量 属于 ДАНЕ 7, 5 ft 
ВЕЛНЕ fy) = 9， 对 于 解析 方程 组 也 有 此 定理 
多 一 种 样式 ([3]) 
参考 文献 
{1] Artin, M., Algebraic spaces. Yale Univ. Press, 1971 
[2] Апіп, М.. Algebraic approximation of structures over 
complete local rings. Publ. Math. НЕЯ, 36 (1969). 


23-58 
[3] Алп. М., Оп е sotlubon of algebraic equations, 

ueq Math., 511968), 277 — 291 
В.И. Данкло {# 郑 维 行 译 aR 校 


隐 算 子 [implicit орегаќог,неавный оператор ] 
非 线 性 算 子 方程 (x,y)==0 的 解 y=f{xX)， 其 中 x 
起 参数 的 作用 ， 而 了 为 末 知 区 . 令 X, 了 , 乙 为 Banach 
空间 ， 而 F(x,)) 是 非 线 性 算 子 ， 它 在 (xn ,py)EXT 
的 一 个 名 域 吕 中 连续 ， 并 把 中 喘 人 也 中 零 元 的 一 个 部 
域内 . 若 Fréchet 导 数 (Fréchet derivative) F,(x, y) # Q 
І, ИРА (хоро) 存在 月 连续 ， 而 且 Fix。， 
Jo)=0， 则 存在 数 e>0D 和 5>0、 使 当 [х—х„Ї<бю[, 
ЖЕ (x,y)=0 有 叭 -一 解 p=f (x) 于 球 |y-y l<; 
中 . 这 里 ， 若 F(x ,yp) 此 外 还 在 Q Ф лату, 则 f(x) 
也 n 次 可 微 .车 Рх ,让 是 口中 的 解析 算 于 (analytic op- 
erator) ， 则 f(x) 也 是 解析 的 . 这些 论断 推广 了 关于 隐 
画 数 的 人 所 熟知 的 命题 . 关于 退化 侍 沈 ， 炮 非 线 性 方 
程 解 的 分 克 (branching of воро) . 
参考 文献 

[1] Hidebrandt, T.H.and Graves, L.M., Irplicit Fonctions 
and their differences іп general analysis, Trans. Amer . 
Мањ. Soc., 29 (1927), 127 — 153. 

[2] Люстерник , JI. А , Соболев, В.И., Элементы функи- 
монального анализа, 2 mn., М.. 1965(#Җ. 刘 斯 
жюн. жт, ЮЛ ПЕШ, МС, М 
ШЫН, 1985) 

{3] Вайнберг, М. M , Треногив, B. А. Теория ветвления 
решений иелиысйных уравнений, M., 1969 ( ЖЖ: 
Vainberg, М М. and Trenogin, У.А., Theory of branch- 
ing of solutions of поп - linear equations, Noordhoff , 
1974) 

[4] Nirenberg, L., Topics іп monlinear fnctional analysis , 
New York Univ.. 1974. B.A.Tpenoru: { 

СНЕ] 
参考 文献 
ГАІ] Bemer, М. $., Nonlmearity and functional analysis, 
Acad.Press, 1977 (中 详 本 : M.S. 1800, TRE SE R 
分 析 ， 科 学 出 版 社 ，1989). Fk Ж 


不 可 能 事件 [impossible event ; невозможное событне ] 

在 给 定 条 件 下 不 可 能 发 生 的 事件 . 如 果 (Q. Р) 
是 驾 率 空间 、 不 可 能 事件 是 空 集 罗 5 .x, 它 不 包含 任何 
基本 事件 weQ .不 可 能 事件 是 这 个 概率 模型 中 必然 事 
件 (certain event) ША, ВЖ, КРОЗ 
р(ф)=0. А.В. Прохоров # Ж 


非 本 原 群 [ imptimitive group ; нмпримитывная группа] 
# 5 S 到 自身 的 一 ~ ,对 应 (置换 ( permutation )) 
的 群 ， 使 5 能 划分 成 一 组 无 交 子 集 51,7, 5, 
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(m 22) 的 并 ， 满 足下 列 性 质 : 至 少 - 个子 集 sS, 中 
元 素数 大 于 1; ЗЕМЕ дес 及 任何 i. 

1<і<т, ЖЕ, 1<ј<т, 使 得 g 把 5, 映 满 
5. 

ж Si, U 5。 ВА ИЧЕ ЛО Ж (system 
оГ imprimitivity )， 而 子 集 5, 本身 称 为 群 G 的 非 本 原 
性 域 (domains of imprimitivty) . ЖЕЖ ЬЕ 
就 称 为 本 大 《primitive ) ЁЁ. 

非 本 原 群 的 一 例 为 集合 S LEA 463800 3E АЖЕ 
ВЕ G( 见 传递 其 (tansitive goup)): 可 取 СХЕ $ E 
ЖЕТЕ ЫН (ог) (传递 性 域 )， 作 为 非 本 原 性 
Жж. 集合 5 的 传递 置换 群 G 是 本 原 钓 当 且 仅 当 对 其 
元 素 ys8( 因此 对 所 有 元 素 ), G 中 使 》 不 动 的 置换 
的 集合 是 G НЕ. 

侨 本 原 寺 换 群 的 概念 在 向 量 空间 的 续 性 变换 群 中 
有 一 个 类 做 ， 即 群 G 的 线性 表示 (linear representa - 
tion) p 称 为 非 本 源 的 (imprimitise ), 3 p 的 表示 空 
间 能 分 解 成 一 组 袜子 空间 了 | 、… ，F。 的 直 和 且 有 下 
列 性 质 : 对 任何 ge G 和 任何 i (1 i m) W£ ;, 
1 <j <њт, 8 

p(0)V,= V,. 

子 集 V,, н 
( system of imprimitiveyy ) ,车 了 没有 上 述 的 分 解 ， 就 
你 p 为 本 厌 表 示 ( primitive representation ) ， 非 本 原 表示 
p 称 为 传递 开本 原 的 《transitive mprimitive )， 若 对 非 
本 原 性 果 中 任 一 对 子 空间 У 种 V, ЕЖ ge G 
使 得 p(g} ,= WV， 车 表示 p 是 非 本 原 的 (或 本 原 
的 ) ， 则 空间 V 的 线性 变换 群 p{ G) 及 由 表示 o 决 
ей G 模 也 称 为 非 本 原 的 ( 或 本 原 的 ) - 

例 3 k E s 维 空间 V РИВНЕ еу, ©, 
e, 决定 的 线性 变换 作成 对 称 群 S. йл p ， 它 是 传 
递 丰 本 原 的 ， 一 维 子 空间 组 {ke，，…， ke 构成 р 
的 非 本 原 性 勾 ， 传 递 非 本 原 关 示 的 另 一 个 例子 是 有 孔 
Ë 6 在 域 上 上 的 正则 表示 ( reguler representation ) ; 
мо G 的 元 素 时 ， 一 维 子 空间 kg 的 集合 构成 
非 本 原 性 系 . 更 ~… 般 地 ， 有 限 群 的 单项 表示 ( monomial 
Tepresentation ) 大 非 本 原 的 ， 实 平面 上 由 放 转 角 为 2x/m 
(m > 3) 的 倍数 的 旋转 作成 m 稚 循 剑 群 的 表示 是 本 原 
表示 、 

非 本 原 表示 的 概念 与 诱导 表示 ( induced represen - 
tation) 的 概念 密切 相关 . Фр 是 有 限 群 G ЧЕ 
有 限 维 表 示 ,{ VV,，…,V,} 是 非 本 原 性 系 ， 集 合 
IV, …， И } 在 由 表 基 p 决定 的 G 的 作用 下 分 成 
轨道 的 并 ， 设 {1F,,，…, V.) BIR) F SGB А 
Кантет, хи 

Ы, = 1566: р(9) (У,)= У} те1, 7,5, 
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Фф, EE H, 在 人 ,中 的 表示 ， 它 是 由 表示 p WB 
制 到 及 ,上 而 确定 的 ， 又 令 р, 是 G 的 由 o, 诱导 


的 表示 ， 则 p ГТ р, з, p. 的 直 各， K 
Z, ШН, H, 是 G 的 于 群集 合 , бо. ЁН, 
«ныгын EB И „(т = 1, 5, s) 中 的 表示 ， 又 


Фр, 是 G 的 由 p。 诱导 的 表示 . 进一步 设 {19。 YE 
是 G 对 于 H, НЕЯ е Ж. Шел о, з, р, 
的 直 和 是 非 本 原 的 ， 同 时 (0,0 (W,) (= 1, 
s) 是 六 本 原 性 系 (这 里 W. 自然 
空间 ). 


№ 


等 同 于 V 前 子 
参考 文献 
[1] Най. M... Group theory, Maemilan . 1959( 中 详 本 : 
M ， 花 尔 ， 群 论 ， 科 学 出 版 社 ，;982) . 
[2] Curis, C. №. and Reiner, 1., Representation theory 
of {ише groups and associative арбаз, Bterseence, 
1962 H Н. Вильямс. В.Л. Попов 所 


[ 补 注 】 АРАЛЫ У 区 (block). 
石生 明 Ж 


许 以 超 校 
反常 分 布 [improper distribution ; несобственное распре - 
делеңне ] 

同 退化 分 布 (degenerate distribution ) . 
【 补 注 】 在 西方 ,通常 把 退化 分 布 和 反常 分 布 视 为 不 
同 概念 . 前 者 见 退 化 分 布 〔deegenerate distribution) , 
后 者 定义 为 R 的 Borel 集 上 的 测度 (measure) д. 
得 (К) <1. 


反常 积分 [improper jntegral; несобственный интеграл ] 

万 界 函 数 的 积分 或 函数 在 无 界 集 上 的 积分 . W 了 
是 定义 在 有 限 或 无 限 半 区 间 [а, b) (一 co <a <b < 
+оо) с, НЕТ yefa, b), /是 在 [a, n] 
上 Ricmann ( 或 Lebesgue ) 可 积 的 - 那么 极限 


名 fe а) 


(i b= +, Жр t БЕ ú = + оу} 
Rena 


лора. 


如 果 极 限 (1) 存在 且 有 限 ， 则 称 该 反常 积分 为 收敛 
的 (convergent ) ， 10 МЯК ЖШ (метеп). И 
如 ， 反 党 积分 


Í 45 ,а>0, 
ш 


对 a >1 ЖШ] о <. WI b < + оо, BM 


хоста >! RA. 
ШЖ p< 二 oo H f [а, b] 上 Riemann ( 或 


Lebesgue) "ГЇ, ДАУ (1) 与 定 积分 (definite 
integral ) 是 一 样 的 . 
类 似 地 ， 企 机 应 的 假设 下 可 定义 {a, b] (—-©< 
úa<h <+ ®) 上 的 反常 积分 
усо аер Гов. 0) 


如 果 уж ЕМ [ё, КЕ (а, b) Е. Riemann 
{或 Lebesgue) 可 积 ， 如 果 сє (а, b) НТЛ Н 
分 


(лозах 和 [Б 
都 收敛 ， ҮЛ i 
[лода 
定义 为 它们 的 和 ， 
和 om- флооах+ лода, 


АЛЖ с 的 选取 . 

如 果 在 (a,b) 上 存在 有 限 多 个 点 xe(K = 0，…， 
п), а= xe<xi<…<xu 一 b， 使 得 了 在 每 个 不 包 
会 任何 点 xx 的 区 疝 [2, у] 上 Riemann (或 Lebesgue ) 
TEB JURA k= l, n, ЯР 


Í f(x) dx 


W, MJ 
eos Ë ] лозах. 


这 个 定义 不 依赖 于 点 х, Кї. 

积分 的 下 述 一 般 性 质 对 反常 积分 仍然 保持 ; 线性 ， 
关于 在 其 上 进行 积分 的 区 问 的 可 加 性 ， 关 于 积分 不 等 
式 的 规则 ， 中 值 定理 ， 分 部 积分 法 ， 变 量变 换 ， 以 及 
Newton -Leibniz 公式 , 例如， 如 果 /1Е[а, b) ЕЛ. 
平 处 处 与 在 每 个 [4, #] (a <q < b) хааа 
# 三 的 导数 一 致 ， 则 


{одах = F(b—)— F(a). 


ЭТӘ АПЫ Яая 
较 检 验 法 (comparson є). 例如， 对 形式 (1) 的 反 
常 积分 ， 如 果 当 x 1 bm, 


f(x)= 0(g(x)), 
(x)20,g(x) 20, xe[a, 办 )， 则 反常 积分 
јесоах 
осна а И 
(лозах 


Wg kt; 这 时 9 称 为 比较 函数 (comparison fc - 
боп). 在 有 限 积分 限 b 前 情况， 常用 11(5 - a)" E 
为 积分 (1) 的 一 个 比较 郴 数 ;对 形式 (2 ) 的 积分 在 
在 限 积分 限 a 的 情况 常用 1/(х-а) 作为 比较 画 
数 ; 而 当 有 一 个 或 两 个 泡 穷 的 积分 限时， 常用 ТЛ 
ВЕЗА. АШ, Ал ха ш XA АЖ 
f. 极限 


„бт x" f(x)= k 


存在 ， 则 出 比较 愉 验 法 可 以 推出 : 对 о> 1 f O< k 
<+о 形式 (1) 的 反常 积分 


Í лооах 


ЩЕК, Ја О ск + со 则 发 散 . 

БСВ — Е 2 ЖЕШ Cauchy 
准则 给 出 ， 即 形式 (1) Ке, щира 
每 个 。> 0， 存 在 45L4,b), 使 得 对 所 有 的 4',， рте 
(9, Б), 


< 


[оох 


反常 积 分 | 
[одах 
称 为 绝对 收 伍 的 《absojutely convergent ) ， 如 果 反 常 积 
分 
А 
Гох 


ж. ША- AUT Pk я, MLUOK KH S 
Lebesgue 积分 【Lebesgue integral) 一 致 .存在 收敛 而 
不 绝对 政 化 的 反 党 积分、 例如， 对 一 有 限 区 间 ; 


А 
jl ela 
; x x 
WAR A sh. 97 КЫ: 
| же. ах 
х 
Wk Ski АПИ. 

有 几 个 确立 反常 积分 收 敏 性 的 检验 法 . 例如， 设 
fm 9 对 х®а fE X, ME 了 在 x>a 上 有 一 个 
AMB. B 9 18, що x — + o ВН 
于 零 ， 则 反常 积分 


j f(x)g(x)dx 
Wak. ГИРИ 如 果 反 常 积分 
`{уооах 
9, Аж х>2а, о RAQRA NON, 则 反常 积分 
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[0900 dx 
щй. И 
一 个 反常 积分 的 收 化 性 可 以 用 级 数 的 收 但 性 来 

Z. 例如， 为 使 反常 积分 (1 ) 收 仇 ， 必 要 充分 条 件 是 
对 任何 序列 b. -> b, а, <b,n=0, 1, …， 级 
数 

Y [ax 

ШАКЫ 


政策， 而 下 如 果 它 收 和 俩 ， 则 此 级 数 的 和 与 该 反常 积分 
(1) 的 值 是 一 样 的 . 【此 只 要 求 bo = a.) 
反常 积分 的 概念 已 瓜 广 到 多 元 函数 ， 设 / 定义 在 
n # Euchd 空间 及 "的 一 个 开 【 有 界 或 尤 界 ) h G 
Е, ВАННИ Jordan 可 测 集 E(E S G) 上 Riemann 
可 积 . 这 时 ，/ 称 为 在 G БЕКЕЙ XT, ШЖ 
任何 满足 Ё,©<6б, Bs CE... К=1, 2, B 
25,8, = 6 的 Jordan 可 测 集 序列 Е,, ЖЮ 


Am | /\х)4х 


存在 且 不 依 束 于 序列 E, 的 选 政 .这 个 局 限 ， 如 果 它 
存在 且 有 限 ， 则 称 为 反常 积分 


和 oax， 


而 且 与 一 维 情形 一 样 ， 称 该 积分 收 化 这 个 积分 收 
ж, ЧАТЫНА 
[оох 


是 有 限 的 ， 在 这 种 情形 下 ， 反 常 积 分 
Јах 
: 


与 Lebesgue 供 分 是 和 同样 的 、 这 是 与 以 下 的 事实 有 关 
的 : 对 n = 1 和 上 面 给 出 的 反常 积分 的 定义 ， 取 极限 
的 过 程 是 在 一 个 很 特殊 的 Jordan 可 测 集 的 类 上 即 在 区 
徊 上 进行 的 ， 可 取 任 意 的 Jordan 可 测 集 作为 E,. #& 
而 ,对 n> 2, ЖЕҢЕ Jordan 可 测 区 域 作为 Ek, 
则 上 述 论断 仍然 成 立 ， 这样， 在 这 种 情形 下 ， 与 Lebe - 
sgue 积分 相 比较 ， 上 反常 积分 概念 引 不 出 任何 新 的 东 
m. 
对 多 元 函数 的 反常 积分 ， 类 似 于 一 维 情 形 ， 存 在 
一 个 比较 检验 法 .把 积分 
| 4 я { = 


r >, r 


取代 比较 积分 ， 其 中 


х= (ху х„), r= ув. 


前 一 积分 对 a < n ТХ «>п 发 散 ， 后 一 积分 对 
>n 收敛 而 对 x< n ЖЮ. 
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3:83 ЖУТ ЮИНЯ АТ БЕЙ. Е 了 定义 
ЖОНЕ G< R" 上 ， 可 能 有 一 点 xeG 除外 ， 而 且 假 
谈 对 任何 > 0. 了 在 GNU (x. в) 上 (Riemam 或 
jebesgue ) 可 积 ， 这 里 C{x，s) 是 x 的 58 邻 域 ， 如 
果 极 限 


lm | одах 


вуй. 
存在 ， 则 它 称 为 f ЙЧ Fd (рїпсїре value) Ж ТАС 
积分 ‹ ИАЛ} ( principle value integral) ) , НЖ 
示 为 


p.v. [одах 
š 


{лода 
š 


作为 反常 积分 存在 ， 则 它 在 主 值 意义 下 也 存在 . 一般 
地 ， 其 逆 不 真 。 例如， 反常 积 4 


dx 
ЕП x 
Ей, т | 
dx _ 
s. | = = 
ТЇН ИЛЕ ЖОНЕ ИЕ Н У КИЙ. 
ях 


[1] Ильин, В. А , Позняк, Э. Г., Оснжы математи- 
ческого анализа, т. 2, М., 1973 (ЖЖ: 1 іп, 
У. А. and Ролуак, А, GO., Fundamentals of mathe > 


Tratical а 5, 2, Mir, 1982) 


12] Кудрявцев, Л. Д., Курс математическото анализа, 
т.2, М., 1981 
13] Никольский, С. М. , Курс математического анализа, 
2 мэд.. 1.2, М., 1975 (С. М. ЖКТЕ, $ 
ИО. Л, 68 E hi 
1992). Л. Д. Кудрявцев # 
[ 补 注 】 常用 Cauchy 主 值 《积分 ) (Cauchy prin - 
cipal value (integral)) 一 词 代替 “ 主 值 С)". 它 
也 可 表示 为 jf (x)dx. 
关于 残 数 方法 ， 见 揽 积分 法 (compkx integration ， 
method оѓ). 
一 个 函数 f 在 区 域 G 上 的 多 维 反 常 积分 存在 ， 
当 且 仅 当 [х Гах 存在 这 一 《上面 提 到 的 ) 事实 
的 证 明 。 甸 如 可 在 [A5] 中 找到 ， 
在 民 X 民 上 按 反 常 意义 可 积 的 函数 的 一 个 例子 
ЖЖ (х, у) = e019. 
参考 文献 
ГАТ] Shilov, О, E,, Mathematical analyss, 1-2, M. 
1 T.,!974( E RX ). 
[А2] Hay, G. H, , А course of pure mathelnatics ‚ Cam - 
bridge Univ , Pros , 1975 


[A3] Schwanz , L ., Méthodes mathématiques рош 15 scien - 
ces physiqucs, Hermann , 1965. 

[A4] Buck. R. С., Advanced calculus, McGraw- Hill . 
1965 

1А5] Уайгоп, G 
ж. 

[А6] Aposol, Т M., Calculus, 1-2, Віа, 1969, 

[АТ] Apostol, Т. М., Mathematical analysis, Addíson - 
Wesley, 1963. 

ГАВ] Rudin, W ., Real and complex analysis, Масбтам- 
нш, 1974( 中 详 本 : W. #Т, SBS SE FA, 
人 红 教 育 出 版 礼 ，1982) - 

[A9] Zaanen, А. С., Integation. North - Holland , 1967. 

зон ж 


‚ Thëorie des fonctions Masson, 1948, 


关联 [iaddence; ияцидентность] 
几何 学 中 的 一 个 术语 ， 用 于 表示 几何 学 的 一 些 基 
本 对 象 : 点 、 线 、 平 面 之 间 “ 属 于" 或“ 包含" X< 
Ж. 关联 性 质 让 所 谓 关联 公 埋 来 表征 【 见 Hbert 公理 
系统 ( Hilbert system of axioms ) А. Б. Иванов # 
МЕЛ 关于 参考 文献 ， 亦 见 关联 系统 (incidence sys- 
tem ) 和 射影 几何 学 《 projective geometry). Ж 


关联 系数 [ incidence coeff iciew ; ннцидентности коэ- 
ффщиент ] 

刻画 单纯 复 形 ， 多 面体 (CW 复 形 ) 以 及 其 他 复 
形 中 关联 元 之 间 定 向 的 协调 性 的 整数 、 描 述 关联 系数 
的 概念 和 性 质 需 引进 任意 抽象 复 形 的 定义 ， 见 复 形 
(同调 代数 中 的 ) (complex (in homological algsbra }у. 

3 1'= (03,77, 4,) 为 R* 中 的 定向 单 形 ， 即 
给 定 硕 点 a, 的 一 个 固定 次 序 的 单 形 ， 并 设 != 
(аъ, 7, Gt1， 5 a.) 35 a, 相对 的 定向 
面 . 车 为 偶数 ， 则 和 t?' 为 协调 定向 的 (coh - 
erently orented )， 是 г" 的 定向 由 r 的 定向 诱导 ; 
此 时 赋予 它们 关联 系数 ft": 1?-']= +1. # i 39 
奇数 ， 则 t" жг! 为 非 协调 定向 ; 此 时 赋予 它们 关 
联系 数 [t": '!]=-1. 

现在 设 t" 和 1”!' 为 R V 中 的 单纯 钱 形 (simpli - 
cial complex ) 中 的 元 素 ( 单 形 ) ， 定义 它们 的 关联 系 
数 如 下 : 车 t" 和 1" ! 不 相关 联 ， 则 [1": 1"-1] =0; 
著 t RD en! 相关 联 , 则 [te": аи 
视 它们 是 否 协 调 定向 而 定 、 

关联 系数 性 所- 

[рер ра рге, (10) 
其 中 -上 为 定向 相反 的 单 形 ， 即 由 г" 的 项 点 经 一 奇 
ЗТЯ ЖЕ ЫЙ; 

三 [et 人 


аА ЛЕ АС ЈЕ сс ВР р Ар 
О Ж. (2) ЛИТЕ УС 6 tE Pt F 4 
成 立 ) 

类 伺 地 ， 通 过 适当 定义 定局 的 协调 性 ， 亦 可 定义 
务 面 体 复 形 { polyhedral complex ) 'P PA 4 26 £ É 2 
系数 . WR 为 R 7 的 一 个 子 空 间 ，R ;为 由 КС! 
界定 的 两 个 半空 间 之 一 ， 并 没 在 R* 中 了 到 定 了 一 个 定 
ЕЖ (е, с, е,). 于 是 R' А" 称 为 协 
调 定 向 ， 刘 果 【es ，…，e К" 6, 而 e, 
指向 R; 内 部 . 两 个 胞 脱 оО г" 称 为 协调 定 
向 、 如 时 它们 分 别 包含 在 协调 定向 的 茶 个 半空 间 及 其 
子 空间 之 内 . 

#-# x tt 

[1] Александров, П. С., 
Teopaio размериости и общую комбинаторную 
гоцологию. М., 1975. 

[2] Нйоп, P. J. and Wlie. S 
irtroduction to algebraic topology, Cambridge Univ. 
Pass , 1960 

[3] Dald , А., Lectures on algebmnc topology. Springor, 
1980 

М. Н. Войцехоский Ж ФК Ж Ж Ү ЖБ 


Выеленис в гомолотнческую 


, Homology theory. Ал 


关联 系统 [incidence system; инцидентности система } 

两 个 集合 А, 如 及 其 元 家 之 则 的 一 个 关联 关系 / 
所 构成 的 族 S= (А, 8, Г). 元素 aeA, Be % > (8 
的 关联 关系 写作 а1В, БАЖ а ЕЛЖ В 
者 元 素 В 关联 于 元 素 a、 引 人 关联 系统 这 一 -概念 的 目 
的 着 运用 几何 语言 研究 一 - 般 的 组 合 存在 性 和 构造 性 问 
题 ， 关联 关系 则 源 于 导致 某 些 组 合 构 形 的 若 十 性 质 . 

组 含 学 中 关联 系统 的 一 个 例子 是 [有限 ) 几何 学 : 
{有 限 ) 集合 4 和 9 的 元 察 分 别称 为 点 和 直线, I 是 
一 关系 ， 它 具有 射影 或 仿 射 几何 学 理论 中 常见 的 性 质 ， 
区 组 设计 ( block design) 的 关联 系统 是 另外 一 个 有 代表 
性 的 鱼子: 它 更 求 ]) 等 一 ae4 恪 好 关联 于 又 的 
ТУ: 2) 每 一 Be 对 恰好 关联 于 4 的 大 个 元 素 ; 
3) 4 的 每 一 对 不 同 元 索 恰 好 关联 于 9) 的 ¿ 个 元 素 . 
常常 将 4 的 子 集 的 一 个 集合 取 作 9. 这 时 af 了 即 简 
单 地 是 ze B 

两 个 关联 系统 SYS= (4, 8. 门 和 9 =(А', ЧУ, Г) 
称 为 是 网 构 的 《somorphic)， 如 果 存 在 一 一 映射 x: A 
=A' Ñ я: заа" ЖЕ 


alB (аа) (ВВ) 
如 果 А=д, а, 和 = B., В,, 是 有 限 集 ， 
则 关联 БАЕН ЗЕТИ пова: matic) 
Ге ЗЕ, раат, 时 a= l, # x, 
=0. Н Па 1 在 同 构 意义 下 决定 s. 
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参考 文献 
[1] Hall. M... Conmibinatorial theory ，Blaisdell 1967. 
[2| Dembowki. R , Блаце geometnes 、Spnnger , 1968 
В. Б. Тараканов {Ж 
САКЕ 区 组 设计 的 条 件 1) 可 局 条 件 2) 和 3) 导出 
关联 系统 的 - -个 更 一般 类 型 是 Buekenhout - Tits Д, 
何 学 ( Buskenhout -Tis geometry)、 其 中 考虑 对 象 的 元 
穷 多 种 类 型 ,而 不 限于 两 个 集合 4 ЛЖ. 
БЕЙИН ЖТ. 一 个 关联 系统 就 足 一 个 超 图 
( hypergraph ). 
关联 系统 又 叫 关联 结构 Ç incidence structure). 
参考 文献 
{А1] Beth, T . .Jungnickesl D. and Lenz, Н., Design 
theory, Bibl. Inst. Маппһеш:, 1985. 
[А2] Beutclspacher, À . Einfuhrung in dic endiiche Geome- 
ше, 1-Й, ВЫ. Inst. Mannhem ，1982 — 1983, 
Mb. (+ i& 


冬 线 [indined line ; наклонная | 

对 直线 1 而 言 的 斜 线 ， 基 指 与 ! 相交 不 成 % ° 
角 的 直线 ， 对 平面 л 而 言 的 斜 线 ， 是 指 与 x 相交 不 
成 %“" 角 的 直线 . 


SS FEB EE fingusion -and - exclusion Principle : включения 
н исключення mpunuwumg] 


按照 以 下 公式 计算 不 具有 给 定性 质 a, ，…， a, 中 
任何 性 质 的 物品 的 数目 N (a, a.) 的 方法 : 
Na ma 一 下 一 Ма) + 
1 N(aa,y- © +(-1)'%(асза,), (1) 


其 中 а 表示 不 具有 性 质 Q，N 是 物品 的 总 数 ，N(a ) 
是 具有 性 质 a, ЙЛЫ. (аа) ЕНИ a, 又 
ЖЕЖ а, атас, ФО 见 [3]) . 容 斥 原理 提供 
计算 恰好 具有 人 性质 а, а, 中 条 性 质 (m = 0, 
э, т) 的 物品 妾 的 公式 
("ы (2) 
і 


е = (1 
其 中 so= А, з, 5 Мата, ), 这 里 的 求 和 是 对 
ФЕЙ (1,77, 6,70 进行 的 ， 其 中 з в, 
1, …，r， 地 就 是 说 ， 
= ма), 52 TN а,), 
四 
sr = М(а-са,). 

按照 (2) 计算 e, 的 方法 人 称 作 容 斥 原理 ， 这 条 
原理 可 用 于 求解 第 合 问题 发 数论 问题 ([1]) 例如， 
对 于 给 定 的 自然 数 a 及 当 i 天 j 时 (а, a.) = 1 的 自 
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Жаз 7. ау, ASW в (і » N) ЖЭЙ 
A O< k=<n ДЖ k ЖКН. НН (1) ЖА 


ха] 
оа] 


容 斥 原理 也 可 以 用 来 求解 友 演 问题 12], [3]. 
参考 文献 
[lJ Hall, Fr., M., Combinatorial theory, Wiley, 1986 
[2] Ryser, Н. J., Combinatonal mathematics, Wiley & 
Math. Assoc . Amer . 19630 中 详 本 : H.J. Е. 
组 合 数学 ， 科 学 出 版 社 ，1983) . 
[3] Riordan, J., An introduction to combinatorial апау. 


Wiley , 1958 C.A. Рукова {# 
[译注] 
参考 文献 
[Bi] #08, #07790, НАНЕ (LM), еен. 184. 
МЕ Ж 


求 和 法 的 包含 [ indusion of summation methods; вклю - 
ченне методов суммирования } 

对 应 于 所 考虑 的 求 和 法 的 可 和 性 域 (summability 
ficld ) 之 间 的 包含 关系 ， 设 À, B 是 定义 于 级 数 《 或 序 
列 ) 集 M 上 的 两 个 求 和 法 { summation methods ) , 
А', B° 是 其 可 和 性 域 :假定 4 S B"， 则 称 方法 В 
包含 方法 А, ИМЕ AC B. J А 与 B 称 为 对 等 的 


(equipotent ) ， 并 记 作 4 = 8， 和 如 果 丙 者 中 任何 一 个 


加 了 相 容 性 要 求 . 
定义 于 实 项 级 数 的 一 个 集合 上 的 求 和 法 之 间 的 包 

合 称 为 完全 的 【compleie) ， 旭 果 在 以 可 求 各 + У 

一 m 的 线 数 使 所 给 求 和 法 种 可 种 性 域 完全 化 之 后 ， 其 

可 和 性 域 之 间 的 包含 关系 仍然 保持 ， 创 如 ，HiMer Ж 

和 法 (Нег summation method) (Н. k) 完全 包 会 

Cesaro 求 和 法 (c, к). 
关于 特殊 类 型 可 种 性 《例如 绝对 可 和 性 ， 强 可 和 

性 等 等 ) 的 求 和 汰 之 间 的 包含 关系 可 类 做 地 定义 . 
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анализ, т. 12, М 


不 可 公 度 量 | incommensurable quantities ; несоязмернмые 
величины) 


包含 另 一 个 .对 等 的 方法 具有 相同 的 可 和 性 域 ， 称 广 
法 B 强 于 方法 4， 如 果 B 包含 4 但 不 对 等 于 А. 
如 有 果 所 给 方法 的 可 和 性 域 与 所 有 收 生 级 数 的 集合 全 
同 ， 则 称 此 方法 对 等 于 收 繁 性 ， 有 时 求 和 法 之 间 前 包 
会 不 在 它们 的 整个 定 文 浊 上 而 只 在 其 某 个 子 集 上 考 
Ж. 

对 于 Cero 求 和 法 (Ccshro summation methods ) 
(С, к), НАЖ (С,к,) S(IC,k,Y А, 2А > 
一 1 成 立 ， 对 于 к> -1, Ара ПЖ (Abel summa - 
боп method ) 强 于 所 有 Cesaro 求 和 法 (C, k); Riesz 
求 和 法 (Riesz summation method) (R, n, k) 对 等 于 
Cesiro 求 和 法 (C, k) (k 20); Abel 求 和 法 在 通 项 
a, 满足 条 件 a = O(1/n) 的 级 数 的 集合 上 对 等 于 收 
EE. 上 述 这 些 例子 中 的 求 和 法 都 是 相 容 的 【 见 求 和 
法 的 相 容 性 (compatibility of summation methods ) )， 
尽管 一 般 地 说 ， 求 和 法 之 间 的 包 仿 不 依赖 于 它们 为 租 
容 的 假设 然而， 如 果 А,В 是 正则 年 阵 法 ( 见 正则 
求 和 法 (regular sumrnation methods ) ) ҢЕЛ РЕ РЇ 
RE AGB, а 与 在 该 集合 上 是 相符 的 (Mazur - 
Orlicz- Brudno 定 埋 (Mazur-Odicz -Brudno theorem))、 
在 某 些 教科 书 中 ， 求 和 法 之 癌 的 包含 的 定义 本 身 就 附 


见 可 公 度 量 和 不 可 公 度 量 (commensumble and in - 
commensurable quantities ) . 


A32 В 8 [incomplete beta-fiswtion; неполная бета. 
функция | 
由 下 式 定义 的 函数 : 


Теча, 


а. ру 


0<х<1, а>0, > 0, 


其 中 


B(a, b) [а-к -Ter 


Ж В ( beta -function)， 如 果 0 是 整数 ， 则 


— (1-xy %+ ‹([а-1](1-х)' _ 
Сатет АС i ] ri = 


ака |a+b—1 x 
=(1-х) “| i iË 


级 数 表示 式 : 


паву x) (5° В(а+1, п+1) 中 


аВ(а, Б) £. B(a+b, nf) ^ 
O<x<1. 


连 分 数 表示 式 : 


а= a+m)(a + b + m)x 
а (a+ 2m)(a+2m+1) 


а = — mbm) 
9 2 (a+2m- D(a+2m) ` 


对 于 大 的 a Ж b ЮЕ: 
1(a,b)= 


өө" к] чып-ыте}- 3] 


=ф+3 
а(1-х)[ bxy 
b 


其 中 А 
Ф(2) Z= Í. dt. 


对 于 人 大 的 b 和 有 界 的 a 的 渐 近 表 示 式 ; 


16а, b)=1 K + ы 


其 中 А 
1 
гќа) ç 
与 起 几何 函数 ( hypergeometric function ) 的 联系 : 


La, Бу= Fla, 1—b;atl;x). 


aB(x, а) 


L(a,b)=1-1-.(b, а), 


L(a,b)=x1i(a-1,b)+(1-x)i(a,b- 1), 
1а, а= 1, С 11-2) ， 


参考 文献 
[1] Abramowitz, M. and Stgun. А., Handbook of 
mathematical functions, with formulas, gaphs, ané 
mathematical tabls ，Dover，rsprint , 1973, 
[2] Peamon, К., Tables of the incompicte betafunction ， 
Conibridge Univ, Pres 1932 
В. И. Пагурова É ЖЕЖ 8 


INCOMPLETE GAMMA -FUNCTION 31 
不 完全 Г 8: [incomplete gamma -fanction неполная 


гамма -фумкиня ] 


由 公式 


I(x,m)= | "аг x 20, m > 0 
1 


CD 


定义 的 函数 ， 其 中 [ (m)=|2e dt ГАЙ 
( gemma -function) ， 如 果 п 是 非 负 整数 ， 则 


Tc nt D=1-e у 加 . 
级 数 表示 式 : 
1(x, m)= 
езх" ‚© x 
S T(m+1) 1: + (m +1) (m +k) } 
Eana _ 
242 е 
Қх,т)= 1 T(m +) 
ll у1-т ү, 2=ml_. 23 
0+ i aras П kar } 
对 于 大 的 x 的 渐 近 表示 式 : 
I(x,m)= 
р xe (-JTU- zD -м 
1 rO) ГУ, ти ое } 


对 于 大 的 т 的 渐 近 表示 式 : 
I(x,m)= ф(2./х —/т-1 ) + 0{т^!?), 


ССЭ 


+0(т7!), 


Цх, т) 


其 中 
ф()= |, тела. 

与 汇合 型 超 几何 函数 ( confluent hypergeometric fun - 

cton) 的 联系 : 


I(x,m)= F.(m, m+ 1; —x). 


—x— _ 
Tem + 1) ' 

与 Laguene 多 项 式 (Laguere polynomials ) 
工交 (x) 的 联系 ; 


АЕ х, п+а)= 
= (1) Жср ee 
Зек: 


тх, т +1) (х, т 1) = (x+m) lx, m). 
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参考 文献 
[ ] Abramowitz. M., Stegun, А., Handbook. of mathe 
matical functions with formulas, griphs, and mathema - 
tical tables. Dover. терїї, 1973 
[3] Пагурова, B. И., Таблицы неполной гамма-функ- 


ши, M , 1963 В. И. Пагурова }# 
【 补 注 】 也 用 下 列 记号 
P(a, х) = тау | | t 'e dt, 


Оба, ҳ)= Gi { 291674, 


其 中 Rea>0, x2 0. Q 8š& ir esse 0] ж 
( confluent Pet function ) 直下 式 相 联 系 ; 


Оба, х) = = x"e *up(l;a+1;x) 
[АП 中 给 出 了 P(a,x) 与 Q(a, x) 两 者 新 的 渐 近 
展开 式 - 
参考 文献 


ГА Тетте, N. M., The asymptotic cxpansion of the 
incomplete gamma functions, SIAM J. Май Anal., 
10 (1979), 757 — 766. Л ж 


不 相 容 性 [imtonsistency ; несовместимость ] 

形式 系统 (оппа system) 中 与 相 容 性 (eonsis- 
tency ) 相对 立 的 性 质 . 一 个 形式 系统 称 为 不 相 容 的 
(inconsistent )， 如 果 它 不 是 相 容 的 . 如 果 在 给 定形 式 条 
统 的 语言 中 其 个 公式 类 不 是 相 容 的 ， 那 么 就 称 这 个 类 
与 给 定形 式 系统 是 不 相 容 的 .特别 地 ， 如 果 由 单独 - 
个 公式 构成 的 类 与 给 定 的 形式 系统 是 不 相 容 的 ， 那 么 
就 称 这 个 公式 与 给 定 的 并 起 系统 是 不 相 窗 的 ， 一 个 公 
式 的 不 相 窜 性 意味 着 ， 如 果 它 包含 在 公理 中 那么 就 
得 人 色 一 个 不 相 容 的 形式 系统 . 

不 相 容 的 形式 系统 没有 有 意义 的 解释 ( interpreta- 
tion). 

发 现 某 一 公 趟 的 否定 与 给 定 的 形式 系统 的 不 相 容 
性 ， 构 成 一 个 称 为 归 廖 法 (ieduetio ad absutdum ) 的 
证 六 方法 ， 对 于 通常 的 形式 系统 ， 册 一 个 公式 的 不 相 
容 件 得 到 这 个 公式 的 否定 是 可 以 推演 出 的 . 

В. E. Пляско # 

С 
参考 文献 


ГАТ) Manin, Yu. 1., A course in mathematical logic, 


Sptunge, 1977 (W BX ) к 译 


不 相 容 类 [inconsistent class; противоречивый класе ] 

在 给 宇 的 形式 理论 的 语言 中 共有 如 下 性 项 的 公式 
类 K: 存在 -个 公式 р, o 和 + 92 (o 的 否定 式 ) 在 
这 个 理论 中 都 可 以 由 K 推导 出 来 . 这 就 是 说 ， 如 果 把 


K 中 所 有 的 公式 都 加 进 这 一 理论 的 公理 算 作 新 的 公理 ， 
那么 在 所 得 到 的 畔 论 中 ， 公 起 g 和 一 gp 部 可 以 被 


推出 来 . B. H. Гришин PE 
【 补 注 了 
参考 文献 
САН] Gregorzyk, А., An outine of mathematical 
ювс, Reidel . 1974 
{A2} Кїлє, S. C., Introducuon to metamathematis , 


North-Holland & Noordhoff ，1950 (Ж: S. C 
克 林 ， 无 数学 导论 ， 科 学 出 版 社 ，1984) 

е ів 
递增 函数 [ increasing fimction ; возрастающая функ - 
пня], ШЕ 

在 革 个 实数 集合 E Fe ЖЗНД 使 得 由 
Ж 


хех", x' x” E 
可 以 推出 
Дх) < f(x”) 


„м Í strictly 
mereasing function), H "ЯРА" — іН Ff 
函数 ， 对 于 上 面 给 定 的 x 和 x… 只 满足 条 件 

fO) <S f(x”) 
(ЗЕЗВ ЭЙ ( non-decrcasing functions ))， 任 何 严 格 递增 
函数 的 反光 数 都 是 单 值 的 ， 也 是 严 售 趾 增 的 ， 如 果 x。 
二 集合 E 的 右 侧 《 左 侧 ) 极限 点 ( 见 集合 的 极限 点 
(limit point of a sot)), / Ж, ЖА А (усу 
= (х), хохо. ХЄЕ) ЖТА СФ (угу 
Кх), хех, хЄЕра Р), 则 当 x 一 x 时 (或 
者 相应 地 ， 当 x sx. BL) (xe E). 值 f(x} 具 有 有 限 
的 极限 ， 如 果 这 个 集合 不 是 下 有 界 的 (或 者 相应 用 ， 
下 是 上 有 界 的 ) ЖИН 六 x) 具 有 无 穷 的 极限 -oo (或 
ЖИШШ, +). Л.Д. Кудрявцев { 
ИБ 如 果 了 在 三 上 非 减 且 xos 三 ， 则 上 述 的 集合 4 
自动 地 以 f(x。) 为 下 界 ， 除 非 4 是 空 集 ， 此外， 如 果 
0 是 {xeE: x> „үй 个 极限 点 ， 刚 /在 xo 的 有 
ШЖ ЕНЕ 4 的 下 人 确 界 : 

йт f(x)=inf A, 


PHG MR ЖОШ НЕЗ ay. 


张 鸿 林 ж 


递增 序列 [increasing seqmence ; возрастающая последо- 
вательность ] 亦 称 增 序列 

一 个 实数 序列 {x, }， 对 于 一 切 a=1, 2, …, Ж 
x xan аза АРЗ ЗН О Санду 3 in- 
qcasing), 而 “递增 序列 ”一 词 指 的 是 对 于 一 切 n, 


满 症 条 件 x。< x 的 序列 .这 样 的 序列 也 称 为 非 基 关 


列 【non -decreasing вециепсев ). 每 个 上 有 界 的 非 减 序 
区 都 具有 右 限 的 极限 ， 舒 个 赣 上 有 界 的 非 减 序列 都 具 
Ж 9 ИДЕН +. Л. Д. Кудрявцев {Йй 
【 补 注 】 亦 兄 递减 序列 ( decreasing зсушепсс) 
` жи 详 
不 可 分 解 连续 统 .indecomposable contimmm ; нєразложи- 
мый континуум | 
Ж @Ж 4 а 2 3 5 3E3B 4k, 80 ЖК 
统 (continuum). А. А. Мальцев fE 
【 补 注 】 两 个 等 价 定义 是 : 1 ) 存 在 三 使 得 该 连 
续 统 在 其 中 每 两 点 间 是 不 可 芍 的 《 见 不 可 约 连 续 统 
(imeducible continuum)); 2) 和 任何 真子 连续 统 都 是 疏 的 ， 
在 不 可 分 解 连 续 统 中 可 以 考 塌 与 连通 分 支 相似 的 
ff: 点 x 的 合成 于 是 含有 x 的 所 有 真子 连续 统 
之 并 . 
不 可 分 解 连 续 统 的 例子 有 : {ЯД рвецйоагсу, 38 
至 其 一 个 中 传 不 可 分 解 的 连续 统 ( hereditarily indecom- 
posable continuum ); #8 (оспой); 半 直 线 3 
[0. % ) 在 其 Stme -Gech ЖЄ ( Stone -Cech compactifi- 


ГАІ] Bellamy, D.P.. А поп - metric indecomposable conti- 
nuum, Duke. Math. J., 38(1971), 15— 20 

ГА2] Kumtuwski, К., Topology, П. PWN & Аша 
Рт. 1965. АЙЛ. НЕ 详 


不 可 分 解 的 分 布 [indecomposahle distribution ; nepasno - 
жимое распределение ] 

不 能 表 成 非 退 化 分 布 的 卷 积 的 非 退 化 概率 分 布 ， 
其 有 不 可 分 解 的 分 布 的 随机 变量 不 能 表 为 独立 非常 值 
随机 变量 之 和 . 

不 可 分 解 的 分 布 的 例子 有 反正 弦 分 布 (arcsine distri- 
buton). 4 n-—m <2 时 的 B 分 布 (beta-distibu- 
бол), Wishart 分 布 【Wishart distribution), 以 及 R“ 
(А22) 中 任 一 集中 于 一 严格 凸 且 财 的 超 曲 面 上 的 分 
Ж. 不 可 分 解 的 分 布 的 入 是 足够 丰富 的 ， 它 依 弱 收敛 
拓扑 在 所 有 分 布 的 集中 稠密 . 

在 概率 分 布 的 卷 积 半 群 中 不 可 分 解 分 布 所 起 的 作 
用 ， 在 某 种 意义 上 类 似 于 素数 在 算术 中 的 作用 【 见 关 
于 分 布 的 因子 分 解 秀 Хинчин 定理 (Khinchin theor- 
em) ). 但 并 非 每 一 分 布 都 有 不 可 分 的 因子 . 
参考 文献 

ГІ] Линник, Ю, B., Островский, И. В., Разложе- 
ниң случайных величин и векторов, М., 1972( Ж 
译本 лпок, Yu. У., Ostrovskii, І У., Decomp - 
osition of random variables and vectors, Amer. Math 
Soc., 1977). 

12] Лившиц, Л. 3., Островский, И, В., Чистяков, 
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Г. П., ы кн., Итоги науки и техники. Теория Be- 
роятностей. Математическая статистика. Тсор- 
етическая кибернетика, т. 10, М., 975. с. 5— 
в 

[3] Parhasarathy. К. К., Rao. К. К., Varadhan , S, R 
S.., On the category of indecomposable distributions оп 
topological groups. нау. Amer. Soc.. 102 (1962), 


200 — 217 И. В. Островский #& 
+#1 
参考 文献 
ГАР] Lokacs, E., Chaactersric functions. Griffin, 1970. 
йк 详 


不 可 分 解 表 示 [indecomposable representation: нераз - 
ложимое предетайленне ] 

一 个 群 (或 代数 ， 环 ， 半 群 等 等 ) 的 表示 〔 见 群 
的 表示 (representation of а group， 它 不 等 价 于 这 辐 
一 个 群 (或 代数 等 等 ) 的 非 党 表示 的 直 和 和. 因此 ， 不 
可 分 解 表示 应 被 看 成 有 关 代 数 系统 的 最 简单 的 表示 
精 助 于 这 些 表示 ， 可 以 研究 这 个 代数 系统 的 结构 ， 它 
的 表示 更 论 以 及 这 个 系统 上 的 调和 分 析 . 一 个 拓扑 群 
( 或 代数 等 等 ) 在 一 个 拓扑 空间 内 的 表示 【〔 见 拓扑 群 
的 表示 (representation of а topological group )) 称 为 
不 可 分 解 的 ， 如 果 它 不 等 价 于 这 同一 代数 系统 的 非 鹤 
表示 的 拓扑 直 和 

每 一 个 不 可 约 表示 ( imeducible representation ) —- 
定 是 不 可 分 解 的 . 群 R 的 有 限 维 不 可 分 解 表示 类 和 把 
R 的 一 个 给 定 的 有 限 维 表示 分 成 不 可 分 解 表 示 的 分 解 
与 矩阵 的 Jordam 正规 形式 ( Jordan normal опт) 和 
党 系数 线性 常 微分 方程 的 理论 有 直接 联系 .即使 像 R" 
和 Z" (n > 1) 这 样 的 群 的 不 可 分 解 表 示 的 分 类 也 远 没 
有 完成 (1997) - 群 ， 特 别 是 可 解 Lie 群 的 半 直 积 的 
不 可 分 解 表示 可 能 是 可 约 的 (即使 在 有 限 维 情形 也 是 
ШЖ). 另 一 方面 ， 实 半 单 Lie 群 的 有 限 维 不 可 分 解 
表示 是 不 可 约 的 .然而 这 些 群 有 可 约 的 无 限 维 不 可 分 
解 表 示 ， 特 别 这 些 群 的 表示 的 基本 过 续 条 列 ( 见 表示 
的 连续 系列 (continuous series of representations )) 的 
解析 开拓 是 如 此 、 
参考 文献 

[1] Кириллов, А. А., Элементы теории представлений, 
2 изд., М., 1978 (#5 Kirllov, А, А., Ele- 
пем of the tbeory of presentations , Springer, 1976). 

[2] Желобенко, Д. П., Компахтныс грушы Ли и их 
представления, М,, 1910. 

[3] Наймарк, М.А. , Теория представлений груш, M. , 
1976 ( ЖФ Ж: Мапы, М А.. Theory of group 
repmscntations, Springer, 1982). 

[4] Гельфанд, И. M , Пономарев, В. А., {Ушкхи 
матем, наук), 23 ( 968), 2, 3 60. 

А.И. Штерн # ЖТ 译 
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不 定 积分 [indefinite integral ; неопределенный интетрал ] 
给 定 的 在 其 个 区 间 上 定义 的 单 变 荆 国 数 f(x) by B1 
分 


[ло (0) 


它 是 给 定 函 数 了 (x) fg k К В — ва О tE 
Ж. ДЖ /(х) ж ЛЕЗ К А Б, Р(х) 是 
(х) A БЕЛА ж, ШР 0) хед, F'(x) 
= f(x), MU f(x) 在 А 上 的 任何 其 他 原 函 数 都 具有 
形式 г(х) +С, АЕ САНК. 医 此 ,不 定 积分 (+) 
由 一 切 形 如 F(x) +C 的 函数 组 成 . 

一 个 [a, b] 上 的 可 和 函数 /(x) 的 Lebespgue 不 定 
积分 是 形 如 А ` 

го) {лоте 


的 一 切 画 数 的 集合 .在 这 种 情况 下 ， 一 般 说 来 ， 等 式 
Р(х) = f(x)00E[a, 58] 上 几乎 处 处 成 立 。 

在 测度 为 上 的 测度 空间 天 上 定义 的 可 和 函数 jx) 
的 【广义 》Lebesgue 不 定 积 分 指 的 是 在 无 中 一 切 可 测 
Ж ЕМА ж ХЮ 


[лода х. 


参考 文献 
[1] Колмогоров. А. H., Фомин, С. В., Элементы 
теории функций и функциовнльнжо анализа, 5 юд., 
М., 1981 (中 译本 : А H. ЖЖ А.С B 
佛 明 ， 函 数论 与 泛 函 分 析 初步 ， 上、 下 册 ， 高 等 教育 
出 版 社 ，1992) 
[2] Никольский, С. М., Курс математического анализа, 
2 юд., т. 1-2, М., 1975( 中 译本 : С. М, 尼 科 
尔 斯 切 ， 数 学 分 析 教 程 ， 第 一 着 一， 二 分 册 ， 人 员 教 
色 出 版 社 ，198U 一 1982 ,第 一 卷 ， 高 等 教育 出 版 社 ， 
190). 
[3] Ильин, В, А,, Позняк, Э, Г., Оснњы математи. 
ческого анализа , 3 изд., ч.1, М., 1971 (Ж #2: 
Iin, У. А. nd Pomyak, Е. С., Fundamentals of 
matherrutical analysis , Міг, 1982). 
Л. Д. Кудрявцев 所 
[ 补 注 】 其 他 参考 文献 ， 见 反常 积分 (improper inte- 
gral); 积分 ( integral )， 张 鸿 林 译 


不 定 极限 和 不 定式 的 求 值 [ mdefinite limits and expressions , 
evaluations of; неопределенностей раскрытне] 
计算 由 一 些 公式 给 出 的 函数 的 极限 的 方法 ， 当 把 
自 变量 的 极限 值 形式 地 代入 这 些 公式 时 ， 它 们 将 失去 
意义 ， 即 成 为 下 列 形式 的 表达 式 : 
5 „5,0 90, о-оо, 00, 00,1", 


不 可 能 判断 所 要 求 的 极限 是 否 存在 ， 即 使 存在 ， 也 不 


可 能 直接 求 出 不 定式 求 值 的 基本 工具 是 Taylor 公式 
(Taylor formula )， 利 用 Taylor 公式 可 以 分 出 函数 的 证 
部 . 例如 ， 在 0710 型 不 定式 的 请 况 下 ， 为 了 求 出 极限 


其 小 
Jim f(x) =lim д(х) =0, 
在 点 xo 的 邻 域内 出 Taylor д f RI g (Wk 
可 能 的 话 )， 直 到 第 一 个 非 等 项 : 
Гбх) = а(х х,)” + о0((х—х„)°), а#0, 
g(x) 6х х)" +о((х— x,)"). b 0; 


结果 求 得 极限 


0, й п>т, 
m М = А Im (x—x a)" = $ ШЖ пет, 
оо, пт. 


# co J oo НН, КНЕ 


ш Дх) 
х g(x) ' 
其 中 
Im f(x) =lim g(x) = 0, 
利用 变换 | 
ЈО) 2 gG) 
gx) 1 
fx) 
化 为 070 型 不 定式 的 求 伪 问 题 . 


0 + юй о 一 中型 的 不 定式 分 别 由 变换 
ooC0= 0 =. 


зот  /(x) 
— 
xj-e(xz)=-aG) Je, 
Дх) glxy 
也 不 蕉 化 为 079 型 的 不 定式 ， 
为 了 求 0' 型 0? 型 虐 1" 型 不 定式 的 值 ， 首 先 取 
项 要求 极限 的 表达 式 的 对 数 是 适宜 的 ， 


R 0/0 Жї o / co 型 不 定式 以 及 可 以 化 为 这 些 
类 型 的 不 定式 的 另 一 个 一 般 方 法 是 1'Hogpital 法 则 
(T Hospital гше). Л.Д. Кудрявцев # 
[ 补 注 
参考 文献 
ГАІ Stpmberg , К., An ntroduction to dassical mal analy- 
sis Wadsworth, 1981. Жай ж 


不 定 度 规 [ingefiite metric ; нндефинигная метрика} 
不 定 度 规 空间 ( spacc with an indefinite metric ) 理 
论 的 一 个 术语 ， 用 来 表示 定义 在 所 考 增 空 间 上 的 双 线 
性 型 《bilinear form) 、 半 双 线性 型 (sesquilincar form) 
威 有 一 定 度 齐 性 的 【 非 线 性 ) ТЕРА СНОН айо Ж 
型 ) .天 定 上 度 规 六 是 度量 ( 即 是 离 ) ， 表 示 特 征 的 形 
容 词 “ 大 定 ” 意味 着 或 者 半 线性 型 不 是 正定 的 ， 或 者 
此 汉 函 不 尽 这 空 何 二 一 个 范 数 的 矢 ， 不定 度 规 的 各 种 
不 则 的 类 型 你 为 G B. ГЕЯ. J e ( 见 带 不 定 
度 规 的 Hilbert 空间 (Hilbert space with an indefinite 
metric ) ; Понгрягин 空间 ( pontrygin space)) . 
А.И. Шер: É ЯВА 详 


独立 性 [ingependence ; независимость ], Ж šP 07 

概率 论 中 最 重要 的 概念 之 一 ， 有 时 用 其 他 术语 ， 
如 统计 而 文 性 (statistical independence ), 随机 独立 性 
( stochastic “independence ) . 从 数学 概率 论 “probability 
theory) 最 初 发 展 时 期 以 来 ， 就 常常 以 假定 事件 、 试 验 
和 随机 变 县 是 独立 的 作为 普遍 前 提 . 

两 个 随机 事件 的 独立 性 定义 如 下 ; 设 4 В 79 
ТЕЕ, РОА), P (B) 是 它们 的 概率 ，B 在 给 定 A 
发 生 之 下 的 条 件 概率 《conditional probability) 定义 为 

_ Р(АСВ) 
P(B|A)= Р(АУ ° 
其 中 Р(АЙВ)Ж 4 和 日 同时 发 后 的 概率 ， 称 事件 
АЖ 吾 是 独立 的 (independent), Wr 8. 


Р(АПВ)=р(А)р(В). а) 
车 P(4) > 0 ， 则 等 价 于 
P(B|A)=P(B). (2) 


这 一 定义 的 意义 可 以 解释 如 下 : 在 试验 进行 次 数 fu 
大 的 假定 下 ， 将 (2) 中 的 概率 暂 寺 看 作 相对 频率， 我 
们 可 以 断定 在 所 有 № 次 试验 中 事件 B 的 相对 频率 必 等 
于 它 在 事件 4 发 生 的 那些 次 试验 中 发 生 的 相对 频率 . 
于 是 ， 两 个 事件 独立 ， 是 指 一 个 事件 的 发 生 与 另 一 个 
事件 的 发 生 之 间 没 有 可 以 辨别 的 联系 例如， 事件 
“随机 选择 匆 一 个 人 的 姓 以 字母 А 打头 ”与 事件 “这 
同一 个 人 将 在 下 一 次 抽奖 游戏 中 获得 重奖 ”是 独立 
№. 

п 个 随机 事件 4 ,A,(R > 2) 独立 的 定义 可 以 
用 几 种 等 价 形式 表述 . 按 其 中 一 种 表述 ， 称 这 些 事 件 
是 独立 的 ， 如 果 对 任意 m(2 < m < n) 和 任意 m 个 两 


两 不 同 的 自然 数 k. ,ko S n, SË A... A, Fl 
时 发 生 的 入 率 等 于 它们 的 概率 的 薪 积 
P(A. Y. ГА, )=Р(А„)--Р(А, ). (3) 


内 此 ， 像 前 面 一 样 ， 可 以 断言 ， 在 给 定 其 他 任意 事 性 
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组 发 生 的 条 件 下 ， 每 一 事件 的 条 件 概率 等 于 它 的 “无 
条 件 ”概率 ， 

有 时 ， 除 事件 4 ，… 4, 独立 ( 相互 独立 ) 的 概 
念 外 ， 还 考虑 所 谓 的 两 两 独立 ( pairwise independence) 
的 概念 : 这 些 事件 中 前 任意 两 个 事件 ， 例 如 A, 和 A, 
(1 对 站 是 独立 的 、 事 储 的 独立 蕴含 两 两 独 立 ， 但 反之 
жа. 

®@Ж КД И {ЕЕ ТЕШ r ДУ, ЗА yE S ЖЕ 
以 足够 清晰 的 方式 表达 .正如 А.А, Марков 所 说 
{[1],p.24):“ 在 著名 的 理论 问题 中 ， 独 立 事件 概念 
也 许 被 认为 是 十 分 清楚 的 ， 可 是 在 另 一 些 向 题 中 ， 由 于 
概率 的 基本 观念 的 模糊 , 使 这 一 概念 也 变 得 很 模糊 了 ”. 

在 公理 化 方法 中 ， 独 立 性 最 自然 的 定义 如 下 : 设 

(Q,=, P) 是 某 一 概率 空间 ( probability space) ， 其 
中 о Ж, АО o 代数 ,是 .wv 
上 的 概率 测度 ， 我 们 首先 定义 事件 类 的 独立 性 〈 这 里 
考虑 的 类 .9 都 是 ЙЕР gq 代数}, Е ж, Z, 
是 (关于 P) 独立 的 (jndependent), #0 8 48 Ë # 
А,є ү, ,А„Є®, 在 (3) 的 意义 下 独立 ， 称 类 жг 
eT( 其 中 了 是 一 个 任意 指标 集 》 为 独立 的 ， 如 时 对 
任意 整数 n22 利 任意 两 两 不 同 的 (1，…,t,e T， 类 
# ，… ,各 ,是 独 空 的 ， 率 件 А,(1<К < п) 的 独立 性 
等 价 于 类 


% (Ф,4,.4, 0} 


的 独立 仁 ， 在 试验 的 情形 下 ， 独 立 确切 地 是 指 由 试验 
产生 的 о 代数 独立 - 

ЙЕ х, (гет) 的 独立 是 用 子 "代数 .5 ) 
的 独立 定义 的 ， 其 中 ох) 是 实 直 线 上 Borel 集 的 
в КЖЕ ХФ. ШИВ А, А, 的 独立 
性 等 价 于 它们 的 指示 函数 1 O S kS n 的 独立 性 ， 
即 用 


1л, (0)= 1, we А‹ 


和 
la (о) =0, mE А, 

所 定义 的 随机 变量 的 独立 性 . 

关于 随机 变量 X... X. 的 独立 性 ， 有 各 种 各 样 
的 充分 必要 条 件 : 

ПЕВ Ж 4,,… ,a。， 分 布 西数 ( distribution 
function) 的 值 

Per Br) =P Te: X (o) < 
< <a,] 

等 于 各 自分 布 函数 的 乘积 


0 
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2) 如 果 密 度 py， (41， ,4)】( 见 概率 分 布 的 密 
BE (density of а probability distnbution)) 存在 ， 则 对 
R* 上 的 Lebesgue 测度 ， 几 乎 所 有 的 (a,,… ,4,)， 这 
А ЛЇЇ ЖАЛ рх (а!) pa. (а,). 

3) 对 所 有 实 歼 a... u, , 特征 函数 ( characteristic 
function ) 


) = Бено н 


ПАСТ 
等 二 各 自 特征 函数 的 乘积 
Fr) Лб), ба) = Ev. 


жж. ТРАЈЕ 8836 T £ Ж ЖЕ {ЯП Bü BL It 
独立 性 的 假定 : mAh В ШОР (ИШ, £h, 
Bemoulli 随机 游 动 (Bernoulli random walk ): Ж B #Ë 
(law of large numbers ); 极限 定理 ( limit theorems ) 
( 概率 论 中 的 ) ， 独 立 增 量 过 程 { 例如 ， 见 Wiener 过 
程 (Wiener process); 随机 过 程 (stochastic process )) ， 
等 等 ，( 亦 见 零 一 律 【zero -one law ))， 

关于 独立 性 概念 的 一 般 注 记 

ааз p Ska Т. 
机 变量 Х.Х, ， 可 以 导出 各 种 十 分 显然 旦 完全 与 
独 羡 性 的 直观 想法 一 致 的 命题 ， 倒 如， 大 ，… ,XX 0 
函数 和 X... U Х, 的 函数 是 独立 绅 机 变量 其 他 类 
型 前 函数 的 狼 立 性 仅 在 某 些 附加 假定 下 才 上 成 立 ， 这 种 
独立 性 可 以 痢 作 定义 各 种 类 型 的 分 布 ， 例 如 ， 如 果 

…, 沪 是 独立 同 分 布 的 正 态 随机 变量 ， 则 函数 


РЕСЕ н) 


和 а _ 
z À (X, — 9° (5) 
CCI) x, 的 讲 望 和 方 卷 的 统计 估计 ) 是 独立 
随机 变量 其 逆 也 是 彭 的 : 若 X... X 是 独立 同 分 
m, B (4) 和 {5) 是 独立 的 、 旭 X, 服从 正 态 分 
布 . 同样 ， 如 果 忆 知 X... 也 是 独立 网 分 布 的 ， 两 
个 线性 型 
Y =a x WY, = 

ЛОМЕ, (аса) (b, 5.) ВЖ 
apb, Жу, ЖЯ X, МЕЕ. СЕВЕ 
定 下 ， 月 这 种 类 型 的 定理 可 导出 例如 像 分 子 速度 的 
Маккй Ф.) 上 面 的 命 顾 是 一 些 称 为 特征 定理 的 例 
+. IB 10.6. Линник 和 他 的 学 误 相 当 彻 底 地 研究 过 、 

ЕЗЕТ ЕЗ ЕУ: 
(independent random variabks) 的 存在 性 ， ЭЖ ЖА 
ЕЧ СЕЗ 4 
为 173, 则 存 Q 上 不 存在 非常 数 的 独立 随机 变量 . 设 
概率 空间 起 其 有 Lebesgue 测度 m 的 区 间 [0 ,1] , 络 定 


ЕЯ Р(х), Р, (х), 77, 我 们 可 以 定义 
任 10,1] 上 的 可 测 丙 数 %s(o) ， 使 得 它们 关于 测 虐 m 
щу, П 


т{о:0 <o <l, Х(ю)<хр= (х). 


КАКА ДЕ АШ Tk Б БЕ 8] H o 
(0 到 四 么 上) 的 二 进 制 展开 前 符号 提供 ， 或 与 其 Кайе - 
macher ЩН: 
r (о) =signsin(2x * 2*7'),К= 1,2,5. 
应 该 注意 到 存在 概率 空间 在 其 上 可 以 用 给 定 的 分 布 
， 是 关于 无 穷 绯 空间 的 Колмогоров 
概率 定理 的 一 个 排 论 《 见 [3]，Chapt, Ш. Sect.4) 
з) рил КЕЗИМ УЕ ИДЕЙ. З. 
‚Хз, 是 一 独立 随机 变 基 序列 ， 令 


% =0, XD Ү(п>1); 


于 大 得 到 一 个 Марков 链 ( Markoy chain) .类 似 的 方 
决 可 以 产生 一 个 Марков 过 程 ( Markov process ) , 例 
如 从 Wicner 过 程 出 发 利用 随机 微分 方程 .从 其 有 独立 
值 的 Ganss 随机 测度 出 发 ， 利 用 Fourier 变换 ， 可 以 构 
Ж Gauss 平稳 随机 过 程 ， 等 等 . 

4) 弱 相关 性 【weak dependenoe ) . 对 独立 随机 变 
量 序列 建立 的 概率 论 的 渐 近 律 ， 通常 可 以 推广 到 所 请 
的 弱 相 关 变 量 序 列 ， 亦 即 在 序列 X... X... 中 ， 
相隔 较 远 的 变 且 之 问 丰 关 性 较 小 (最 简单 的 情形 可 以 是 
m 相关 随机 序列 。 即 如 果 | о mw , 则 XX 和 XX, 独 
立 ; ЙЕ Марков 链 ( Markov chain ,ergodic); 
等 等 ) . 证 明 这 些 定理 的 主要 方法 之 一 是 归结 为 独立 
情形 ， 

5 数论 中 的 独立 性 рео 和 4 2 是 两 个 也 
КАЖ. 再 设 WN 是 一 个 自然 数 ， 假定 在 1 到 N 之 间 
随机 地 选择 一 个 数 (每 个 数 被 选中 的 概率 为 TAN) . 
用 AA.) 表示 所 选 的 数 能 被 p( 被 q) 整除 这 一 事 
件 . MJ 

Ра) = IP 1. P(4)= 


P(A,N А,) = ү [ -之 


引 当 N-* о 时 ， 事 件 4 和 A, 成 为 "几乎 独立 
的 - 更 深刻 得 多 的 一 个 命题 是 : 令 N— o ， 可 选择 
з= Su 一 oo ， 使 得 事件 4,,…, A, (其 中 4 表示 
能 被 第 j 个 素数 整除 ) 是 联合 几乎 独 迪 ”的 ， 这 一 命 
题 为 研究 算术 函数 的 值 分 布 提供 了 基础 〈 见 数论 中 的 
概率 方法 ( number theory , probabilistic methods їп)). 
还 有 另 一 些 数论 分 支 ， 夺 其 中 独立 性 思想 起 着 或 大 或 
小 的 作用 . 


命 对 于 在 仇 设 检验 中 如 何 利用 观察 结果 的 狐 立 


性 ， 见 统计 假设 检验 ( statistical hypotheses , verification 
of). 
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公理 系统 的 独立 性 [independence of ап axiom system; 
незазненмость системы аксиом ] 

АА Н. ЖТ 
ХЕК: 系统 中 的 每 一 公理 是 独立 的 【independent )， 
即 它 直 是 系统 中 其 他 公理 构成 的 集合 的 逻辑 结果 。 H 
有 这 和 性 质 的 一 个 公理 系统 称 为 独立 的 (independemm ). 

在 一 个 给 定 的 公理 理论 中 ，-~ 条 公理 的 独立 性 意 
承 着 该 公理 可 用 它 的 否定 代替 ， 而 不 会 得 到 矛 计 ， 换 
外话 说 ， 一 条 公理 是 独立 的 ， 当 月 仅 当 存在 该 现 论 的 
一 个 解释 【interpretation )， 使 得 它 在 这 个 角 释 中 是 候 
的 ， 然 而 该 公理 理论 的 其 他 所 有 公理 在 这 个 解 区 中 都 
是 真 的 ， 构 作 这 样 一 种 解释 是 证 明 独 立 性 的 一 个 典型 
方法 . 

当 一 个 公理 理论 是 作为 一 个 形式 系统 (опта! 
stem) Жани, 逻辑 结果 的 概念 形式 化 为 可 推演 
性 概念 ; 一 条 公理 被 认为 是 独立 的 ， 如 果 它 不 能 由 该 
形式 系统 的 其 他 公理 用 其 推演 法 则 推演 出 .对 于 一 大 
类 形式 系统 ( 即 一 阶 理论 )， 相 对 于 可 推演 性 的 独立 
性 与 相对 于 逐 辑 结果 的 独立 性 是 一 致 的 ， 

对 于 形式 系统 及 演算 { calculus ) ， 谈 论 推导 法 则 的 
独立 性 也 是 有 窟 义 和 的 .一 个 推导 法 则 { derivation гше) 
称 为 独立 的 independent ) ， 如 果 存 在 演算 的 一 个 定理 
ЖИЕ ЕЕЕ РК НОЕ. 

23803 у #ЕЖ р y 335 ББ ЖЛ > }Е 
É. 它 仅仅 表示 理 沦 的 各 个 初始 假设 都 不 是 多 余 的 ， 
暗示 它们 在 技术 上 有 某 种 使 利 ， 然 而 ， 研 究 公 旦 系统 
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的 独立 性 以 及 独立 性 的 证 明 有 利于 对 所 研究 理论 更 好 
Е, ВАНН ЛАД АЖ Еца 第 五 
28 ( fifth postulate ) 独立 性 问题 的 研究 对 数学 发 展 
的 影响 就 足够 了 . 

参考 文献 


[1] Новиков, П. С., Элементы математической гоги- 
ки, 2 изд. М., 1975 (ЖЖ Novikov, Р. S., 
Elements of mathematical logic, Oliver & Boyd and 
Addison - Wesley , 1964) 

[2] Hilbert, ТУ. and Bernays, P. , Grundlagen der mathem- 
atik. | ~ 2, Springer, 1968 — 1970. 

[3] Fracnkel , А. А. and Bar-Hükd. Y., 
of set theory , North - Holland , 1958 

B. E. TImacxo 提 
【 补 注 】 ЭАЭС ЖИ ИРЕНЕ 
设 {continuum hypothesis ) 及 选择 公理 (axiom of cho - 
ісе) 与 集合 论 的 通常 公理 的 独立 性 : K . Gidel 已 经 证 
明 ， 由 壮 合 论 的 公理 碾 不 能 证 明 连续 统 仍 设 的 否定 ， 
也 不 能 证 明 选 择 公理 的 否定 . 而 P. Cobhen 已 经 证 明 ， 
集合 论 的 公理 既 不 草 洱 连续 统 假设 ， 也 不 蕴涵 选择 公 
理 . маж 详 


Foundations 


独立 函数 系 [imdepemient functions , system of ; незявиси- 
мых функцнй система] 
一 个 可 测 函 数 序列 {A} ， 
оа, ЖА 
вох) а, 
=Ци ло) ка} 
Жїз BS 38 И НЕЙ АИ Е Rademacher Ж ( Radema - 
cher system ) , 
判别 独立 函 孝 级 数 元 乎 处 处 收敛 的 (Komwporopo 
准则 (Kolmogorov crierion )): 独立 函数 级 数 P=, f, 
及 训 处 处 收 伍 的 充分 必要 条 件 旦 对 某 个 C > 0， 下 面 
=: 


Ушло) с}, [Оа 
yletooyax- е 


сеу 1Лбх)| < C, 
o=] о> с. 
E. М, Семенов f 
СІ 当然 ， 为 了 引进 独立 函数 系 的 报 念 ， 必 和 需 有 
一 个 测度 空间 (measure space) (Х, р), ЮЙ 
ЖТА БРАНЮ (相对 于 и). 而且 и 必须 是 正 
的 有 限 测 度 ， 这 样 py ТОЯ ЗЕ Е (probability 
measure) (( X, и) 则 是 概率 空间 probability space ) ) , 
(Х, н) = [[0. 1]，Lebesgue 测度 ) 就 是 一 个 例子 . 


对 任 给 的 与 任意 оа, 


|. f.(x) <а,) = 


其 中 
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在 这 个 抽象 的 体系 中 ， 用 随机 变量 代 蔡 函数 ， 因 
此 得 到 - -个 独立 随机 变量 系 (system of independent ra - 
ndom variables ) - 

ЖЖ И ( 随机 变量 ) 系 混同 于 域 K 上 向 
量 空间 的 独立 元 素 贫 ( independent set of elements) : 


ИЖ (у з, х,), 使 得 coat + 
с,х,=0 ШЕ с=з = cu 一 0， 亦 见 向 最 空间 (vec - 
tor space). 

参考 文献 


[A1] Kahane, J.-P 
Cambuidee Univ. Press, 1985. 
刘建明 # Ж# ЕЮ 


2, Some random soric of functions, 


独立 可 测 分 解 [independent measurable decompositions ; 
незавнсимыє измеримые разбиения ]， 独 立 可 测 分 
йа 

两 个 可 浏 分 解 《 与 47， 满 是 条 件 : 车 B(¿) 与 
В(ң) 分 别 为 完全 由 《 与 n 的 元 过 组 成 的 可 测 集 的 
Boole ç 代数 ， 则 其 中 之 一 的 元 案 依 概率 论 意义 与 另 
ЛЖ. 即 对 AeB(5), ВєВ(җ) Ж (АГІ 
В) = 一 AKC4)A(B)， 在 这 些 条 件 下 ， 如 果 一 个 可 测 分 解 
作为 上 与 n 两 者 的 改进 ， 依 mod 0 合 于 单 点 分 解 ， 
M] ¿ 5 n 称 为 独立 补 (independent complements ). 
在 Lebesgue 空间 (Lebesgue space) 中 可 测 分 解 具有 独 
立 补 的 条 件 是 已 知 的 . 


参考 文献 
[l] Рохлин, В, А., (Матем. c6.》，25( 1949] ,1, 107 — 
150. 
[2] Epume, M. П., «Успехи матем. наук у, 32 (1977), 
1, 187 — 188 H. B. Аносов # 
【 补 注 】 亦 见 可 测 分 解 ( measurable decomposition ). 
参考 文献 


ГАІ] Cornfad, Г. P.，Fomm , S. У. and $шаї, Ya | G. , 
Ergodic theory , Springer , 1982 ( Ж А495 ). 

[A2] Рапу, W.. Topics m emodic соу, Cambridge 
Univ. Pres , 1981. 郑 维 行 ж няе 


独立 测度 | mdependent measures ; независимые меры] 
同 互相 者 异 测度 ( mutually -singular measures ) . 


不 定 方程 [indeterminate eqquation ; неопределенное ура. 
вненне ] 

一 个 含有 多 于 一 个 未 知 数 的 方程 .一 个 方程 组 ， 
如 果 其 中 所 售 未 知 数 的 个 数 多 于 方程 的 个 数 ， 则 称 为 
方程 和 不 定 方程 组 道 常 具有 无 穷 多 个 解 . “不 定 方程 ” 
一 词 应 用 于 数论 ， 其 中 考 虐 不 定 方程 的 满足 某 些 算术 
条 件 的 解 ( 道 常 是 莹 数 解 或 有 理 数 解 ) ， 这 种 方程 的 研 


Эт ВХ Diophantus 方程 ( Diophantine equations ) 理论 
的 课题 ， BC3-3 й КИЖИ 


指标 [index ;uunexc], & айт # 

间 余 式 (congruence) a = g' (mod m) 中 的 指数 y, 
这 里 a 和 m И, Y g 是 异 m 的 固定 着 
根 (primitive root). a @ m 的 指标 用 y = indya 表示 ， 
或 者 简单 地 表 战 ? = inde ЖШ ЯНЕ 2,4, р", 2р" 
的 模 才 存在 ， 此 处 p>2 Ж; 因此 ， 措 标的 概念 
只 对 这 些 模 有 定义 

ВИ Л mm 的 一 个 原 根 ,y 皮 遂 值 0,…, (т) 
-1, 此 处 ф(т) 是 Paler 88 (Euler function), B| g" 
КЕШ т УВЕ О Я Ж ( reduced stem of residues ) 
因此 ， 对 于 与 m 互 素 的 每 一 个 数 都 友 在 唯一 的 指标 
7 ,使 得 0<у< ф(т) 一 1.4 的 任何 其 他 指标 y' 满 
足 同 余 式 у' == ?mod p(m). 所 以 ，a 的 指标 组 成 模 
g(m) 的 一 个 剩余 类 ， 

指标 的 概念 类 似 于 数 的 对 数 ( logarithm ofa num- 
ber) Ж 念 ， 同 时 指标 也 共有 一 -系列 对 数 的 性 质 ， 也 就 
Ж: 


ша (ар) = inda + indb(mod g (т)), 
ind(a") = ninda (mod ф(т)), 


ind + = айо — ind b (mod e (m)), 
此 处 afb 表示 方程 


bx = a(modm) 
的 根 ， 
如 果 m = 2° pa рг 是 任 一 自然 数 m 的 标准 因 
了 分 解 式 , 而 оз, О ВЕ р ‚рь 的 原 根 ， 


则 对 于 每 一 个 与 四 这 素 的 数 a, 存在 整数 у, 
›.. Ж 
а= ( —1) 5*(mod2%), 
a= "(тюй р"), 


a= gM"(mod р). 


上 面 的 数组 ,9。，… ‚у, 叫做 a Ж m 的 指标 组 (system 
of indkes of a modulo m)， 对 于 每 一 个 与 m Ж 


Ж a 有 了 唯一 的 一 个 指标 组 y ，y。，… ，y, 与 之 对 应 ， 
使 得 

Oy ce-1,0<y Sc 1, 

O<Sy S00 <S; $0 
ЖЁБ cj 二 gp(p™ (i=1,… ,8), 而 ce 和 eo ИШЕ: 


c=],Co 二 1, 当 a=0 或 4=1; 
C=2,00=2", щуро. 


他 指标 组 уу, у, ЖАЙА 
= (тюй), 
„(той с,). 
数 a 模 m 的 指标 组 的 概念 对 于 模 m 简化 剩余 类 
的 沫 法 后 特征 的 显 式 构造 是 很 方便 的 . 
®+Ўй 
[1] Виноградов, И. М., Основы гесрии чисел, изд, 
M., 1972. (11: И. М. ВК, 数论 基 
m. ТОЗОН А, 1952). С. А. Степанов # 
【 补 注 】 
参考 文献 
[AL] Davenport, H., Multiplicative number theory, Ѕрг 
MASA 译 ЖН 以 


inger, 1980. 


指标 公式 [ index (ormulas ; индекса формулы] 
某 一 类 算 子 的 元 析 不 变量 和 拓扑 不 变量 之 间 的 关 
ЖА. 更 准确 地 说 ， 指 标 公式 建立 了 线性 算 子 
D: 1, = L, 
(L,.L, 均 为 拓扑 向 量 空 间 ) 的 解析 指标 和 拓扑 指标 之 
间 的 关系 ， 前 省 定义 为 
i, (D) =dimKer Р-п Сокет De Z, 
ЗЕЛ ЕЕН АН (BI JEE Ker D=p' (0) 和 余 
核 CokerD=L 1D(L。)) 218008807: БАЯ D 
和 空间 ,上 0 —F6TMS4E. ET IWJ F — Ж 
梯 图 型 微分 算 于 ， 求 其 指标 公式 这 一 问题 是 在 30 世纪 
多 年 代 末 提出 来 的 ([1])， 且 在 1963 年 得 到 解决 { 见 
[21)， 然 而 指标 公式 的 某 些 特殊 形式 如 Gansm -Bommet 
定理 ( Gauss -Bonnet theorem) 及 其 高 维 的 变 体 早 就 知 
道 了 . 后 来 对 本 质 更 复杂 的 对 象 ， 指 标 公式 得 到 了 许 
多 推广 ; 这 时 ， 出 现 的 不 是 指标 它 一 定 是 整数 ) m 
可 能 是 任意 复数 和 更 一 般 的 对 象 (如 函数 ) . 
初等 指标 公式 (elementary index formulas) . 1) 4 
M 3943 9. XL пек! 的 可 微 的 边界 ，4 为 映 MM 上 的 
值 在 C? 中 的 复 秆 可 微 向 量 砍 数 空间 C"( 村, 忆 ?) 到 其 
自身 中 的 椭圆 伪 微 分 算 子 . 令 B(M) 22 M Liy <) 
的 余 切 向 量 流 形 ， 它 的 定向 是 2m 形式 
СТАЯ 
х!, т, х^ МЕНИ, 2, E, ВР P| Е) 
ЗЛАК, (М) 是 B(M) SA АЯ, ША 
向 量 构 成 . 由 于 4 Ж ИН, Ç Ба R (М) 
-ЕЗЕЗРЯ (рх р) А. 于 是 对 4 的 指标 有 以 下 的 
Дынин.Федосов 公式 {17]): 
. D1y КРТ 
加 各 аул“, (1) 


{qida)^” 是 矩阵 外 形式 aqa КЖ. Тт 
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了 xp 和 手 阵 形式 的 和 迹 . 特别 地 ， 车 p< 或 4 为 ~ 奇数 维 
ЖОЕ БИЕР, Д) ind4=0( 对 于 伪 微 分 算 子 ， 这 
一 点 一 般 不 真 }. 

2) 令 4 为 以 下 形状 的 空间 C”(g) 上 的 椭 贺 型 微 
分 算 子 


= 1 Ó | 
дме) 
(а ЖЕНЕ). В, В, ЖЫН Се (0) 3) C>(M)E 
Я, Э 


ЯЙ 5 ra (E) fE S(M) 上 是 非 奇 蜡 的 ， 则 称 
ЖЖ ЦА, В, В.) 定义 一 椭 加 型 边 值 问题 x 
里 re (#) 是 4 的 多 项 式 


T(E ND > r, (л 
的 系数 ，r,(5, Л) 是 4 的 多 项 式 b(5,4) 除 以 4 的 多 项 
Жа? (ё, д) 的 余 式 , 而 


bi (EN)= У В, (х). 
a| =m; 
a 则 由 因 式 分 解 z=ata- 来 定义 ， 这 里 


а(ё,4) = 2 Ад)", 


xEM ,党 和 v 分 别 是 村 的 单位 余 切 向 量 和 内 余 法 线 向 
Ж; па) 是 4 的 多 项 式 而 在 4 的 上 (下 ) 半 平 耐 中 
XN .所谓 上 述 边 值 问题 的 指标 即 指 映 ue C“ (Q) 
Ж (Аи, Вуи|,,. B. ul.) ЙИН ССО С° (пух 
C*0 的 相应 线性 算 子 пий. ЖЕ: ИШӘ 
边 值 问题 的 指标 就 是 以 矩阵 r= (r, ,) it S 8 W m m 
伪 微 分 算 于 的 指标 . 将 别 地 ，Dirichidt 问题 {4 1,2/0у, 
> (д/ду)'Ч®') 的 指标 为 0. 对 字 边 值 问题 有 一 般 的 
指标 公式 ([16],[17],[27]). 

Atiyah -Singer 指标 公 x ( Atiyah -Singer index for- 
пша). Ф С° (¿) 和 C”(n) Ж п И M 上 
ÉS IRA ¿ fa n ËB 36359 ПЫН ЯН], D B СОС) 
A C” (n) 的 椭圆 型 ( 擅 微分 ) 算 子 р ЖЕРМЕН (р) 
定义 如 下 .由 忆 的 本 加 性 ， 其 符号 (万 ) 奖 定 了 SGM) 
上 的 提升 向 基 从 的 同 构 : 


9(0): (一 (1)， 
这 里 z: S(M) "= МЖ MUD TM 上 的 单位 球 
ША. $ B(M) 为 了 M4 上 的 单位 球体 处 ; 它 是 一 个 
?8 维 流民 ,而 边界 是 S( M)、 将 两 份 B(M ) BD B'(M) 
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Ж В (M) КИН А. 038—2 维 流 
Ж £(M)=B U, 8 -， 其 上 可 以 构造 出 向 量 欠 


V(a)=z* (0 Ча О 


ЖҤл*: В®(М)у > M. c(D) 表示 沿 S(M) 将 5 与 #1 
ЖЕ . 该 问 量 处 Y(c] 包 售 了 定义 拓扑 指标 所 需 的 所 
有 拓扑 信息 . 即 有 


i (D)=l1ch(V(a))' п. #(М)}[у(М)]. (2) 


ch (V (0) ЖА V (o) 的 上 同调 陈 (省 身 ] 特征 标 
(Chen сћагасег): 7 (M) J £ t, 9] À T'M @ C 
的 Todd Ж ( Todd class); ж: (М) Min] (М) = 
ОСЕМ) E sü Жл ch (V (o)) ° a;.2(M) 
在 流 形 [у (МУТ É) Ж Ж Й ВЕ (fundamental cycle) 
上 的 2n 维 成 分 的 值 . ТАВ И(а(р)) = (Ру 
ЯТ КСМ) ~ Z, E КОМ) 的 象 上 
АЖАМ. kE КОХ) 是 由 ХЕЙ Ш АА О 
Grothendieck ## ( Grothendieck group) . 
Atiyah -Singer 指 标定 埋 ( Atiyah - Singer index theo- 
тет) 指出 : ` 
LK (D)=i (D). (3) 


公式 (2) 有 许多 修正 . РЕ (D) К E 
同调 类 ch[g(D); 可 以 引 人 如 下 .对 于 三 元 组 {x (2), 
л cf 了 站 可 以 有 一 个 差 元 素 ( 见 帮 理 论 中 的 盖 异 
лу ( difference екпюш in 天 -theory))， 它 可 看 作 是 
将 同 构 o 拓 展 到 整个 B( M) 上 去 的 第 一 个 阻 克 (obstruc- 
tion), 


[6e(D)]SK(B(M)/S(M))=K(T M). 
这 里 YAMf 是 切 从 (用 MM 上 的 Riemann H£ Ë: ) АР 
T `M; K(BJS) 是 BIS 上 的 向 量 从 的 相对 Grothendieck 
群 ， 故 对 [o{D)] 的 陈 ( 省 身 ) 特 征 标 有 : chfc( 了 )]e 
H'(B/S;e). 也 的 拓扑 指标 公式 现在 可 以 写 为 


i (D)=(—D'(eh[e(D)] * `> (M))[ T M], (4) 


ЖШ, z:TM + М.х (M)= + (TM). 
于 是 ，Thom 同 构 (Thom isomorphism) 


pH (BIS)=H' (TM) -> НМ) 
使 我 们 能 将 (和 写成 
(Dp) = T g.ch[e (D)] (ON LUM4] 
(5) 


(ШШ — ВЕ, (0305643538 ЖЛЕ Ж Ж: ИЕ 
ЕЕН, HO). 


拓扑 指标 可 以 用 不 理论 的 诺言 表示 如 下 .Ф М 
“~ ЕЈ M fE Euclid zz J E ЕГИ А, ИЖ M fE 
Еф — e R ta, ¿n b S МО ау PJ Et 
№. ТИЕ R ЕЙ Р az (W@,C) 的 ， 即 用 
п:1М + М@ JE B) TM 上 的 W 的 复 化 . Тот [е 
构 0: K(TM) 一 K(TW) Sik À W ЕТИ 
НАНЕ K(TW) > K(TE) ЯАЖ 51: K(TM) 
一 КОТЕ). 5 p: K(TE)- 20) Вон НЕ А. 
这 时 间 态 1*i КТМ) 一 ТН Р АЛЯТ 


пр) 10р]. 


例 .3) 令 M 为 一 闭 的 定向 Riemann 0, 20 
A “LT' MM)@C 是 如 上 的 复 外 上 形式 如 ， 并 邻 


асв) н CED), de CT EH) C (25) 


分 别 是 外 微分 算 子 及 其 伴随 算 子 . я 
анг: С) C8") 


(Жет, er, 0—0, 07777) НИЕ, ПН 
标 公 式 (3) 对 它 成 立 ; К. ЯМБА М ËJ Ешег 
示 性 数 {Euler characteristic) z ( M )(Hodge -de Rham Ж 
Ж (Нойрс йе Rham theorem)) ， 当 dimM=2 nj ёр 
Gaus -Воппе 239 . 

4) ФА 1(ау 1007078 коа(пе ё) 的 本 
#E (+) 208), < 是 好 上 的 度量 所 定义 的 对 偶 算 子 ， 
dimMf= 2 次， 将 算 子 2&+d 限制 为 C“ (ç) 到 C (g) 
中 的 算 子 ， 称 为 符号 差 算 子 4w， 它 是 一 椭圆 型 算 子 ， 
而 对 此 指标 公式 (3) 成 立 ; 此 外 ， 其 解析 指标 等 于 流 形 
M 的 特 身 差 (signature)， 拓 扑 指标 则 等 子 其 工 亏 格 
(genws) (Hirzebruch 定理 ( Hirzebruch theorem)) . 

5) Фи МЕ ааа А, сеа 
(О, ЭРА, п 27 是 系数 在 nn 中 的 {0,4】 
ЮА, сеа А ШС. 0:27 
„ Ё да Сапспу- Riemann - Dolbeanlt ЖБ, 2° 是 
NAME. пФ, рен, реф, 0277, ри 
РЕ ЕО 
此 外 ， 其 解析 指标 则 是 M 的 系数 在 4 的 全 纯 截面 芽 层 
中 的 Euler 示 性 数 ， 而 拓 抓 指标 则 蚌 {chy ， =(M)) 
[IM]， 这 里 chy 是 1 的 陈 ( 省 身 ) 特 征 标 ， (OM) 是 放 
的 切 从 的 Todd 类 (Riemann -Roch -Hirzebruch 定理 
(Riemann -Roch - Hirzebruch theorem )) - ` 

TEJ PE (elliptic compler) . 在 一 些 自 然 出 现 的 更 
一 般 的 情况 中 ， 例 如 在 微分 儿 何 学 中 ， 要 考虑 的 不 是 
单个 算 子 D， 而 是 ( 伪 微 分 ) 算 子 的 复 形 


2, р, р, 
А10 С) s С) + s С (6) 0, 
5 是 闭 流 形 M ЕВА, D., D =0. 复 形 4 的 


符号 (symbol of (ће complex) 就 是 相应 的 主 符 号 序列 


т 6: бе, 
OADO 5 2 (4, ) и) л) н 0 


这 里 (£) ЖЕ НУ л: T'M-- MM 到 S(MY 上 
的 提升 若 一 复 形 的 符号 是 零 调 的 ， 妈 它 在 等 截面 以 
外 处 处 是 价 当 的 ， 就 说 复 形 А ЖШ. 复 形 4 的 角 
桥 指标 (analytic index оѓ the complex) 印 其 Euler 8 ff 
数 : 


LlA)=x(A)= У (-1Ydim н? (а), 


其 中 H'(A) 是 4 的 J 阶 上 同调 群 , de Rham 复 形 和 它 
的 复 类 似 物 Doibeauit 复 形 是 贿 贺 复 形 多 两 个 重要 例 
于 .用 复 形 gf 人 入 在 KK(TM) 中 的 类 来 计算 x%(4) 的 问 
十， 可 以 化 为 计算 单个 算 子 的 指标 的 问题 ([3] ) . 

车 紧 群 G 作 用 在 4 上 {日 与 D, 的 作用 可 交换 ， 即 
ААО), АНА) 是 一 个 G 模 ，x (小 则 定 
义 为 群 6G 前 特征 标 环 的 元 素 . 区 是 一 个 C“ (G) 国 
数 . 这 时 指标 定理 可 以 看 作 是 关于 不 动 点 的 Lefschetz 
定理 ( Lefschetz theorem) #0 fe)”, J 22 — sk g€ G 4b ft 
拓扑 指标 可 以 用 象征 在 M: М EB) SSL ЕЕ ЖЖ 
л. ЖР Ms Ë g 所 定义 的 映射 的 不 动 点 所 成 的 子 
Ж. 

令 6 为 一 拓扑 循 坏 群 、 即 G 中 有 一 元 素 g, НЕ 
在 G 中 稠密 . 令 Ми МЕ 对 中 的 法 站 ， 而 [cf(S)] 
EKo (TM) 是 4 的 符号 的 类 . 令 го (4) 109) 6 
K; (ТМ) АВАН д СА С) ЕА тА 
С) 8) М, МЕЕ ЖЕ ЕДЕ (ЖШ; М = M. 
т:ТМ* -> M°). РЖ Lefschetz 数 (Lefschetz number) 


L(g,A). ЕТУ (1) ТАС). WH Fate 
ш. 
=i (4) 2 
L(g, A)=ind k: а су jmsaco)， 


这 里 ind，K{TM*) 久 C CC 是 拓扑 指标 K(TM°) -> 
ТИНЕ. 此 式 的 上 同调 形式 是 


chi [а(А 


idodto)=| съ (М @,C)(ə) 


. ври). 

(6) 

ЕСУ, Hü M ЕТИ, АСЕ 

是 非 刘 化 的 ( 即 g 的 图 象 横 堆 于 M x M 的 对 角 线 )， 风 

有 一 类 做 公式 可 以 表示 如 下 . 车 Pe M°, M dg{P) Ф 

TR4l, 不 变 ， 而 则 在 纤维 上 ,| 上 诱导 一 个 线性 映射 
149.Р). В. 


`. Tri (g.P) 
do A(g) = -у 20006) 
паа) E ECU rg 


最 后 ， 可 以 减弱 G 复 形 4 的 柄 图 性 条 件 而 考虑 所 谓 横 
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Ж B) E F (transversally - sliptic compiex)， 这 时 ， 指 
标 将 变 成 群 G 上 的 广义 函 效 (ML[8]) ,特别 地 ， 者 G 
Жалт ВЫЕ, ЛЕНЕ АГ З АНЕ, Тт ТА 
公式 都 可 以 应 用 ,车 M=G/H J: РНЕ B|, АРГ 
的 算 子 复 形 都 是 异 难 精 贺 的， 这 时 指标 公式 和 群 G 的 
诱 时 表示 的 Frobenius 瑟 反 性 公式 本 质 上 是 相同 的 

ЗЕ Fredholm 算 子 (под -Fredholm operators) ， 这 
个 情况 下 有 用 也 可 以 给 出 解 桥 指标 的 另 一 个 定义 ， 并 
得 出 相应 的 指标 公式 . 

例 . 6 } 令 局 为 R" 上 具有 将 周期 系数 的 一 致 柄 团 型 
算 子 .解析 指标 (DD) 可 以 用 开 。 因子 中 的 相对 维 数 
(9, Yon-Neomam 代数 (von - Neumann aleebra)) Ж 31 
А, зу СА [11]). 8 — КР (D06238, 
其 中 用 治 周 期 函数 的 平均 值 代替 R' 上 的 积分 . 

7) 设 有 一 离散 群 下 自由 地 作用 在 一 流 形 M F, Н 
商 空间 新 = Муг 6, у М БА, г 
在 其 上 的 必用 与 其 在 M 上 的 作用 相符 合 . M 上 的 与 
的 作用 可 交换 的 梢 图 型 算 子 D:C“(e) — Ce (9) 的 
解析 指标 由 下 式 定义 : 

i (D)= Tr; P, —TrrP;, (7) 
Р,,Р, L, (M , du) #| Ker D # Кегр" БА F 28383, 
du M 上 任意 的 工 不 变 光 清 客 度 ，TrrP 对 于 与 上 可 
ЖЕНИ GE Р(х,у) ИЖ 由 下 起 定 义 : 

Tr P= fee худр. 


(M, ЖР ГЕ ШҮҮГҮГ ү ЖЕ Ж). 
ий l (D)=i (5). втра Ею, Ж 
E s(D) 在 用 典范 投影 x: М, МЕЛЕ M 后 诱导 
出 a{D) ([12}). 这 样 ， 关 于 算 子 D 的 指标 公式 可 以 
НОВОЕ 胡 上 的 算 子 芒 的 指标 公式 得 出 . 这 个 结果 使 
我 们 可 以 揭示 实现 离散 级 数 的 表示 的 空间 的 非 平 凡 性 
13р. 

也 可 以 得 出 Lie АО PF tk zs IB) АО 88 И Ж 
了 同样 类型 的 公式 ， 即 使 不 是 离散 的 ， 而 解析 指标 
有 各 然 的 推广 ( [20] ) ， 

著 考 虚 流 形 M 上 有 局 部 紧 群 G 的 作用 且 M/G 为 
紧 ， 这 时 可 以 得 到 另 一 种 推广 ([24]) . 

8) # R' 上 的 一 致 希 圆 型 算 子 刀 的 系数 构成 一 齐 
性 的 可 测 随 机 扬 ， 则 也 可 引入 解析 指标 i,(D)， 它 是 
由 (7) 式 定义 的 随机 变量 {在 遍历 情况 则 为 一 实数 )， 
面 用 TYrP 代 替 TrrP . 这 里 的 TrP 是 由 算 子 的 核 P(x， 
站 之 带 对 x 平均 而 得 :TrP= M, [tr P (x.x)] . ЖЖ 
例 昌 的 推广 ， 它 也 有 一 类 似 的 指标 公式 ([ 14]) ， 

9) 令 M 为 其 有 叶 状 结构 У 的 紧 流 形 ， 而 卫 为 M 
上 的 一 个 级 向 杠 轿 型 微分 算 子 (longituctinal eliiptic 
differentia) operator), 即 只 含 沿 叶 片 的 微分 而 在 各 叶片 
ЕАО. Ж 上 有 一 横 截 的 测度 . 这 时 可 定 
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ЖОР J KA ЖЫТ. n] EB]: 个 Atiyah -Singer 型 定 
B. 考 卡 可 测 的 WF 状 结 构 ， 在 这 情况 下 可 以 推广 例 8) 
的 公式 {118],[19]) - 


解析 指标 i,《D)eK(Y)( 见 [15]) .拓扑 指示 5 (D) 
可 以 类 志 于 公式 (6) 363938 ( 所 有 构造 都 沿 着 了 的 “ 纤 
ЖОПЫ" ЖЫТ), НЕШЕ. 


11) 如 果 考 虑 在 紫 流 形 上 作用 于 一 向 量 从 的 截面 
上 的 椭 辆 型 算 子 ， 而 此 向 量 从 的 纤 ЖС 
# ЕЮ REM BERHAK, ар рд Ө — B — J E 
理 , 这里， 解析 指标 在 群 K (7) 中 取 值 . ЖИЙ и 为 
CC7)， 而 了 为 紧 的 ， 则 得 例 10) 中 的 公式 , 也 可 以 
在 这 样 的 条 件 下 考 送 等 价 的 情况 (А7 Ж Пел С) 
([26], [29]). 

~ 为 一 个 J1 因 子 的 情况 特别 有 趣 ([28])， 它 列 
МГИ 7) 的 公式 . 

12) 当 解 析 指 标 在 同 讶 КР ЯР Каспаров K 
群 中 上 坡 值 时 ，Atiyah -Singer 公式 有 几 个 推广 , ЖЖ 
(省 身 ) 特 征 标 并 应 用 某 种 相交 指标 ， 就 能 过 渡 到 通常 
的 数值 指标 公式 ([23],[25]) . B| 9) 中 的 纵向 指标 定 
理 也 可 以 这 样 推广 ([21]) . 

13) 考虑 两 个 在 无 穷 远 附近 相合 的 广义 Dirac 算 子 
D, 和 D. ( 特别 地 ， 它 们 可 以 定义 于 两 个 在 无 穷 远 附 近 
重合 的 Riemann 流 形 М, М, Е. ЖЖ K,CM, 
@=1,2). МАК, MAK, 为 等 距 的 ). $ D.R D 在 
ЖЭНЕ ЖЭПЕ, ЭКИ НЛ 

p-( 2 人 J=0,1 . 
于 是 ind Dr -ind D 可 以 表 为 一 个 Atyah -Singer 型 公 
式 ， 它 有 重要 的 几何 应 用 ([22]) . 

新 分 析 工 具 .Atiyah -Bott 公式 ( Atiyah -Bott for- 

aa 21 
іпа D=Trexp ( —t D° D)-Trexp( —t DD') 


可 给 出 指标 的 局 部 表示 ， 这 里 要 用 到 右 方 的 迹 当主 上 0 
时 的 渐 近 展开 式 . 但 此 式 中 会 包含 六 的 符号 中 的 低 阶 
项 ， 因 此 不 易 看 出 相应 的 积分 如 何 相 消 . 事实 是 ， 应 
用 某 些 戏称 和 超 对 称 的 论据 即 可 得 到 相 消 . LR 
的 迹 ， 概 率 论 方法 也 是 有 效 的 ， 也 可 以 这 样 考 虑 椭圆 
ЗУР) ([30] — [42]) - 
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М.И, Boñtuexoscku k, М. А.Шубин #® 
【 补 注 J 近年 来 给 出 了 Atiyah - Singer 指标 定理 的 几 
个 新 证 明 . 

E. Witten 在 [A5] 中 提出 超 对 称 量子 论 可 以 为 指 
标定 理 的 简单 证 明 提 供 一 个 框架 . L. Avarcz - Gaumé 
([30]) 和 后 来 的 Friedan - Windey( [A4]) 实 现 了 这 一 证 
明 . 这 些 理论 物理 学 家 依赖 路 径 积 分 { 包 笑 Fermi 子路 
径 积 分 ) 中 的 形式 演算 ,所 以 他 们 的 证 明 肯定 不 够 严格 . 
E. Getzer ( [38] ) 拨 到 了 这 个 论证 的 严格 形式 , 它 依 赖 
于 伪 微 分 算 子 (pseudo - differential operator) 理论 和 超 
流 形 埋 论 . 更 近 - Getaer([39]) 又 找到 了 一 个 证 
明 ， 其 几何 和 代数 部 分 部 是 初等 而 明显 前. 了.-M .Bis- 
mut([34)) 与 此 独立 地 用 概率 论 方法 找到 一 个 有 关 的 
证 明 . 

进一步 的 材料 亦 见 L[A2]XIX 章 ，[ Ai] !2 章 和 [A3] 
9 章 . 
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算 于 的 指标 [index of ап operator; waaeke оператора], 

ЕЯ АП — L, @ = += BJ ( deficiency sub- 
space) 8322 Ж, П ДОА РЕНЕ 208, 
则 它 就 是 核 Ker A= A"! (0) 和 余 核 Coker A= L JA(L) 
的 维 数 之 差 . 算 子 的 指标 是 一 同 伦 不 变量 ， 它 刻画 了 
778 Ах=Ь ГЕШ. 
САНЕ J 上 面 定义 的 指标 也 称 为 4 的 解析 指标 (analytic 
index) ， 见 指标 公式 (index formulas) — ” ' 

指标 可 适当 定义 而 月 是 同 伦 不 变量 的 一 个 重要 情 
况 是 ， 作 用 在 紧 流 形 上 的 向 量 从 之 截面 上 的 术 圆 型 仿 
微分 算 子 . 

也 可 以 定义 另 一 些 算 子 的 指标 ， 例 如 Banach 空间 
之 间 的 线性 Fredholm 算 子 ， 椭 阅 型 边 信 问 题 和 “ 几 
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[А1]). 
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ential operators, 3, Springer. 1985. 


切线 标 线 [indicatrix of tangents; касательных инди - 
KaTPHca] ，Euclid 空间 中 的 曲线 工 的 
球面 8 E" БМА Г", БЕЯ ИВ тїй 
位 置 向 基 半 行 于 荆 在 + 时 的 切 向 量 . 2 T {ЖИН 
线 虐 为 E" 中 茶 闭 曲线 的 切线 标 线 ， 其 充 要 条 件 是 上 
不 局 限 在 茶 个 开 半 球面 内 (Крейн 定理 (Krein theo - 
rem)). 
参考 文献 
[1] Выгодский, M. A,, Дифференциальная геомет - 
рия, М.-Л., 1949." М. И. Войцеховский 所 


САМЕТ ЕЯ ЈИ Б SR ( spherical tangent 


image). 也 见 球面 标 线 (spherical incdicatrix). КЖ 


个 体 常 元 [individnal constant uË: object constant ; инди - 
видная константа] 
形式 语言 (formal language) 的 ~ 各 符号， 用 以 
表示 用 这 个 语言 描述 的 结构 中 的 特定 的 固定 元 素 (个 
Ж). 每 一 个 个 体 常 元 可 以 视 为 一 个 0 元 函数 常 元 . 
鲍 如 ， 域 论 的 语言 包含 两 个 个 体 常 元 0 和 【1 ， 而 射影 
ЛАПТЕВА АУ. С. K Соболев 所 
И] 
参考 文献 
TAI] Ball J, L. and Machover, М., А course in mathe - 
matical logic, North - Holland , 1977. BR W 


个 性 遍历 定理 [ individual ergodic theciem ; нндивндуаль - 
ная эргодическая теорема] 

39 Birkhoff 遍历 定理 (Birkhoff ergodic theorem ) 
及 其 排 广 . 


个 体 变 元 [ individual variable ; индивидиая переменная], 
对 象 变 元 ( object variable) 
“形式 语言 ( formal language) 中 的 一 和 符号 ， 用 来 
表示 由 这 种 语言 所 描述 的 结构 中 的 任意 一 个 元 索 . 每 
一 种 形式 语言 中 都 含有 一 类 或 几 类 个 体 变 元 ， 每 一 类 
个 体 变 元 都 有 无 穷 多 个 . 例如， 向 晤 空间 理论 的 语 襄 
中 有 两 类 个 体 变 元 ， 一 类 表示 向 量 ， 一 类 表示 标量 ， 
而 算术 理论 的 语言 中 只 有 一 类 变 元 ， 表示 非 负 整数 . 
С.К. Co6onea Ж 
【 补 注 了 参见 个 体 常 量 ( individual constant). 这 复兴 Ж 


不 可 分 量 法 [imdivisibles , method оѓ; неделнмых метод] 
目的 在 于 确定 图 形 的 面积 或 体积 之 间 的 关系 的 各 
种 不 同方 法 的 通称 ;此 名 称 始 于 16 世 纪 末 . 不 可 分 量 


法 的 基本 想法 是 对 于 要 水 出 其 面 卡 或 体积 之 问 关系 的 
ЮЖ. КЕШЕЛЕ БӘ ЛЧ “Жар” ж 
{ 或 不 可 分 元 素 组 ) 至 于 “不 可 分 ”的 实际 含意 ， 不 
同时 代 的 不 同学 者 各 有 不 同 的 解释 方法 ， 

不 可 分 量 法 可 刀 淹 到 古典 时 代 ,春来 希腊 科学 家 
Democritus ( + 460 一 +380В. С.) 已 把 固体 看 成 很 多 
很 多 非常 小 的 “不 可 分 ”原子 之 “和 ”. Archimedes 
(287 一 228. С.) 把 他 的 杠杆 理论 与 半 面 图 志 出 无 
数 平行 直线 段 构成 、 空 间 图 形 由 无数 平行 平面 片 构成 
的 想法 结合 起 来 、 求 出 了 许多 图 形 的 面积 和 体积 ， Ж 
而 这 种 想法 和 做 法 在 当时 就 受到 激烈 非 难 . 例如 ， 
Archimede 就 认为 有 必要 在 穷 刘 法 (exhausion , me - 
thod оѓ) 基础 上 对 运用 不 可 分 量 法 所 得 到 的 结果 给 出 
第 -个 证 明 . 在 16，17 世纪 之 交 , 出 于 J. Kepler、 
特别 是 由 于 B. Cavalien ， 不 可 分 量 法 的 观念 在 数学 研 
究 中 得 以 复兴 ; 而 不 可 分 量 法 也 常常 同 B .Cavalien 
的 姓 拓 联系 在 一 起 .Cavalier 的 不 可 分 量 法 后 来 有 很 
大 改变 ， 并 成 为 创立 积分 学 的 一 个 阶段 . 见 无 穷 小 演 
算 (infinitsimat calculus ) EC3.3 


【 补 注 】 一 般 地 说 ，Archimedes 喜欢 先 用 力学 方法 得 
到 某 个 关系 ， 再 发 现 有 必要 对 这 个 关系 提供 一 个 证 骨 . 
参考 文献 


[A1] Edwards. ©. Н., The histoncal development of the 
calculus, Springer, 1979 ( 由 译本 : С.Н. #48%. 
微 积分 发 展 史 ， 北 京 出 版 社 ，19871 

{ А2] Waerden, В. L. van Чег, Scierice awakening , Oxford 
Univ, Press, 1961, р. 138. 沈 水 欢 Ж 


诱导 纤维 从 induced fibre bundle ; нидуцированное pa - 
eenoenRe ]， 诱 学 纤维 化 ( induced fibration ) 

是 由 映射 f: 及 -> В 和 纤维 化 x: X > B 导出 
的 纤维 化 Г (л): X' -> В', ЖШ X' 是 直 积 В x 
ХТ, ТШЕ f (Б) = д(х) 的 偶 
(5°, x) 800, 而 / (л) 是 由 对 应 (b', х) 一 b° 所 
决定 的 遥 射 。 从 诱 时 纤维 人 处 到 原 纤维 从 的 如 下 映射 Р: 
ГОХ) + X, F(b', х) = х ВИ ЮАН. Ж 
每 个 点 b'eB, МЕ 


Е: О (а) (67) CR 


SE. УБ, ЕЖЕ у: 了 -~ B' 和 覆盖 了 
ЮЕ Нор 一 x， 恰 有 一 B' 态 射 K: jy 一 (x) 
使 FK=H.,f'(m)K=n. 因此 下 图 可 换 ( 见 下 页 ) 、 

由 同 构 的 纤维 化 导出 的 纤维 从 是 局 构 的 ， 出 常 什 
映射 导出 的 纤维 从 与 平凡 纤维 处 同 构 . 

对 纤维 化 x ОЕ Ж s， 由 6 (Б) = (5 
ЗУБ) АЙАН о: 号" 一 f' (X) 是 诱导 纤维 化 
f (z) 的 截面 ， 并 满足 关系 Fa=sf. й, ВН x: 


ө, ”上 
в в 
/ 


X 一 B ШТАМИ zl (E DL т (Хуу 
fj. ХӘ ЦЫ ТАЕ x 的 平方 ) ИЗГЕ 
зх) = (х, х). 
参考 文献 
[1] Godbilon, С, , Géometrie denticlle et mécanique 
analytique , Hermann , 1969. 
[21 Steenrod. N. Е., The topology of (їзє bundles, Prin - 
ceton Univ, Press, 1951. 
131 Husemoller , D.. , Fibre bundles , MoGmw - Hill , 1905 
М.И. Войцсховсокий É ИН Ж ЩЕК Ж 


诱导 表示 [ indneed representation; индуцированное пред. 
ставленне ] 

局 部 紧 群 G 的 由 闭 子 群 {的 表示 p 所 诱导 出 的 
表示 x ( 见 群 的 表示 《representation of a group )). Ж 
确切 地 说 ， 给 定 H 的 表示 p 的 表示 空间 V. ПЕ 
为 6 上 取 值 于 V 的 适合 条 件 : f/(hg)= p(h)flg )， 
对 所 有 дес, h€ H B) ЖА 81, 期 F 为 6 
的 表示 л 的 表示 空间 ， 它 定义 为 [r(g,)A] (g) = 
f(g91)， 对 所 有 {еЕ, а, gsG An. 诱导 表示 п 
通常 记 成 Ido, Ind5p,U?, U 1 „070. ВЯ 
导 表 示 的 运算 是 从 较 简单 的 群 的 表示 出 发 来 构 作 较 复 
订 的 群 的 表示 的 最 简单 日 最 重要 的 步骤 ， 而 且 对 广泛 
的 一 类 群 能 用 诱导 表示 或 它们 的 推广 来 给 出 不 可 约 表 
示 的 完全 描述 . 

# G 是 有 限 群 ， 则 未 示 p 也 假定 为 有 限 维 的 ， 
而 空间 E 是 G 的 在 V rh AB 53 PUS B К 了 的 空 
闻 ， 而 这 些 详 数 了 满足 条 件 J(hə)= р(А) (о). 23 
p 是 单位 元 子 群 {e } МИНА, |, 是 G 的 省 
正则 表示 ( regular representation); 表示 。03 等 价 于 
р. 表示 ,, Us 等 价 于 下 述 表示 с: 它 的 表示 空间 W 
是 由 齐 性 空间 发 = G/ H 的 取 值 于 Уеа f 
B, с Е CN [oc (g)fl(x)=a(g, х) f (xg), 
而 函数 а ОЖТ: 设 з: Хон G 是 满足 条 件 s(x) 
Ex， 对 所 有 xe X 的 映射 ， 则 a(g, х) = p(h)， 这 
里 s(x)g=hs(xg)， 对 所 有 хєХ, деб. ШЖ a 
是 群 G 的 一 维 上 链 ， 其 系数 是 在 和 上 的 取 值 为 六 
ТИШЕТ. 设 o, 与 p, Si, JM 
ар, 与 Ind p, 等 价 ; 表示 (9 c) 等 价 于 Ido 
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名 Indg. É K. H h: G W f, Ke H R p # K 
йк. Мн H 的 表示 《DA 所 诱导 出 的 G Wiz R 
等 价 二 xD8( 诱导 表示 的 合成 (composition of induced 
representations ) Ж). к, р 分 别 是 群 G ЧЕ 
Н 的 表示 。 则 交 结 算 子 (interlwining operator ) 的 空间 
Нот (д, „0%) 和 Нот (a| y, p) 同 构 ， 其 中 л|„ 
是 赤 在 妃 荆 的 限制 (Frobenius 互 反 定理 (hrobenius 
reciprocity theorem)). 特别 地 ， 设 二，p А, 
风 z 在 Cr" 中 出 更 的 重 数 与 p 在 zy 中 出 现 的 重 数 
相同 . 群 G 的 诱 时 表示 x = U' 的 特征 慰 z, 出 下 列 
公式 确定 

> Y (696 1), 


зы 


х.00) = 


ру 是 由 H 的 表示 p 的 特征 标 扩 多 为 整个 群 G 
的 函数 ， 它 在 H РЕЖ ЕЛИН, 而 5 жй H 
在 G 中 右 陪 集 的 代表 集 . 设 H. K k G 的 子 群 ，p 
Ë H 的 表示 ， 令 G,= КОд 1 Hg， 对 所 有 деб, 
E. n* 是 由 G, 的 表示 p° 所 诱导 的 K 的 表示 ， 其 
中 p? 由 公 式 р(х) = p(yxg г) (хеб) 所 决定 , 

于 是 x" 由 g ЕКЕ НЕК 叭 一 头 定 ， 而 诱导 
表示 „ШК 限制 到 K 上 等 价 于 表示 л' 的 直 和 ， 其 中 
КАВОВА НК (g=G) 的 代表 和 集 ( 诱 
导 表示 到 子 玫 上 的 限制 定理 ) .特别 地 该 定理 可 应 用 
于 诱导 表示 张 量 积 的 分 解 ， 给 定 诱导 表示 的 交 结 算 子 
空间 有 滑 楷 的 表述 . Вб 的 表示 л 等 价 于 对 某 н 
和 p 的 UE 类 型 的 诱导 表示 当 且 仅 当 存在 从 吾 YC 
的 子 集 的 集合 到 表示 x 的 空间 E 的 投影 的 集合 的 映 
射 P 使 得 1) РФ) =0, P(HNG) = 1; 2) # M, 
NEH\G Z МОМ=ф, B| P (M UN) = P (M) 
+P(N); 3) РМ ОМ) = P(M)P(N), WS М, 
NC HBAG ЖЗ; АЙ 4) P(Mg)= x” (g) P (M) 
Ttg)》， 对 所 有 M C HNG, g€ G 成 立 ( 这 祥 的 映射 P 
称 为 表示 л 对 基 H N G 的 非 本 原 性 系 (system of imp - 
rimtivity)) .有限 群 的 诱导 表示 能 直接 用 群 代数 的 模 
的 语言 来 表述 也 能 由 范畴 的 语言 来 确定 . 有 限 群 称 为 
单项 (monomial ) 群 ， 如 果 它 的 每 个 不 可 约 表示 都 可 由 
某 子 群 的 一 维 表示 所 诱导 .单项 群 是 可 解 群 (solvable 
group); ЖЕР (nilpotent group ) 是 单项 群 . 

局 部 紧 群 的 诱导 表示 的 定义 主要 取决 于 空间 E 的 
8, ИЙ, АШ С 上 满足 条 件 f(gh) = 
p(h)/(g) 的 所 有 连续 函数 的 空间 或 {车 G 是 Lie 群 》 
G 上 满足 网 样 条 件 的 可 微 函 数 的 空间 作为 E， 另 一 方 
面 , < p ИТИЙ H < G 在 Hilbert 空间 Р ЕЙ 
续 西 表示 ( unitary representation), X UR 。 是 局 部 紧 空 
B] X = HANG 到 G 中 的 对 所 有 x= X 满足 条 件 s(x) 
ex ТЖВ; 5 д, 和 An 分 别 是 群 @ 和 H B 
Ж (Ж Наш 测度 (Haar measure ))， 又 今 y, 是 X 
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上 前 G оаа B WA 

m лл (hn), 
其 中 s(v)g=he"s(xg), ЖЫ xex, дес; 现 
设 L,(G, H, рун G 上 取 介 于 ИИИ F 
的 Milben 空间 ， 日 所 有 函数 Р АВА 

Ыы! ЕСО [КО 

АО) 

对 所 有 he H 和 geG 成 立 ， 并 使 得 积分 


{иво С) 


ас 则 G 在 上,(G, Н, р) ЇЇ Жл лн 
下 列 公式 确定 ， 对 所 有 g, gyeG 及 FeL,(G, Н, р) 
[x(g )F] (9) = F(ga,). 


ЖЖ x ИШАН сюн Гау а in- 
duced representation) , 有 限 群 能 诱导 表示 的 多 数 结 


本 推广 到 局 部 紧 群 的 西 诱导 表示 的 情形 . Zinnia 
中 有 : 表示 Ind (р, р.) 和 Ind (р, @ g) 的 性 
质 ; 诱导 表示 与 G 的 上 闭 链 的 联系 ， 诱 导 表示 合成 的 
定理 ;诱导 表示 限制 到 子 祥 的 定理 ; 诱导 表示 的 特征 
标的 公式 ; 表示 的 可 诱导 性 判别 法 ; 单项 群 的 性 质 ; 
以 及 Frobeniw 互 反 性 定理 ， 这 些 结果 或 才 或 少林 直 
接 推广 到 酉 诱导 表示 的 情形 .局 部 紧 群 G 的 诱导 表 . 
示 与 该 群 的 某 种 推广 的 群 代数 有 关 . # G 是 Lic 
群 ， 则 G 的 诱导 宕 示 的 概念 可 以 有 各 种 推广 ,包括 全 
纯 诱 导 表 示 的 推广 ， 它 的 表示 空间 E 是 G 上 对 某 些 
变量 解析 的 函数 的 空间 ， 也 包括 G 的 齐 性 空间 上 向 量 
从 上 同调 中 的 表示 《{《 零 上 同调 中 的 表示 正 是 诱导 表 
т). 诱导 表示 的 概念 及 其 推广 在 表示 论 中 的 作用 是 
富有 成 效 的 . 特别 地 ， 群 扩张 的 表示 可 用 西 诱导 表示 
来 描述 ， 连 通 实 半 单 Le 群 G 的 连续 西 表示 的 基本 
Жент, ШЕН G 的 Borel 子 群 诱导 的 G 
的 有 限 维 酉 表示 构成 的 ， 线 性 实 半 单 Lie 群 表示 的 离 
散 序 列 可 在 该 群 的 齐 性 空间 上 某 个 商量 内 上 同调 中 实 
Ж; ЖЫ 1 的 可 解 连通 Те 群 的 不 可 约 连续 西 表 志 可 
用 全 纯 诱 导 表 示 来 描述 ([7]) . 居 作 诱导 表示 的 运算 
可 推广 到 局 部 紧 群 的 非 本 表示 的 情形 ， 同 样 可 推广 到 
非 局 部 紧 致 的 拓扑 群 .对 C ”代数 的 诱导 表示 的 类 似 
也 己 被 研究 ([6]) . 
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【 补 注 】 “DS 2 2R 8 hy а" КВА 
理 ° ( theorem оп induction by stages). 
全 生 明 # 许 以 超 校 


Метод индуцировВанных щрсдстав- 


归纳 公理 [induction ахйип; индукцин axcnoma] 

定义 于 所 有 非 负 整数 的 集合 上 的 某 些 谓词 P(x) 
对 所 有 x*. 皆 真 的 断言 ， 如 果 下 列 两 个 条 件 成 立 : 1.) 
P(0) ЖЖ; ЖН 2) 对 任意 x, Р(х) ЮЖ 
Р(х + 1) 的 真 值 . 归纳 公理 形式 地 记 作 


Р(0)&\/ х(Р(х) > Р(х+1)) 2 V xP (x). 


在 归纳 公理 的 应 用 中 ，P(x) 称 为 归纳 调 词 (induc - 
боп predicate), 或 归纳 命题 ( induction proposition ) , 
并 且 x 称 为 归纳 变 元 findugion таар), 归纳 参数 
( induction parameter ) 或 称 为 对 其 施行 归纳 的 变数 当 
Р(х) 包含 不 同 于 x 的 参数 时 ) ， 这 里 归纳 条 件 1) 的 
证 明 称 为 归纳 法 基础 {induction bass )， 而 条 件 2) 的 
证 明 称 为 归纳 步 允 (induction step). 2) т! Р(х) УЖ 
的 假设 (让 此 导出 P(x + 1) Ж) 称 为 归纳 假设 (in- 
duction hypothesis ) ， 数 学 中 【数学 ) 归纳 法 原理 ( prin- 
diple of (mathematical ) induction ) 起 对 所 有 可 能 的 谓 
词 P(x ) 的 所 有 归纳 公理 的 格式 .在 形式 算术 (arith- 
metic. formal) FA 中 归纳 格式 仅仅 由 那些 其 对 应 的 谓 
词 可 以 在 FA 中 表示 的 归纳 公理 构成 (这些 亩 词 形 成 
一 个 可 数 集 ) ， 正 是 这 种 情况 、 即 归纳 法 在 FA 中 不 
с, ФИТ FA 的 不 完全 性 (И Саа 不 
完全 性 定理 《 Gedel incompleteness theorem }). 

有 时 人 们 用 下 面 的 公理 代替 归纳 公理 ; 设 Р(х) 
是 非 负 整数 的 某 种 性 质 ， 如 果 对 任 一 xz， 由 假设 对 所 
ЖЕ x А у, Р(у) 都 真 ， 能 得 到 Р(х) Ж. HA 
对 所 有 х, Р(х) 都 真 、 换 句 话说 ， 

wx((Yy 了 <x)P(U) EP) > V xP(x). 


р 


这 个 公理 称 为 完全 的 (compleie) 或 递归 的 (meur- 
sive) 时 纳 公理 。 38 ја ЙЕ ОНЫ ЕЖЕЛИ 
熙 理 ， 亦 见 超 限 归 纳 法 《tansfinite induction). 


参考 文献 
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归纳 定义 [ inductive definition 或 definition by induction ; 
индуктивное определение] 

依 粮 于 非 负 整 数 参 数 n 的 某 个 对 象 或 概念 А (п) 
ЇЗ ЕХ. ЕНИР: а) A(0) 的 值 是 已 知 的 ， 
b) 给 出 一 个 由 n 和 4(n) 的 值得 出 A(n + 1) 的 值 的 
规则 ,一 种 典型 的 归纳 定义 是 函数 ні 的 定义 : a) 0! 
=1; b) (Cn 二 1)1 二 nn!1(4 十 1)， 更 一 般 的 归纳 定义 
是 依赖 于 一 个 (ЖЖ) 序数 (ordinal number) а 的 对 
£ А (а) 的 用 超 限 归纳 法 { transfinite induction ) 的 定 
Ж. 这 种 定义 是 通过 给 出 某 种 规则 来 实现 的 ， 这 种 规 
则 能 够 从 已 知 的 АСВ (р о) 的 值得 到 4 (z) 的 
值 、 例 如， 两 个 序数 ?和 x 的 和 十 a 这 样 定义 


у+д= у, 对 于 а> 00у арі +6 +1). 


йя 9 — ЕЕ 8. а БАБЕ Т4 
(generalized inductive definition). 77 33 805 Ou D) 
定义 某 些 对 象 的 类 ， 这 是 遵循 下 列 模式 来 进行 的 ，]) 
要 定义 的 类 中 的 某 此 ( 初始 ) 对 象 是 给 定 的 ; 2) 给 出 
能 从 已 知 的 已 在 这 个 类 中 的 对 象 得 到 类 中 的 其 他 对 象 的 
ЖЕЗ; 3) 由 规则 1) 和 2) 得 到 的 对 象 恰好 是 所 求 
类 中 的 对 象 ( 后 个 规则 通常 被 认为 是 不 言 而 喻 的 ， 因 
此 往往 被 省 略 ) . 广义 归纳 定义 的 例子 是 给 定 的 公理 系 
统 8 的 定理 这 一 概念 的 定义 : S 的 每 -- 条 公理 都 是 定 
ж; 如 果 5 的 某 个 推理 法 则 (derivation ruk) 的 前 提 
是 定理 ， 那 么 这 个 推理 法 则 的 结论 也 是 定理 . 

为 了 证 明 由 某 个 广义 归纳 定 文 定 尺 出 的 类 的 所 有 
зт, ИПП, ДИИ 5 的 等 一 条 定理 ， 具 有 某 种 性 
ЖР, 只 要 证 明 如 下 的 事实 : S 的 每 一 条 公理 有 性 质 Р; 
如 果 推 理 法 则 的 前 提 具 有 性 质 户 ， 那 么 推理 法 则 的 结 
论 也 有 性 质 P， 这 类 证 明 被 称 为 按照 相应 概念 (在 上 
述 例 症 中 就 是 定理 ) 的 定义 或 按照 相应 对 象 的 构造 (这 
要 由 上 下 文 来 定 ) 的 归纳 证 明 ( proof by induction). 
参考 文献 I 

[1] Shosnfieid, J. К., Mathematical logi;, Addison - Wes- 


еу, 1967 
12] Kuratowski , К. and Mostowski , А. , Set согу, North ~ 
Holland , 1968 C.K. Соболь # 
ГЭ] 
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归纳 维 数 | wkactive dimension; индуктивная размерно- 
сль}, 48 ЯЕ 9 (large inductive dimension ) ind X, 
小 归纳 维 数 (small inductive dimension) ind X. 
拓扑 空间 X 的 维 数 不 亚 量 〔 dimension invariant ); 
这 两 个 不 灾 量 都 用 两 集合 之 加 分 拆 的 概念 来 定义 用 
归纳 法 定义 如 下 : ж X = @ , 6 аф = ina ó 
= -1. 设 对 所 有 空间 X, мах <n 为 已 知 ， 其 中 n 
ЭР, оф X 的 任意 两 个 不 相交 闭 子 集 4 和 
B, 存在 А 和 昌之 匣 的 一 个 分 拆 C 满足 fndC <n， 
则 取 Id X <n + 1. 这 里 闭 集 C 称 为 六 中 集合 4 和 
B 之 间 的 一 个 分 划 { partition )， 如 果 开 集 XA C 是 分 
别 包含 4 和 B 的 两 个 不 要 交 开 集 H, 与 H, 之 和 和. 
取 集 合 4 和 B 之 一 为 单 点 集 ， 男 一 个 为 不 合 此 点 的 
任意 闭 集 ， 则 上 述 定义 转化 为 小 归纳 维 数 ind X 的 定 
Ж. L.E.J. Brouwer([1]) 对 相当 宽 的 《度量 ) 空间 
类 定义 了 大 归纳 准 数 .IT. С. Урысон ((2]) 和 К. 
Menger{[3]) 各 自 独 立地 定 久 了 小 归纳 维 数 . 仅 在 空 
间 X 满足 足够 强 的 分 离 公理 ， 主 要 是 正规 性 公理 ( 见 
分 离 公理 《separation axiom ) ) 的 概 定 下 ， 归 纳 维 数 及 
更 一 般 的 维 数 不 变 量 的 研究 才 有 意义 . 
参考 文献 
[1] Bmuwer L.E .J., Ucber den matiiljchen Dimensionsbe- 
ВТ. J. Reine Angew. Math., 142{ 1913), 146 一 
[2] Urysohn, Р.5., Les multiplicités сапіопепле, С. R. 
Асай. 80. , 175 (1922), 440 — 442. 
[3] Menger, К., Ueber die Dimensionalitát von Punktmen- 
вет. І. Monatshefie Math. und Phys., 33 (1923), 


-1@. 
14} Алексаңдров, П.С., Пасынков, Б, А., Введение в 


теорию размерности, М, 1973. В. И. Зайцев {% 
[Л 此 学 科 领 域 的 广泛 讨论 见 [AI1]， 可 分 度 最 空 
间 维 数论 的 简要 介绍 见 [A2] 的 第 4 章 ， 
参考 文献 
[Ai] Еп па, R., Dimension theory, PWN & North- 
Holland , 1978. 
1А2] МШ, 1. van, Infinite- dimensionai topology, Horth- 
Holland, 1988. ЗИ. ЮЖ Ж 


归纳 极限 [ active jinit ; индуктивный предел] 

一 种 构造 ， 它 首先 出 现 于 集合 论 中 ， 其 后 又 广泛 
地 用 于 代数 、 拓 扩 ， 以 及 数学 的 其 化 领域， 归纳 极限 
的 一 个 重要 的 特殊 情况 是 相同 类 型 的 数学 结构 的 有 向 
谍 的 娄 纳 极限 . 设 C 为 一 个 有 向 的 前 序 集 ， 即 ， 在 C 
十 定 义 了 一 个 自 反 的 与 传递 的 关系 <、 且 对 任 两 个 元 
Ë mBEC， 存 在 一 个 元 宗 YEC 使 z<y 9 р-у. 
再 假定 对 每 一 个 xs C 都 有 一 个 结构 А, 与 之 相 联 系 
(为 明确 计 ， 设 А, 都 是 群 )， 并 用 对 每 一 个 x < 加 ， 
都 给 定 了 同志 gs: A, > A, 满足 以 下 的 两 个 条 忻 ， 对 
任何 С, д. = l. НА C Ff << p< y 有 
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Ф.Ф 二 Woy， 在 集合 及 = ,cc A, 上 引进 一 个 等 价 
关 委 一 : 70% хед, 等 价 于 ys.41， 如 果 有 某 一 

8 хф, = уф. ТЖ ШШ А=А/ ~ 就 可 赋 以 .个 
ЖЕН: ЭПЖ хЕА,, уЄА„, Вау, 3-7, ИШ 
x 与 了 所 代 才 的 等 价 类 的 积 就 定义 为 出 《xgu; (yo) 
所 代表 的 等 价 类 ， 所 得 到 的 群 A 称 为 群 族 А, 的 归纳 
极限 (inductive limit of the family of Eroups ). 
个 xeC， 存 在 一 个 自然 同 态 ФА,» А, ЕЩ 

Жо хел, 高 应 其 等 价 类 ， 群 4 连同 其 同 态 Ф, ат 
列 的 性 质 : 对 任何 系列 的 同 态 у,: + В,ЕС, H 
要 Kx< 有 时 有 W. = фу, Ж 在 唯 … 的 同 态 
рд 一 BB 使 对 任何 ag C 恒 有 у, = фр. 

上 还 归纳 极限 构造 的 一 个 推广 是 函 子 的 归纳 棋 限 
( inductive limit) (正极 限 (direct lmit) 或 上 B 良 
(colimit))， 一 个 范畴 Я 的 一 -个 对 象 A 称 为 共 f 
Е: ЈУ ЕРЫК ЙЯ (inductive limit of the covariant 
їшсюг), Ж: _ 

1)Ж ЖЕЙ pp: F(D) ~ А, ХШ De Ob 人 D, 使 
对 b 中 任 们 态 射 a:D — D. 有 F(a)o,,= Ф; 

2) 对 于 任何 一 族 沪 射 yn :FUD) 一 B， 这 里 De 
Ob 9, ж 全 中 任何 a:D р, ШЖ Ра), = 
多 p ， 则 必 存 在 唯一 的 一 个 坊 射 7;4 一 BB 使 由 ,= „у, 
ребь®. 

归纳 极限 表 以 (А, ру) = im. РЕЖ À = im. Р, 
或 4= бъ. F(D). БЖ F: — R Wasi R 
E X u Atiq 8 ° 到 范畴 Я Watapi Р F' 的 时 
纳 极限 . 

每 一 个 前 序 集 C 都 可 看 成 为 一 个 范畴 ， 其 对 象 就 
是 Сл, W| LS ALM E РИЯ Bb f 18 (<, В). 
ЖФ x, ВЕСЕ xx 6， 合成 的 规律 是 当然 的 .在 一 
个 任意 的 范畴 f 中 ， 一 族 对 象 4,, «ЕС, УЕ 
ep À, "Ap ИЗ a< В. ТН КТ F:C 
МЖ, ,如果 o. = 1 月 当 a<p<Y 时 оф, 
= Ф„. ШЖ Ж 是 集合 的 范畴 ( 群 ， 拓 扑 空间 的 范畴 ， 
33%), ШИТ F:C -~ f 的 归纳 极限 与 上 面 所 定义 的 
归纳 极限 的 构成 重合 

如 果 名 是 一 个 小 的 离散 范畴 ， 则 从 Ф 到 任意 的 
В R АЕРА 卫 的 归纳 极限 都 是 诸 对 象 
F(D) 的 一 个 余 积 ， 这 里 pe D. 特别 ， 如 果 ® 是 空 
的 ， 则 归纳 极限 是 Я 的 一 个 左 零 或 一 个 始 对 象 . 任何 
范畴 Ө 的 态 射 偶 的 余 核 都 是 定义 于 有 两 个 对 象 X 与 
Y， 与 四 个 态 射 lx, ly, 与 z, В:Х Y 的 范畴 上 的 孙 
于 的 归纳 极限 、 

从 任意 的 一 个 小 范畴 念 到 一 个 范畴 € 的 每 ~ 个 
ЖЕЙТ F 都 有 归纳 极限 ， 当 自 仅 当 g 的 每 一 对 态 
射 都 有 余 积 与 余 核 . 


参考 文献 
[1] Александров, П C., Тополюгическив теореты дво. 


Йственносли. ч. 1. М, 
АП СССР, г, 48) 
{2] Bucur, 1. and Dxleanu, А. 
of categories und functors. Wiley , 1968 
[3] Цаленко, М. Ш, Шупьгейфер. Е. T... Основы тео- 
рии категорий. M . 1974. М. Ш. Цаленко 所 
СЕЧЕ БТЕ АТ, xo, ПВ o. (x); 
它 是 同 态 g,, ЕЛЖ x 外 所 下 的 值 ， 
类 似 地 ， 同 访 的 合成 是 倒 过 来 写 的 ; buy ME 
ЖЕЕ Ф. HHE ү, 
在 英文 中 ,， ТАЕ ЕТШИ ИНАН ТАПАП 
序 集 上 的 极限 ， 而 宽广 义 的 范畴 玻 念 则 你 为 上 极限 
态 射 借 的 余 核 "通常 都 你 为 余 等 化 子 (co- 


1955 (Tp. матет, ун-та 


Jntroduction to the theory 


( colimit ).. “ 
equalizers ), 

530388 0382638 2548 00 0389858 ( projective 
limit) 的 概念 ， 也 称 为 反 极 限 . 


参考 文献 
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‚ Categories for the working mathemati- 
МЕ Ж 


无 效 统计 量 [inefficient statistic ; незффективная статис- 
тика ] ， 无 效 估计 量 (inefficient estimator ) 

方差 大 于 有 效 估计 其 之 方差 的 统计 估计 量 ( statistical 
estimator), 换 句 话说 ， 对 于 无 效 信 计 其 ， 至 少 对 于 被 
估计 参数 的 一 个 值 , Ra0 - Сгаткт 不 等 式 ( Rao -Cramer 
inequality ) 中 不 能 达到 等 式 ， 无 效 估计 量 之 无 效 性 的 
数值 度量 ， 是 称 做 其 效率 (efficioncy) 的 一 个 数 2, Е 
等 于 有 效 估计 量 之 方 美 与 无 效 估计 量 之 方 郑 的 比值 . 
效率 е 非 负 日 不 人 于 1 . 数值 11e 表示 ， 使 用 无 效 估 
计量 时 需要 将 观测 次 数 增 大 到 使 用 有 效 估计 量 时 的 多 
少 倍 ， 才 能 认为 使 用 两 种 居 计 量 的 结果 是 等 价 的 ， 例 
1, ñ 个 独立 正 态 Мр ,cz) 分 布 有 机 变量 X... 
х, 构造 的 经 验 分 布 函数 的 中 位 数 lu， 有 参数 为 Ө N 
of/24) 的 渐 近 正 态 分 布 ， 并 且 是 估计 数学 期 望 g 
的 无 效 顺序 统计 量 (order statstic) 在 这 种 情形 下 ， 估 


计量 X= (ХОХ) 是 有 效 统计 最 ， 它 服从 正 
态 分 布 律 N (0,22 {п}. ЖШ д, 的 效率 е 等 于 
е= DOD) _2 
DO) ж 


从 而 ， 为 使 对 未 知 数学 期 望 的 估计 有 同样 精度 、 使 用 
统计 量 jp。 所 必须 的 观测 次 数 平均 是 使 用 统计 量 无 时 
的 zj2 完 1.57 售 . 
参考 文献 
{1 ] Camer, H., Mathematica] methods of statistics , Prince- 
ton Шу. Pres, 196 ( ЖЖ: Н. 克拉 次 ， 统 计 学 
数学 方法 ， 上 上 海 科学 技术 出 版 杜 ，1965. 
12] Большев, Л. Н., Смирнов, Н. В., Таблицы ма. 
тематической стагистики, 2 иад., М., 1983 


M. С. Никулин 所 
【 补 注 ] 羡 有 估计 量 的 可 这 到 前 最 小 方差 大 于 Cranxr- 
Rao 界 的 情形 [Al]. 


参考 文献 
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cation , Wiley , 1965, 283( 中 译本 - C.R. 劳 ， 线性 
统计 推断 及 其 应 用 ， 科 学 出 版 社 ，1985 ) 
周 概 容 译 
不 等 式 | inequality ; неравенство | 
用 符号 < (小 于 ), (小 于 或 等 于 )， Му 大 
于 ), >( 大 于 或 等 于 )。 夫 (不 等 于 ) 之 一 联结 丙 
实数 а, a, 的 一 个 关系 式 ， 即 


Hj <a a Sa, a >a, a 2a,, a a, 


有 时 拒 几 个 不 等 式 连 写 在 起， 例如 
a<b<c. 

不 等 式 有 许多 性 质 与 等 式 相同 ， 例 如 ， 如 果 在 不 
等 式 商 边 加 上 【或 减 去 ) 同一 个 数 ， 则 此 不 等 式 仍 
然 成 立 . ЈА, Жи ТТЕ — ТЕ. 然 
而 ， 如 果 两 边 同 滋 一 个 负数 ， 则 不 等 式 应 改变 其 符号 
СШ < >, DD > 4° <) , h A< B l 
С<р#@л+С<В+р,А-р<В—С, ШЙ 
号 不 等 式 (A<B3 C <D) рїн, BZ 4 
等 式 (4<B 和 >C) ТЕЛА. Ж А,В, 
С,р ВЕЙ, 则 A< B #I С<р й AC < BD, 
A/D>B/C, Э (ПЕ ) 不 等 式 可 逐 项 相 滋 ， 皮 
号 (于 数 ) 不 等 式 可 逐 项 相 除 . 

含有 可 取 不 同 数值 的 量 的 不 等 式 可 对 某 些 值 成 立 
而 对 另 一 些 值 不 成 立 . 例如 ， 不 等 式 х'—-4х+3>0 
对 x 二 4 而 对 x = 2 不 成 立 . 对 于 这 类 不 等 式 就 
有 求解 问题 ， 即 求 出 为 使 所 给 不 等 式 成 立 变量 变动 的 
界限 . П. 85100 x?* 一 4x+3>0 写 为 {x 一 1) 
“{x 一 3) > 0 的 形式 ， 可 见 它 对 所 有 满足 x < 或 
x>3 BJ х, 因而 x<1 或 x> 3 就 是 所 给 不 等 
式 的 解 ， 

下 面 给 出 其 变量 在 某 些 变动 范围 内 时 便 成 立 的 -~ 
些 不 等 式 . 

1) 绝对 值 不 等 式 . 


对 任何 实数 或 复数 al, 


lat жа, slalt јар. 


2) 平均 值 不 等 式 . 少 一 些 联系 调和 平均 值 ( har - 
monic mean) 、 儿 何平 均值 (geometric mean) 、 算 术 
平均 值 (arithmetic mean ) 和 二 次 平均 值 (quadratic 
mean) 的 著名 不 等 起 : 


s Se 
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这 里 所 有 数 a 、… ,4， 都 必须 是 下 的 . 
ЗТЯ ААЯТ. жаяа 
ЖЯ, Pin. Буняковский 不 等 式 (Bunyakovwski ineq - 
шашу), Holder 不 等 式 {Hilder inequatity )， Hilbert 
不 等 式 {Hilbert inequality)，Cauchy 不 等 式 ( Cauchy 
inequality ) . 
4) Š 


的 宕 的 不 等 式 ， 最 著名 的 是 Minkowski 


不 等 式 (Minkowski inequality ) 及 其 允 级 区 和 积分 的 扒 
г. 

5) жт ай А Еч. итэ 
于 单调 序 Чебышев 不 等 式 〈Chebyshev inequa - 


Шу) 和 美 于 凸 函 数 的 Jensen 不 等 式 ( Jensen inedua - 
шу). 

6) 关于 行列 式 的 不 等 式 ， 例如 Hadamard 不 等 
式 《Hadarmard inaquality ) ， 奥 关于 行列 式 的 Hadamard 
定理 ( Hadamard theorem ) , 

Т) 线性 不 等 式 ， 考 局 形 如 

dX Ба Xb, і 1,7, н 
的 不 等 式 组 .这 个 不 等 式 组 的 解 集 是 n 维 空间 (xu 
те, x.) 中 的 某 个 凸 多 面体 ( convex polyhedron ) ; 线 
性 不 等 式 ( tinear inequality ) 理论 的 任务 就 在 于 研究 这 
一 凸 多 面体 的 性 质 . 

不 等 式 在 数学 各 个 分 支 中 都 有 重大 价值 . 数论 中 
Diophantms jË jÉ (Diophantine approximations ) 整个 分 
支 完全 建 基于 不 等 式 之 上 ; 解析 数论 中 也 常 涉 及 不 
等 式 运算 {例如 ， 见 Виноградов 估计 ( Vinogradov 
«шиш )) . 在 几何 学 中 ， 不 等 式 出 现 于 凸 体 理论 和 
等 周 问题 中 〈 见 等 周 不 等 式 〈 isoperimetric inequality); 
经 典 等 周 不 等 式 ( soperimetric inequality , classical )) . 
概率 论 中 许多 定律 通过 不 等 式 陈述 (ВЯП, 
фий Чебышев 不 等 式 { Chebyshev inequality in prob - 
ability theory) 及 其 推广 —— Колмогоров 不 等 式 
(Kolmogorov inequality)) . 微分 方程 论 中 用 到 所 谓 微 
分 不 等 式 ( differential inequality ) .函数 论 和 返 近 论 中 
用 到 关于 多 项 式 和 三 角 多 项 式 的 导数 的 各 各 不等式 
Сл. SL Бернппейн 不 等 式 ( Bemstein inequality ) , 
Jackson 不 等 式 { Jackson inequality ) } ;关于 与 可 微 函 
数 类 的 内 人 相 联系 的 不 等 式 ， 见 Колмогоров 不 等 武 
( Kolmogorov inequality ) ; 岁入 定理 (imbedding the- 
Orems). 在 泛 丽 分 析 中 ， 当 定义 函数 空间 中 的 范 数 
(пот) 时 ， 要 求 范 数 满足 三 角 不 等 式 1x+ yl < 
Ix |+ yl. 许多 经 典 不 等 式 本 质 上 确定 了 这 个 或 那 
个 空间 中 线性 泛 函 或 线性 算 子 范 数 的 值 或 给 出 其 近似 
值 (例如 ， 见 Bessel 不 等 式 ( Bessel inequality ) ; Min - 


50 INERTIAL PRIME NUMBER 


kowski 不 等 式 ( Minkowski inequality) ) 、 计 算数 学 站 
В] УЗЕ КАЕ ТИН] BS UE АЗЕ. 
参考 文献 

[1] Наку, G. H., Litlewood , 1. E.. Pilya, G., Ine- 


gualitics ，Cambridge Univ Pres ，l934( 中 译本 : С. 
H. м0, J. Е. 900, С. КМШ. ЖЕК. 
科学 出 版 社 ，1965) 


[2] Beckenbach, Е. F., Bellman, R.. Inequalities, Spr- 
inger. 1961. EC3-3 

DHE 关于 绝对 值 的 一 个 著名 不 等 式 是 三 不 等 式 

(triangle inequality): 对 于 а, вес, 7 `7 


Hal-1bll<Sla+b|<Sial|+I|bl. 


1) 中 所 述 不 等 式 是 其 推广 . 
Буняковский 不 等 式 的 更 通行 钓 名 称 是 Cauchy 
( Cauchy -Schwarz ) 不等式 - 
参考 文 南 
ГАТ) Bottema ，0 .，Diorjjevie , R., Mitrinovié, D. S., 
Vasié , P. М., Geometric inoqualities , Noordhof , 
1969 
ГА2] Bullen, Р. 5., Mitrinovit, D. S., Vas, P. M., 
Means and their inequalitics, Kluwer , 1988. 
ШЖ Ж 


惯性 索 数 [inertial prime mimber 或 inert prime number ; 
инертное простое число] 

在 扩张 K/Q 中 的 惯性 素数 一 — Е p, 
p 生成 的 主 更 想 在 K/Q 中 仍 是 素 元 ， 其 中 K н 
理 数 域 Q 的 有 限 扩张 ; 换 句 话说， 理想 (p] 在 p h 
仍 是 素 的 ， 这 里 B 是 K 的 整数 环 . 此 时 亦 称 p 在 扩 
张 К/О ЛИНЕ (пег). 2840236, #k Dedekind И: 
A 的 素 理想 p 在 扩张 КУК 中 是 惯性 的 (шен), # 
理想 PB АЖИ, ЭШ ЕЮ À WA KE КЇй 
有 限 扩张 ，B 是 4 在 天 中 的 整 闭 包 

设 K/ k 2 Galois 扩张 以 G 为 其 Galos 群 ， 则 
对 环 B < KK 的 任 一 理想 困 ， 定 义 了 理想 第 的 分 解 群 
G; 的 一 个 子 群 Ts ， 称 为 惯性 群 (inerta group )( 见 分 
ЖОКЛЕ ( rarmitied prime ideal) )， 扩 张 К/К» 是 使 
理想 p (YKSe 为 惯性 的 K/k 的 最 大 中 间 扩张 . 

在 任 一 代数 数 域 的 循环 扩张 中 一 定 存在 无 限 个 惯 


性 来 理想 . 
参考 文献 
[1] Lang, S., Algebriic number theory, Addison- Wesley , 
1920. 
[2] Му, H., Algebraic theory of numben, Prinoon 


Univ, Ри, 1959, 
[3] Casek , J. W.S. and РЫА, А. (eds.), Aleebnuc 
number theory, Асай. Ри, 1986. Л.В. Кузьмин 所 
ИРЕ 设 天 /天 是 以 G 为 Galois 群 的 Galog 扩张 ， 


жор КОНИ 44) ТЖ ЭБ МИГИН (dec- 
omposition group) 定义 为 G, = (060: "= 8). °F 
# a= [e 8 Gu: 对 所 有 ae B # а" = атой} E 
昌 在 天 上 的 惯性 群 ， 它 是 Gy IF ЕЙ. G. 和 I, 
Ж Galos 理论 所 对 应 的 K 的 子 域 分 别称 为 9 的 分 解 
域 (docomposition бе) ЖЕЙ (inertia fed ) 

` а # иж 术 


ЭЕ Ж [inertial system; Инерциальная система 
oreweTa] ， 惯 性 标 架 ( inertial frame ) 

使 Newton 第 一 定律 成 立 的 经 典 力学 和 狭义 相对 论 
中 的 参考 坐标 系 ， 民 性 系 的 概念 是 一 种 抽象 ， 但 叱 在 
相当 广泛 的 自然 现象 中 ( 其 中 无 强 引 力 场 描述 ) 存在 
全 常 接近 于 惯性 系 的 坐标 未 . 在 从 整体 上 讲 惯性 系 不 
存在 的 情况 下 ( 辟 如 ， 在 广义 相对 论 中 ) ， 宕 每 一 点 
上 可 以 建立 这 样 的 坐标 系 ， 生 其 在 此 点 的 小 邻 域内 近 
似 地 是 惯性 的 . 在 广义 相对 论 的 情况 下 ， 这 样 的 坐标 
系 称 为 局 部 Galito 坐标 系 .局 部 Galilio 坐标 系 的 存在 
意味 着 在 该 点 的 切 空 间 得 近 夺 曲 时 空 ， 

任何 一 个 相对 于 惯 往 系 做 直线 、 勺 速 运动 的 坐标 
系 赴 一 个 惯性 坐标 系 . 在 经 典 力 学 中 不 同 的 惯性 系 由 
非 齐 次 Сайдо 变换 ( Gafilean transformation ) 群 的 变换 
相 联系 ; 在 狭义 相对 论 中 则 由 Poincaré 群 的 变换 相 联 
Ж ( B, Lorentz 变 换 ( Lorentz transformation) ) ， 经 典 力 
学 定律 和 狭义 相对 沦 定律 分 别 相对 于 非 齐 次 Сашо 变 
换 群 和 Poincare 群 是 不 变 的 【 见 相对 性 原理 ( relativi - 
ty principle ) ) .只 在 惯性 系 中 成 立 的 多 种 守恒 定律 
(ЕЕ. ж. айч) 是 相对 性 原理 的 推论 . 
在 狭义 相对 论 中 惯性 系 通常 由 Galilio 坐标 系 ( Galican 
coordinate system ) 给 出 ， 而 在 经 典 力学 中 则 由 Des - 
cartes 坐标 系 给 出 ， 
参考 文献 

[1] Фок, В. A., Теория пространства. времени н 

1971 (Ж# Ж: Боск, V. А., 
time and gravitation ， Мас- 


тяготния. 2 изд., М. 
The theory оГ spacc, 
millan, 1964). 
[2] Мет, C , The theory of relativity Clarendor Press , 
1972 Д.Д. Соколов Ж 
їп 
参考 文献 
ГАП бешбет, S., 
1972, Chapt. 3. 
[A2] Lawden, 0. Е., An introduction to caleuls ¿nd 
raelativity, Methuen , 1962. 
[A3] Arnol*d, V. Г., Mathematical methods of classica 
Tnechanics ，Springer ，1978《 说 自 俄 文 )， Ш 7 Ж 


Gravitation and cosmolgy, Wiley , 


非 本 质 映射 [ nessential mapping ; несущественное oro6- 
раженне | ЁШ ( homotopkally-Irivial mapping) 


Ш а) ХОА п 
在 


一 个 连续 映射 fi X -= Q". 
维 球体 Q"， 使 得 存在 … 个 连续 映 鞋 g;X 一 Q"、 
Q' 的 边界 S'-! 的 逆 像 产 'S'"' 二 ，g 与 卫 一 致 
且 把 ХА 5” 中 (好 是 gSS"”)， ЯТ 
正规 Hausdorfr 空间 X 1 dmX<n ая 
Ж: 任何 连续 映射 / Хе Q", n = 1, ‚ ҖАЕ: 
ЖЕНЫ ( Александров 定理 { Aleandov theorem)) 
把 折 扑 空间 映 人 n ЕШР ЕК. UI 
伦 于 常人 喘 射 ， 也 称 为 非 本 质 映 射 . 
сс Б. А. Пасынк® 4# 
【 补 注 】 ПЕЛЕ ЛХ = Q" 时 
不 使 用 . Ж[А1], [A2] 和 [A2]. 
通常 ， 同 伦 王 常 值 喘 射 的 陕 射 就 称 为 零 伦 的 【mi 
homotopic ) 或 同 的 (homotopically tivial); 在 
[A3] 中 称 为 下 本 质 的 ， 亦 见 本 质 映射 (essential mapp- 
inp). 
参考 文献 
[А1] Alexandrov, Р.8. апд НорГ, Н.. Topologie, 1, 
Springer , 1974 
|A2] Engslking , R , , Dimension theory , PWN , 1977 
[АЗ] Ншемсг. №. апі Wailman , Н., Dimension theory , 
Princeton Univ, Press, 1948. ЯВ. Е 译 


个 


无 限 小 数 展开 式 [infinite decimal expansion ; бесконечная 
десятичная дробь] 

把 一 个 数 写 成 十 进 小 数 形式 ， 其 中 不 存在 最 后 一 
位 数字 ， 例 如 ，1711 =0 .090909 …，714 一 1.73000 … 
Щ7/4=1.74999--. 2 =]1.41 和 机 …， 等 等 . 如 果 这 
个 数 是 有 埋 数 ， 则 无 限 小 数 是 循环 的 【recurent): 它 
从 某 一 位 数字 起 ， 是 由 无 限 锦 环 的 一 位 数字 或 一 组 数 
字 组 成 的 ， 这 一 位 数字 或 这 一 组 数字 称 为 一 个 周期 . 
在 上 述 各 例 中 ， 对 于 1/11， 周 期 是 09; 对 于 7/4, N 
期 是 0 或 9. 如 果 这 个 数 是 无 理 数 ， 则 无 限 小 数 不 是 
循环 的 (例如 2 у. B. И. Битюцкоз JE 
[її] 如 果 9 不 能 被 2 或 5 整除 ， 则 有 理 数 pjg 的 
小 数 展开 的 周期 长 度 是 可 被 4 整除 的 那些 10" 一 1 中 的 
最 小 正 整 数 n， 因 此， 这 个 周期 长 度 可 以 整除 Eakr їй 
数 (Euler function) ф(4). 张 鸿 林 Ж 


无 限 维 表 示 [ infinite - dimensional representation ; бесконе - 
чномерное представление], [с 群 的 

Lie ## (Lie group ) 在 无 限 维 向 县 空间 中 的 表示 
(网 拓扑 群 的 表示 (represenlation of а Iopological 
group )). е 群 表示 论 是 拓扑 群 表示 一 般 理 论 的 组 成 
部 分 ，Lie 群 的 特点 使 得 在 该 理论 中 能 运用 解析 工具 
(特别 地 ， 渗 用 光 穷 小 方法 ) 并 能 显著 扩大 “自然 ”的 
群 代数 (group algebra) 的 类 (对 于 卷 积 的 函数 代 
数 ) ， 它 的 人 研究 把 该 理论 与 抽象 谢 和 分 析 ， 也 即 与 拓 
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а Е Е Ж ЖЕ ЖЕ (ИШ S B ЖП 
分 析 ( harmonic analysis , збвігасі ); 拓扑 代数 ( topolo - 
gical algebra )) . 

É G k Lie 群 ,一 般 意义 让，G 的 表示 (repre- 
sentation) 是 任何 可 态 G .= GL(E)， 其 中 GL (E) 
是 向 其 空间 E 上 所 有 可 道 线 性 变换 的 群 . 车 E 是 拓 
站 向量 空 间 ， 通 常 所 考 霹 的 同 态 也 介 于 E 的 全 部 过 续 
ЗЕЕ СОЕ) 或 取 值 于 E 的 全 部 强 连 续 变 
换 的 代数 (Е). {С C(E) 和 S(E) 只有 标准 的 拓 
扑 之 一 《例如 网 或 组 拓 扑 )， 表 示 o 称 为 连续 的 (con - 
tinuous ) ( 可 分 连续 的 ( separately continuous )) , 如 果 
И p(9)5 在 G X Еже Сп). 车 
Е ЖШ ЕНЕ ЧЕ В] ( barrelled space )， 则 任何 可 分 
连续 的 表示 是 连续 表示 、 连续 表示 称 为 可 微 的 (ег - 
entiable ) (解析 的 【anaiytic ))， 如 果 算 子 函数 o (g) 
在 G 上 是 可 微 的 (解析 的 )， 表 示 o 的 维 数 ( dimen - 
sion of & representation ) 是 E 的 锥 数 ， 群 G 的 表示 
的 最 重要 的 例子 是 它 的 正则 表示 (regular representa - 
tion) g (g) f(x) = (х9), Т x, geG， 它 可 以 
在 G 上 基 个 函数 类 上 定义 . # G 是 Lie 群 ， 它 的 正 
则 表示 在 C(G ) 上 及 在 L, (G) 上 连续 (这 里 L, (G) 
是 对 于 G 上 Haar 测度 (Haar measure ) 而 定义 的 ) 而 
且 在 C"(G) 上 可 微 (对 于 СОС) 上 的 标准 拓扑 : 
Je k kja). 群 G 的 每 个 连续 的 有 限 维 表示 
( finite -dimesional representation ) 是 解析 的 . 苦 G 是 
тей, АЖ. ЕЛЕН (全 纯 ) 表 示 . 
通常 ， 在 Lie 群 表示 论 中 仅 考虑 连续 表示 ， 旦 连续 性 
条 件 是 不 明显 规定 的 . 若 群 G 是 紧 群 ， 它 的 所 有 不 可 
约 {连续 } 表 尔 是 有 限 维 的 、 类 似 地 ， 若 G 是 复 半 单 
Lie 群 ， 则 它 的 全 部 不 可 约 全 纯 表示 是 有 限 维 的 . 

与 群 代数 表示 的 关系 . Lie 群 的 最 重要 的 群 代数 
是 代数 L (G); 代数 C'(G), Ж L(G) 在 最 小 
正则 范 数 下 的 完全 化 ( 见 画 数 代 数 (algebra of func - 
tiom)) Cy (G) — G 上 具有 紧 支 集 的 所 有 无限 可 
微 函数 的 代数 ，M{G) 一 一 G 上 具有 紧 支 集 的 所 有 复 
Radon 测 麻 的 代数 ; D(G)—— G 上 具有 紧 支 集 的 所 
ЖГ 2 83k (Schwarz 分 布 ) 的 代数 ， 对 复 Lie 群 还 
有 : G 上 所 有 解析 泛 画 的 代数 4(G)， 线 性 空间 
MM(G}, D(G). A(G) 分 别 对 偶 于 ССС), С°(б), 
H(G), 其 中 H(G) 是 G( 其 有 紧 收 敏 拓 扑 ) 上 所 有 
全 纯 函 数 的 集合 .所 有 这 些 代数 有 自然 的 拓扑 ， 特 别 
Mh. T. (G) 是 Rameh 代数 {Banach alpebra). 设 А 
是 上 述 群 代数 之 一 ， 则 两 个 元 索 a, be A 的 积 (2 
ËL) 由 下 面 等 式 确定 : 


аьа) = [асан ьа, 
上 式 中 dh ж G 的 右 不 变 测度， 这 运算 可 自然 地 推广 
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эпи. ЗЕ 
оба) = } а(у)е(а!4в. аєА, 


ТЕЙ СОНИ 4 的 表示 之 问 建 立 了 上 自然 的 联 
ж овет бу): 若 积分 是 弱 收复 的 ， 旦 
对 每 个 ae4 Ж ХТЖ ф(а)65 (Е), ИВА а 
一 ф(а) ЖЕ ЕЙ. 于 大 说 群 如 的 表示 ola) Ж 
延 拓 到 代数 4 WDR R. PQR TOE 4 表示 {4 -repre- 
sentation ) ， 反 之 ， 代 数 4 的 所 有 加 连续 刘 退 化 表示 可 
按 上 面 公式 由 G 的 某 个 表示 【对 A= M(G) МОй 
续 的 ， 对 A= D(G) ЖЖП, я} 4= A(G) а 
ЗАТ Й ) 决 定 ， 该 对 应 保持 了 表示 间 所 有 自然 的 英 
系 ， 例 如 拓扑 不 可 约 性 或 等 价 性 . 若 G 是 么 模 群 ， 它 
的 西 表示 (unitary representation) (Hilbert 空间 中 
的 ) 对 应 到 代数 工 ,{G) 的 关于 它 的 对 仓 的 对 称 表示 
【 见 群 代数 (group айта); 对 合 表示 (involution re - 
presentation )}. Ж E 是 序列 完全 的 局 部 凸 Нашао 
空间 ， 则 群 G 在 E 中 的 任何 连 继 表 示 皆 为 M (G) 
表示 .进而 设 G 的 表示 是 可 微 的 ， 则 它 是 D(G) Ж 
Ж. 特 齐 地， 设 E 是 自 反 的 ， 或 拟 完全 的 桶 空间 ， 
则 性 何 可 分 连续 表示 o(G) 是 M (G) #7. Н 
Ж аєМ(б), ф(а)еС(Е) 

无 穷 小 方法 ， 设 表示 p{g) ЇЙ. ЖИЙ ЫЛЫЫ 
次 可 微 ， 日 空间 5 有 9 异 结构 ， 其 中 8 是 群 G 的 
Lie 代数 (Li aleebra )， 而 Lie 无 穷 小 算 子 (Lie infi - 
пйейта] operator) 如 下 确定 : 7 


4 ау 
(OD Hr #0). 468. 


ЯТ g(a) 形成 代数 8 的 表示 ， 务 为 9 (g) 的 微分 
表示 ( differential representation }， 向 量 &ЄЕ 称 为 订 微 
# [diferentiahle ) ( 对 于 ф(ф)), ЖИЯЧИЖ (9) 
СЖ О ЖН. Ы ¿eE 称 为 解析 的 
(ашу), ШЖ p(y) А6 себ 
中 是 解析 函数 若 p(9g) C 表示 ， 则 所 有 万 限 次 
可 微 的 向 量 的 空间 (Е) 在 E 中 处 处 稠密 {ТИ 
好， 对 Banach 空间 中 的 所 有 连续 表示 这 是 正确 的 ; 
进而 ， 些 时 ГАЈ) ЖТЫН] W(E) 在 E 中 处 
处 稠密 ， 即 使 pfg) 在 片上 是 拓扑 不 可 约 ，9(8) 的 
微分 表示 在 РСЕ) 上 也 许可 约 ，G 的 两 个 等 价 表 示 对 
应 于 ИСЕ) (W(E)) 上 等 价 的 微分 表示 ; 一 - 般 说 ， 
НЕТА. 对 Нін 空间 £, Н фл, А 
W(E), W(H) 上 微分 表示 的 等 价 性 推出 它们 也 等 价 
(17]) .在 有 限 纵 人 情形、 连通 Le 群 的 表示 叭 一 地 由 
它 的 微分 表示 得 出 . 代数 a 的 表示 称 为 可 积 的 
(integrable ) (С 可 积 的 (CG-intsgrable )) 、 车 它 与 杂 G 
аня алк ra Уа Е--Ж. ППА AES 
空间 中 处 处 秽 密 ， 日 前 (1997) 仅 在 个 别 情 况 知道 


可 积 此 判别 准则 {[4]) ， 若 G 蚌 单 还 通 的 ， 代 数 9 
季 所 有 有 限 维 表示 是 G 可 积 的 . 

不 可 约 表示 、 让 类 沦 的 重要 任务 之 一 是 对 始 定 群 
G 的 所 有 不 可 约 表示 (irreducible representation }. 
不 可 约 性 和 等 价 性 的 适当 定义 下 ， 在 等 价 意义 下 加 以 
分 类 ， 于 是 下 列 两 个 问题 受到 关 主 : 1) Ж G 的 不 可 
约 丁 表示 的 所 有 西 等 价 类 的 集合 G 的 描述 ，2) G 
的 全 不 可 约 表示 (totally -irreducible representation , 
completely - wreducible representation ) 的 所 有 Fell 等 价 
类 ([7]) 的 集合 G 的 描述 ， 对 于 共有 有 限 中 心 的 半 
单 Le B, Бей 等 价 与 Hajpmaps 等 价 一 至 ([7]), 
RBHBBRA G - G Ra. ваб, G 具有 自然 的 拓 
扑 ， 卫 它 让 的 拓扑 不 一 定 是 Націо #0 ([5]). ЖС 
是 紧 Lie в, Д G= ó 是 离散 空间 ， 这 种 情形 下 ， 
集合 G 的 描述 归功 于 Е. Caran 和 H. Угу. Ж 
# G 的 年 阵 元 的 线性 包 y(G) { 也 即 表示 себ н 
阵 元 的 线性 包 ) 形成 CY (G) ( 球 函 歼 的 代数 ) 的 子 
代数 ， 它 是 在 C(G) 及 C“(G) ФАА. Ж 
阵 元 形成 C“1G ) 的 基 ,车 所 有 表示 феб 的 矩阵 是 
在 同一 组 基 定义 的 ， 且 在 该 基 下 它们 全 是 商 矩 降 ， 则 
对 应 的 短 阵 元 形成 (С) 中 的 正 交 基 (Peter - Weyl 
定 埋 ) . 芳 一 个 群 是 非 紧 的 ， 它 的 不 可 约 表 示 通 常 是 
无 限 维 的 ， 构 造 这 样 的 表示 的 方法 类 似 于 经 典 的 失 阵 
群 ， 这 是 由 И. М. Гельфанд 和 M. A. Наймарк 提 
出 的 ([1])， 并 已 成 为 无 限 维 由 表示 理论 的 深入 发 展 的 
出 发 点 . С. W. Маскеу 的 诱导 表示 理论 是 这 种 理论 
的 对 任意 Lie 群 的 准 广 .20 世纪 50 年 代 开始 发 展 的 
局 部 凸 问 量 空间 中 非 西 表示 的 一 般 理 论 在 很 大 程度 上 
基于 拓扑 向 量 空间 和 广义 函数 的 理论 б(С) 的 详细 
措 述 只 对 个 别 的 Lie ШЕЕ (ИРЕЙ, ЖЕКЕШЕ 
可 解 的 Le 群 以 及 它们 的 半 直 积 ) 已 经 知道 (1988). 

设 G 是 具有 和 有 限 中 心 的 半 单 Lie 群 ，q 是 空间 E 
中 的 M(G) 表示 及 КЎ) G ЮТ. БЕ ¿eE 
称 为 有限 的 -finite 》， 如 时 它 的 循环 包 对 于 K 
是 有 限 维 的 、 会 体 K 有 限 疝 量 的 于 空间 V ÉE Е 中 处 
ЭШЕНДЕН V (ae K) 的 直 (人 代数) 和， 这儿 
Vi 是 已 中 的 KK 表示 为 4 的 倍数 的 极 火 子 空间 . # 
пои КАЮ, ЖН д бш <o. 
子 群 玉 称 为 天 的 (masie 或 huge) 或 丰富 的 
(rich), ЮЖ G 的 每 个 完全 不 可 约 表示 是 K 有 限 
的 .下 列 事实 在 表示 论 中 至 为 重要 : 设 天 为 G 中 极 
大 紧 子 群 ， 出 大 是 大 量 的 . 设 的 向 量 都 是 可 微 的 、 
则 V 对 于 表示 o 的 微分 dp 是 不 变 的 . 表示 рй 
为 正规 的 (normal )， 如 果 它 是 КОТИНЕН VV 的 向 量 
都 是 弱 解 析 的 . Ut ф 是 正规 的 ， 则 在 G офари 
了 模 和 9 模 p。= dw|, 的 于 模 ， 其 中 4 是 群 G 的 Le 
代数 ， 之 问 存在 一 一 映射 (由 限制 到 上 来 确定 ) 
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([7]). РЕЈЕС АГА ЖЕЛ УЖ ЖЇК 
化 . WE G 的 正规 表示 的 - 例 为 它 的 主 系列 表示 є(х) 
该 表示 对 在 一 般 位 置 上 的 点 < 总 完全 不 可 约 的 ， 一 般 情 
АТ еа) 能 分 解 成 某 个 右 限 的 合 或 列 ， 吾 它 的 因子 
РЯ ЛАГА), ФЕ G 在 Banach 空间 中 的 任何 氢 - 
单 不 可 约 表 示 无 穷 小 好 等 从 
А z. 对 G 的 在 拟 - 完全 局 部 凹 空 
不 可 约 表示 ， 这 也 是 对 的 . 设 G 为 复 的 或 实 的 ， 代 和 夫 
考虑 ¿(ay 的 因子 ， 只 要 考 肯 它 的 子 表示 就 是 够 了 
(17). 在 G=SL(2, С) 这 她 简 单 的 情况 ， 表 示 
еб) НАЗЕ НОТА р, q Жр, ЗЕЕ А 
在 满足 齐 性 条 什 (Аха, Дх. ба Ока, ха) 
Юе ЕС“ (C1NI01) 的 空间 中 按 右 移 公式 
Ф(#)](х) =/(хд), x= (x,, x,), 9sG， 来 进 
行 . Жор, 4 ЖЕЗ. ¿(a) 包含 有 限 维 不 可 约 子 表 
Ж d(a) (在 x, x, 的 多 项 式 的 类 由)， 它 的 因 车 
是 完 金 不 可 约 的 . 车 p, 4 是 负 整数 时 ，efx) 具有 对 
偶 结 他 情况 下 ， 煤 e(x) 是 完全 不 可 约 
ПО. 这 时 6 - .一 对 应 于 革 些 数 偶 (р, а) 的 集合 ， 这 
ЮН p 一 4 是 整数， 且 模 去 了 关系 (р, дф) ~ (— p. 
0). та G 由 天 系列 的 表示 ( (p+ q) ИШ 
Ж) ( 见 宸 示 的 系列 (series of representations ))， 补 染 
别 的 表示 【0 生 p=g < 1) ШАМ О) 表示 
6o( ZH p=4=1 产后 ) 共同 组 成 . 设 GG 是 半 单 
的 连通 复 Lie 1, В 是 它 的 极 大 可 解 《Borel ) (E. 
令 M 是 极 大 环 面 ， 日 = МА 是 某 Cantan f 8, 又 
Фа 是 群 H 的 特征 标 ( 延 拓 到 В), ШО G 与 集合 
АИ 一 一 对 应 ， 其 中 A 是 所 有 特征 标 < 的 集合 而 
W=W, ëC 3 的 Weyl 群 (Weyl group) 
《57])， 对 于 “一 般 位 置 " 上 的 特征 标 ， 表 示 e(a) 是 
Ажан. 集合 G 的 描述 归结 为 某 些 双 线 性 型 的 
正定 性 的 研究 ， 但 最 终 的 描述 迄今 (1988) 仍 未 知 . 
对 实 Lie 群 ， 特 别 关注 在 所 谓 表示 的 高 散 系 列 ( discrete 
series of representations ) (L,(G) 中 的 直 和 ) КЖ 
列 的 所 有 不 可 约 表示 由 它们 的 特征 标 来 分 类 ([3]) ， 

ЕНЕ Lie 群 ([8]) 、 集 合 СЗТ 9'/G, 
这 里 9' 是 8 МНЕ], 而 G 在 9 ЕМЕН 
+ 9 十 伴随 表示 〔[9]) ， 对 立 是 用 执 道 方法 (orbit 
method ) 建 立 的 ([8]) 、 子 代数 b < 9 称 为 元 素 fe 
9” 的 极 化 Cpolarization )， 如 果 三 等 化 [5 , 5] В. 


dimb = йа — + dmo, 


其 中 пой f 2 сюн отежан). 
设 H Ж G 中 的 相应 的 解析 子 群 市 a 二 ef 是 H 的 特 
种 标 ， 则 与 了 相应 的 表示 u(x) Eh z 诱导 的 ， 这 时 
аб) 与 (es) ЭРНИ ЧА ЫЙ f, f, 位 
于 同一 轨道 Q 中 .在 C1 ЙПШДЕ F 02 ЖАНЕ 
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的 群 G= Z(3) 这 简单 情况 下 ,CY = { (4, m, v)] 
中 一 般 位 置 的 轨道 尾 二 维 平 面 1 = 常数 = O 及 平面 
¿=O Ф (и, у). -- 般 位 置 上 前 每 个 轨 间 对 应 于 
群 G 的 不 可 约 表 示 u{m)， 它 由 公式 


u(e,g)f(t) = tt, а). д), — © << %, 


决定 ， 表 示 空间 是 Hibert 25 E= L,(ço, — 0) 
该 表示 的 无 穷 小 算 子 与 算 于 dj dt, Еда, 141 一 致 ， 
其 中 了 是 E 中 忻 等 算 子 ， 该 结果 等 价 于 关于 自 伴 算 
f. P, Q 的 Stone-von Neumann 定理 ， 其 中 P, Q 
具有 换 位 子 关系 [P,Q] 一 给 了 对 每 个 点 (g, v) 对 
应 Z(3) 的 一 个 一 级 表示 (特征 标 ) . А0 可 用 类 
似 的 方法 描述 ， 而 参数 доно 取 值 于 复数 区 域 ， 轨 
道 方法 可 自然 地 推广 到 可 解 连通 Lie 铬 ， 甚 至 到 任意 
Lie 群 ; 一 般 情形 下 所 考 虞 的 轨 遭 是 9 中 的 轨道 
(这 里 о 是 g' 的 复 化 )， 它 们 满足 某 些 整数 条 件 
(08] ) 一般 情 形 的 研究 在 某 种 程度 上 归结 为 上 面 考 
虚 前 两 种 情形 ， 这 要 烙 助 于 诱导 下 示 理论 ([5])， 对 
于 具有 正规 子 群 N 的 半 直 积 G= НМ, Я N 和 子 群 
H жнр Адл И ИЕРГЕ G 的 不 
可 约 西 表示 (由 于 Леви-Мальыев 定理 (Les -Маг 
всу theorem )) .实践 上 ， 该 方法 仅 当 根 为 交换 时 才 
有 效 .研究 бой б) 的 另 一 种 方法 是 措 述 G 的 不 
可 约 西 表示 的 特征 标 ; 这 种 特征 标的 集合 与 6 一 一 对 
应 . НА. А. Киришов 提出 的 特征 标的 一 般 公式 
(18]) 的 正确 性 仅 村 少数 特殊 的 Le 群 关 得 到 验证 
(1988). 

G 上 函数 的 调和 分 析 ， 对 紧 Lie 群 ， 调 和 分 析 归 
结 为 将 函数 f(x) (хеб ) 展开 为 由 群 G ЖИЕН 
成 的 广义 Fourier 级 数 (L,(G) 上 Peter -Weyi 定理 
及 它 在 其 他 函数 类 上 的 类 似 ) .对 于 非 紧 Пе 群 ， 调 
利 分 析 苍 基础 是 在 [1] 中 引进 的 广义 Fourier 变换 


FG) S [f(x)e(a, x)dx, 


其 中 e(z, x) 是 初等 表示 e (a) 的 算 子 而 dx 是 G 
上 Haar ЖЖ. ШЖ ЕШ G 的 情形 引入 
L,(G) 上 的 反 演 公 式 ( Plancherel 公式 ( Plancherel for - 
mula) 的 类 似 )， 该 结果 被 推广 到 局 部 紧 么 模 群 ( 抽象 
的 Plancherel 定理 ( Plancherel theorem ))，Fourier Ж 
换 把 群 上 函数 的 卷 积 反 转 为 它们 的 ( 算 子 】Fourier 象 
F(a) 的 滋 法 ， 央 此 在 群 代数 研究 中 是 很 重要 的 工 
B. W G 是 半 单 Lie 群 。 则 算 子 F(w) 满足 下 列 形 


A.(a)F(a)= F(sa)A,(a), 


SEW,, i= 1,2, ЕФ А,(а) ЖЖЖИ, W. Ёл} 
称 空间 G / КЎ Му Ë ( K Ж G 中 极 大 紧 子 群 )， 
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而 W, 是 代数 9. 的 Weyl 群 ， 这 儿 ge OB G 的 
Lie 代数 的 复 化 . Зва /(x) 有 紧 志 祭 ， 则 算 子 两 数 
下 (4) 起 复 参 数 x МЖЖ. ， 对 群 代数 CY (б), 
DE{G)、 这 里 G БЕЯ Lie 群 ， 已 知道 经典 的 
Paky- Wiener 定理 {Paley-Wiener theorem) 的 2 似 
([7]) ;它们 是 这 些 代数 在 Fourier 变换 下 的 得 的 描 
述 ,这些 结 果 使 我 们 能 研究 群 代 数 的 结构 ， 它 的 理想 
利 表示 ; 特 剂 地 ， 它 们 被 用 于 群 G 的 不 可 约 类 示 的 分 
类 ， 对 其 些 寡 零 ( 亚 交 换 )Lie 群 和 Euclid 空间 中 的 
运动 群 也 知道 了 与 Paley - Wiener ХЕДИ. 

谱 分 析 问 题 .对 Lie Ж Т ела НА ДП АГАЕ 
ЯЛГАА ИЛЕЛАЛ Н — p N (151). Fl 
题 是 在 找 出 解析 的 方法 来 对 特 指 的 Lie 群 及 其 表示 实 
现 这 种 分 解 以 及 对 这 种 分 解 建立 唯一 判别 准则， 对 斩 
Же 群 ， 将 群 G 的 不 可 约 表示 g 限制 到 其 子 群 G。， 
DADB f riy ria (МУГ Ж (orbit method)). 
对 非 册 表示， 这 任务 本 身 还 必须 更 精确 地 陈述 ， 因 
为 在 这 样 的 表示 类 中 缺乏 完全 可 约 性 . 在 几 种 情况 
中 ,不 是 考虑 群 G 本 身 ， 而 是 它 的 群 代数 4 中 之 
=, ЯТ (spectral analysis ) 问题 是 作为 代数 4 的 
双边 理想 的 研究 来 处 理 的 ， 谱 分 析 (以 及 谱 综 合 
(spectral synthesis ) ) 问 题 也 与 群 G 及 齐 性 空间 G/ H 
上 【这 里 H 是 子 群 ) 的 函数 用 群 G 的 矩阵 元 的 线性 
组 合 来 通 近 的 问题 紧密 相连 . 

对 数学 物理 的 应 用 ，Cartan 是 首先 注意 到 Lie HE 
表示 论 与 数学 物理 中 特殊 萎 数 之 间 联 系 的 人 . 随 之 建 
立 了 主要 的 前 数 类 与 经 典 撼 阵 前 表 系 的 结果 
([10]) .实际 上 ， 这 种 联系 的 存在 性 对 特殊 函 煌 坪 论 
的 基本 问题 : 完 令 性 利 正 交 性 ， 微 分 和 递 推 关系 ， 加 
法 定理 等 证 人 了 新 观点 ， 且 使 得 能 够 探测 新 的 联系 和 
新 的 函数 类 .所 有 这 些 函 数 症 经 典 八 的 矩阵 元 或 其 修 
正 【特征 标 ， 球 函数 ]. 接 这 些 函 数 来 展开 的 理论 构 
成 了 齐 性 空间 G; H 上 ~- 般 调 利 分 析 的 组 成 部 分 ，Lie 
群 理论 在 数学 物理 中 特别 在 量子 力学 和 量子 场 论 中 所 
赵 的 基本 作用 是 由 于 这 些 理论 中 的 基本 方程 的 对 称 性 
《至 少 近似 地 ) 群 的 出 现 . 这 种 对 称 性 的 经 典 例子 包 
括 Einstein 的 相对 性 原型 【对 于 Lorentz 群 ) Мен- 
делеев 的 表 与 转动 群 表 示 的 联系 ， 同 位 施 理 论 及 基本 
粒子 的 酉 对 称 性 等 ， 同 理论 物理 的 联系 对 Lie 群 表示 
的 一 般 理 论 的 发 展 有 刺激 作用 . 
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Д. 1. Желобенко, М. А. Наймарк {# 
САРЕ) 可 微 与 解析 表示 的 概念 通常 是 与 强 近 扑 相 联 
系 ([9]) 的 . 
代数 D(G) (G 上 具有 紧 支 集 的 广义 函数 的 代数 》 
在 西方 常 记 成 E'(G). 记号 D(G) 常 作为 C? (G) 
的 同义词 使 用 . N 
近来 (1986 } ， 对 某 此 G 已 经 决定 了 б. х 
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(M. Duflo )， 对 G 是 分 裂 牧 或 半 单 的 实 Lie 群 
{Baldoni-Silva-Barbasch)， 关 于 这 方面 现状 的 综述 可 
参见 [A3], [A5]. 
对 实 的 约 化 Lie 群 ， 也 已 知道 Paley - Wiener 定理 
的 一 个 类 似 的 结果 (参见 [A7], [AIO]) . 
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石生 明 ж 许 以 超 R 
无 限 维 空间 [infinite - dimensional ѕрасе; бесконечномер - 
ное пространство ] 
一 个 正规 的 Т, УВ] Х (ЛЕЯ Я (normal spa- 
吧 ))， 使 得 对 于 任何 n = 一 1 ,0, 1, … 都 不 满足 不 等 
式 dimx <n, Ш Х#ф, ЖЕННЯ п=0,1, 
存在 X WU OPEL o, (БИРДИН o, ИЕА 
ЖИЙИ >n + 1. 无限 维 空 间 的 例子 有 Hilbert 
立方 体 (Hilbert сире) 1” 和 Тихонов 立方 体 ( Tikho - 
тоу сше) 下， 泛 函 分 析 中 碰 到 的 大 字数 空间 也 都 是 
ЖУЙ и 18, 
1809 T, ЯВ] ЖАА {小 ) ЗН (large 
(small) inductive dimension) 意义 下 的 无 限 维 空间 ， 如 


都 不 成 立 , # 习 是 无 限 维 空间 ， 它 就 是 在 大 归纳 维 数 
意义 下 的 无 限 维 空间 、 如 果 X 还 是 紧 空间 ， 它 也 就 是 
在 小 归纳 维 数 意义 下 的 无 限 维 空间 ， 一 个 度量 空间 是 
无 限 维 空间 ， 等 价 于 它 在 大 归纳 维 数 意 义 下 是 无 限 维 
空间 ， 存 在 一 些 有 限 维 紧 统 ， 在 小 {因而 在 大 ) 归纳 
继 数 意义 下 是 无 限 维 空间 ，( 截至 目前 ) 还 不 知道 是 
否 存在 一 个 紧 统 (或 一 个 度 是 空间 )， 在 小 归纳 维 数 意 
义 下 是 有 限 维 空间 ， 而 在 大 归纳 维 数 意义 直 却 是 无 限 
维 空间 . 

研究 无 限 维 空间 最 自然 的 方法 之 一 ， 是 引进 小 超 
БК md X 和 大 超 限 维 数 Ind X. 这 种 方法 在 于 把 大 
小 归纳 维 数 的 定义 推广 到 无 眼 序 数 上 ， 超 限 维 数 ind X 
和 Imd 忆 并非 对 所 有 无 黑 维 空间 都 有 定义 例如 ， 对 
Hilbert 立方 体 而 言 ， 两 者 均 无 定义 . 大 超 限 维 数 对 空 
ШОР ех. 但 ndU r =o, ЖаШ UP Ë n 
维 方 体 1"(n =0, 1,--) 的 离散 和 . 

若 超 限 维 数 ind X(md X) 对 正规 空间 Х 有 定义 ， 
那么 这 个 维 数 等 于 一 个 序数 ， 其 基数 不 超过 X iy 
УХ СКЕ WX) Е, а X 具有 可 数 基 ， 则 有 
mdX<o; # ХЫ, бл ШАХ <ю. 对 于 
度量 空间 ,也 有 IndX < o,. 车 z< o, 则 存在 紧 统 
S, 和 工 ,， 使 得 Ind 5, = a, dL, = wx， 对 任何 序数 
«<=, ЖЕШ Х,. (E nd X, = о. 
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如 果 赵 限 维 数 Ind X ж, ШЕ шах 
trae. JER nd X< Ind 多， 已 经 构造 出 一 些 度量 
紧 统 ， 使 得 超 限 维 数 Dd X 有 定义 , 并 且 ov < nd X 
< Ind X. 

如果 空间 天 的 越 限 维 数 nd X(tIndXX) 有 定义 ， 
ЖЖ ЯК ind4 (ind 4) 对 任何 (任何 闭 ) 集合 
АсХЖЖХ, ЖАТ пал < idXx(mndas 
Ind X) Ж. 

对 于 正规 空间 X 093 K dk ñ X, sŠ шарх 
= Шах йу. 一 个 正规 空间 X, ЖИНИ c. H 
限 维 数 Id X < a, 则 有 一 个 紧 化 bX, KD BP т, 而 
维 数 db XS a. 存在 一 个 具有 可 数 基 的 空间 L, 其 
维 数 іл = оз, 使 得 其 有 可 数 基 的 任何 紧 化 5， 其 
维 数 不 满 足 ind bX = o,. 一 个 可 度量 化 空间 只 ， 如 
困 有 超 限 维 数 Ind 只 = K， 则 该 空间 有 一 度量 ， 使 得 它 
关于 这 个 度量 的 完全 化 CR 具有 维 数 indCR= а. 
一 个 具有 可 数 基 的 可 度量 化 空间 R, RA B R ES 
ind R = xw， 则 该 空间 有 一 上 度量 ,使 得 它 关 于 这 个 度量 
的 完全 化 CR 其 有 谁 数 ind C R = x. 

大 或 小 超 限 维 数 有 定义 的 空间 类 与 可 数 维 度量 空 
间 类 有 紧密 的 联系 .如 果 一 个 完全 度量 空间 是 可 数 维 
空间 ， 则 其 小 超 限 维 数 有 定义 ; 车 小 超 限 维 数 对 具有 
可 数 基 的 度量 空间 有 定义 ， 则 该 空间 是 可 数 维 空间 ; 
如 果 太 超 限 维 数 对 一 个 庶 量 空间 有 定义 (特别 是 ， 如 果 
是 一 个 有 限 维 空间 }， 则 该 空间 是 可 数 维 空间 ， 大 起 限 
维 数 对 可 数 维度 量 紧 统 有 定义 . 空间 (了 是 可 数 维 空 
问 ， 并 且 是 无 限 维 空间 .Hilbert 立方 体 下 是 可 数 维 空 
1]. 

а R Een 8k stss aj Е РНЕ t — 
个 性 质 : a ) 存 在 一 个 有 限 对 一 (但 一 般 并 非 对 任何 
k=1, 2, 77 上 上 对 一 ) 的 连续 闭 映 射 ， 拒 一 个 鹤 维 
虚 重 空间 映 成 R; b ) 存 在 一 个 可 数 对 一 的 连续 亲 映 射 ， 
把 一 个 零 维度 量 空 间 映 成 RR; с) R 是 可 数 零 维 空间 
{countably zero - dimensional space ). 

有 关 把 п 维度 量 空 间 表 为 n + 1 个 零 维 子 集 之 和 
或 表 为 一 个 办 维度 量 空 间 在 《n+ 1) 对 一 的 过 续 闭 映 
射 之 下 的 象 的 定理 表明 ， 考 虚 可 数 维 {度量 ) 空间 类 
是 自然 的 ， 并 生 表 明 这 类 空间 与 有 限 维 空间 类 相近 . 
正如 有 限 维 的 情形 一 样 ， 在 权 <+ 的 可 数 维度 量 空间 
的 关中， 存在 一 个 可 数 维 空 间 ， 是 同 胚 入 人 意义 下 的 
万 有 空间 . 

如 果 一 个 正规 空间 可 表 为 其 可 数 继 二 空间 的 有 限 
和 碾 可 数 和 ， 则 该 宝 问 就 是 可 数 维 空间 .可 数 维 完满 
正规 空间 的 子 空间 是 可 数 维 空间 . 

下 述 定理 说 明 可 数 维 与 非 可 数 维度 重 空 间 之 间 的 
关系 : 车 度量 空间 R 与 8 УШКАН f: R S 是 连 
ШИИ, # R 是 可 数 维 空间 ， 而 S 是 不 可 数 维 空 
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h], ЛИ (ye S: | 广 'y| > c} 也 是 不 可 数 维 空间 . 

除了 可 数 维 空间 外 ， 纶 可 数 维 空间 类 也 是 有 限 维 
空间 类 的 自然 扩充 ， 如 果 只 考虑 可 点 量化 空间 ， 则 梯 
可 数 维 空 间 介 于 有 限 维 宅 间 与 可 数 维 空间 之 问 。 存 在 
人 数 维 府 量 紧 统 ， 不 是 玛 可 数 维 空间 ， 而 LJ 既是 弱 
可 歼 维 空间 ， 又 是 无 限 维 空间 . 更 可 数 蕉 空间 的 闭 子 
空间 是 弱 林 数 维 空间 ， 一 个 正规 实则 如 果 可 直 为 其 弱 
可 数 维 闭 子 集 的 有 限 和 或 可 数 和 ， 则 是 到 可 数 维 空 
ml. 

TE 85 0 BÉ ҖЕТЕ 305 [8] 28 55 88 ЕЕЗ 
"h. ЖЖ СЕНАЖ ТА) 万 有 空间 .就 具 可 数 
基 的 空间 而 言 ，Hilbert 立方 体 的 子 空间 1° 是 一 个 例 
+. 这 个 半空 间 由 只 有 有 限 多 个 坐标 非 零 的 点 组 成 . 
空间 没有 弱 可 数 维 紧 化 . 

上 面 考虑 过 的 所 有 各 类 无 限 维 空间 ， 例 如 与 Hibert 
立方 体 相 比较 ， 都 是 “不 很 无 限 维 的 空间 " 。 如 何 村 别 
“不 很 光 限 维 的 空间 ”与 “很 光 限 维 的 空间 ”的 问题 ， 
是 由 П. С, Александров 55 Ю. M. Смирнов 引进 
A 弱 与 8 能 泡 限 继 正 规 空间 以 及 4 强 与 S 强 无 限 维 
正规 空间 的 概念 而 解决 的 .任何 有 限 维 空 间 都 是 5 Эй 
ВАН, ПНЕ 8 32 E F] В 4 ЮЖ 
限 维 空间 空间 LU 是 4 弱 无 限 组 空间 ， 但 却 是 S 
强 无 限 维 空间 . 

ЖИЕН. л 弱 ( 强 ) не (Ж) ШЕЮ 
定义 是 等 价 的 ， 因 此 4 (28) ШЕКЕ ИЕЛЕ 
(R) 紧 统 ( weakly (strongly ) infinite-dimersional 
compacta). Hilbert 立方 体 是 强 无 限 维 紧 统 、 也 存在 无 
限 维 紧 统 及 到 无 限 维 紧 统 . 

А Ж (S 38) 无 限 维 空间 的 闭 子 空间 是 4 8 (8 
弱 ) 无 限 维 空间 . 一 个 正规 空间 如 果 是 其 5 АВИВ 
иена, © жий ж S 别 无 限 维 空间 ， 一 
个 仿 紧 统 如 果 是 其 A 蚤 无 限 维 闭 子 集 的 有 限 和 或 可 数 
和 ， 它 本 身 也 是 А 弱 无 限 维 空间 ， 一 个 超 传 正规 空间 
如 果 是 其 4 贡 光 限 维 子 集 的 有 限 和 或 可 数 和 ， 它 本 身 
也 是 4 弱 无 限 维 空间 . 

能 可 数 维 仿 紧 统 是 4 弱 无 限 维 空间 . 遗传 正规 的 
可 数 维 空间 是 4 弱 无 限 维 空间 . R. Pol[3) 构造 了 
一 个 弱 无 限 维 但 却 不 是 可 数 维 的 度量 紧 统 ， 

研究 任意 的 8 弱 无 限 维 可 度量 化 空间 归结 为 研究 
紧 的 情形 ， 理 由 如 下 : 度量 化 空间 R 是 8 弱 无 限 维 
空间 的 必要 和 充分 条 件 是 ， 它 可 以 玻 为 一 个 弱 玫 限 维 
紧 统 与 有 限 维 开 集 О, n = 1 , 2，… 之 和 ， 使 得 对 任 
何 离散 点 列 


2 
存在 一 个 集合 0,( 依赖 于 该 点 列 )， 含 有 自 某 个 点 开 
RBI х,. 
下 述 定理 提供 了 另 一 个 办 法 来 研究 无 限 准 紧 统 ， 


以 代替 研究 任意 的 S 舅 无 限 维 空间 : 5 яй ХАЖ 
闽 的 极 大 紧 化 是 弱 泡 限 维 空间 ， 轰 为 + 的 任何 S Я 
无 限 维 正 煤 空 间 具 有 权 为 的 弱 无 限 维 紧 化 . 4 38 
无 限 维 空间 1° 的 所 有 紧 化 都 是 旨 无 限 维 空间 . 

一 个 紧 统 是 强 无 限 维 空 间 的 必要 充分 条 件 是 ， 存 
在 连续 映射 人 :天 一 J”, 使 得 对 任何 集 合 


r= {у= (уе :y=0. 1>n} 


(ЖИЛЕТ n улг), М уя fu 上 的 
限制 是 一 个 本 质 映 射 ( cssential mapping ) . 
存在 一 个 无 限 维度 量 紧 统 ， 其 任何 非 空子 空 间或 
为 稚 继 空间 ， 或 为 无 限 继 空 间 - 此 外 ， 任 何 强 无 限 维 
度量 紧 统 都 包含 一 个 子 紧 统 ， 其 任何 非 空子 空间 或 为 
零 维 空间 ， 或 为 无 限 维 空间 ， 任 何 强 无 限 维 紧 统 均 包 
含 一 个 无 限 维 Cantor E. 
所 有 可 分 Banach 空间 都 其 向 此 同 是 的 А 强 无 限 
维 空间 ， 并 且 同 胚 于 可 数 多 条 直线 之 积 . 
参考 文献 
(11 Александров, H.C. , 
теорию размериости.., М., 1973. 
[2] Engelking, R.. Transfinite dimension , in С.М. Reed 
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is not countable dimensional , Proc. Ате. Май. Soc ， 
82 (1981), 64 — 636. Б. А. Пасынхоь 3 
{ 补 广 】 一 个 空间 如 果 可 以 表 为 可 数 多 个 有 限 维 子 集 
之 并 ， 则 称 为 可 数 维 空间 ， 亦 见 可 数 零 维 空间 { counta- 
ble zero -dimensional spaoe ) . 
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无 限 对 策 [infinite game ; бесконечная нгра] 

一 种 有 无 限 局 中 人 策略 集 的 非 合 作对 策 (non - 
соорегайуе game )， 特 别 是 二 人 零 和 对 策 (two - person 
zero -sum рапе). 设 

г=Х. 7. XI H... H. 

为 有 n 个 参加 者 的 无 限 对 策 С. Berge ([1]) 指出 ， 
如 果 Х|, +, X, 是 局 部 凸 的 紧 线性 拓扑 Huusdorfr 
空间 支付 函数 H. Е.Х, БЖ, ВХР хє 


X, MIEL (= 1，…，m， 那 么 对 策 r 有 平衡 点 
( 解 ) ， 还 可 指出 [2])， 如 果 X, E E Havsdorf 空 
m. 万 ,在 2 X. 上 连续 ， ;一 1 …, n, ЖА r 


在 混合 策略 中 有 平衡 点 、 然 而， 并 非 所 有 无 限 对 策 都 
有 平衡 点 ， 即 使 是 在 混合 策略 中 ， 例如， 对 于 局 中 人 
策 咯 集 是 整数 集 ， 支 付 函 数 有 形式 为 


1, m>n, 
H(m,n)= 0, т=п, 
—1, m<n. 


的 二 人 零 和 对 策 就 不 存在 值 ， 研 究 最 充分 的 正规 形式 
的 无 限 对 策 其 是 无 限 二 人 替 和 对 策 ， 特 别 是 单位 正方 形 
上 的 对 策 ( game on the unit square ) . 

参考 文献 

[l] Berge, С., Théorie générale des jeux à п pemonne, 
Gauthier - Villas , 1957. 

[2] Glisbeg, 1. L, , A further generalization of ће Каки - 
таш fixed point thcorem with applcation to Nash equi - 
librium points, Рюс Атет. Май. Soc. 3 (1952), 
1. 170 — 124 Е, Б, Яновская # 史 树 中 详 

无 限 归纳 法 [infinite intmetion; бесконечная индукцин ], 
Сатар 法 则 (Сатар гше), w 法 则 (оге) 
具 才 无 限 多 个 前 提 的 一 个 非 初等 推导 法 则 ( deriva - 
tion rule )， 更 确切 地 说 ， 在 某 座 辑 数学 语言 中 ， 设 变 
数 x 在 自然 数 上 变化 ， 并 且 设 ф(х) 是 该 语言 的 一 
个 公式 .如 果 无 限 多 个 公式 
Ф(0), (1), =". (л), 
中 竟 每 一 个 都 可 以 推导 出 ， 那 么 无 限 归 纳 法 则 断言 公 
式 V xe (x) 也 可 推导 出 。 
在 推导 公式 的 过 程 中 使 用 无 限 归纳 法 则 常常 使 得 
一 个 推导 的 存在 性 问题 成 为 不 可 判定 的 .包含 о 法 则 
的 公理 系统 称 为 半 形 式 理论 ( semi-formal theory ) {或 
半 形 式 公理 系统 (semi -foimal axiomatic system)). 半 
形式 理论 在 证 明 论 ( proof theory) 中 起 着 重要 作用 ， 
为 了 使 得 理论 中 的 推演 概念 是 能 行 的 ， 必 须 附加 另外 
的 限制 以 保证 诸 前 提 可 以 被 能 行 地 推导 出 ， 例 如 ， 可 
以 要 求 诸 前 提 的 推导 以 由 某 一 般 递 归 函 数 所 枚 举 (所 
经 知道 ， 附 加 了 构 斗 作 元 限 归纳 法 则 的 形式 算术 (arith - 
metic, formal) 关于 经 典 真 值 是 完 余 的 .通过 按 步 语义 
系统 的 方法 ， 无 限 归纳 法 刚 在 构 作 构造 数学 的 语义 中 
也 找到 了 应 用 . A. Г. Драгалин $ 
ОК о ИА за А ДІ 
(complete induction rule ) 
参考 文献 
ГАТ] Barwise. J.. Infinitary logics, in Е. Agazi (cd.) 
Modem togic— а suney . Reidd, 1981, 93 — 112. 
РЕЖ Ж 
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Па +и,) (s) 


的 表达 式 ， 其 中 包含 无 穷 多 个 因子 〔 数 或 函数 )， 每 个 
因子 都 不 为 等， 一 个 无 穷 积 称 为 收 伊 的 《convergent )， 
如 果 部 分 积 
p= +) 
的 序列 当 n -~ оо 时 存在 非 替 极限 . 这 个 无 穷 积 的 什 
(walue ) 是 极限 
im p, = Р, 
记 为 
Йа +u )= Р 
Б 
一 个 无 穷 积 是 收敛 的 ， 当 且 仅 当 级 数 
itu) 
£ 


ЖАЙ. 因此， 无 穷 积 收效 性 的 研究 化 为 级 数 收 合 
性 的 研究 ， 无 穷 积 《*) 称 为 fE yl R ЖИЙ (absoluely 
convergent )， 如 果 无 穷 积 


Да tlu,) 
ЖЖ. ЭСА (9) hye ЖЕ ЯК} 1: ЖЕ 
级 数 = 
Уа 
КЕ 


а. 一 个 无 穷 积 具 有 重 排 性 《 由 它 的 值 与 因子 
的 次 序 无 关 )， 当 上 且 仅 当 它 是 绝对 收敛 的 . 
ШЕЙ z 平面 的 一 个 区 域 D 中 定义 的 函数 


1+u =l+u(2) 
ЖОЛИГЕ ЖЕК (+) 在 D 中 炭 一 致 收敛 的 《uni- 


formly convergent )， 如 果 部 分 积 р, (z) 的 序列 在 DD 中 
一 致 收 化 于 非 堆 极限. 在 实际 应 用 中 的 一 个 非常 重要 
的 情况 是 某 些 因子 在 р 中 具有 和 零点， 使 得 在 任何 崇 集 
天 = 有 中 至 多 有 有 限 个 零点 ， 收 敛 的 概念 可 以 推广 如 
F: 无 穷 积 (*) 区 为 在 D 内 部 【绝对 ， 一 致 ) QA 
的 ， 如 果 对 于 任何 紧 集 及 cD， 存 在 数 N< N (K), 
使 得 对 于 КЕМ, —АЛ 11+ xfz) 天 0， 而 部 分 积 
Па +a, (2)) 


的 说 列 在 K 上 《〔 绝 对， 一 致 ) ТАРЕ. ШЖ 
一 切 因 子 在 D 中 都 是 解 忻 的， 并 且 无 穷 积 在 D 内 部 
一 致 收 伍 ， 则 它 的 极限 是 D 中 的 一 个 解析 画 数 、 

上 .Vite(1593) 在 研究 化 圆 为 方 问题 时 首先 过 到 
了 无 穷 积 ， 他 把 数 л 解析 地 表示 为 下 列 无 穷 积 : 
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2 1 1 1 1 
== рхо /一 + 二 J— x 
л М2 2 + 2 NM 2 


2 2 V2 #2373 
数 的 另 一 个 表示 式 应 归功 于 J. Walls ( 1665): 


.3.5.5.1.2... 
K 2 4 46 6 % 7 


无 穷 积 是 表示 明显 指出 其 零点 的 解析 函 孝 的 重要 
工具 ; 对 丁 整 西数 (cntire function)， 它 们 类 似 于 多 项 
式 的 因 式 分 解 . 亦 见 Basehke 积 (Blaschke product ); 
关于 无 穷 积 的 Welerstrass 定理 ( Weierstrass theorem); 
典范 积 (canonical product). 
参考 文献 

[1] Иль. В. А., Попак, Э. Г., Осжеы математи- 
ческско анализа, 3 юд.,ч. 1, М., 1971 (ЖЖЖ: 
Піл, V. А. and Pomyak, Б. G., Fundamentals of 
mathematical analysis, 1, Mir, 1002). 
12] Шабат, B. В., Введение в кномплексный анализ, 2 
мд.,ч.1-2, М., 1976. 
13] Бицаде, А. В., Основы теории аналитических фун. 
пий комплексного переменного, 2 изд., М., 1972. 
В. Д. Соломенцев 所 
【 补 注 】 亦 见 关于 整 函 数 的 Hadamard 定理 (Hadamard 
theorem ) 
参考 文献 
[A1] Conway, J. B , Fuactions of оле complex variable, 
Springer, 1984 (ж: J B. жж, ЖЕШ. L 
海 科学 技术 出 版 村 ，1985 
[A2] Holland, А. 5. В., Introduction to the theory of 
entire functions , Асай. Press , 1973. 张 鸿 林 译 


无 限 连通 区 域 [infiitay comected domain 或 domain of 
infinite conmectedress ; бесконечносвязная область] 

其 基本 群 ( fundamental group ) 不 是 有 限 生 成 群 的 
КИ. 无限 连 通 区 城 的 概念 通常 用 于 扩充 复 平面 上 的 
区 域 ， 这 时 ， 上 述 定义 等 价 于 如 下 事实 : 区 域 的 边界 
由 无 穷 多 个 边界 连通 分 支 组 成 - 无 限 连通 区 域 的 拓扑 
性 质 为 П.С. Урысон 所 研究 ([1]). 无 限 连通 区 域 上 
的 解析 两 数 和 单 叶 函 数 的 理论 基础 刚 主 要 由 P. Koebe 
([2]) 和 Н. Gritzsch([3]) Ж. 
参考 文献 

[1] Урысон, П.С., Труды no топологии и другим об. 
ластям математики, т. 1, М..Л., 1951 
[2А] Koebe, Р.. Ueber die Unifomisierung beliebiger analy- 


tischer Kurwen , Масйг. без. Wiss, Gettinger (1909). 
324—361 

[2B ] Koebe. Р.. Zur konformen Abbildung unendlichviclfach 
zusammenhangender schlichter Beriche auf Schltzberei- 
Che, Nachr. Сез. Wiss, Giottingen (1918), 60 ~ 71. 

[ЗА ] Grotzsch , Н. , Zum Parallelschiitatheorem der konformen 
Abbildung schlichter unendlichviclfach zisammenhiingen- 
der Bereiche, Ber. Verh. Sachs. Акай. Wiss. Leipzig 
Мий. Natuwiss. Kl.. 83(1931), 185 — 200. 

[3B] Grótzch, Н., Das Kreisbogenschlitztheorem der kon- 
formen Abbildung schlichter Bereiche ，Ber Verh. Siichs. 
Акай. Wiss Балу Math. Natunviss. КІ, 83( 1931), 
238 — 253. 

[3С] Grótzch, Н. „ Ueber die Verzerrung. bei schlichter kon- 
former Abbildung mehrfach zusammenhiingender schlich- 
ter Bemiche Ш, Ber. Verh. св. Айай, Wiss, Lei- 
reig Май. Natwwiss. KI., 83 (1931), 283 — 297. 

[36] Gritzch , H. , Ueber Extremalprobleme bei schlichter 
konfomwr Abbildung schlichter Bcrciche, Вт. Рен. 
Süzhs. Акай. Wis, Leipgrig Math. Naturwis: KI., 84 
(1932), 3-14 

П. М, Тамразов {Ж DRE, ИШЕ W 
36 ія л. [ nfinštely - distant elements 或 infinitely -remote 
elements ; бесконечно удаленные элементы], 5 #77 
{ improper jemens )， 理 起 元 (ideal elements) — ` ` 
Жа ЖОМ 822 ИРЕ ВО О, E 
线 ， 平 面 等 ) . 无 穷 远 元 是 “实在 的 ”无 穷 《infimity ) 在 
各 种 数学 理论 中 所 呈现 的 形式 之 一 ， 无 穷 远 元 只 有 在 
一 “有 限 ” 空 间 的 某 一 具体 紧 化 的 背景 下 考 瞄 才 是 有 
意义 的 ， 这 一 事实 显示 了 有 限 和 无 限 之 间 的 连续 联 
£ ,由 有 限 维 Euclid 空间 最 常用 的 紧 化 方法 而 得 到 的 
几 种 无 穷 远 元 可 描述 如 下 : 
1) 和 如果 引 人 无 穷 远 元 (点 90 和 +оо), Жай 
及 完全 化 为 紧 的 扩充 数 轴 (extended number ань) R, 
它 同 胚 于 一 【 团 ) 线 段 . 另 一 种 紧 化 方法 是 将 及 ЖА. 
于 实 射影 直线 P (К), АЖЕТ 5 ( 见 射影 空 
间 (projective space) ); 这 时 R 由 一 个 唯一 的 无 穷 远 点 
( infinitely- distant point) co 完全 化 . ` 
2) 有 限 复 平面 C п E —B82633 3885 oo 后 
ЗАИТ АНЕ В (ргојесіме staight Ше) Ë Riemann 
球面 S? (Euchd 空间 R: 中 的 单位 球面 )， 
3) n 维 实效 空间 R'(n 21) Е — 07087 
这 点 oo 后 完 会 化 为 紧 的 扩张 数 空间 И", ИШЕСЕ 
5S”"， 此 间 讶 可 用 球 极 平面 投影 ( stereographic projection ) 
直观 地 说 明 , 另 一 种 紧 化 方法 是 将 R" ШАР n 维 实 射 
影 空间 Р,(Е). н> 1， 则 这 两 种 紧 化 方法 不 同 压 、 
例如 ， 在 射影 平面 P; (R ) 中 平行 直线 对 应 于 同 
一 个 无 羞 远 点 ， 而 不 同 的 无 穷 远 点 对 应 于 不 平行 的 直 


Ж. 平面 P;( 及 ) 的 全 体 无 穷 远 点 构成 无 穷 远 直 线 ( n- 
finilely -distant straight line) 类 似 地 ,出 影 空间 P; (В) 
中 每 一 平面 被 一 万 穷 远 直 绕 完全 化 ，P, (及 ) 中 所 有 的 
无 穷 远 点 和 无 宠 远 直线 构成 无 穷 远 半 面 .一 般 地 ， 
P,(R ) 中 维 数 小 于 或 者 等 于 (nm — 2) ËJ 353 383618 
J (n — 1) # ж 3 Ж sP TR (infinitely -distant hyperp- 
lane), т 

4) п 维 复数 空间 Cr" (n > 1) 的 一 个 紧 化 可 由 将 
C'RABJE n 维 射 影 空间 Р (С) 而 得 到 . 同样， 
P,(C) 中 维 数 小 于 或 者 等 于 (n 一 2) 的 无 穷 远 元 构成 
(n 一 1) 维 无 穷 远 超 平面 另 一 种 紧 化 方法 是 将 C" y 
充 到 扩充 复 空间 ( extended complex space) С", JE 
n + САИН. 当 n>1 时 ， 空间 P (C) 和 C' 
ЖЕ. С" 的 无 穷 远 点 是 其 中 至 少 有 一 个 坐标 分 量 
z= oo 的 点 了 = (21, 75, z). 空间 G" 的 所 有 无 穷 
了 点 自然 地 分 成 个 集合 

М, = {zeEC":z, = %, z EC , k v), 


每 个 集合 M, МИ ЮЕ п Y. (оо, oo ) 属于 
所 有 的 M.,v= 1， n. 对 于 C" 上 的 实 函 数 ， 也 可 
使 用 一 点 紧 化 【 见 Александров Ü (k ( Akksandrov 
сотрасібсабоп)) С", ШЕТ 她 "以及 球面 S°". 
参考 文献 
[1] Bourbaki, N., Elements of mathematics, General topo- 
logy ，Springer 1988 (#ҢЕХ) 
[2] Ефимов, Н. В., Высшая геометрия, 5 m3a., M., 
эп. 
[3] Hanshome, R., Foundations of projetive geometry, 
Benjamin , 1967. 
14] Фукс, B. A., Введение в теорию аналитических 
функций многих комплексных пефеменных, M., 
1962 ( 英 译 本 : Fuks, В. А., Introdudion to (ће the- 
оу of analytic functions of sevemd complex айас, 
Amer . Май. Soc., 1065. 
15] Шабат, Б, В., Введение в хомплексный анализ, 
2 ma... 1-2, М., 1906. 
Е. Д., Соломешев Ж ИЖ Ж Ve 


无 穷 可 分 分 布 [infinitely -divisiae distribution ; безгравнчно 
деламае распределенне ] 

对 于 任何 n =2,3, —, ШЫ n МЕЖ 
分 布 的 合成 { 着 积 ) а. 无 穷 可 分 分 布 的 定义 
对 直线 与 有 穷 维 Eucld 空间 上 的 分 布 ， 以 至 某 些 其 他 
更 普 谢 的 情形 都 同样 适用 ， 下 而 仅 考 内 一 维 情 形 ， 

ЗУГАА ИНЕ (е) ЖЕ УЭЕ ИНИ) 


为 男 一 特征 函数 的 n 次 筹 : 
= 0,00) 
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无 穷 可 分 分 布 的 例子 包括 正 态 分 布 (normal distri - 
bution )，Poisson 分 布 《Poisson distribution), Cauchy 
分 布 【Cauchy distibution ) ， 与 x? 分 布 【 chi-squa- 
red ”dstnibution ) 无穷 可 分 性 这 一 性 质 最 容易 用 特 
征 阔 数 来 检验 ， 兆 穷 可 分 分 布 的 合成 以 及 无 穷 可 分 分 
布 的 弱 收 敛 序 列 的 极限 ， 仍 然 是 无 穷 可 分 的 . 

定义 在 某 个 概率 空间 上 的 随机 变量 称 为 无 穷 可 分 
(infinitely divisible ) 的 ， 如 果 对 任 入 n ， 它 可 以 表 为 定 
义 在 该 空间 上 的 n 个 独立 阿 分 布 的 随机 变 重 之 和 . 每 
一 个 这 种 变量 的 分 布 是 无 穷 可 分 的 ， 但 反之 不 恒 真 . 
例如 ， 考 虑 由 {0,1, 2, 组 成 的 离散 概率 空间 并 
БАШ Poisson 概率 

P(m)= е (m=0,1, ). 
随机 变量 XX(m ) = т ЛВ 357 ГАО, #ЕШЕ ЖИЕ 
率 分 布 (Poisson 分 布 ) 却 是 无 穷 可 分 的 . 

无 穷 可 分 分 布 首先 出 现在 与 随机 连续 、 有 平稳 独 
立 增 明 的 齐 次 随机 过 程 有 关 的 研究 中 ( 见 平稳 增 量 随 
机 过 程 (stochastic process with stationary increments ) ; 
独立 增 量 贿 机 过 程 ( stochastic process with independent 
increments )) ( 见 [1], [2], [3]). 这 类 过 程 X(+) 
(т 20) ЖЕТКЕ: 1) Х(0) = 0; 2) 增 量 X(r,) 
—Х{т‹) (z: >т) ИЗЧАКАТ т.т; 3) 
对 于 ri S. Su, WE 


Х(т;)— Хт) X(z.) Хал) 


是 相互 独立 的 随机 变量 ，4) 对 任意 > 0， 当 rr — 0 
时 


Р(|Х(т)| > г) -= 0. 


此 运程 对 于 任 一 + 的 值 (rzr)， 是 一 无 穷 可 分 的 随机 
变量 ， 其 相应 的 特征 函数 满足 关系 式 


六 人 一 人 9D) 


这 类 过 程 的 f (r) 的 一 般 形 式 一 在 方差 DX(T) 为 
ЖЭНЕ Т ———Н A. Н, Колмогоров ([2]) 求 得 
( 它 是 下 述 无 穷 可 分 分 布 典 范 表 示 的 一 种 特殊 情形 ) . 

无 穷 可 分 分 布 的 特征 函数 恒 不 为 零 ， 且 它 的 对 数 
{ 在 主 值 意义 下 ) 有 如 下 形式 的 表示 : 


Юу) = уг { L(u, t) інш 


25 


dG(u) 

(*) 
(Ж 1&уу-Хинчин 典范 表示 { Lévy -Khinchin сапо- 
nica] representation))》， 其 中 “ 
йч 
1+a 
7 为 某 一 实 常数， 而 G(u) 为 一 有 界 变 莽 的 非 减 函数 


Ци, л) вае -1- 
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B G{ 00) =0. 被 积 函 数 在 u= 0 处 的 值 取 为 
1272. РАР у 及 等 一 有 上 述 性 质 的 函数 G, 
公式 (*) 都 确定 某 一 无 穷 可 分 分 布 特征 画 数 的 对 数 
在 无 穷 可 分 分 布 与 二 元 但 (?，C》 之 间 的 对 应 是 一 对 
一 且 双 连续 的 【bicontinuous ) ， 这 意味 着 -- 列 无 穷 可 
АВ За Г А, SB n 
-= о нў у, = уН G, Е G. 

# 5 U(x) =0, х0, U(x) =1, x>0 
那么 ， 为 了 由 公式 С) 得 到 数学 期 望 为 a 及 方差 为 
с? КЕБА, 


ута, G(x)=0 U(x). 
对 于 参数 为 1 的 Poisson 分 布 ， 须 有 
у= Ф,б(х)= 4 Ш(х-1). 
对 于 密度 为 


1 


p(x)= TIPS 


的 Cauchy 分 布 ， 须 有 
y=0, G(x)= 1 аюаах+ + . 


就 纯 “ 技术“ 的 观点 而 言 ， Jaa (v) 是 方便 
的 【由 于 G 为 有 界 变 差 这 一 事实 ) ， 但 是 函数 G 没 
有 真 接 的 概率 意义 ， 为 此 ， 也 则 时 使 用 无 穷 可 分 分 布 
的 另 一 种 表示 形式 ， 它 有 直接 的 概率 解释 . W EM 
М(и) 与 N(u) 分 别 对 WW<0 与 4>0 由 如 下 公式 
定义 : 


ами) = Lt ~ dG(u ), 


ам(и)= 1587 ави), 


M(— о) = №) =0. 


这 两 个 函数 部 是 非 减 的 ， 对 u < 0, M(u) 20, 对 
#>0, №и) S 0; 在 0 的 邻 域内 它们 可 以 是 无 界 
№. 如 果 用 . a? 表示 G 在 零点 的 跳 ， 那 么 公式 (+) 
可 重 写 如 下 : 

7OD= 


=iyt— + ot + Í L(u,t)4M(u)+ 


rÍ Le, ама) 

2, 
(16у 典范 表示 (Lévy canonical representation), #1 
Жай. йй M 与 N 描述 满足 条 件 

六 (=zAo) 
的 齐 次 独立 增 量 过 程 X(+) 中 变量 的 跳 颇 频率 ， 无穷 


可 分 分 布 在 概率 论 的 极限 定理 中 所 起 的 重要 作用 在 
于 ， 这 些 且 只 有 这 些 分 布 ， 才 可 能 是 服从 渐 近 可 忽略 性 
【asymptotic negligibility ) 和 要求 的 独立 随机 变量 之 和 的 
极限 分 布 、 为 此 ， 考 虑 相互 独立 随机 变量 的 三 角 阵 列 
х7. X i (n=1,2,-.), 然后 选择 有 无 穷 可 分 
分 布 《 称 为 伴随 无 穷 可 分 分 布 (accomparying infinitely - 
divisible distribution )) 的 相互 独立 随机 变量 Үл, с, 
Үш; 变量 了 前 特征 函数 Q. (1) 由 变量 X,, 的 符 

征明 数 f,, (t ) 来 确定 ， 使 之 保持 如 下 基本 性 质 : 和 

ГА 

Lx, - A, 

Г 
的 分 布 收 敏 于 一 极限 分 布 { 对 于 适当 选择 的 常数 А), 
анай 


收 敏 于 间 一 极限 分 布 .对 于 有 对 称 分 布 的 X,,， 即 到 
ga (D) =ep(/,,G)— 1) 


对 其 他 情形 ，g。 的 表达 式 要 复杂 些 ， 而 且 还 包含 х, 
的 所 谓 蕉 尾数 学 期 望 ， 无穷 可 分 分 布 的 性 质 由 组 成 其 
上 典范 表示 的 各 部 分 函数 所 刻画 . 例如 ， 无 痊 字 分 分 布 
函数 Р(х) 为 连续 ， 当 且 仅 当 [° u 24G(u)= ә. 

无 穷 可 分 分 布 的 一 个 重要 特殊 情形 是 所 谓 的 稳定 
分 布 【stable distribution ) . 亦 见 无 穷 可 分 分 布 的 因子 
分 解 ( infinitely - divisible distributions , factorization оГ). 
жш 
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无 穷 可 分 分 布 的 因子 分 解 [infinitely -divisible disnibutions, 
factorization of; безгранично делимых распределений 
разложение | 

ЗВГ Е y ЖЕ ЖЕГЕ 4 
未 ,参与 无 穷 可 分 分 布 因 子 分 解 的 分 布 称 为 此 因子 分 
解 的 分 量 . 

某 些 无 穷 可 分 分 布 的 因子 分 解 可 以 有 非 无 穷 可 分 
的 分 嫩 ([1])， 无穷 可 分 分 布 的 因子 分 解 理 论 移 一 个 
重要 任务 ， 就 是 描述 那些 具有 排他 性 的 无 穷 可 分 分 量 
的 无 穷 可 分 分 布 类 1,. 1, 的 代表 成 员 包 含 正 恋 分 布 
( normal distribution ) ，Poisson 分 布 ( Poisson distribu - 
боп) 以 及 它们 前 合成 ( 见 Lry-Cramgr 定理 ( Lévy- 
Cramér theorem )) . 

在 类 І, 的 描述 中 ， 无 穷 可 分 分 布 的 Линник 类 9 
( 见 [21) 起 着 重要 的 作用 ， 类 号 分 布 的 Lévy-Xusuun 
典范 表示 中 的 函数 G(x) 为 一 阶梯 函数 ， 它 在 0， 
Bar hm 0， 土 1， 圭 2，…) 中 的 点 处 有 跳 ， 
其 中 pol>0， д. <0, B ua lu, (r= 1,2; 
m=0, +1, 52, :-) 是 异 于 1 的 自然 数 . 如 果 一 无 
穷 可 分 分 布 满足 G(+0) 一 G( 一 0) >0， 那 么 为 要 
它 属于 І, ЯВЯТ 足 ， 这 一 条 件 不 是 充分 的 ， 但 
是 已 知 ， 若 对 某 个 大 > 0， 当 一 о 时 有 

Гао) = обере ky)). 
5547 
则 © 中 的 这 个 分 布 必 属 于 Te- 

如 果 G(+0)- G(-0)=0, 则 属于 8 并 非 属 
于 I 的 必要 条 件 . 例如 ， 所 有 那样 的 无 穷 可 分 分 布 都 
是 属于 To 的， 如 果 当 x<a 及 x>6 时 , 其 G(x) 
ЖЕЕ. Ф 0<a<b<2a. 

下 面 是 一 无 穷 可 分 分 布 不 属于 I. 的 一 个 简单 的 
充分 条 件 : 在 区 间 a < x < b 上， 成 立 不 等 式 G'(x) 
常数 >0,， 其 中 0<a<2a<b， 出 此 条 件 扒 
出 ， 除 正太 分 布 与 单 点 分 布 之 外 的 稳定 分 布 (stable 
distribution), ИА Г 分 布 与 x; 分 布 ， 都 不 属于 h. 

类 h mikuni иа i ЖЕРДИ 
Ж 所 有 的 无 穷 可 分 分 布 都 可 以 表 为 有 中 分 布 的 有 
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限 或 可 数 集 的 合成 - 
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无 穷 大 函数 [infinitetyJarge function ; бесконечно боль- 
шая функция) 

ЖЕ хай, Их 的 变化 ， 其 绝对 值 赛 得 并 且 
保持 比 任何 给 定 的 数 都 大 ， 更 确切 地 说 ， 在 点 x。 的 邻 
域内 定义 的 函数 了 当 x ~ 六 Маа И, 如 
0, 使 得 对 于 满 是 条 件 |x 一 x,| < 5 的 一 切 x 关 x。， 
Жа (х) > 好 艾 成 立 . 这 一 事实 可 以 写成 

Am f(x) = о. 
也 可 类 似 地 定义 
Im /(х)=+, 


ЛО) =e, 


例如 ， 
іт, f(x) =+ 


意味 着 对 于 任何 M > 0， 都 可 找到 一 个 数 5= 5(M) 
> 0, 使 得 对 于 一 切 x< 一 5， 不 等 式 f(x) > M #J Ñ 
立 ,无穷 大 函数 的 研究 , 可 以 化 为 无 穷 小 函数 (infinitely - 
small function) 的 研究 ， 因 为 у(х) = 1//(х) 是 无 穷 
小 函数 . B. И. Битюцков # 
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亦 见 无 穷 小 演算 (infinitesimal cakcuhs ). 
кий 译 


【 补 注 了 


无 穷 小 函数 [infinitely -small fmwtion ; бесконечно малая 
функция ] 

变 基 x 的 函数 ， 随 x 的 变化 ， 其 绝对 值 变 得 并 日 
保持 比 任何 给 定 的 数 都 小 . 更 侧切 地 说 ， 在 点 xs 的 邻 
ЖЖ НАЙ, 当 x — x, 对称 为 无 穷 小 函数 ， 如 
使 得 对 于 满足 条 件 |x 一 xol <5 的 一 切 x, 不 等 式 
О) <в 均 成 立 ， 这 一 事实 可以 写成 

Jm /(х)=0. 
此 外 ， 符 号 表 水 
ГАЛЫ. 


意 柴 着 对 于 任何 =>0， 都 可 找到 一 个 数 N= N (e) 
> 0, 使 得 对 于 一 切 x > N, 不 等 式 |F(z)|<e 均 成 
ж. 无 穷 小 函数 的 概念 可 以 作为 函数 极限 的 一 般 定义 
МАНШ, Е. Щй f 3 x — x, 时 的 极限 是 有 限 
的 ， 且 等 于 4， 妆 且 仅 当 


Ка (O) 4)=0, 


即 函 数 f(x) 一 УЛА, ПЯ Я ЛА (in- 
finitesimal calculus ). В. И. Битюцков # ўй Ж 


无 穷 小 演算 [infinitesimal сакай; бесковечче малых 
исчисление ] 

以 前 包括 与 无 穷 小 函数 (infinitely -smal func 
ton) 概念 有 联系 的 数学 分 析 各 种 分 支 的 一 个 术语 . 
虽然 “无 穷 小 ”方法 已 经 零 古 希腊 和 中 世纪 欧 飞 的 科 
学 家 以 各 种 不 同方 式 顺 利 地 用 来 解读 几何 学 中 和 自然 
科学 中 的 问题 ， 但 是 无 穷 小 函数 理论 的 基本 报 念 的 确 
切 定 义 直到 了 9 世纪 才 提出 来 ， 为 了 领会 这 个 方法 的 
重要 性 ， 必 须 指出 不 但 无 穷 小 演算 本 身 有 实际 的 重要 
性 ， 而 且 应 用 它 导 出 有 限量 结果 的 情况 也 是 重要 的 . 
在 数学 史 中 有 三 类 这 样 的 问题 是 特别 重要 的 . 

1) 出 十 希腊 数学 家 用 穷 日 法 (exhaustion, method 
of) 解决 的 最 简单 的 一 些 问 题 ， 其 中 无 穷 小 量 只 是 用 
来 证 明 两 个 给 定 的 量 〔 或 预先 给 定量 之 问 的 两 个 比 ) 
相等 . 

2) 包含 穷竭 法 的 更 复杂 的 一 些 问题 ， 其 中 需要 
求 的 有 限量 是 作为 无 穷 多 个 无 穷 小 量 之 和 

A+ 一 oo 
的 极限 而 得 到 的 . 这些 问 题 最 终 导致 积分 学 ( integral 
calculus ) 的 创立 . 
3) 其 中 有 限量 是 作为 无 穷 小 量 之 比 的 极限 而 得 


到 的 一 些 疝 题 ， 它 们 导致 微分 学 (differential 
caleulhm ) 的 创立 ， 
穷 刘 法 的 发 明 要 归功 季 尼 多 斯 ( 今 土耳其 西南 

角 ) 的 Eudoxus( 公元 前 4 世纪 )， 然 而 ， 可 以 说 ， 这 
个 方法 其 穿 于 Euclia № < ЛДЕЙ У ( Elements ) 第 12 
着 中 用 来 作为 主要 演绎 工具 、Euclid 的 推理 环节 可 以 
写成 以 下 的 现代 形式 : 如 果 所 有 的 比 

a 

г =. -到 =-= k 
彼此 相等 且 等 于 一 个 常 值 k, И n 一 = МӘ 
4 一 ,上 一。 9х9, М 


2 =k. 


例如 ,为 了 比较 两 个 天 盘 的 面积 ，Euclid ЯЕ# ТШ hy 
草 内 接 一 个 正方 形 ， 并 证 明 这 个 正方 形 的 面积 大 于 国 
盘面 积 的 一 半 ; 因而 剩 下 的 四 个 号 形 合计 小 于 此 圈 恤 
面积 的 一 半 【 见 图 1) ; 然后 他 在 圆 盘 中 内 接 一 个 正八 
边 形 且 指 出 剩 下 的 面积 小 于 此 圆 盘 面积 的 四 分 之 一 ; 
然后 内 楼 一 个 正 十 六 边 形 并 指出 剩 下 的 十 六 个 弓形 总 
计 小 于 此 加 盘面 积 的 人 分 之 一 ， 等 等 ， 这 样 当 内 接 多 
边 形 的 边 数 增加 时 此 圆 盘 的 面积 逐 汤 好 “被 穷 竟 "， 因 
为 分 别 内 接 于 两 个 圆 盘 的 两 个 多 边 形 的 面积 之 比 等 于 
这 两 图 静 的 半径 平方 之 出， 所 以 Eucld 用 间接 证 法 推 
断 出 两 圆 盘 自 身 的 而 积 有 同样 的 比率 . 


图 1. 
更 广泛 和 更 自如 地 运用 无 穷 小 量 是 由 Archimedes 
( 公元 前 287 — 212) 作出 的 ,在 他 的 著作 《关于 劈 锥 
曲面 ， 球 体 和 螺 线 》( On conoids, spheroids and spi- 
rals ) 中 ，Archimedes 用 基于 确实 类 似 现代 积分 概念 的 
想法 的 一 种 方法 ， 系 统 地 计算 面积 和 体积 . 


图 2. Вз. 


3 УКЫУ 


ж. 


例如 ，Archimedes 确定 了 现在 称 为 Archimedes 8 
线 ( Archimedean spiral ) 且 在 极 些 杯 中 其 方程 为 


r= аф 


的 螺 线 的 第 一 围 的 面积 ， 在 所 考虑 的 图 形 S 中 内 接 一 个 
H n 1 7 п/п 的 圆 户 形 组 成 的 图 形 《图 3 的 
明 影 部 分 表示 当 n = 12 时 的 这 些 房 形 ) ， 而 出 中 + 
相似 铅 出 形 组 成 的 图 形 外 切 于 S${ 图 3 中 无 阴影 区 域 ) 
在 这 两 种 情况 下 ， 一 个 内 楼 或 外 切 肩 形 的 面积 公式 具 
有 形式 


其 中 k 0634048. Р. BDE S 的 面积 包含 于 两 
个 界 之 间 


S, <S<S 1， (1) 
其 中 
ЗАА, 
5 AP tA 
因为 


zma! ЕЕ) (2n + l) 
Зп? 


出 此 推出 ， 对 任何 
5, < 40а 5] 
Archimeds НЕЗА ЗСЗ АЛЛАН t: 对 任何 
п, 
3 < £ <8:, (2) 
其 中 KK 是 图 2 中 六 未 的 图 慢 的 面积 ， 比 较 (1) 和 
(2), B+ л — oo 时 
sis, A 
成 为 无 穷 小 这 一 事实 ，Archimedes ЖЕТШ 
= K 
5 = 3 ` 
以 上 推理 的 末尾 表明 Eudoxts ЭУЕ ЕДЕ 3 
Aichimedes 所 发 展 和 改进 的 ， 而 其 开始 表明 Archime- 
des 也 熟悉 上 面 第 二 组 中 的 例 于 ， 它 的 意义 相当 于 积 
分 法 
积分 学 给 出 了 所 考虑 的 这 个 面积 的 值 : 
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2 
? 
有 定义， 这 公式 中 的 积分 是 形 如 
‚ә 
$,= Cp фә) 


的 和 式 的 极限 ， 其 中 
0= о,<ф,<с<Ф„=2т, 


а 
r esa Ф, EVES Pa. 


对 于 特殊 情形 


2 xk 
Фит 222, (3) 


n, = фс 产生 了 Arhimedes 和 5,, П uk = ç, 产 
生 了 Archimedes 和 5,. 特别 是 ， 应 该 指出 ， 如 果 分 
点 Фф, 如 (3) РИ ЕШ, Ж Archimedes 和 S$. 与 
5, 人 恒 等 于 Darboux 和 《Darboux sum ) ， 对 Darboux 
和 不 等 式 (J) 在 一 般 情 况 也 成 立 ， 忆 此 看 出 Archime、 
des 用 了 积分 党 中 具有 完善 逻辑 推理 形式 的 几 种 方法 
《借助 于 Darboux 和 从 上 方 和 从 下 方 的 精确 估计 ) ， 
这 些 只 在 19 世纪 后 半 叶 才 融 合 于 一 般 理论 中 . Archi- 
mes 用 了 类 侯 方 法 去 解 关于 面积 和 体积 计算 的 其 他 
问题 . 

潘 来 ， 直 到 其 发 展 的 末期 ， 古 希腊 数学 家 也 着 手 
处 理 属 于 上 面 指出 的 第 二 组 问题 ， 同 时 必须 指出 古代 
人 关于 教学 方法 的 思维 方式 与 现代 数学 家 的 思维 方式 
之 间 的 基本 差别 ,作为 一 个 例子 ， 左 解 上 述 问题 时 ， 
Archimedes 不 计算 

K 
S =m S, = 3 ， 

而 大 任意 总 取 值 КУЗ, ан S= Куз 给 出 一 个 间 
接 证 明 ， 由 于 (1) 和 (2) ， 又 因为 莽 S. - S. 是 无 
ЗМ. ЖА 5 К/З 会 导出 子 盾 (他 的 想法 党 起 
源 于 “机 械 的 考虑 ”) ， 这 样 就 建立 了 证 明 . 希腊 数学 
家 不 但 未 能 发 展 任何 计算 极限 的 一 般 规则 ， 也 从 未 亲 
明 极 限 概念 本 身 ， 而 他 们 的 方法 要 以 此 为 基础 (即使 
对 这 些 方法 的 一 般 术 语 “ 窃 效法 ”也 是 一 个 现代 术 
Ж). 更 不 必 说 ,古代 科 学 从 未 产生 类 似 于 现代 积分 
学 算法 的 任何 东西 ， 由 积分 学 得 出 的 结果 ， 当 用 更 代 
方法 计算 一 个 新 的 积分 时 ， 不 把 它 作 为 和 的 极限 来 确 
定 ， 而 是 运用 对 属于 不 同类 函数 进行 积分 的 简单 和 方便 
得 多 的 规则 、Archimedes 的 著作 (特别 是 他 的 “ 致 Era - 
tosthenes 的 信 ”( Message to Eratosthenes ) ) 指出 — 
早 于 Archimedes 的 借助 于 很 多 个 数 无 限 下 降 的 项 ( Вр 
现代 意义 下 无 穷 小 量 这 个 词 ) 的 和 去 估计 面积 和 体积 
的 逻辑 上 严密 的 方法 一 也 存在 一 个 更 原始 更 直观 的 
方法 ， 可 归 因 于 Democritus ( 公元 前 4 世纪 y, Archi- 
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medes 特别 指出 ，Democritus 确定 楼 锥 体积 先 于 Eud- 
oxus( 虽然 他 未 能 给 出 其 结果 的 严格 证 明 ). 


64 

在 推导 楼 锥 体积 过 程 中 ，Eucljid 和 Eudoxus БИЙ 
到 的 主要 困难 总 要 证 明 两 个 具有 等 商 和 等 岩 面 积 的 校 
АЯШ ЖЕШ. Еш 在 他 的 《几何 原本 》 中 用 穷 
竭 法 克 股 了 这 个 困难 ， 

如 Archimedes 所 报导 的 ，Democritus 用 以 证 明 以 
上 定理 的 “原子 的 ”方法 【图 4)} 可 捕 述 如 下 . 出 相似 
性 得 出 这 两 个 棱锥 的 横 截 面 面 积 在 相等 的 高 度 基 机 等 
的 ;楼 镍 的 体积 简单 地 认为 是 这 些 面积 的 “和 “ ; 因 
此 ， 这 两 个 和 的 对 应 项 相等 证 明和 本 身 也 相等 .Ar - 
chimedes 引述 了 用 这 个 方法 解决 更 复 打 阿 题 的 很 多 例 
这，Archimedes 认为 这 个 方法 的 严格 性 不 如 在 启发 性 
上 有 很 高 价值 { 即 对 得 到 新 结果 ， 必 须 随 后 更 严格 地 
吉 以 证 明 ); 从 现代 观点 看 ， 这 一 部 解 无 疑 是 正确 
№, Ш Democritus 的 方法 只 是 一 种 无 事实 根据 的 尝 
试 ， 想 用 面积 相 加 可 以 得 章 体 积 这 一 站 不 住 脚 的 先 验 
的 假设 去 代替 取 极 限 过 程 


5 = im (Am ++ A). 


Archimedes 致 Eratosthenes 的 通信 ， 简称“ 笔记 
Ж? 【Ephodikon ) ， 被 古 希 腊 的 作者 广泛 有 引用 和 评 
注 ， 但 是 从 灯 达 到 现代 数学 开创 时 期 网 洲 数学 家 的 水 
平 。 出 于 不 知道 Democritus 的 极其 简单 的 原子 的 推理 
方法 ， 这 些 欧洲 数学 家 在 最 好 情况 下 也 不 得 不 求助 于 
其 他 来 源 的 混乱 的 提示 (“笔记 本 " 的 内 容 只 是 到 1906 
年 才 重新 发 现 ， 后 来 以 《Archimedes 方法 》 为 名 刊行 
于 世 ) 然而。 这 个 方法 子 17 世 纪 被 J. Kepler{1517 一 
1630) 和 В. Cavaler (1598 — 1647) yas g m T. 
Kepler 在 他 的 《 酒 视 的 体积 测量 》 (Stereometra doli- 
Sm) (1615) 中 确定 了 名 种 旋转 体 的 体积 . 如 果 他 
在 每 个 这 样 的 测定 中 学 究 式 地 追随 Archimedes 的 扒 
理 ， 他 的 著作 的 篇 幅 会 极 庞 大 ，Kepler 的 方法 能 用 一 
简单 的 例子 来 说 明 . 他 确定 圆 盘面 积 是 根据 以 下 的 推 
理 ， 把 贺 盘 分 割 成 以 贺 心 为 公共 顶点 的 硼 形 (图 5) 5 
每 个 凯 形 愈 狭 ， 它 全 来 愈 像 一 个 三 角形 ， 它 的 底 边 可 
看 成 房 形 的 弧 ; 因此 它 的 面积 等 于 弧 长 与 半径 之 半 的 
乘积 : 如 果 对 这 些 面积 求 和 ， 则 团 盘 面积 等 于 其 圆周 
长 薪 以 其 半径 之 半 

球 和 其 他 旋转 体 的 体积 计算 同样 简单 : 然而 ， 正 


БЕ 

是 这 种 简单 性 是 有 疑问 的 (如 Kepler 自己 承认 的 ) R. 
事实 土 基 产 牛 很 多 错误 的 原因 、 为 了 消除 这 样 的 疑 
间 ，Kepler 证 明 他 关于 圆 面积 的 推理 是 正当 的 ， 如 下 
新 述 : 纽 成 圆 盘 的 崩 形 可 以 做 得 如 此 小 ， 使 得 它们 的 
底 成 为 单独 一 个 点 ， 虽 户 形 的 个 数 变 成 万 
穷 小 山形 中 的 每 一 个 于 是 将 次 成 完全 等 于 对 上 角 
Ж. 显然 ， 这 没有 证 明 任何 太 西 ， 因 为 如 果 这 个 展 变 
成 单一 的 点 ， 不 责 有 出 形 ， 而 三 角形 就 成 为 一 条 半 
Ж. 这 个 推理 的 具体 特征 在 于 这 样 的 囊 实 ， 邑 Keny r 
自觉 地 或 下 意识 地 倾向 于 采用 把 园 盘 静止 地 分 解 成 万 
ЭТЕ ВУСТ ЛИ (249), АЖ 
ЕЛВИН ЖЕЛИН Эу: ВЕЛНЕ С, bh 
的 无 限 继续 进行 就 消失 了 ， 认 为 Kepler 已 经 坚定 地 站 
在 实在 无 穷 这 一 边 是 不 正 裁 的 ， 他 事实 上 受 Archimedes 
很 大 影响 ， 他 适 晓 其 主要 著作 ， 但 他 对 这 问题 的 看 法 
是 折衷 的 .他 的 观点 显示 出 是 到 Cavaticri 观点 的 过 
й. 


C OC 


图 6 7. 

Cavalier 的 论文 《不 可 分 量 几 何 学 》( Geome- 
па indivisibiibus ) (continuorum nova quadam ratione 
ргопюіа ) (8 f ë SË A FJ 2 Et ӘЛ ЕЛҮ Л 
学 ) 发 表 于 1635 年 .Cavalieri 为 自己 确定 的 任务 与 
Archimedes 所 作 相 同一 -计算 任意 形状 的 图 形 的 下 面积 
和 体积 .Cavalieri 把 平面 图 形 看 成 是 从 一 柜 端 切线 到 
男 一 极端 切线 延伸 的 一 个 平行 直线 姓 的 集合 (图 56) . 
而 把 立体 图 形 看 成 是 其 平面 截面 的 集合 . 这些 线段 和 
平面 截面 按 Cavalier 的 方法 称 为 “不 可 分 量 " (MWOR 
可 分 量 法 (indivisibles ，method of)) ， 面 积 和 体积 的 
测量 是 用 比较 两 图 形 的 不 可 分 量 来 实现 的 .例如 Сау- 
alieri 借助 于 以 下 推理 计算 椭圆 的 面积 (图 7) . m— 
FIS IR S hi (25) 且 画 (不 可 分 的 ) 弦 平 行 于 
长 轴 (2а). ЖАНЕ. НЕЕ, БЫ 


СЕСЕ" 


不 是 分 元 索 与 对 克 的 四 的 不 可 分 元 素 之 问 的 比 为 а 比 
b, Hi AA: BB'= al b. 因此 ， 酉 里 的 腑 有 不 是 分 
量 之 并 、 即 析 图 前 面积 ) 与 说 航 不 可 分 量 之 并 ( I B: 
иф?) 之 癌 的 比 等 于 а: 5; BLR ELE лар. 
Cavalieri 应 用 同样 的 方法 去 比较 体积 Cavalieri 对 有 
ТАРЕ ЛАЄ САНОАТ АЕ ВЕ АО ТАНА ИЕ А ВОВЕ ЕВ. Е Archi- 
medes 的 证 明 刚 开 始 处 即 结束 了 ，Cavaliesi 的 方法 的 
通用 性 各 简单 性 得 出 了 Archimedes 不 能 得 到 的 结果 , 

然而 ， -个 方法 是 简单 的 这 一 -事实 并 不 能 保证 其 正确 
性 ， 因此，Cavaleri 用 几 种 独立 的 途径 来 处 理 他 欧 每 
一 个 计算 ， 

虽然 Cavalieri 的 工作 在 证 六 其 结果 的 严格 性 方面 
还 不 如 Archimedes 的 十 作 、 但 是 ， 不 仅 在 确定 所 求 面 
积 和 体积 移 才 忻 问 题 的 数 咱 方面， 而 卫 在 他 对 万 穷 小 
科学 的 未 来 潜 旋 的 理解 方面 ， 和 远 远 优 于 Archimedes 
和 一 盘古 代数 学 家 - 跟 解 决 个 别 问题 一 样 ，Cavalieri 
得 到 了 很 多 积分 学 的 一 般 公式 ， 尽 管 仅仅 是 起 不 亚 格 
的 几何 的 形式 、 


图 多 
例如 ，Cavalieri W 8] 8 中 组 成 半 行 四 边 形 的 不 
可 分 量 的 尘 方 和 等 于 包含 于 组 成 此 绊 行 四 边 形 的 两 个 
三 角形 中 每 一 个 的 不 可 分 量 的 平方 和 的 三 倍 ， 这 实质 
上 正好 是 公式 
ах 


П) 


Cavalieri 3: 77: 


对 直到 包括 9 存 内 的 п ЙИН. 
17 此 纪 的 数学 家 也 铭 究 上 面 指出 的 第 三 类 问题 ， 
在 R. Descartes (1596 - 1650) 创立 解析 几何 学 之 
后 ， 一 个 自然 产生 的 何 题 是 确定 曲线 у= f(x) 的 切 
线 的 外 系数 ， 即 确定 导数 ， 几 乎 同时 力学 的 发 展 需 要 
计算 一 个 点 的 任意 运动 的 瞬时 速率 ， 即 仍 是 确定 导数 
共 问 题 。 册 于 当时 极限 理论 以 及 即使 对 极限 过 程 航 明 
确 理解 是 缺乏 的 ， 所 以 试图 计算 导数 
Р о) 人 


ТЕЗЕ ЗУЛ dy 和 dx 之 比 
fos ДУ. 
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ЖЛ 8 8 2 H ñ) t 8 ЖЭЙ fü ВЕ А Н 1. Newton 
(1642 — 1727) 提出 的 ， 昌 然 不 完全 严格 ， 但 在 A. L. 
Cauchy (1789 — 1857) 后 成 为 严 属地 确立 了 ， 微分 作 
为 增 量 宇 部 前 现代 概念 必须 归功 于 J. L. Lagrange 
(1736 — 1831), 10 н Cauchy 所 确定 ; 后 者 也 给 
出 了 积分 作为 各 的 级 限 的 严格 定义 ， 
现代 微分 和 积分 学 的 典型 特征 是 这 样 的 事实 ， 即 
在 其 基本 思想 已 用 歌 极限 的 方法 严格 地 建立 以 后 ， 它 
可 用 纯 代 数 算法 ( 在 算法 本 身 不 诅 包 含 明显 的 取 极 限 
运算 的 意义 下 ) 给 出 范围 很 广 的 各 种 名 样 问题 的 解 . 
作为 一 个 结果 ， 现 代 微 积分 学 把 数学 严格 性 与 简单 明 
晰 性 成 功 地 综合 起 来 
参考 文献 
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无 穷 小 联络 [ infinitesimal connection ; инфиннтезимальная 
связность] 
纤维 空间 上 微分 几何 结构 的 原名 称 ， 后 来 它 被 简 
称 为 联络 ( connection ). 
Ю.Е. Лумисте Ë 8 谋 
无 穷 小 形变 [jnfinitesimal deformation 或 infinitelly smal 
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deformation ; бесконечно малое изгибание ] 

首先 出 现 十 措 述 三 维 Euclid 空间 中 曲面 F 形变 
时 的 一 个 概念 ， 在 这 种 形变 下 . F 上 曲线 长 度 的 变 分 ， 
与 这 些 曲 线 上 点 之 问 空间 虐 离 的 变化 相 比 ， 是 一 个 低 
йш. 事实 上 。 上 大 穷 小 形变 理论 涉及 问 量 场 及 其 相 
关 前 量 ， 它 们 定义 在 了 的 点 上 共 满 足 表示 F 形变 方 
程 线性 化 的 方程 . 

这 样 ， 若 x(a,p,i) 是 曲面 F = F, 的 形变 下 的 
feia, M| F 的 无 穷 小 形变 被 (初始 ) Ж ЖЖ, 8р 
向 量 场 


所 表征 、 它 满足 方程 
(dx dz)=0 
或 
(Xo 2,) = (х, 2.) (x, z) t (x, z) = 0, (I) 
ЖР x= x(4,v,0) Ж ЕТЖ. 向 量 场 2 也 
印 榴 知 的 无 鹤 小 形变 的 速率 场 或 弯曲 场 ， 可 以 唯一 地 
ХУВ у 8 dz = [ydx]， 位 置 应 县 y 所 描绘 
的 空间 点 集 称 为 无 穷 小 形变 的 旋转 鳞 . 亦 见 Darboux 
曲面 {Darboux surfaces ). 
对 于 更 一 般 的 情况 ， 彤 入 在 Riemann 空间 E" 中 
的 流 形 M* 的 无穷 小 形变 表示 给 入 i МА -~ y” 的 一 
个 等 上 距 变 分 ， 即 沿 慨 信 的 一 个 网 重 场 
2611"), 
其 中 ty") 


g(%Z.,Y)+g(K,ç,Z)= 0, (Г) 


Ж К" 的 切 处 ， 使 得 在 Mt 上 乙 满足 方程 


这 里 X, Yel (ME) 是 与 戏 人 相 切 的 向 量 场 ，g( 
是 V" 的 Riemann 度量 ，Vx 是 关于 V* 上 g 所 对 
应 的 Темі -Civita 联络 (Гем -Civita connection ) 的 共 变 
ЧЖК. RUS Z 唯一 地 确定 浴巾 人 的 【1，1] 型 反对 
称 张 量 场 Ks。, K, X= VrYZ， 它 满足 方程 


ҮКҮ — Vy K, X + K;[X,Y] = 


其 中 R 是 V" 的 Riemann 曲率 算 子 . 

# Z 由 Killing 向 量 ( Killing vector ) 场 ¿er (V°) 
所 诱导 ， 即 Z= <，i， 则 对 应 的 光 穷 小 形变 (及 Z 本 
ЖЯ) 称 为 平凡 的 {trivial). 车 M* 仅 容许 平凡 的 大 穷 
小 形变 ， 则 M* 称 为 ВИНЕН Сора). САННЕ (rigi- 
diy).) ` 

ЛЕЗИНА ЯТ ( geodesic mapping) F: И" = Ў" Т, 
Вай Z 的 Мс V" 的 - ЭВ -- 地 对 
МАША Z= F'(Z) 0 ЕОМ) С Vr 的 一 个 无 
穷 小 形变 ,并 且 


R(X,Y)Z, 


g(Z, (Y) = pa(Z,Y), 
Ж у 是 映射 РЙ 38. РЭГ. ТЕ Euclid 空间 的 射 
影 变换 ( Darboux -Sauer 定理 ( Darboux - Sauer (heo - 
tem)) 和 Euclid 22 Р АЖЕ ПИЙ ЛИЕ ( Tlor - 
орелон 变换 ( Pogorelov transformation )) 下， 存在 着 这 


对 应 于 高 阶 等 虑 变 分 的 高 阶 无 穷 小 形变 ， 不 像 上 
Е ИЗЛИВ Е. Ла Етаж 
转 出 面 的 个 别 结果 ， 

龙 穿 小 形 谈 理 论 在 数学 和 力学 中 存 许 多 应 用 ， 特 
别 地 它 用 于 沿 单 参 数 的 延 拓 方法 的 等 虐 恰 入 同 题 、 壳 
体 网 性 问题 中 常 曲率 空间 的 等 距 曲 面 的 研究 (J, Cohn - 
Уовәеп 变换 ( Cohn - Vossen transformation )}, 等 等 . 
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无 穷 小 算 子 【intimiksimal operator ; инфинятезималь - 
ный оператор] 
—SREB F ДЖ, ЕЛЖ — E 285 Bt 8) 80 PE 
9 (differential) , Е, ЕИ F, — 9697 
小 算 子 或 者 无 穷 小 变换 infinitesimal transformation) 就 
是 一 个 向 量 场 (vector fied) ;在 ( 算 子 或 者 变换 的 ) 半 群 
理论 中 ， 就 是 一 个 (无穷小 ) 生 成 算 子 ( 见 半 赂 的 生成 算 
f. (generating operator of a semi-group)) . 
М.И. Войцелонский 所 #16 Ж 万 显 良 校 


无 穷 小 结 梅 finfinitesimnal structure; нифиннтезималь- 
ная структура] 

п 维 微分 流 形 M" 上 的 一 种 结构 . 它 被 M' 上 r 
阶 标 架 主 欠 的 可 微 结构 群 D: 到 它 的 其 个 Lie 子 群 G 
的 约 化 所 确定 ，D; 即 从 以 0sR" 为 原点 的 R" 到 


М" 的 可 逆 r 次 射流 群 . 换言之 ， 若 在 M" E r Win 
За АЗР Lie Ж Ос D7 ñ W bX rh 38 ë 3 — Ж 
商 , 则 好 ”上 给 出 了 -C3G95 068589. 对 于 = 1, X 
穷 小 结构 也 称 为 М" 上 前 G ЖШ ( G -structure ,而 对 
于 r>1, ЖУАН G Siti (G- -structure of higher 
order )， 若 р, 被 射影 微分 群 PD: (ру ЮТ) 
ВКА, Позво 2, 94 E ЭЛЕЕ 
( projective infinitesirmal structure ) - 

结构 方程 是 研究 无 穷 小 结构 的 工具 ， 无穷 小 结构 
焉 究 中 的 基本 问题 址 ， 溯 找 具 有 某 个 无 这 小 结构 的 流 
JÉ М" 的 拓扑 特征 ; 区 分 出 能 作为 某 个 低 阶 无 穷 小 结 


构 的 扩张 的 无 窗 小 结构 ; 一 个 无 穷 小 结构 的 可 积 性 问 
题 等 ， 
参考 文献 
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无 穷 mfinity ; бесконечҥость ] 

在 多 种 数学 分 支 中 出 现 的 一 个 概念 ， 主 要 作为 有 
限 性 概念 的 反 意 词 。 在 分 析 和 几何 理论 中 尖 窃 的 概念 
用 来 表示 “反常 ”或 “无 穷 远 " 元素 无穷 的 概念 用 
于 集合 论 和 数理 退 辑 一 “无穷 集 ” 的 研究 中 ， 也 用 
于 其 他 数学 分 支 中 ， 

1) 无 穷 小 和 无 穷 大 变量 ( variable magitude ) 的 
概念 是 数学 分 析 中 的 基本 概念 ， 在 无 穷 小 概念 的 现代 
处 理 方法 出 现 之 前 的 思想 是 这 样 的 ， 有 限量 是 由 无 穷 
多 个 无 穷 小 的 “不 可 分 量 ” 组 成 的 ， 这 里 的 不 可 分 基 
不 是 作为 变量 而 是 作为 比 任何 有 限量 都 小 的 常量 ( 见 不 
可 分 量 法 〔indivisibles , method of )) ， 这 种 愿 想 的 例子 
之 - -是 从 有 限 到 泥 窃 的 非常 规 的 分 解 ， 唯 一 有 访 义 的 
过 程 是 把 一 个 有 限量 划分 成 个 数 无 限 增加 而 大 小 无 限 
лю. СТТ 

` 2) 元 鹤 也 以 “反常 "的 时光 澳 运 几何 哎 象 的 形式 
在 完全 不 同 的 数学 领域 出 现 ( 见 无 穷 远 元 (infinitely- 
distant element). 例如， 直线 a 上 的 无穷 远 点 被 看 成 
是 “附加 "到 通常 的 诸 有 限 点 中 的 一 个 特殊 的 不 变 扒 
对 象 ， 然 而 ， 在 这 里 也 能 看 到 有 限 和 净 穷 之 间 的 不 可 
分 离 的 联系 : 考虑 从 不 在 直线 a 上 的 点 为 中 心 的 投影 、 
通过 中 心 只 与 直线 a 平行 的 直线 就 对 应 于 无 穷 远 点 

Ж ЖЕШКЕН ЖИЕ “ЕЕ О + o 和 
— © 而 得 到 的 实数 系 的 完全 化 ， 这 种 完全 化 适合 分 析 
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和 实 变 甬 数论 中 的 许多 要 求 ， 用 超 跟 数 ( transfinite пит - 
ber) o, о +1, 7, 20, Zw + 1, © 而 得 到 的 白 然 
数 序列 1，2，… 的 完全 化 也 是 如 此 .一 方面 是 无 穷 小 
和 无穷 大 变量 ， 另 一 方面 是 被 看 成 常量 的 “反常 ”的 无 
穷 大 数 ， 它 们 之 间 的 区 别 产生 了 “ 潜 无 穷 ”( 表示 前 者 ) 
利 " 实 龙 穷 ”( 表示 后 者 ) 的 概念 ， 如 果 只 限于 考虑 这 
种 原始 的 概念 (至 于 另外 一 个 现代 概念 参见 下 面 ) ， 
则 可 认为 潜 无 穷 和 实 无 穷 的 拥护 者 之 间 的 争论 平 筷 
了 .无穷小 和 无 穷 大 量 是 导数 (ЖЕ 2 3 38 t 05 88 ) 
和 积分 (作为 无 穷 多 个 无 穷 小 量 之 开 ) 定义 的 基础， 
因此 它们 与 数学 分 析 的 概念 相关 ， 应 认为 是 “ 游 在 
йа”. 同时 ， 数 学 的 逻辑 框架 中 相当 合理 地 包含 “ 实 
ж” Кї "反常" 数 (其 至 用 一 些 不 同 的 观点 来 引入 
ЖЕ: 在 集合 论 中 的 数量 的 和 次 序 的 超 限 数 ， 在 实 
数 系 中 的 友 常 元 素 +% 利 一 o 等 等 ) . 

在 数学 中 通 肖 过 到 两 各 添加 无 穷 的 “反常 "元素 
到 数 系 中 的 方法 : 

a) 从 投影 的 观点 出 发 ， 直 线 上 有 一 个 “无穷 远 
点 " .在 通常 的 度量 坐标 系 中 ， 自 然 设 定 这 一 点 的 横 
坐标 为 % 。 数 系 中 加 入 一 个 不 带 符号 的 无 穷 在 复 变 活 
数论 中 是 必需 的 《 亦 见 Riemam 球面 (Riemann sph- 
ете)). 在 初等 分 析 中 ， 在 研究 有 理 函 数 f(x) = P (x) 
ГО (х) В (8 Р(х) 90 (х) жаК). 在 
Q (x) 取 值 为 零 月 零点 阶 数 高 于 Р(х) 的 零点 阶 数 的 
点 x 处 ， 自 然 令 f(x)= о 

对 于 反常 数 ww ， 数 学 运算 的 规则 是 如 下 定义 的 : 

ШЖ a ЖЯ, ЖД oo + a= 

+o 无 意义 ; 

8 а#0, 那么 oo a= «о; 

0.0 无 意义 . 

МАЖА oo 的 不 等 式 ; ос 是 否 比 有 限 数 a 大 或 
小 的 阿 题 是 无 意义 的 、 

b) 在 研究 实 变 量 的 实 函 数 时 ， 用 两 个 反常 元 + o 
和 оо 使 实数 系 完全 化 可 以 假定 对 于 任意 的 有 限 数 a, 
0 < a < + 并 且 在 扩充 的 数 系 中 不 等 式 的 基本 性 
质 不 变 . 对 于 + 和 一 0 设置 如 下 的 算术 运算 规则 : 

如 果 а#—®, ЯА ( +00) +a = +оо; 

如 果 а +0, ЖА (0) а= – о; 

(+0) + (-0) жж: 

如 果 а> 0, 那么 ( +0). а= +00; 

ЯЖ а<0, ЯА (+оо), 

如 果 а> 0, ЖА (90). 

ШЕ а<0, ЖА (0): а= +e; 

(+90). 0 和 {一 只 ) 0269. 

3) 在 数学 上 研究 无 穷 的 主要 兴趣 或 主要 困难 是 数 
n) Е ( infinite set) 的 本 质 的 问题 . 特别 是 ， 
ТЕ ОНЕ анна е 
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ка ЖЕ Ru e: tE 13 tk ДСА ЮГ ЖИ. 
W ХУТБАНЫ Т Й — ЕГ, Wm 0259 Ж ЖИЙ! 
概念 是 其 内 在 的 部 分 .只 有 说 清楚 作为 变量 x 的 前 数 
的 了 的 变化 本 性 ， 说 ”》 基 无 穷 小 才 有 意义 : D|. 
如 梁 对 于 任意 的 £ > 0 存在 8 > 0 WAR: Ж [х а 
ó, М |y| <, ЖАЯ х = a PJ y 053. 这 
个 定义 本 身世 于 如 下 的 假设 ， 即 说 数 y= Дх) 在 x 
值 的 一 个 光 窃 集 (infinite set) E (Bin, ХЕРИК 
ЯВ а 的 实数 х) 有 定义 . 

在 集合 论 中 ，" 实 " 和 " 潜 " 无 穷 的 概念 通常 具有 深 
刻 的 这 与 把 无 穷 基数 说 成 是 “实际 上 的 无 穷 数 ” 
ЖЖ. 这 是 因为 数学 对 象 的 无 穷 系 统 ( 比如 自然 数 
系 或 实数 系 ) 不 可 能 象 对 象 的 有 限 杀 统 那 样 通过 简单 的 
校 举 来 定义 .通过 一 个 接 一 个 地 数 出 所 有 自然 数 来 构造 
自然 数 集 的 想法 显然 尾 荒 课 的 . 事实 上 ， 侯 究 自然 数 集 
蚌 建 立 在 泡 京 的 从 n ЗР n + 1 的 构成 过 程 的 基础 
上 的 . 至 于 实数 的 连续 统 (continuum )， 艾 至 对 于 一 个 
元 素 一 一 实数 一 一 的 究 剖 要 研究 一 个 接 一 个 的 到 近 
值 的 形成 过 程 ， 而 对 于 整个 实数 集 的 研究 涉及 研究 它 的 
元 陛 的 形成 过 程 的 ~… 艇 性质 . 在 这 种 意义 下 ; 自然 数 系 
和 实数 么 的 浪 窃 性 可 以 认为 是 单纯 的 “法 ”万 穷 ， 与 
潜 尖 穷 相 反 的 -种 观点 认为 无 穷 案 是 “实际 ”定义 的 ， 
面 不 管 它们 的 形成 过 程 ， 这 种 将 无 窃 集 自身 和 它们 的 
形成 过 程 分 离开 来 的 正确 性 以 及 在 何 种 条 件 下 这 种 抽 
ЭЛЕЙ ЖН ЖЕП ДЕ ЭЙ КК БЫН] ШЕП ЖЕНА. ЖЕЙ. 
实 无 穷 抽 象 【absttaction of actual inifinity) 和 潜在 可 实 
现 性 抽象 (abstraction of potential realizabilty ) . 

А. H, Komaoropos J 
[ 补 注 】 关于 处 理 无 穷 大 数 和 可 道光 穷 小 的 -种 尝试 
见 [A5] 和 未 标准 分 析 ( non -standard analysis). 

在 早期 的 分 析 中 有 过 得 零 无 穷 小 量 (它们 在 本 世 
纪 集 论 建立 以 后 销声匿迹 )， 最 近 等 零 无 穷 小 量 又 在 
所 谓 的 综合 微分 几何 中 复活 ([A3]) 

亦 锡 无穷小 演算 (infinitesimal calcukus ); 无 穷 大 
Й ( infinitely -large function); 无 穷 小 函数 ( inifinitely - 
small fomction ). 
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ЖЗ ДА [infinity, ахіот of; бесконечкости аксиома} 
еа ГИТ ЖЕЙ Ж ОЕ (主题 理论 ) 中 的 
ЖАЯН. ТИЕН ЗЕЛ АЙЕ. БИЖ. А 
理 集 合 论 ( axiomatic set theory ) 的 某 个 公 埋 系统 中 的 
НИНЕ Е. 例如 ， 用 Zermclo -Fraenkel 
ЖЖ SDUWH, АЗДАН УЛЕШ ТЕЁ: 
AX(@sX4& VZ(Zex>Z Ul Z)e xX)) 


( 册 存 在 一 个 集合 X, W 四 eX 且 对 于 任何 属于 X 
的 2, 集合 20307) 也 属于 X). 

鉴于 对 理论 的 诺言 的 特殊 的 限制 ， 在 简单 类 型 论 
(йур, беогу of) 中 用 另 一 种 形式 表示 无 穷 公理 : 存 
在 一 个 关系 。 它 在 个 体 集 十 定义 一 个 没有 最 大 态 的 全 
її. 在 许多 理论 中 使 用 所 谓 的 Dedekind 3697 2:88 
( Dedekind axiom of infinity) 是 很 方 使 的 : 存在 这 样 
的 梨 合 ， 它 可 以 一 一 地 喘 人 它 的 基 个 真子 全 ， 借 助 十 
选择 公理 (axiom of choice )、 易 知 Dedekind 3229238 
等 价 于 上 述 的 无 穷 公理 的 其 他 形式 . 但 是 .已 知 不 用 
选择 公理 这 种 等 价 性 是 不 可 能 用 通常 的 集合 论 工具 证 
йй. 

在 集合 论 中 也 假设 基数 很 大 的 集合 的 存在 性 ， 即 
所 谓 的 高 阶 无 穷 公理 《 axiom of higher infinity): 可 达 
基数 存在 公 总 ， 襄 浏 基数 存在 公理 等 等 . 

在 直 谓 逻辑 中 ， 只 能 在 无 穷 模型 中 成 衬 的 公式 称 
为 无 穷 公理 ， 用 证 明 论 (proof theory) 的 观点 来 看 ， 
这 种 公式 的 断言 通常 比 公理 集合 论 中 的 克 穷 大 公理 要 
少 : 它们 确保 存在 无 穷 多 个 研究 对 象 ， 但 不 保 汪 有 一 
个 无 穷 的 研究 对 象 ， 人们 已经 发 现存 在 无 穷 多 个 互 不 
等 价 的 直 谓 逆 辑 的 无 穷 公理 . A. Г. Драгални 所 
Жэ ЖЕБЕ 0 Ж 5 Ган Жо 82 
见 基数 (cardinal number) , 
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非 形式 公理 方法 [infonmal axiomatic method ; неформа- 
льный аксноматический метод] 

一 种 公理 方法 (axiomatic method )， 它 不 严格 固 
定 能 应 用 的 语言 ， 因 而 也 不 国定 对 一 个 对 银 的 有 意义 
的 理解 的 范围 ， 但 二 需 要 关于 给 定 研究 对 象 的 所 有 特 
珠 概念 的 公理 化 定义 ， 这 个 术语 没有 单一 的 普 迪 接受 
的 解释 . 

公理 方法 的 历史 发 展 以 不 断 增 加 的 形式 化 程度 为 
特征 . 非 增 式 公理 方法 是 这 个 过 程 中 的 一 个 阶段 . 


Euclid 的 原始 的 几何 学 公 埋 结构 以 小 述 的 演绎 性 
质 为 其 特征 ， 而 表述 中 定义 (解释 ) 入 公理 【明显 的 
论断 ) АЕТ ЗЕН. БЕЙИН. ОРЕ ДАТА 
演绎 出 推论 . 在 演绎 过 程 中 ， 有 时 不 言明 地 用 

些 没 和 放 在 公理 中 的 几 位 性 质 的 命题 ， 特 别 是 关 
于 容 问 中 的 运动 以 及 线 利 点 的 相互 配置 . 结果 ， 儿 何 
由 念 出 两 了 ， 与 公理 一 样 ， 使 它们 的 应 用 规则 化 ， 马 
们 为 Euclis 及 其 追随 者 不 言明 地 使 用 . 这 里 产生 了 问 
Ж: 丰 否 所 有 前 公理 在 事实 上 已 被 发 现 ? 回答 这 个 问 
题 的 指导 原则 曾 由 D . Hilbert 铀 明 :“ 人 们 在 尾 何 | 寺 候 
都 必须 能 够 说 : 代 夫 点、 直线 和 平面 一 8, 5 
和 啤酒 标 .” 如 果 一 个 证 明 在 这 样 的 蔡 换 后 仍 使 人 信 
有 屏 ， 则 事实 上 月 于 这 个 证 明 的 所 有 特殊 命题 在 公理 中 
是 确定 的 ， 在 这 种 方法 中 能 够 达到 的 形式 化 的 程度 总 
用 来 刻画 非 形式 公理 方法 的 形式 化 水 半 . 这 里 Hilbert 
的 经 典 工 作 可 以 作为 一 个 标准 . 

非 形 式 公理 方法 不 只 是 能 够 应 用 于 对 一 个 特定 理 
论 的 公 晶 化 阐述 给 予 一 定 的 完全 性 . 它 量 数学 研究 的 
一 个 真正 的 工具 - 当 在 研究 一 个 对 象 系统 时 没有 用 到 
它们 的 专门 的 特征 和 *" 性质，， 则 所 证 明 的 命题 可 扩 
大 到 满足 问题 中 公理 的 企 何 对 象 系统 ,按照 丰 形式 公 
Вік. Хавза наз Ц ОЛКЕ Л Я 
再 ”) .研究 的 对 象 是 什么 是 不 重要 的 . 必须 知道 的 
有 关 它 们 的 每 一 件 台 都 放 在 公理 中 一 个 公理 化 理论 
的 研究 对 象 是 它 的 任何 一 种 解 琶 (interpretation ) . 

非 形式 公理 方法 ， 除 了 所 有 特殊 概念 的 必 不 可 少 
的 公理 化 定义 之 外 ， 还 有 另外 一 个 特征 性 质 . 这 就 是 
不 受 公理 的 约束 和 根据 一 种 有 意义 的 理解 ， 对 观念 和 
概念 的 自由 运用 ， 具 要 它们 能 被 应 用 到 任 馈 合理 的 解 
释 而 不 管 其 内 容 。 特别 地 ， 集 含 沦 的 和 他 辑 的 概念 各 
原理 广泛 地 被 应 用 ， 还 有 与 计数 思 钼 相 联系 的 概念 ， 
以 及 其 他 基于 有 意义 的 理解 和 常识 ， 而 非 基于 公理 
的 推理 到 公理 化 方法 的 渗透 ， 来 浙 于 用 来 陈述 和 证 明 
公理 地 给 定 的 对 象 系统 的 性 质 的 非 闫 定 的 语言 . 把 语 
言 固定 就 导致 形式 公理 系统 观念 ( 见 公理 方法 (axioma - 
te method ))， 和 并 且 为 训 答 许 的 逻辑 原理 的 曾 明 利 精确 
描述 ， 为 集合 论 的 和 其 他 一 般 的 福 念 或 对 那些 论 域 不 
明确 的 概念 的 控制 使 用 建立 了 物质 巷 础 如果 在 这 语 
寺中 对 集合 论 概 念 的 传输 没有 办 法 《 词 ) ， 那 么 这 就 
排除 了 基于 使 用 这 种 办 靶 的 所 有 证 明 . 如 果 这 语言 有 
办 法 表示 一 定 的 集合 论 柳 念 ， 则 它们 在 证 明 中 的 使 用 
能 够 限制 于 确定 的 规则 或 公理 . 

以 不 同方 式 确定 语言 的 结果 是 产 和 基本 研究 对 象 
的 不 同 理论 ， 例如， 对 群 论 考 瞄 疾 义 谓词 演算 的 语 
得 到 群 的 ~ 个 初等 理论 ， 其 中 不 能 陈述 关于 所 有 
子 群 总 体 的 任何 论断 ， 如 果 扩 充 到 二 阶 调 词 演算 的 语 
言 ， 那 么 、 考 卉 其 中 出 现 作用 在 子 群 概念 上 的 量词 的 
性 质 就 成 为 可 能 的 了 ， 转 移 到 带 有 其 公理 系统 的 Zer- 


INFORMANT 的 


тео -Fraenkel 系统 的 语言 ， 可 作为 群 论 中 的 非 形 式 
公理 方法 的 一 种 形式 化 . 
参考 文献 
[t] Bilbat, D... Grundlagen der Geometric , Spnnger , 1913 
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信息 梯度 [iaformant; #нформаят ] 

РВС ВОИС. 信息 梯度 的 概念 出 现在 数 
理 统计 的 所 亩 参数 问题 中 ， 说 有 先 验 信息 : 被 观测 随 
МН (Р гер ТЕМИШ ЛУЫНА. 其 中 
是 数值 或 向 量 参数 ， 但 其 真 值 未 知 ， 对 现象 所 作 的 观 
测 (一 系列 独立 观测 ) 产后 结局 w (一 系列 结局 ot, 
…、 m9). 要 求 根据 观测 结局 估计 矢 数 9 . 假设 分 布 族 
{РНТ (ао) ЕЖ piw;t) 给 出， 
其 中 (dw) 定义 在 现象 所 有 结局 的 空间 Q Б. о 
离散 时 ，p(w;1) 可 以 采用 结局 的 概率 P'(w). 对 于 
国定 的 ,密度 p(o;t) 作为 参数 一 (1 ，…,t,) 的 
函数 称 为 似 然 函数 fkelihood function)， 而 它 的 对 数 
称 为 对 数 ( logarithmic fikeiihood fimetion ) . 

对 于 光 光 分布 族 ， 宜 把 信息 榜 度 定义 为 向 量 

шай, р(о;с) = 


-| 1 Әрән) .1 аеш |. 
р(ши) дм C '*рбои) дг, 
НН О 7, GARE TME > 的 选择 ， 信 
息 榜 度 包含 参数 8 的 估计 问题 的 全 部 重要 信息 : B 
食 由 观测 得 来 的 ， 又 包含 事先 已 知 的 . 此 外 ， 它 是 可 
加 的 : Эа дар, вру 


роо) =Ë D. (09; t) 
时 ， 信 息 梯度 相 加 : 
Bgrad in p(w 0), 0) = ва а p(se). 


ЗЕВСА, ЕВЕ 
ЖЕ ЖЕК. у ОЛЕ ИВО: 二 次 
可 徽 ， 其 导数 可 积 ， 对 参数 的 微分 与 对 结局 的 积分 可 
交换 ， 那 么 有 如 下 恒等式 ; 

E юршш) 2 


' д1 


к 


= [2800010 созуно, Vk: 
Ишил 


_E Onp(wit) _ 
On 


70 INFORMATION 
= 09Р бр ур. 


LIN 
协 方差 短 阵 |, (t) По ЕЕЕ BE ( formation 
matnx ). 83 Ж] ВЕЖ, Вана 
数 ө 的 统计 估计 之 精度 的 界限 . 
在 用 最 大 似 然 法 ( maximum -likelihood method ) 估 
计 参 数 9 时 ， 被 规 测 到 的 结局 w (或 一 系列 结局 
«9, о) 对 应 于 最 大 似 然 的 、 妈 使 位 然 函数 利 对 
数 似 然 函 数 达 到 最 大 的 += 9 (0) Е. 在 极 大 值 点 
上 ， 信 息 梯度 应 该 等 于 0. 不 过 ， 所 得 似 然 方程 


gad np(o;t)=0 


р 之 外 还 本 能 有 多 余 的 根 ， 后 者 对 应 于 对 数 侯 
然 函 数 的 局 部 极 大 (或 极 小 ) 值 ， 应 将 其 会 去 . 假如 在 
值 :=0 的 基部 域内 


е |2, (0)| 天 0， 


则 由 信息 梯度 的 上 述 性 质 可 知 ， 当 所 作 独 立 观测 次 数 
N 无 限 增 大 时 ， 地 大 似 然 估计 ө, 具有 渐 近 最 优 性 . 
参考 文献 
11] Wilks, 8. S ., Mathematical statistics, Wiley, 1962 
H.H. Ченцов @ ДИ Ж 


信息 [information ; киформация ] 

控制 论 (cybermetics ) 的 一 个 基本 概念 ， 在 深 制 论 
中 ， 人 们 仅仅 从 机 器 和 生物 吸收 给 予 它们 的 信息 、 在 
“记忆 介质 ”上 存储 信息 ， 在 通信 信道 ( communication 
channel) 上 传输 信息 和 将 信息 转变 成 "信号 ”的 能 力 
方面 去 研究 机 器 和 生物 ,在 控制 论 中 ， 人 们 研究 包含 
在 某 种 数 痪 中 的 某 些 量 或 现象 的 相关 信息 的 直观 图 
&. 

在 某 些 情形 下 ， 人 们 自然 地 通过 所 含 的 信息 来 比 
较 两 组 不 同 的 数据 ， 就 像 适 过 “ 面积 来 比较 平面 图 
(Ай: 不依 琅 于 测量 面积 的 方式 ， 估 和 们 能 够 证 明 图 
J А 的 面积 不 会 大 于 图 形 ВЕЕ, ШЖ А 完 
全 被 包含 于 图 形 B 中 ( 见 下 面 例 1 一 3). 人 们 能 够 
将 面积 用 一 个 数 来 表达 ， 从 而 能 留 比较 各 种 形状 的 图 
形 ， 这 是 一 门 范 围 很 广 的 数学 理论 的 一 个 深刻 结论 。 
信息 论 中 也 有 类 做 的 基本 结论 ， 在 确定 的 且 范围 很 广 
的 假设 下 ， 人 们 能 够 忽略 信息 的 性 质 特性 ， 而 用 一 个 
数 来 表示 它 的 县 ， 这 个 数 仅 仅 描述 了 在 通信 信道 上 伟 
输 信息 和 在 其 有 记忆 的 机 器 上 存 镑 信息 的 可 能 性 . 

911. 给 出 在 为 场 中 运动 的 粒子 的 位 置 和 速 庶 提 
人 殿 了 它 在 将 来 任意 时刻 的 位 置 的 信息 ， 而 且 这 个 信息 
是 完全 的 : 它 的 位 置 完全 被 俏 定 . 给 出 一 个 粒子 的 能 
量 也 提供 了 信息 ， 但 显然 这 个 信息 是 不 完全 的 . 

草 2， 等 式 


а= (1) 
提供 了 变量 a 和 b 2А. 等 式 

а=? (2) 
提供 的 信息 比 (1 式 少 {因为 (1) 可 以 推出 (2) ， 
但 两 者 不 等 价 )， 最 后 ， 等 式 ( 对 实数 ) 


а=) (3) 


等 价 于 ( 1) ， 且 提供 相同 的 信息 ， 即 (1) 和 (3 ) 4 
给 出 相同 信息 (same information ) 的 两 种 不 同形 式 - 

便 3 ， 一 些 物 理 量 的 测量 结果 会 含有 某 种 差错 ， 
这 些 测量 结果 提供 了 精确 值 的 信息 ， 人 们 通过 增加 济 
ант SB. 

СЕ ааа KEIRA E 
кип, Жошы яллы, шй 
正太 分 布 ， 且 方差 已 知 ， 则 等 术 平 均值 含有 所 有 的 信 
8. 

Е з С, с 通过 通信 
信道 传输 后 会 出 现 “失真 ”， 因 此 人 们 在 信道 的 接收 
增 得 到 变量 


= +Ө@, 


这 里 8 与 上 相互 独立 (概率 论 意义 ) .“ 输 出 提 
殿 了 “ 输 和 人 ”< 的 信息 . 因为 9 RA “ЕШ” (Н. B 
此 大 们 自然 地 假设 这 个 信息 较 少 . 

在 上 述 每 个 例子 中 ， 我 们 从 提供 信息 的 完全 程度 
的 角度 来 比较 数据 . 在 例 1 一 3 中 ， 这 种 比较 的 意义 
很 清楚 ， 卫 导致 等 价 机 非 等 佐 关 系 的 分 析 ， 在 例 34 和 
例 4 中 ， 这 种 意 祥 还 需要 弄 得 更 消 楚 ， 数 理 统计 学 和 
信息 论 使 我 们 做 到 了 这 一 点 (在 这 两 门 学 科 中 ， 这 些 
例子 是 典型 的 ) . 

С. Shannon 在 1948 年 提出 了 作为 信息 沧 基础 的 
一 个 定义 ， 即 一 个 随机 事物 (Е, Ж, ӘӘ 
相对 十 另 一 个 随机 事物 所 含 的 信息 量 的 魔 量 ， 这 个 定 
广 用 一 个 数 来 表示 信息 基 ， 最 简单 的 情形 是 趾 机 事物 
为 让 有 限 个 值 的 阶 机 变量 ， 这 时 我 们 能 够 很 好 地 解释 


这 个 定义 ， 设 为 一 个 芭 值 x,,…, x, 的 随机 变 
量 ， 相 应 概率 为 р, U, рр 为 一 个 到 值 yo U 
ya 的 史 机 变量 ， 相 应 概率 为 ?1，…， а. А ЕХ 


п ТЕКИН (6, р) 定义 为 


18.) Pp bs 21, (4) 


这 里 pi 为 上 = xi #1 一 了, 出现 的 概率 ， 对 数 以 2 为 
Ж. 1(£, n) 有 一 系列 性 质 ， 这 些 性 质 是 作为 信息 量 
的 一 个 度量 所 自然 轰 求 满足 的 ， 因 此 ,J(&, n)>0, 
等 号 成 立 ， 当 且 仅 当 pv = paq, 对 所 有 了 成 立 ， 节 


dom уапайев). 0—3. (Е, a) «(н n), 等 
зт. НДЫ у E 二 的 一 个 函数 (ИШ =! 
等 等 ) ， 更 惊奇 的 事实 是 (5。 们 一 [1 @). 

н =G =Y. ples, (1/p, #59 ¿ 的 精 
(cntopy ) ， 科 是 信息 论 的 一 个 基本 概念 . WEB SI 
之 问 的 关系 为 


(фо =н) жна) НС т). (5) 
E н(е, ур) 为 随机 商量 (С, р) КИЙ, Вр 


не т) Урва 二 


СОВИ, ЖЕЙ (或 描述 ) 一 个 随机 奖 量 的 可 能 
取 值 所 必需 前 二 元 符号 数目 的 平均 值 ， 这 使 得 人 们 能 
够 理解 (4) 定义 的 信息 量 在 具有 “ 记忆” 的 机 加 中 存 
储 信 息 方面 记 起 的 作用 ， 和 如 困 г 和 是 相互 独立 的 
随机 变量 ， 则 人 们 需要 平均 Н(гу 个 二 元 符号 来 记录 
的 值 ， 平 艾 H (n) 个 二 元 符号 来 记录 4 的 值 ， 平 均 
H(¿) + нр) 个 二 元 符号 来 记录 (Е, р) МИН. ШЖ 
& fl у 是 相关 的 随机 变量 ， 则 记录 (8, р) 的 值 所 需 
要 的 二 元 符号 数目 的 也 均值 小 于 НОЕ) + Нр), Ж 
是 因为 Н(&,)=Н( + H(n) 一 166, n). 

通过 应 用 较 深刻 的 定理 ， 人 们 能 够 说 明 (4) 定义 
的 信息 黄 在 通信 信道 的 信息 传输 阿 题 中 所 起 的 作用 ， 
信道 的 信息 论 的 基本 特征 ， 所 谓 信道 容量 (capacity ) 
СЕНЕН РЕНЕ ЯЕ ( transmission rate of a channel )) 是 
通过 "信息 "的 其 本 概念 定义 的 . 

如 果 上 和 у 取 无 限 个 值 ， 则 通过 极限 变 措 出 
(4) 得 到 


ею | рх, ув dxdy. 


(6) 
这 里 p, 9 表示 相应 的 概率 密度 . АМЕР, ЭЙ 
НО) 和 H(n) 不 渝 在 ， 但 是 类 似 于 (5) ， 我 们 有 公 
式 


p(x, y) 
p(x)q(y) 


TE, т) = ЕС) АС) h(2, 0). (7) 


这 里 
- 1 
b= Lees, dx 
Ж z 的 微分 精 (difierential entropy) (h(n) 和 h(E， 
п) 同样 定义 ). 


15. ВЕЙ 4 的 条 件 下 随机 变量 上 和 о 其 有 
正 疙 概率 分 布 ， 均 值 都 为 0， 方差 分别 为 со, 
则 从 (6) 或 (7) 知道 1 (yn,，5) =1 (tf, n) = 
(1/2)bg,(1 + 02/02). 因此， 当 “ 噪 声 *g 的 水 平 
ЖАНН (ЁЁ ср 一 оо), “接收 信 号 "4 相对 “传送 
信号 "< 的 信息 量 赵 于 零 ; 5 “s "W £ (BD 
93 一 有) ， 它 趋 于 和 无穷大 ， 
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例 4 或 例 5 中 的 随机 变量 < 和 n 为 随机 函数 
(或 称 为 随机 过 程 )5(5) 和 р), ЗЕРНО 
了 信道 的 给 和 人 端 和 输出 端的 某 个 攻 的 变化 过 程 ，、 人 们 
对 这 种 情形 特别 感 兴趣 ， 给 定 一 个 噪声 水 平 ( 声 学 术 
8), (е) 相对 《(f] ВИЙ B EW DE 38 82k Ж 
量 的 一 个 标准 

在 数理 统计 学 的 问题 中 ， 人 们 也 常常 用 到 信息 的 
概念 (И 3 和 例 3a) ， 然 而 无 论 是 正式 的 定义 ， 还 
是 给 出 的 名 称 ， 它 们 都 与 信息 论 给 出 的 定义 不 同 ， 统 
计 学 处 理 人 量 的 观察 结果 ， 且 常常 将 这 些 结果 的 完全 
排列 蔡 换 成 联合 特征 量 ( 称 为 统计 重 ) .这 种 替换 有 
时 损失 了 信息 ， 但 左 某 种 条 忻 下 ， 联 合 特征 景 含有 完 
到 数据 的 所 有 信息 (下面 例 6 的 结尾 部 分 说 明了 这 一 
点 ). R. A. Fisher 在 1921 年 将 信息 的 概念 引信 统计 
ж. 

例 6. йг, 7, с, 为 某 个 量 的 n 个 独立 观察 
结果 ， 具 有 正 态 分 布 ， 概 率 密度 函数 为 


ЕЕ 
这 里 参数 a 和 (均值 和 方差 ) 来 知 ， 必 须 通过 观察 
结果 来 售 计 ， 这 内 充分 统计 最 (suficent айык) 
( 即 观察 结果 的 函数 ， 窜 因 末 知 参数 的 所 有 信息 ) 为 
算术 平均 值 


156 
т 


和 所 调经 验方 关 
- 1 Ç - ү! 
s= т У(ф-4)'. 


如 果 :已 知 ， 则 有 本身 是 一 个 充分 统计 量 《 见 例 
за). 

术语 “完全 信息 " ЮЖ X a] н ШЕ ЖШ 
明 : 我 们 有 未 知 参数 的 一 个 函数 p = р(а,о?),ф'= 
Фо С) 为 它 的 一 个 估计 量 ， 且 没有 系统 误 
Ж. 设 估计 量 的 质量 (精确 度 ) (o * ~ gp) 的 方差 
来 度量 (在 数理 统计 学 问题 中 ， 人 们 常常 这 样 做 }， 
则 存在 另 一 个 估计 基 9”， 只 依赖 于 志和 о, ПУ 
无关， 它 不 比 9" 差 (在 上 述 标准 意义 下 ) ，Fisher 
也 握 则 了 度量 一 个 观察 结果 相对 未 知 参数 所 含 ( 平 
均 ) 信息 最 的 一 个 方法 ， 这 个 概念 也 出 现在 统计 估计 


理论 中 ， 

参考 文献 见 信息 传输 ( information , transmission 
of). IO. В. Прохоров Be 
[ 补 注 】 
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信息 量 [ information , amount of ; информации количес - 
тво] 


一 个 随机 变 最 相对 另 一 个 随机 变量 所 含有 的 信息 


БИЙ ЛЕШ. 设 “ 和 为 定义 于 概率 室 间 ( proba - 


Ыйу space) СО, W, P) 上 的 随机 变 景 ， 分 别 取 值 于 
可 测 室 间 (measurable space) (Ж, 5,) #09, 5). 
设 ра, (С) (CeSax 55) 为 联合 概率 分 布 ; Ps (А) 
(4sSa) 和 p. (B) (Ве$,) 为 边际 概率 分 布 、 如 果 
ре) 相对 直 积 测度 Ps x pr( ，) 是 绝对 连续 
的 ， 记 (е) д Ра (е) НЯ рахра( е ) А0 
(Radon- Nikodym ) Ж, 1.0 ) = logae(。 ) 为 
信息 密度 【这 里 对 数 通常 取 2 е 为 底 )》， 册 信息 量 
定义 为 
т |б рабах, dy) 
®*® 

= [| ant, logas lx, у)р;(йх)р„(4у) 

хх 
如 果 pi( ) 机 对 pe x pn (5 ) 不 绝对 连续 ， 则 定 
R ME у) = +. 

如 果 随 机 变量 《 和 n RURAR, ШОС, n) 
的 表示 形式 为 


t= Ў Ж рвуюв-уш-, 


жй {р}, (4) {py i=1, се, тру, 
отр ¿n m СЕ, n) 的 概率 分 布 . (特别 地 ， 


не 0 = ў рав, B (20 


5 ç ВОЙ (entopy)). 如果 < 和 р ДОА, Е, у 
Ж (СС, n) НЕЙ р(х), р„(у) 和 р(х. у) 
存在 ， 则 
Кё, п) = fp (x. yybg Ра) уау, 
(as [ре bs yp (y ахау 
一 般 地 ， 


I(2, р) = Sup (@(), y(n)). 


БАЛОТА R Fd Bu АГ ЕАК (е ) 和 

(O) жю. 信息 量 的 概念 主要 用 于 信息 传输 理论 ， 
和 参见 信息 传输 (jnionmation , transmission of) Ж 

考 文献 11], [2], [4]. 

Р, Л. Добрушин, В. В. Прелов {# 符 方 伟 ШЧ iw 


信息 相关 系数 [infonmation corrdation coefficient ; ннфор- 
мацнонный коэффицнент корреляции ] 

两 个 随机 变 基 X fl Y ИКЕМ А, jg X 
а гр ЖЕ 5) — АСА fg {ЙЯ B. ЖЕЕ) РЕ 
数 ; 

R(X,Y)= үте 2199, 


其 中 ЈОХ, У) 是 信息 量 (information , amount of). 
作为 相依 性 的 度量 ， 信 息 相关 系数 的 性 质 完全 决 
定 于 信息 量 ЈОХ.) 的 性 质 ， 阴 后 者 木 身 是 防 机 变量 
X f 工 的 相依 性 符 征 ， 作 为 普 道 相关 系数 (correlation 
coefficient) p 的 类 似 ， 信 息 相关 系数 R 用 来 做 相依 性 
的 一 种 独立 度量 的 根据 是 ， 对 于 任意 随机 变量 、 它 比 р 
优越 .因为 出 信息 的 性 质 ， 知 R(X,Y)=0, WB X 
当天 和 了 是 独立 的 [independent ). 如 果 Хи Y 有 
联合 正 杰 分布， 则 丙种 相关 系数 相同 ， 因 为 这 时 有 
ЩХ,үу= — Татр). 
利用 信息 相关 系数 实际 研究 相依 性 ， 相 当 于 特征 
的 列 联 表 型 表 中 信息 其 的 分 析 . R 的 样本 类 似 是 系 数 
ñ= ic en, 
它 是 通过 信息 统计 量 了 来 求 的 ， 而 
см фот, пп, 
УХ ре 
其 中 n 是 观测 次 数 ，s 和 t 分 别 是 按 两 个 特征 所 划分 
ШЕЙ, п, 属于 (г, Ј) 组 的 观测 结果 的 频数 ，n,. 一 
了 nn.y = Уп. ЖЕ, ВААС НЯ 
布 问题 归结 为 样本 信息 的 分 布 问题 .作为 相依 性 度量 
的 样本 信息 ， 其 分 析 之 所 以 困难 、 是 因为 Т 与 观测 结 
果 的 分 组 密切 相关 . 
参考 文献 
[1] Linfoot , Е., An informational medsure of cormlation , 
Information ала Сотто. 1 ( 1957), 1, 85 ~ 89. 


[21] Kulback.S., Information theory and statistis Wiley , 
1959 А. В. Прохоров # 周 概 容 译 


信息 距离 [infonnation distance ;ҥнформационное paecro- 
энне 

概率 分 布 集 合 上 的 一 种 度量 或 伪 旗 量 ， 用 以 表征 
这 些 分 布 所 描绘 的 随机 现象 的 “不 相似 程度 ”. 在 根据 
观测 结果 区 分 P 和 Q 的 问题 中 ， 最 感 兴趣 的 是 与 斌 
验 的 信息 量度 量 有 关 的 信息 距离 p (P,Q ) 

在 任何 具体 统计 问题 中 ， 在 对 观测 资料 进行 处 理 
之 后 ， 垃 作出 关于 所 观测 现象 的 推断 ， 出 于 观测 结果 
的 随机 性 ， 这 些 推断 一 般 并 不 完全 准确 ， 直 观 上 清 
楚 、 每 一 个 样本 都 含有 一 定量 的 有 用 信息 、 并 日 ,A) 
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ПЭШ ЖЫЕН АЕНА АГА: B) 由 独立 
f (ЙИШ, Жз Ж) ЖАК М АП ЫШ. 这 
шкан АРНОО Е Р 9 — ИСЕ О 
量 ( informativity of ап experiment (77 М ДШ 
( information .amount of )) ， 则 它 满足 公理 A) В), 
间 然 信息 的 概念 是 直 现 舶 ， 有 时 仍 可 给 出 满足 公理 A) 
ЯВ) 昌 在 观测 次 数 不 断 增 大 的 条 题 中 源 近 地 描述 扒 
ШАССИ ЛЕВИ Е 了 ， 歼 可 以 将 其 定义 为 信息 量 . 
信息 量 可 以 是 数量 ， 也 可 以 是 算 许 量 ， 分布 律 参数 信 
让 问题 中 的 依 息 矩阵 ( information matrix) 就 是 一 个 更 
要 例子 . 

Ж ДЮ B)， 信 息 量 像 长 度 的 平方 一 样 是 可 加 
的 ， 即 合理 的 信息 距离 应 该 有 具有 可 加 性 . 最 简单 的 信 
息 距离 是 ; паа ( distance јл variation ): 


в(Р,0) =[1Р(40) ~ 0 (20), 
КЕРТ Riemann 度量 的 Fisher EW ( Fsher dista- 


пе: іп an апап Riemamian тос): 


р.(Р,0) = 2а os {VPI DA) . 
FOB AB ИЕА 6346048 ЖЯ. 
根据 Neyman -Pearson 理论 ， 关 于 区 分 第 局 ш 的 
一 般 空间 Q 上 概率 分 布 P (do) 和 0 (qo) 的 全 部 
有 用人 信息， 都 包含 在 似 然 比 或 者 它 的 对 数 
арш) — Ing(o) = кёб (в) 
ШЕУ Еа ЕАУ Ж 
学 期 望 
ЖШ РО) = 
1Р0) I|" Т Jee 


P 


- [| PG) ү Pile) Jocaw) 
11009) " Q(do) ° 


称 为 (按照 Kulback ) 区 分 相对 Q 有 利于 P 的 ( 平 
均 ) 信 息 ( (average) information) , 亦 称 为 相对 炳 (rela- 
tive ‘entropy), 或 信息 离 差 ( information deviation ). 非 负 
(可 能 无 穷 ) 量 (P,Q) 满足 公理 和 A) 和 В). 它 表征 
Рој Q 的 单 侧 区 分 的 蕉 确 性 ， 次 定 随 独 立 观测 次 数 
六 增 大 第 二 类 错误 ( 即 当 P 不 正确 时 错误 地 接受 它 ) 
的 概率 ps 减 小 的 最 高 阶 数 : 


Br ~ *%Р{- М, l(P:Q), 
这 时 假设 显 营 性 水 平 {第 一 类 错误 概率 ) as АЕ. 
O<a <a Sa <1, 


类 似 的 量 I(Q:P) ч овур, <р 
决定 z, 减 小 的 最 高 阶 数 . "相似 "关系 【包括 随机 现象 
的 “相似 性 ") 不 对 称 ， 因 而 一 般 1(P: @) #1(@: P). 
Р:О) 的 几何 解释 一 一 它 基 从 О 到 P 的 不 对 称 是 


离 的 平方 的 一 半 ， 在 一 系列 统计 学 问题 中 是 自然 的 . 
对 于 这 样 的 信息 距离 、 三 角形 不 等 式 不 成 立 . 但 是 类 
似 Pythagor 定理 的 一 个 不 对 称 的 等 式 成 立 ， 即 


H(R:P)=I(R:Q)+II(Q:P). 


RE 
(e) - (ш) 
fr te) Е [Á ке о 


当 用 极 心 化 极 大 方法 检验 P 和 Q 时 ， 出 现 P 
和 0 的 相似 程 嵌 的 对 称 特征 РЮА, Ж 


w = Вы — ехр[— М1), 


1 = ліп [| P(4e)10(4e)1 = 


=min max [ (R: P), (R: Q))- 


与 信息 离 差 相 联 系 的 还 有 若干 其 他 信息 距离 (类 
[1,[2]). 对 无 限 接近 的 P 和 ,信息 离 差 的 主 部 与 
任何 合理 信息 误差 的 半 方 一 样 ， 可 以 精确 到 常 时 数 
с(1) 由 Fisher 二 次 型 给 出 ， 对 子 信息 离 差 ， 


«= +. 


57—271. ЕЕЕ ЖЕДЕ ДОШ А), 只 要 诱导 
拓扑 强 于 СЕЙ: А) Е ТРИК ( 见 [3], 
14]). 
ехе 
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信息 复制 精确 度 [infonmation ，exactness of reproducibility 
of ; сообщений точность восироизведення ] 

信息 传输 的 质量 的 一 种 度 攻 ， 信 息 量 从 一 个 信息 
源 ( information , source оГ) 通过 一 个 通信 值 道 (corm - 
munication channel ) 传输 给 接收 器 (终端 ) 的 - 信息 
复制 精确 度 的 相关 标准 通常 是 通过 下 述 统 计 方法 来 描 
述 的 : 设 信息 源 产 生 的 通信 信和 号 ¿ 取 值 于 可 测 空 间 
(measurable space) (Z, 83; ) ， 接 收 基 接收 的 通信 和 信 
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号 Синт) (2. S.) . # (2, P) 的 联合 
概率 分 布 的 通 应 集 ТУ, W 为 滋 积 空间 (Z x Z, S, x 
Sr) 上 概率 测度 集合 的 子 集 ， 信 息 复制 猪 确 度 通常 通 
过 -- 个 失真 度量 р(х. 7), хех, еї 来 定义 ， 这 里 
р(х, X) 为 fü АРТ В, ИКУ 
通信 和 集 W 由 下 面 公式 给 出 

Е2(6, 8) <, (0) 


这 里 。 > 0 为 一 个 给 定常 数 ， 

特别 地 ， 当 (Ж, Sx ) = (X", $у.), (Z, S;) = 
(X. 5р) 时 ， 人 们 通常 采用 分 量 相 加 来 定义 信息 复 
иик, Ш 

рб", #) = Ўр Ж). 

这 里 x?= (х х)", X"= (90,5, X.) 
KX", x eX, TeX k=l, =, п), B о,(х, 2) 
(хех, хе) 是 一 个 非 负 可 测 函 数 ， 在 这 种 情形 下 ， 
人 们 有 时 不 采用 条 件 (1)， 而 采用 下 面 的 条 件 : 


Ер,(&,, 6.) <, ҖИР k= l," n. (2) 


“ 


如 果 X= X, А 
0， 如 果 x=, 


pulx, Быр 加 果 x= X, 
则 条 件 (1) 和 和 (2) 就 分 别 转变 成 对 通信 分 量 的 平均 
或 最 大 译 码 错误 概率 (erroneouw decoding , probability 
of ; 的 限制 ， 如 果 信息 源 是 连续 的 【例如 Gauss 信息 
源 )， 人 们 通常 假设 р,(х,х) =(х-%)!. 
参考 文献 
[1] Galager , R., Information theory and reliable commu - 
mication , Wiley , 1968. 
[2] Berger, T., Rate distortion theory , Prentice Hall , 1971 
Р.Л. Добрушин, В. В. IIpenoa Ф 
【 补 注 
参考 文献 
[A1] Cšiszar , І. and Kimer, 7., Information theory - cod - 
ing theorems for discrete memoryless systems, Акай 
Kaido , Budapest , 1981. 符 方 传 ШШ Ж 


信息 矩阵 [information matrix ; ияформацнонная Mar- 
рица], Fisher 信息 ( Fisher information) 

信息 {information ) 的 协 方 吉隆 [covariance matrix). 
对 于 具有 依赖 问 量 (包括 数量 ) 参数 r= (r. )сӨ 
的 充分 光滑 密度 p{w; !) 的 受 控 概率 分 布 族 P'(do) 
( 见 概率 分 布 密度 ( density of a probability dštribution)), 
当 上 = 和 时 ， 信 息 低 了 泗 的 元 素 定 义 为 

1,(9) = 


-| Bop(ost) dnp(w;t) 
91, аг, 
а › П 


„е4, (1) 


ом. 对 于 数 最 参数 т, 信息 矩阵 可 以 
梯度 的 方差 ( dispersion ) 表示 . 
信息 矩阵 决定 一 非 负 微分 二 次 型 


Slaban = A, (2) 


它 赋予 分 布 族 { P'} 以 Riemanr ЖЖ. 如果 结局 Qo 
的 空间 中 有 限 ， 则 


A => ч. ip = Р(о,), Уо,0. 
7 BP, 

Fisher 微分 二 次 型 (2) 是 关于 统计 判决 规则 范畴 不 变 
的 , (精确 到 常数 因子 ) 唯一 的 微分 二 次 型 ， 因 此 它 在 
许多 统计 现 律 性 的 表述 中 出 现 . 

结局 空间 Q 前 任何 可 测 映 射 了 可 以 诱导 出 新 的 
光滑 分 布 族 8' = Ру, KB B BE 1000). 这 
时 ， 对 于 任意 z, ,… , z。, 信息 矩阵 单调 不 增 : 


, 
Esa Ж} Ih zz. 
* hk 


信息 年 阵 还 具有 可 加 性 , 如 果 1 人 (8) 是 密度 为 p (ol; 
t) 的 分 布 族 的 信息 矩 陈 ， 则 分 布 族 


М 
рб", 09и) = Црбо%; т) 


的 依 息 矩阵 为 1 (ө) = У), 1906). 特别 地 ， 对 于 N 
次 独立 同 分 布 试验 ，fw(9) = NI00). 在 分 布 律 的 参数 
估计 问题 中 ， 可 以 用 信息 手 阵 表征 判决 规则 的 统计 精 
度 ， 对 于 数量 参数 1 的 任何 无 偏 居 计量 + со, 
оу 的 方差 有 


Diz 2 [NI(0)] '. 
对 于 向 量 参数 的 估计 量 ， 其 信息 有 类 似 的 抵 降 不 等 
式 ， 其 数量 推论 
Е, Ў 00) 5905,60) G0) 2 m (3) 


表明 ， 无 偏 估计 量 在 任何 情形 下 也 不 可 能 非常 精确 . 
对 于 任意 估计 量 ， 后 考 不成立 .不 过 有 些 约束 仍然 成 
立 ， 合 如 对 平均 精 度 的 约束 : 


Se E,< т 01100) 7 —8 > >mN + o (N` ), (4) 


其 中 (3) 左 俩 的 平均 97 是 在 任 一 紧 子 域 өсө 日 上 
ЖЖ, 


4V(0)=/ дагер) d40( 20; 


ЖАКЕТ @' 的 维 数 . 不 等 式 (4) 是 渐 近 精确 的 ， 
并 且 在 此 意义 下 最 大 似 然 估计 是 渐 近 最 优 的 ， 

在 退化 点 上 detJ(6) = 0, 参数 的 联合 估计 是 困难 
的 ; 如 果 在 基 个 区 域内 det1(8) = 0, 则 联合 估计 一 般 
不 可 能 . АЖ. {ЖЕ .Fisher([1]), 可 以 相当 谨慎 地 


B, Т АА ИЧИ tu EHU ЖР ЕЕ X 3 h & 
数 的 平均 信息 量 ( information . amount оѓ). 
参考 文献 
[1] Pisher, В. A.. Theory of statistical estimation, Trans 
Combridge Philos. Soc ., 22 (1925), 700 — 725. 
[2] Вата, 1. Ж., Notions fondamentales de statitique ma - 
thématique ， Dunod , 197] 
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H. H. Ченцов 所 
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信息 的 量化 [| information, спалбхабоп of; сообщений 
квантованне ] 

其 有 下 述 性 质 的 一 种 划分 ， 将 信息 源 ( information , 
source of ) 产生 的 适 信 值 集合 划分 成 有 限 个 (有 时 是 
可 数 个 ) 不 相交 子 集 4,, 使 得 每 一 类 的 信息 可 以 在 给 
定 的 信息 复制 精确 度 ( information exactness of repro - 
dacipiity of } 内 由 某 一 个 选择 元 4,E4, 来 表示 . 一 个 
给 定 的 信息 量化 对 应 一 种 信息 源 编码 方法 ， 编 码 函 数 
定义 为 p(x) =а,, xE A,， 信息 量化 使 得 人 们 能 够 将 
一 个 连续 信号 的 发 送 转化 成 一 个 离散 入 号 的 发 送 ， 且 
不 影响 关于 信息 复制 精确 度 的 茶 此 条件 . 


参考 文献 
[1] Харкевич, А. А., Борьба с помсками, 2 изд., 
М., 1965. 


[2] Shannon, С. Е., А mathematical theory of eornmuni - 
cation, Bell Systens Тейн. 1., 27 ( 1948), 379 - 423; 
623 — 656 
73] Gallager, R., Information theory and mliable commu - 
nication , Wiley , 1968 
[4] Berger, Т., Rate distortion theory , Prentice Hall , 1971 
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Лар 8 [infonmation, rate of generation of; сооб. 
щений скорость создання ] 

ЖГ ЯТЫ РД ӘЙ ЖОН 848 8 Sik (iniorma - 
боп, amount of) 的 一 个 最. 设 离散 时 间 信 息 源 = 
生 通 信 信 号 《一 (… обо с), ВА: 
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k=, -1,0,1, ЯВАР X 上 的 
随机 变量 ， 信 息 源 u 的 信息 产生 率 由 下 面 方程 定义 


Н(и)= 


т Н), (0) 


үүн 


如 果 这 个 极限 存在 . 这 里 БОЕ) 是 随机 变量 1 = 
Сб, 777 Š.) 的 精 (entropy). (*) 式 定义 的 (и) 
也 称 为 信息 源 的 炳 率 ， 

在 某 些 情形 下 ， 人 们 能 够 成 功 地 证 明 (*) 式 中 的 
极限 存在 ， 并 有 直接 计算 出 来 ， 例 如 平稳 信息 源 。 对 于 
平稳 Марков 情 息 源 和 Gaussian 信息 游 ， 人 们 已 经 
得 到 了 Ни) 的 直接 计算 公式 . 信息 产生 率 的 概念 与 
信息 源 的 元 余 度 《redundancy ) 的 概念 有 密切 的 联系 . 

如 果 и 是 一 个 具有 有 限 个 状态 的 平稳 遍历 信息 
їй, ЛИЗ — ЯНЕ {ЕП ( property of asymptotic 
uniform distribution) (МеМйап 定理 (McMillan the - 
олет), [1 D) 成 立 . 设 POE) = Б [t= х0), ЖШ 
xt=(x, х) 为 工 长 信息 源 段 c= (6, U, 
<) ЕЕ. 对 任意 8，6 > 0， 存 在 L,(s, 8), 使 
得 当 工 > 工 vfe,，5) 时 ， 

>] <, 


_ . 
{| pen, _ Bu) 
Coding theorems of information theory , 


Элуй 
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Information theory and reliable com- 


[15:9] 
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信息 集 [information set ; ниформационное множество ], 
对 策 论 中 的 

对 局 中 人 已 知 的 对 策 在 给 定时 刻 的 所 有 可 能 的 形 
势 (位 置 、 状 态 ) 的 集合 .这 个 集合 包含 当前 形势. 
信息 集 刻 画 了 一 个 局 中 人 对 以 往 的 形势 以 及 他 自身 的 
选择 (记忆 ) 和 其 他 局 中 人 的 选择 ( 信息 ) 的 知识 . 
面 对 一 个 信息 集 ， 局 中 人 需要 作出 他 的 决策 { 选择 信 
ЗЯ ТУНА (aemative ) ， 即 选择 一 个 信息 集中 所 
有 位 置 的 同时 替换 ) ， 它 作为 位 置 的 一 个 替换 仅 在 现 
时 表演 的 对 策 中 具体 化 . И. Н. Врублевская ## 
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【 补 注 了 
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信息 源 [infonmation, source of; источник сообщений ] 
一 个 产生 能 在 通信 信道 ( communication channel ) 
上 传输 的 信息 的 物体 . 信息 源 U 产生 的 信息 是 一 个 随 
机 变量 (random variahle )《， 这 个 承 机 变量 定义 于 概 
率 空 间 ( probability space) (0, 0, P) ， 取 值 于 可 
测 空间 (measurable space) (Ж, S.) ， 具 有 概率 分 布 
p(，). 通常 
(аз ПО, 5), 


这 里 (X, S.) 都 等 于 可 测 空间 (XX, Sw) П 为 当 + 
ЖНА A N (X. 5.) КЛИН. д 为 实 轴 上 
茶 一 个 区 间 (有 限 、 半 无 限 ， хан), Жж 1 
散 子 集 {通常 де (5, 1, 0,1, ра i 
2, 5р). 对 于 第 一 种 情形 ， 称 为 连续 
(continuous - time source of information}; 对 于 第 二 种 
情形 ， 克 为 离散 时 间 信 息 源 ( discrete - time source of 
information ); ЖЕРД BOE, bae Е { (0): 
1EA} 表示 信息 源 产生 的 信息 ， 这 思 ¿CU RT (X, 
З). ТЕКБИР, (т) 称 为 信息 源 在 时 刻 t 产生 的 信 
息 .随机 变量 ¿P= 0605): гут) BO B B 
(segments of information) (:, Т] 

信息 源 可 以 根据 产生 的 信息 ( 则 随机 过 程 (1)) 
的 种 类 来 分 类 例如， 如 果 “(0) 是 一 个 独立 同 分 布 
的 隐 机 过 程 ， 或 平稳 过 程 ， 或 过 历 过 程 ， 或 Markov 
PRR, УҢ Саш 过 程 等 等 ， 则 信息 源 分 别称 为 无 记忆 
信息 源 (source о? information without memory), * 
源 (slationary source). j# ЛИЕ B R (ergodic 
source), Марков 信息 源 (Майоу зошсе), Ошв 
信息 源 《Gaussian source ) Ж. 

信息 传输 ( information , transmission ог) 理论 的 研 
究 问 题 之 一 是 信息 源 编码 问题 。 它 分 为 定 长 信息 源 编 
码 ， 变 长 信息 源 编码 和 具有 某 种 精确 上 度 条 件 的 信息 源 
编码 等 等 (在 应 用 中 ，-: 些 编码 问题 称 为 信息 量化 ， 
信息 压缩 等 等 }， 例 如 ， 设 U 为 一 个 离散 时 间 无 记忆 
ШАЙ. =: 《分量 
$, 取 值 于 有 限 集 (7 BR) X. 设 X 315.4 418 
Ж (复制 信息 Z= Ка 3Ë Z, 


WR RS). К L Ham ¿t= (6 … 1) 
的 一 个 体积 » M 的 编码 (encoding ) 定义 为 一 个 从 X" 
到 Xt 的 一 个 含有 M 个 元 的 子 集 的 册 射 . 设 0х) 


为 xtext 在 这 个 映射 下 前 像 ("为 工 个 六 的 直 
积 ) .更 进一步 假设 信息 复制 精确 度 (infommation еха- 
Опе of reproducibiity of ) 出 一 个 非 负 实 函数 р(х, X) 
(хєх, ve X) ХАНЕ { measure of distortion ) 给 
H. жантай) 


= T Боаб St (4). 
这 里 ， 
риб, EO) Уб, Er). 
其 中 x= (x 
ЖАН Ну е MW (s-entopy ) 为 
BAU) = аё ё|), 


这 里 е, + ) 是 信息 量 (intormation ，amount оѓ). 
ГИЛ ШИ (Е Z.) 的 适应 分 布 集 取 
№. шшк ¿ ИШ Х,Ё, зат х, £, 的 分 
布 与 U 的 每 一 个 分 量 的 分 布 相同 


Ерс, б) Se. 
信息 涯 编码 定理 ( encoding theorem Бг a source 


of information )， 设 9.00) 为 离散 无 记忆 信息 源 О 
的 s 摘 。 有 限 失 趴 度量 为 (O. ) 令 M= et, 
则 1) 对 任意 的 a> 0,5>0, 尺 > 所 (5)， 和 所 有 
充分 大 的 正 整 数 L. was R L. AN 
M 的 编码 ， 使 得 平均 失真 度量 р, ЖЕЖ р, < 
5 十 6; 2) 如 果 忍 < 五 ,(C)， 则 对 任意 信息 段 长 度 为 
上 ， 体 积 为 M 的 编 千 ， 其 平均 失真 度量 万。 >с. Ж 
个 编码 定理 能 够 推广 到 -类 更 广 的 信息 浙 ， 例 如 ， 分 
量 的 取 值 空间 X 为 连续 的 信息 产 ， 在 这 种 情形 下 ， 人 
们 不 再 称 体 和 为 МИЙ, ПЗЕ ЕЗИ АЛКИН 


量化 (quantization of volume of the source of informa - 
ton). 必须 指出 的 是， 在 信息 源 编 码 定理 中 ， 如 果 取 


= 0.X = 总， 失真 度量 为 
ту | 9. WR <= x, 
оО орхих, 


Шей H,(U) 为 信息 源 的 信息 产生 率 ( information . 
mate of generation оѓ). 
参考 文 南 
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信息 论 [ information theory : ниформ ацин теория | 

ШЕ Ч О ЗС, ВЕЗА. 
АШ. ЖШ. АО ВОЗИТИ. “信息 
论 ” 的 术语 出 现在 本 世纪 五 -年 我 ， 但 一 直到 现在 
《1988 年 ) (日前 可 分 为 经 典 信息 论 积 "广义" 信息 
论 ) ， 还 没有 一 种 确定 有 被 人 们 普遍 接受 的 解释 . 在 
不 乌 的 令 域 ,人们 定义 的 信息 论 的 内 容 不 足 相同 、 财 
辑 上 站。 人 信 需 要 将 传统 上 不 属于 信息 论 的 一 些 学 科 
归纳 到 信息 论 中 - 与 信息 论 相关 的 各 个 学 科 的 一 
个 重要 特征 证 使 用 了 统计 方法 . 这 是 因 
为 信息 前 处 理 过 程 与 减少 一 些 第 物 的 不 确定 性 程度 有 
关 ， 而 通常 人 们 几 一 个 事件 的 概率 款 虑 量 这 个 事件 的 
不 确定 性 程度 

无 论 从 何 种 观点 来 看 ， 信 息 传输 (information 、 
transmission of ) 理论 是 信息 论 最 重要 的 组 成 部 分 . ЭП 
常 ， 特 别 是 在 纯 数学 的 文章 中 ， 论 " 术 谨 被 理 
传输 再 论 " 的 同义词 . 传输 理论 二 要 
名 乱 输 的 最 优 丰 氢 优 方 法 ， 这 时 信息 是 在 通信 
信道 (communication channel) 上 进行 传输 的 ， 孔 假设 
人 们 可 以 在 很 广 的 范 虑 内 选择 将 消息 元 转变 成 输入 信 
号 的 编码 方法 和 将 输出 信号 转变 成 消息 元 的 译 码 方法 - 

信息 传输 理论 的 诞生 应 该 归功 于 C. Shannon, 
他 在 1948 年 解决 了 信息 传输 理论 的 基本 问题 : 在 传 
输 误 送 概率 充分 小 的 情况 下 ， 确 定 最 优 编 码 和 话 码 
(coding and decoding ) 方法 所 能 达到 的 信息 传输 速 
束 ， 这 个 最 优 传输 速 弟 ， 称 为 依 道 谷 量 ( 见 信道 传输 
速率 ( transmission rate of а channel ))， 可 以 由 信息 重 
的 穴 语 来 描述 ， 信 息 量 (information ，amount оѓ) Ж 
出 Shannon 引 人 的 .信息 量 的 术语 非常 重 刻 ， 且 在 信 
息 传输 理论 利信 息 论 的 其 他 分 坟 中 市 著 许多 重要 的 应 
用 . 

信息 存储 的 最 优 方 法 在 原理 上 与 信息 传输 的 最 优 
方法 是 一 致 的 ， 这 是 因为 信息 存储 可 以 理解 为 信息 在 
时 间 上 的 传送 ， 而 信息 传输 是 信息 在 空间 的 传送 

信息 传输 理论 的 基本 定理 具有 存在 性 定理 的 特 
征 ， 这 些 定理 说 级 了 最 优 编码 和 译 码 方法 的 存在 性 ， 
但 是 没有 给 出 构造 或 技术 实现 这 些 最 优 编码 和 译 码 的 
方法 ， 因此， 编码 理论 紧 按 着 得 到 了 充分 的 发 展 .在 
编码 理论 中 ， 人 们 试图 构造 具体 和 相对 简单 的 编码 和 
详 码 算法 去 尽量 接近 信息 传输 理论 中 已 经 证 明 存 在 的 
最 优 算法 ， 编码 理论 其 有 自己 的 特色 、 它 除了 应 月 统 
让 学 方法 外 ， 达 要 用 到 很 深 的 代数 和 组 合 学 知识 去 构 
ЖАЙ. 
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通常 ， 所 有 应 用 统计 方法 和 理论 去 描述 道 信 信道 
的 输入 和 输出 信号 的 变换 方法 的 研究 ， 也 被 人 们 认为 
属于 信息 论 的 范畴 . 从 数学 的 观点 看 ， 这 些 研 究 正 是 
数理 统计 【主要 巧 随机 过 程 统计 )、 学 和 区 随机 过 程 的 
项 测 和 波 波 理论 、 博 变 论 等 的 应 用 . 因此， 信息 论 的 
这 个 分 支 同 其 他 应 用 概率 论 的 分 支 一 样 ， 在 它 的 发 展 
过 程 中 没有 用 到 其 他 特别 的 数学 工具 和 方法 . 

模式 识别 ( pattern recognition) 理论 通常 也 被 人 们 
认为 岂 二 信息 论 的 范畴 它 研究 事物 分 类 的 分 布 算 
法 ， 这 些 事物 只 有 直 疯 的 描述 而 没有 清 晰 的 数学 消 
述 .这样 的 算法 通常 包含 一 个 关于 人 们 先前 已 经 分 类 
的 一 系列 事物 的 学 习 过 程 . 

人 们 试图 码 定 信息 论 的 范畴 ， 首 先 给 出 信息 论 的 
普遍 可 以 接受 的 定义 ， 然 后 将 词汇 上 使 用 了 信息 这 个 
名 词 的 所 有 数学 分 支 归 纳 进 信息 论 的 范畴 ， 但 这 种 期 
望 至 少 在 现 阶 段 将 学 致 信息 论 的 概念 的 不 合理 的 扩 
%. 特别 值得 措 出 的 是 数理 统计 研究 信息 的 果 集 问 
题 ， 算 法 理论 研究 信息 的 处 理 问题 ， 形 式 语言 研究 信 
息 的 描述 问题 等 等 . 

信息 论 的 概念 很 多 ， 而 且 应 用 非常 广泛 . 到 目前 
为 止 (1996 年 )， 总体 上 说 ， 信 息 科 学 由 一 些 独立 的 
学 科 组 成 ， 每 一 个 学 科研 究 信息 概念 的 一 个 方面 ， 尽 
管 大 们 村 出 了 许多 努力 去 统一 这 些 学 科 ， 但 是 相对 来 
说 进展 很 慢 ， 创 立 - 个 包罗 万 象 的 信息 论 还 是 一 件 很 
ж. 
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信息 传输 [ information , transmission of ; иннформацни ne - 
редача] 

情 息 论 ( information theory) 的 一 部 分 ,研究 信息 
从 信息 源 向 接收 器 (终端 ) 传输 的 过 程 ， 见 悄 息 源 
( information , source оГ). 在 信息 传输 理论 中 ， 人 们 研 
究 信 息 传输 的 最 优 和 拟 优 方法 ， 这 时 信息 是 在 一 个 通 
信 信 道 (communication channsl) 上 进行 传输 的 ,日报 
设 人 们 可 以 在 很 广 的 范围 内 选择 将 消息 元 转变 成 输 人 
信和 号 的 编码 方法 和 将 输出 信号 转变 成 消息 元 的 译 码 方 
法 〔 见 编码 和 译 码 (coding and decoding )) . 

信息 传输 系统 的 一 般 机制 ， 首 先 由 C. Shannon 
СОТ 提出 ， 可 以 描述 如 下 ， 信 息 源 产生 消息 ， 这 个 
消息 通过 通信 信道 由 信息 源 疝 接收 器 传输 . 一般 假设 
消息 是 一 个 路 机 变量 ， 定 义 于 概率 空间 ( probability 
space) (Q, W, P )， 取 值 于 可 测 空间 (measurable 
space) (Z, S.) ， 概 率 分 布 { probabiliy distribution ) 
为 p(，). 通常 < 一 {E(D ; teA} (这 里 A 为 参数 
t 的 取 值 集合 ) 为 一 个 分 量 取 值 于 可 测 空间 (X, 5) 
的 离散 或 连续 时 间 的 由 机 过 程 . 例如 ， 在 离散 时 间 情 
ЕТ, = {6k 一 1, 2, R £= (6: k=, 
一 1, 0, 1,…}; 随机 变量 <。 取 值 于 (X, Sx) ， 称 
为 给 入 消息 的 分 量 ， 常 常 作为 信息 源 在 时 刻 产生 的 
消息 .随机 变量 а= (4. U, :,), ЖАТ (x, 
8y) 的 n 重 直 积 集合 (Х", Sx,) ， 称 为 n 长 输入 消 
B. 相应 的 概念 可 以 类 似 地 定义 于 消息 为 连续 时 间 随 
机 过 程 的 情形 ， 

接收 器 接收 的 输出 消息 也 是 一 个 随机 变量 Z, = 
义 于 相 司 的 概率 空间 (Q. 0, P ) ， 取 和 估 于 可 测 空间 
(8. 55) 《一 般 不 同 子 (E.S). чв 18 
散 或 连续 时 间 随 机 过 程 时 ， 人 们 类 似 地 引 人 输 出 消息 
的 分 晤 的 取 值 空间 ( 针 , Sx) 和 n 长 输出 消息 的 到 什 
208 (Х", S 2) 的 概念 . 

信息 复制 精确 度 作为 消息 在 通信 信道 中 传输 的 质 
ЖЕНЕ Ж ( 见 信息 复制 精确 度 (informatior:, exactness 
of reproducibility of )) .一般 如 果 传 答 是 在 具有 嗓 声 的 
通 宫 信道 中 进行 ， 即 使 X 与 X 相同 ， 人 们 也 不 可 能 
达到 完 人 精确 ， 即 发 送 和 接收 的 消息 完全 相同 ， 反映 
精确 度 的 要 求 通常 是 通过 如 下 统计 方法 来 措 述 的 : 引 
Аки Вр (2, Z) 的 联合 概率 分 布 的 适应 
# W, W 为 到 积 空间 (X x E, S, x Sy) Е 
集合 的 于 集 ， W 通常 由 一 个 非 负 可 测 画 数 p(x, x) 
(хєх, те) 和 一 个 数 a > 0 来 表示 (с, 的 概 
ЖАТ W 的 充 要 条 件 为 


Ep(t, Жа. {1) 


因此 ， 人 们 通过 接收 消息 与 发 送 消息 的 差别 及 来 给 出 
复制 精确 度 的 条 件 ， 


信息 源 产 生 的 消息 通过 一 个 通信 信 间 来 传送 ， 一 
个 信道 (channel】 (Q, V) 出 下 列 元 宕 组 成 : 两 个 可 
测 究 间 (9, 50). (9, 55): 一 个 转移 函数 Q (y. 
A) (у©%®, Ag8y), BDE 655, Q (y, А) 0 
代数 S, 可 测 ， 固 定 ye9, Q(y, А) # (9. 55) 上 
一 个 概率 测度 ; (9, 5) 上 概率 测度 构成 的 集合 的 一 
个 子 集 V. SB (9, 55), (0,55) 分 别称 为 信道 
的 输入 信号 和 输出 信号 集合 ，y 是 输入 信和 号 分 布 的 限 
制 .两 个 贿 机 变量 n ОЯ( 定义 于 概率 空间 CO, W, 
P)) fB bi (Q, V) 相连 接 ， 如 果 它们 分 别 取 
т (9, 5,) H (9, S55)， 对 任意 деху, Та 
式 以 概率 1 成 立 : 


P (TSA|n) = 009, А), (2) 


且 的 概率 分 布 属于 V. 一 般 下 由 一 个 可 测 函 数 
я(у) (ye 9) 和 一 个 数 b > 0 来 表示 : n 的 概率 分 布 
属于 V 的 充 要 条 件 为 


Е2(3) < (3) 


在 离散 信道 情形 下 ，F 一 般 取 为 所 有 概率 分 布 构成 的 
集合 ， 即 没有 限制 ， 

实际 上 р 为 发 送 机 的 传送 信号 集合 ， 昼 为 接收 
机 的 接收 信号 集合 (在 应 用 中 男 和 зан). 
如 果 输入 信号 随机 变量 п 已 知 ， 则 由 (2) 式 可 知 输 
出 信号 的 条 件 分 布 ， 引 人 限制 V 是 因为 在 许多 应 用 中 
输入 信 号 的 分 布 不 能 随意 选取 (通常 假设 输入 信号 的 
平方 的 均值 (能 其 ) 不 能 超过 一 个 给 定常 数  ， 输 人 和 
输出 信号 为 离散 或 连续 时 间距 机 过 程 的 情形 在 应 用 中 
是 重要 的 ， 这 时 = [n (O) у= (к) р 定义 于 
实 轴 上 一 个 有 限 或 无 限 ( 半 无 限 或 双 无 限 ) 区 间 ， 分 
别 取 值 于 可 测 空间 СУ, 5,) Ж (Ў, 55). #090, Яд 
#ns[mo na Y = io Ta UY 为 随机 变 
ЕЙ, ШШ Жу 为 输入 和 输出 信号 的 通信 信道 通 
常 被 看 成 一 列 信道 (上述 意 义 下 ) .这些 信道 称 为 给 
定 信道 的 殿 ， 这 些 信道 段 的 输入 和 输出 信号 为 у= 
Опо т) О Я) (т=1,2, ©). 

为 了 将 输入 消息 转变 成 适 信 信道 上 的 传送 信和 号 和 
将 信道 终端 的 接收 信号 转变 成 输出 消息 ， 有 必要 对 消 
息 进行 编码 和 译 码 运算 ， 一 个 编码 (encoding ) 是 一 个 
取 值 于 D 的 西数 f(x) (xe 等 )， 一 个 译 码 ( decoding ) 
是 一 个 取信 于 Ж 的 函数 g(7) (76). 集合 {了 (x): 
хей} 称 为 一 个 码 〔code)， 集 合 中 每 一 个 元 表 称 为 
码 字 (code words ) 、 使 用 编码 f(x) 和 译 码 g( 了 ) Ж 
味 着 ， 如 果 消 息 元 为 xe 充 ， 则 我 们 在 信道 中 传送 у= 
f(x); 如 果 在 信道 终端 接收 到 了 Ee 蓄 ， 则 将 它 译 码 成 
输出 消息 = g(F)， 在 信息 传输 理论 中 ， 人 们 常常 采 
用 隐 机 编码 (random encodings ) 方法 ， 即 码 字 是 按照 


一 个 概率 分 布 随机 选取 的 . 

信息 源 产 生 一 个 消息 ， 具 有 概率 分 布 p(t" )， 它 
能 够 在 信道 (Q. V) 上 传送 ， 这 时 编码 为 /(- ), É 
而 为 g(。 )， 复 制 精确 央 由 W ЖШ. 如果 能 够 构造 
Марков f (Markov chain) 2, у, я, С, (## ¿ 的 概 
34352 p( 。 ) СЕ, Z) 的 概率 分 布 属 于 И, (n, T) 
ЖЧ (Q. V) 相连 接 . п 


„=, Z= (9. (4) 


¿, m T. 22600 Markoy 链 等 价 于 给 定 上 和 ?的 
ІН. 的 条 件 概 率 (conditional probabihty ) ЯЖ 
#7， 即 输出 信号 只 依赖 于 输入 信号 ， 而 与 被 编码 成 这 个 
输入 信号 的 消息 元 无 关 . 

信息 传输 理论 研究 的 基本 问题 可 以 措 述 如 下 ， 给 
定 一 个 产生 内 有 概率 分 布 p(，) 的 消息 的 信息 源 ; 
一 个 通信 信道 (@ ，P); 一 个 复制 精确 度 条 件 分. 在 
什么 条 件 下 存在 一 个 编码 f( ， ) 和 一 个 译 码 9{( ， )， 
使 得 信息 源 产 生 的 消息 能 够 在 给 定 条 忻 W 下 在 信道 
(Q, V) 上 进行 传输 ? 各 种 假设 下 这 个 问题 的 答案 
统称 为 编码 定理 或 Shannon 定理 - 另外 一 个 自然 提出 
的 问题 是 ， 当 传输 是 可 能 的 时 候 ， 怎 样 构造 最 简单 和 
最 有 效 的 编码 和 译 码 方法 ， 

Shannon ([1]) 引 人 了 一 些 量 ， 使 得 人 们 能 够 回 
答 提出 的 第 一 个 句 题 ， 信 息 置 ， 或 简称 为 信息 ，!(，， 
©) 是 这 些 量 中 最 重要 的 重 ( 见 信息 量 (infbnmation , 
amount of)). 如果 


C=C(0, Р) = Sup (n, ) (5) 


为 信道 (0, V) 的 容量 〔 见 管道 传输 速率 ( transmission 
тае of a channel ))， 这 旦 上 珊 界 是 对 所 有 通过 (Q， 
V) 相连 接 的 随机 变 重 对 (р, у) 取 的 . 设 


Hy(p)= ЮС, 8) (6) 


为 消息 的 .WY 炳 (WWW (entkopy ))， 这 里 下 确 界 是 对 
联合 概率 分 布 属 于 WW 的 所 有 随机 变量 对 (е, 2) 取 
的 . 则 下 面 Shannon 定理 ( 道 编码 定理 ) 成 立 ， 如 果 
具有 福 率 分 布 p( 。) 的 一 个 消息 能 够 在 复制 精确 度 
条 件 W 下 在 信道 (O, V) 上 进行 传 给， 由 


H,(p)<C(0, V). (7) 


信息 能 够 进行 传输 的 充分 条 件 很 难得 到 ，(7) 式 
只 是 在 某 种 源 近 意义 下 才 是 克 分 的 ， 这 种 渐 近 意 义 的 
З Н, (р) = оо. Ж. ЙД, (7) 
式 只 是 在 大 信息 量 传输 问题 中 才 是 充分 必要 条 件 ， 其 
他 的 必要 假设 是 一 些 正则 条 件 ， 对 于 具体 的 情形 ， 这 
此 性 质 通常 是 满足 的 . 为 了 精确 地 给 出 能 够 进行 传输 
的 充分 条 件 。 我 们 还 必须 引信 一 些 铺 助 概念 
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一 列 随机 变量 对 { (C. 如) } 人 %， 称 为 信息 稳定 
的 , 如 果 0 < (C, C) < о, ВАНО ЯТ Е У 
下 ~ 
(ЭЪ), (8) 
О 
这 里 ортоо) ЖОГ, 5) 的 信息 密度 ( 见 信 息 
Ë (information, amount of)). 一 列 信道 { (Q', 
И). C(Q'. V')< oo ， 称 为 信息 稳定 的 ， 如 果 
存在 一 列 信息 稳定 的 ， 且 通过 (0', У') 相连 接 的 随机 
变量 对 (a. р). 88 
Tm —2( л )_ 
me C(Q', V) 
一 列 销 息 具有 概率 分 布 p(，]， 精 确 度 条 件 И", 
Hi (р) < о (t= 1,2, …)， 我 们 称 这 列 消 息 为 信 
息 稳 定 的 ， 如 果 存在 一 列 随机 变量 对 (&'，E') ， 使 得 
&' 的 概率 分 布 为 p'( ，) (27, 27) 的 联合 概率 分 布 
属于 И", B 


=1. (9) 


lim 14.4) =1 (20) 
Я) 
У, ЖИЙЕН b 换 成 b+ £ 后 的 (3) 式 的 概率 分 
布 集合 ， 了 .为 将 a 换 成 a 十 se (s > 0) 后 的 (1) 式 
给 出 的 精确 度 条 件 、 下 面 的 编码 定理 《Shanoon) 成 
Ж: 给 定 一 列 信息 稳定 的 消息 ， 具 有 概率 分 布 p'( 。 )， 
精确 座 条 件 所， 和 一 列 信息 稳定 的 信道 ( @', VV')， 
使 得 函数 x'{ ，) 和 р.) [R R. 
Ë Hi (p') -oo 全 oo), B 
C(@', V) 
кг Hw{p') 
ШЕВ s > 0， 罕 在 亮 分 大 的 1,， 使 得 当 + 2+。 
时 ， 县 有 概率 分 布 p'( ， ) 的 消息 能 够 在 复制 精确 度 
条件 W: ТЕ СО", И) 上 传输 
上 述 正 编 多 定理 的 表述 是 很 一 般 的 . x'( 。) 和 
PMA， ，，) 关 于 上 是 一 致 有 界 的 假设 能 够 进一步 弱 
化 ， 在 大 量 感 兴 趣 的 实际 特例 中 ， 消 息 或 信道 列 的 信 
息 稳定 性 是 满足 的 .最后 需要 指出 的 是 ， 在 某 种 条 件 
下 ， 定 理 表 述 中 的 W: 能 够 换 成 W, Vi 能 够 换 成 
у 
ЛЕЗО, Л е К НОЕ EE 
理 中 所 考虑 的 信道 列 为 一 个 固定 信道 的 段 构成 的 列 ， 
消息 列 为 一 个 具有 许多 分 量 的 固定 信息 滨 产 生 的 段 构 
成 的 列 . 这 种 情形 下 反 晓 了 一 个 通信 系统 的 机 制 隐 着 
时 间 的 变化 过 程 . 下面 给 出 这 种 情形 的 一 些 正 编码 定 
理 种 逆 编 码 定理 ， 表 达 形式 与 前 面 有 所 不 同 .特别 我 
们 将 考虑 离散 平稳 信息 源 和 无 记忆 通信 信道 . 
设 一 个 离散 平稳 信息 源 U 产生 消息 上 一 [ze …、 
一 1, 0, 1,，…}， 这 里 每 个 分 量 ( 消息 字母 ) с, ВИЕ 
于 有 限 字母 表 X, X 全 有 M 个 元 . 信息 源 在 单位 时 


>1, (11) 
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Вр р. 设 终端 接收 的 消息 为 Ё= Г, 
一 1 9, 1 …}， ФАТИ Е х 
(ML X= X)， 宪 进一步 设 我 们 使 用 一 个 离散 无 记忆 信 
ЇЙ ( memoryless channel )， 信 道 在 应 间 问 隔 ! 内 传送 
一 个 待 号 ， 设 信 址 的 输入 信号 分 布 没 有 限制 . L= L. 
长 消息 段 £= (06 U” Е) N= [L/t] (这 里 
[x] 为 x 的 整数 部 分 ) 长 信道 段 上 进行 传输 ， 这 里 采 
用 前 述 的 编码 和 译 码 方法 . 设 天 = (2,5, F.) 为 
终端 楼 受 的 消息 自 ，， 为 平均 信息 源 字母 若 错 概 率 ， 
定义 为 

B= тўр), 
则 下 面 的 定理 成 立 . 
H(U) 为 给 定 离散 平稳 信息 源 的 消息 生成 率 ，C 为 无 
记忆 信 四 的 传输 率 { 关于 传送 符号 ) ， 则 对 所 有 的 上， 
下 面 的 不 等 式 成 立 ， 


Ро (М ~ 1) + h(P,) 2 BGU) - + C, (13) 
这 里 
пх) = 一 xlogx — (1 — x)bg(1 — x). 


因此 ， 如 果 消 息 生 成 率 H(U) 大 于 Cjr( 单位 信息 
浙 字 坪 的 信道 传输 率 )， 则 平均 信息 源 字母 差错 概率 
不 小 于 一 个 非 零 常数 ， 这 个 党 数 与 L 和 编 、 译 码 方法 
无 关 ， 因此， 当 L — oo 时 ， 这 个 概率 不 趋 于 零 ， 

为 了 表达 正 编码 定理 ， 需 要 下 面 的 量 
к„- ЖЫМ" (4) 
当 M=2B L, Ir 为 一 个 整数 时 ， 我 人 有 Кт, 
即 R, 为 在 信道 传送 一 个 符号 的 时 间 内 信息 源 产 生 的 
二 元 符号 数目 ， 单 位 为 比特 (bt). 葛 进 一 步 ， 如 果 
消息 分 量 是 独立 同 分 布 的 ， 则 R, 等 于 Н(О). & E 
源 的 单 错 概率 和 一 个 分 组 中 的 平均 单 错 概率 分 别 定义 
为 

P. a = Pa (£: t), (15) 


Р, = P(e хур, ш, (16) 


这 里 P,:(， ) 为 条 件 上 = xte Xt 下 的 条 件 概率 . 
下 面 的 编码 定理 (coding theorem) 成 立 : 对 所 有 N 
和 任意 的 R < 妃 ， 存 在 编码 和 译 码 方法 ， 使 得 К< 
及 ， 且 对 所 有 <xte xt, 


P. . < NB) (17) 


《 这 个 不 等 式 对 P. 也 成 立 )， 更 进一步 ， 在 区 间 0 < 
R < CC 内， 函数 (К) 是 凸 的 ， 非 负 和 单 碱 的 ( 见 译 
码 错误 概率 (erroneous decoding , probability of}). 9 


此 ， 这 个 定理 也 说 明 对 所 有 R< C, 3 N — co 
时 ， 单 错 概率 以 指数 速度 趋 于 零 ， 

Shannon 定理 可 以 推广 到 所 谓 复合 信道 各 具有 独 
立 备 数 的 消息 的 情形 .人们 之 所 以 对 这 种 推广 感 兴 
超 ， 是 因为 在 实际 中 人 们 不 可 能 完全 知道 信息 源 和 信 
道 的 统计 参数 ， 因 为 这 些 参数 有 对 能 够 在 传输 过 程 中 
变化 . 内 此 ， 人 们 饥 先 假设 、 信 息 源 和 通信 信道 属于 
其 一 类 可 能 的 信息 源 和 信道 ， 更 进一步 ， 人 们 引信 极 
大 极 小 准则 来 估计 传输 质量 ， 这 时 我 们 在 信息 源 是 最 
优 的 ， 且 信道 属于 某 一 给 定 类 的 假设 下 来 估计 某 一 给 
定 传输 方法 的 质量 ， 

Shannon 定理 也 可 以 推广 到 在 有 上 反 铅 信道 ( channel 
with feedback ) 进行 信息 传输 的 情形 .完全 反馈 意味 着 
在 时 刻 + 信道 的 发 送 端 ( 即 输 和 人 端 ) 知道 所 有 上 <t 
时 刻 信道 输出 信号 的 精确 值 ， 特 别 地 ， 对 于 有 反馈 的 
AE (ЗИ (memoryless channel) ， 基 木 结论 是 尽管 
反馈 可 能 大 前 减少 编码 和 译 码 设备 的 复杂 性 ， 但 是 它 
不 能 提高 信道 的 传输 率 . 

值得 指出 的 其 他 蕉 广 有 具有 差错 同步 的 信道 的 信 
息 传输 理论 ， 因 为 输 人 和 输出 信号 的 一 一 对 应 所 引起 
的 干扰。 随机 同步 是 可 能 的 ,另外 一 个 推广 为 多 方向 
信道 (channel with multiple directions ) 的 信息 传输 理 
论 ， 这 时 通信 系统 有 几 个 信息 狐 和 信息 接收 器 ， 信 息 
传输 可 以 同时 在 几 个 方向 上 进行 ， 
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信息 传输 速率 [information , transmission rate of; нифор - 
мацин скорость передачи] 

ЗСТ ТАЈА [А 88 ( communication channel) 的 
输出 信号 相对 输入 信号 所 含有 的 情 息 量 ( information , 
amount оѓ). ПЖ 

n = [n(t): — <<}, 
= {i — o <t < о) 
为 离散 或 连续 时 间 随机 过 程 ， 它 们 分 别 为 通信 信道 的 
输入 和 输出 信号 ， 则 
к= lm рі) (#) 
为 信息 传输 速率 (如 果 极 限 存 在 ). 这 里 [{，,，) 
ЭЛЕЙЕ, ү (9): t< s< T) 38 3 ЖЕРЫ (z, 
T] ЖШ, у; 问 样 定义 .已 经 证 明 (*) 式 的 极限 
对 很 大 的 一 类 信道 存在 ， 在 这 类 信道 中 ， 信 号 了 和 7 
为 平稳 和 相对 平稳 随机 过 程 . 对 于 某 些 信道 ， 特 别 是 
无 记忆 信道 《Inemorytess channel) 和 Сашв 信道 
(Gaussian channel), (#5 у 和 下 是 Gauss 平稳 过 
9. Н (у, q) 形成 一 个 联合 Gauss 平稳 过 程 ， 信 息 
传输 速率 为 
2221 I.) 
< "|: WE |һ 
这 里 f. (A) 和 fo; (4) 分 别 为 9 和 让 的 谱 密度 ， 
абд) 为 n 和 的 联合 漳 密 度 《spectral density ) . 
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准 桶 型 空间 [infra -bamaled space; инфрабочечное про - 
странство ] 

一 种 局 部 凸 线性 拓扑 空间 ( linear topological sp - 
ace) ， 其 中 每 一 个 吸收 任何 有 界 集 的 彬 集 ( barrel 87 
吸收 的 凸 闭 平衡 集 (balanced set) ) Ж 0 НА. ШИШ 
空间 ( barreled space ) 是 准 彬 型 空间 中 重要 的 一 类 . 

准 根 型 空间 的 归纳 极限 各 任意 积 是 准 权 型 的 ， 一 
个 空间 是 准 桶 型 的 ， 当 且 仅 当 等 一 个 有 界 下 半 连 续 半 范 
数 (semi-norm ) 是 连续 的 ， 或 者 在 对 侦 空间 ( 见 伴随 
空间 《adjoint space )) 中 每 一 个 强 有 界 子 集 是 等 度 连 
续 的 ( 见 等 度 连 续 性 《cquicontinuity)) ， 特 别 地 ， 每 一 
个 有 界 型 空间 ( bomological space ， 即 其 中 每 一 个 有 界 
半 范 数 征 连续 的 空间 ] 是 准 栖 型 空间 ， 在 序列 完全 的 
线性 拓扑 空间 中 ， 准 梢 型 性 蔓 涵 棚 型 性 ;如 同 梢 型 空间 
一 样 ， 准 李 型 空间 可 用 它 到 Banach 空间 中 的 映射 来 
刻画 其 特征 性 质 : 局 部 凸 线性 拓扑 空间 天 是 准 桥 型 
的 ， 当 且 仅 当 对 任何 Banaeh 空间 Y ， 每 一 个 从 X 
到 Y 中 的 具有 闭 图 象 的 且 把 有 界 集 映 成 有 界 集 的 线性 
映射 是 连续 的 亦 见 超 柄 型 空间 (ultra -bamelied sp - 
асе). 
参考 文献 

[1] Boubaki, N., Elements of mathematics. Topological 
чейог spaces , Addison - Wesley , 1977 ( 译 自持 文 ) . 
[2] Edwards, 良 . E., Fumctional analysis : theory and app - 
lications, Holt , Rinchardt , Winston, 1965. 
B. М. Тихомиров 384 
准 桶 型 空间 也 称 为 拟 桶 型 空间 ( quasi -barreiled 


ЧЁ] 
space) . 
参考 文献 
[А1] Janchow, H., Locally convex spaces , Teubner , 1981. 
жн н ӨШ 校 


初始 条 件 [initial conditions ; начальные условия] 
当 表述 微分 方程 的 Cauhy 问题 (Cauchy problem) 
时 所 加 的 一 些 条 件 ， 对 于 形 如 


a p(t, ш, ur, 


ис?) (1) 


的 常生 分 方程 ， 初 始 条 件 是 导数 什 《 Caucty 数据 (Can 
chy data )): 
иб) =, "уш", (2) 

其 中 (to， матно) ЖШ F 的 定义 城中 的 任意 
固定 点 ， 这 一 点 称 为 所 要 求 的 解 的 初始 值 《 initial val- 
we). Cauchy 问题 (1), (2) 通常 称 为 初 信 问 题 ( initial 
value probkrn). 

对 于 对 指定 的 变量 ! 写 出 的 正规 形式 的 全 微分 广 
ж 
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Іа + М, Оет, Xx 二 (Xi，… х,), Ж 
ЖЕКИ (х, г) 6488360 с = 0 (初始 条 件 的 支 


бю 


„ті. 


=e (x) к= 0, 5 
° 
А. П. Солдатов ## 
【 补 注 ] 
参考 文献 
ГАІ] hoe, E. L., Ordinary difierential equations, Рома, 
Teprint , 1956. 
[A2] Миоһма, 5., 
tions , Cambridge Univ , Роз, 1973. 


Тһе theory of partial differential equa- 
Жай 译 


3888 (连续 统 КО) [inital set (of а continmma К); 
нйицнальное множество ] 

使 K 在 该 处 成 为 光滑 连续 统 ( smooth continuum ) 
的 那些 点 的 集合 , А. А. Мальцев 扎 ЯЙ. Пўр Ж 


内 射 injection 或 injective mapping ; инъекция], Ж + 4 
到 集合 B 的 
一 个 映射 F: А — В, БН 4 中 不 向 的 元 案 
映 到 B 中 不 同 的 元 素 上 ， 内 射 有 时 也 称 为 由 4 到 B 中 
的 柜 和 人 ( imbedding ) (或 包含 (incluson)) . 
О. А. Изанел 88 
【 补 注 】 ЗЕЕ (category) бф. — 81 (morph - 
šm) F 也 称 为 一 个 内 射 ， 如 果 对 所 有 的 态 射 G 及 H, 
Ф FoG= Рон, M| G= H. т йж 


内 射 模 [ injective module ; кньективный модуль] 

在 一 个 有 单位 元 的 结合 环 R 上 〔 右 ) 模范 畴 中 的 
МАРТ, Д ХЖ E， 使 得 对 任何 ЕШ M. N 及 
任 一 单一 同 态 i: -> 以 及 任 一 同 态 广 N Е, 存 
Ж-А g: M — E 使 下 图 交换 : 


м.м 

1 

Е 
此 处 及 后 面 所 有 的 RR 模 都 假定 是 右 R 模 , 对 于 R 模 
五， 下 面条 件 与 内 射 性 等 价 ，1 ) 对 任 一 正 合 库 列 (exact 
Sequence ): 

0-- м M— L-= 0 

ЙРЙ 
0 Нот, (А, ЕуНот,(М, Е)—Нош,(Ё,,Е)—0 


是 正 合 的 ; 2) 任何 R 模 正 合 序列 
0— ES MEL>0 
БЗ, ВР па = Kerf 是 M 的 直 和 分 量 ; 
3) 对 所 有 R 9 C, El (C.E)= 0; 4) 对 任 一 R 的 
右 理想 1, КЕНЕ ЛІ Е 可 以 扩充 为 R 模 同 态 
9:R 一 E (Baer 准则 (Baer criterion)). 在 К 模范 畴 
中 有 "足够 多 "的 内 射 对 象 : 每 个 R Ë& M 可 帐 入 到 一 
内 射 横 中 ， 进 一 步 ， 每 个 模 有 一 个 IB 3 (injctive 
һий}Е(М), МИЗ M 的 内 射 模 ， 且 去 (好 ) 的 每 个 非 
鹤 子 模 与 M 的 次 非 空 ， 任 一 模 M 到 内 射 模 ЕЛ 
可 以 扩张 为 Е(М) 9] ЕРИ А. S R Ë M 有 
内 射 分 解 ( injective resolution) 
0 -> М— E,— В, 

即 昆 模 的 正 合 序列 ， 其 中 每 个 模 E,(i > 0) 是 内 射 模 . 
最 短 的 内 射 分 解 的 长 度 称 为 访 模 的 内 射 维 数 ( (injective 
dimension)( 亦 见 同调 维 数 ( homological (dimension). 

内 射 模 的 直 积 是 内 对 偿 . 对 于 re 只 E г 非 为 R 
的 左 零 因子 ， 内 射 模 E 与 Er 相等 ， 即 内 射 模 是 
可 除 的 . 特别 地 ， 一 个 АБ 群 是 Z 上 的 内 射 模 ， 当 
且 仅 当 它 是 可 除 的 . 设 R 是 交换 Noether 环 ， 则 其 上 
的 内 射 模 是 形 如 КУР 的 模 的 内 射 包 的 直 和 , 已 是 R 
ЕЙ 

内 射 模 在 各 类 环 的 描述 中 被 广泛 应 用 ( 见 环 的 同调 
分 类 ( homological dlassification of rings )) ,这 样 ， 一 环 
上 所 有 贺 是 内 射 的 ， 当 且 饮 当 环 是 半 单 的 ， 下 列 条 件 
等 价 ; R 是 右 Noether 环 ; 任意 内 射 及 模 的 直 和 是 内 射 
É; 任 一 内 射 R 模 可 分 解 为 不 可 分 解 的 R 模 的 直 和 、 
环 及 是 右 Artin 环 ， 当 且 仅 当 每 个 内 射 模 是 单 模 内 射 
包 的 直 和 ,， 丈 R 是 右 遗 传 的 ， 当 县 仅 当 异 任 一 内 
射 模 得 到 的 商 模 都 是 内 射 模 ， 也 当 和 县 仅 当 任 一 R 模 的 
村 个 内 射 子 模 之 和 是 内 射 模 ， 车 环 有 R 是 右 遗 传 且 右 
Noether , 则 每 个 R 模 包 有 一 个 极 大 内 射 子 模 . 所 有 为 
射 (投射 ) R 模 的 投射 性 (内 射 性 ) 等 从 于 R БШ 
Frobenins Ж ( quasi - Frobenits ring). 

Ж R, 的 内 射 包 在 分 式 环 论 中 起 了 重要 作用 . 例 
如 ， 设 环 R ФЕЯ, Е E АШ R, 的 
内 射 包 ，A = Hom,(E,E)E ЕКВ, Ш АЖ 
А, 和 E, 同 构 ， 和 A 环 同 构 ， 且 E 是 R 的 极 大 
右 分 式 环 ，A = E 是 自 内 射 右 正则 环 (在 von Мешпашп 
意义 下 ) (regular ring (in the sense of von Мештапп)). 

与 广义 模 同 态 前 各 种 问题 有 关 ， 某 些 与 内 射 模 相 
近 的 一 类 模 也 被 人 们 考虑 ， 这 就 是 : 拟 内 射 模 ( quasi- 
injective moduls)( 若 0- N-= M Ë у: М М, f 
可 以 扩充 为 M 的 自 同 态 ); 伪 内 射 模 { Pseudo -injective 
пойшев)(# 0-> N— M, f.N— МАА, М 


f 可 扩充 为 M W Н); 小 内 英模 (stall injective mo- 


аше) (БЕГЕН Л ЕНГ ЖЫ М 前 自 同 态 )， 模 
M BMP IME ЛЕЛЕ МОЙШЕ ДЕН) Ë JS F M 的 
不 变性 ， 
参考 文献 
[1] Сшап. Н. and Eilcnberg, S.. Homologxical algebra , 
Princeten Ошу. Press , 1956. 
[2] масале, $., Homology , Springer , 1963 , 
[3] Fath, C. . Lecturs on injoctive modules and quotient 
wings, Springer, 1967. 
[4] Shame, D. W ，and Vamos, P., Injective modules. 
Cambridge Опіу . Press , 1972 
А. В. Михалев, А.А. Туганбаев j 
[ 补 注 】 — КЕ 3 Е B) ( right heteditary ), 是 指 
其 每 个 右 理想 是 投射 的 .或 等 价 地， 它 的 右 整体 维 数 
么 ] ,如果 每 个 有 限 生 成 的 右 理想 为 投射 的 ， 则 称 为 半 
ЖИЕН (зеп right hereditary ). 2238384696 SEE Ded - 
ekind Я, ЗЕКЕ ЕВЕ БЕК Зу Priifer 环 { Prifer ring ). 
右 遵 传 环 不 一 定 也 是 左 壕 传 的 【ft heredtary). 
参考 文献 
[A1] Faith, C., Арета: rings, modules and catcgones ， 


Spnmger, 1973. 
ГА2] MeConnell. Ј.С. and Robson,J.C., Noncommuta- 
tive nocthenan rmgs, Wiley, 1987 号 绪 宁 译 


内 射 对 象 [injective object; ннъективный объект] 

一 个 Abel 范畴 ( Abelian category) С 中 一 个 对 象 
1, 使 对 任何 单 坊 射 x: 4 和 > А, АЙ 
Нот, (А, Ту— Нољс(4', D, 其 中 o > goa, 
ЖИЮ. Л А 的 每 一 个 内 身子 对 象 1 都 是 А 
的 一 个 收缩 ， 内 射 对 象 的 积 是 一 个 内 射 对 象 . 如 果 在 
C 中 每 一 个 对 象 都 同 移 于 C 中 一 个 内 射 对 象 的 一 个 
子 对 象 ， 就 说 C 是 一 个 共有 从 够 内 壬 对象 的 范畴 (ca 
Tegpry with enough injective objects ) (例如 Grothendieck 
ЗБЕ ( Grothendieck aategory ) 就 具有 此 性 质 ). 在 这 样 
的 范畴 中 ， 一 个 对 象 是 内 射 的 当 且 仅 当 它 是 包含 它 的 
任 一 对 象 的 直 利 项， 对 于 这 种 范畴 的 对 象 ， 可 以 构造 
出 为 射 对 象 所 组 成 的 分 解 式 【 内 射 分解 (injective resolu- 
боле )). ， 这 就 使 得 可 在 这 些 范畴 中 发 展 间 调 代数 . 

在 局 部 Nocther 范畴 ( 匈 拓 扑 化 的 范畴 (topologj- 
zed category }) 中 ， 内 射 对 象 的 直 和 也 是 一 个 内 射 对 象 ， 
而 且 每 一 个 内 射 对 象 都 同 构 于 不 可 分 解 的 内 射 对 象 的 
直 和 ， 而 且 此 表示 式 是 唯一 的 [3]). 如 果 c 是 一 个 
Noether 交换 环 А 上 的 模范 畴 ， 那 么 ， 不 可 分 解 的 内 
射 模 就 是 商 环 A fp МЗВ НЫ, Жр EA 
中 任意 的 一 个 素 理想 ([4]). 

例 1) Abel 群 的 范畴 有 足够 内 射 对 象 ， 这 些 对 象 
就 是 完全 ( 可 除 ) 群 ， 

2) 右 A 模 的 范畴 C, 包含 足够 的 内 射 对 象 【 见 内 
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射 模 【injectiw module )) . 
3) 在 一 个 越 环 拓扑 空间 СХ. суу 上 的 模 的 层 的 范 
畴 包含 着 足够 的 内 射 对 象 。 这 种 对 象 的 例子 是 这 样 的 
Ë 了， 其 所 有 的 茎 F, ЖЕН о. Ж. ШЖ (X, 
Zx) 是 一 个 概 形 (scheme )， 对 于 指 凝 育 с, ‚Юй. Д 
道 也 真 ; 一 个 内 射 层 的 每 一 个 茎 都 是 一 个 内 射 z, 。 模 ， 
参考 文献 
[1] Buaur， Г. and Deleamu , À ., Introduction to the theory 
Of categories and functors, Wiley , 1968 
[2] Grothendicck , А., Sur quelque points d'slgebre homolo- 
айак, Тоһдїш Math Ј., 9 (1957), 119 — 221 
[3] Gabriel , P ., Des catégories abéliennes , Bull 5ос. Math , 
Franoe , 90 ( 1962), 323 — 448. 
[4] Май, ，E .，mjoctve moduls owr Nostherian rings, 
Ройс Ј. Mah. , 8 (1958), 50 — 528. 
И. В. Долгачев JBE 
【 补 注 】 内 射 对 象 可 以 在 非 Abel ЕЕЕ ( 这 常常 
其 很 重要 的 )， 例 如 Sikorski 定理 (Sikoski theorem ) 
ГАШ 刻画 完全 Bool 代数 为 Bool 代数 与 Bool 同 态 的 
范畴 中 的 内 射 对 象 { 而 MacNeille 完全 化 内 造 ( 见 ( 偏 
序 集 中 的 ) MacNeille 完全 化 【compietion， MacNeile ) ) 
在 这 个 范畴 中 提供 了 内 射 镶 ) ,在 一 个 拓扑 斯 ( topos ) 
中 ,一 个 对 象 是 内 射 的 ， 当 日 仅 当 它 愉 好 是 某 宕 对 象 
的 一 个 收缩 ， 而 内 射 对 象 在 相应 的 层 函 子 的 研究 ( 见 
[A2]) 中 是 用 到 的 . 
参考 文献 
[A1] Sikorski, R., A theorem on extensions of homomor- 
phisms, Ann. Soc. Polm. Math., 21 (1948), 332 一 
35 
ГАЈ] Freyd, Р. Ј., Aspects of topoi, Bull. Austral. Май. 
Бос, 7 (192). 1 16 ЗНАЯ 译 


内 自 同 构 [imer automorphim ; внутренний автомор- 
физи ]， 群 G 的 
由 某 个 固定 元 素 ge G 按 下 式 定义 的 自 同 构 (ашо - 
morphism ) ф 
@(x)=g 'xg. 
G 的 所 有 内 自 同 构 的 集合 在 G 的 全 部 自 同 构 的 群 中 
形成 正规 子 群 ; 这 子 群 同 构 于 G/Z(G), ЖЛ Z(G) 
是 G 的 中 心 ( 见 状 的 中 心 (centre of a group)). 不 
是 内 自 同 构 的 自 同 构 称 为 外 自 同 构 ( outer automor- 
phism ). ` 
其 他 有 关 的 概念 ， 包 括 么 半 群 的 内 自 同 构 《inner 
automorphism of а monoid ) 《具有 单位 元 的 半 群 ) . 
环 的 内 自 同 构 ( inner automorphism of a ring)， 都 是 
Йй арй зый ЖЧ МЭТ ЗЕ. 
В. Н. Ремесленнижов IE 


[ 补 注 】 设 8 是 Le 代数 ，xeg 是 使 ad (x): ук 
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[x, y] ЭЖЕН. W 
exp (ad (x)) = id +ad(x) + 二 ad(x]2 二 


定义 了 8 的 自 河 构 ， 这 样 的 自 同 构 称 为 9 的 内 自 同 
38 (inner automorphism ) ， 更 一 般 地 ， 由 它们 生成 的 
群 int(8) 中 的 元 称 为 内 自 同 构 ， 该 群 是 Aut(8) 的 
ЕЮ. 

车 G 为 具有 半 单 Lie 代数 的 实 或 复 Le 8 (Li 
greup ) ， 则 内 入 同 构 恰好 构成 G 的 自 同 构 群 Aut(G) 
的 单位 连通 分 支 
参考 文献 

[Al] Hall, Jr., М., The theory of groups , Macmillan , 1959 
【中 详 本 : M. ÁR, Їй, ЕРЕ ШШ, 1982) 
ГА2] Humphreys, J. E. , Introduction to Lie aigebras and 
representation theory , Springer 。1972( 中 译本 : TOE 
汉 弗 菜 斯 ， 李 代数 有 其 表示 理论 导 引 ， 上 海 科学 技术 
出 版 社 ，1981) 
[АЗ] еле, }. P., Аф de Lie semi - simple Complexes , 
Benjamin , 1966. 
[译注] 
参考 文献 
[BI] 严 韦 达 ， 许 以 超 ，Lie 群 及 其 Lie 代数 ， 商 等 教育 出 
版 社 ，1985. 石生 明 译 许 以 超 校 


РЯД [imwr ргойкї; скалярное пронзһедейне], 标量 
积 (scalar product) ， 点 积 (dot product) 

WSA а, b 的 内 积 (а,Ь) 是 此 两 向 量 的 
长 度 与 责 者 之 问 夹 角 % 的 余 纱 之 积 : 

(a,b)=la|lbjcosg; 

Q WS 2 ВЛАДИН x ЗЕН. 当 a 或 b 是 零 向 量 
и, ЖЕРЙН. МА (а, а) 二 a = |а| 称 为 向 
Ж а 的 标量 平方 (scalar square) ( 见 向 量 代数 (vector 
algebra ) ) 、 

两 个 实 n ФВ а= (a,, "` 
©, Б) 的 内 积 由 

(а,Ь) пБ + + ub, 

给 出 ; 在 复 的 情形 则 册 


(a,b)=a,b, + +a,b 


‚@„), b= (b,, 


给 出 . 
赋予 一 个 内 积 且 关于 此 内 积 为 完全 的 无 穷 维 向 量 
空间 ( vector space ) 称 为 Hilbert 空间 ( Hilbert space ) 
А.Б. Иванов 所 
[ 补 注 】 更 一 般 地 说 ， 实 向 量 空间 上 的 一 个 内 积 是 一 
个 对 称 双 线 性 型 ( bilinear form ) 了 E. 三 是 正定 的 ， 即 
对 一 急 x*# 0 有 f(x, x) >0. 复 向 量 空间 上 的 { 丁 ) 
内 积 类 伏地 定义 为 一 个 Hermite ( 即 满足 f(y, x) 


= f(x; 了)) 半 双 线 性 型 (sesquilineat form), ЕЕ 
НА ЕН ГАА. ЯЕ а] ВЕ 
出 一 组 标准 正 交 基 ， 使 得 f 对 于 这 组 基 取 标准 形式 
Дох, у)= Уху (对 应 地 ,了 人). 

在 三 维 谈 间 中 ， 除 内 积 { 它 可 对 任意 维 数 情形 定 
义 ) 外 ， 还 可 定义 向 量 积 (vector product) . 


参考 文献 
[AI] Kritescy, V. I., Inner product structures, Кеба, 
1987. ЖЖ 译 


8383 5953896. РОЗЈЕ ЯЗА [nscibed амі cu - 
msctibed базах; ВПШсанные и опнсанные фигуры] 

一 个 多 边 形 (polygon ) 称 为 内 接 于 (inscribed) 一 
条 凸 明 线 ， 而 该 曲线 称 为 外 接 (Circumsciibe ) 此 多 边 
形 ， 如 果 此 多 边 浇 的 所 有 顶点 痢 位 于 该 曲 线 上 (图 


一 个 多 边 形 称 为 外 切 于 (citeurmsctibed ) — ## PY Hf 
线 ， 而 该 曲线 称 为 内 雪 (inscribe 或 escribe) 此 多 边 
形 ， 如 果 此 多 边 形 的 所 有 边 { 必要 时 可 加 以 延长 ) 都 
切 于 该 曲线 , 这 种 情形 考 虚 得 最 多 的 曲线 是 贺 ， 例 
各， 任何 三 角形 有 一 个 外 接 加 和 四 个 内 切 园 ， 其 中 有 
三 个 是 外 部 内 切 的 (图 2). 


图 了 83. 
也 可 以 在 空间 中 考虑 内 接 形 与 外 接 形 、 内 切 形 与 
外 切 形 、 此 时 用 多 简体 (Polyhedron ) 代替 多 边 形 ， 用 
凸 曲面 { 各 党 是 球面 》 代替 凸 曲 绕 、 于 是 就 可 以 说 一 
个 链 面 内 接 于 一 个 球面 ， 一 个 球面 内 切 一 个 俊 面 ， 千 
等 (图 3)， 


参考 文献 
[1] Перепелкик, Д. И., Курс элеменгараой геометрин, 
ч 1-2,М.+Л., 49 А. Б. Ивано ## 
им 
参考 文献 


[Al ] Berger, M . 、Geometny , Springer , 1987 《中 译本 : M 
АӨ, ДЕ, 科学 出 版 社 ， Ж—4. 1987. 6 
=, =, ДАФ, 1989, #96, 1991). 

[A2] Coxeter, Н. S. М. , Introduction to geometry , Wil - 
су, 191, p. 11, 258. 

[АЗ] Coxeter, Н. 5. M . ，Urvergiingliche Goometrie , Bir - 
Кїйшег, 1981, 25, 313. жж 译 


ТАЗЕ [inscribed angJe; вписанный угол) 

一 个 角 ， 其 顶点 位 于 一 平面 曲线 上 ， 其 边 为 该 曲 
Ak. 如 果 此 曲线 是 圆 ， 则 内 接 角 等 于 对 应 的 图 心 
Ж ( central апре) 2%. WAK ж 


内 接 折 线 [inscribed broken line ; вписанная ломаная ] 
由 有 限 的 上 个 直线 段 4 A... А, А, 组 成 的 
一 条 线 工 ， 其 端点 А, (二 0，…,，P) 处 于 一 条 给 定 的 
平面 或 空间 曲线 上 ， 点 A, 是 披 曲 线 上 和 参数 增加 的 顺序 
来 取 的 ， 例 如 ， 内 接 折线 当 = 2 时 的 特殊 情况 是 内 
接 角 (inscribed апрје). 亦 见 内 接 形 与 外 接 形 【inscribed 
and circumscribed figures ). 
М. И. Войцеховский Ж ЖЖ 详 


瞬时 状态 [ instantaneous state ; мгновенное состояние ] 
可 数 状 态 齐 次 Mapxos #£ ( Markov chain) 的 一 种 
状态 ， 例 如 1， 它 的 转移 概率 密度 


等 于 —%, Дет p,(h) OA 出 发 在 时 刻 h ЭА i 的 
转移 概 罕 ,在 相反 的 情形 下 ， 称 状态 i 为 非 姓 时 的 或 
延迟 的 . 
参考 文献 
[1] Гихмач, И, И,, Скороход, A. В., Теория случ- 
айных пропессов, 2, M ..1973( 中 详 本 : И.И. Ж 
替 此 ,随机 过 程 论 , 科学 出 版 社 ，1986) 
А.Н. Ширяев #8 
[ 补 注 】 
参考 文献 
[AL] Williams, D., Diffusions , Markov processes and mar- 
tingale, 1, Wiley , 1979. 
[A2] Chung, К. 1.., Markov chains with stationary transi- 
tion probabilties, Springer, 1967 
[АЗ] Дынкин, Е. Б., Марковскис процессы , М., 
1963 ( 英 译 本 : Dynkin , Е. В, Майо proosses , 
1, Springer , 1965). 
ГАФ) Freedman ，D .，Brovmian motion and diffusion, Hol- 
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den-Day , 1971. 刘 秀 芳 译 
整数 [integer ; uenoe] 

见 数 ( number). 
има ЕВО 363856 (ring of integers ) 2 一 {… 

Y F AGR: 环 Z, 是 包含 由 自然 数 N w: 
{ыы :) 组 成 的 半 环 的 最 小 的 环 ， 见 自然 数 ( Natural 
number }， 关 于 N 的 公理 化 刻画 ， 见 数 ( Number ). 

在 代 孝 数论 中 ， 术 语 整数 也 用 来 表示 代数 数 域 
(number field) 中 在 Z ЕЗ Ж. ШЖ k/Q 是 
一 个 代数 的 域 扩张 ,其 中 Q 是 有 理 数 域 — Z, 的 分 式 
域 ， 则 中 的 整数 就 是 Z 的 整 拷 包 在 К 中 的 元 赛 ， 
见 环 的 整 扩张 【 integral extension of a ring). 

代数 数 域 Q (i) (Ë + | = 0) 中 的 整数 是 元 索 a 十 
bi (а, БЄ2,), 称 为 Gauss 整数 ( Gaussian integers ) , 

р, р 进 整数 是 Z — Z fE рЖ ОЙ Q, 
ФЕ — #2, B Q. 是 域 Q 关于 Q 上 的 
p 进 拓扑 的 拓扑 完全 化 ，p 进 拓扑 由 非 Arehimedes 赋 
ñ 


а 


= рн) а єў, 

Н 

ЯЕ. Ж о, (а) =r, # a Жор ЖЕЙ. ЕИ 

р Ж. ИА 101, =0. 

参考 文献 

{AL] Боревич, 3. И., Шафаревич, И.Р., Теория чюел, 

2 изд. М. 1972( Ж: Borevich . Z. J., Shafar- 
evich , 1. К., Number theory, Асай. Press. 1975). 

ЖЖ 译 ошый 校 


整数 规划 [integer programming ; целочисленное програ - 
ммироваше ] 

数学 规划 ( mathematical programming ) 的 一 个 分 
支 ， 它 研究 有 关 一 系列 方程 和 《或 ) 不 等 式 的 以 及 满 
足 整 值 性 条 从 的 多 变量 函数 的 最 优化 { 最 大 化 或 最 小 
化 ) 问题 . (另外 的 术语 是 离散 规划 ( discrete progra - 
пише), ИГЕН ( discrete optimization ) ，) 整数 
规划 问题 来 源 于 技术 、 经 济 和 国防 . 

变量 取 整 数值 的 条 件 形式 上 反映 а) 对象 的 物理 
上 不 可 分 性 【例如 在 企业 的 分 布 或 战斗 行动 的 选 定 同 
题 中 ) ; b) 在 其 上 处 理 最 优化 的 可 行 变更 集 的 有 限 性 
《例如 ， 排 序 问 题 中 的 置换 集 ); c) 逐 辑 条 件 的 出 
BL, 它们 的 成 立 或 不 成 立 在 问题 的 目标 吴 数 和 约束 的 
形式 中 行使 着 一 种 变化 . 

研究 最 广 和 用 处 最 大 的 整数 规划 是 整数 线性 规划 


问题 ( integer linear programming problem ) : 
Ў, сух, 
条 件 为 
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У аух,= 6,1, 7, m, 


其 中 х,®0, Је 1, сс, пт, 对 于 ЈЕ 1, сз, р. 
реп, х, ЖЖ, а,, b, о 是 给 定 的 整数 ，x 
是 变量 . 

整数 规划 问题 的 解法 【松弛 法 (relaxation me- 
thod ) ， 制 平面 法 ,动态 规划 (dynamic programming) 
Wk, “分支 -界限 法 以 及 其 他 ) 都 基于 可 行 解 总 体 
Е. Л? 的 求解 整数 规划 的 途径 是 完全 枚 举 
所 有 可 行 解 (如 果 它 们 只 有 有 限 多 个 ) ， 这 需要 大 量 
的 计算 ， 且 随 着 变量 个 数 的 增加 亨 指 数 增长 ， 以 至 变 
为 不 实际 ， 在 整数 规划 辣 题 的 求解 中 引起 的 理论 和 数 
伸 问 题 的 笋 类 性 可 出 所 谓 Fermat 大 定理 来 解释 ， 后 
者 可 用 下 列 等 价 形式 提出 : 最 小 化 


(2 二 
条 件 为 


1 


其 中 е, ху, х,, х, 是 整数 . 如 果 用 某 种 整数 规划 方 
法 得 到 的 回答 肯定 目标 肖 数 的 最 小 值 是 正信 ， 那 么 这 
将 是 Fermat 定理 的 一 个 构造 证 明 ， 如 果 回 答 是 0, 
那么 它 将 是 一 个 否定 . 

在 整数 规划 中 的 中 心理 论 问 题 是 : 在 求解 整数 规 
划 问 题 中 ， 是 否 可 以 避免 完全 枚 举 ? 这 个 问题 的 数学 
陈述 之 一 是 : 类 gy 和 г ЖАША? Ж 2 ( Ñs 
+ 2) 是 出 所 有 可 用 确定 的 【不 确定 的 ) Turing 机 以 
多 项 式 时 问 来 判定 的 司 题 所 组 成 ， 这 里 多 项 式 时 间 基 
指 计算 次 数 作 为 一 个 多 项 式 依赖 十 问题 的 所 亩 “输入 
Rr. 类 Z. 包括 可 行 解 个 数 (相对 于 问题 的 " 输 
АКЕ”) 是 指数 函数 的 所 有 的 整数 顽 划 问题 的 判定 形 
式 . Ми уу?” #4 (1996) 没有 解决 - 
参考 文献 

11] Голышейн, E. Г., Юдин, Д, Б., Новые направ- 
ления в линейном программировании, М., 1966. 
[2] Корбут, А. А. , Финкелыштейн, Ю. Ю., Дискретное 
трограммирование, М., 1969. 
13] Саку, М. К. and Jhnson, Р. 5., Computers and 
intractability : а guide to the theory of 4? -complete - 
Tess, Freernan, 1979. 
14] Nemhauser, G. L, and Wokey, L. A., Integer and 
combinatorial optimization , Wilcy , 1988 
Е. Г. Голыштей, E. B. Левнер 所 
【 补 注 】 有 关 2 и 的 进一步 信息 见 复杂 性 理论 
{ complexity theory) , 

除非 .7 =», 一般 的 整数 规划 问题 以 多 项 式 时 
间 是 不 可 解 的 ， 而 一 般 的 线性 规划 (linear program - 
ming ) 问题 以 多 项 式 时 间 是 可 解 的 . 

在 木 文中 提 到 的 解法 也 见 14] 和 [Al]， 它 们 包括 


了 这 一 领域 . 


参考 文献 
[Al] Schriver , А.. Theory of lincar and integer progam - 
ming. Wiley , 1986 史 桂 中 译 shna М 


可 积 酒 数 [ integralie function; интєгрҥруемая функиня } 
见 积分 (integral). 


可 积 表示 [integrable repwesentation; интегряруемое пре - 
дставление | 

局 部 紧 么 模 群 (umimodular group ) G 在 Hilbert 
空间 H 中 的 连续 不 可 约 画 表 示 ( unitary representation ) 
л, ЛЕ, ЗЕР еН, 800 = (л(006, 
‚веб, 对 于 G 上 Haar 测度 (Haar measure ) 是 
ТГК. ЖЧ. л 是 平方 可 职 表示 且 存 在 H 的 稠密 
的 向 量子 空间 HH"， 使 得 对 所 有 ¿, ЕН’, ВФ д 
r= (2(9)&, n) 对 G 上 Haar 测度 是 可 积 函 数 . 车 用 
表示 x 的 本 等 价 类 л) 来 标记 G 的 对 偶 空间 G 的 
对 应 元 ， 则 含 { x} 的 单元 集 在 正则 表示 (regular repre- 
sentation) fJ Ж G, ФИЛА. 

А.И. Штерп {# 

【 补 注 】 通常 文献 中 是 过 到 平方 可 积 表示 (square -in- 
tegrable representation ) 而 不 是 可 积 表示 BE z fa x° 
大 平方 可 积 表示 ; 则 下 列 正 变性 关系 成 立 : 


[ое п) 000047 a )48 = 


-{ # x 5 л 不 等 价 ， 
а, C) был), Ë x= x, 


其 中 积分 是 对 于 Haar 测度 的 . 标量 d, 称 为 x 的 形 
式 次 数 或 形式 维 数 ， 它 依赖 于 Haar 测度 dg 的 规范 
E. 车 G 是 紧 的 ， 则 每 个 不 可 约 首 表示 x 平方 可 供 
且 为 有 限 维 的 ， 若 Har 测度 已 规范 化 为 dg = 1, 
Bd, 是 它 的 维 数 . 
平方 可 积 表 示 恰 都 是 L,(G) 上 左 (或 右 ) 正则 
表示 的 子 表示 ， 有 日 作为 离散 的 直 和 因子 出 现 . 
参考 文献 
[A1] Wanner, G., Harmonic analysis on велі -simple Lic 
Eoups, 1, Springer, 1972, Sect. 4. 5.9. 
[А2] Gaal, 8. А., Lincar analysis and representation theo- 
ту, Springer, 1973, Chapt. УЙ. 
[АЗ] Кириллов, А. А., Элемент теории представле - 
ний, М., 1972 ( 英 详 本 : Kirilloy, А. А., Elements 
оп theory of representations , Springer , 1976, р. 128). 
най ж 许 以 超 & 


可 积 系统 [integrable system ;интегрируемая система] 
一 个 n 维 微分 流 形 (differentiable manifold) М" Е. 
的 一 个 p 维 微分 系统 ( 见 对 舍 分 布 (involutive distribu- 


тар x€ M" U — р А — 

(ир) 个 参数 的 p 维 积分 流 形 ( integral manifold) 
这 个 情况 时 常 称 关 完 全 可 积 大 统 ， 它 的 准确 前 定义 如 
Т: 设 在 每 一 点 xe2M" 姓 从 该 点 的 切 空间 T (M°) 中 
都 可 以 分 出 一 个 р-н (5) D(x)、 使 得 在 М" БАЦ 
РЕС) 类 微分 灯 统 ， 水 即 分 布 (distribution) р. 
系统 只 称 为 完全 可 积 的 、 若 对 每 一 点 aeM"， 均 有 一 


tion)), 


ЕЖ с (реј <н). ЙИ 已 = [хе U; =c ЖШ 
FO f ЈИ, ЕНЕ А р(х). 其 
解 所 的 完 分 必要 条 件 见 对 合 分 布 (involuive 
distribution) . Ю,Г.Лумисте # 
【 补 注 】 ЗЕМ, РШ Jy (Рад equation) - 可 积 系 统 
(integrable system) 一 语 也 指 完全 可 积 的 Hamikon 方程 
或 方程 组 ， 即 2n 维 相 空间 中 具有 个 对 合 积 分 (inte- 
Brals im involution) (包括 Hamilton 函数 本 身 ) 的 Hamilton 
系统 (Hamiltonian system) . 并 民 友 Ж 


积分 [integral; интеграл] 
ОЦА йн 前 最 重要 的 概念 之 


求 其 运动 规律 的 问题 ); 计算 函数 Em а&х&Ъ 


上 的 图 形 与 x 轴 所 界定 的 区 域 的 面积 {计算 一 个 小 在 
ФБ] а < 1 所 5 内 所 做 的 功 的 问题 以 及 许多 其 他 问题 都 
可 归结 为 这 类 问题 } . 

上 述 两 类 问题 导致 积分 的 两 种 形式 : 不 定 积分 和 
定 积 分 .对 这 两 种 相关 的 积分 形式 的 性 质 和 计算 的 研 
究 构 成 了 积分 学 { integral calculus ) 的 课题 . 

在 数学 发 展 的 历程 中 ， 在 自然 科学 和 技 人 六 需要 的 
影响 下 ， 不 定 积分 和 定 积 分 的 概念 已 经 历 了 一 系列 扒 
广 和 修改 ， 

不 定 积分 (indefinitc integral) . 白 变量 x 的 函数 
在 区 间 a < x < 上 的 原 函 数 ( primitive function) 十 
任何 一 个 这 样 的 函数 F， 在 此 区 间 每 一 点 x 上 它 的 导 
数 ( derivative) р у. 显然， 如果 F 是 了 在 区 间 a < 
x< b БЮ, ШЕ = РЕСЕ 了 的 原 函 数 ， 
其 中 СЕЕ. КиШ: И-й 了 
在 区 间 a < x < 上 的 任何 两 个 原 函 数 只 相差 一 个 党 
数 ， 因此， 如 果 F E 了 在 区 间 a < x < b 上 的 一 个 原 
йй, HJ /在 这 个 区 间 上 的 任 箱 原 函 数 都 具有 形式 Р 
+C, ЖР C 为 常数 , /在 区 间 4 < x <b 上 的 全 体 
原 函 数 ， 称 为 f ( 在 此 区 间 上 ) 的 不 定 积分 ， 表示 为 


[roya 


根据 积分 学 基本 定理 ， 对 于 区 间 4a < x < 上 的 
每 个 连续 函数 了 ， 在 此 区 问 上 都 存在 一 个 原 函 数 ， 因 
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此 也 就 存在 一 个 不 定 积分 { indefinite integral). 

定 积分 (definite integral )， 定 积分 概念 可 按 丙 种 方 
式 引 人 :或 者 定义 为 积分 和 的 极限 ( 见 Cauchy 积分 
( Cauchy integral ) ; Riemann 积分 (Riemann integral); 
Lebeszue 积分 (Lebesgue integral); Stistjes 积分 { Stiettj- 
ес iniegral))， 或 者 当 给 宕 的 函数 了 定义 在 某 一 区 问 a, 
b] 上 关 在 此 区 间 上 具有 原 函数 РЕ, аю F 在 区 
六 两 山 点 之 值 的 差 ， 即 (4) – (а), [а 
b] 上 的 定 积分 表示 为 ]*/(x)4x， 把 定 积分 定义 为 积分 
和 的 极限 ， 对 于 连 绪 函 数 的 情况 ， 是 A. L. Cauchy 
1823 年 提出 的 ，B. Riemann ( 1853 ) 对 任意 函数 的 情况 
进行 了 人 研究. 定 积分 理论 中 的 一 个 实质 改进 是 G, Dar- 
boux {1879) 完 成 的 ， 他 引入 了 了 上， 下 Riemann 和 的 概 
& (Ж, Darboux 和 (Darboux sum)). 不 连续 函数 Riem- 
ann 可 积 的 必要 和 充分 条 件 的 最 终 形式 是 Н. Lebesgue 
于 1902 年 给 出 的 。 

在 闭 区 间 Га, b] 上 的 连续 函数 了 的 定 积分 的 定义 
与 这 个 函数 的 不 定 积分 ( 或 原 函 数 ) 的 定义 之 间 存 在 
ТИЖ Т) Е УНТАК, Л Newton - 
Leibniz 公式 


{лодае к) - кау 


成 立 ; 2 ) 对 于 区 问 [a, b] 中 的 任何 “， 连 续 函 数 了 的 
不 定 积分 本 以 写成 下 列 形 式 : 
[уох {даг с, 
其 中 C 是 任意 常数 .特别 是 ， 具 有 可 变 上 限 的 定 积分 
Рох) {04е 
是 了 的 一 个 原 函 数 . 
为 了 引信 在 Lebesgue 意义 下 函数 广 在 区 问 [a , b] 

上 的 定 积分 ， 把 у 值 的 集合 划分 为 一 些 子 区 问 ， 分 点 
为 <y<yo<yi<… 把 区 间 [a, bj 中 满足 

- S /(x) < 六 的 一 切 x 值 的 集合 记 为 M,， 把 Le- 
besgue 意义 下 集合 M, 的 测度 记 为 n ( M.) ( 见 Lebessue 
测定 (Lebesgue measure)). 函数 /在 区 各 (а, b] 上 的 
Lebesgue 积分 和 (Lebesgue integral sum) 定义 为 


e= n (MO), (2) 


Жер п, ЕСА [у у) 中 的 任意 数 ， 

аЙ f 称 为 在 区 间 [4,b] 上 是 Lebesgue BJ 889 
(Lebesgue integrable ), 如 果 区 间 (y... y.) 的 最 大 宽度 
趋 于 零 时 积分 和 (2) 的 极限 存在 且 有 限 ， 即 存在 一 个 
实数 了 使 得 对 任何 s > 0 可 找到 5 > 0， 使 得 在 单一 条 
# тах (у,— у.) < 8 下 不 等 式 la ~ 了 成立. WRH 
了 就 称 为 了 在 [a, b] 上 的 Lebesgue 定 积分 ( definite 
Lebesgue integral). 
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代称 区 问 Га, b], tn жЕ 3 p Е ise пр 
АРТАН А ВИ Б — EA. Lebesme 积分 前 另 一 种 引 
人 法 可 给 出 如 下 : 起 初 在 所 调 的 简单 函数 (simpl fun- 
ction )( 即 至 多 取 可 数 多 个 值 的 可 测 泗 数 ) 的 集合 上 省 
尽 这 种 积分 ， 然 后 对 可 表 上 成 简单 函数 一 致 收 策 序列 的 
极限 的 任何 函数 用 取 极 限 过 程 来 引入 该 积分 ( 见 Lebes- 
gue 积分 ( Lebespue mtegral)). 

每 一 个 Rismann 可 积 的 国 数 是 Lebesgus 可 积 的 . 
其 逆 不 真 ， 因 为 存在 在 一 正 测度 集 上 不 连续 的 Lebesgue 
可 积 函 数 (例如 ，Dirichlet 函数 (Dirichket function)). 

一 个 有 界 函 数 为 Lebesgue 可 积 的 必要 充分 条 件 是 
此 函数 局 于 可 测 函 数 (measumable function) Ж. 在 数 
学 分 析 中 明 到 的 函数 通常 是 可 测 的 ， 这 意味 着 Lebesgue 
积分 所 具有 的 一 般 性 对 分 折 的 需要 而 言 是 足够 的 . 

Lebesgue 积分 也 包含 了 绝对 收 敏 的 反常 积 分 (im- 
Proper integral) 的 情况 . 

Lebesgte 积分 的 定义 所 达到 的 一 般 性 在 现代 数学 
分 析 的 许多 问题 中 是 绝对 重要 的 (如 广义 函数 理论 ， 
微分 方程 广义 解 的 定义 ，Hilbert 空间 工 ,和 ,的 同 构 ， 
它 等 价 于 三 角 级 数 或 任意 正 次 级 数理 论 中 的 所 渭 Riesz- 
Fischer 定理 (Ricsz- Fisher theorem ), 所 有 这 些 理论 只 
有 借助 于 取 Lebesgue 意义 下 的 积分 才 成 为 可 能 的 ) . 

Lebesgue 意 义 下 的 原 落 数 自然 地 用 方程 (1) 来 定 
义 ， 其 中 的 积分 护 Lebesgue 意义 取 ， 在 此 情况 下 关系 
ЖОР = 了 除了 一 个 符 测 度 集 之 外 处 处 成 立 ， 

积分 概念 的 其 他 推广 ，1894 年 T. J. Stieltjes 给 
出 Riemann 积分 的 另 一 种 推广 ( 它 被 命名 为 Stieltjes 
积分 }， 它 家 应 用 上 是 重要 的 ， 其 中 考虑 定 义 在 某 区 间 
[a,b] 上 的 一 个 浒 数 f 关 于 定义 于 同一 Z 间 上 第 二 个 
通 数 的 可 积 性 . 广 关 于 函数 U 0 Stieltjes 积 分 (Sticltjes 
integrai) 用 符号 O, 

1= rooagto (3) 


Жл. RAS U 具有 有 界 的 Riemann 可 积 的 导数 U, ШЇ 
Stielties 积分 出 公式 


Годаооә = | у(х) (ах 


化 成 Riemann 积分 . 特别 地 ， 当 U(x)= x+ C W, 
Stisljes 积分 (3) 即 是 Riemann 21} [2 f(x)dx. 
然而， 应 用 上 有 兴趣 的 和 情况 是 当 醒 数 UU 没有 导数 
时 . 这 样 的 吕 的 -个 例子 是 谱 分 解 研究 中 的 谱 测 度 
(spectral measure ). 
Mr x= ф (1), у= (t), aS t< b, 定 
义 的 曲线 г 的 曲线 积分 (curvilinear integral ) 


[лос удах 
Ц 


是 Sticltics 积分 的 一 种 特殊 情形 ， 因 为 它 可 以 写成 以 下 


形式 ， 
{лоо 000) 4000). 


积分 概念 的 进一步 推广 是 由 任意 多 个 变量 的 空间 
中 任意 集合 上 的 积分 而 得 出 ， 在 最 一 般 的 情况 下 ， 可 
方便 地 把 积分 看 成 为 在 其 上 作 积 分 的 集合 M 的 一 个 函 
Ж ( КЕ 8k ( set fumction)), 具有 形式 


вм) = [700400), 
à 


其 中 了 是 并 上 的 一 个 集 函数 { 它 的 测度 作为 一 个 特殊 
情况 ) 且 点 属于 在 其 上 进行 积分 的 集合 M .这 种 类 型 
积分 的 特殊 情况 是 多 重 积分 {multiple integral ) 利 8 
面积 分 (surface integral ). 
积分 概念 的 男 一 种 推广 是 反常 积分 . 
19124, А. Denjoy 引入 了 一 种 积分 概念 ( 见 Den- 
joy 积分 (Denjoy integral )). 它 可 应 用 于 每 一 个 这 样 的 
ШЖ f, 只 要 f B tok 了 的 导数 . 这 可 以 把 积分 的 
构造 性 定义 推广 到 这 样 的 一 般 性 程度 ， 使 得 完全 地 回 
答 了 寻求 在 原 函 数 意义 下 的 不 定 积分 的 问题 . 
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JM ,199( 中 译本 : В.И. йж, Вара 
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В.А, Илын 所 
【 补 注 】 关于 上 面 提 到 的 简单 函数 : 每 一 个 实 值 可 测 
ЗАЎ ( measurable function ) 是 简单 函数 的 一 致 收银 序 
列 的 极限 . 然而， 这 种 咽 数 不 必 是 Lebesgue 可 积 的 . 
除了 Riemann 和 Lebesgue 积分 站， 有 很 多 其 他 类 
型 的 积分 ， 例 如 见 太 积分 ( 4-integral ); Bochmer 积分 
{Bochner integral); Boks 积分 (Boks integral); Burkill 
积分 ( Burkill integral); Daniel 积分 ( Daniel integral ); 
Darboux #0 { Darboux sum ); Колмогоров 积分 (Kolmo- 


вогоу integral ); Perron 积分 ( Perron integral). Pettis 积 
分 (Pettis integral); Radon 积分 (Radon integral); Ж 
次 积分 (repeated integral); #9 2 (strong integral); 
Wiener 积分 ( Wiener integral), 
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1974( 中 详 木 : W. РТ, 实 分 析 与 复 分 析 ， 人 民 教 
育 出 版 社 ，1982) . 
ГА4] Saks, S., Theory of the integmi, Hafner, 195 ( Ж 
аж =х). 
[A5] Stromberg, K.., Ап introduction to classical геа! analy- 
sis, Wadsworth , 1981. 
[A6] Weir, А. 1., Lebesgne integral and measure, Cambri- 
аве Univ 、 Press, 1985. 
[AT] Zaanen, A. C., Integraton, North-Holland , 1967 
ГАВ] Shilov, С. Е. and Gureveh, B. L., Integral, mea- 
ѕшс and derivative , Prentic: - Най, 1966 
[A9] Pesin, Т. N., Classical and modem integration theori- 
оз, Асай. Pres, 1970( 译 自 俄 文 ) . 
[A10] Dieta , І. and Uhl, 7. }., Vector measurs , Ara - 
ег. Math. Soc., 1977. жей жай ж 


ЗА Б) [ integral automorphism ; ивтегральный авто. 
морфизм] 
同 特殊 自 同 构 ( special automerphism ) ， 由 一 个 测 
度 空间 ( measure space) (X, н) 上 的 自 同 构 T 与 一 
个 函数 F( 定义 在 该 空间 上 ， 取 值 为 正 整 数 ) ИНЕП 
成 .“ 整 自 同 构 "一 词 主要 用 于 非 俄语 的 文献 中 . 
Д.В. Аносов ## 
DRE] 设 ХДУ X7 = { (x, Ј)ЄХХМ 
10): 0<i<F(x)), ЖЕ 
к'(4)= 0, 
{вод 
则 相应 于 了 和 РАЖАБ T' 是 定义 为 Xz 的 自 
同 构 : щн < F(x) W. T'(x,i)=(x,i+1); 
B і+1= (х) 8, Tf(x, i) = (Тх, 1). 其 细节 
见 [Al ] 与 特殊 自 同 构 ( special automorphism ) . 
参考 文献 
[A1] Comjeld, І. Р. [1. Р. Komfdl' d], Fomin, S. У. 


апа Sinai. Ya. G., Етробіс theory, Springer , 1982, 
Chapt 1, Sect. 5. 刘建明 Ж 苏 维 宜 校 


积分 学 [integral calmils ; интегральное исчнсленне] 
数学 的 一 个 分 支 ， 其 中 研究 积分 (integral) 概 
念 ， 它 的 性 质 和 计算 方法 . 积分 学 是 与 微分 学 differ - 
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ential calculus ) # ЈА, H 5 Z — 48 Е 
析 的 基础 ， 积 分 学 的 起 源 可 和 这 湖 到 数学 发 展 的 早期 日 
它 与 由 古 希 腾 数 学 家 发 展 的 穷竭 法 (exhaustion method 
of) 有 关 ， 这 个 方法 是 在 解决 关于 计算 平面 图 形 和 曲 
面 面 积 、 立 体 体积 的 问题 时 ， 以 及 在 解决 肯 力 学 和 流 
体 动力 学 中 的 某 些 问题 时 产生 的 . 它 是 基于 用 最 简单 
平面 图 形 或 特殊 立体 ( 长 方形 、 平 行 六 面体 、 柱 体 等 
等 ) 组 成 的 阶梯 形 图 形 或 立体 去 带 近 所 考 敬 的 对 象 . 

在 这 个 意义 下 ， 穷 竟 法 可 以 看 成 .一 种 早期 的 积分 法 . 

在 早期 ， 穷 竟 法 的 最 大 发 展 在 Eudoxus ( 公元 前 4 世 
纪 ) 和 特别 在 Archimedes ( 公元 前 3 世纪 ) 的 著作 中 
得 到 . 它 后 来 的 应 用 和 完善 是 与 15 世 纪 到 1? 世纪 的 
几 位 学 者 的 名 字 联 系 在 一 起 的 . 

积分 学 和 微分 学 的 基本 概念 和 理论 ， 首 先是 微分 
法 和 积分 法 之 间 的 关系 ， 以 及 它们 克 解 决 实际 问题 的 
应 用 ， 在 17 世纪 来 在 P. de Fermat, І. Newton 和 
G. Leibniz 的 著作 中 得 到 了 发 展 ， 他 们 的 研究 工作 是 
数学 分 析 深 入 发 展 的 开始 . L . Euler, Jacob Bernouli, 
Johann Bernoli 和 }. 工 . Lagrange 的 工作 在 18 世纪 
数学 分 析 的 创建 中 起 了 重 事 作 月 - 在 19 世纪 ， 与 极 
限 概 念 的 出 规 相 联系 ， 积 分 学 达到 了 有 逻辑 上 完满 的 形 
式 (在 A. L. Cauchy, В. Riemann 及 其 他 人 的 工作 
中 ) . 在 19 世纪 末 和 20 世纪 ， 积 分 学 理论 和 方法 的 
发 展 与 测度 (measure ) 理论 的 研究 同时 进行 ， 

借助 于 积分 学 用 统 -. 方 法 解决 很 多 理论 和 应 用 问 
题 成 为 可 能 的 了 ， 包 括 以 前 还 来 被 认为 已 解决 的 新 间 
题 ， 和 以 前 需要 特殊 的 人 为 技巧 的 老 问题 ， 积分 学 的 
基本 概念 是 两 个 密切 相关 的 积分 概念 ， 即 不 定 积分 和 
定 积分 . 

在 实 轴 上 一 个 区 间 上 给 定 的 实 蔓 函数 的 不 定 积分 
(indefinite integral ) 定义 为 在 该 区 间 上 它 的 所 有 不 商 数 
即 其 导数 是 给 定 函 数 的 那些 本 数 的 集体 函数 /的 不 
定 积分 表示 为 f(x)dx， 如 打 已 是 子 的 革 一 个 原 函 
数 ， 则 它 的 任何 其 他 原画 数 具 有 形式 F+ C, КТ C 
是 一 个 任意 常数 ， 因 此 写成 


[одах Р(х) +С. 


求 不 定 积分 的 运算 称 为 积分 法 (integration ) . 积分 法 
十 微分 法 的 逆 运 算 : 


[Шш (х)ах = Вх) + C, а|үооах = /(х)ах. 
积分 法 运算 是 线性 的 : 如 果 在 某 区 间 上 不 定 积分 
{лодах я {одах 


存在 ， 则 对 任何 实数 д, 和 д, FIH093804F2E3Z Ë [а] 
上 存在 : 


ало алох 
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中 等 于 


[дах а |/,(х)ах. 
ЖРА, ЯВЫ ЗА (integration by рагв) 
公式 成 立 : П Й u о Е СН САГАЙ U. 
设 积分 Jvdu 存在 ， 则 积分 Годо е, BBS 
公式 成 立 : 
和 
变量 变换 公式 (formula for change of variables ) 成 


Sr 如 时 对 两 个 分 别 定义 在 一 定 的 区 间 上 的 函数 了 和 
9， 复合 函数 Fo o ЕН аю. М 
分 

ШООЛДОП 


ЯРЛЕН 1 (М. КН УЖ (integration by substitu - 
Чоп) ) А 

[тодах. 
Ж Ж ХЫ Ежа -- хайр Ежа 
数 ， 因 而 其 不 定 积分 存在 ,出 于 一 个 初等 函数 的 不 定 
积分 一 般 不 是 初等 函数 这 一 事实 ， 实 际 上 求 一 指定 函 
数 的 不 定 积分 的 问题 是 复杂 的 ， 已 经 知道 很 多 函数 
类 ， 对 它们 证 明 可 以 用 初等 函数 来 表示 其 不 定 积分 . 
其 中 最 简单 的 例子 是 从 基本 初等 函数 的 导数 表 得 到 的 
积分 ( 见 微分 学 ( differential cakulus ) ) = 


п аак Ж LC. 1 
) [а ET tC, -1; 
рах _ | 
2) | 5 = шх C; 
з) [ах 了 +С, а>б, ai; 特别 
na 
地 , [edx=e*+C; 
4) sinxdx = — cosx+ C; 


5) {ов хх = sinx + C; 


d 
в) | с шах С; 


7) | £ = — sotanx + Ç; 
8) Jsinhxax ~ coshx + C; 


9) Jeoshxax = sinhx +c, 


а 
10) Í е = nh x + C; 
н) Í ы = — cotarh x + C; 


dx 
0) [утып 一 
= 1 ¿cun +C=— 1 acetun + C; 
а а а 
dx _ L |х-а|,,. 
п [е =з рут |e: 


dx ‚Хх 
м) | —— =a +C= 
)Í == arc sir. Pi с 


= -асов = +С, |х| <lal; 


dx 
5] = шх ЕТ |+ C 


( 当 x) 一 a! ЖЕРРИ, E |x| > ар). 

如 果 被 各 函数 的 分 母 在 某 点 为 雷 ， 则 这 些 公式 仅 
对 其 内 部 分 嫩 不 为 霍 的 那些 区 间 成 立 【 见 公式 1,2, 
6,7, 11, 13, 15). 

жаы ASS 3 ËJ ЕЙ ЖДИ 
是 有 理 函 教 、 反 正切 和 自然 对 数 的 复合 . 求 有 理 函 数 
的 不 定 积分 的 代数 部 分 能 用 Остроградский 法 (Ostro - 
Bradski method) . 下 面 类 型 的 积分 可 以 用 代 换 法 和 分 
部 积分 法 化 成 有 理 函 数 的 积分 : 


ах+ь Y” _ ax+b Y" 
(ау баву 
其 中 г, U, r, 是 有 理 数 ; Jam 


人 ex VarT rhe )ах 
的 积分 【 见 Ewer 代 换 (Euler substitutions)); 二 项 式 
微分 的 积分 的 某 些 情形 { 见 二 项 式微 分 (differential bi - 
nomial); 关于 二 项 式微 分 的 积分 的 Чебышев 定理 
{Chebyshey theorem ) ) ; ЖШ 


[асв х, cosx) dx, {RCsiihx, coshx)dx 
的 积分 (其 中 R{y|，…, y.) 是 有 理 函 数 ) ， 积 分 
i e**cos Bxdx, [езп хах, 
x"cosaxdx, [e snaxax, 


] х'аюза хах, | х"шсов хах, 


{час nx dx, x"ar cotanxdx, п= 0, 1, 

…， 和 许多 其 他 积分 ， 相反 地 ， 例 如 ， 积 分 
SinX Cos x 
{4 |a. | 95% а, 
п=1,2,®, 

ЖЕЛ ЖК. 

定义 在 一 个 区 间 [a, b] ЕЁ Bs 82 了 的 定 积分 
{ definite integral) 


Н 
[лое 
是 一 种 特定 类 型 积 人 分 和 的 极限 ( Cauchy 积分 (Canu - 
chy integral); Rieman 积分 {Riemann integral) ; 
Lebesgue 积分 {Lebesgue integral ); Колмогоров 积分 
( Kolmoporov integral) : Stielties # 3) (Steljes inte- 
Bal) ， 等 等 ) . 如 果 这 个 极限 存在 ， 则 了 称 为 Cau- 
chy, Riemann ，Lebesgue ， 等 等 可 积 的 〈integrabje) - 
积分 的 几何 意义 是 与 面积 概念 联系 在 一 起 的 : 如 
果 函 数 Г >0 在 区 间 [4, b] 上 连续 ， 则 积分 
А 


[лое 
的 值 等 于 出 这 函数 的 当 象 构成 的 曲线 梯形 的 面积 ， 即 
其 边界 由 了 的 图 象 、 线 段 [ae , b] 和 使 这 图 形 封 闭 的 直 
#&ох=а Ж x= b 的 两 线段 ( 它 可 以 退化 成 点 ) 组 成 
的 集合 的 面积 《 见 图 ) . 


实践 中 胃 列 的 很 多 贡 的 计算 中 化 成 计算 积分 相 的 
极限 的 向 题 ， 换 言 之 ， 化 成 求 定 积分 的 问题 ， 例 如 ， 
图 撒 各 曲 曾 的 面积 ， 物 体 的 体积 ， 力 所 作 的 为 ， 重心 
的 坐标 ， 各 种 物体 惯性 姬 的 值 ， 等 等 

定 积分 是 线性 的 :如 果 两 个 函数 f, 和 f, 在 一 区 
间 [a, 8] 上 可 积 ， 则 对 任何 实数 1， 和 д,, ваф 

Af t kf. 
在 这 区 何 上 也 可 积 月 


ju. ло) + ЛО) 


=} (x) dx валода». 


函数 在 一 区 问 上 的 积分 具有 单调 性 质 : 如 果 函 数 了 在 
区 间 [a, Б] 上 可 积 且 设 [c,d] S [а, Б], М /Е[с, 
а] 上 中 可 积 .积分 关于 在 其 上 作 积分 的 区 间 也 是 加 性 
的 : ШЖ a <c<b Н 了 在 区 间 [a, с] 和 [c, b] 
上 可 积 ， 则 它 在 [a, b] 上 可 积 ， 且 


[ЖҮР = 和 aa + лода 


如 果 和 g 是 Riemann 可 积 的 ， 则 它们 的 积 也 是 
Riemann 可 积 的 ， 如 果 在 [a, b] E f2g. MJ 


А : 
|лоо4х > |е(х)4х. 
Я РЕ [а, Б} 上 可 积 , MD о <a <b < > Ш 
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绝对 值 17 也 在 [a, b] 上 可 积 ， 且 


was « сом. 


fx)ax=0 


{ое = -Prevas, a<b. 
H ? 


对 于 积分 ， 中 值 定理 成 立 . 例如 / 和 g 在 一 区 间 [a， 
b] 上 是 Riemann 可 积 的， 如果 m < f(x) < M, хе 
[а,Ь], х ола, Б] 上 不 政变 符号 ， 即 它 在 这 此 
个 区 间 寺 或 者 是 非 负 的 或 者 是 非 正 的 ， 则 在 在 一 个 数 
B#.m Su<M, 48 

А 


, 
Pg dx =a [абдах. 


如 果 再 假设 f 在 [a, b] 上 连续 ， 则 在 (а, Б) 内 存 
在 一 点 с, еж 


Говор кеса. 
шиж, 如果 g(x) = 1, M 


[mofa а 


带 可 变 上 限 的 积分 ШЕШ /(х) 在 区 间 [a， 
b] 上 是 Riemann 可 积 的 ， 则 由 


Р(х) = (Datasxsb 
定义 的 函数 Р 在 这 区 间 上 连续 ， 此 外 ， 如 果 了 在 一 


点 xn 8, ДРАЖИ Р (x0) = f(x). 

换言之 ， 在 一 个 函数 的 连续 点 上 下 面 的 公式 成 立 : 
зу Je) = re). 

因此 ， 这 公式 对 区 加 Га, b] 上 的 每 一 个 Riemann 可 

积 函 数 成 立 ， 或 许 一 个 Lebesgue 测度 为 零 的 点 集 除 

外 ， 因 为 如 果 一 个 函数 在 某 区 间 上 是 Riemann 可 积 


的 ， 则 它 的 不 连续 点 的 集合 具有 测度 零 ， 这 样 ， 如 果 
Ф Га, b] 上 连续 ， 则 由 


во) (504 


定义 的 函数 是 了 在 这 区 间 上 的 一 个 原 函 数 . 这 个 定理 
表明 微分 法 运算 是 取 带 可 变 上 了 腿 的 定 积分 运算 的 道 运 
Я. 于 是 在 定 积分 与 不 定 积分 之 间 建 立 了 关系 式 


Гло {лове с. 


эк 26 £ sÇ) ЛА ЖЕ S BE oR Bb ААО АТ р Щ BS 
形 面积 的 计算 在 以 上 意义 下 是 互 道 运算 、 
以 下 的 Newton -Leibniz 公 武 〔Newton -Leibniz 
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formula ) 对 区 间 [a , В] 上 可 积 函数 了 的 任 信 原 函数 
Е JÑ sy: А 
{лах = РЫ) Еа). 


ад БАО БЕ U Е ПИРЕ РЕ КЕНГ 
БЕЛЕК ПЕ ИЗИ Н УЕ. 这 公式 有 时 可 作为 
定 积分 的 定义 ， 然 后 证 明了 这 样 引进 的 积分 f(x)dx 
等 于 对 应 的 积分 和 的 极限 . 

对 定 积分 ， 变 量 巷 换 科 分 部 积分 法 公式 成 立 、 例 
їй, К 了 在 区 间 (а, b) 上 连续 且 о 连同 它 的 导 
数 9' 在 区 间 (а, д) 上 连续 ,而 (x, Д) 被 9 BA 
(а,Ь) т: 对 mc<t< 有 4<efti<b 所 以 复合 
feo Ж# (а, P) 由 有 意义 于是， 对 о, Boe(a, B), 
以 下 的 变量 变换 (change of variables ) 公式 成 立 : 

(f) 


n 
| поа лее (ат. 

ды š 

分 部 积分 法 公式 ( formula: for integration by paris) 
Ë: 


ь 


(аса (х) = а(х) (о) 


ЖИ u 和 o fla, b] 上 具有 Ricmann 可 积 的 导 
数 . 

Newton -Leibniz 公式 把 竺 积分 的 计算 化 成 求 其 原 
函数 的 值 . 因为 求 原 函 教 问题 本 质 上 是 ~ 困难 问题 ， 
求 定 积分 的 其 他 方法 极为 重要 ， 其 中 必须 提 到 残 数 法 
(见解 析 函 数 的 残 数 (residue of an analytic func - 
tion); ЯЯ 3 (cornplex integration, method of ) ) 
和 依赖 于 参数 的 积分 ( parameter -dependent integral ) 
中 的 对 参数 的 微分 与 积分 方法 ， 对 积分 近似 计算 的 数 
伟力 法 也 已 经 有 了 发 展 . 

推广 积分 概念 到 无界 函数 的 情形 和 到 无 界 区 间 的 
情形 导致 反常 积分 (improper integral) 的 概念 ， 它 是 
再 多 用 一 次 极限 过 程 定义 的 ， 

不 定 积分 和 定 积分 概念 能 扩展 到 复 值 函 数 . 把 任 
何 单 复 变数 的 全 纯 函 数 表示 成 国道 上 的 Саку 积分 
( Cauchy integral ) 的 形式 在 解析 阔 数 论 的 发 展 中 起 章 
要 作用 . 

一 元 函数 定 积分 概念 到 多 元 函数 情形 的 推广 导致 
多 重 积 分 (multiple integral ) 的 概念 . 

对 多 元 的 无 界 集 和 无 界 画 数 ， 利 一 维 情形 一 样 ， 
可 学 出 反常 积分 概念 

职 分 学 的 实际 应 用 的 扩大 使 得 需要 引 人 有 曲线 积分 
( curvilinear integral) ， 即 沿 ~- 胸 线 的 积分 ， 曲 面积 分 
(surface integral) ， 即 在 一 曲面 上 的 积分 ， 和 更 一 般 
地 ， 在 流 形 上 的 积分 等 概念 ， 这 些 积分 在 某 种 意义 下 
可 化 为 定 积 分 ( 曲线 积分 化 成 某 又 间 上 的 积分 ， 曲 面 


—[оох)ащ(х), 


积分 化 成 某 { 三面 ) 区 域 上 的 积分 ，n 维 流 形 上 的 积 
分 化 成 п 维 区 域 上 积分 ). 流 形 上 的 积分 ， 特 别 基 晤 
钱 种 曲面 积分 在 多 元 函数 积分 学 中 起 着 重要 作用 ; 用 
这 种 方法 可 以 建立 一 区 域 上 的 积分 与 其 边界 上 的 积分 
之 间 ， 或 一 般 情 形 下 ， 流 形 上 的 积分 与 其 边界 上 的 积 
分 之 间 的 关系 ,这 种 关系 由 Stokes 公式 (Stokes for - 
muli) СЖ L Остроградский 公式 (Ostrogradski for - 
mula); Green 公式 (Green fomula) ) 建立 ， 它 是 
Newton -Leibniz 公式 到 多 维 情形 的 一 种 推广 . 
多 重 积分 ， 有 曲线 积 分 和 由 面积 分 在 数学 物理 ， 特 
别 在 场 论 中 ， 得 到 了 直接 应 用 ， 多 重 积分 及 与 它们 有 
关 的 概念 广泛 地 用 于 解 具体 的 应 用 问题 求 体积 公式 
(cubatuue formula ) 的 理论 为 了 多 重 积分 的 数值 计算 
已 经 得 到 发 展 . 
有 限 个 实 或 复 变数 的 实 值 或 复 值 函 数 的 积分 学 理 
论 和 方法 可 扩展 到 更 一 般 的 对 每 . 例如 ， 取 值 在 赋 范 
线性 空间 中 的 函数 、 定 义 在 折 扑 群 上 的 函数 、 广 义 画 
数 、 无 穷 多 个 变量 的 函数 的 积分 理论 (轨道 上 积 
分 》. 最 后 ， 积 分 学 中 一 个 新 的 方向 是 与 构造 数学 的 
出 现 与 发 展 有 关 的 、 
积分 学 应 用 于 数学 的 很 多 分 支 (在 微分 方程 和 积 
分 方程 理论 中 ， 在 概率 治 和 数理 统计 中 ， 在 最 优 过 程 
理论 中 ， 等 等 ) ， 也 用 于 数学 的 应 用 中 . 关于 参考 文 
献 亦 见 微分 学 ( differential calculus) 的 []] — [24]. 
参考 文献 
[1] Heiberg, 1. L. (ed.), Archimedes: Opem Ommia ， 
Wissenschaft , Buchgesellschaft , Darmstadt , 1972 
[2] Оук, W. von and Caspar, М. (cds.), J. Керрїг: 
Gesammelte Weike, С. Н. Воск, 1937. 
[3] Cavalieri, B., 
поча quadam ratione promota ) , Hologna , 1935 
[4] Eukr, L., Integralrechnung, Berlin , 1770. 
Л. Д. Кудрявцев 所 
[ 补 注 】 亦 见 无 穷 小 演算 (infinitesimal calcuhus ) . 
参考 文献 
ГАІ] Valion , G . , Théorie des fonctions, Mason , 1948, 
[A2] Apostol, Т. М., Caleulus , 1-2, Blašsddll , 1969 
[Аз] Apostol, Т. M .，Mathematical analysis, Addison - 
Wesicy , 1963. 
[А4] Rudin, W., Real and complex analysis, McGraw- 
Hill, 1974 ( 中 译本 : W ， 卢 耳 ， 实 分 析 与 复 分 析 ， 
人 民 教 育 出 版 社 ，1981 ) 、 
ГАЗ] Zaanen , А. C., Integration, North - Holland , 1967 
[A6] Pricstley, W. М., Calculus; a historical approach, 
Springer , 1979 
【译注 
参考 文献 
[Bl] Boyer, C. B., The concept of the calculus, Hafner 
Pub. Со., 1994 中 详 本 : С.В. 波 耶 ， 微 积分 概 
ФФ, БЕЛЕНЕ, 1977). 


Geometria indivisibilus (continuorum 


1В2] Edwarks, C. Н., The historical development of the 
calculus, Springer- Verlag, 1979 ( 中 译本 : C,H 
爱德华 ， 微 积分 发 展 史 ， 北 京 出 版 社 ) 
ата ж 
积分 余弦 [ integral cosine ; интегральный косинус ] 
对 于 实数 x、 册 下 式 定义 的 特殊 函数 : 
өв _ Fl-ost 
сі(х)= I] nx I OE gt, 
其 中 c= 0.5772: Ж Enlar 常数 (Eular constant). g 
ЖЯ ПЕКИН 


{т} 


Hi 


1 Z 3 & 5 5. 


函数 y 二 ci( Xx) 利 y= si(x) 的 图 形 ， 
与 积分 余弦 有 关 的 一 些 积分 是 


(нс = пъ 

k: Ci(qt)dt 2р + 25|, 
{emtcitnar = - £, 
cicosi(oue= —h2, 
Н 


其 中 si( 虽 是 积分 正弦 (integral sine ). 
对 于 小 的 x， 
Ci(x)%c+Inx 
对 于 大 的 x， 源 近 表 示 为 
Сх) = 33 p(x)- S 


= (ly 
воў, ТЕ 


оо) = 5, СОЧ. 


积分 余弦 具有 级 数 表 示 
citx) =c +inx— 27 + + 
+ тз t 7 (ә 


作为 复 变 量 z 的 函数 ， 由 {* ) 定义 的 Ci(x) 是 在 沿 负 
实 半 轴 前 开 的 z 平面 内 ( 一 x < arg z < z) 的 单 值 解析 
函数 ,这 里 ，Inz 的 值 取 为 x<JIm jnz <x. 在 裂缝 
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附近 Ci(x) 的 性 态 由 下 列 极限 来 决定 ; 
lm Ci(x ін) = Ci(lz|) т, x <0. 
пз 


在 积分 余弦 利 积 分 指数 函数 (integral exponential fun- 
dion) Ei(z ) 之 间 存在 下 列 关 系 : 


Ci(z) = + [Ei(iz) + Ei(~iz)], 


有 时 也 用 记号 ci(x) = Ci(x). 
亦 见 Si-d 螺 线 (Si-ci-spiral). 
参考 文献 

11] Bateman, Н. and Erdélyi, A., Higher transozndental 
functions , Bese] fonction ，2 ，MoGmw-Hi 1953 ( 中 
译本 : А 爱 尔 台 里 等 编 ， 高 级 超越 函数 ， 上 海 科学 技 
ЖН. 1957, 1958). 

[2] Kratzer, А. and Franz, W ., Transzendente Funktionen , 
Акай. Ушар, 1960. 

13] Jahnke, E. and Ende, Е., 
formulae алі cures, Dover, reprint , 
ж). 

[4] Лебедев, Н. Н., Специальные функции и их припо- 
жения, 2 изд., М., 1963 (Ж: Lebedev, N. N., 
Special functions and their applications, Prentioe-Hall, 
1965). А. Б. Иванов 扎 

【 补 注 】 38 Ci 也 称 为 余弦 积分 (cosine integal )， 当 
然 ， 它 能 够 在 C\ (хек: x 委 0} 中 由 积分 来 定义 { 如 
+). Зк Ж 


Tables of functions with 
1945 Жа 


积分 曲线 [integral curve; интегральная кривая ] 
正规 常 微分 方程 组 


у= f(x, у), ye R" 
的 解 y = у(х) 的 图 象 . 例如 ， 方 程 


的 积分 曲线 是 加 x + y? 一 ce?， 其 中 。 是 任意 常数 . 
常常 认为 积分 申 线 与 解 没有 区 别 . 标量 方程 


y' = f(x, y) (*) 


的 积分 时 线 的 几何 意义 如 下 所 述 . 方程 (*) 定义 了 平 
面 上 的 一 个 方向 场 (direction field) ， 即 一 个 方向 向 量 
场 ， 使 在 每 个 点 (x, у) 处 向 量 对 x ЗНА ПОЕ ВАК 
于 f(x, у). 于 是 (*) 的 积分 曲线 就 是 在 其 上 各 点 处 
的 切线 与 在 该 点 处 的 方向 妃 般 向 量 重 合 的 曲线 ， 方 程 
(+) 的 积分 曲线 著 十 满 满 起 下 述 条 件 的 整个 区 域 : а 
Ë f(x, у) 在 该 区 域内 满足 保证 Caochy 问题 (Cauchy 
probkm ) 解 的 存在 性 和 唯一 性 条 件 ; 这 些 曲 线 互 不 相 
交 也 互 不 相 切 . 


参考 文献 
[1] Петровский, И. Г., Лекиии по теории обыкновенных 
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лифференцивльных ураансний, 6 язд.. М., 1970 
(ШЖ M.T КЕРКА ЖЕЗ. 
нан, Н, 1957). Н.Н, Ладис JE 


ГЫТ 2 分 方程 组 ( normal system of differential 
couatiovs ) "是 形 如 

ax 

一 

dx dx 
СЕ х2, Ета B 
ахь А = СЕ 
х д ) k= 1,57, т 


的 微分 方程 组 ， 其 中 国 数 К, ЯТ аха, 
F< iil, 
参考 文献 
[AL] Віко, О., Коа, G.-C 
cquations , Ginn , 1962. 
[A2] Ice. E. L., Ordinary differential equations. Dover , 
терїї, 1956 沈 永 欢 译 


‚ Ordinary differential 


ЖЕЕ [integral domain 或 infegral ring , область целоса - 
ности] 

有 么 元 的 没有 霍 因 子 { 见 因子 (divisor) ) 的 交换 环 
(commntativs ring)， 任 一 域 都 是 整 永 ， 伟 于 域 中 的 有 
КЛЮКИ. Б, ВЗА Р, 
IB A T iH ОЕ ПЕШ ( 匈 分 式 环 (fractions， 
ring оѓ)). 

ШЖ АДВ, Дл 上 的 多 项 式 环 Ах] 和 形 
йй 4[[x]] 亦 是 整 环 ， 如 刁 À 是 有 勾 元 的 交 
换 环 ,了 是 A ПН 898, Ш A/ 了 是 整 环 ， 当 及 
仅 当 ГА АВИ ( prime Кеш). НЕЛЯ 4 J: 
整 环 ， 当 上 且 仅 当 4 的 谱 是 不 可 约 拓 站 空间 ( 见 环 的 
jË (spectrum of а ring)). 

在 整 环 的 定义 由 有 时 不 要 求 4 МАМЕ, 体 以 及 
Ik J @ A & 368 ЗЗР ЗС М [non- commutativc 
integral domain) 的 例子 位 是 ， 一 般 说 来 ， 任 一 非 交 
换 整 环 可 以 展 人 到 体 中 这 一 论断 是 不 正确 的 (及 [2] 
ЖЕКА. (imbedding of rings)) 
参考 文献 

[1] Lang, 5., Algcbra, Addison - Wesley 1965. 

[21 Con, P.M., Вес rings and (ет relations, Агай 
Press, 1985_ 

[3] Faith, С., Algebm : rings, modules and Categories, 1, 
Springer, 1973. Л.В. Кузьмин # 起 春来 译 


积分 方程 [imtegral equation ; интегральное ур авнение ] 

积分 号 下 包含 未 知 函 数 的 方程 . 积分 方程 可 分 成 
两 大 类 : 线性 和 非 线性 积分 方程 { 亦 见 线性 积分 方程 
(linear integral equation ); 非 线性 积分 方程 ( non -lincar 
integral equation ) ) . 


анион 
Аторо) + KG, sjo(s}yds=f(x), xe D.(1) 


这 里 А, K, 是 局 给 定 的 函数 ， 称 4 为 此 积分 方程 的 
系数 (coefficient)，K 为 核 (kemel) ( 见 积分 算 子 
的 核 (kemel of an integral bperator))， 而 了 为 自 山 项 
(fe tem) (或 右边 (right-hand sde)), D 是 一 维 
或 高 维 Бис PF 一 个 有 界 或 后 界 区域，x，s 是 这 
个 谈 间 的 点 ，ds 是 体积 元 ,而 р ЖИРЕЙ. Жой 
йй? pg， 使 得 对 D 中 所 有 的 (或 者 儿 乎 所 有 的 ， 如 
果 积 分 是 按 Lebesgue 营 义 下 取 的 ) x, (1) 式 成 立 . 
在 (1) 中， 如果 А, K ESE f. ф 是 向 量 函 数 ， 
则 (1) 称 为 线性 积分 方程 组 如 果 /一 0， 则 此 名 分 
方程 称 为 齐 次 的 (homogeneous )， 否 则 称 为 非 齐 次 的 
(inhomogEneous ). ` 

线性 积分 方程 有 三 种 不 同 的 类 型 ， 履 决 于 系数 А. 
如 果 对 所 有 的 xep, A(x)= 0， 则 (1) 称 为 第 一 类 
方程 (equation of ће бй kind )， 如 果 对 所 有 的 хер, 
А0) #0, 则 称 为 第 二 类 方程 (equation of the second 
kind); 而 如 果 АХ) 在 D АЕ ЕЭБ. 
则 称 为 第 三 类 方程 ( equation of the third kind), 

为 简单 起 见 ， 只 讨论 一 维 情形 的 积分 方程 ， 而 p 
是 有 限 区 间 [a. б]. 在 这 种 情形 下 ， 第 一 类 利 第 二 类 
线性 方程 可 分 别 表 成 以 下 形式 : 


[кө, s)e(s)ds= f(x), xe[a, b), (2) 


ф(х) ‚к. 5)е(5)4з = f(x), xela, В]. 

(3) 
常数 4 称 为 积分 方程 的 参数 (parameter)， 在 数学 物 
理 中 ， 第 二 类 方程 是 最 常见 的 .如果 Kat Fred - 
hobn 核 (Fredholm kernel ) ， 即 如 果 方 程 (2)，(3) 
中 的 积分 算 子 是 完全 连续 的 ( 也 称 为 紧 的 ， жеш 
续 算 子 {completely -continuous operator ))， 则 积分 方 
程 (2) (分 别 地 ，{3)) 称 为 第 一 【第 二 ) 类 Fredholm 
方程 (Fredbolm equation ) . Frodholm 方程 的 一 个 重要 
的 例子 是 其 中 的 核 满足 条 性 


k: 
J| кх, YPaxds < o (4) 
ME, ТООН ЖЫК o ДОРОГ. 
方程 
‚ 
0(x) -2] K(x, з)ф(з)йз= 0, хє[а, 6], (5) 
称 为 对 应 于 非 齐 次 积分 方程 (3 ) 的 齐 次 积分 方程 .对 


应 于 方程 2) 的 章 次 积分 方程 类 似 地 定义 ” 齐 次 积分 


ЛЕВА р = 0. АИ (zero зоол) (ЖТ 
ый Cuivial soluion)). 使 (5) 有 非 零 解 @ 05306 
Й А 的 值 称 为 核 K 或 积分 方程 (5) 的 特征 《chara- 
ctenstic ) 【或 基本 《fundamental ) 或 本 征 Leigen)) fi 
( values ) 4 (numbem)), ПОА Ф ЖЕ K 
或 积分 方程 (5) 的 属于 (belonging) 《或 Ет (сог - 
responding )) #1 Ж ЖШН А 的 特征 ( characteristic ) 
《基本 (fundamental ), 本 征 { eigen )) 838 ( (function). 
如 果 不 不 是 一 个 本 征 值 ， 刘 称 为 正则 但 { regular val- 
ue) ( ШЧ ( терщаг number )). 

ЯВКА Ноте 的 【Hermmitian)， 如 果 


RU = K(s, x), (6) 


ЖШ АНИ. 在 实 核 的 情形 下 ，(6) 有 形式 
K(x, s) = K (s，x) ,这 翌 的 粮 称 为 对 称 的 (spm- 
matrie ), 

-个 Fredholm 核 不 必 和 本 征 值 (例如 VWolterm 
4# ( Volterra kernal ) 的 情形 ， 见 下 文 )、 如 果 核 是 对 称 
的 ， 不 几乎 处 处 为 替 ， 则 它 军 少 有 一 个 本 征 值 且 它 的 
ШЖ ЗЕМ. 

ПЁ КОҢ s> x ҖЕ (BOB Voltera 核 )， 
жуг (2) 和 (3) Ж ` 


[к(х, sp(s)ds =/(х), aS з< х&Ь, (7) 


P(x) -os 5)ф(в)4з = f(x), aS sS xSb 
(8) 


Жоюу ы Jy Ж ЖЖ — 6 — Ж Уонета 方程 
【Yoltera equation ) .在 19 世纪 于 半 时 ， 积 分 方程 的 
一 些 特殊 情形 开始 出 现 . 在 Eapaee 方程 (Laplace 
equation ) 的 _Dirichlet 问题 ( Dirichlet problem ) 的 解 化 
为 第 二 类 线性 积分 方程 的 研究 以 后 ， 积 分 方程 成 为 数 
学 家 特别 注意 的 对 象 ， 线 性 积分 方程 一 般 理 论 的 构造 
ЖР 19 世纪 末 . 这 个 理论 的 葛 基 人 被 认 为 是 V Volt - 
ета (1896), Е. Fredholm (1903, [5]), Р. Hilbert 
(1912, [6]) 和 Е. Schmidt ( 1907,[7])， 甚 至 在 这 些 
研究 工作 之 前 ， 对 构造 一 个 积分 方程 解 的 逐次 逼近 法 
已 经 提出 ( 亦 见 序列 副 近 法 ( soquential approximation , 
method of )) ， 这 种 方法 最 初 在 了 Liouville (1838), L. 
Fuchs ( 1870), ©. Реапо ( 1888) 和 其 他 人 的 工作 中 应 
用 于 与 研究 常 微分 方程 个 联系 的 Уонепа 型 ( 按 现代 
术语 ) 非 线性 方程 的 求解 ， 也 被 C. Neumann (1877) 
用 于 构造 一 个 第 二 类 积分 方程 的 解 ， 逐 次 通 近 法 的 一 
般 形式 应 归于 E. Picard (1893). 

ЖЕ ЖЕЦЕ ОР ЖР, Н. Poincare (1896) 提出 
了 在 方程 3) ЗАТОА S 8 ЕК 4 的 主意 . 他 
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ЗЕЛА С ДА АТАА НЕ) (3) 080 д 的 亚 
纯 函 数 . ЛА ЫЕ Fredholm 证 明 ( 1900 — 1903). 
Мота 研究 (7). (8) 形 积分 方程 的 工作 (1896 一 
1897) 先 于 Fredholm Bü L. Мойепа 证 明了 ; 如 果 
核 种 右边 是 连续 的 ， 风 对 任何 有 限 值 4，(8) 恰好 有 
一 个 连续 解 ， 它 可 以 用 逐次 通 近 法 构造 出 来 , 方程 

(3) 在 假设 它 的 核 、 它 的 右边 和 未 知 末 数 分 别 是 正方 
ЖЖ {а, b] x [а, bj 各 区 间 [a, #] БЕЯ 8 8k qe am 
T, H Fredholm 作 了 人 赋 究 .追随 Volerra, Fredholm 
把 (3 ) 中 的 积分 换 成 Riemann 积分 和 并 且 拒 积分 方 
程 (3) 作为 有 限 的 线性 代数 方程 组 的 极限 情形 ( 见 
Етефюйт 方程 ( Fredbotm equation ))。 用 形式 的 极限 
过 渡 方 法 Fredholm 得 到 了 一 个 给 出 (3) ЮЖ ИЛ 
式 ; 他 证 明了 除了 参数 2 的 值 的 -- 个 有 限 或 可 数 集 外 
这 公式 是 (3) 的 解 ， 中 证 明了 关于 【3) 的 可 解 性 的 
定理 .对 方程 (3) 的 Fredhotm 理论 推广 到 了 积分 方 
程 组 的 情形 ， 也 推广 到 了 弱 奇 性 核 的 情形 ( 见 积分 算 
З: (intcgral operator )) 方程 组 的 解 可 以 化 为 其 核 有 
并行 于 坐 标 轴 的 不 连续 线 的 单个 方程 的 解 . 

Hilbert {1904) 指出 ，Fredhoim 定理 能 够 严格 地 
应 用 极限 过 滤 过 程 米 加 以 证 明 ， 并 且 根 据 无穷 多 变量 
的 线性 型 和 冯 线 性 型 理论 构造 了 线 隆 方程 的 一 般 理 
论 ， Schmidt ([7]) 给 了 Hibert 的 研究 工作 一 个 更 简 
单 且 稍为 更 一 般 的 表述 . 他 不 依赖 于 Fredholm JE 
论 ， 用 把 核 表 成 - 个 退化 核 和 一 个 “小 ” 核 的 和 的 办 
法 构造 了 上 共有 实 对 称 核 的 线性 积分 方程 的 一 种 理论 
( 见 具有 对 称 核 的 积分 方程 (integral equation with sym - 
metric kemel )) .在 实 对 称 核 情况 的 第 二 类 积分 方程 
ЖЕН, 1. Сапетап 实现 了 在 实质 上 减弱 加 在 数据 和 
未 知 元 上 的 限制 .他 把 Fredholm 的 方法 { 见 [8]) 推 
广 到 当 (3) 的 核 满足 条 件 (4) 的 情形 . 在 F. Ricsz 
(1918) 和 J. Schauder ( 1930) 的 文章 中 ，Fredhoim 的 
定理 推广 到 Banach 2 р Ж U ER p h. 

研究 第 一 类 积分 方程 的 基本 方法 是 所 谓 正则 化 方 

( regularization method ) ( 亦 见 不 适 定 问题 ( 记 - 
posed problems )). 第 三 类 积分 方程 是 Н. Bateman 
(1907), Рка (1910), С. Fubini (1912) 和 Ch. Pla - 
trier (1912) 作 了 特别 探讨 的 对 象 . 

如 里 一 个 线性 积分 方程 不 是 Fredholm УЖ, Ш 
它 称 为 奇异 方程 (Singular equation ) ( 见 奇 异 积分 方 

程 (singhlar Мерт equation ) ) ，Hilbert 的 无 穷 多 个 变 
ы 次 型 的 一 般 理 论 在 这 情形 下 也 提供 了 得 到 许多 
重要 结果 的 可 能 位 .对 菜 些 特定 的 奇异 积分 方程 类 ， 
考虑 到 这 些 方程 的 特征 性 质 ， 求 其 解 的 特殊 方法 已 有 
所 发 展 . 例如 ， 对 麻 异 积分 方程 科 卷 积 型 积分 方程 
(integral equation of convolution type)， 两 个 互 为 转 
曾 的 齐 次 积分 方程 有 同样 个 数 线性 无 关 解 的 Fredholm 
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定理 不 成 立 

平行 于 线性 方程 ， 对 非 线性 积分 方程 也 已 作 了 研 
ЭС. 其 中 ， 未 知 函 数 训 以 带 有 n КЖ (4 > 1)， 例 
如 ， 在 方程 


vx) | KG. s}0"(s) ds = f(x), xe[a, 5] 
中 .未知 函 数 也 可 以 以 更 一 般 的 形式 进入， 例如 在 方程 


0х) = | К(х, в, p(s) ds 


r ( M, Hammerstein 方程 (Hammerstein equation ); 非 

线性 积分 方程 топ - linear integral equation ) ) 
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卷 积 型 积分 方程 |integral equation of comolutim type; 
интегральное ураввенне типа свертки ] 
在 卷 积 变换 的 积分 号 下 包含 来 知 函 数 的 积分 方程 
( 见 积 分 算 子 {integral operator ))， 卷 积 迎 积分 方程 的 
独特 性 是 这 种 方程 的 核 信 束 于 自 变 重 的 差 ， 最 简单 的 
例子 是 方程 
©<{<, 
(1) 
这 里 k 和 了 是 给 定 的 函数 而 o 是 未 知 函 数 . 设 k. fe 
L. (=, oo) ВЖ та. 为 了 (1) 可 
1-К(4) #0, – 0 <<, (2) 
这 里 K É k 的 Fourier 变换 ( Fourier trarsform)， 当 
(2) 成 立时 ， 方 程 (1) 在 类 L, 中 有 唯一 的 解 ， 用 公 
式 


(0) ape dr 00), 


ФО) кхе far (3) 
表示 ， 这 里 k eL (—@ , co) 是 出 其 Fourier 变换 
天 (1-0-KOD]-， 


唯一 确定 的 . 半 直 线 上 卷 积 型 方程 (Wiener -Hopf 方 
程 ( Wiener -Hopf equation )) 


Физ {к —-оо(х)йт=/(й), 0gt em, 
i (4) 
在 研究 各 种 具有 理论 和 实用 特征 的 问题 中 产生 ( 见 [1 
[4]) ， 
设 右边 f MORA o 属于 L,(0, =) 
(1<р< оу, Ë КЕР (– о, о) B 


«(4)=1- К(д)#0,-<у<. (5) 


Ж (д) ЕЛГЕ (4) 的 条 征 (symbol). 方程 (4) 
的 指标 (index ) 是 数 


кема = s= {| дава). (6) 
如 果 к= 0， 则 由 力 程 
1+К,()= [- 5 абд) 
1 фа) 
+ 17 Í = | (7) 


定义 的 函数 К,,К_ ЯНЕШЕ k.,, ke L,(—- о. 
со) 的 Fourier 变换 ,使 得 对 +< О, (t= k.(- I) 
二 0， 在 上 面 的 条 件 下 ， 方 程 (4) 有 唯一 解 ， 它 可 以 
用 公式 


жб) | +, fdr (8) 


表示 ， 这 里 


rt, rt) = т) А (ет 


usa. 
Н 
ШЖ к<0. Jrü ( 4) 的 所 有 解 用 公式 
в) Желе + 


Н l 
+|һе, Эрон Хе) (9) 
i 


给 出 ， 这 里 с, 是 任意 常数 ， 
(r, z) = КО Tt) + АО 
+|кФ@—з)кФ%(®-+)4з, (10) 
ЕСТИ кер = 90, 20) 是 由 它们 前 Fourier 
变换 ; 
1+ KO (у= 1 + KO (Ati (42-0, 
(11) 
1+ KY (у= 


роза рае] 


кап кол eza Ї 
唯一 决 定 的 - 
当 x<0 时 ， 对 应 于 (4) 的 齐 次 方程 恰 有 |x| 个 
ШЕШ ө, рса, ЖЇН НКМ ЕШ 
绝对 连续 函数; 可 以 选取 这 些 解 ， 合 得 对 д1, 5, 
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1 1,09. (= Фү(г),фФ,(0)= 0, I g. (0) 0. 
如 果 k > 0， 这 方 称 可 解 仅 当 以 下 条 件 成 立 : 


[яр аео 1, (12) 
这 里 Jr UU у, 是 (4) ВОН: 


0) фас D90048; о (13) 
的 一 个 线性 无 关 解 系 在 这 些 杀 件 下 ， 这 (唯一 的 ) 
ШЕР 


oO=ADF | гуй. ond 04) 


给 出 ， 这 里 
пт) А (6-с) БАО (0-р) + 


ар озде од, 
š 


WR КЇ? (т), Ке), (— ос, оо) 的 Fourier 
变换 Код) 和 КЧ (1) 由 方程 


тко (у= + KP ЛЕ Ati Ї 


=i 
和 方程 (11) 定义 ， 对 方程 (4) ，Noether 的 定理 成 
立 ( 见 毅 异 积分 方程 (singular jntegral equation )) . 

方程 (4) 的 理论 中 第 一 批 有 意义 的 结果 在 [11] 
中 得 到 ， 其 中 为 了 解 对 应 于 (4) 的 齐 次 方程 ， 给 出 了 
一 个 有 效 方法 (所谓 Wiener -Hopf 8 (Wicnec-Hopf 
method )}， 访 法 要求 假设 核 和 所 求解 满足 条 件 : ЖЖ 
对 0<a<a 同 时 有 

к(а) = Oe ) 和 g(t)= O(e*). 

Wicner-Hopf 方法 的 主要 点 是 一 个 在 带 形 
Под <a 内 全 纯 的 函数 (А) 匆 因 式 分 多 (factoriza - 
tion of а function) ЭА, ШЕ ИОА) 表 成 积 h (A) 

' h, (24) 的 可 能 性 ， 其 中 hj, h. 分 别 是 半 平面 Im ) < 
а В Im4> 一 4 上 的 全 纯 落 数 ， 卫 满足 一 定 的 附加 
要 求 ， 这 些 结果 已 经 得 到 发 展 和 增强 ( 见 [4]) . 

已 经 发 展 了 一 种 把 方程 4) 化 成 线性 识别 的 边 值 
问题 的 方法 . 按 这 种 方法 方程 (4) 在 以 下 假设 下 已 
有 解 : keL ( — со, о), Кєр, (— 0, о) (0 < 
a<1),K(4)= ОСА) (р> 0), 5 |2|— оо, B 
1-K(4)# Ü, - о < À< co. 

除 此 之 外 ， 数 ind (3 一 KK(4)) 在 解 (4) 中 的 作 
用 已 经 财 明 .在 较 早 的 文章 中 ， 一 个 带 形 上 的 解析 活 
数 1 一 (4) 的 堆 点 的 个 数 起 着 类 似 的 作用 . 

为 了 Noether 的 定理 对 方程 (4) 成 立 , 条 件 (5) 
既是 必要 的 又 县 充分 的 .上面 给 出 的 方程 (41 的 解 在 
许多 实际 上 重要 的 情 消 下 可 以 简化 ， 对 特殊 的 右 疯 已 
经 得 到 了 解 的 源 近 法 ( 见 14]). 

对 方程 [4)， 当 61, (оо, о) HHE (0) 
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的 Fousier 变换 КОД) 有 第 - -类 间断 点 ( 见 [5]) 或 是 
ай (атш. periodic finetion) ( 18, [2]) 的 情 
м, ает 这 些 情 形 下 ， 条 但 《5) 对 
Noether mil 来 是 不 充分 的 

анн га) 的 方程 组 的 有 
效 性 也 已 弘 建 立 ， 然 而 ， 与 单个 方程 的 情形 不 同 ， 苍 
积 型 积分 方程 纪 在 - : 舱 情 况 下 不 能 用 求 积 法 显 式 地 求 
解 ( 见 [6 

也 与 着 积 型 积分 方程 有 关 的 生成 对 方程 (paired 
equations ) ( 或 对 偶 方 程 ( dual equations > 


оа асабо = Ди), r> 0, 
° (15) 
=] (б-}е(т)4т 670), £ <0, 
ВПАЛА, БПА АБ 
程 : 
Фб) іе (2- т)ф (9) + (26) 


[а оооба а), — cc <t < o. 


方程 (15) # [3] ЕЕ DRE СН ЯКА, mi 
方程 (16) 在 [10] ФАК. 
一 个 在 有 界 区 间 上 的 眷 积 型 积分 方程 ， 


<T<x, 
(7) 
其 中 keL,(-T, Т), 029 Fredholm 7732 ( Fredholm 
cquation) (А171, [9]). 
卷 积 型 积分 方程 ， 当 其 象征 在 有 限 个 点 上 为 零 日 
这 些 零 点 的 阶 数 为 整数 时 ， 可 用 冰 积 法 得 刘 显 式 解 
(M[8],112]). 
参考 文献 
[1] Мое. В., Methods based on the Wiener- Hopf tech - 
nique for the solution of partial differential equations . 
Pergamon , 1988 
[2] Гохберг, И, Ц.. Фельдман, H. А., 
в свертках и проскциояные методы NX решения, 
M., 1971 ( Жж: Gohberg, 1. С. [1. Ts. Gok- 
hberg] and Fald’man, 1. A , Convolution equations 
and proiection methods for their solution , Amer. Май. 
ос., 194) 
[ЗА] Рапопорт, И, М,, {Докд. 
59 (1948), #, 1403—1406. 
[3B] Рапопорт, И. М., «Сб. тр. ин-та матем 
АН VCCP), 1999, 12, Im - И7 
[4] Крейн, М. í , < Успехи матем. Etyk у, 13 (1958) 
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[5] Дудучавг. Р. В., 
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фо) ао оф) 0) 0 <: 
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[10] Черский, IO. И., & Уч. зап. Казанск. ун-таў, 
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[11] Wiener, N. and Hopf. Е., Ucber cine Klasse 
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112] Prossdorf. S., Einige Klassen singulirer Gleichungen , 
Birkhaunser ，]974 、 

Р. В. Дудучаза, Б. В. Хведелидзе BË 

【 神 法 】 作为 例子 ， 亦 见 Abel 积分 方程 (Abel integral 
equation ) . 

一 艇 地 ,型 (4) 的 方程 组 不 能 显 式 地 求解 se 
Ш a(4) Наљм ИУ. ИР 
абд) 可 以 写成 形式 а(д) = + CO Ау 8， 这 
里 T qil, À 是 加 ИЕ. АЕА 
ШН. 而 B MUC ( 可 能 非 方 ) 基 适 当 大 小 的 矩阵 . 
这 样 一 种 表示 来 自 数学 系统 理论 ， 称 为 a (4) 的 实现 
(realzation ) Wiener -Hopf 方程 组 现在 可 以 分 解 成 
项 А,В,С. 这 个 分 解 产后 解 的 显 式 公式 ， 犹 如 对 
Wiener - Hopf 因 式 分 解 的 显 式 公式 一 样 - 把 (4) 解释 
成 包含 答 阵 核 上 和 上, 向量 函 数 和 o 的 方程 组， 
通过 这 个 途径 得 到 的 主要 结果 之 一 舰 述 如 下 .对 
L,(0, so) 中 的 每 一 个 f, 方程 (4) 有 L,(0, co) 
ФА — Ж @， 当 且 侈 当 А— BC жаа С” 
是 机 和 对 ”的 直 和 ， 这 里 对 和 对 ”是 分 别 对 应 
于 4 和 4 一 BC 位 于 上 半 和 和 下 半 平 面 的 本 征 什 的 谱 
子 空间 - 此 外 ， 在 这 种 情形 下 ， 和 象征 a(1) 有 一 个 
(ЖЗ! Wiener -Hopf) 因 式 分 解 {canonical Wiener - 
Hopf ) factoriation) a( i) = a (i)a. (4), ЖФ 


a-()=1+C(1-A) '(1- TB, 
а. (д) = 1+ Сп(д- А) B 


< Успехи матем. 


а (4) 
а. (4) = С(д- А + ВС) 'IEB, 
号 《4) 的 预 解 核 rt, т) 由 


1- 6(1- п) (А-А + ВС) 5 


Се" 9-99 (реп) er 90 В, 
r> t 


ih, 这 里 本 是 C" 沿 M 到 M” 上 的 投影 。 象 征 


РРА 
rü, z) 
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是 自 伴 的 情形 有 里 别 的 意义 { 多 [AI ])， 更 进步 的 
详 从 及 更 多 的 结 采 (也 关于 非典 型 Wiener -Hopf W sÇ 
分 解 (non -canonical Wiener -Hopf factorization )j Ë 
ГАТ], [А2], [A7] 和 [A9]， 到 某 此 非 有 更 象 征 类 的 
推广 是 可 能 的 、 对 这 些 关 ， 实 现 涉及 扰 限 维 的 ， 可 能 
无 界 的 算 子 { 见 [A3], [ A4] 和 [A9]》 ， 关于 对 十 移 方 
种 和 抽象 动 乃 理论 的 应 用 ， 见 [A2]，[A8] fü [A10]; 
关于 对 好 ”控制 理论 (contol theory) 的 应 用 ， 见 
[A6]. 
К Fredhoim Ж: ( Fredholm operator). 

参考 文 南 

[АІ] Ват, H., Transfer functions and оретіог theory 
Linear Alg. Аррі., 84 (1986), 33 — 61 

1А? | Вай, Н., Gohberg. J. and Kaashoek，M А., 
Minimal factorization of mattix and operator func- 
tions, Birkhauser. 1979. 

[АЗ] Вай, H., Gohbere, I. and Kaashock, М. A., 
Fredholm tbeory of Wiener - Нор! ecuations іп terms 
of rcalization of their syrabols, meqr E , Орег. Theo- 
ту, 8 (1985), 590 — 613. 

[A4] Вагі, H., Gohberg, Г. and Kaashock, М. A., 
Wiener - Hopf factoriation , inverse Fourer transforms 
and exponentialy dichotomous operators, J, Finer 
Anat., 68 (1968), 1—42 

[АЎ] Clancey, К. and Сойдер, 1., Factorization of ma- 
trix functions and singular integml operator , Birkhau - 
ser, 1981. 

[Аб] Francis, В. А., А conme іп H, contml theory, 
Lecture notes in control inform. sci., 88, Springer, 

1987 

ГАТ] Gohberg, І. алі Kaashock, М. А. (eds), Constr. 
uctive methods of Wiener- Hopf factorization , Вик - 
haitscr 1986. 

ГАВ) Gmenbetg, W.. Mee, С. van der and Protopopescu , 
V., Boundary value problems in abstract kinetic the - 
ory, Birkhaiiser 1987. 

[ A9] Kaashoek , М. А., Minimal factorization , Илеш sys - 
tems and integral operator, їп S. S. Power (ed.). 
Орета(о and function theory, Reidel, 1985, 41 一 
86, 

[A10] Карег, Н. G., Lekkerkerker, С. 0. алй Hejima - 
пек, Ј., Spectral methods іп linear transport theory 
Birkhaiiscr ，1982 . 

[АП | Ran, A. C. M., Minimal factorization of selfadjo - 
int rational matrix functions , Integr . Ей. Oper . Theo = 
ry, 5 (1982), 850 — 869 

[A12] Ватт, А. G. , Theory and applications of some 
new classes of integral equations , Springer , 1980 

ГАЗ] Ziolkowski, А., Deconvolution , Reidel , 1984. 

вз Ж 重 世 杰 校 


具有 对 称 核 的 积分 方程 [integral emation with symmetric 


Кеті; интегральное уравнение с снимметричным яд- 
ром] 

НАЗ СААИ (келе! of an inte - 
Bral operator )) 

K(x, s)= K(s. x) 

的 积分 去 程 、 

具有 有 实 对 称 核 的 线性 方程 理论 首先 是 由 D . Hilbert 
(1904) 模仿 对 次 二 次 型 理论 并 从 有 限 个 变量 过 湾 到 无 
窃 多 个 变量 而 建立 起 来 的 . 5. E. Schmidt (1907) 
用 一 种 更 初等 的 方法 证 明了 Hübert 的 结果 . 由 于 这 个 
原因 ， 具 有 对 称 核 的 积分 方程 理论 也 称 为 Hilbert -Sch - 
тй 理论 . 找 在 这 个 理论 中 加 在 数据 和 未 知 元 上 的 限 
制作 有 重要 意义 的 碱 紧 是 由 T. Caneman 实现 的 ( 见 
FX). 

考虑 一 个 具有 实 对 称 核 的 第 二 类 积分 方程 : 


; 
е (х) кох, з)е(в)4в = f(x), хе[а, b]. 
“ (1) 
在 建立 具有 对 称 核 的 积分 方程 理论 中 ， 只 需 假 设 对 称 
核 K 在 下 方形 [a, Р}х [а, b] 上 可 测 且 


к 
| fix, з)'4х4в < ©, (2) 


ТАО ЯСАТА ф 是 [a, b] Богт Ж 
【积分 认为 是 Lebesgue 意义 下 的 ) . 

有 具有 对 称 核 积分 方程 再 论 的 发 展 下 始 于 三 究 齐 次 
对 称 积分 方程 


‚ 
p(x) 2 [К(х, з)ф(в)4з = 0, xe[a, 6] (3) 


ОЕА ОЕ ВОЗНИ — ВЕЕ Е. ЖРТ: 
方程 (3) 至 少 有 一 个 本 征 值 ( 当 天 是 几乎 处 处 非 堆 
时 ); 对 应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 函数 是 正 交 的 ; 本 征 
值 是 实 的 ， 因 为 这 核 是 实 的 ， 不 失 一 般 性 可 假设 本 征 
函数 是 实 的 ， 在 参数 4 的 值 的 任何 有 限 区 间 上 只 有 有 
限 多 个 本 征 值 

(3) 的 本 征 信 的 集合 称 为 方程 的 谱 ， 这 个 谱 是 一 
АЕНА КАЖ (д, н}; ЖИР 
一 个 н,, ЖАЗ ЖЛЕ КА EB 52 sÍ 
应 . AF188028 F НА ВЕ НДЕ ЛЕНЕ : 


йз йз, | (4) 

Фі фа, 
Ek EB А ЗЦИ ЖАКЫ: рд <14,1|， 且 每 
ПАЛЕ ВЕ А ВЯ K. 
ХАЛЕ Ж (е, ) 可 假设 是 规范 正 交 的 .序列 《4) 
O53138 K 或 方程 (3) 的 一 个 本 征 芍 和 本 征 画 数 系 
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【或 一 个 本 征 系 (eigen system ))， 这 个 系 的 确定 等 价 于 
齐 次 对 称 积分 方程 (3) СФ. 

É K(x, s) 作为 s 的 函数 关于 规范 正 交 系 
{ ,(5)) 的 Founer 级 数 是 


& ф,(х)фу(5) 5 
дшше ө 
这 个 由 对 称 核 K 的 本 征 系 构 成 的 级 数 克 为 天 的 双 线 
ГЕРУ ИТЕ РОСТА 
BnR К, Ёр 


ы , 
п [|| ке. s= y 2:00:05) |е. 
Е «т Ак 

此 外 ， 如 果 双 线性 级 数 (5) — онй, Ш 


K(x, s) = Ў @ O) 0, (s) . 
БЕ) Ак 
特别 地 ， 如 果 核 具有 有 限 个 本 征 值 ， 则 后 面 这 个 等 式 
总 成 立 . 在 这 种 情形 下 ， 护 K 称 为 退化 的 【 见 退 化 核 
( degenerate kernel)) . 

道 命 题 也 成 立 : ЕНН R Л ЖЕШ 
СПА ЕРА ТЕ). 在 正方 形 [a, b] x 
{а. 5] 上 连续 的 日 有 正本 征 信和 的 核 的 双 线性 级 数 一 致 
MW. 

由 本 征 系 《4) 的 知识 使 得 能 够 构造 非 齐 次 方程 
(1) 的 解 . ИТЭСЕ ОТ. 

ШЖ 4 不 是 玉 的 一 个 本 三 仿 ， 则 对 称 积 分 方程 
(1) 有 了 唯一 解 @ ,由 公式 


өд) у(х) + ў —# 


йш, АШ д, 是 本 征 值 而 f, B f РАВО АК 
的 正 交 系 {ф„} 的 Fourier 系数 ， 换 名 话说 、 
л p(s)ds, k= 1.2, = 
й дед 是 的 一 个 本 征 值 , 那么 对 称 积分 方 
程 (1) 可 解 ， 当 号 仅 当 以 下 歼 件 成 立 : 
N 
A= [066.0 = 0, k=1, ,gq, 
这 里 gj，…，9g。 是 对 应 于 А, 的 本 征 函 数 . 如 果 这 
些 条 件 满足 ， 则 (1 ) 前 所 有 解 用 公式 


Y f 


ЕІ 


ф(х) = (х) жд ф(х) + 


+ Хаф.) о 

жя. жш cl ос, РАТ. 
M KAUN ЖЕШ, B Bn 23 
(6), (7) 的 右边 是 天 用 级 娄 ， 虽 这 些 级 数 平均 收 


敏 . 如 果 此 外 还 要 求 K 满足 
[Ко ?ds < ЖЖ, хе[а, Б), 


ЛЕНА с, 
公式 (6) #9 (7) 称 为 Schmidt 公式 (Schmidt for- 
mulas )， 带 对 称 核 积分 方程 的 理论 的 极 火 部 分 容易 扒 
广 到 复 值 函 数 ， 在 这 种 情形 下 ， 类 似 于 实 对 称 核 的 是 
Hermite 核 (Henmitian kernel): K(x, s) = K(s, х). 
如 果 一 个 对 称 核 K 的 本 征 系 (4) 已 知 ， 则 容易 
研究 第 一 类 对 称 Fredholm 方程 
ñ 


| кх, в)е(в)4з = f(x), хё[а. 5]. (8) 


仍 候 设 方程 (8) 的 对 称 核 在 正方 形 [a, В] x [а, b] 
上 平方 可 积 ， 且 右边 和 未 知 函 数 у 是 [a,b] ЕР 
方 可 积 函 数 ， 

对 称 核 称 为 完全 的 ， 如 果 它 的 本 征 函数 系 {yp} 
是 完全 的 【 封 团 的 ) 〈 见 完全 函数 系 (complete system 
of function) , 

Picard 定理 ( Picard theorzm). # K(x, s) 是 完 
全 核 ， 那么 方程 (8) PR, W 803033 


Kalt 
WR, КШ f, 是 了 的 Fourier 系数 ， 当 这 条 件 成 立 
时 ， 这 (唯一 的 ) 解 可 表 成 形式 


б) La fo, Оо), (9) 


НЖАТ ЕНЕ. 

Carleman ([ 5]) 已 在 对 称 核 K 比 之 Hilbert 和 Sch - 
mit 在 较 少 的 限制 条 件 下 建立 了 一 种 理论 ， 这些 条 件 
如 下 : 1) 对 所 有 x= x (8 (х, RER 
极限 点 的 点 列 ),， J"K*(x。 sj ds 在 Lebesgue 意义 下 
存在 , B 


lim [[К(у, s) K(x, Jds =0; 


2) 存在 有 限 点 集 5,，…，s,E {x,}， 在 这 些 点 

的 革 一 邻 域 中 函数 | 

а(х) =} K(x, 8)as 
不 可 积 ， 但 是 在 从 区 间 [а, b] ВЕЕ (5-с, 5+ 
6) (0= 1, 5, n) 所 得 的 集合 A, 上 必定 可 积 ， 这 里 
& 是 任意 小 正 数 . 

Ў K.(x, s) 是 在 使 |х—5,|<к, |55,1 <= 
(= 1，…, n) 的 点 集 { (x,s)} 上 为 零 ， 而 在 [a, b] x 
Га, b] 除 此 集合 以 外 的 点 集 上 等 于 方程 (1) 的 核 K 
的 函数 ，Carieman 方法 的 起 想 如 下 : 

代替 方程 (1 ) 考虑 具有 核 六 ,的 第 二 类 线性 积分 
方程 . 研究 这 方程 的 谱 和 解 ， 然 后 通过 当 * — 0 时 的 
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极限 研究 方程 (1) 的 谱 和 解 . 
参考 文献 
[1] Hilbert. D., Grundzüge einer allgemeinen Theorie der 
linçarsn Integral gleichungen , Chelsca , reprint . 1933 
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Integralgieichungen. 1. Bntwicklung willkiiriger Funk - 
tionen nach Systeme vorgeschricbener , Math, Алп., 63 
(1907), 433 — 476 
[28 ] Schmidt, Е., Zur Theorie der шешеп und nichtline - 
штеп Integralgleichungen 2. Aulisung der allgemeinen 
lincaren Itegralgieichung , Май. Аюл., 64 (1902), 
162 — 174 
[2С] Schmidt, Е., Zur Theorie der iincaren шпі mijchtline - 
aren [ntegralglcichungen . 3. Usber die Alisumg der 
nichthnearen ntegralgleichung und dic Verzweigung ihrer 
Lisungen , Math. Am., 65 ( 1908), 370 — 399. 
[3] Малда, G., , Integralgleichungen unter besonderer Berii - 
cksichtigung der Anwendungen , Teubner 1930. 
{4} Михлин, С. Г., Лекции по линейным интеграл. 
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Comb., Та, 1960) 
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Б. В. Хведелидзе Ж 
I 补 注 ] Га, Б] х [a, 8] 上 具有 正本 征 值 的 连续 核 的 
双 线 性 级 数 一 致 收 敏 这 一 事实 通常 称 为 Mercer 定理 
( Mercer theorem ) . 
公式 9) 表明 第 一 类 积分 方程 的 不 适 定性 ， 因 为 
当 丰 一 四 时 sl > ce、 下 中 一 个 任意 小 的 误差 结 
全 能 造成 g 中 一 个 任意 大 的 误差 ， 如 果 前 者 出 现 于 带 
充分 大 大 的 Fourier 分 量 f, 中 САЛЕН (Ш. 
posed problems )). 
另外 的 参考 文献 见 积分 方程 { integral equation ) , 
关于 对 称 性 条 件 亦 见 Hermite 核 ( Hermitian kernel ) , 
参考 文献 
ГАІ 3 Сайетапп, Т., Sur Ја thšorie des équations intégraks 
et SG applications, in Мей. 、Jntemat ，Mathematiker 


Kongress . Zürich, 1932, Vol. 1, О. Ей, 1932, 
138 - 151. 

!A2] Tricomi, E. . Integal equations ，Dover ， mprint, 
1985. wË ж ӨШ 校 


积分 方程 的 数值 方法 [integral equations ,mmerical meth- 
оф; интегральное уравненне, численные методы 
решения ] 
еа Тр 
需要 求 一 维 第 二 类 liedholm 方程 ( Fredhoim equa- 
Чоп) А 
ө(х)= 1] К(х,з)е(з)4з+/(х) (1) 


的 解 ， 这 里 f(x) 在 [a. b] 上 连续 ，4 是 数值 参数 朋 
K(x, s) fE a < x, ys 所 b 上 连续 ， 

假设 1 不 是 K(x, s) 的 本 征 值 ， 那 么 方程 (1) 
Ж -# ф(х), Б (а, Б) 上 连续 . 在 这 些 杀 件 下 
为 得 到 近似 解 可 给 出 以 下 请 方法 . 

第 一 方法 йай b 是 有 限 数 . (1) 中 的 积分 
ЖАМИ {5,} {j=0，…,n) 上 的 积分 和 ， 而 变量 
x dË хо x。 然后 得 到 关于 a, 的 一 个 线性 代 
ЖОТА, 


РЫЛА (2) 


这 里 А,=1-1С,К(х,, x,), ПС, 是 借以 用 积分 
和 取代 (1) 中 积分 的 求 积 公式 的 夭 数 ， 对 充分 大 的 n. 
组 (2) 有 唯一 解 { 克 ,上 .可 取 函 数 


фо ло) +1}, C, K(x, х) 


fE3 (1) 的 一 个 近似 解 ， 因 为 当 n > o ВА, = 
max, [|x x. |] 一 0 时， 函数 Ф, (x) 的 序列 在 
[а, b] 上 一 致 收 伍 于 所 要 求 的 方程 (1) 的 解 ， 见 
г [4]. 

BPD KIT. у іа ТИ КД 
нй. ЖЛ (BITI /(х)) 所 需 的 光滑 性 
їй. 

当 积分 域 (a, b) 是 无 限 的 情况 ， 借 助 于 关于 所 
求解 而 (x) 对 大 的 1x| 的 值 的 性 状 的 先 验 信息 ， 用 有 有 
限 区 间 (а, , b.) К (а, Б). 这样 得 到 的 方程 然后 
用 以 上 方法 近似 地 求解 或者， 用 积分 变量 痊 换 把 积 
分 域 化 成 有 限 域 . 作为 另外 一 种 选择 ， 可 应 用 对 无 限 
域 的 求 积 公式 ， 

第 二 方法 ， 在 方程 (1) Ф K(x, $) 用 一 个 到 
近 它 的 退化 核 : 

Ki(x, s)= Db a(x)bls) 
ЭЖЕНЕ, СФ ИА (а, (x)} 是 线性 无 关 的 ， 按 这 种 
方式 得 到 的 方程 


обода Ob (ds Д) (3) 
有 一 个 解 站 (x) ën 
фоод Саул), 
жеи 
с,= [фов 


Е. ESE ф(х) 代入 方程 (3) 并 比较 函数 a,(x) 
的 系数 ， 得 到 一 个 关于 CC, 的 线性 代数 方程 组 ; 


Ce 
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这 里 
, N 
а, = Í (ps)as p = Б, (sds. 


从 以 上 的 方程 组 确定 C, 后 把 它 代 人 (4) 就 得 到 
Жай ф(х), ЖОКЕ (1) 的 近似 解 ， 因 为 用 一 个 退 
化 核对 核 К(х, з) 充分 好 的 到 近 ， 方 程 (3) 的 解 与 
所 要 求解 Ф (х) 在 任何 区 间 [а|, b,] c (a, b) ЖЖ 
任意 小 的 基 ， 当 (ea, b) 是 有 限 区 间 的 情况 ， 在 [4, Б] 
-也 类 如 此 ( 见 [1]，[4]) . 

第 三 方法 .了 芭 根据 公式 


ñ 

фа О) А Кох, з) ф„(з)45 + f(x), 

` n=0,1, с, 

9ofx) = f(xX)， 达 代 而 得 到 的 函数 р (x) 作为 近似 
解 ; 如 果 141< lU M(b- a), 其 中 М =sup, ,| K{x， 
х), Д п ~ oo 时 序列 {9,(x)} - 致 收 伊 于 所 要 求 
的 解 ， 对 带 有 可 积 冶 性 的 核 {g, (x)) Fi kak 
性 也 成 立 ( 见 [1]). 这 些 方法 的 误差 估计 在 [1] — [7] 
中 给 出 . [8] 中 的 问题 是 考虑 为 了 得 到 积分 的 有 规定 
精度 的 近似 伯 所 需 的 算术 运算 的 最 小 次 数 ， 这 个 问题 
的 解 等 价 于 在 规定 的 算术 运算 次 数 下 求 问题 的 近似 解 
的 极 小 误差 的 大 小 . 

为 了 解 第 一 类 Fredholm 积分 方程 需要 应 用 特殊 
的 方法 ， 因 为 这 些 问 题 是 不 适 定 的 ， 如 时 在 方程 (1 
中 4 EAR K(x, s) 的 本 征 值 之 一 ， 则 求 {1) 的 解 的 
问题 是 不 适 定 的 且 和 需要 特殊 的 方法 ( 见 不 透 定 问题 
(@ -posed problem )). 

第 二 类 非 线性 方程 常用 选 代 法 近似 地 求解 ( 见 
3р. 

为 了 得 到 线性 和 非 线性 方程 的 近似 解 ， 也 常用 
Галеркин 方法 ( Galerkin method ) . 

为 了 得 到 第 二 类 多 维 Fredholm 积分 方程 的 近似 
解 也 能 用 类 但 的 方法 ， 然 而 ， 其 数值 实施 更 为 复杂 . 
对 多 重 积 分 近似 计算 的 求 体 积 公 式 及 其 误差 估 计 见 
[5] - [16]. 多 重 积分 近似 数值 计算 的 一 种 蒙特 卡 罗 
方法 (Monte -Carlo method ) 在 [10] 中 作 了 讨论 . 
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В. Я. Арескин 所 

[ 补 注 】 Fredhoim 方程 (1) 称 为 第 一 类 的 { 如 果 / 

为 等 ) ， 否 则 称 为 第 二 类 的 ( 亦 见 Fredholm JZ, 8 

值 方法 ( Fredholm equation , numerical methods )) ， 它 

是 带 可 变 积 分 限 的 更 一 般 的 积分 方程 : 

ва 
фо) | KG. зур) бв f(x) 
ә 

的 特殊 情形 ， 上 面 的 方程 通常 称 为 Andreoli 积分 方程 

LAndreoli integral equation ). В а(х) = айй р(х) = 

x， 这 方程 化 成 一 个 第 二 类 (f 0) 或 第 一 类 (f= 0) 

Мойепа 积分 方程 { 见 Volterra 方程 (Volterra equa- 

ton )} . 

在 积分 方程 (也 包括 Fredholm 和 Volterra 方 
Ë y 的 数值 分 析 中 ， 对 上 面 指出 的 K.(x, s) 形式 的 核 
用 术语 (n 阶 ) 退化 核 (degenerate kernel ) 或 Pincherle - 
Goumat 核 (Pinchere -Goursat kemel ) .在 非 线性 情形 
下 ， 当 《1) 中 被 积 函 数 是 K(x, s, ф) 形式 时 ， 可 以 
用 项 a,(x)b,(s, ф) WT RAUNMYC KK， 这 种 类 型 的 
核 称 为 可 分 的 (separabie ) 或 有 限 可 分 解 的 {finitely de - 
composablo ) . 

对 第 二 类 线性 积分 方程 数值 方法 的 全 面 讨论 包括 
Fortran 程序 可 在 [A2] 中 找到 ; 亦 见 [A3]， 正文 中 的 
“第 一 方法 ”和 常 称 为 Nystróm 法 (Nystrm method ) . 
对 线性 和 非 线性 积分 方程 两 者 的 数值 方法 的 泛 函 分 析 
基础 是 集体 紧 算 子 理 论 ([A1]) .对 第 一 类 积分 方程 
前 数值 方法 是 所 渭 “ 正 则 化 方法 ”{ regularization meth- 
ої) ([A4]). 
参考 文献 
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积分 指数 函数 [integral exponential function ; интегральная 
показательная функция ] 


对 于 实数 x #0,+ң КАД: ХАК Я: 
вој а= = а. 
СРТ 


| а 


函数 у= Ві( х), у= Ei (<x)# 
у= Li (x) ЕЁ 
当 x>0 Bh. 03 e'/t г =0 处 共有 无 限 间断 性 ， 
积分 指数 函 教 在 积分 的 主 值 意义 下 来 理解 : 


в в (= а {т а). 
F1483860836 r Ш Жк АГЕР: 


a P, x 
Вх) Se +in(-x)+2 yr x <0, (1) 


Б(а)=с+(х)+ ре. ,x>0, (2) 


其 中 с==0.5772.--}# Exier 常数 (Euler constant ) 
存在 渐 近 表示 式 


" xs 1 了 
вх) = = = +2 -% ©]. 


x — о 


作为 复 变量 г 的 函数 ， 积 分 指数 函数 
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B()=e+n(-2) +Ë Z lagCs)i< =, 
Ж&ЙПЕ ЗОРЯНУ 2 平 而 (0< argz < 2л) 上 的 单 
值 解析 函数 ， 这 里 In(-—z) 值 的 选取 ， 使 得 一 x < 
Jm 10-2) < хт. Fi(z} 接 近 于 裂 继 时 的 性 状语 由 下 列 
概 限 关系 描述 : 

MBI(2+in) = Bi(z2)- ix, 
z=x+iy, 
Hm ЕК2 — in) = Fi(2) + iz, 


在 区 域 0 < ag z < 2л 中 的 渐 近 表示 为 


вое E 


z 


[ар +, 


积分 指数 函数 与 积分 对 数 (integral logarithm )i《x) 出 
下 列 公式 相 联 系 : 
Bi(x)= He)，x<0， 
Ех) = (х), x<1; 


而 与 积分 正弦 ( integral sine) 51(х) 和 积分 余弦 (inte- 
gral созге) Ci( x) 则 由 下 列 公式 相 联系 : 


(х) = Сх) +i Si(x) Z = ,x>0. 
微分 公式 为 


ED у (я-лу ee (x), 
n=1,2,.. 
有 时 也 用 到 下 列 公 式 : 
Ei' (2) = Fi(z +10), Fi-!(2) = Ei(z—i0), 
Er(z)= E(z)= Ег) + xi. 
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[种 注 】 西数 瑟 通 常 称 为 指数 积分 exponential inte- 
mb) 
МИИ z(x жаи), анс) ток 
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БЕ ер БШЕЕ е К (ШР ЗАЙ x Z 0); 
因为 被 积 函数 是 解析 的 ， ЛЕДА Д CN (xC R:x 20) 
ШЕЛ НЮ АЖ. 

Аж (1) 当 其 中 的 x 由 z 代 奉 时 ， 对 |arg( 一 2)| 
三 开 仍 然 成 立 ， 出 (2) 定义 的 函数 {( 当 x>0 时 ) 也 
称 为 变形 指数 积分 ( modified exponential integral ) 

` жэй 译 


环 的 整 扩张 [integral extension of a ring; пелое расши- 
ренне кольма] 

RA ЮЕШ А 的 护 张 B. Наж хе 
都 是 在 4 上 整 的 ( inegmi), B x 满足 形 如 

0 
的 方程 ， 即 所 调整 性 相关 方程 (eguation of integral de- 
pendence), ЖР asa. 

лж x 在 4 上 是 整 的 ， 当 且 仅 当下 述 二 等 
价 条 件 之 一 被 满足: 1) АГА) 是 有 限 型 的 4 模 ; 2) 
存在 ~ 个 忠实 的 Ахт. ЕА дО. 整 
ХЖ А 上 是 代数 的 ， 如果 4 是 域 ， 则 上 反之 亦 然 . 
复数 域 C 中 在 名 上 整 的 元 察 称 为 代数 整 玫 (algebmaic 
integer ) ， 如 果 环 B А 上 的 有 限 型 模 ， 则 每 个 元 素 
xE8 在 А 上 是 整 的 ( 反 过 来 不 一 定 正确 ) . 

Ë АОЛ Е-Е. Хх 和 是 R h 
在 4 上 整 的 元 素 ， 则 x+》 和 xy 在 4 上 也 是 整 
的 ， 所 以 R 中 及 有 在 А 上 整 匈 元 素 的 集合 构成 一 个 
РЕ, ЖЕЗ 4 在 К ЧИЙ ВН (integral довше). 
И-КЕ ЕГИ БЕЙИ E ЛЕНИН. 

如 果 B 在 4 ЕШЮ, А 是 某 个 4 代数 ， 则 
ВЕЛЕ 4 БЕН. ШЖ В Ж 4 的 整 扩张 并 日 
S 是 4 的 基 个 乘 性 子 祭 ， 则 环 5-78 在 51А 上 是 
整 的 .一 个 整 环 4 ЕЕ ТИС ( integrally сісвой), Ш 
Ж 4 在 它 的 分 式 域 中 的 束 朋 包 是 4， 因 子 分 解 环 (Bac- 
опа] ring) 是 整 闭 的 . 一 个 环 是 整 闭 的 ， 当 上 且 仅 当 对 
于 每 个 极 大 理想 # 4， 局 部 环 А ЖЕШИМ. 

Ж BE ЛАЗЕ X p 是 4 ОЕ 
{prime idcal )， 则 p D B H£ B 中 存在 立 P 上 
的 素 理想 第 ( 即 D WE p = BOYA). 第 是 极 大 的 ， 当 
日 仅 当 了 是 极 大 的 .如果 L 是 环 А 的 分 式 域 的 有 限 
扩张 ， B 4 在 L 中 的 整 闭 包 ， 则 人 在 B 中 仅 存 在 有 
限 多 个 素 理 仿 是 立 于 4 中 给 定 的 素 理想 之 上 的 . 

设 C5SBƏA,M Сол E8 3k, "B OM 
CB BB5>A 都 是 整 扩张 . 
参考 文献 
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积分 通道 [integral fammel ; интегральнан воронка], 
对 微分 方程 dxf/ dt 三 J(f, x) 一 点 Р(т„, xÚ) 的 

过 点 РАЯ 8: (шера curve) 上 所 有 点 
的 集合 . 《方程 可 以 指 用 疝 量 记号 х= (х0, 0, х.) 
表示 的 方程 组 . ) 如 果 只 有 一 条 积分 曲线 过 P. ДЯ 
分 通道 出 这 一 条 曲线 组 成 . н = 1 НЕ. Шох М 
ЖЕН. 积分 道道 由 满足 x. (1) Sx<x' (t) 的 点 
(r, x) 组 成 ， 这 里 x (0 和 x.(t) 为 上 解 和 下 解 ， 
ЩЧ P 的 最 大 解 和 最 小 解 , 

如 果酒 数 f(r, x) 是 连续 的 [或 满足 Caratheodory 
存在 定理 的 条 件 ) ， 则 积分 通道 起 一 闭 集 ， 进 而 ， 
如 果 过 P 的 所 有 解 在 区 间 a 专 + 5b 上 存在 ， 则 通道 
的 这 一 段 ( 由 不 等 式 as iS b 定义 的 积分 通道 的 一 
部 分 ) 和 积分 道道 与 任 一 平面 上 = t,e[4, b] 的 截面 
都 足 连 道 紧 集 ， 积 分 通道 边界 上 的 任何 点 都 可 以 通过 
位 于 读 积 分 道道 边界 上 的 一 条 积分 册 线 与 P 相连 . 
如 果 点 列 P .. k = 1 ,2,，…， 收 化 到 Р, ДАЯР, 
的 通道 段 在 下 述 意 义 上 妆 伍 到 P 的 通道 段 : 寺 任 意 
620, ш>, (к) 时 ， 它 们 包含 在 P НВА о 
邻 域 中 . 在 关于 集合 Рг, х) 的 特定 假设 下 ,微分 包 
£ ( differential inclusion ) 


x€F(t, x) 


的 积分 通道 有 卷 类 似 的 性 质 . 
参考 文献 
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[2] Бокшгейн, М, Ф,, «Уч. зап, МГУ, сер. ма - 
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积分 几何 学 [ integral geometry ; ннтегральная геометрия ] 

一 个 空间 子 流 形 保 上 {关于 空间 到 自身 的 送 续 塞 
换 群 ) 的 不 变 测 度 理论 ， 这 些 子 流 形 包括 直线 、 平 
丽 、 测 地 线 ， 或 者 凸 曲面 等 等 ; 换 句 话说 ， 是 那些 在 
所 考 并 的 变换 群 作 用 下 类 型 不 改变 的 子 流水. 许多 空 
间 ， 主 要 首先 基 Euclid 宏 间 、 射 影 空间 和 齐 性 空间 上 
的 积分 几何 学 理论 已 经 建立 起 来 . 

积分 儿 何 学 研究 不 变 测 度 (invariant measure ) 的 
引入 ， 它 们 彼此 闻 的 关系 及 其 几何 应 用 . 它 的 产生 与 
几何 概率 ( geometric probability ) 阿 其 的 精确 化 陈述 
有 关 . 


为 了 引进 不 变 测 度 ， 首 先 要 考虑 与 所 考察 的 空间 
的 坐标 有 关 的 函数 ， 该 函数 在 空间 某 区 域 上 的 积分 在 
属于 基 个 特定 Пе 群 (Lie group ) 钓 任 意 的 连续 坐标 
变换 "保持 不 变 。 这 就 需要 寺 找 一 个 Lie 群 的 积分 
不 变量 ( integral invariant ). 后 者 可 看 成 是 下 述 偏 微分 方 
ЖИЙ: 


атти 


其 中 Р(х) 是 所 求 的 积分 不 变量 ，x 是 空间 САЯ 
Ж пун, 0 是 该 Le 群 的 大庆 小 变换 的 系数 ，， 
是 变换 所 全 参数 的 个 数 ， 积 分 几何 学 中 具有 重要 塌 义 
的 是 可 测 Le 群 ， 即 ( 在 相关 一 个 常数 因子 意义 下 ) 
有 且 仅 有 ~ 个 不 变量 的 活 . 特别 地 ， 可 迁 单 群 属于 这 
一 类 型. 
积分 几何 学 中 接 下 来 的 问题 就 是 要 在 一 个 连续 变 
换 少 下 保持 类 型 不 变 的 流 形 集合 上 确定 一 个 测度 ， 访 
测度 由 积分 
Гаваа) ааз (2) 


给 出 ， 其 中 4, 是 Ге 群 的 参数 空间 中 的 点 组 成 的 集 
€, РА Lie 姓 的 一 个 积分 不 变量 (由 方程 (1) 
确定 》 或 者 是 测度 的 密度 ， 积 分 (2) 也 称 为 该 流 形 集 
合 的 一 个 基本 测度 (siementary measure ) 这 测度 的 特定 
的 选 霹 可 以 和 几何 概率 基本 问题 建立 完全 的 对 应 ， 申 
实 上 ， 一 个 流 形 集合 具有 人 性质 А, 的 几何 概 半 是 该 集合 
斧 为 一 个 具有 更 一 般 性 质 4 的 流 形 集合 的 于 集 果 所 占 
的 一 个 比例 数 ， 问 题 虹 结 为 分 别 地 建立 具有 住 质 4 的 
流 形 集合 与 它 的 具有 性 质 4 的 子 集 上 的 测度 ， 然 后 让 
笋 它们 的 比值 ， 就 得 到 了 所 求 的 几何 概率 . 

对 于 多 维 齐 性 空间 ， 流 形 С. НӨ. 
Ж. Жет, зеш. аа) атову 
(在 差 一 个 常数 因子 意义 下 ) 由 积分 


[ан = los, on] (3) 
Н 


М, Mh {ш}, — FESsSEBD ері Lie B 
G, 的 相对 分 量 .这 些 相对 分 量 的 常 系数 的 线性 组 合 是 
与 所 考察 的 流 形 集合 相应 的 Pfaff 方程 组 的 左 端 . 测度 
(3) 称 为 其 上 给 定 变换 群 的 齐 性 空间 的 运动 学 测度 
(kinematic measure). 它 是 所 谓 的 Рошкагё 
( Poincaré kinematic measure) 的 推广 (以 下 ， 
测度 均 在 差 一 个 当 数 因子 壮 义 下 给 出 

在 Euclid 平面 ЕТ 上 的 积分 几何 学 中 ， 人 们 通常 


于 一 个 点 集 ， 其 积分 不 变量 为 1; 对 于 直线 集 ， 如 果 将 
直线 的 参数 取 为 法 式 方程 参数 p 和 о, 其 积分 不 变量 
仍 为 1. 任 一 曲线 的 长 度 等 于 [ndpdo12, 其 中 中 是 
一 直线 与 该 曲线 的 相交 次 数 ， 积 分 在 所 有 与 该 曲线 相 


JNTEGRAL СЕОМЕТКУ 105 


交 的 直线 组 成 的 集合 上 来 做 . 对 于 由 与 两 个 凸 图 形 
(564) 相交 的 直线 组 成 的 集合 ， 其 测度 等 于 这 两 个 
凸 图 形 黄 内 公 绿 线 长 与 两 外 公 切 线 长 的 差 ( 如 图 1). 


外 公 切 线 


内 公 切 线 

т 
х ИВИ ЕЛЭ Р а а. Ж 
ЖПК T 32 И 26 533 О ТИ 8 КО ЭРИ ЯНЕ 
的 周 长 对 于 点 对 组 成 的 集合 ， 其 测度 由 下 式 给 出 


Ne- PA doa di, A dr, 


其 中 p, р 基 过 点 对 的 直线 的 法 式 方程 的 参数 ， 白 ， 吕 
是 直线 上 点 对 到 该 直线 上 离 原点 最 近 的 点 的 距离 (如 
2). 


[0А [= 610210. [00| =р 
图 2 
对 于 直线 对 组 成 的 集合 ， 其 测度 等 于 
人 mkta — alax A dyA da, A day, 


其 中 x 和 y 是 该 直线 对 交点 的 坐标 ,x， 和 a, 为 这 些 
直线 与 其 中 一 条 坐标 轴 的 夹 角 (如 图 3). 
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ТУЖАТ На ЧИН ИК E а, КИЕ 
等 于 卵 形 线 周 长 平方 的 一 半 减 去 出 形 线 百 积 的 ло 
Оо 公式 (Crofton formula), 将 运动 学 测度 应 用 

于 与 给 定 见 形 线 相 交 的 所 有 全 等 的 明 形 线 组 成 台 集 
合 ， 就 得 到 一 个 等 周 不 等 式 ， 妈 经典 的 Bomnesen 不 等 
sÉ (Bonnesen inequality), #r3 2 


odpd oJ, =- а а рл фла А дву. 
up. с 基 Jordan 8 НК, НЕГ 
线 集 ，r ЛЕ ДР ТИСА АЕ К. MH 

21,43 
^ ИШСЕ 3) ' 


这 使 得 人 们 能 够 用 一 种 简捷 的 方法 储 定 即 形 钱 内 部 两 
点 间 的 平均 距离 。 对 于 由 一 些 几 何 图 形 组 成 的 集合 ， 
其 运动 学 测度 就 是 全 等 于 指定 的 某 团 形 的 所 有 图 形 所 
组 成 的 集合 上 的 测度 ， 它 等 于 


[| ахлаулае, 
р 


其 让 为 图 形 上 的 点 集 ，x,y 是 其 上 一 固定 点 的 从 
Ë, р 是 该 图 形 的 旋转 角 ， 运 动 学 测度 可 以 看 成 活动 
Ж Р ШИС, ОРЫ А е В, ТТН АВА 
动 标 架 ， 则 相应 于 同样 的 变换 集合 ， 运 动 学 测度 将 保 
圭 不 变 【 运 动 学 测度 的 对 称 生 ) . 如 果 给 一 个 全 等 图 形 
集合 中 的 每 个 图 形 另外 配备 一 个 活动 标 架 ， 则 运动 学 
测 译 仍 不 变 ， 对 于 与 茶 曲 线 的 给 定 弧 段 相交 的 任 一 曲 
线 的 有 限 条 全 等 统 眉 组 成 的 集合 ， 其 测度 等 于 这 些 弧 
段 长 度 的 导数 的 四 售 ( Poincaré 公式 ( Poincaré formu - 
fh)). 与 一 孵 形 线 相交 的 具有 定 长 1 的 线段 数 等 于 
2+ 211, ҖОР F, 和 L, 分 别 为 角形 线 的 面积 与 
周 长 ， 如 果 将 印 形 线 换 或 一 条 不 封闭 曲线 ， 则 Е, =0， 
相交 数 等 于 21 L, . 对 于 与 一 给 定 卵 形 线 全 等 的 孵 形 
线 集 ， 其 测度 等 于 2r(E + F) + L L, 其 中 F, 和 下 
分 别 是 相应 的 面积 ，L。 和 L 分 别 是 孵 形 线 的 周 长 . 

Euclid 空间 世上 的 积分 久 何 学 与 E? 上 积分 几何 
学 的 建立 方法 美 似 ， 对 于 点 集 ， 其 积分 不 变量 仍 为 1, 
如 果 一 直线 集合 由 两 射影 平面 的 方程 组 的 集合 

x=kz+a,y=hz+b 
给 出 ， 则 相应 于 平行 移动 和 绕 轴 旋转 集合 的 积分 不 变 
量 等 于 (конак). 特别 地 ， 对 于 与 一 凸 闭 肖 面 
(HUEBU) 相交 的 直线 集 ， 其 测度 等 于 该 印 形 可 央 面 
积 的 一 半 、 

ET E? 的 方法 引 人 点 对 集合 的 测度 后 ， 就 可 
ЗИ НЕЁ i ñb К K P) k у ЗР BU i, Ç S + 
12/5, 其 中 V Ж S ЯЗЫКЕ ШЕ ЖЫ ЖШ 
积 、 对 十 由 两 射影 平面 的 方程 组 


ха ъа сіре с tho he 
和 

х= ta ke y= hz th -he 
定 尽 的 相交 直线 对 集 【 其 中 a, b 和 c 是 直线 交点 的 
йй), КӘШҮТ 

ГО А} +1) (Ëq А] КТ). 


ЖРТВА ЛЕ ИТНО ЭЕ 8Ë JÉ ДАТ Л. da {К Pt) ЖЕ ТГ 1 
Жее, ЖӘНЕ 526 33 RB JU l ЖННД 06 h 
К КАШ Зе. 0) Р НАИ K ELE th 
半 面 ， 其 积分 不 变量 等 于 


(а? +b + 22, 


其 中 4,b,c К. 8 F5i— 83 S BIB BB 
交 的 平面 的 集合 ， 其 测度 等 于 a 2S/2,W BDI EFNI 
集 的 交 线 的 平均 长 度 等 于 л? /2Н, 其 中 Н 是 全 平 
平面 对 组 成 的 集合 其 积分 不 变量 等 于 平面 集 积分 
不 变量 的 乘积 . E` 中 的 运动 学 测度 等 于 不 同 有 癌 半 团 
集 的 油 度 与 该 有 问 平面 上 初等 运动 学 测度 的 习 积 ， 相 
于 空 阳 图 形 的 其 者 一 个 不 动 点 的 旋转 的 积分 不 变量 等 
于 
ї+ї + +, 


Ж 1, =utan(@/2), i= 1,2,3, a 是 旋转 轴 有 的 方 
ПЕ, р 是 该 旋转 与 转轴 的 夹 角 . 对 于 具有 一 个 公 
共 点 ， 且 仅 相 差 一 个 空间 中 的 旋转 的 几何 体 的 集合 ， 

其 测度 等 于 л. 

曲面 上 的 积分 儿 何 学 通过 定 文 测 地 线 信 上 的 测度 
为 沿 整 个 买 合 的 曲面 上 外 微分 形式 的 积分 而 建立 起 
Ж. 由 此 ， 和 外 微分 形式 成 为 测 地 线 集 的 密度 ， 因 为 它 
不 依 束 于 曲面 上 曲线 坐标 条 以 及 定义 测 地 线 上 点 的 位 
兽 的 参数 的 选取 . ТЕШНЕ Е. ЕКЕНЖ 

46 -| BY sps0). [ео 
ар 

特别 地 ， 对 于 球面 , 4G = cosp[d8 dp]; 而 对 于 伪 球 
I, dG = cosh р[484р]. ХЕ ЕВЕ 
ШЕСЕ, ЕРЕ 4G = jsinp1[dodil , 其 
中 gp 是 交角 ，s 荐 该 曲线 的 艾 长 ， 运动 学 测度 的 窗 
Ж (运动 学 密度 ) dK 二 [dPdV], 其 中 dP 是 曲面 的 
面积 元 ，V 是 测 地 线 与 极 半径 的 夹 角 . E: 上 积分 几何 
学 的 许多 结果 可 以 推广 到 齐 性 出 面 的 情形 ,一 个 集合 
的 测度 密度 是 其 运动 学 密度 ， 由 此 得 到 Et 上 Poincaré 
ДЕЕ. 测 地 线 对 的 集合 ， 以 及 点 对 的 集合 上 的 
测度 可 以 用 与 E' 同样 的 方法 获得 ， 

根据 П.К. Рашевский 创立 的 所 请 多 度量 几何 学 


( polymetric geometry) ( 见 [4]), 作 意 齐 性 关 面 上 积分 
几何 学 的 结果 可 以 推广 到 更 广泛 的 -类 曲面 . 这 种 捧 
РСТ DAS BF Рашсвский 的 双 度 量 系 统 来 得 到 . B 
Ж. 用 两 种 方法 在 带 有 两 个 参数 的 平面 曲线 集 上 引 人 
测度 ， 则 所 有 对 于 平面 (看 作 线 元 的 集合 ) 成立 的 结 
论 都 可 推广 到 任意 曲面 上 的 其 有 常 测 地 曲率 的 曲线 的 
情形 . 

射影 平面 严 工 的 积分 儿 何 学 (integral geometry 
on the projective plane Р?). NET Р? ЕЙЕЛ 


‚„ X by с ‚_ GX by +s; 
ву HOT (4) 


群 的 积分 不 变量 仅 对 三 点 组 才 存 在 ， 骨 等 


为 顶点 的 三 角形 前 面积 倒数 的 三 次 方 、 对 
于 点 对 发 相应 的 的 么 模仿 射 变 杭 群 
x =ах+Ву кс, 
y = at by + eo | (5) 
ab, — ab, = 1, 


积分 不 变量 为 1， 而 形 岂 于 仿 射 变换 群 点 对 集合 的 积 
分 不 变量 等 于 (xiys х) 7, 这 里 х,у, 以 及 
Хуа 是 点 对 的 坐标 、 

革 影 平面 中 的 直线 集 是 不 可 测 集 、 但 对 于 “点 - 
线 ” 对 ， ишиннен. (4) ЕТЮ, АА 
ЖЕР (хаа 一 yo8+ 1), ВФ х, у 为 点 的 坐标 ， 
直线 由 方程 wx + fy + 1 = 0 给 出 .对 于 由 方程 


x+ hy+1=0 | 
var thp)t1l=0) 


出 欧 平 行 四 边 形 集 ， 它 在 仿 


t=1.2 


(其 中 ав 一 
射 变 换 群 


а.б. +0) 给 


x = x + byte 
y= ах + Бус, | 
аһ, — à,b, # 0 


下 的 测度 的 密度 为 
КЕТИ СТ чы 


对 于 P: Еа 

x + —20х-2ву+у= 0 
给 出 的 癌 的 集合 、 极 大 变换 群 是 相似 变 焕 

x=ax +hby +c, y=bx tay + a 

愧 成 的 群 。 其 测度 的 密度 由 ) 一 x 一 8*) Н. ТЕ 
此 基础 上 ， 可 以 计算 出 与 一 给 定 曲线 相交 的 (中 心 位 
于 茶 一 区 城 的 】 贺 的 集合 的 测度 . 对 于 P: 上 圆 的 集 
合 ， 其 测度 等 于 相应 于 由 辛 移 变 换 和 位 似 变换 生成 的 
变换 群 的 运动 学 测度 ， 


xy] 
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ХИВА ( 不 变量 A 2 0) ажа. 
大 不 变量 群 是 射影 妊 


WF 


а ау ЖЕТИШЕ 


其 中 & ж #0,,}=1,2,3. 其 测度 的 密度 等 于 
A 2. ХШ. 其 极 大 不 变量 群 症 仿 射 群 (6), 其 
测度 的 密度 等 于 атл VE-65 , Нн a,b,c 是 
Хона ДУГ Е. 类似 地 ， 椭 贺 集 的 覃 大 不 变 
量 群 也 可 测 ， 但 抛物 线 集 的 极 大 不 变量 妖 不 可 测 ， 对 
于 拍 物 线 集 ， 只 有 其 极 天 不 变量 群 的 于 笠 可 测 ， 如 么 
模仿 射 变 找 群 与 中 心 信 射 变换 群 . 射影 变换 群 (4) 的 
材 等 运动 学 测度 等 于 A 一 ,其 中 A 是 变换 的 行列 式 ， 

中 心 仿 射 平面 上 的 直线 集 是 可 测 集 ， 其 测度 的 密 
度 等 于 p ,其 中 p 是 直线 法 式 方程 的 自由 项 . 非 中 
БИИ тЫ E ЖЕ (5 ) 的 运动 学 测度 等 于 а“. 如 果 
A= A(9) З-ИН. Дд 是 其 相册 于 么 
模仿 射 变 慷 群 的 测度 的 密度 . 

ЖЧ Р? 上 的 积分 几何 学 ， 带 有 Descartes 8 
区 坐标 系 的 射影 空间 P: 上 前 送 动 帮 公 对 四 点 组 组 成 的 
ЯЕ ГОЈКО. 在 此 请 形 下 ,测度 的 密度 等 于 д", 
其 中 A 总 以 四 点 组 为 顶点 的 由 面体 的 体 积 . 对 于 点 对 
和 三 点 组 ， 只 有 人 么 模仿 射 变换 群 是 可 测 的 ， 其 测度 的 
密度 为 1 对 于 组 组 成 的 集合 ， 中 心 仿 射 变换 群 
也 可 测 (如 果 这 三 点 不 共 线 的 话 ) . Р! 中 的 直线 集 以 
完全 运动 群 为 其 极 大 不 变量 群 ， 但 该 群 对 于 该 集合 是 
不 可 测 的 【仅仅 是 它 的 某 个 子 群 可 测 Ка 
上 完全 变换 群 可 测 . 对 于 平面 集 ， 椒 存在 相应 二 Р! 的 
完全 变 苞 群 的 测度 ; ХЕРЕ, ДАТЕ ЗА 
子 群 可 测 ， 平 面 对 组 威 的 集合 上 有 一 个 相应 于 么 模 中 
心 仿 射 变换 群 的 测 庭 .平行 六 面体 雏 上 有 相应 于 仿 射 
变换 子 群 的 测度 .“ 点 - 面 ”对 集 上 有 相应 于 Р? 的 完全 
变换 群 的 测度 .PI 前 球面 集 上 存在 相应 于 相似 突 换 属 
的 测度 ， 其 密度 等 于 R“, 其 中 R 是 球面 的 半径 . 二 
ЮЖ БЫТ Р 上 完全 变换 群 的 测度 ， 其 
密度 是 A“, 其 中 A 是 曲面 的 不 变量 .P? ИА 
许 相 应 于 相似 变换 群 的 测度 ， 其 密度 等 于 В", 其 中 R 
十 圆 的 半径 ， 疡 中 完全 变换 群 的 运动 学 测度 等 于 A 
其 中 A 为 其 行列 式 . Z# £ Фф {ИЙЫШ Ея 
的 测度 的 密度 为 1. (射影 ) 空间 中 半 面 集 也 是 可 测 的 ， 
其 密度 为 p ,这 里 为 平面 法 式 方程 参数 , 

常山 曲面 中 上 的 积分 几何 学 V: 中 具有 正 的 
айа ЭЖИ ОГОХ) 为 被 大 不 变量 群 ， 特 吻 类 型 

三 参数 的 ， 两 分 数 的 或 者 单 参数 的 ) 曲线 族 具 有 

тыа Ен (G; (х) 的 和 无穷小 变换 群 ) 的 测 
度 密度 . 而 单 参 数 的 曲线 族 还 具有 相应 于 G,(x) 的 测 
ЖЕЖ. 
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щу ДНЯ, НЕЕ, АЯ 
+$ 0393828309 8 201831 Н ДЕ РСЕ НЕ 
G;ix) ЮМДЕР, НР BAB TOO 
参数 的 特殊 类 型 的 曲线 族 ， 测 度 也 存在 . 在 这 两 种 情 
Ж. MORE Р, (х) 具有 相应 十 极 大 不 变量 群 G, (x) 的 
ЖЕ ЖЕЛЕ ЕРЕ Н, (а) ЗЕГЕ 25 ИЯГЕ. 
积分 几 们 学 的 推广 ， 前面 所 述 队 性 质 都 属于 传统 
意义 下 的 积分 几何 学 ， 即 将 积分 几 和 学 看 作 是 美 于 各 
种 空间 上 上 ， 主 要 是 齐 狂 空 间 上 几何 对 象 的 集合 上 不 变 
测度 的 理论 . 如果 将 积分 几何 学 看 作 是 关于 把 某 空间 
上 一 定 几 何 对 象 集合 上 的 逊 数 变 为 同一 空间 上 另 一 几 
何 对 象 集合 上 函数 的 变换 的 理论 ， 则 该 空间 上 点 函数 
沿 空间 上 某 些 几何 对 象 积分 的 逆 问 题 就 成 了 基本 的 间 
题 . 例如 ， 洪 将 n 维 仿 射 空间 一 个 函数 f 的 积分 变 
Ж {一 个 Radon 变换 (Radon transform )) 看 成 是 它 在 
超 由 面 上 的 积分 、 则 间 应 的 道 问题 就 是 用 /在 超出 面 
上 前 积分 来 表示 f, В. 906 Radon 省 变 换 . ЖЮ 
关于 四 维 复 空间 上 二 盘 直 纹 面 上 函数 的 恢复 问题 (18 
成 该 直 纹 面 前 直线 上 函数 的 积分 已 知 )， 以 及 实 的 
nk #9 Лобачевский 空间 上 用 函数 在 极限 球面 上 的 积 
分 将 该 函数 巾 复 的 问题 ， 都 已 被 提出 ， 并 被 解决 . 
Фк 
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[2] Santalé , L. А.. Introduction to integral geomstry , Her - 
mann , 1953 
[3] Гельфанд, И. М., Граев, М.И, Виленкин, Н. Я., 
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【 补 注 】 ЗСК ГАТ А8) 1976 年 为 止 关于 经 典 积分 几何 
学 前 一 个 相当 完全 的 综述 ， 积 分 几何 学 的 一 部 分 较 新 
近 的 进展 实质 上 是 在 Н. Federer 的 一 篇 重要 论文 [A2] 
影响 下 得 到 的 ; Federer 将 经 典 的 运动 学 公式 以 及 
Crofton 相交 公式 推广 到 曲率 测度 和 正 可 达 集 、 与 曲率 
测度 有 美的 一 些 积分 几何 学 的 更 新 结果 在 [ АЗ], [A4] 
这 两 条 综述 性 文章 中 人 摘 述 .在 随机 几何 学 ( stochastic 
Bometry ) 的 最 新 发 展 中 、 积 分 几何 学 扮演 了 必 不 可 少 
的 角色 . 例如 [A5] 中 关于 К.Е.Мі5 的 , [A6] РО. 
Matheron 的 以 及 另外 一 些 人 的 工作 . 运动 学 公式 在 随 
宙 几 休学 的 曲率 测度 中 的 应 用 见 文献 [A7] Ж | A8] 


积分 几何 学 的 另 一 新 的 分 支 是 R V .Ambartzumian 
创立 的 组 合 积分 儿 何 学 (combinatorial integral geome- 
uy) ([ A9]). 该 理论 以 某 些 几何 对 象 集合 上 测度 间 的 
组 合 关系 为 主要 对 象 ， 而 且 不 假定 必须 具有 不 变性 
性 质 ， 因 此 它 可 应 用 于 随机 几何 学 ， 同 时 与 Ніве 
第 四 司 题 (Hiber ош problem) 有 着 有 趣 的 联系 
“要 得 到 关于 该 条 月 正文 中 称 之 为 “积分 几何 学 
Ма, WD Ф ФК 
Ж [A10] 中 的 论文 和 文献 [A11] 
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积分 双 曲 余下 [integral hyperbolic cosine ; интегральный 
сиперболнческий косинус ] 


对 实数 x， 由 下 式 定义 的 特殊 函数 ; 
CD Te бее Сох), 
其 中 c=0 5772… 是 Euler 常数 (Euler constant), 


Ci(x) 是 积分 余弦 (integral озі). МА ЕКШ 
够 表示 为 下 列 级 数 


N _ x x 
Ch(x)=c+hx+ > ШУТ 


+ 


ЖИЙ ЗЕЛ Н X(x) 来 表示 . 
关于 参考 文献 ， 见 积分 余弦 ( integral cosine ). 
А. В. Иванов 所 
[ 补 注 】 ЖЇН РЕМ. H TE тене 
Ж. ИХ Ж ШЖ ЛИЛ (hyperbolc cosine inte - 
ва). ЧИ, Е zeC {xeR: х<0) 来 定义 
存在 关系 式 Chi (х) + Shi (x) = Lifer), 其 中 Shi 
是 积分 双 曲 正弦 【integral hyperbolic sine)，Li 是 积分 
对 数 (integral logarithm). ЖЕЖ W 


1.935 А ЈЕ [integral hyperbolic sine; ннтегральный 
гиперболический синус j 
对 于 实数 x， 出 下 式 定义 的 特殊 函数 : 
зн) =] ЭШ dt= i SiGx), 
其 中 人 (x) 是 积分 正统 《integral sine). 积分 双 曲 正 怠 
能 够 表示 为 下 列 级 数 : 
Shi(x)= x+ 


x х? 
313 V 315 


积分 双 册 正弦 与 积分 双 曲 余弦 (integral hyperbolic oo- 
sine) 之 间 存 在 下 列 关 系 : 
Chi(x) + Shi(x) = L:(e*), 
其 中 Li 是 积分 对 数 (integral logarithm ) 
ЖАЛЕ (х) 9. 
关于 参考 文献 ， 见 积分 余弦 ( integral cosine } 
A. B. Иванов # 
[ 补 注 】 这 个 函数 很 少 使 月 ， 由 于 它 与 正弦 积分 的 关 


ee 


SR. ЕШШ zeC 来 定义 ， 
ЗНЗ (integral ideal; целый идеал] 
完全 位 于 坏 4 中 的 域 Q 关于 4 的 理想 (这 里 Q 
是 4 的 分 式 域 ， 见 分 式 环 ( fractions, ring of)). 整理 
想 是 4 中 的 理想 ， 反 过 来 ，4 的 每 个 理想 是 4 的 分 
式 域 Q КВА. О. А. Heanosa Ж 
[ 补 注 】 域 的 关于 一 个 环 4c 旬 的 理想 是 4 模 Q 
的 4 子 模 , 这 种 理想 也 称 为 分 式 理想 ( fractional ideal ) . 
参考 文献 
[AL] Weis，B .. Algebraic number theory, MeGraw-Hill , 
1963. 赵 春来 译 
积分 不 变量 [integral imariant ; интегральный январна- 
9T]， 光 滑动 力 系统 的 上 次 ( 阶 ) 的 


张 鸿 林 ж 


ИЕАЗ (difierential form)g， 而 由 此 动力 
系统 生成 的 变换 将 它 变 为 自身 . 

一 个 次 外 窒 分 形式， 其 着 微 人 是 一 个 (E+ 了 ) 次 绝对 
积分 不 变量 ， 


JNTEGRAL INVARIANT 109 


通常 要 谈 到 由 一 个 背 微分 方程 组 六 = (x) 定义 的 流 
(连续 时 间 动 力 系 统 } (flow(continuous -time dynamical 
system) ) {5,} 的 积分 不 变量 ，f 是 Euclid 空间 中 {或 一 
个 流 形 上 ) 的 某 区 域 上 的 光滑 向 量 场 . 用 坐标 (在 流 形 
情况 下 是 局 部 坐标 ) 来 表示 ， 此 动力 系统 可 以 写 为 

六 一 (1) 
ЊИХ фр(л)=р(х)4х, A Л dx, (р (x) а 
正 的 局 部 订 积 的 (时 常 其 至 是 连续 或 光滑 的 ) 坐 标 函 
数 ) 是 积分 不 变量 的 重要 例子 . 河 于 光滑 的 p. ШЖ 


N > 0{р/,) 
dN -EE = o, 
则 此 形式 是 (1) 的 绝对 不 变量 . 这 时 ， 流 有 不 变 测度 
{invariant measure ) z (A) = 人 9， 在 坐标 (局 部 坐标 ) 
TF. 它 可 以 用 密度 р(х) 来 表示 《用 语 随便 一 点 ， 也 
党 将 p{x) 称 为 积分 不 变量 ) . 
АЖО В p ft (广义 ) 坐标 a,(i=1. m) 
的 Hamilton 系统 (Hamilonian systcm) 有 一 相对 积分 不 
变量 
y= Ур, 14, 
和 一 绝对 积分 不 变量 
w= ар, A ц. 


可 以 用 这 个 事实 为 基础 来 定义 Hamilton 系统 并 展开 其 理 
论 ， 因 为 这 个 系统 的 许多 特定 性 质 都 与 这 些 积分 不 变 
量 直接 相关 ( 见 [4],[5]) ,对 任意 Hamiton 系统 ， 外 
Ж ot ( 包括 体积 形式 o") 都 是 绝对 积分 不 变量 ， 而 积 
ф A ot 则 为 相对 积分 不 变量 ， 所 以 它们 称 为 Hamilion 
系统 的 万 有 积 作 Ж (universal iniegral invariants) . 
除 相差 一 个 乖 子 外 、，Hamillon 系统 的 所 有 的 万 有 积分 
不 变量 都 可 以 化 为 其 中 的 茶 一 个 ( 岂 [4], [7]). 

若 山 有 一 次 绝对 积分 不 变量 gq、 则 对 任意 光滑 
的 & 维 链 c( 例 如 一 个 光滑 的 大 维 流 形 )， 


[En [| е. (2) 


ез 
车 (D 有 一 相对 积分 不 变量 gp， 则 一 般 说 来 (2) R н 
链 基 某 个 k+1 维 链 的 边缘 时 成 立 . 有 时 ， 相 对 积分 不 
变量 也 用 较 强 的 条 件 ， 即 (2) 对 一 切 闭 链 e 成 立 来 定 
义 .再 .Poincare 一 开始 就 把 积分 不 变量 定义 为 当 积分 
域 在 流 的 作用 下 变动 时 保持 不 变 的 这 种 类 型 的 积分 . 
以 上 所 说 ， 全 都 容易 推广 到 非 自 治 系统 x%=f (x. t). 
E. Сапап 所 作 的 修正 ( 见 131) 是 最 本 质 的 , 这 就 是 转 
变 到 扩充 相 空间 (把 时 间 加 到 通常 的 机 坐标 中 ) 中 去 (其 
至 对 自治 系统 )， 这 去 所 考虑 的 微分 方程 组 的 积分 曲线 
(integral curve) # 2% — Ж Й #& ( 见 线 谍 (congruence of 
lines)) .Cartan 要 求 一 形式 9 在 链 c ( 若 讨论 相对 积分 
不 变量 则 为 闭 链 ) 上 的 积分 ， 当 每 一 点 (x, єс 沿 过 
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此 点 的 积分 骨 线 变动 时 ， 其 值 不 变 ; 各 点 运动 方式 叮 
ш. АЖ ДЕБЕ с АРЛЕТ .( 例 旭 ， 生 新 
的 意义 上 并 站 W 为 Hamilton 系统 的 相对 积分 不 变量 ,而 
是 极为 有 用 前 Cartan -Poincaré АА У p dq, На 
则 是 ， 共 让 H E Hamilton 80, !&{3]—[5]). [6] 
给 出 了 -个 有 关 的 定义 ， 
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积分 对 数 [ integral Jogarithm ; ннтегральный логарифм } 
对 于 正 实数 x(x 天] ) 由 


во) | z 
р 
定义 的 特殊 函数 ; 对 于 x > 1 ， 被 积 函 数 在 t= 1 处 
星 万 穷 间 断 性 ， 此 时 积分 对 数 取 为 主 值 : 
1. N 
=й Z. | = 
ноз j Int Í Int 上 


积分 对 数 的 图 象 在 条 目 积分 指数 浅 数 ( integral exporen - 
tial function ) 中 给 出 ， 对 于 小 的 x 有 


ху а xx 
HO“ тр) 
对 于 正 实 数 x， 积 分 对 数 有 级 数 表 示 式 
В) =н, ЧО", у, х#1; 
其 中 с = 0.5772: h: Ешет 常数 ( Ешег constant). 


作为 复 变 量 z 的 函数 ， 

Вг) = с+ (шг) Ў Опа) 
ЖЭН —co 到 0 与 从 1 到 + oo 市 开 的 复 z 平面 
上 芭 单 信和 解析 函数 { 其 中 对 数 叫 部 取 在 一 x 与 之 
bD. Hx (1, +%m) 的 性 态 出 下 式 描述 : 


limli(xt 0) = ix f mi, x>1. 
积分 对 数 与 积分 指数 函数 ( intcgral caponential funç- 
бол) Fi(x) H 
Ех) = Вах), x< 1; Бх) = н(е). х<0 
ЖЖЖ. 对 于 x >0， 有 时 用 记 号 


поо 10) Вз) 当 0<x<1， 
(x) + к= Ei (nx) 当 x>1. 


关于 参考 文献 ， 见 积分 余弦 (integral cosine ) ， 
A. Б. Ивана PB 

їп 函数 了 пеат Сора À mt. 
сва). 对 于 zeC\ {xeR: x<0 或 x>1}， 
然 可 用 上 述 积分 来 定义 . 

也 称 条 中 对 于 正 数 x (x= 1) 的 级 数 表示 式 定义 
了 修正 对 数 积分 (modified logarithmic integral) ， 它 是 
ВОХ) леко, n — 0) 的 边界 值 ， 对 于 
х>1‚ Вх) 的 值 是 小 于 x 的 素数 个 数 т(х) 的 很 好 
近似 值 { 见 de la Valee -Poussin 定理 (de la Valke- 
; 素数 分 布 (distribution of prime 
ЖЖ 评 


Poussin theorem ) 
numbers); ЖГ (prime number) ) . 


积分 流 形 [integral manifold ; интегральное мпогооб- 
pasne] 

方程 组 

有 (9) 
的 相 空间 ( (r. х) 空间 ) 中 布 注 该 系统 的 积分 向 线 
(integral curve ) 的 点 的 集合 8,， 它 对 所 有 teR 有 定 
Х, ЖИЙ (г, х) 空间 中 的 一 个 流 北 5, 过 平面 
(= 带 数 的 截面 的 维 数 通常 浆 为 积分 流 形 5, 的 维 数 . 
在 积分 流 形 定义 中 ， 所 要 求 的 流 形 有 时 用 可 通过 方程 
x= (t, C) 
解析 表示 的 集合 5, 来 代 茶 ， 其 中 函数 f n R 中 所 有 
的 + 和 某 个 区 域 D 中 的 和 = (С, з, C. 有 定义 ， 
卫 对 于 1, Сей хр, жет с, C 的 特殊 的 光滑 
性 ， 这 个 积分 疲 形 则 称 为 m 维 的 (m-dimentioal ) H 
同 函数 f 有 着 同样 的 光 租 性 ，”， 

例 系统 (=) 的 周 潮解 的 积分 曲线 ， 即 周期 积分 
易 线 ; 由 系统 (* ) 的 拟 周期 解 族 组 成 系统 (*) 06 E 
分 曲线 族 ， 当 [二 0 时 充满 x 空间 中 的 一 个 m 维 环 
面 ， 即 维 环 面积 分 流 形 ; 等 等 . 

全 究 最 广泛 的 积分 流 形 是 环 面 流 形 С toroidal mani - 
ЮЧ), ， 即 对 任何 固定 的 ceRI ЖА 5, 都 为 环 面 . 
这 种 流 形 广泛 地 出 现在 措 述 振荡 过 程 的 (+ ) 型 系统 中 
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грильпые миогообразия в нелинейной механике ， 
М., 1973. А. М. Самойленко # 
【 补 注 】 现在 积分 流 形 通称 不 变 流 形 (invariant mami - 
fed) - 不 变 流 形 在 扰动 下 避 持 持久 性 的 基本 定理 
Ж: 1) Fenichel 定理 (Fenichel воет), BE Ля - 
пунов 指数 ( 见 Ляпунов 特征 指数 (Lyapunov charac - 
teristic exponent ) ) 沿 着 与 该 六 形 相 酸 截 的 方向 绝对 值 
大 于 沿 着 平行 于 该 流 形 的 方向 ， 包 [AI1]， 和 2 ) 关于 
可 积 Hamiton 系统 扰动 中 所 周期 解 持久 性 的 Кол. 
Moropos -Арнольд - Moser 定理 ( Kolmogorov - Arnol'd - 
Moser theorem ) ( 见 可 积 系统 (integrable system) ; 
Hamilton 系统 (Hamiltonian system); [A2]) 
参考 文献 
ГАТ] Низеһ, М. W., Рид, С. and Shub. M., Invariant 
manifolds , Springer , 1977 
[A21 Arnold, V. 1., Mathematical methods of classical 
mechanics, Springer, 1978, Appendix 8 ( 中 课本 
В.и. МИЛ, БАЛЕТА, ВЧК 
出 版 社 ，19982， 附 录 8) 
ГАЗ} Guckenbcimer, J and Holmes, P .，Nonlincar osci- 
llations, dynamucal systerns and bifurçations of vector 
fields, Springer , 1983 Шой 


范畴 的 整 对 象 [integral object of а category; Целый 
объект категорий } 
[ 补 注 ] 出 S. MacLane 为 范畴 的 一 种 特殊 的 生成 元 
( 见 范畴 的 生成 元 ( generator of а category)) 而 起 的 
名字 ( 现在 基本 上 不 用 了 ) .明显 地 说 ， 一 个 整 对 象 是 
一 个 生成 元 (generator)， 它 是 “最 小 的 "， 意 思 是 它 没 
ЖЕНЕ B ШЖ. 这 个 名 字 是 由 下 述 事实 引导 出 
来 的 ， 在 Abel ЖЕТ. РЕ ра а Е. 
参考 文献 

[A1] MacLane , 8, Duality for groups, Bull. Апет. Math 
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Фос ., 56 (1960), 485—516 Аі ж 
微分 方程 的 积分 [integral of а differential equation ; ни - 
геграл дифференциального уравнения ] 

微分 方程 的 解 ， 微分 方程 的 一 个 积分 普 先 指 的 十 
Ж ф(х. у) =0 的 一 个 美 系 式 ， 它 作为 让 变量 х 
的 店 函 数 确 定 带 微分 方程 


F(x. 00 о) 


的 一 个 解 y. 此 内 的 解 也 床 为 特 积 分 ( particular inte- 
Bal) ， 与 之 相对 的 是 方程 (1 ) 的 道 积 分 ( general inte- 
gral), 。 即 这 洋 的 关系 式 


ф(х, у С, (2) 


通过 适当 选取 常数 С, з, C, 可 山 它 得 到 (1 ) 的 位 
于 (x, y) 平面 的 某 个 给 定 区 域 G 中 的 任 一 积分 曲线 
( integral сиге). 如 果 从 方程 (2) 和 把 (2) (у 看 
f: x 的 函数 ) 对 x 逐次 微分 所 得 的 n 个 关系 式 消去 任 
ЖНС, 1, С,, ВАЕ (1). 在 积分 方程 
(1) О АОВ] k (1 < k < n) 阶 导数 
Ña — k 个 任意 常数 的 形 如 


ф(х, у, уту, Су, С,1)=0 (3) 


的 美 系 式 ， 有 时 称 为 方程 (1 ) ЕРА ( iptermediate 
integral )、 如 果 知 道 方 种 (1) 的 一 个 中 间 积 分 (3) ， 

则 解 n 阶 方程 (1) 化 为 解 k 阶 方程 (3) .如果 
(3) 恰 合 有 一 个 任意 常数 即 如 果 к=л-1, ШЕЙ 
为 【1 ) 的 一 个 首次 积分 ( first integral) .此 方程 恰 有 п 
个 独立 的 首次 积分 ; “知道 这 些 首次 积分 后 ， 就 能 通过 
从 这 个 积分 中 消去 у! з, уе 得 到 {1) 的 通 解 . 

如 果 考 虑 一 阶 常 微分 方程 组 


5 С,)=0, 


н = хус), im l, n, (4) 
则 其 通 积分 指 的 是 一 组 关系 式 
下 (3 


其 中 C. 是 任意 常数， 这 组 关系 式 以 隐 范 数 的 形式 描 
述 了 方程 组 (4) 在 (+, хус, х„) 空间 的 其 个 区 域 
G 中 所 有 的 解 . (5) 中 每 个 关系 式 都 称 为 方程 组 
(4) 的 一 个 首次 积分 . вин (4) 的 首次 积分 更 通常 
是 指 具有 下 述 性 质 的 一 个 函数 wx， х): 
它 沿 方程 组 (4) 在 区 域 G 中 的 任 一 解 雹 取 常 值 , Л 
程 组 (4) ВЖ н 个 独立 的 首次 积分 知道 了 这 些 
首次 积分 ， 不 通过 积分 所 给 方程 织 就 能 求 出 其 通 解 ; 
而 知道 个 独立 的 首次 积分 就 能 把 解 n 阶 方程 组 
Са) 化 为 解 п ООГАН. ЖЕКИ (С, ху, 
x) ДЯН ЯЯ (4) 的 首次 积分 ， 当 
且 仅 当 它 满足 方程 
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д 3 д. 
у Е, хос) =0. 


Жыш Ж Mt — Ме. 于 
总 ， 微 分 方程 


д: дг 

ax ' Qy) 0 (6) 
的 -个 积分 或 一 个 特 积分 (particular imegral) 指 的 是 
此 方程 的 一 个 解 (一 个 税 分 曲面 (integral suace ) ) . 
(6) 的 一 个 完全 积分 (complete integral ) ЕРЕ ОЙ 
于 两 个 任意 省 数 前 一 族 解 @ (x, y, т, a, Б) =0. 
方程 (6) 的 通 积分 ( general integral ) 是 含有 一 个 任意 函 


Р(х,у, 2, 


数 的 一 个 关 紊 式 ， 并 对 此 函数 的 每 种 逃 取 均 给 出 所 给 
方程 的 -个 解 . 
参考 文献 


[1] Сттанов , В. B., Курс дифференциальных уравнений 
З aa， M., 1959 (中 详 本 : В.В. 史 捷 班 诺 失 ， 
微分 方程 教程 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1955) . 
H. X. Розов #8 
【 补 注 ] 
参考 文献 
[AU] Rektons , K., Surwy of applicable mathematics , lli - 
ffe, 1969, Sects 172, 17.8, 17.18, 17.20. 
ГА2] осе, B. L., Integration of ordinary differential equa - 
tions, Oliver & Boyd , 1956. 沈 永 欢 译 


积分 算 子 [imtegral operator ; интегральный оператор] 
一 个 映射 x r= Ax， 其 对 应 规则 4 由 一 个 积分 
给 定 ， 积 分 算 子 有 时 称 为 积分 变换 (integral transfor - 
mation ) - 例 旭 ， 对 于 Урыбон 农 分 算 子 ( 见 Урысон 
方程 (Urysohn equation ) ) g к= 4 6 ， 其 对 应 规则 4 由 
积分 
Ае) = [ре т, Ф{т))йт,ер (1) 
Кын Ф аф H ВАА 分 生成 ) ， 其 中 D 
一 个 有 限 维 空间 中 给 定 的 具有 有 限 Lebesgue 测度 的 
зан, 而 P{t, т, u) (t, тер, —@ < u <o) # 
给 定 的 可 测 函 数 ; 候 定 函数 P 和 o 满足 保证 (1 ) 中 
的 积分 在 Lebesgue 意义 下 存在 的 条 件 ， 如 果 P(t ,+t， 
u) 对 于 u ВЕН, (1) 就 是 非 线 性 积分 算 
ЯР (лоп -linear integral operator ) 的 一 个 例子 . 另 一 方 
Ë, 如果 P(t, х,и) = K(t, 4)4， 则 《1) 的 形式 为 


Ае@)= [Ku, еб) tep, (2) 


由 (2) 中 的 积分 所 生成 的 算 子 ， 或 简单 地 说 算 也 
{2) ， 称 为 线性 积分 睾 子 (linear integral operator), 
ПЖ K 称 为 读 算 于 的 核 (кепе) ( 亦 见 积分 算 于 
的 核 (kemel of an integral operator ) ) , 

如 果 对 应 于 天 的 算 子 (2) 是 从 一 个 给 定 的 函数 


空间 E 型 另 一 函数 空间 E, 中 的 全 连续 ( 紧 ) 算 子 ， 


А К у Fredholm 核 ( Fredholm kernel ) ， 此 时 算 
+ (2) Ж Е 到 E, 中 的 Fredholm 积分 算 子 (Fied - 
hoim integral operator ) . 
常 在 下 列 函数 空间 中 考虑 线性 积分 算 子 : 有 界 闭 

集 D 上 连续 函数 的 空间 C(D); D 上 其 раа 
积 的 函数 的 空间 5,(D)， 在 前 一 种 情形 ， 如 果 КЕ 
D x D 上 连续 (于 是 K 称 为 连续 核 (continuous ker- 
пе). ， 则 (2) 090 СОР) (А C(D) 到 C(D) 

) 的 Fredhqlm 算 子 ( Fredhom operator) , ШЖК 
在 Dx 口上 互 测 且 


| [кара <<, (3) 


ИЖ (2) L,(D) P (А L,(D) ЖГ 1,(р) 

中 ) 的 Fredholm 算 子 ; Е ЕЖА ВВ) L, 

É (L,-kernel) . 

” 复 函 数 空间 1,(р)ЕАЖ ИЙНЕ (3) 的 算 

+f (2) 的 伴随 算 子 (adioint operator) 是 积分 算 子 
А00 = | 0770) ө(т)йт,!ер, (4) 
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НЕМИ ЖЛЕ УИ НАШ. ШЖ K R Hermite 
{对 称 ) В (ДЖЕ KGz, t) = K(t, zt))， 则 相应 的 
Fredholm 算 子 (2) 与 其 伴随 算 子 (4) 相同 . 具有 这 
种 性 质 的 算 子 称 为 自 伴 的 《self -adjoint) ( 见 自 伴 算 子 
(self-adjoint operator) ) ， 具 有 对 称 核 的 Fredholm JE: 
子 称 为 Hlbert -Schmidt 积分 算 于 {Hilbert -Schmidt inte- 
кта] operator ) . 

以 lt 一 <| 表示 n Ф Бю 空间 中 两 点 ! 与 
之 间 的 距离 ， 车 B(t, z.) 是 D x D 上 的 有 界 可 测 函 
数 ， 则 形 如 

В(ї‚, т) 


KG, о тр? 


的 核 称 为 位 势 型 核 (kernel of potential type) ， 而 具有 
这 样 的 核 的 算 子 (2) kuya ss ен wa 
erator of potential type ) . 


(б<т<п) (5) 


(5) 也 称 为 极 核 ( 
к) 或 弱 奇 异性 硫 ti with weak анау. 
ашо wi weak sanguaiy) — 

ШЖ В(г,т) 是 Dx D 上 的 连续 函 歼 ， 则 相应 
的 弱毒 性 积分 算 子 在 C(D ) 中 是 全 连续 的 ; ДЖ B(:, 
们 是 DXxD 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 则 相应 的 算 子 在 
L,(D) 中 是 全 连续 的 - 

ДЕЙ 天 和 m 维 集合 D 使 得 积分 (2) 在 Leb- 
ерю 意义 下 不 存在 ,但 在 Cauchy 主 值 意义 下 存在 ， 
则 积分 ( 2) 称 为 т 维 奇 异 积分 (singular integral ) . 
由 这 样 的 积分 生成 的 算 子 称 为 m 5 9 ЖЫ 

(singular integral operator) ; 或 当 m =] 时. 称 为 一 
维和 有 异 积分 算 子 ， 当 m>1 时 ， 称 为 多 维 奇 异 积分 


ят. 
` “如果 曲 线 РИ 1 平面 上 ， 则 当 D 是 简单 闭 
曲线 时 ， 

д0) = Í ФС) дегер (6) 


? 
( 其 中 积分 理解 为 Cauchy 主 值 意义 ) 生成 满 症 Набег 
条 件 的 函数 的 空间 中 的 连续 积分 算 子 o -> Аф, 而 
当 D 是 Лншунов 用 线 5 亦 见 Лялунов 曲面 和 曲线 
(Туаршюу surfaces and curve)) 时 生成 L. (р) 
{1 < p < oo) 中 的 连续 积分 算 子 . 算 子 (6) 称 为 奇异 
Cauchy 算 子 (singular Cauchy operator ) . . 

设 在 实 轴 上 给 定 了 两 个 Lebesgue 可 测 函 数 ¿ 和 
9 ， 如 果 对 几乎 所 有 te{ - оо, оо), 积分 


{песо Се lade 
存在 ， 骨 能 定义 函数 


tere) (0) = | обе ебе), (7) 


它 称 为 g 与 9 МИЙ Cconvolition) ， 如 果 国定 2, 
则 [7) 定 多 了 一 个 算 子 

То(т)= (gx 0) (0), (8) 
称 为 具有 核 у 的 卷 积 积分 算 子 《convolution intcgral 


(convolution transform) ) . 
如 果 де, (— о, о) E (1/p) — (1/4) = 
(1уг)-1,1<р,а,г&‹Ф, M| (8) E L,(- eo, 
оо) 到 工 ,( 一 wm，%m ) 中 的 连续 算 子 ， 也 可 在 相应 条 
件 下 在 半 轴 或 有 限 区 间 上 应 用 卷 积 积 分 算 子 
除 -上 述 积分 等 子 外 ， 还 研究 了 各 类 具体 的 积分 算 
子 ， 例 如 Fourier 积分 变换 ，Laplace 积分 变换 ，Bessel 
ВЛЕ, Маш 积分 变换 ，Hiber 积分 变换 ， 等 
等 . 
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轨道 积分 [integral over trajectories; интеграл по траек- 
ториям ], ЗЕ 95 (continual integral), ФЕ 
functional integraf)， 路 径 积分 (patt jntegral》 | 

用 某 个 函数 空间 作为 其 积分 域 的 一 个 积分 ， 一 个 
轨道 积分 更 经 常 地 定义 为 一 个 汉 函 的 半 常 аде 积 
分 (Lebesgue integral )， 这 个 汉 西 定义 于 (可 能 是 广 
Ж) 酌 数 空间 上 ， 相 对 于 这 个 空间 中 某 个 《或 许 复 ) 
调度 ， 当 积分 的 Lebesgue 构造 被 证 明 为 不 适用 时 ， 在 
那些 情况 下 ， 要 考 虞 证 函 积分 的 其 他 方法 ， 例 如 ， 代 
蔡 测度 ， 可 以 应 用 准 预测 度 ( pre -Ineasure)( 或 拟 测度 
(quasi -measure ) ), 也 就 是 说 ， 在 函数 空间 的 所 有 柱子 
集 的 代数 上 所 定义 的 一 个 加 性 集 函 数 ， 使 得 其 限制 于 
具有 固定 支 集 的 六 集 的 任何 о 子 代 数 时 已 经 是 一 个 测 
度 ( 包 络 为 “加 性 集 话 数 ")}， 有 时 将 轨道 积分 定义 为 
(相对 于 R" 中 Lebesgue 测度 所 计算 的 ) 重 积分 当 
n 一 со 时 的 极限 ， 它 作为 适当 近似 的 结果 而 出 现 : 函 
数 空间 (积分 域 ) 8 n 维 空间 来 近似 ， 而 被 积 泛 下 用 
元 函数 来 近似 轨道 积分 的 这 些 定义 和 其 他 定义 ， 
各 适用 于 其 本 身 的 特殊 兴 函 类 ; 当 这 些 定义 全 适用 的 
那些 情况 下 ， 它 们 一 般 会 导致 积分 前 不 同 值 . 最 后 ， 
物 现 学 文献 中 及 过 到 的 轨道 积分 ， 有 时 并 不 具有 严 
格 意 义 ， 而 被 认为 是 形式 表达 式 ， 人 们 对 它们 像 对 寻 
常 积分 那样 运算 〈 变 量变 换 ， 优 化 ， 相 对 于 参数 微分 ， 
极限 过 小 ， 等 等 )， 即 使 如 此 ， 通 过 这 个 方法 经 常 能 获 
得 重要 的 和 具 启 发 性 的 有 价 乱 结 果 . 

轨道 积分 ， 它 最 初出 现在 随机 过 程 理 论 中 ， 然 后 
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被 用 作 群 
exp {itH}, teR', 
以 及 算 于 


exp —:H1,t>0 


的 半 群 的 表示 ， 其 中 H ЖК" 空间 中 的 Sturm -Liou- 
уШе 算 子 (Stunn -Liouvile operator) ( 量子 粒 于 系统 的 
ЕНТ). ШАИР H 的 更 广 类 的 相似 表示 
《每 个 这 样 的 表示 适当 称 为 Feynman -Kac 公式 (Fey- 
nman - Кас formula ))， 而 且 已 经 是 研究 这 些 算 子 的 性 
质 《 谱 界 的 车 计 ， 本 征 值 的 渐 近 线 、 散 射 性 质 ， 等 等 ， 
131) 的 恰当 手段. 

关于 轨道 积分 在 数 埋 物理 中 的 应 用 【主要 根据 Fe- 
yman -Kac 公式 )， 结 果 发 现 其 中 最 深刻 的 应 用 是 它 
们 在 量子 统计 物理 ([4]) 和 量子 场 沦 ([5]，[6]] 38034 
题 中 的 占用 ， 在 某 种 程度 上 ， 测 度 理论 的 一 般 问 题 和 
无 限 维 空间 中 前 积分 的 发 展 是 与 轨道 积分 有 关 的 
(071— Е9]). 
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整数 部 分 [integnl рай, 或 cntier, PÑ integer рап; 
anne, 1 целая часть], (948 x 的 

不 越过 х МЭЖ КЕЗ; їс}: [х 或 E(x)， ШЖ 
数 部 分 的 定义 得 [xj 和 x<[xl]+1.， ШАЯ х k ë 
数 , 则 [x] = x. 例 : [3.6]= 3;[1/3]=0;[ —13/3] 
三 一 5， 整 数 部 分 可 用 于 数 的 分 解 ， 例 如 对 n' = 


lon, 有 
а= l pm， 


Р 


其 中 乘积 取 扎 所 有 不 超过 п 的 素数 p， 而 


" п 

«ө=|& [5 
变量 x 的 函数 у= [x] 是 分 段 连续 的 【阶梯 函数 ) ， 
ЕНОТ, ВСНГ З УЗ 
部 分 (factional рап), ЖШ x 一 [x] 给 定 ， 记 作 
(x); 0< (x) <1. ву (х) 是 周期 的 和 分 自 
连续 的 . 
参考 文献 

[1] Виноградов, И. М., Основы теории чисел, М... 8 

иэд., 192 ( 中 译本 : И. М. 维 诺 格拉 多 夫 ， 数论 


基础 ， 商 务 印 书馆 ，1952) . 
Б.М, Бредюин 提 {ЖЖ Ж 


整 点 [integral point; целая точка | 
#— n 维 空间 R" 中 具有 整数 坐标 的 点 ， 在 数 
论 中 人 们 研究 确定 区 域 如 二 维 圆 盘 和 三 维 球体 中 的 整 
点 的 个 数 同 题 ( 见 加 问题 (dircle problem)) ， 以 及 整 点 
在 曲面 上 例如 在 三 维 球 前 上 或 椭 球 面 上 一 致 分 布 的 条 件 
问题 ， 这 方面 最 强 特 结果 是 运用 三 角 和 方法 及 代数 数论 
与 几何 数论 的 方法 所 获得 的 Б. M. Бредихин #8 
[ 补 注 】 整 点 又 称 为 个 点 (айе point)， 因 为 集合 
Z" = 及 "也 被 看 作 一 个 属 
关于 糙 点 多 更 多 的 几何 问题 和 结果 ， 见 数 的 几何 
( geometry of mumbers )， 格 点 的 概念 在 结晶 学 编码 、 数 
值 分 析 、 解 析 数 论 ，Diophantos 有 逼近 、 计 算 几 何 学 、 
图 论 、 积 分 几何 学 ， 及 其 他 一 些 领域 也 是 重要 的 ， 见 
[А1]. 
参考 文献 
ГАТ] Блӧѕ, P., Gruber, Р. М. and Нагапкт. J., Lattice 
points , Longman , 1989 
[A2] Gmber, Р. М. and Lekkerkerker, С. G.. Geometry 
of numbers , North - Holland , 1987 
ГАЗ] Conway, J. Н. and Sloane, М. J. A., Sphere pack- 
ing, Jattices and groups, Springer, 1988 
场 路 ， 曾 振 柄 Ж 


整 点 的 分 布 [integral points , distribution оѓ; целых точек 


распределенне 1 
解析 数论 中 对 二 算术 函数 的 茶 些 渐 近 公式 、 它 们 
可 以 转化 为 在 基 些 流 形 中 ， 首 先 起 在 R" РДЫ 
扩张 域 中 的 整 点 (integral point) 个 数 问题 . 
圆 问题 ( cirde problem) (C.F .Gauss ) 和 除数 问题 
( divsor problems ) (P.G.L. Dirichlet ) 以 及 它们 的 许 
多 推广 总 典型 的 问题 (出 发 点 ) 
参考 文献 
[1] Fricker, Ё., Einfonng in dic Gitterpunktlehze , Ван. 
ser, 1981 
[2] Hua , L -KK ., Abscliatzangen von Exponentialsummen und 
ihre Anwendung іп der Zahlentheorie , in Enzyk) Маїһ 
Wissenschaft . mit Einschluss ihrer Anwendungen , Уо]. 1, 
1999, Ной 13, Tell. (pika: 62, 指数 相 的 估计 
及 其 在 数论 中 的 应 用 ， 科 学 出 版 社 ，1963 ) 
[3] Walfisz, А. Z., Gittepunkte in mehmedimenmonalen 
Kugein . PWN, 1957. А. В. Малышев 88 
[ 补 注 ] диши (Пайке points ) 
参考 文献 
ГАІ) Gruber, Р. М. anl Lekkerkerker. С. G., Geometay 
of numbers , North- Holland, 1987, Seq. (у) 
MUS 译 ЖЫ 以 


积分 关系 方法 [integml-relation method ; нитегралыых 
соотношений Merox]， 带 法 ( шір method), 

求 逢 偏 微分 方程 组 的 一 种 方法 ， 这 种 方法 基于 将 
一 仿 微 分 方程 近似 地 简化 为 一 个 常 微 分 方程 组 . 它 可 应 
用 于 各 种 类 型 的 微分 方程 ， 此 法 是 作为 直线 方法 的 一个 
推广 而 被 A. A、Ropomamupm ([1]) 引信 的 ， 举 随 着 被 
光滑 的 函数 的 引信， 此 种 推广 在 [2] 中 给 出 ,而 在 [3] 
中 对 此 方法 作 了 详 述 朋 有 进一步 发 展 、 

设 有 一 若 度 形式 的 偏 微分 方程 组 


д 
зх РОУ нс 


u ) + 
1) = Ех, ууш, шу), 

imll," k, (0 
其 中 Р, 0. Е, 是 自 变量 x, y 及 未 知 变量 u 
ч, МАЖИ. Ж-Е (1) 的 解 是 在 边界 为 
x=a,x=b,y=0,y= А(х) ШЖ N. ЖЖ 
边界 上 提出 2k 个 条 件 ， 其 中 大 个 条 件 提 在 x = a 和 
x= b 1. WBS A(x) 事先 未 知 ， 人 们 仅 需 一 个 附 
КЕ. Зара, ЛИНО и 
用 正则 性 条 件 . 

在 第 N 次 近似 中 ， 积 分 区 域 用 N 条 线 у= 
у(х) = nAGXMN (п = 1, 5, N) 分 解 为 N 个 带 
Ж. 对 每 个 N, ЖН N ТӘ ЕК r. (y) 组 
成 的 一 个 封闭 组 .用 /, (у) 3 {1) 中 每 个 原始 的 广 
程 ， 然 后 关于 у 跨越 所 有 带 形 进行 积分 ， 人 们 就 可 得 
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到 KN 个 形 如 


ых 


< Гору та оар, + 


ЛСА (000 1, a S f,(0)Q(0) + 
5з) AGO) 


- Í rayoays= | лора 
: 


积分 号 下 的 函数 P. Q. F 用 它们 在 带 形 的 边界 
Tü P., 0,. F. 的 插值 公式 去 近似 ， 于 是 积分 类 
系 式 中 的 积分 有 形式 


ГЕЛ 


| „оэР4у® АО) CP у(х), 


ЖР С, ЖН НА ДАИРБЕК / (у) 的 形式 的 
数值 系数 ， 这 样 就 产生 一 个 关于 x 的 党 微分 方程 织 。 
官 是 关于 米 知 函数 и, 在 带 形 的 整个 边界 上 的 
K(N+1) 个 值 的 方程 组 、 这 个 组 出 y=0 及 у= 
АО) 处 大 个 边界 条 件 所 封 町 . 

函数 f. (y) 可 以 较为 任意 地 选取 ， 选 取 / (y) = 
607 y.) (81, 77, №) (6 是 Dirac 8 ) 后 就 
可 得 到 直线 方法 . 其 中 关于 y 的 导数 用 对 应 于 所 选 的 
插值 公式 的 差分 表示 式 江 替 ， 当 用 盼 焕 函数 
0. у<у, 
ly Sy<y,, 
0,ур>у,„, 
{n= 了 NN) 时 ， 人 们 简单 地 讲 它 是 积分 关系 方 
法 ， 且 原始 方程 峰 越 每 个 带 形 被 求 积 了 .并 且 ， 对 由 
(1 ) 所 选 的 守恒 律 ， 可 写成 关于 带 形 的 下 述 积分 关系 
式 


f.) = 


Я 
Z | Рау УРО) ку РО + 


+002.) 00,1) | Рау. 


э 


关于 拟 线性 双 曲 型 方程 组 ， 人 们 已 讨论 了 积分 关系 方 
法 的 收 敏 性 和 误差 ([4])， 企 [4] 中 还 建立 了 这 样 的 
结果 ， 此 结果 表明 积分 关系 方法 有 超过 直线 方法 的 优 
越 性 .新近 的 一 些 论文 对 椭圆 型 方程 已 讨论 了 类 仙 的 
аж. 

积分 关系 方法 的 优点 在 于 : 在 顾及 到 解 的 性 态 的 
情况 下 选取 插值 公式 和 函数 f (y) 的 可 能 性 ;关于 变 
量 中 -个 变量 的 精确 积分 《这 是 由 于 原 冶 方 程 的 发 散 
方式 的 表示 添 的 结果 );， 计算 算 法 的 简单 性 ; 以 及 当 
在 计算 机 上 运算 时 相对 小 量 的 计算 存 储 ， 在 积分 关系 
方法 中 可 用 一 积分 去 近似 :由 于 余 项 系数 的 约 简 ， 从 
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ТЇШ ГЭ ДИНЛЕ; ШАЛ ЖЕ ЕА E GM 
ка. ДЕППИ ЯЙ НЕН os ЖКН. ЖА Ж 
有 第 一 类 问 斯 性 ， 则 此 积分 是 连续 函数 .类 解 能 伴随 
着 对 少 重 的 带 形 使 之 有 好 的 精确 性 而 得 到 出 ， 积 分 关 
系 方 法 是 最 有 效 的 . 

关于 很 分 关系 方法 对 两 个 变量 时 的 近似 能 推广 到 
三 个 变量 的 方程 的 情形 ， 二 个 变量 的 近似 间 样 能 被 用 
于 处 理 二 维 情形 ( 积分 区 域 不 是 分 为 蒂 形 而 是 分 为 子 
区 域 )， 于 是 近似 方程 组 是 … 个 非 线性 代数 或 超越 方 

组 . 积分 关系 方法 的 原理 还 被 用 于 其 他 数值 方法 ， 

例如 在 大 质点 方法 (large -particle method ) 中 . 

积分 关系 方法 大 部 分 用 于 气体 动力 学 中 ， 在 这 里 
许多 在 实战 中 很 重要 的 问题 已 用 它 和 解决 ， 此 时 积分 关 
系 方法 有 三 种 方案 已 被 考虑 : 1) 用 通过 物体 及 冲击 
波 的 曲面 的 昌 线 去 划分 积分 区 域 (图 a); 2) 用 通过 
对 称 轴 及 边界 特征 的 曲线 去 划分 积分 区 域 { 图 b); 2) 
用 二 族 相交 曲线 划分 为 子 区 域 图 c). 


图 a Ey [a 

关于 央 绕 具 传 播 的 冲击 波 的 鲁 头 前 部 的 超 音速 流 
的 计算 而 使 用 的 积分 关系 方法 在 [5] 中 建立 了 ， 在 其 
中 首次 得 到 了 以 直接 的 公式 表示 的 方式 阐述 此 问题 的 
数值 解 .关于 最 一 般 情况 下 的 解 也 已 找到 【各 种 形式 
的 物体 ， 空 间 流 ; 在 平衡 及 不 平衡 的 物理 -化 学 变化 
长 辐射 下 实际 的 气体 流 ， 非 稳定 运动 ， 以 及 生性 气体 
Ж ([6])) . 这 个 方法 同样 已 被 用 到 计算 气体 的 位 势 流 
([7])， 以 及 用 以 解 某 些 温 合 问题 ， 喷 气 口 的 亚 音速 
及 跨 音 速 部 分 中 的 流 ([8])， 还 考 盖 了 在 机 可 的 一 个 
与 赵 音 速 区 域 相 接触 的 角 的 地 方 ， 围 绕 此 机 要 的 处 于 
临界 前 的 流 ([9]). Аа 
方法 阐明 清楚 . 

积分 关系 方法 用 在 边界 层 理 论 中 计算 粘性 气体 流 
时 有 广阔 的 应 用 .在 分 层 的 不 可 压缩 情况 中 ， 解 已 得 
到 且 可 直到 间断 点 ([2])， 送 而 ， 对 顾及 爆破 或 吸 
人， 辐射 或 热传导 的 气体 中 的 分 层 边 界 层 也 已 计算 
了 ,用 积分 关系 方 潜 已 得 到 在 顾及 反 向 压力 [countet - 
pressure ) 的 气体 中 一 纺 问 断 性 的 点 的 非 稳定 问题 的 解 
([10])， 同 样 在 具有 存在 于 磁场 中 的 无 限 传导 性 的 气 
体 中 以 及 在 可 炊 气 体 中 ， 上 述 情 况 的 解 也 已 得 到 . 
参考 文献 

[1] Дородиицын, А. A,, a кн.: Тр, 3 Bcecoroskoro ма - 


тематического съезда. 1956, т. 3. M. , 1958, 447 — 
43 
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фе. у, 1960, 3,10 - 18 
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и экслгриментальные исследования, 2 изд., М., 


7957. 
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解析 西数 的 积分 表示 [integral representation of ап агају - 
бс fmction ; нитегральное представление аналитнческой 
фунщин 

以 依赖 于 一 个 参数 的 积分 表示 解析 函数 , f tr ва 
数 的 积分 表示 一 般 地 作为 显 式 表示 微分 方程 解析 解 和 
研究 这 些 解 的 渐 近 性 态 及 其 解析 延 拓 的 适当 工具 ， 起 
源 丁 函数 论 和 数学 分 析 发 展 的 早期 . 稍 后 发 现 ， 解 析 
函数 的 积分 表示 可 应 用 于 解析 函数 论 的 边 值 问题 (boun - 
dary value problems of anilytic function theory) #18 
异 积分 方程 (singular імерта] equation) 的 解 、 各 种 类 
型 解析 函数 大 部 性 态 和 边界 性 态 的 研究 以 及 数学 分 析 
中 其 他 一 些 扎 题 的 解 . 在 范 数 论 发 展 进程 中 ， 研 究 解 
析 函 数 的 一 些 最 重要 的 单个 积分 表示 的 性 质 ， 构 成 了 
函数 论 的 独 交 篇 章 (例如 ， 见 Cawhy 积分 (Cauchy 
integral) ， Poisson 积分 ( Poisson integral) ; Sdrwaz 积 
分 (Schwarz integral )) , 

用 于 获得 和 研究 微分 方程 解析 解 的 一 类 广泛 的 解 
析 函 数 的 积分 表示 ， 可 由 一 般 公式 


fG)= | K(z, 0004 (1) 


描述 ， 其 中 K(z, [у 是 积分 表示 的 核 ，v( L) 是 它 的 
密度 ， 上 是 复 平面 中 的 围 道 ( 或 围 道 组 )， 而 变量 z 
和 两 者 都 在 复 平 面 上 变动 . 从 成 功 地 应 用 解析 函数 
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积分 表示 方法 的 观点 来 看 , Р ЕЛА ЙО НОК f (z) 
(ЧК ЕЕ ОВ), БШЕК К, @ ИЕЫ 种 围 道 工 1 
Кт А ВЗА з, ШЕ ТЖЕ. Ж 
为 决定 性 的 因素 ， 反 过 来 ， 表 示 《1) ан Р 
ЖЕРЕ К(:, () ЖЕ ЖИЗ т. ¿ 的 整 函 数 或 它 
是 省 为 奇异 的 即 是 否 其 有 某 些 奇 点 ， 一 般 地 说 ， 解 析 
函数 积分 表示 的 核 并 不 必须 是 变量 2, C 的 解析 函 
数 ， f(2) 的 解析 性 可 内 密度 的 特殊 性 质 得 到 确保 . 

一 般 地 说 ， 公 式 《1) 中 的 积分 不 必 一 定 是 单 积 
分 ; 也 有 有 一些 解 析 函 数 积分 表示 的 类 型 ， 其 中 用 的 是 
黑 次 积分 ， 
为 得 到 作为 某 些 常 微分 方程 &.[ 门 (zy=0 的 解 
的 特定 函数 f{z) 的 积分 表示 ， 其 一 般 纲 要 主要 可 归 
结 如 下 . 适当 选取 【通常 总 取 非 背 异 的 ) k K, 18 
关于 算 子 有 ,的 作用 的 下 述 公式 成 立 


SU1( ди [K] (z, 9004 = 
КА К] (z, 00) = 


1 


= ке, OS Cdt+ РО, К), (2) 
Ë 


这 就 是 说 ， 核 又 必须 满足 尽 可 能 简单 的 偏 籁 分 方程 
едК] = 呐 .[K]， 这 样 就 能 逐次 进行 分 部 积分 ， 其 目 
的 是 还 原 到 核 的 早先 形式 ， 并 把 算 子 &, 的 作用 转换 为 
记得 伴随 算 也 如 作用 于 将 底 Ó 上 . 得 到 〔 2) 型 公式 
后 ， 选 取 满 足 伴随 方程 Q [o] (5) = 0 的 相当 简单 的 
密度 v 和 国道 L, ВИИ Р[ь, K] 等 于 零 .必须 
jr, HDH L 的 选取 确定 原先 方程 9 [f] (z) =0 的 
一 个 特 解 ， 最 常用 的 大 下 面 这 些 核 : 
К(2, () =e” 或 K(z ,{) = “S, 
ГЫ 
和 
KG: ,C= (z — D°, 


有 时 分 别称 为 Laplace -Fourier 核 ( Laplace -Fourier ker- 
теё), Мано 核 (Мейо кепкї) 和 Eukr 核 《Euler 
кеше). РИ ЕКЕНИ ЕХ. ШЕ 
面 写 击 的 形式 ， 解 析 函 数 的 积分 表示 同 积分 变换 方法 
紧密 相 联 ( 见 积分 变换 (integral transform )). 
用 这 种 方法 ， 可 以 得 到 例如 Bessel 西数 的 熟知 的 
积分 表示 : 
15) = TE (+) [ече pra 
(з) 
其 中 国道 L ЖЫШ —1 和 +1 前 水 平 放 丑 “8” 字 
Е. л (3) 是 独特 的 ， 一 方面 ， 其 密度 o(t)= 
(8 一 157 比 超 被 表 示 的 超越 务 数 J Сс) 简单 得 


£; 另 一 方面 ， 它 使 人们 得 以 相当 简单 地 考察 西数 

2,2) 的 性 坊 ， 尤 其 是 研究 其 渐 近 性 态 . 
通过 适当 改变 围 道 L 就 能 得 到 解析 廷 拓 ， 即 得 到 

适用 于 整个 存在 域 的 积分 表示 例如， 第 二 类 Виет 


积分 ( Euler integral of the second Кікі) 
гб) |е еси, Ве2> 0, 


对 Rez> 0 表示 ГЖ 《gamma -function) Г (2), 
而 如 果 取 积分 围 道 工 , 为 一 条 巨 路 { 如 图 1) ， 则 得 
到 积分 表示 


г(2) = = вест [се "tat, 


它 对 除 点 z = 一 1，- 27，… АЙРА z 成 立 ， 而 在 这 
些 点 处 T(z) иеа, . 类似 地 ， 对 于 Rez > 0， 


— E> 


次] 
Rew > 0 表示 В 8 (beta- uen) КА w) 的 第 
一 类 Ешег 积分 (Euler integral of the fist kind) 


| 
Bl(zs, w)= [еа Rez >0, Rew>0 
; 


也 有 解析 延 拓 ， 它 可 通过 沿 双 回 路 形 转 道 荆 , (ЯЛ 2) 
的 积分 来 得 到 . 

对 于 特 狐 函数 的 积分 表示 ( 见 [1], [2]) 以 及 非 
常 广泛 的 浮 数 类 的 同 积分 变换 相 联 系 的 积分 褒 示 
([?]) ， 都 已 得 到 研究 . 

解析 函数 论 中 具有 普 适 特征 的 是 奇异 Cauchy 核 
(Canchy кепе) ` 

_ 1 
Кє, 05 ғ =) 
以 及 相应 的 积分 表示 ， 即 Cawhy 积分 (Cauchy inte - 
ка) 


J(z)= ç (4) 
在 例如 f(z) 在 闭 域 D = DU L 上 过 续 的 情形 ， 这 个 
积分 表示 家 达 了 由 简单 闭 力道 { 战 这 样 的 围 道 物 成 的 
围 道 组 ) L 转 成 的 区 域 D 内 单 值 解 析 通 数 f(z) 的 
值 ; 在 补 域 CD(ooe CD) 内 ，( 4) 式 右 边 的 积分 恒 
等 于 零 . 表示 式 (4) 在 解析 函数 论 中 的 考 本 作用 基于 
这 样 的 事实 ， 即 Cauchy 积分 是 f(z) FJ Cauchy- 
Riemann 算 子 
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СЕЕ РИТА ТИ ЭТИ Ж 
ЖҮ Е (4) 得 到 . AR IS ЖОН Л Ж 
УЙ ЕЛА iU 2 ЖЖ. Cauchy ЮАОНИВНЕЕ ЗЬ + 
ТЕДА АОН А, ТЕ РЕ АТВ (U = 
(©) 在 四 道上 与 要 表示 的 函数 取 值 相同 ,如果 用 
жиир 上 关于 z 为 单 值 解析 生 在 点 с=с 
数 为 上 前 单 用 点 的 企 一 函数 K (z, С) fE (4) 
中 积分 号 下 的 Cauchy 核 1/2xi(E - z)， 则 上 述 最 后 
一 个 性 质 仍然 成 立 , Cauchy ЕЖЕ КО, 0) 
中 报 简单 的 ， 但 上 述 选择 Cauchy 积分 中 核 的 方法 在 
ШОЛ ТИШ ЕИ. 

Ж СС) 与 解析 函数 (2) 的 边界 值 ГО) 相 
同 这 一 事实 本 质 上 只 是 表示 解析 性 性 态 的 … 种 形式 . 
当 使 用 具有 事先 任意 给 定 鸭 密度 (C) 的 积分 表示 
(4] 由， 就 得 到 一 个 Catchy 型 积分 ， 对 此 害 度 与 边 
界 值 之 问 的 关系 通过 党 加 道 L 的 奇异 积分 以 一 种 更 灿 
复 淋 的 方式 来 表达 . 

在 解析 语 数 论 的 边 值 语 题 中 ，Cauchy 型 积分 及 其 
变形 对 于 解 举 异 积分 方程 内 有 特殊 重要 的 作用 ( 见 
151], 16]). 

ЖЯ #& Fh 36 Е ВТО Р ЖИЛ ЭЕ Р, 
用 到 比 〔1》 更 - 般 的 解析 函数 的 积分 表示 ， 其 形式 
为 焦 贺 于 一 个 参数 的 关于 某 个 Borl 边界 测度 
( boundary measure ) д 的 身分 ` 


Жа)= | KG, асо), (5) 


这 里 jt ЖКУ. Er -F8D р А0898 L 上 ， 
并 能 出 所 表示 的 函数 f (z) 通过 这 种 或 那 种 过 程 米 胡 
л. 

Жї, DHE 8 р = {z: |z| < 1) 内 正则 
明基 有 下 实 部 ( 即 Re /(z)> 0) 的 函数 f(z) 可 路 它 的 
你 为 Herglot 公式 《Herglotz formula ) 的 表示 所 刻 
йй: 


жә=| == а) + с, Тас 0, 


其 想法 本 质 上 源 症 Schwarz 积分 ( Schwarz integral) , 
公式 中 的 и RRB pR L= (C. 11=1) 上 的 任 
… 正 测度 .很 多 种 类 型 ( 5) 的 其 他 解析 沙 数 积分 表示 
在 单 叶 函数 沦 中 有 蛋 要 应 用 ; 它们 也 称 为 参数 表示 或 
铺 构 公式 《structural formulas) (ЛР Eras 
示 (parametric representation of a univalent func- 
tion))， 例 如 ， 对 于 圆 盘 p= (2: |z1< 1} 内 的 典型 
实 函 数 《typicalty -real function) f (2) = z + cz 十 
( 即 满足 当 -1<x<1 时 有 Imf (x) = 0, У 
Imz # 0 时 有 Imf(z) ° Imz> 0 的 函数 f(z)) 组 
成 哇 美 ， -种 典型 的 表示 二 
1(z)= [о 
(z- O (D 


其 中 z НР L ЕНШ |z | = бар) 
规范 化 的 任 一 正 测度 .也 党 使 用 表示 (5) 的 形 如 


fe)= 9{ KG, раа) 


的 变形 ， 其 中 1C — C 是 特 别 选 起 的 尽 可 能 简单 的 
ЩЖ, Ш g12) = ехр=. 

把 测度 и 0—7 А, ЖОК, (5) 就 可 解释 为 
ЖЩ и ТЕР К(:, {) БМИ <и, Кс, O>. 
于 赵 ， 解 析 函 数 的 积分 表示 方法 就 发 展 为 广义 函数 的 
解 忻 表示 ， 列 广义 函数 了 在 核 K(z, 0) 上 取 的 什 


Plz)= СУ, Кс, 0). (6) 


这 里 函数 Р (z) 在 上 的 支 集 的 补 集中 是 解析 的 〈 候 
Ж K(z,() жя XF z 是 解析 的 ) . 形 如 (6) 
的 表示 在 数学 物理 中 有 重要 应 用 《多 [10], [11]), 

在 关于 多 复 变量 z= (2... 2 )(n2 1) 的 解析 
函数 f(z) 的 理论 中 ， 积 分 表示 就 其 最 简单 的 形式 可 
表示 为 下 述 一 般 公式 : 

1(2) = {et ше, д. (7) 
Ито (£) 是 在 某 种 程度 上 同 f(z) 相 联 系 的 密度 ， 
(б, O 是 变量 【一 (0 
КЛЭР, ДЯ А 2 = (z，，… 2,), т 
(Za Z.) 积分 展 布 在 /(z) 的 定义 域 D 的 整个 
边界 2р 或 其 某 个 部 分 上 . 也 要 用 到 形 如 (7) 的 积 
分 的 线性 组 合 这 样 的 表示 . 例如 ， 在 多 加 福 型 区 域 
р=р хх D, реб. fE D 上 连续 的 函数 
f(z) ЕА D 中 可 通过 Cauchy 积分 表示 : 


ла) [0 oG, D. 
这 里 微分 形式 w 具有 井 常 简单 的 形状 : 
1 AAA 
(2zi)' (Ca) (0. 2.) 
=K(z, Cae, 
而 积分 展 布 在 D BJP 3 r = 0D,x - x aD, E 
( W, Bergman - Мей 表示 ( Bergman - Weil representation ); 
Тегау 公式 (Тегау formula ); Bochaer - Martinelli 表示 公 
式 (Bochner-Marinelli representation formula }; #8ML 
18], 19). 
їй М ЛЕТИ ЕЗЕН. ЯЛ Әл (7) 的 进 一 
步 发 展 是 形 如 


f(z)= <V., КЕ, 6) 


e(z,()= 


或 

AHL, wz, 6)) 
йел, ИПИ Е Кг, () 或 核 形式 (т. 
£) 上 的 值 的 形式 丫 示 了 某 个 区 域 中 的 解析 西数 02), 


这 里 V 分 见解 释 为 共 个 确定 的 函数 空间 上 的 广义 函数 
或 其 个 确定 的 微分 形式 空间 上 的 动 形 . 
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m, Ж{А1]— [АЗ]. 

亦 见 核 函 数 { kernel function) ; Bayman #89 87 

( Bergman kemel function ) Ж [А4]. 
关于 单 变量 领域 的 理论 ， 例 如 见 [45],[A61], 

把 广义 函数 看 作 解 析 函 数 的 《广义 ) 边界 值 导致 

超 沙 数 ( hyperfunction ) 概念 . 
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积分 分 离 杀 件 [integral separation condition; интегра - 
льной разделенности условне] 


线性 微分 方程 组 
k= A(t)x, xeR" 


(А 是 映射 R 一 Hom (R", R") 使 sup. 4(2)1 
оо) МАЧ, ОЗЕН x.(t). i= 
1,7, n, Жа, 4d > 0， 不 等 式 


ЕО 9а 
СООЛОТ 
对 所 有 的 1=2,…,n 和 1 之 zr 之 0 Ña, 


满足 积分 分 离 条 件 的 系统 的 集合 是 系统 空间 
х= А(Ф}х, sup ACI < +оо 


在 度量 
р(4(2), B(t))=sup A(t) — B(t)| 


下 所 有 Ляпунов 特征 指数 (Lyapunov characteristic 
eponent) 的 连续 性 集 之 内 部 - 
参考 文献 
[1] Изобов, Н, А 
Математический анализ, М., 12 (1974), 71 — 146 
ИЕ: [zpbov, N. А., Linear systems of ordinary 
differentia) equatiors, J. Soviet Math ,, 5 (1976), 1, 
46— 96). В. М, Mamuomunon Ж Ж = 


‚ B кн.; Итоги науки и техники 


积分 正弦 [ integral sine ; ннтегральный синус] 
对 于 实数 x， 由 
iy = [ sint 
а) Жш 


: 


定义 的 特殊 函数 . 对 于 x > 0， 有 


поуже 
5(х) = 2 е: а. 
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有 叶 使 用 记号 
Ë sint KU 
(х) = а= 5(х)- 4. 
基 些 特殊 值 是 
Si(0)=0,Sifx)= Z ，si(o)=0 


某 些 特殊 关系 是 


51-х) = -81 (х); (х) +9(-х) =-л; 


{=ош = {нч -- т arc m£ : 
TsintsiC = 45 [асозясае = 2, 
Н i 

其 中 Ci(1) 是 积分 余弦 【integral созше}. 对 于 小 的 <, 


(х) х 
对 于 大 的 x, 渐 近 表 示 是 
Бх) 2 — 9085 роу SX g (Q), 
其 中 


<. —1)(2k)1 


ооу} СОА. 


к 
АЛЕ 
(=x 一 总 + + 
ету х, 2 . 
"(С Толук с ©? 


УШТЕ z 的 函数 ， 由 (*) 定 义 的 Si(z) 是 z 平 
Bi z 的 整 函数 . 

积分 正 性 与 积分 指数 函数 (integral exponential fun- 
ction) Ei(z] 之 间 的 关系 是 


si(z) = ЕЕ [EiGiz) —Ei( ~iz)]. 


ЖЕН, Si-G MRE (Si-ci-spiral). 
关于 参考 文献 和 积分 正弦 的 图形 ， 见 积分 余弦 
(integral cosine ). А.Б. Иванов E 
DB СОЕ ВИНА 《 sne integral) 
жй и 


积分 和 [integral sum ; интегральная сумма] 
见 积分 ( integral); 积分 学 ( integral calculus ) . 
DE] 积分 和 也 称 为 Riemann 和 《Riemamn sum ) 


(ж, Riemann 积分 ( Riemann intcgral)) 在 建立 Labe- 
sgue 积分 { Lebesgue integral) If. FFE Р Lebesgue 
(积分 ) 和 【Lebesguc (integral) sum) 这 一 名 称 . 


积分 曲面 [inteeral arface ; интегральная поверхность ] 

在 (n 十 1) 维 空 间 内 由 这 样 的 方程 u= g(x， 
с, x.) 所 殊 定 的 曲面 ， 使 得 此 函数 w= ф(х, 77 
х) 是 一 个 仿 微 分 方程 的 解 . 例如， 考虑 线性 齐 次 一 
[РД 


ди ди 
+. +X 
ах "х, 


此 处 и ЖЯ, Х.Х, 是 自 变 量 хус, X, 
的 给 定 函 数 . 假设 在 n 维 空 间 的 某 区 域 G 内 ,XX 
ТХ, 连 续 可 手 且 不 同时 为 堆 . ХАЙ o (xi …， 


=0, (а) 


х) фаха х„) 是 对 称 形式 的 常 微分 方 
ва 

бху 9х, 

X x 


在 G 内 函数 无 关 的 首次 积分 ， 则 (*) 在 G 内 的 每 个 
积分 曲面 的 方程 可 表示 为 


и =ф(ф, 7, фа 


其 中 @ 是 一 个 连续 可 微 的 函数 .对 Paf 方程 (PRf- 
Бап equation ) 
P(x,y,z)dx+ Q(x, у, z2)dy+ 
+ (х, у, z)4z = 0, 


它 在 三 维 空 间 的 某 区 域 G 内 完全 可 积 上 月 在 G 内 没有 

一 个 奇 点 ，G 的 每 一 点 均 包含 在 一 积分 遇 面 之 中 . 这 

些 积分 曲面 从 不 相交 ， 它 们 在 什 得 一 点 处 也 两 两 互 不 

MJ. 
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积分 变换 [ integral tansform ; интегральное преобразо - 
ванне] 


838010 an 
Р(ху= [| ко, 07004 (2) 


的 变换 ， 其 中 СИРИ ЕЛП ДАП, K(x, 
t) 是 积分 变换 的 核 ( 见 积分 算 于 的 核 (kernd of an 
integral opcrator ) )， 在 大 多 数 情况 下 ， 考 虑 满足 K(x， 
1) = КО) 的 积分 变换 ， 且 C 是 实 加 或 实 轴 的 一 部 
分 (а, b). W — ee < a,b<%， 则 称 所 考虑 的 
积分 变换 是 厅 限 的 《finite 】 ， 可 以 从 已 知 的 重新 状 
шк у 的 公式 ， 称 为 所 考虑 的 积分 变换 的 反 演 公 式 
(inversion formula ) . `. 

积分 变换 的 例 . 

Bochner ЗАЙ ( Bochner капот) : 


IL (0 ari аа arpye" fp)dp, 


т 
К ОЛ (х) Ж › 阶 第 一 类 Веза 8 8 (Besei 
functon), р Ж К" АВВ. 反 演 公式 是 f= ТОЕ 
Parseval 9:06 


Ni (Fe ore чә. 
Weber 变换 ( Weber парт): 


F(u,a)= бе, (си, агау, ast оо 


КИЕ а, B= TADY BY- Уа), (8), 2, 
了 分 别 是 第 一 ЖЯ %—1Ж Besc 函数 ， 到 演 公 式 
ж: 
ахи, au) 
о) = | (аи) + (ан) 
当 4 0 mF, Weber 变换 转化 为 Hankel 变换 ( Hankel 
Transform ) : 


во) | /xr Ld) fd 0 < x <o 


当 y= = 1/2 时 ， 这 个 变换 转化 为 Fourer 正弦 利 余 
ЧА. 及 演 公式 如 下 : ШЖ feL,(0, о), # 8 
t, > 0 @—1 ЖАНИ Н у> — 1/2, M 


Дь 0) 7-0) _ 
2 


uF(u, ађйи. 


一 [Кг J.(tx)F(x)dx. 


Расса НД. МЖ у> 一 172， 函 数 f, ges L (0, 
=), É F, G Я f, о 的 Hankel 变换 ， 则 


[MO 
Hankel 变换 的 另 一 些 形式 是 ; 
‚ [z (2 xr a 


Weierstrass 变换 ( Wejerstrass transform ) : 


[ШЕЛ 


INTEGRAL TRANSFORM 12] 


__1_ ft „ | 
190+ тн | op ea 
它 是 卷 积 变换 ( convolution transform ) 的 特殊 情形 . 
累 次 变换 { repeated transform), Ф 


лоб) {FCOK е) i= ,en 


其 中 Л, (х) 万 (x)》 这样 的 积分 变换 序列 称 为 积 
分 变换 链 ， 对 于 n= 2 的 黑 次 积分 变换 常 称 为 Fourir 
变换 ( Fourier transform). 

` ` # (多 维 ) 积分 变 柳 (Inuitiple (multi - dimension ~ 
al) integral transform ) = Мо, xeR", C 是 复 n Ж 
Euclid 空间 中 基 个 区 域 时 的 变换 (1) . 

广义 阔 数 的 积分 变换 可 由 下 述 基本 方法 构造: 

Т) 构造 含有 所 考 虑 的 积分 变换 T 的 核 K(x, г) 
ШНА О. НЕ 77 ЖОК feu, ЕЛЕЙ 
Tf # 3 УТОА K(x, r) 上 
的 值 : 

T[/(s)] (x) = (f. K(x. t)>. 


2) 构造 测试 函数 空间 U， 在 其 上 已 定义 经 典 积分 
变换 了 ， 它 把 U 映射 到 某 个 测试 函数 空间 VV 上， 广义 
函数 fe 的 积分 变换 TT 由 方程 

«ТУ, >= Cf, ТФУ, e€ U 

3) 所 项 的 积分 变换 通过 已 对 广义 函数 定义 鸣 另 一 
积分 变换 来 表示 . 

亦 见 卷 积 变换 ( convolution transfbm) ; Eukr 变 
换 { Euler transform ) ; Fourier 变 换 ( Fourier transform ); 
Gauss 变换 ( Gauss transform) ; Gegenbaner 变换 ( Ge - 
genbauer transform) ; Hardy 变换 ( Hardy transform ) ; 
Hermite 变换 ( Hermite transform ) ; ,Jacobi 变换 ( Jacobi 
Transform ); Конторович - Лебедев 3g E ( Kontorovich - 
Lebedev transform ) ; Mehler - Фок 变换 ( Mehler - Fock 
transform ) ; Maijer 变换 (Meijer transform) ; Мейа 
变换 ( Melin transform) ; Steltjes 变换 ( Stielties tras - 
Юпп); Watson SEE (Watson transform) ; Wiittaker 
变换 ( Whittaker transform }. 
参考 文献 

{1} Дипкин, В. А., Прудников, А. П., всб.: (Итан 
Науки. Математический анализ, 1966), М., 1967, 
7-0 (#5: Ditkin, У. А., Prdnikov, А. Р., 
Operational calculus , Progress in Math, 1 (1968), 1 — 
75) 

[2] Брычков, Ю. А.. Прулниксв, А. П., Иятегральные 
цресбразования обобщенных функций, М., 1977 ( Ж 
译本 : Brychkov, Yu. А.. Prudnikov, А. Р., Integral 
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tmansfbnmms of generaliad functions. Gordon & Brcach , 
1989). 
[3] Владимиров, B. С., Обойценныс функций в мате - 
1976( ЖЕЖ: Viadimirov , 
V. S... Generalized functions in mathematical physics , 
Міг, 1979) 


матичегкой физике, М., 


Ю. А. Брычков, А. П Прудников JE 
[ 补 注 ] 
захи 
(А11 Sneddon. 1. №., The we of integral transform, 
McGraw-Hili , 1972. 
{ А2 ] Zeranian . Н., Genemlized integral transformations , 
Interscience , 1968 МЖЖ Ж 
积分 变换 法 [integral - transform method ; нитегральвых 
преобразований метод] 
解 给 定 边界 值 或 初始 条 件 的 线性 微分 方程 的 
一 种 方法 ， 它 把 给 定 的 方程 转化 为 关于 未 知 函 数 的 积 
分 变换 的 方程 ， 而 后 一 方程 可 能 比较 简单 ， 全 如 ， 假 
定 要 冰 出 有 限 或 无穷 区 间 (о, 8) 上 方程 


А 
ак) 4 на (а) 285 за, (u = (O 
(1) 
具有 边界 条 件 4{&) =н, u [8) =н, 的 解 ， 如 果 积 
КО ， 
(в) = 人 KGs х)н(х)4х 
ЮЖ K(s, x) 满足 方程 


г 
EY HE K-10)K, (2) 
其 中 4(s) Ж.Н, Шия КО. хуй (D 并 
£ (a. 8) 上 分 部 积分 后 ， 就 能 得 到 方程 


оа (ке - К ) + 


(ут. 


+(a— apuk | 


关于 志 解 此 方程 ， 再 用 对 于 所 给 积分 变换 的 反 演 公 
式 ， 就 可 求 出 и(х). 类 侯 的 积分 变换 法 也 用 于 解 仿 
微分 方程 

这 样 ， 用 积分 变换 法 解数 分 方程 由 下 列 步 双 组 
成 : 

1) 选取 适当 的 积分 变换 、 

2) 用 所 选 积分 变换 的 核 乘 所 给 方程 和 边界 - 初 
始 条 什 ， 然 后 在 适当 范围 内 关于 自 变量 x 积分 ， 

3) 在 2) 的 积分 进程 中 ， 用 给 定 的 边界 -初始 条 
件 计算 由 积分 限 所 产 第 的 项 . 

4) 解 所 得 辅助 方程 ， 求 出 未 知 函 数 的 积分 变 


№. 
5) ШАЯ АК. 
*+*x 
[1] Tranter, C. }.. lntegral transformations in mathematical 
physics Wiley , 1966. 
[2] Сошаш. R., Нурек, D ., Methods of mathematicai 
physics, 1 一 2, Ptencince, 1953 - 1962 ( h W 
R. Fí. D. ЖА, ОРНУ, ЖЫР 
t. I 193, H 1977) 
Ю. А. Брычков, А. П. Прудников 所 
ПНЕ) 在 许多 情形 ， 积 分 区 问 是 无 穷 区 问 ， 积 分 路 
径 有 时 也 转移 到 复 平面 中 . 
涉及 条 中 所 述 方法 的 应 用 广泛 的 积分 变换 是 
Кошег 变换 ( Fouricr transform ) 和 Тарасе 96 (Гарі - 
ace transform), А, Ш, [А1]—[АЗ]. 
参考 文献 
АТ] Watson, E. J., Laplace transfomms and applications , 
+. Nostrand - Reinhold , 1984. 
[A2] Doetsch , G. , Introduction to the theory and appli- 
cation of the Laplace transformation , Springer , 1974 
( 中 译本 : G ， 窦 志 ， 拉 普 拉 斯 变换 的 理论 和 应 用 ， 
科学 出 版 社 ，1966). 
[АЗ] Bracewal, R ., The Fourier transform and its appli- 
cations McGraw- Hill, 1965. жж ж 


对 合 积分 [intcgrals in involution ; интегралы в unpozuo - 
ций] 

微分 方程 的 这 样 一 些 解 ， 它 们 的 Jacobi 括号 (Јас - 
Obi brackets ) 恒 为 零 . 一 个 2n +1 08 x = (х, 


эх, u, р={р, сс, p.) 的 函数 G(x, u. p) 
ва УНАВ 
Р(х, u, p)= 0, а) 
umu x) p = 2 ,1<i<n 


的 一 个 首 砍 积分 ， 是 指 若 沿 此 方程 的 等 个 特征 ( charac - 
ternstic )， 它 是 常数 .所 请 两 个 首次 积分 G,(x, и, р) 
(1= 1, 2) 是 对 合 的 ， 是 指 若 它们 的 Jacobi 括号 关于 
(х,н, ру: 
16,, 6,]=0. (2) 
1—0, ЛС G, 和 G:， 若 条 件 (2) 
成 立 ， 就 称 这 两 个 函数 是 对 合 的 ， 方程 (1 ) 的 性 一 首 
次 积分 G 5 F 为 对 合 的 ; 后 面 的 函数 下 本 身 是 一 
个 首次 积分 . 
这 些 定 义 能 被 推广 到 方程 组 
Ех, u, р)=0,1<і<т (3) 
的 情形 .在 此 ， 这 个 组 的 首次 积分 G(x, u, р) 可 被 
МАЖ С 的 线性 方程 组 


[к G]=0,1<i<m (4) 


бй. 
# (3) 是 一 个 对 傅 方 称 组 ( involutional system ) , 
则 (4) 是 一 个 完全 系统 (complete system). 若 (3 ) 中 
的 落 数 F. 不 依赖 于 4， 则 它 是 对 合约 . 
参考 文献 
[1) liogrep ， Н. М., Интегрирзанис уравнений mpaoro 
порядка в частных пронэводных, Л.-М., 1934. 
[2] Кашко, E . DifferentialgJeichungen : Losungamethoden 
акі Lissungen, 2, Partielle Differentialglsichungen erster 
Отілипв, Акай. Verlagsgesell.. 1944 (Ж: Е. + 
За, — ИМАО EE ED, ЖР АБА, 1983). 
А. П, Содлатою 所 
【 补 注 】 关于 另外 的 文献 可 参见 完全 系统 (complete ѕуз- 
tem) ， 一 个 对 合 组 通常 称 为 对 合 的 组 ， KA Ж 


积分 因子 [integrating factor; Интегрирующий множ - 
тель ] 


ИЕ 
Р(х, у)ахъ+ ф(х, у)йу=0 а) 


ВТАА ГТ ЖЕДЕ К = рх, у) Ф 0: 
它 使 得 
A(x,y)P (х, ydx tp(x, у)0(х, y)dy =0 


是 全 微分 方程 ( differential equation with total differen - 
Ча). И, ХРАНА Е у + а(х)у= f(x) 
或 者 方程 (Ca(x)y - /(х))4х+ у= 0, Ж д 
ерја(х)ах 是 一 个 积分 因子 ， 如 果 方程 (1) 在 区 
域 рО Р - 07 #0) 中 有 光滑 通 积分 (general 
integral] U(x, y) 二 和， 则 它 有 无 穷 多 个 积分 因子 . 
如 果 Р(х, y) Q(x, y) 在 区 域 站 (使 得 P + Q: = 
0) 中 具有 连续 偏 导 数 ， 则 偏 微分 方程 
8 ди à 8 

922 PE Е - 22 |+ И 
的 任 一 非 平凡 特 解 都 可 取 作 积分 因子 ， 见 [1]. 然 
而 ， 不 存在 求 (2) 的 解 的 一 般 方 法 ， 因 此 只 在 例外 情 
形 才 对 具体 的 方程 (1》 成 功 地 求 出 积分 因子 ， 见 [2] . 
参考 文献 

[1] Степанов, В, В., Курс дифферсициальных уравне- 
ний, 9Физд., M., 1956 (中 译本 : В. В. ФЕН 
ж. МАЕ, ЗЕЛЕНЫЙ, 1955) 

[2] Kamk:, BE., Differentialgleichungen :Lieungsmethoden 
und Lisungen, 1. Gewshnliche Diffen=ntíalgleichungen , 
Chelsea , герти, 1971 ( 中 谋 本: Е.с. ЖД 
方程 手册 ， 科 学 出 版 社 ，1977) 

H. X. Роке Ë 沈 水 欢 译 
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积分 法 [integration ; интегрирование | 
求 积分 (ntegmal) 的 运 等， 积分 法 也 杀 以 理解 为 
иав. жан ж 


分 部 积分 法 [imtegration by parts; ннтегрнрованне по 
частам ] 
计算 积分 的 一 种 方法 ， 它 把 形 如 4 (х) dv(x) 的 
表达 式 的 积分 表示 为 v(x)dw{x) 的 积分 ， 关于 定 积 
分 (definite integral) 的 分 部 积分 公式 是 
[О4о (0) = а (вро (в) = а (ао (а) + 


u " 
— sonu). (1) 


在 u,v 及 其 导数 w',v' 在 a<x<b 上 连续 的 候 
定 下 ， 此 公式 恒 适 用 、 
美 于 不 定 积分 {indefinite іпіерта]), Ж (1) 
的 公式 是 
[GOLA 
= а(х) (х) = об) (0), (2) 


XT 810155 ( multiple integral )， 类 似 于 (1) 的 
РЕТ 
Í дә 4х = D изо Z (ху, п) ds + 


5 д т 


[5 ах. (3) 


? 


这 里 рж R" 中 具有 光滑 (或 至 少 分 片 光滑 ) яг 
的 区 域 ; х={(х,, x。); Z (x,, n) 是 x, Н 
8 r 的 外 法 线 之 间 的 夹 角 . 如 果 u,v 及 其 一 阶 偏 导 
数 在 DUT 上 连续 ， 则 公式 (3) 成 立 . 如 果 把 (3) 
中 的 积分 理解 为 Lebesgue 积分 ， 则 当 u, p 对 任何 满 
R p +9 和 1+ 的 p, q21 属于 Соболев 
空间 (Soboky space ) 即 нє! (D), sei! (D) 
时 ,公式 (3) 成 立 . 


参考 文献 
[1] Ильин, В. A,, Позняк, Э. Г., ©сжвы матема - 
тическ‹жо анализа, ч, | — 2, M.. 1971 — 1973 ( Ж 


译本 : Поа, V. А., Pomnyak, Б. С., Fundamentals 
of mathematical analysis, 1 — 2, Міг, 1982). 

12] Кудрявие», Л. Д., Математический анализ, ч. 1 一 
2, М,, 1970. 

13] Никольский, С. M. , Курс математического анализа, 
т.1—2, М., 1973 ( 中 详 本 : C. M. жад 
ж, Woo, 38—32, АКШНЫН. Ж— 
分 册 1980 ， 第 二 分 册 1981 ; 第 二 卷 第 一 分 册 ， 高 等 
教育 出 版 社 ，1992) . 

В. А, Илын, Т. П. Лукашенко 8 


ИМЕ 当 w 和 ”都 在 财 区 间 [a, b] 上 绝对 连续 
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( 见 绝 对 连续 性 ( absolute continuity ) ) 时 公式 (1) 45 
成立， 作 此 扒 广 时 积分 必须 取 Lebespue 意义 ( 见 Leb- 
сее 积分 ( Lebesgue integral) ) . 
-关于 另外 的 参考 文献 ， 亦 见 反常 积分 {improper 
integral). 
参考 文献 
1А1] Немат, BE . Suomberg, K., Real and abstract апа- 
fysis . Springer , 1965 
[А2] Stromberg , K.. , Introduction to classical real analysis, 
Wadsworth, 1981 沈 永 次 E 


代 换 积分 法 [integration by substitution ; натетрированне 
подстановкой ] ， 积 分 中 的 变量 变换 ( change of variable 
їп ап integral ) a 

ЛЯО А, ЖОШ ШЕЕ Эр -- ВЕ 
ЭЕ НК, РДА ЕЯ Я ( definite inte- 
Bral ) ， 其 公式 为 


N 
{лозах = | леше чой. а) 


此 公式 在 下 述 假 定 下 为 真 : f {ЕКШ [а,Ь] 上 连续 ; 
Й x = p(t) 定义 于 区 间 [x, В 上 ， 它 连同 其 一 险 
s e' 在 [x, 8] БЕ, ВИН [а, b], B p(x) 
=a,@(8)=5b. 

对 于 不 定 积分 (jndefinite intcgral ) ， 类 似 于 公式 
(1) 的 是 


[рода a =Í /to te (tar. (2) 


ШЖ x= рг) 定义 于 某 个 区 间 {1; 上 并 在 这 个 区 间 
上 可 微 , / Ж о 的 荐 域 上 具有 原 函 数 , 则 рф (1)] 
“9 “(7) 在 所 给 区 癌 上 也 具有 原 阔 数 , 且 公 式 (2 成 立 

在 计算 m 维 有 界 闭 可 测 区 域 G E E Riemann 
积分 ( 见 多 重 积分 (multipie intcgral) ) 的 情形 ， 类 似 
于 公式 (1) 的 是 


[oa = Í 


р(х, Xn) 
Рк, "U, ta) (з) 
在 下 述 假定 下 ， 公 式 〔3 ) 成 立 : 函数 у(х) = /(х,, 
=, x.) 在 人 中 连续 ; 变换 x. = Фф (0,77, г) 
(= 1,77, m) 把 变量 г сс, tw 的 空间 中 的 区 域 
G 7 一 对 一 地 映射 到 G 上 ; а хф, (t, U. L) 
在 G' 中 其 有 连续 -- 阶 偏 导 数 ， 晶 其 Jacob 行列 式 
(Jacobian) D(x,, сз, х„)/ (сс, t.) 不 等 于 
3. 在 更 一 般 的 假定 下 ， 公 式 (3 ) 也 成 立 (不 必要 求 
了 在 G 内 连续 ， 而 Jacobi 行列 式 也 可 在 一 个 m 维 零 
ШЕ сат) 、 
参考 文献 

[1] Илеш, В. А., Позняк, Э. Г ., Осн®ы математи 

ческого анализа, ч. 1—2, М., 1971— 1973 ( 英 译 


Ж: її'їл, V. A.. Poznyak. Е. ©., Fundamentals of 
mathematical anabss .1 — 2, Міг, 1982). 
[2] Кудрявцев, Л. Д., Математический анализ, T. 1 一 
2,м., 190. 
[3] Никольский. С. М., Курс математического анализа, 
M., 1930Ж: CM ， 尼 柯 尔 斯 基 、 数 学 分 析 
教程 ， 第 一 卷 、 人 民 教 育 出 版 社 ， 第 一 分 册 1980 ， 第 
二 分 册 981; 第 二 疮 第 一 分 册 ， 高 等 教育 出 版 社 ， 
199) в А. kum Ж 
【 补 注 了 关于 使 得 (1) 和 (3 ) 寺 Lebesgue 积分 (Leb- 
esgue integral) 成 立 的 非常 一 般 的 假定 ， 见 [Al}. 
关于 另 仇 的 矢 考 文献 ， 亦 见 反 常 积分 ( improper 


integral) , 

参考 文献 
ГАТ) Stromberg , K . Introduetion to classical тта! analysis, 
Wadsworh , 1981 ИЖ 译 


数值 积分 法 [ tegration пипепса!; интегрированне 
численное | 
通过 数值 方法 求 积 分 . 数值 积分 法 应 用 于 下 列 情 
Ж. 被 积 函 数 通 过 表格 近似 给 出 ; КАВА 
精确 给 出 ， 但 在 给 定 的 精确 度 范围 内 用 数值 积分 法 比 
用 精确 方法 求 出 结果 要 快 得 多 ;或 者 最 后 ， 出 于 所 给 
积分 不 能 用 已 知 沽 数 表示 ， 从 而 不 可 能 用 精确 方法 . 
对 于 数 伯 积 分 法 ， 已 导出 各 种 求 面积 ( 单 变量 情形 ) 
和 求 体积 { 计算 多 重 积分 ) 公 式 ( 见 求 积 公式 (quad - 
Iature formula) ; 求 体积 公式 (cubature formula ) ) 、 
亦 见 计算 数学 中 的 播 值 法 【interpolation in numerical 
mathematics ) - 
[#1 
参考 文献 
ГАІ] Dahlqušt, б., Вјоюк. А., Numerical methods , 
Prentice - Най, 1974 (ЖЖ: С. Байды, А. Bjo - 
Tck ， 数 值 方法 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1990) . 
[A2] Stoer ,J., Burirsch. К. , Introduction to numerical analy- 
зз, Springer ,1980( 译 自 德 文 ) . 
ГАЗ] Hidebrand, F. B., Introduction to numerical алау - 
sis, DDover , reprint 1987 沈 水 欢 译 
微分 方程 的 闭 形式 积分 [imtegration of fferential equa - 
tions їп closed form; нитегрированне днфференина - 
льных уравнений n замкнугой форме ] 
利用 事先 提供 的 函数 和 所 给 的 数学 运算 而 得 到 的 
微分 方程 解 的 代数 表达 式 . 
如 果 所 取 的 函数 是 初等 函数 (elementary function ) 
加 上 方程 中 出 现 的 函数 ， 而 作为 运算 是 有 限 次 代数 算 子 
运算 加 上 对 所 给 函数 的 不 定 积分 ( 求 积 (quadrature ) ) 
运算 ， 则 称 为 用 求 积 法 求 微分 方程 的 积分 ( 即 解 ) . 


Bernoull 方程 ( Bernouli equation ) 就 是 常 微 分 方程 可 


以 用 求 积 法 来 积分 的 例子 1. Liouile ( WL [1]) ht 
指出 /不 能 用 求 积 法 进行 积分 的 方 举 ， 例 如 ， 方 程 


уб txy=0 о) 


的 解 就 不 能 表示 成 初等 函数 及 其 积分 的 形式 ( X, [ 21) 
具有 极 少 数 的 党 微分 方程 可 以 用 求 积 法 积分 ， 关 于 用 
求 积 法 积分 可 能 性 的 大 多 数 深入 的 结果 是 在 S. Lie 的 
连续 变换 葡 理 论 ( 见 [3], [4], [5]) 的 基础 上 得 到 
的 ， 当 对 微分 方程 闭 形 式 积 分 时 ， 特 殊 函 数 《spec 训 
fnction)， 即 通过 收 策 序列 等 表示 的 解 ， 可 用 于 求 积 
法 积分 . 性 何 具体 的 具有 变 系 数 的 线性 微分 方程 是 闭 
хт, яван Ал (Апаа - 
mental system of solutions) 的 (通常 十 特殊 的 ) 函数 
船上 一 些 容许 盟 数 . 例如， 知 引进 Bessel 函数 ( Bessel 
function). H| (+) 的 解 的 台式 就 可 以 通过 这 些 函 数 给 
t. 因此， 微分 方程 是 特殊 函数 的 来 源 ， 而 将 特殊 函 
数 补 充 到 容许 函数 中 ， 可 以 使 闭 形式 可 积 的 方程 种 类 
扩大 . 但 一 般 地 来 说 ， 非 线性 方程 的 闭 撒 式 积分 问题 
并 不 能 归结 为 将 有 限 个 特殊 函数 补充 到 容许 函数 集合 
Zt. 

偏 微分 方程 只 能 在 极 个 别 的 特殊 情形 得 到 解 的 公 
式 ( 例 如 ， 见 d° Alembert 公式 ( d ° Alembert formula) ) . 
在 这 类 方程 的 求解 中 ， 群 论 方法 很 重要 【参见 [5]] . 
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流 形 上 的 积分 [ integration on manifolds; интегрированне 
Ha многообразие | 

【 补 注 】 Фм жЕ. 其 切 空间 等 给 
出 了 微分 学 的 整体 类 似 物 . 也 有 一 种 “ 流 形 上 的 积分 
学 ”, 邻 A.=[0,1]" cR" 为 标准 的 n 立 方 体 . 村 中 的 
奇异 立方 体 (smgular сис) 为 一 个 光滑 映射 s: Au 一 
Ñ $ o 3 M ЕКЕЖ (L ЕЗ 3 sË (differential 
form)) . 于 是 四 在 一 奇异 立方 体 * 上 的 积分 定义 为 


[== [л (AD 


其 中 是 使 得 在 A 上 sw=fdx, 八 … А dx, Е X; 
Ша, (АТ) 的 右 方 则 是 通常 的 Lebesgue 积分 . 一条 
Я k НЕ (singular k - chain) ID p КЕ КИРЕНЕ 7, 
中 的 有 限 形式 和 сн, в, 我 们 定义 


Гоп, о. (А2) 


现 令 Мут в, 而 c= Уп, з,, ¿= Ууз; А 
Л ЕВЕ, B 5, (А) s; (АХ ДАУ, 而 且 5,, 
s; 是 保 待定 向 的 . Р |, o= |. o. 特别 地 ， 若 :, 拼 
在 一 起 成 为 好 的 一 个 分 片 光滑 的 直 维 子 流 形 N. ИЖ 
分 ja 也 得 到 适当 定义 ， 

令 4 是 外 形式 ( exterior form) 上 的 外 微分 ， 而 8 是 
可 定向 (奇异 ) 链 上 《明显 的 ) 边 缘 算 子 . 这 时 有 Stokes 
AE Bl (Stokes theorem) 


Гао бо (АЗ) 
: 


其 中 四 大 一 0-0, тс КЕЕ. 这 是 微 
积分 学 基本 定理 (fundamental theorem of calculus) 的 类 
к. 

Green 定理 (Green theorem) 基 一 特殊 推论 : Ф 
afSR: 是 一 紧 2 维 带 边 流 形 ， 而 六 9g: 对 -> КЖ. 
这 时 


[Олж+аау= || (2 - £ 7 (л4) 


Я МТА n ҖЕ Remann 流 形 ， 即 对 每 
— xe M. T, M L3EJE 8 Y — 0 (orientation) , 
这 时 在 МЕИР УЖ ЕЭ (olume form) ww, ， 使 对 
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于 TM 在 其 已 给 的 定向 类 中 的 一 个 {从 而 对 于 所 有 
ВЗЯВ ЕЕН а(х) 0.) =1. 0 Зика 
peneral Stokes theorem) (A3) 的 另 一 个 推论 十 散 度 
(divergence theorem) : 7 


[арау | рал. (А5) 
这 里 沙 是 RR 上 的 一 个 向 量 场 ，M 是 В В 
ЗГЕ ЫЕ, уу) 0p/6x,, 0р) ax ‚п 


是 8M 的 单位 外 法 线 向 量 ，d 与 吗 分 别 是 对 和 8Mf 
的 体积 和 面积 元 素 . 内 积 (inner product) 是 由 R° ААК 
准 内 积 诱导 而 得 的 ， 

最 后 还 有 轻 典 Stokes 公式 (classical Stokes 
formula): 令 Mc 如 是 一 可 定向 的 二 维 子 流 形 ， 其 过 
Я ОМ. 在 98 上 圭 给 一 定向 ， 使 得 再 加 上 外 法 线 向 量 
后 给 回 МАХ Ы. 令 s 6M Ж. 而 o OM L 
ЫЈ А, 0849 ds(g}=1 在 0M 上 处 处 成 立 . 这 时 有 
公式 


| ‹ош,„ф,лдал= { Qa, 9 
š н 


这 里 R Брз уне (curl of a Yector field) 的 定 


义 是 : 
дһ | 
сш] у Е x E + 
РОСЛА д (дь дф V 0 
ra Dx / Óx, Ox дх J Ox 


СА?) 
所 有 这 些 定理 均 有 高 维 的 类 拟 公式 . 
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积分 微分 方程 [ bategro - differential equation; HHTerpo- 
дифференциальвое уравнение | 
在 微分 积 积分 丙种 运算 答 号 下 都 包含 未 知 函 数 的 
一 个 方程 ， 积 分 方程 和 微分 方程 也 是 积分 微分 方程 ， 
线性 积分 微分 方程 【linear integro -differential equa - 


ton). ЖЕНЕН ВН. Ф 


гоја р(х)” (x), 


муш ў а()09 (у) 


是 带 有 [a, b) 土 充分 光滑 的 系数 р 和 q, 的 微分 表 
达 式 ， 日 设 下 是 正方 形 [a, b] x a, b] 上 充分 光滑 
的 -个 已 各 函数 ， 形 如 


одоре | KG. MD AT (0 


的 一 个 方程 称 为 线性 积分 微分 方程 ; 1 是 一 个 参数 . 如 
果 (1) 中 当 y> x Ж K(x, y) = 0, 则 (1) 称 
为 带 可 变 积 分 限 的 积分 微分 方程 ; 它 可 以 写成 


LV) кс, )M.(UJ4y+ fO) 0) 


i 
ЈЕ. А (1) Ж (2) 可 以 提 Camhy 问题 (Cauchy 
problem ) ( 求 满足 09а) =с,(1=0. 1,5,1) 
的 解 ， 这 里 c, 是 给 定 的 数 , i 是 L.[U] ИЖ, В 
xs[a, 占 ])， 以 及 各 圳 边 值 问题 【 例如 ， 周 期 解 问题 ) - 
很 多 情况 下 ( 见 13], [4])， 对 (1) Ж (2) 的 问题 能 
够 简化 ， 或 者 甚 鞋 可 分 别 地 化 成 第 二 类 Fredholm 积 
分 方程 ( 见 Fredhom 方程 (Fredholm equation )) 或 
Уобета 方程 (Volterra equation ). 同时， 对 积分 微分 
方程 很 多 特殊 现象 产生 了 ， 而 这 些 现象 对 微分 或 积分 
方程 是 不 典型 的 . 

最 简单 的 非 线性 积分 微分 方程 ( non -jinear integro~ 
differential oquation ) 有 形式 


v0=4) Ре. у. Обу), UM) у + G). 


压缩 映射 原理 { contracting mapping principle), Schan- 
е 法 ( Schauder method) , pJ Aü n) dË ИЕ iS 2y- 
析 方 法， 用 于 研究 这 种 方程 . 

对 积分 微分 方程 ， 也 可 以 研究 解 的 稳定 性 ， 本 征 
函数 展开 ， 按 小 参数 的 渐 近 展开 等 问题 ， 偏 积分 微分 
方程 和 带 重 积分 的 积分 微分 方程 在 实践 中 经 常 遇 到 
Boltzmann 方程 和 Колмогоров -Feller 方程 是 其 中 的 例 
+. 
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力学 中 ([A2]) . ЧИО, BDE ЖЛ ЛК 
ЖАЯР ИЖ М Н Ze th 3065 £ 7004 S) Е e ds ft 
值 的 ， 璧 如 在 连续 统 力学 中 ([A1], [A3]). 
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内 分 位 数 宽度 [interqiantle width ; кзтерхвантяльцая 
umpora], 内 分 位 数 距离 { inter -quantile distance ), 内 分 
ш ЕГА (авг: -quantie талре). 

向 二 水 平 的 上 分 位 数 与 下 分 位 数 之 差 ( 见 分 位 数 
( quantile )). 假设 К(х) 是 严格 单调 连续 型 分 布 函数 ，p 
ЖЕЙ 0 < 了 < 112 中 任 一 常数 . p 水 平 内 分 位 数 宽 
Ж хх, 其 中 x， 和 x... 机 应 为 方程 
F(x,)= p ff F(x,-,)= 1 -— p 的 解 .以 一 定 方式 选 
定 的 水 平 р 的 内 分 位 数 宽 府 ， 在 数理 统计 和 概 闪 论 
中 用 作 概 率 分 布 的 散布 特征 . 例如 ， 对 应 子 值 p = 0.25 
的 差 хь -xna， 称 做 内 四 分 位 数 距 离 〈interquartie 
distance), 而 对 于 正 态 分 布 情形 它 等 于 139 (с 是 散布 
的 自然 度 基 ， 称 做 标准 荆 (standard демабоп )); 内 四 分 
位 数 《内 十 分 位 数 ) 宽度 的 一 一 半 ， пава (probable 


= н "p= 116 或 
р=1{10, MF 8 BE Wy 318508 475 АВ 


dsame) 77777 
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cs, Оня, 1916. Л, H. Болљшен # 周 概 容 译 


相互 作用 给 时 [ interaction , representation of 或 interaction 
Picture ; взаимодействия представление] 

BEF Ji PRE лар Бен А ЕП 
对 时 间 :+ 的 依存 关系 的 主要 的 可 能 (与 Sdhodinger ФАШ 
(Schrodinger representation ) 和 Heisenberg $£ ( Heisen 
berg representation ) 一 起 ) «ИЕС. 量子 系统 ， 
考虑 到 其 各 个 部 分 之 亲 【量子 力学 中 ) 或 其 各 个 组 分 
ЖЕР (量子 场 论 中 ) КЕЕН, ЖЕ Schriidinger 给 
景 中 可 借助 半 Schridinger 方程 ( Schródinger equation ): 


HD Hy +) YD) (1) 
予以 描述 ， 假 定 完 全 Hamilion 算 子 ( Hamilton opera- 
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tor) H 由 自由 (万 互 作用 } 粒子 或 场 的 Hamilton Ж 
+ H, 机 相互 作用 Hamilton 算 子 Н' 组 成 。Hamilton 
算 子 名 和 H° 是 对 应 于 各 种 自由 场 的 算 子 的 不 可 对 
易 函 数 {否则 问题 就 会 是 平凡 的 ， 因 为 把 Hamilton 算 
T H. 和 H' 就 会 不 再 是 有 意义 的 )， 而 且 它 们 在 
Schridinger 绘 景 中 不 依 玩 于 时 间 t， 丁 变换 


ре) 0) 


实现 向 权 互 作用 绘 景 的 转变 ， ТОННА ЖОР, W 
ВОО: 


м 2 ниен), 03) 


亦 即 @,(t) ГЕ АОН {ЕН Ha- 
miiton 算 子 


Ні) =e нете (4) 
确定 ， 同 时 ，Schrsdinger ЕУ А 的 半 均 值 
А=Лу={(ф (1), А000) = 


[e ее а], (5) 


© АН ЕЛЕНДЕР ЖР А02), 
дое Ае, (6) 


相对 于 波 函 数 9,{t) ЕМИЕ. ЕНЕ ВЕ, 
对 应 于 动力 学 物理 量 的 算 子 ， 像 Heisenberg 绘 景 中 自 
出 场 的 算 子 那样 按 ( 6) 随时 间 变 化 ， 而 该 函数 随时 间 
t 的 变化 由 场 之 间 的 相互 作用 效应 确定 . 在 量子 系统 
的 行为 作为 时 间 1 的 函数 的 描述 中 ， 相 互 作用 绘 景 使 
得 有 可 能 把 对 白 由 场 的 Hamilton 算 子 H, 的 恢 存 关 
系 分 出 来 ， 它 通常 比较 容易 确定 ， 而 把 注意 力 集 中 在 
方程 (3) 和 (4) 的 研究 上 ， 它 们 包含 对 场 之 间 相 互 
作 月 的 完全 信息 、 当 н 含有 某 个 小 参数 时 ， 相 互 作用 
绘 最 在 应 用 中 尤其 方便 ， 和 借助 于 徽 拢 理论 ， 可 以 求 得 
各 个 解 作为 小 参数 的 需 级 数 ， 
必须 注意 到 平均 值 (5) 的 不 变性 ， 雪 而 就 西 变 
换 (2) 和 (6) 而 论 ， 它 具有 正 是 下 面 这 样 的 物理 意 
ЖЯ: 相互 作用 然 景 与 Schródinger 给 景 和 Heisenberg 
绘 景 是 等 价 的 . В.Д. Кукин{ 
{ 补 注 】 相互 作用 绘 景 【interaction reprcsentation 或 
interaction picture ) 也 称 为 Dirac 给 最 (Dirac represen- 
tation 或 Dirac picture). 
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内 部 [ interior ; внутренность ] 
{Кш В X 的 子 集 4 50382 ТАНЕЙ x 
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的 集合 : 存在 ХНИ U. 使 xeU, 三 4. 集合 
АННЕ а мА, АЖАТ 4 内 的 ХФ 
ВОЛ. 等 式 шА=Х\[Х\А] Ж, m H [X] 
жт X ЁШ. Зар XX 中 集合 的 内 部 是 正则 开 
(regular open) ЗЕЕ (canonical set), ЖИЛ 
ЛТА ( base ) 的 空间 称 为 半 正 则 的 ( semi -regu- 
Jar)， 所 有 正则 空间 者 是 半 正 则 的 :内 部 有 时 也 称 为 集 
合 的 开 核 (open kerne] of е set). ` 
сс В. И. Пономарев 所 
【 补 注 1 亦 见 集合 的 内 部 (interior of a set) 

НИЕ. ЭЙЕ ОЖ 


内 微分 算 子 [intsrior ditierertial operator, внутренанй 
дифференциальный оператор), + „Ёё 

一 个 这 样 的 微分 算 子 (differential operator) L (u), 
使 得 对 其 有 定义 的 任 一 务 数 u, L(u) 在 点 Mey, 
之 值 仅 由 定义 于 空间 E'(m <n) ЕНУ, 
上 的 该 函数 и 之 值 就 可 算得 ， 一 个 内 微分 算 子 可 以 月 在 
工 m 的 场 空间 中 的 方向 f 的 导数 去 进行 计算 、 车 人 们 引 
АЕ р. х= хл, х, = ， 则 关于 
工 。 是 内 微分 的 算 子 L{w)， 在 适当 的 变换 后 ， 不 包含 
关于 变量 x. U x, 的 导数 ( 即 所 谓 外 导数 (exe - 
Tior derivatives ) 或 外 在 时 效 (extinsic derivatives )) . fl 
如 ， 算 子 

ди ди ди 
L(u)= чу зу + ЕРІ 

关于 任 一 包含 直线 x - х= у-у = z- z, ЮЖ 
巾 面 是 一 个 内 微分 算 和 子 ， 目 关于 这 些 上 直线 中 任 一 要 直 
线 也 是 内 微分 的 ， ЖЕТ (и) 甘于 曲面 互 ，, 是 一 
个 内 微分 算 子 ， 则 三 ,1 称 为 是 微分 方程 (wu) =0 
芍 一 个 特征 (characteristic ) . 

对 一 个 微分 算 子 ， 若 在 曲面 三 。 的 点 处 外 导数 
的 最 高 阶 的 阶 数 比 算 子 的 阶 数 低 ， 则 有 时 也 称 此 算 子 
Q LLL аў. 

Б. Л. Рокдестьенский # (LOA Ж 


ФОЛЛ ЗА [ interior geometry 或 intrinsic geometry; вну- 
тренная геометрия |, 又 称 内 在 几何 学 

几何 学 的 一 个 分 支 ， 它 涉及 时 面 或 曲面 上 司 形 的 
仅 与 位 于 曲 画 上 之 内 线 长 度 有 关 且 无 需 借助 它们 的 外 
国 环境 就 可 说 清 想 的 那些 性 质 ， 正 则 曲面 的 内 草 几 何 
学 包含 这 样 一 些 概念 ， 庄 如 曲线 之 间 的 角度 区域 的 
ШЕШН, ЩЙ) Gauss Ж (ЕЙ ЛАШ), ЩЙ) 
测 地 曲率 ( geodesic curvature), Б Ж Levi -Сма 联络 
(Тем - Civta connection ) 等 . 术语 “内 获 几 何 学 ”也 用 
于 一 般 的 场合 ， 表 示 一 拓 提 空间 映射 到 另 一 空间 时 
所 诱导 的 一 种 结构 { 通 常 是 度量 metric) 或 联络 (conn - 


ection )}}》、 后 者 空间 已 狐 先 给 定 了 类 似 的 结构 

可 以 把 内 荀 几何 学 的 对 象 看 作 曲面 本 身 而 不 看 作 
外 国 空间 的 性 质 ， 这 就 导致 研究 其 有 内 草 度 量 (W. BE 
量 (intemai metric)) 的 抽象 空间 ， 它 们 的 性 质 与 曲面 
Б РЗ ЛАШУ. ( 见 Riemam 空间 (Ricmannian space) ; 
西山 面 (conwx surface); 有 界 曲率 的 二 维 流 形 (two-di- 
mensional manifold of bounded curvature )) . 除 内 萄 方法 
以 外 ， 也 能 利用 外 在 几何 学 性 质 来 对 肖 入 曲面 和 子 流 
形 分 类 . 这 两 个 途径 的 对 照 构 成 了 等 距 温 入 (sometic 
immersion) 和 嵌入 的 问题 . 在 若干 重要 情况 下 ， 两 种 
方法 得 出 恒 等 的 度量 类 . 例如 、( C' 类 , r > 3) Riemann 
度量 的 任何 内 萄 几何 学 可 看 作 充 分 高 维 数 的 Euclid = 
伺 的 某 子 流 形 的 内 蕴 几 何 学 ， 而 任何 非 负 曲 率 的 二 维 
完全 内 蕴 度 量 的 几何 学 可 看 作 请 中 一 是 曲面 的 内 蕴 几 
何 学 . 相反 情况 的 一 个 经 典 例子 是 Hilbert 定理 ( Hilbert 
theorem )， 它 断言 不 存在 Лобачевский ЭКТИ] EY 的 正 
ал. 应 用 于 这 类 抽象 空间 的 术语 “内 葡 几 
何 学 ”在 确定 理论 框架 下 与 外 在 几何 学 并 列 时 才 有 
意义 . 护 清 楚 曲 面 的 内 冀 几 何 学 与 它们 的 外 在 几何 
学 (extrinsic geometry ) 之 问 的 联系 是 几何 学 中 最 有 沾 的 
向 题 之 一 ， 除 等 距 温 人 问题 外 ， 也 包括 这 样 一 些 问 
题 ， 岩 如 曲面 的 形变 ( deformation) ,无 穷 小 形变 {infinit - 
ssimal deformation )， 曲 面 被 其 度量 的 唯一 确定 性 ， 
以 及 度 最 光滑 性 对 曲面 光滑 性 的 影响 等 . ЕЗ8 Л П 
的 情况 下 《 曲 徊 上 的 曲线 ， 球 面 的 极 小 子 波形 )， 也 研 
帘 外 在 与 内 蕴 几 何 学 之 间 的 关系 

内 萄 玫 何 学 的 基础 是 由 С.Е. Оа ([1]) # E 
的 ， 对 于 高 维 情形 是 由 B .Riemann ([2]) 发 展 的 ， 对 
于 非 正 则 的 情形 是 由 А. Д, Александров ([31) 发 展 
的 . 
参考 文献 

[1] башв, С. Е., Allgememne Flachentheorie, W . Engel- 
mann, Leipzig, 1900 (16 4А ТЭ). 

[21 Riemann, В., Ueber dic Hypothesen, welche der Geo- 
metrie Zugrunde lšegen , in Das Kontinuum und andere 
Monograplien , Chelsea ‚ reprint , 1973. 

[3] Александров , А.Д., Внутренняя. геометрия вышухлык 
поверхностей, М.-Л., [948(т1#%; А.Д. RIN 
КНК. ШИИТ ЛОЗЕ, РАЕН МЕ. 1962). 
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参考 文献 
ГАІ] Rinow, W., Die плете Geometrie der metrische Ràu- 
me, Springer , 1961. 
ГА2] Gromov , М., Structurs métriques des cspaos Riema- 
тше, F. Nathan , 1981 ( 译 自白 文 ) 
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内 映射 (interior тарип; внутреннее отображение ) 


i 


拓扑 空间 XX 到 拓扑 空间 Y 内 的 映射 f: X = Y, 
使 得 ХЕ U 的 象 也 是 Y 中 的 开 集 ， 而 且 任 
意 点 ys 了 К У (y) 都 是 全 不 连通 的 ( 即 不 包含 
不 是 点 的 连通 分 支 }、 

设 Р ЗШ Riemann 曲面 (Riemann surface) R 映 
人 球面 5* ， 则 定向 曲面 M WE Т:М— R 诱导 出 
拓扑 等 价 ( topologically equivalent ) 于 Р 的 映射 


F=F°e TM 9%. 


Musk F ВВ 关东 扑 等 价 的 充分 必要 条 件 是 ， 
祝 是 一 个 内 映射 (于 是 存在 一 个 同 肘 T， 使 得 P= 
F = T )(Stoilow 定理 (Stollow theorem )). 

内 映射 F: MM 一 R: 的 局 部 结构 可 描述 如 下 : 对 任 
ER 4e M， 存 在 一 个 邻 域 U(a) ЯВА В = 
{zeR’:|zi< 1} 映 成 U(a) ААЖ т: B—U(a) 
REJE T :六 (UCa)) > B, @8 T, Та 
参考 文献 

[1] Stoilow, S ,, Legons sur jes prinapes topologiques de la 
théorie des fonctions analytiques , Gauthier-Villars , 1938 


В.А. 3opm Ж 
【 补 注 
тах 
[А1] Springer, G., Introduction to Кіепзапл surfaces , Addi- 
son - Wesley , 1957 


[A2] Whybum , С. T., 
Univ. Pres, 1964. 


Topological analysis, Prinzeton 
НЕ. ЙЕ PF 


集合 X 的 内 部 ( interior of a set 无 ; ввутренность мно- 
жества), БЕШ Y 中 的 
集合 х= Y 的 夫 点 的 集合 ( 见 集 合 的 内 点 ( interior 
point of а set)、 通 常 记 为 Int X， 恒 有 tX = Х\[Ү\ 
х= ХЕХ, 这 里 FrX 是 ХЛ. ХАЯН 
等 于 六 的 所 有 在 全 空间 开 的 子 集 之 并 集 ， 集合 的 内 部 
有 时 称 为 开 核 (open Кетте), 
C. M. Cupora 8 ЧН, ШЕЙ 


集合 的 内 点 [interior point of а set; виутренвая точка 
множества], З 201 60 

一 个 点 ， 连 同 含有 此 点 的 某 个 开 集 均 属于 已 知 集 
S. 车 x 是 集合 4 的 内 点 ， 则 广义 地 称 4 为 点 x 
的 邻 域 ( neighbourhood of the рой). ` 
` С. М. Сирота Ж РЕ, Ж 译 


中 间 Jacobi # [intermediate .Beobian ; промежуточный 
Якобиан ] 

出 一 个 复 Kihler 流 形 的 奇数 维 上 同调 空间 所 确定 
的 一 族 复 环 面 中 的 任何 一 个 ， 它 的 几何 与 这 个 流 形 的 
几何 有 车 密切 的 联系 ， 
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设 H"(X,R)( ЖН}, H'(X,Z)) 是 复 解析 Kuh- 
ler 流 形 ( Kahjer manifold ) X 893 ( 相应 地 ， 整 )#£ É n 
维 上 同调 空间 ， 当 n 为 奇数 时 ， 在 实 环 面 
= Н'(Х,В)/Н"(Х 7) 
上 可 以 用 两 种 方法 引入 复 结构 : 即 借助 于 把 复 系 数 n 
维 上 癌 调 空间 表示 成 直 和 Н" (Х,С)=@,.,.„Н”', 
其 中 是" Jë (p,4) 型 调和 形式 的 空间 . 设 P НХ, 
С) = H"“ 是 投影 设 
s "K np. Rc У, 
基 把 实 系数 上 同调 空间 映 到 自身 的 算 子 . 对 任意 的 we 
H'(X,R),a,beR, $ 
(а +ib)a =ae-+bC,(o) Ж 
(a+ib)@ =a o+bCo(@), 
就 可 在 T'(X) 上 得 到 两 个 复 结构 .其 中 第 一 个 复 结构 
Т» (X) 称 为 Weil 中 间 Jacobi ЖС Weil intermediate Ja - 
cobian ), 第 二 个 复 结 © тух) Жз Griffiths ФРИШ 
(Grifiths intermediate torus), 当 X 3 Hodge $ ( Hodge 
varety) 时 ，X 的 Hodge 度量 可 典范 地 确定 T; (Xy E 
的 极 化 Abel @ (ЛЗ ( polarized algebraic va- 
riety ); Аре $Ë ( Abelian variety )， 而 这 对 于 ТХ) 
正确 ， 另 一 方面 ， 流 形 X 的 爹 纯 变 更 蕴 会 了 中 同 环 面 
ТООХ) 的 全 纯 变 更 【[2]), 而 Weil 中 间 Jacoki ЖЖ 
有 此 性 质 . 上 积 给 出 了 空间 H'(X,R) Si H" (X.R) 
间 的 一 个 配对 ， 其 中 d= вх, ЯУ ТЗТ 
£ (x)5 T; (х) 的 修配 对 以 及 Abel $ T; (X) 
S Ty (X) 的 一 个 对 偶 ， 若 dm X=2k+1, Ml 
T (X) 基 具 有 主 极 化 的 自 对 偶 Abel Ж. TPO ) 
Ж-Ж. 
中 间 Jacobi ЖЖ Kahkr 流 拱 的 一 个 重要 不 变量 . 
如 时 对 两 个 流 形 和 了 ,从 T; (X)= T$ (РСА 
Tš (x)= T; ( Y) 918 X= Y , Wb 3k Torelli 8 (Tore- 
18 theorem ) 对 于 XY 和 了 成 立 . 例如 Tore 正 定理 对 代数 
曲线 成 立 、 射 影 空间 Р* 内 三 次 超 曲 面 的 非 有 理性 ( & 
见 [1]) 以 及 某 些 Fano Ж (Fano variety) 的 非 有 理性 都 
曾 用 中 间 Jacobi 全 来 证 明 . 
参考 文献 
[1] Cemens ,C .and Griffiths, Ph .,The mtemnediate Jacobi- 
ап of the cubic thredold , Анн .of Math .,%5 ( 1975), 281 — 
356. 

[2A] Griffiths , Ph ., Periods of integrals оп algebraic manifol- 
ds І. Constnmdtion and ргореліеѕ of the modular 
varieties, Amer . Ј. Math ., 90 ( 1968), 568—626. 

[2B ] Griffiths ,Ph ,Periods of integrals on algebmic manifol- 
d H. Loc study o: the period mapping. Amer .了 
Math ., 90 ( 1968). 805—865. 

[3] Well, А., Оп Picani varicties, Amar. J. Meath., 74 
(1952), 865- 894. Вик .С.Куликоз # 
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【 补 注 】 设 ХНИТ, ZP (入 ) 表 示 XX 上 的 同 
调 于 等 的 余 维 数 p 的 代数 闭 链 (algebraic суйе ) 的 群 ， 
则 有 Abal -Jacobi Б} {AbelJacobi mapping)e : Z; "P ( X) 

то Хна (х), 定义 为 w(Z) = 人 ,这 里 

r RX tin (2я- 2p+ 1) 链 ， 且 ór= Z. 代数 等 价 于 
228081 eE E x 下 的 象 集 是 一 个 Abel 徐 ,一般 Hodge f$ 
ËB (Hodge conjecture) Ж Ж ВЖ В Т (X) = 
ИХ, С) Ф,,, B К Abei T$, Т 
f б ЙИН еә 之 中 人 Ai) 

在 退化 族 内 Griffiths 中 间 Jacobi ЖТ 380 АЛТ 
可 参见 [A2].[A3] 
参考 文献 

ГАТ] Lieberman, D.. Intermediate Jacobians. іп Е. Ооп 
(sd.)' Algebraic Сеопецу, Oslo 1970, Моле - №ог- 
Фо, 1972, 125-139. 

[А2] Zucker, 8. М., Generalized intermediate Jacobians and 
the theorem on normal furetions , put. Math. 33 
(1976), 185—222 

ГАЗ] Clemers, C.H ,, The Néron model for familis of inter- 
modiate Jacobians aoquiring “ algcbraic"” singularities , 
РИН. Math .IHES ,S8( 1983), 5—18 陈 志 杰 И 


Ф ЛР 38 [ intermediate logic; промежуточная логика], 
命题 的 ， 24 ( propositional intermediate lo - 
вс) 

ИЙЕ Fak Sh Sia. 对 于 
分 高 法 则 (modus ponens) 和 代 换 法 则 (substitution 
rule) 是 闭 和 的 ， 且 包含 直觉 主义 命题 演算 ( intuitionistic 
Propositional calculus ) 1 的 所 有 公理 、 

其 体 搞 述 出 中 间 带 辑 的 最 自然 的 方式 是 中 问 命题 
演算 (iniermediate propositonal calouli ) . 每 个 这 样 的 
演算 系统 都 是 给 /的 公理 集合 增加 若干 条 新 公理 而 获 
得 的 ， 这 些 新 公理 ， 和 通常 都 是 在 古典 逻辑 的 意义 下 有 效 
的 命题 公式 . 

在 包含 关系 三 下， 所 有 中 间 光 辑 的 集合 形成 一 
个 人 恪 ， 而 所有 可 有 限 公理 化 的 中 间 敢 辑 组 成 的 集合 ， 
则 形成 该 格 的 一 个 子 格 . 每 一 个 有 限 的 分 配 格 都 可 以 
同 物 嵌 入 到 该 子 格 中 

ВЕ Д. Е АЕ 
法 ， 对 任 一 命题 公式 4， 它 都 能 判定 4 是 否 属于 L 
的 公理 集 ， 则 L 称 为 可 解 的 《solvable ) ,古典 逻辑 系 
统 及 直觉 主义 的 光 辑 系统 都 是 可 解 的 . 一 般 说 来 ， 什 
一 采 限 可 语 近 的 【见于 文 ，， 可 有 限 公 理化 的 中 间 起 辑 
都 是 可 解 的 ， 可 有 限 公 绎 化 但 又 不 是 可 解 的 中 间 启 辑 ， 
是 存在 的 ( 见 [7 ). 

Вр 工 称 为 忻 取 的 《disjunetive)j， 如 果 
(AV B)EL， 则 一 定 有 ASE 或 者 BeL. й, 
直觉 主义 逐 辑 系统 就 具有 这 -~ 性质 ， 但 古典 逻辑 系统 


则 不 其 有， 存在 无 穷 多 个 本 皮 的 中 间 罗 辑 系统 . 

称 一 个 中 间 效 辑 系 统 L 共有 插 什 性质 ( interpola - 
боп property) (Craig 定理 1 Ств theorem ) ) ， 如 果 

一 个 公式 4 >B 属于 了 上 ， 则 存在 一 公式 C, СЯ 
在 4 及 下 中 都 出 现 的 那些 命题 变 元 ， 使 得 (4 > C)e L 
或 (C=>8)eL; # 4 及 了 无 共同 的 命题 变 元 . 
则 一 4eL 或 者 BeL. 已 经 证 明 ， 存 在 且 仅 存在 5 
АРЕ Уе Ееее сафе 
ЖИ), АИЯ (m [6]. 

一 个 公式 4 АЕЦ 工 鼎 由 公式 也 ， 
B,, © 可 胡 达 的 (expressible》 ， 如 果 从 公式 В, В,, 
… 开始 ， 通 过 洛 限 次 使 用 ( 工 中 的 ) 等 价 公式 的 者 
换 ， 通 过 有 限 次 以 已 获得 的 公式 与 命 标 变 元 的 替代 ， 
就 能 得 到 4 ， 一 个 由 公式 组 成 的 序列 E = (B,., B,, 
… 了 称 为 在 工 中 函数 完全 的 【funetiorally complete), 
Ш L 中 的 任 一 公式 都 是 由 Z 可 表达 的 ， 对 于 直觉 
主义 诬 辑 系统 及 时 站 其 他 的 中 间 沁 辑 系统 而 言 ， 关 于 
识别 任 一 公式 床 列 的 函数 完全 性 的 算法 向 是 ， 是 有 解 
的 还 有 另外 一 个 算法 问题 : 任 给 公式 4 及 一 公式 序 
列 于 ， 要 识别 4 тн Б 可 表达 ， 是 否 存 在 一 个 
算法 9 该 问题 仅 对 若干 中 间 让 辑 系统 已 解决 ， 对 直觉 
主义 记 辑 系统 、 它 仍然 是 个 未 解决 的 问题 (1983). 

另外 一 个 给 出 基体 的 中 间 逻 辑 系统 的 办 法 是 所 亩 
的 “语义 "方法 这 里 请 义 [semantics ) 指 的 是 某 些 结 
构 (模型 ) 90 组 成 的 集合 5, ХН 0, 给 定 一 
МӨ, ， 对 每 … 命 题 公式 л, ДЖ SRE A 已 
定义 ，( 一 个 赋值 (valuation ) 6 是 由 4 中 的 命题 变 
元 到 呢 中 的 元 素 ( 值 ) 的 一 个 映 财 . ) 如 盯 对 任 一 赋 
值 ， 公 式 А 在 只 中 者 是 真 的 ， 则 称 4 ЯЛ 中 一 般 
有 效 的 ( generally valid) ， 记 为 欢 F А. ШЖ 5, ES， 
则 中 向 逻辑 系统 LOS.) 将 定义 为 所 有 在 每 一 个 Di eS， 
中 都 全 有 效 的 命题 公式 的 余 体 ， 给 定 一 个 语义 3, 工 

一 公式 集 {或 类 ) ， 可 以 自然 地 定义 语义 想 涵 (sem - 
antic implication ) #Ж Г=,А: 对 任 一 8 中 的 结构 
ЯЙ. 如 果 对 所 有 Be， е B, M) RF A. Bit 
X S ES, 称 为 等 的 (шаю), ЖЖ F, 
кз, ЛШ. 对 个 条 站 本 要 十 它 的 正六 人 
(comectness ): P FF ,二 必须 蔓 池 下 = A. ШЕЛ 
的 语义 者 具有 正确 人 性、 一 个 语义 所 需要 的 另 一 午 要 性 
质 是 完全 性 . 一 个 中 间 远 辑 系统 相对 一 个 语义 S 是 完 
全 的 ， 如 果 dAeLESLFA. `7 `7 
”个 代数 语义 S. 由 一 个 伪 Boe 代数 ( pseudo - 
Bookan algebm ) 组 成 ， 该 代数 具 如 下 形式 : 


MM-(M,&, У. 3,5;1,0)., 


此 处 = ж 导 上 的 一 认 运 算 , &, У, 5 а 
аЙ, ХУТ, 8, V. з; (М, &, V 


2 


是 一 个 分 配 格 (distibutiw lattice ); 0 与 1 Ë M 中 的 
Ваһ, АЙ 5, = 满足 ， 对 任意 的 a, Б, 
сем, 

а<(6 3с) (gb) cH яа=(а®0). 
ИТИИ. ЖЖ А 意 指 对 每 个 赋值 Ө, 4 在 
SR р 1 为 值 . 

相对 于 有 限 生成 的 伪 Boole КК, 5 В] 
田 辑 系统 都 是 完 个 的 ， 一 个 中 间 逻 辑 系统 1, WB 
对 于 茶 一 个 由 有 出 伪 Boole 代数 组 成 的 集合 (或 者 ， 
相对 于 一 个 有 限 伪 Boole 代数 ) 是 完全 的 ， 则 称 上 E 
有 限 可 如 过 的 《 finitely approximable ) (相应 地 ， 可 表 
格 化 的 (tabular ) ) .最 简单 的 可 表格 化 中 介 导 辑 系统 
ЛЕЛИ. БТ ЪТ. Н ЕЛЕ 
ЗОКИ, ШИЕЛИДЕН ЕВ. 

一 个 Kripke 语义 (Kripke semantics ) S, 是 一 个 
Kripke 模型 (Kripke models ), Я РГЕ (92, Ө) 
的 形式 . 这 里 SR= (M, <) 是 一 -个 偏 序 集 ( partially 
ordered set )， 也 称 为 框架 (frame )， 赋 值 0 的 值 域 是 
M 的 一 个 子 集 ， 满 是 对 任意 z. BS M, З ae a(p.) 
且 c 和 1， 则 Beb(p) .语义 3x 与 语义 S, 之 间 有 
紧密 的 联系 (参见 [5]) ， 然 而 它们 并 不 等 价 ， 其 体 地 
说 ， 存 在 一 些 中 间 尿 辑 系统 ， 相 对 于 5, 并 不 是 完全 
的 ( 见 [3])， 

另 一 类 语义 称 为 结构 式 语义 ， 有 S, 及 S,. S, 
称 为 可 实现 性 《realizability ) 语义 ( 见 [1]}，S; 是 为 
解决 有 限 问题 而 构 道 起 来 的 . 其 至 对 直觉 主义 逻辑 系 
统 ， 这 些 请 义 都 不 是 完全 的 . 另外 ， 存 在 一 些 公式 ， 
它们 在 5, 中 基本 上 都 是 有 效 的 ， 但 在 S, 中 不 是 ， 反 
过 来 亦 如 此 . 

谓词 演算 的 中 间 逮 辑 系统 可 仿 命题 演算 的 中 间 风 
辑 系统 给 出 定义 ， 它 们 是 古典 渭 词 网 辑 的 一 部 分 ， 同 
时 又 是 直觉 主义 谓语 逻辑 Lf 的 扩充 ， ШШЕ ЫЕ 
辑 明显 不 同 的 一 点 起 ， 所 有 的 谓词 中 间 远 辑 都 是 不 可 
解 的 .谓词 中 间 逆 辑 的 语义 也 类 似 于 命题 中 间 地 辑 的 
相应 语义 《 见 [2])。 
参考 文献 

{1] Новиков, П. С, 
логика с точки зрения хлассической, М,, 1977. 


Конструктивная математинеская 


12] Драгалин, А. Г., Математический интунционизм 
Введение з теорию доказательств, М., 1979 ( # Ж 
本 : Drasalin , А. С., Mathematical intuitionism . Int - 
Toduction to proof theory. Апет. Math , Зос.. 1988) 

[3] Кузнецов, А. В., s кн.; Лоический вывод, М., 
1979, 5—33. 

[4) Кузнецов, А. В., & Математические исследования y, 
10 (1975), 2, 150 — 158. 

[5] Эсакиа, Л. Л., в кн.: Логический вывод, М., 
1979. 147 — 172 

[61] Maksimova , 1. L., Стаір'ѕ theorem іп superintiition- 
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istic logics ang amalgamabje varieties of pseudo - Bool - 
сап dlgebras, Algebra and Logic. 16 (1977), 427 — 
455. ( Algebra і Logka, 16 (1977), 643 ~ 681) 

|71 Шехтмая, В, Б., { Докл, АН СССР}, 240 ( 1978), 
3, 549 — 552 

[8] Hosoi, Т. and Опо, H., Intermediate propositional 
logics (a suvey), Ј. Tsuda College, 5 (1973), 67 — 


ЕЯ С.К. Соболев Ю 
【 补 注 】 简 言 之 ， 一 个 中 介 诸 辑 是 一 个 命题 次 辑 ， 它 
介 于 古典 逻辑 及 直觉 主义 好 辑 之 间 ， 


关于 可 实现 性 ， 可 参见 [А1], ЖР Kripke 语 
义 ， 可 参见 [A2]， 关 于 盆 Boole 代数 ， 见 [A3] . 
参考 文献 
[A1] Kleene, 5. С., Intmducbon to metamathematics , 
North - Holland , 1951 
{A2] Fitting, M C. , Intuitionist logic mode[ theory and 
forcing, North - Holland , 1969. 
[АЗ | Rasiowa, Е. апо Sikorski, К.. The mathematics of 
metamathemuatics , Рокка Акай. Маш. 1963. 
玉 йж 


内 边界 [interna] boundary 或 inner boundary; внутренняя 
граняңа], Eudid 空间 R' РЕА D 的 
集合 aDYa(C 万 ),， 其 中 3D 是 D 的 边界 而 
(ср) 是 闭 区 域 D 的 补 集 的 边界 ， 
Е. Д. Смоменцев # 白 苏 华 ， 胡 师 度 译 


内 度量 [internal епіс; виутренияя метрика) 
对 度量 空间 { metric space ) 中 能 用 可 求 长 曲线 у(х. 
у) 连接 的 性 两 点 x, y 定义 的 度量 (metric )p， 并 有 
p(x,y)= ШЁз,(у(х, у)), 


其 中 з, 是 度量 p 下 的 曲线 长 度 ， 一 个 Riemann 度量 
诱 时 “个 内 度量 . 车 在 度量 为 p 的 空间 中 任 两 点 均 可 
用 一 可 求 长 曲线 迷 搂 ， 则 等 式 


#'(х„у) = mnfs,(y(x,y)) 


定义 一 内 度量 ， 并 且 可 作为 在 漫 人 于 此 度量 空间 的 演 
形 上 诱导 的 内 度量 p” 的 定义 . 
参考 文献 
[1] Александров, А. Д., Внугренияя геометрия выпуклых 
поверхностей, М.-Л, 1948 (中 译本 : A. A. 5 
山大 党 夫 ， 凸 曲 画 的 内 蕴 儿 何 学 ,科学 出 版 社 ，1962)， 
Ю.Д. Byparo # 
[ 补 注 】 内 度量 的 更 熟知 的 名 称 是 内 蕴 度 量 〈 inierior 
metric), 它 近似 于 西方 所 用 的 短语 Н", ХЕ 
苏联 采用 的 “ 唔 度 量 ” 的 (更 强 的 ) 概念 ， 见 凸 度量 
(convex metric у. 
对 于 度量 空间 一 般 理 论 中 采用 的 “内 度量 ”的 概 
念 ， 见 度量 (metic, 
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参考 文献 
[ГАГ] Rinow, W .. Dic innere Cieometne сег metrischen Ra- 
тс, $рипт. 1961. 沈 一 兵 译 
内 变 分 方法 [intermal variations 、method оГ; внутренних 
варнаций метод] 
单 复 变 阔 数论 中 的 -一 种 方法 ， 用 以 求解 单 叶 和 多 
叶 解 析 函 数 英 的 极 值 问题 . 内 变 分 方法 的 优点 在 于 、 
在 所 选 玻 的 变 分 公式 中 ， 对 函数 在 其 定义 域 D 的 边界 
上 前 变化 状态 不 作假 设 ， 后 时 这 些 变 分 公式 本 身 是 对 该 
类 函数 在 D 的 内 部 子 集 上 以 -一 种 “一 致 方式 " 变 分 
(修改 ) 的 结果 . 内 变 分 方法 是 由 M. Schiffer([1]) 就 
ШЖ E= z: |z| < 1) 内 的 单 叶 函 数据 出 的 ， 工 ，M . 
[ony3x8([2]) 作 了 进一步 的 发 展 . 他 们 建立 了 如 下 变 
分 公式 《variational formula )， 它 适用 于 内 全 纯 单 叶 
Щй /(с)=:+ су? + … 所 组 成 的 类 S; 


Га; да) + 


элә зана т + 


+ A,K(z, аке, = ]| +y(z; 1), 


а 


其 中 


H(z)= око тна ЕЕЕ +1. 


JG) 
此 处 z (k= Т, 2,77, пупе Т, 2,7) ЕРШЕ 


Д АННИ ЭИ. 而 y(z; 1)77 当 9 O 时 在 
三 内 的 紧 集 上 关于 z -- 致 也 趋 于 零 . 模 言 之 ， 在 5 
类 中 《8 不 是 线性 空间 }， 对 所 有 函数 f (z) 均 可 确定 
一 个 单 参数 族 f. (2: 4), 1 > 0， 它 由 同类 函 教 组 成 ， 
使 得 在 E 内 任 一 闭 集 上 出 上述 公式 给 出 f.(z; д) X: 
РОДЗЕ КА, . 对 于 其 他 诸 解 析 函 数 类 也 有 类 
似 的 公式 ( 且 有 在 相应 区 域内 的 紧 集 上 余 项 的 无 穷 小 
阶 的 估计 ). 
内 灾 分 方法 的 突出 特性 是 从 变 分 公式 可 以 得 到 关 
于 边界 或 极 值 函 数 的 微分 方程 . 这 种 方程 的 研究 ， 包 
括 运用 微分 方程 的 解析 再 论 ， 可 以 得 到 重要 的 定性 结 
果 ， 而 且 在 许多 场 售 还 可 以 得 到 极 值 问题 的 完全 解 
%. 
Жото науи T F 32 ая, АС 
成 为 所 谓 变 分 参数 法 (variatior - parametric method ) 
(DD 的 一 个 组 成 部 分 ， 
参考 文献 
1] Schiffer，M . , Variation of the Gmen function and the 
theory of p-alued functions, Ате. J. Math. . 68 
(1943), 2, 34 - 3⁄0 


[2] Голузин, Г. М., { Матем, «6.5, 1946, т. 19(00). 
в.2, 03 — 236. 
[31 Голузин, Г. М.. Геометрическая теория функций 
комплексного переменного, 2 изд., М., 1966 ( 16 
本 : бошлап, С. М., Geometric theory of ;unctions 
of а complex variable , Алег. Math, Soc. , 1969). 
И. А, Александров IÉ 
ЭШЕ 提出 的 此 方法 亦 称 内 变 分 (方法 ) ， 
{ (method оГ) interior variation), 8 Голузин Ж 
亦 称 Голузин 变 分 (方法 ) ( (method of) Goluzin var - 
Daion)， 更 详细 的 叙述 利 参 考 文献 见 [A1] 


参考 文献 
ГАІ) Duen, P .上 .，Univalent functions, Springer, 1983, 
Sect. 10, H. ива 译 


内 波 [intemal waves; внутренние волны] 

不 同 密度 的 丙种 或 更 多 种 重 液 体 的 分 界面 的 振 
Зр. 如 果 滚 体 的 密度 分 布 是 连续 的 ， 则 将 内 波 理 解 为 
等 密度 面 的 振动 ， 

Фе РАННИТЕ У p, 深度 无 
限 的 另 一 液体 的 表面 上 ，p， > о. 液体 的 开放 表面 和 
两 种 液体 的 交加 面 可 以 形成 两 种 类 型 的 波长 = 2л/К 
的 驻 波 . 第 一 类 波 的 振动 频率 c 由 下 式 给 出 : 


而 第 二 类 振动 的 频率 由 下 式 给 出 ; 
- ps б, 
=й Р, + русойпһЁй ` 
第 二 类 波 的 一 定 波长 下 ， 振 动 频率 是 小 量 ， 如 果 两 种 
ра ЫЛЕ . 振动 交界 面 波 的 振幅 比 开放 表 
面 上 的 波 的 振幅 要 类 数 偿 ， 并 等 于 


pI ок N 
PETER о 
第 一 类 振动 产生 的 行进 波 的 传播 速度 为 
= #4. 
с? 2л . 
第 二 类 驻 波 产 生 的 行进 波 的 传播 速度 要 小 得 多 ; 
2 = 92 Ё; р 


€” 28 pit picotanh2xh/1 ` 


第 二 类 行进 波 在 交界 面 上 的 振幅 看 比 在 开放 表面 
上 传播 波 的 大 得 多 . 
参考 文献 
11] Kraus, W., Innere Waben ，Leningnd ，1968( 俄 文 . 
НЯН) Л. Н. Сретенский 所 
[+1 
参考 文献 
ГАІ) Lamb, H., Hydrodynamics . Cambndge Univ . Press , 
1932, Chapt . К. и W 


捅 值 [interpolation ; ингерполированне ] 

碍 最 简单 的 经 典 的 意义 上 ， 基 类 函数 中 的 一 个 函 
数 用 其 看 指定 (给 定 ) 点 上 的 已 知 值 或 导数 值 的 构造 性 
{ 或 许 为 近 似 ) 的 恢复 . 

ЖЛЕ Да, Б] Бая п д x М. 
这 里 ag xo<… х, <b， 同时 给 定 一 组 n+1 个 1 不必 
相 异 的 ) 值 ty };.。， 又 假定 至 少 在 A 上 有 定义 的 某 个 
固定 的 三 数 类 KK( 如 ，f eI ， 其 中 ,为 次 数 <n 的 代 
数 多 项 式 集 , 或 eC"*'(A)) 中 的 函数 了 满足 条 件 


/\х)еК; у(х) yeD, п. (ID 


在 该 处 给 出 值 fl xs )=y, 的 那些 点 x, 称 为 了 的 播 值 结 
点 {(interpolation nods) 或 (interpojation knots)) ` 主要 
是 由 数值 分 析 的 要 求 ， 下 还 两 个 问题 自然 地 提出 了 、 
它们 曾 是 插值 理论 发 展 的 出 发 点 . ЛАПА, ЖУЙ 
足 (I1) 的 情形 下 ， 如 何在 指定 精度 内 得 到 f(x) 在 下 
述 两 个 范围 内 的 性 态 的 信息 : ПЕРОВ (х, ох, ) (А 
Тол) рр ЕАД х, (k=0,--,n) 2 B] (8 T Ж: 
内 部 ); 2) 在 包含 所 有 结 点 { xj 的 区 河 [х,, x,] 外 
(@ТХ: 外 部 ), 拉丁 词 “内 部 ”及 “外 部 ”分 别 导 
至 这 样 的 术语 ， 称 1) 为 对 于 函数 了 的 内 播 问题 ， 而 称 
2) 为 外 播 问 题 ; 两 者 后 来 统称 为 播 值 问题 (ID) . 
ТЕЖА КАСИНО АДЕ СЕП), 例如， 在 类 天 = П, 
中 ， 具 有 玲 一 解 . 它 在 n, 中 的 解 就 是 Lagrangre 插值 
多 项 式 (Lagrangp interpolation polynomial) ` 


e. бурху OY (x= x) 
Шо), . 
Ө ылу буса досы бы 
但 是 ， 如 果 上 属于 一 个 在 其 种 意义 上 比 п, “ 更 为 广 
Ë" 的 类 ， 屠 么 问题 (ID) 一 般 说 来 便 不 珀 具有 唯一 

解 . 虽然 如 此 ， 如 果 认 为 


Ух) АЈ (х), x€A, (1) 
那么 多 项 式 LI (x) 仍然 允许 在 一 定 程度 上 对 痊 A 上 


的 性 态 作出 判断 ， 
与 此 有 关 的 是 必须 估计 误差 


Rf(x)=f(x)-L/I(x), x€ À А 
该 误 卷 主要 地 依赖 于 了 所 属 的 函数 类 K， 痪 旬 话 说 ， 
КД (х) 依赖 于 了 之 预先 所 知道 的 性 质 . 例如 ， 著 KK= 
СА), т\п) = дя 

до) Д (у), 


(п+1)! 


Жор а<ё<р, 而 
до) о). 
这 黑 ，8 分 别家 示 计数 x。,x, 及 x 之 极 小 什 和 家 大 
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值 . 给 定 的 余 项 公式 需 于 A,L. Cauchy， 见 [3] . Ж 
К (х) 主要 农 束 于 揪 值 结 点 [xc}*_, 在 A 上 的 个 数 及 其 
分 布 形式 ,与 此 相 联 系 的 自然 须 假定 在 А F JR OE £ 00 
插值 结 点 且 更 “ 汐 匀 ”地 分 布 ， 这 样 才 会 有 更 “ 精 
Й" МКЖХ (О). 这 时 至 与 (I1) 密 切 有 关 前 一 个 更 重 
要 的 插值 问题 . 

恨 定 了 属于 函数 类 失 ， 它 定义 于 和 上 且 对 所 有 的 
m=0, 1,… 8 H.#K. 设 插值 结 点 的 集合 {x,} < A 
(хх, (# kz 门 ) 为 可 数 的 ， 叉 设 给 定 一 列 函 数值 
Ку, ,问题 图 ， 如 何 从 给 定 的 数据 来 恢复 三 


ЈК; }(х)=у,. k=0,1,., (12) 


以 这 种 方式 提出 的 问题 一 般 说 来 远 非 可 解 的 、 因 而 必 
颈 精 确 化 ， 这 将 由 下 述 方式 来 实施 ， 不 过 现在 仅 给 出 
一 个 解决 {I2) 的 非常 自然 和 重要 的 方法 的 描述 . 通常 
首先 解 其 在 п, 中 的 “ 截 ”问题 (ID ， 


所 xl 


ЖД (х) 为 此 截 问题 的 插值 多 项 式 解 ， 并 将 其 生成 
Lagrange 插值 多 项 式 . 然后 考虑 实行 这 种 或 那 种 意义 
下 的 极限 过 程 /x) — f(x)(n ~ co) 的 可 能 性 (特别 
地 ， 这 等 价 于 余 项 Ri(xX) Чи o 时 在 所 述 意 义 下 
趋 于 霍 的 问题 的 研究 ) . 解 向 题 (12) 之 方法 的 这 种 描述 
对 于 揪 值 过 程 的 收 合 性 (及 发 散 往 ) 理 论 来 说 是 基本 的 
( 见 插值 过 程 (interpoiation process)) . 这 是 解 插值 问题 
的 基本 方法 之 一 ， 它 不 仅 在 纯粹 数学 的 许多 分 支 中 ( 例 
如 ,数论 ， 见 [3])， 而 县 在 数值 方法 中 {( 见 计算 数学 
中 的 插值 (interpolation in numerical mathematics) 及 
[1]) 都 有 应 月 . 

在 后 一 情形 下 ， 在 研究 上 述 类 型 并 由 最 简单 的 泛 
88 f(x,) 所 定义 的 插值 何 题 的 同时 ， 人 们 也 已 开始 研 
究 其 他 问题 ， 例 如 ， 指 定 导 数值 f(x)(m=0,…， 
n.) 或 更 复杂 的 泛 函 . 在 解 这 些 问题 时 人 们 利用 下 述 
插值 西数 集 米 代替 п. Эш. КЖ <n 的 三 角 多 项 式 
类 T, ， 有 理 函 数 类 (I. ( 形 如 p14,， 其 中 p SIL. 
而 4, EN, 4, 去 六， 特殊 类 型 的 整 务 数 类 , 等 等 . 亦 
多 捅 值 公式 (interpolation formula) . 

插值 问题 的 一 般 形式 可 叙述 如 下 . 设 X, 了 为 两 个 
非 空 集 ; 假定 给 定 一 族 映 射 (/.1. СЕХ Y, ає 
91), XR {у} 为 一 已 知 的 元 罕 的 集合 (不必 相 
PF), NW Y . 那么 自然 会 提出 这 样 的 问题 :确定 
XEX 之 集合 ， 它 满足 


Ј.О)=у, ЯЯ ае. (13) 


ЖЖ, ЗРЕО Ау]. 
都 使 (I3) 有 和 解 xeX . 因此 ， 所 描述 的 问题 需要 更 精确 
地 给 出 . 其 作法 如 下 . 
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І) 刻画 集 {y。} ,eg 的 集合 E=E(X,f,) 的 特征， 
对 于 它 方程 组 (TI3)( 可 以 包 会 无 穷 多 个 方程 ) 其 有 至 少 
—fg хех. 换 音 之 ， 要 求 对 于 一 个 给 定 的 固定 映射 
Ж], а ЫЛЕ ЛЛУ, jsx 的 集合 的 结构 性 
摘 述 ， 它 使 (I3) 在 下 中 总 有 解 . 

2) 设 {ye} .ea 为 了 中 1I3) 的 一 个 固定 的 允许 集 (BJ 
属于 切中 的 集合 Д). 要求 找 出 (13) 的 所 有 解 x€ X 0 
集合 . 

当 解 1) 或 
Юю. 

3) 什么 子 集 X S ХЕ (D) 对 于 每 一 个 ХОМАИ 
集 { Y Оу, leE(X,. f.) 0—7 

4) 设 5, 为 E 的 一 个 子 集 ， 它 通常 仅 巾 某 些 限制 
性 质 给 出 .要求 给 出 (13) 的 解 xs 大 的 集合 的 结构 性 特 
E, W80(13)2 4583 “DR E 

ЕХ, УЯУ о СХ >Y 对 所 
Ж кєўї). БЫШ 138 1) 和 2) (以 及 常常 有 相关 的 问 
题 3), 或 有 时 用 ) 确 定 了 插值 问题 {I3) . 这 种 类 型 的 问 
题 类 称 为 直接 插值 问题 (Ginect interpolation problems) 
类 . 

上 述 问题 0) 一 沪 中 的 每 一 个 本 身 都 具有 科学 价 
值 . 问题 了 上 共有“ 凶 面 性 "; 它 在 数论 、 泛 函 分 析 、 
函数 论 等 中 都 有 侠 究 . ИШ. (Е x 为 实数 ，xER， 
而 {xXx} 为 它 的 小 数 部 分 . ВК ХҮ, пема 
如 下 : XER, Ү=|0,1), /„(х)={х"}(л=1,2,—), 
考虑 插值 问题 (13) 的 下 述 具体 的 变型 : 


Л.О) (Ју, 


ИТТЕ XCR, АНА (2) ЕТ 1)2l 
一 定 程度 . 问题 (2) 作为 整体 来 说 是 困难 的 : 例如 ， 一 
直到 目前 (1978) 为 止 ， 数 的 敌 的 小 数 部 分 {e"} 的 分 布 
问题 尚未 解决 ， 对 (2) 来 说 这 仅 是 1) 的 一 个 很 特殊 的 子 
问题 . 关子 1) 与 各 种 函数 空间 中 的 元 素 组 的 基本 问题 
间 的 关系 已 经 例如 在 [9] 中 讨论 . 

问题 ) 是 插值 论 中 最 古老 的 ， 它 是 插值 理论 的 出 
发 点 ЭЕ Т. Newton, J.L.Lagrange, М.Н. Abel, 
Ch. Hermite 等 姓名 相 联 系 ， 问题 1),3) Ж) 831 20 tt 
纪 才 讨论 ， 与 此 同时 ， 分 的 解 却 通 党 已 被 正式 确定 
f. 

问题 3) 与 分 密 切 相关 ， 但 是 其 价值 仅 在 于 在 许多 
问题 中 它 等 价 子 完全 性 问题 ， 以 及 有 时 它 等 价 于 对 应 
函数 空间 中 各 种 元 素 组 {f。},ey 的 基 的 问题 (完全 性 
通常 由 Banach 准则 建立 ， 还 要 证 明 完 全 性 问题 与 某 种 
唯一 性 问题 的 等 价 性 у 

与 4) 有 关 的 一 个 重要 研究 课题 是 研究 在 给 定点 集 
КИЙН А КЕ (ИШ. (п) 或 F(g') 必须 是 整 
数 ，n=0,1,… ) .在 下 面 的 G.Polya 的 结果 之 后 这 个 


2) 时 ， 回答 下 述 更 特 珠 的 问题 是 重要 


п=1,2, 5. (2) 


领域 得 到 特别 愉 速 的 发 展 : 如 果 指 数 型 o <)n2 W) 32 8 
Ë FUz] 3 n=0,1,"" 0 F(n) ЖЖ. ЯРА РС) Б 
一 个 多 项 式 . ЕҢ = С In2 5 S {ЕГ ЛЕН. IE 
为 F(z en? 为 指数 型 二 In2 的 整 函 数 ， 它 不 是 
多 项 式 ， 人 在 n=0, 1,… ЯСЕ (ИТ, м [5]， 
10]. 

如 果 {13) 中 的 集合 区 是 一 拓扑 空间 ， 而 如 果 (13) 
(在 这 种 或 那 种 意义 下 ) 的 一 个 简化 形式 有 解 x ， 郑 么 
解 此 问题 的 方法 之 一 是 一 个 插值 过 程 ， 并 要 赋 究 x` 到 
{1H3) 之 解 的 收敛 性 ， 此 类 过 程 的 特殊 形式 前 面 可 以 找 
到 . 但 是 ， 在 许 凶 情况 下 展 如 (13) 的 问题 能 用 泛 函 分 
КУЗЕ ЖАШ УЕ (ЖШ. [10]). 

首播 值 间 题 (inverse interpolation problems) 的 意 文 
稍 导 于 直接 插值 问题 . 沪 方 向 的 主要 研究 内 容 可 叙述 
如 下 

假设 给 定 非 空 保 Х,Ү ИЖ —Н ХЕ] 了 的 喘 射 族 
(fa: weW R F. 9 Му, :ає 9) 5 Үл ЖЮ 
族 集 合 . ПЕШАЕ КШ РЕР 2.0 
必要 的 条 件 ， 它 使 得 存在 -个 族 { 太 :we 中 jsFu 具有 
这 样 的 性 质 : 当 x 历 遍 整 个 集合 XX 时， 集合 {f.(x):xe 
15 Mi (OG CM. >м. 集合 丰 和 M 
切 相关 . 因此， 在 与 逆 插 值 问题 有 关 的 研究 中 通常 将 
无 侦 (F,M}) 视 作 一 个 整体 . 作为 上 述 类 型 的 逆 插 值 同 
是 的 一 个 例子 ， 可 考虑 与 熟知 的 Nevanlinna-Pick 插值 
问题 (Nevanlinna- Pick interpolation problem) 有 关 的 一 
个 向 题 : 设 {z,] 为 复 平 面 C 上 升 单位 圆 域 z|<1 内 一 
|. 38 H> (H> ЯЛЕ |z| <1 内 的 有 界 解析 函数 类 ) 
ТН — BS х(:) 都 与 其 在 z, 上 的 值 的 序列 相 联 
&: 


5(х)={/,(х) xz 人 


这 样 也 就 给 出 了 某 一 类 从 X= H” BJ Ү=С 内 的 映射 
F. МСА Ў |с =sup,| cx| 的 有 界 复数 序 
列 c=(c,e,… 妨 空间 L. - 在 这 种 情形 下 ， 道 问题 有 
下 列 具 体形 式 : 刻画 1z|<1 中 所 有 具有 如 下 性 质 的 岸 
列 {z,1 的 集合 (BLR 95836 s f, (x)=x(z,) 的 映射 类 
Fu= 五 。)， 它 使 算 子 3S(x) 将 H° 之 全 体 映射 到 1 
中 . 具有 此 性 质 的 序列 {2。 } 称 为 插值 序列 (interpolating 
sequences) ,这样 ， 所 有 插值 序列 fz, ;的 集合 确定 了 给 
定 情形 中 的 类 F. =F, . 此 问题 的 解答 即 为 Carjeson 
定理 (Catleson theorem): |z| <1 中 的 一 个 序列 {zj} 是 
指 值 序列 ， 当 日 仅 当 存在 一 个 5>0 满 尼 
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( 折 谓 分 离 条 件 (separation condition) ) . 由 工 .Carleson 
所 解决 的 此 类 省 插值 向 题 在 其 他 函数 类 和 对 应 的 数列 


空间 中 也 已 研究 (例如 ， 见 [8],[12],[13],[24])》 . 
亦 见 Abel- Гончаров 问题 (Abel- Goncharoy prob- 

km), 
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1984, 史 应 光 ж 


持 信 公式 [ interpolation formula ; интерполяционвая фор- 
мула | 
Мехр X Eje ЕЙ B с Ba sk 
9(х) = у(х;аусс,а,) 
来 替换 函数 Ох) 所 得 到 近似 计算 其 函数 值 的 公式 . 
9 a,(i=0,::- ,n) 的 选取 使 在 给 定 的 一 组 n+1 个 相 
异 的 自 变量 的 值 上 g(x) 的 值 与 1(x) 的 已 知 值 相同 : 
g(x.)=f(x,)y Кк=0,з,п. (1) 
及 表示 一 个 函数 的 这 种 方法 称 为 捅 值 interpolation) , 
р (D) 应 成 立 的 诸 点 х, BR 2935 (8 s у (interpolation 
node) . 除 最 简单 的 条 件 (T) 之 外 ， S f(x) 有 关 的 其 
他 值 ， 例 如 f(x) 在 插值 结 点 处 的 导数 值 也 可 给 出 . 
( tinear interpolation) 方法 在 播 值 方法 中 
是 应 用 ,这 就 是 要 在 由 某 个 固定 的 函数 红 o,(x), 
… p(x) 所 构成 的 (广义 ) 多 项 式 类 


9(x;a,"' 


а) Ў аф) 02) 


中 寻求 逼近 . 为 使 插值 多 项 式 (2) a$ y 82 X tE [а, 
b] 上 的 任何 函数 f(x) 及 对 于 任何 选取 的 m+1 个 结 点 
Хоз x €[a,b](# 196, M] x Zx) 都 存在 ， 其 必 
ВАЛЕЖИ ф.(х))} 5 (а, b] 上 的 Чебышев Ж 
(Chebyshev system) . 再 者 ， 揪 值 多 遍 式 是 唯一 的 且 其 
系数 a; 能 由 直接 解 (1) 而 得 到 . 
对 于 {g(x)} 经 常 选取 x 的 署 的 序列 
1 
三 角 郴 数 序列 
l,sinx,cosx ,Sin2x ,COS2X ，…， 
或 指数 函数 序列 


1,е 


рКа ЗОНИ. 
当 用 代数 多 项 式 


ье, у 


У ах (3) 


ЕТ] 


йн. ВЖ (ф(х) 为 


а=. =й ул, 4) 
同时 (1) 具 有 形式 
Хах у). ®=бузп. (5) 


0 


Й (4)32— Чебышев 系 ， 从 而 保证 插值 多 项 式 
{3) 的 存在 性 和 唯一 性 . ( 少 的 性 质 使 得 不 用 直接 解 
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(9) 就 能 得 到 插值 多 项 式 (3) 的 明显 表达 式 ， 
Кж ЖМ 


g (x)=L,(x)= E reo l = (6) 


1 


(3 的 个 


你 为 Lagrarge 插值 多 项 式 (Lagrange interpolation 
polynomial) ( W Lagrange 插值 公式 (Lagrange interpola- 
Чоп formula) . 如 果 导 数 /"* x) 是 连续 的 ， 那 么 
(9) 式 的 余 项 能 写成 


аз) 
го). оо 05. @, (x), (7) 


еу, Јо, (x)= П(х—х,), 
2 
Жер уто, оу), mx {fo 
特别 地 ， 余 项 (7) 的 值 依 避 于 w, (x) 的 值 . 这 样 选取 
播 值 结 点 使 up ulaw。(x)| 达 极 小 就 很 在 意义 . 在 此 
ЖУ ЕДЕ ЫЕНЕН. ШИЕ [а,Ь] 上 与 
такый iz 
Тө) вау т, | EE | 


的 诸 根 


作为 结 点 . 这 里 工 ,,{z) 为 n+] IK Чебышев 多 项 式 
(Chebyshev polynomials) . 
还 有 许多 其 他 显 式 麦 示 (3) 前 方法 ， 它 们 在 解 次 这 
类 或 那 类 实际 插值 向 题 中 更 有 用 (例如 ， 见 Bessel 插值 
公式 (Bessel interpolation formula) ); Саш 播 值 公式 
{Саш interpolation formula); Newton 播 值 公式 (New- 
ton mterpolation formula); Stiriing 插值 公式 (Stirling 
interpolation formula); Steffensen 插值 公式 (Steffensen 
“interpolation formula); Eyerett 插 值 公式 (Everett interpo- 
Mtion formula) . 如 果 球 先 要 估计 为 达到 所 需 误 差 {( 例 
Жз 48 ë ЖЕН) 万 要 求 的 插值 多 项 式 的 次 数 是 困难 
的 ， 那 么 可 以 利用 Aitken 48% САйкеп scheme) ,在 这 
个 格式 中 次 数 逐 次 增 大 的 插值 多 项 式 将 被 顺序 构造 出 
来 ， 这 样 就 有 可 能 在 计算 过 程 中 控制 精度 . 另 一 个 构 
首 插 值 公式 的 方法 可 在 Fraser B (Fraser diagram) 中 找 
到 . 
Hermite 插值 公式 (Hermite interpobtion formula) # 
出 在 插值 结 点 处 对 一 个 应 数 的 函数 值 及 其 导数 值 的 代 
数 括 值 的 疝 是 的 解 - 
参考 文献 
{1 | Березин, И.С., Жидков, Н.П... Методы вычислений. 
3 изд.,т.1,М., 1966 (ЖЖ; Berezin, 1 .S. and Zhid- 
Хоу, N.P., Computing methods , Регратоп, 1973) . 


[2] Бахвадов , Н.С..Численные методы ,2 изд.,М .,1975 
( 英 译 本 . Bakhvalov, N.S ., Numerical methods , analysis , 
algebra , ordinary differential equations, Mir, 1977) _ 
М.К.Самарин 2 
【 补 注 】 许多 插值 公式 可 在 1A1] 一 [A3] 中 找到 . 
考虑 寻求 次 数 < 的 满足 条 件 
Рх) =с,, (А1) 


2126 Р, КИН, KE х x, т ТН 
# АЛЕ САП ЕТ N+1 个 方程 . 如 果 对 于 每 个 i 
在 (AD 中 给 出 的 导数 的 阶 数 构 成 一 个 非 间断 序列 k=0, 

к, 那么 这 就 是 Hermite 插 值 {Hermite interpolation). 
( 当 对 于 所 有 i 都 有 k,=0 时 ， 即 车 在 (AD) 中 不 包含 导 
数 插值 条 件 时 ， 则 就 是 Lagrange 播 值 (Lagrange inter- 
polation)) . ПЖ НЫ (ЛД), Е 
值 (lacunary interpolation) 或 Birkhoff 8 (Віко і in- 
terpolation) . (АЈ) ВВЕ ЖЕЙ (1, УГЛУ (830 318 
mx (a+ Т (B 3 6 (interpolation matrix) E Ж: E= 
(e..)(i= ,k=0.- n), ЖН (О ЛЕ (Al) 
中 出 现 ， 则 es= 1， 而 相反 的 话 令 eu=0 , EM EEN 
正则 的 (regulan ， 如 果 (A1) 对 所 有 x, 及 с, 的 选取 都 
йй, ТУШКУ А (шшш). 

ЗЬ, 18 G= {дс gw) 为 区 间 [a,b] 上 或 

贺 周 上 的 R 阶 连续 可 微 的 线性 无 关 的 实 值 名 数 组 . 代 
普 代 教 多 项 式 ， 现 在 考虑 线性 组 合 Pa . 
H 08118URWDEBE E=(e,,Xi=1," ,m,k=0， 
玉 称 为 插值 矩阵 {interpolation matrix), ЎПЖЯЕ £ т 
Ж МЕЙЛ (Т АЖЕП ЖЕ Eb SEE h 0 BR. 
前 行 ;这 就 是 说 所 有 结 点 都 在 插 信 条 件 中 至 少 出 现 一 
0). 8 K=(x,," xn 为 结 点 集 {set of knots), 80 
БИН Ет Н. 最 后 ， 对 于 每 个 对 应 于 
оТ СО, КВН с, . 这 些 数据 (G,E,K， 
ct) 定义 了 一 个 Birkhofr 插 值 问题 (Birkhoff interpolation 
problem) : 1177 


PW (x,)=ci:， 对 所 有 使 得 6,=1 的 (i,k) (А2) 


元 偶 (有 ,大 ) 称 为 正则 前 (тариаг). ЖП СА?) 对 3 сз, 
的 所 有 选择 都 可 解 ` 

对 于 每 个 对 应 于 e, ,=1 的 (i,k)， 考 虑 长 度 为 N+1 
т 


#(х,), 


变 劲 (55 名) 从 使 其 总 满足 ex=1 就 可 得 到 N+1 个 行 向 
员 ， 它 们 一 型 组 成 (N+DX(N+D 齿 阵 . ЛИЙ (Е,К) 
ЗЛЕ. жаыа пг й СИЗ ЗС 
D{E,K)、 其 中 对 应 于 满足 ee=1 的 (5 类) 的 行 按 字 
ЖЛЕ. 

假定 诸 e,, ВА ТЕВЕ РАЪНО ИН (х), 


ДЕЛЕ 
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那么 插值 问题 {A2}? 的 解 的 一 个 简单 公式 可 由 Cramer 法 
则 得 出 . 事实 上 ， 如 时 以 DUXE, К) 表示 在 D(CE,K) 
的 公式 中 用 {替换 g, 而 得 到 的 行列 式 ， 那 么 


РОУ, ER 400. (АЗ) 


1% 


КЛ, Hermite 插 值 公式 (Hermite interpolation formula) . 
参考 文献 
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McGraw-Hil 1974. 
ГАЗ} Steffenson, J.F ., Interpolation, Chelsea, reprint. 195). 
[A4] Lorentz, G.G. , Юйег,К. and Riemenschneider, S.D., 
Bitkhoff interpolation, Addison - Wesley, 1983. 
史 应 站 Ж 


计算 数学 中 的 插值 法 [interpolation in mmerical mathema- 
tics; интерполнрование в вычислительной матема- 
тике | 
借助 于 某 量 已 知 的 个 别 值 或 与 其 有 关 的 其 他 是 来 

到 近 或 精确 地 寻求 该 量 的 一 种 方法 ,以 插值 为 基础 的 
解数 学 避 题 的 一 个 完整 的 近似 方法 系列 已 经 发 展 起 来 
Тт. 

计算 数学 中 最 重要 的 是 对 于 函数 的 插值 (interpola- 
tion) 的 构造 方法 的 问题 . 泛 函 和 算 子 的 插值 在 构造 计 
算 方法 中 也 已 得 到 广泛 的 应 用 . 

函数 的 近似 表示 和 计算 ， 函数 的 播 值 视 为 逼近 该 
锋 数 的 方法 之 一 . {+ [(х) 用 其 在 网 格 4,={as 
x <" <x, «Рр x, 处 的 值 在 区 间 [а,Ь] 上 插值 就 
НЕА Д, (х) = L.(fix) W L. (х) 
(xn(k=0,…,n) . 更 一 般 地 ， 对 函数 放 (x) 插 值 的 问 
题 是 在 构造 函数 工 , (x) 时 不 仅 要 指定 网 格 A, 上 的 
值 ， 丽 恒 还 要 指定 在 个 别 结 点 处 到 某 一 阶 为 止 的 导数 
值 ， 或 指定 其 他 A(x) 与 L,(x) 问 的 关系 . 

通常 上 ,(x) 以 形式 А 

LL ар) 


Эна, Но Сх УЕ S Вн 2536 8 
ЖШ. 这 一 插值 称 为 关于 (р(х) 是 线性 的 ， 同 时 
L, (x) 称 为 函数 组 {p,({x)} 的 插值 多 项 式 (interpola- 
tion polynomial) 或 插 信 函数 (interpolition function) . 

{е,(х)} зе Bc Н W 55 46 5 #ç 38 НЕА s 
的 . 例如 ， 对 于 在 [0,2r] 上 周期 为 ze 的 函数 的 过 近 
自然 应 选取 三 角 函 数 姐 作为 fg, (xz)}， 对 于 在 [0, ©) 
上 的 有 界 函 数 或 递增 表 数 的 逼近 则 选取 有 理 函 数组 或 
指数 函数 组 ， 并 考虑 被 馆 近 函数 在 无 益 远 处 的 性 态 ， 
等 等 ， 


最 经 常 利用 的 是 代数 括 什 ，p,(x)=x ; 其 最 简单 
的 形式 (两 个 结 点 x 和 x 上 上 的 线性 插值 (linear jnter- 
polation)) 由 公式 


DO GO (1) 


x <xSx,., 
定义 ,很 高 阶 的 代数 插值 在 实际 应 用 中 很 少 帮 于 在 一 
整个 区 间 [а,Ь] EPS30GB3E . 通常 仅 限于 应 用 由 (由 给 
出 的 线性 插值 或 在 网 格 点 的 小 区 间 上 有 具 三 个 结 点 的 出 
公式 


от рату а)" 
«хуры у ур 


(¿CX (X; ха) 


(xx, )(x- x) 
аах бах) 
给 出 的 二 次 插值 (quadratic interpolation) . 有 多 种 方式 
来 号 出 代数 据 值 多 项 式 ( 见 插值 公 ЗК, (interpolation formu- 
la)) . F$ ñ SE d ИВ ТЕ 05 (АЕ Ж 
(spline))， 插 值 样 条 (inierpolation spline) - 

抛物 或 三 次 样 条 在 实用 中 最 常 应 用 . 函数 (x) 关 
于 给 定 网 格 A, 的 具 亏 数 1 的 播 值 样 条 是 一 个 范 数 S,Gx) 
= $(/,х), ®Ж ИК [х.х] 上 是 一 个 三 次 
多 项 式 ， 卫 属于 二 次 连续 可 微 函 数 类 ， 同 时 满足 条 件 


5,(х„)=/[(х,), k=0, 


Жйе ХР У B hi $ 3; 它们 由 附加 的 边界 条 
ESP (а)=${Ь)(1=1,2); 8; (а)=а,. S,(b)=b,, 
或 其 他 条 件 来 确定 . 

样 条 除 可 直接 应 用 于 逼近 范 数 的 问题 之 外 ， 也 可 
应 用 于 解决 其 他 问题 ; 这 样 就 要 求 样 条 不 仅 在 搓 格 A。 
上 与 函数 f(x) 的 值 相同 ， 而 且 要 与 该 函数 的 刘 某 一 
阶 为 止 的 所 有 脐 导数 值 相同 . 

шо (у, М. НАЕ Г (х) 中 的 系 
数 a 使 


f(x), 


x хх, (2) 


ni n>2. 


з=, Ык. mn 


达 极 小 . int Pra ЖЕРЕ СГ, (ху SR ESE ЛОР Ж 
тшк. — 
多 元 函数 的 括 值 将 过 到 许多 根本 性 的 和 数值 计算 
方面 的 困难 . 例如 ， 在 代数 插值 的 情形 下 ， 固 定 次 数 
的 Lagrange 插值 多 项 式 一 般 说 来 不 必 对 任意 相 异 结 点 
都 存在 . 特别 地 ， 对 二 元 函数 (х,у) 来 说 ， 爹 次数 
至 多 为 上 的 这 样 一 个 多 项 式 L (x,y) OS АД (ху 
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y) еле Жп ШЕ 1 НОЕ КЕ. 

ЖИЕ (x, xm) 的 插值 的 另 一 个 方法 是 先 
BDE x (k=2,…,m) 而 对 х, 插值 该 画 数 ， 然 后 对 下 一 
个 变量 х, 插值 而 当 定 余下 的 结 点 ， 等 等 . 这 时 f(x， 
在 缚 点 

(xY xr), 


хуя, k=0,-- n =l," m 


上 的 持 信 多 项 式 L(x гох) 其 有 形式 


一 


пое о Сусв, а) ово хдт 
ы ал а О) хну en X59 ` 


其 中 


ЕЛ 
о, (х) Оу), јута 
ша 


БЕНЦ, И ИМЕН АЛЕ — £ И 
格 上 给 出 定义 并 作 相 应 的 改变 ,函数 的 插值 用 于 以 较 
简单 的 函数 来 代 蔡 复 杂 的 函数 以 便 更 快 地 计算 ， 也 用 
于 整个 区 域 上 的 函数 借助 于 其 个 别 点 处 前 值 来 近似 恢 
E; 还 用 于 香 到 借助 于 运行 过 程 所 措 述 的 更 光滑 的 函 
数 . 此 类 问题 都 右 其 各 自 价值 ， 且 在 许多 科学 和 抄 术 
领域 为 解决 复杂 的 问题 而 以 辅助 方式 提出 . 在 级 数 或 
序列 等 的 加 速 收 敛 的 问题 中 ， 函 数 的 播 倘 也 用 于 近似 
地 叶 求 函数 之 极限 他 . 

数值 求解 非 线性 方程 组 . 为 解 方程 f(x)=0 或 方 
程 组 六 (xb ,х„)=0(ї=1,- ,mm) 而 构造 播 值 方法 的 
一 般 思 想 大 相间 的 . 多 变量 函数 的 插值 同 题 当 方程 个 
数 很 大 时 无 论 是 研究 还 是 实际 应 用 这 类 方法 其 困难 将 
特别 明显 . 为 解 方程 f(x)=0 而 构造 插 慎 方法 的 基本 
原 兄 是 用 其 插值 多 项 式 L (x) 3498 f(x), WE 
方程 (x)=0. L(x)=0 的 杠 作 为 人 (x)=0 的 根 的 近 
似 值 ， 插值 多 项 式 二, (x) 也 用 于 构造 解 f(x)=0 0038 
代 方 法 - 

例如 ， 选 取 由 x%, БАИ (х) 0х,). н 
х, Вох, ДИН Ох, 及 .Kx 所 构造 的 线性 代数 据 
利多 项 式 的 根 作为 x,,,， 如 此 分 别 得 出 Newton 法 (New- 
ton method) 及 制 线 法 (secant method): 
J(x,) _„-_ f(x.) 

ТЕЗУ 

Жир /(х,_,,х„) Ж /(х) 在 xi it 和 x, 处 的 均 差 . 在 某 
ВЕЕТ, н оо (х) 0 ЯН. 

另 一 个 构造 解 方程 1(x)=0 的 方法 是 基于 插值 反 函 
数 x=g()) . 假定 选取 g(y) 的 代数 Lagrange 插值 多 
项 式 


= о„(уў 
0) š ао, (уу) 


вэ), ю,(уз= П(у—у,). 
1 


又 设 反 函数 在 了 {x)==0 的 所 要 求 的 根 的 领域 内 存在 ， 
пў х, Ж y,=f(x,(k=0,--,n) 的 值 均 为 已 知 Wl 
下 一 近似 值 x,,, 即 为 插值 多 项 式 在 等 处 的 值 : 
х, 
9000 ауур ` 
ЗИ Ж. 1645 w 3828 pr RR ИОК {КН 
公式 的 基础 ， 构造 这 类 求 积 公式 是 将 被 积 匡 数 在 整个 
区 域 上 或 部 分 区 域 上 撞 戌 其 某 种 类 型 的 插值 多 项 式 ， 
然后 再 对 它 积分 . 
例如 ， 具 最 商 代数 精度 的 求 积 公式 ， 亦 称 Gauss 
求 积 公式 {Gavss quadrature formula) 


Ы л 
Къолда У A, ft) 


是 将 人 (x) 换 成 其 关于 р(х) 正 交 的 n 次 多 项 式 的 诸 根 
上 的 代数 插值 儿 项 式 而 得 到 ， 其 中 р(х) 是 一 个 定 
ЕС 

M38386 БЫ [a b] ЖЕЛЕУ п (6-а) 
偶数 n 个 等 长 区 间 ， 同 时 在 每 对 区 间 上 将 (x) WR 
由 端点 和 中 点 为 结 点 的 二 次 插值 多 项 式 ， 那 么 这 将 得 
出 复 Simpson 公式 (Simpson formula) 


' 
[бох = Єз + 
жадала 01. 


其 中 f=f(at+kh),k=0,…… ,a 

也 可 取 基 个 固定 次 数 的 插值 样 条 作为 求 积 公式 的 
基础 ， 上 述 构造 积分 的 近 做 计算 公式 的 方案 也 能 用 于 
多 维 情形 ， 

数值 微分 法 ,数值 微分 公式 由 对 插值 公式 微分 而 
得 到 . 这 时 关于 被 微分 函数 的 光滑 性 的 某 种 已 知 信息 
通常 是 有 用 的 . 

设 工 , (x) 为 函数 了 (x) 的 某 个 插值 多 项 式 ， 又 设 
R,(x) 为 插值 公式 的 余 项 

f(x)=L,(xX)ER,(x). 
如 时 在 公式 
Гео) (а) 
НЕШ К (х), ЗАЕВ f(x) 的 i 阶 导数 的 
近似 计算 公式 
(х) LD(x) ， (з) 

基于 插值 的 数值 微分 公式 即 由 (3) 得到， 它 依赖 于 
上 ,{x) 的 选择 ， 对 于 数值 微分 而 言 ， 通 常 利用 函 教 在 
结 点 处 的 近 仆 值 ; 因而 数值 微分 公式 的 误 差 就 不 仅 依 
束 于 插值 公式 和 播 值 步 长 ， 而 且 也 依赖 于 在 结 点 处 所 
使 用 的 小 数值 的 误差 , 例如 ， 在 线性 插值 (1) 的 情形 中 
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гош Тоа н-к бе 
而 余 项 R;(x) 有 表达 式 
ку) А. ебх веат - 


Ж) K f(x.) 已 知 分 别 有 误 其 кү, ,64 S Ж® 
4， 则 ( 眉 中 的 误差 也 要 包含 另外 … 项 (E4018) ГВ. 
它 随 步 长 的 增 大 而 减 小 . 当 使 用 数值 微分 公式 时 ， 其 
插值 步 长 必须 与 欧 数 值 的 误差 让 匹 多 .因此 ， 在 应 州 
中 常常 发 生 这 样 的 情形 ， 即 虽然 已 知 一 个 函数 在 一 个 
细 网 格 上 有 某 种 误差 的 值 ， 但 在 托 值 时 却 仅 在 较 粗 欧 
网 格 上 进行 . 

数值 求解 积分 方程 . 积分 方程 中 的 未 知 函 数 a (x) 
用 它 的 结 点 x 的 某 个 插值 公式 айа, ЖАВ 
条 等 ) 代 替 ， 这 样 g (x) 的 近似 值 就 可 由 用 结 点 x, B 
换 独 立 变 乔 x 而 得 到 的 方程 组 来 确定 7 

例如 ， 对 十 第 二 类 线性 Fredholm 积分 方程 


; 
oc)=A [К(х,в)е(в)+/(х) — (5) 


利用 插值 多 项 式 的 Lagrange 公式 
Фо) Lk(x)e(x.)+R,(x)= 1, (х) +, (х), 
其 中 R,(x) 是 余 项 目 


= @„(х) се 
о) у у" а,(х)= Пе х). 
Е) р(х) ЯНАИ L (х) 及 将 x 换 
成 x ， 就 得 到 用 来 确定 p (x) Ж x РИН g, 的 钱 
性 方程 组 


ФАУ М, (х,)ө,+/(х,), 
— 


ñ 

M, (х= KG) (0), i=0, n. 
在 非 线性 积分 方程 的 情形 下 , 近似值 p, 须 由 对 应 的 非 
钱 生 方程 组 确定 . 

数值 求解 微分 方程 . 构造 米 解 筱 分 方程 的 数值 方 
法 的 途径 之 一 是 用 数值 微分 播 值 公式 代替 未 知 本 数 的 
导数 ， 而 在 许多 情况 下 也 要 用 插值 代替 方 程 中 出 现 的 
其 他 函数 和 表达 式 ， 

假定 有 下 述 分 别 由 线性 播 值 公式 { 芒 和 二 次 播 值 公 
式 名 的 微分 得 到 的 具有 等 距 结 点 х= х„+ к И БОЕ 
分 公式 : 


y (X) yG) _ 
h 


уб Ооң) = TAy(x), (6) 


упо) Dt 


= А). 


那么 对 于 二 阶 常 微分 方程 
К(х,у,у',у")=0 
ЖЕКШЕ КН (6) 393) Жу Ж 


F [s К ҮЛ е» |>. 


fE kh 881 ЖН Шш Ж 48 J ЭУ ЖЕШ ЙТ у(х) 在 
结 点 x, ЖИЕ {РИН у, 的 方式 出 现 . 

通常 将 偏 徽 分 方程 化 为 相应 的 有 限 差分 方程 也 利 
用 数值 微分 公式 来 实现 . 

播 值 方法 也 可 应 用 于 表 写 成 积分 形式 的 微分 方 
程 . 鲍 杂 ， 为 斗 求 Cauchy 问题 


了 xy) убх,)=У, (2) 


ТЕ х, ху+КА(К= 0,1,7) 4560 Е. ГАЈА ЯБ 
LZ 840 8 


э(х„ы)=у(х„)+ fis) dx 
中 的 被 积 本 数 然 后 再 积分 而 得 到 的 差分 公式 
yt B f(x sy) 


特别 对 于 一 阶 方程 (7) 的 Adams 公式 、 对 于 二 阶 方程 
的 StSrmer 公式 等 都 是 用 这 种 方法 得 到 的 . 

这 种 方法 使 人 们 能 够 构造 一 大 类 包括 偏 微 分 方程 
在 内 的 微分 方程 的 数值 算法 ,由 此 提出 的 关于 有 限 差 
分 方程 的 解 的 可 解 性 、 精 确 性 及 稳定 性 的 研究 构成 了 
数值 求解 微分 方程 理论 的 基本 而 又 困难 的 部 分 . 

算 子 插值 和 构造 数值 方法 的 若 于 一 般 途 径 ` 构造 
求解 形 如 Ax= y 的 数学 问题 的 数值 方法 (其 中 x 及 y 蚌 
集合 关 及 Y 中 的 元 素 ， 而 4 为 一 已 知 算 子 } 是 将 XX，Y 
及 4 或 仅 将 其 中 的 革 几 个 替换 成 其 他 便于 计算 的 对 
象 .这 种 答 换 应 当 使 求解 了 或 的 新 问题 

= 
的 解 在 某 种 意义 下 近似 于 原 问题 的 解 . 用 逼近 元 4 来 
替换 4 的 一 个 方法 是 利用 算 子 插值 (interpolation of 
operator) . 算 子 插值 问题 可 由 多 种 形式 来 描述 . 一 个 
给 定 算 予 的 线性 插值 算 了 对 上,{ ;x) 可 写成 


L (Fsx)=F lx) +tP x x N(x), (8) 


其 中 xo,xi 为 插值 结 点 ， 而 下 《xo,x) 为 - 阶 均 差 算 
子 .后 者 定义 为 满 是 条 外 
FX 0)(x TR )=F(x,)— F(x) 
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的 线性 算 子 ， 所 给 出 的 均 差 算 子 的 定义 在 许多 情形 下 
有 具体 形式 . 利用 线性 反 值 (8)， М F(x)=0 К" #lJ 
线 法 ”能 写成 
хох, Ех, x.) F(x,). 

其 中 中- (x. 1 ,x0) 为 PEx 1,%) МО. 

TEB УКЕ "РАТ FH00 ТЯ 88 358 ЇН] АИ [ЕЁ in 
下 . 设 {W,(x)} ,是 定义 在 XX 上 的 业 些 固定 的 泛 函 或 
Ж. — МЕ Г, (Р; х] В Р(х) 入 中 的 
结 点 组 fx BJ 3848 05 88 Ф Ж (interpolation functional 


poiynomiaD ， 如 果 关 系 式 
L,[F;x.]=F(x.), 1х) р(х), 10, 
成 立 . 
泛 函 插值 用 于 构造 计算 抽象 积分 的 近似 方法 ， 世 


用 于 寻求 泛 阴 的 极 值 及 很 多 其 他 方面 ， 
例如 ， 计 算 抽象 积分 的 近似 插 信 公式 具有 形式 


sn 


[одао реја), 

: : 

这 里 插值 多 项 式 [三 ;x] 关于 某 个 测度 k 的 积分 能 精 
或 能 化 成 有 限 维 积分 , 当 针 是 区 间 [a b] 上 的 
ШЫ С[а, Б], L, [F; x] BË Hi Stielties 积分 


х(1)- (1) 


mt) Fla) 


n 
ШЕрөд= ғо) + |. 
+ Ce (9-х (0), 
其 中 x (0), x (e) 是 插值 结 点 ， 同 时 
1, 1>t, 


| 
0, <. 


Ж Р(х) КЕНЕ А, JL [F;x]= Р(х). 

+ {НЯЕ КЭ А н КУН, SIDA ОКЕ ЖЛЕ 
某 个 Hilbert 空间 上 的 泛 函 F(x) 约 局 部 光 约 束 极 小 的 
梯度 法 的 天 个 插值 模型 来 说 明 . 第 一 个 模型 是 在 梯度 
法 中 以 F(x, ,x,) 替 换 рай F(x,) 而 得 到 ， 即 


X. x. Р(х, i xX) 8,20, n=1,2,., (9) 


第 二 个 模型 是 利用 插值 多 项 式 的 梯度 . 由 {x) 的 极 
ГАРИ 构造 二 次 插值 多 项 起 


L,[F;x]=F(x.)+F(x,_ x, XX—X,)+ 

FP (Xa xx. )(x—x,. )(x—x,), 
其 中 Р(х, а.х, XË FOX) T а, ох, оох, 
0де. АОЗТ х, 则 由 


х... =х, е.в. [Е х,],8,>0.н=2,3,: (10) 


确定 . А77 0). ООН. =Z 4 WB 

Ж. 
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的 应 用 是 基于 利用 带 有 小 的 误差 的 插值 公式 ， 这 一 类 

公式 在 对 只 体 的 光 函 和 算 耶 类 构造 时 须 考虑 到 其 本 身 

的 特殊 性 质 . 
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Л.А. Янович 所 
{ 补 注 】 插值 理论 详细 的 理论 分 析 可 在 专题 论文 [A2] 
中 找到 ， 同 时 插值 在 计算 数学 中 的 应 用 可 在 [A1] 中 找 
到 . 
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算 了 的 插值 [intepolation of operators ; интерполированне 
операторов j 

从 一 个 算 子 在 两 个 或 更 多 空间 中 的 已 知性 质 推 断 
出 这 算 子 在 某 种 意义 下 的 中 间 空 间 中 的 性 质 . 一 个 
Banach 对 А, В 是 代数 地 和 且 连续 地 其 入 到 一 分 离 的 
线性 拓扑 空间 (linear topological space) 中 的 一 对 
Banach 空间 ( Banach space ) . 在 交 Aí) B 上 引 人 范 数 


Гав = так {П ПА 
在 算术 和 4 + 8 上 引信 范 数 


ГАШ mt {hust hels}. 


空间 4 门 B # А + В 是 Banach 空间 ,一 个 Banach 


空间 五 称 为 关于 对 А, 至 是 中 间 的 【intetmediate ) , 
шт АХ ВСЕ=<=А+В. ` ` 

一 个 线性 映射 了， 作用 于 A+ B, МАШ C+ D 
中 ， 称 为 从 对 A, B 到 对 С, D 中 的 有 界 算 季 (boun - 
ded operator) ， 如 果 它 到 4 (分 别 地 p) 上 的 限 制 是 
A A BJ C iF (2F3D0, АО B #J p 中 ) 的 有 界 算 
Ж. mO 4, B 9: C. D 中 的 每 一 个 有 界 算 子 辽 E 
到 下 中 ， 蜀 一 个 空间 系 {4,B, El 丈 为 关于 三 
元 系 {C,D, F] 的 插值 三 元 系 ， 这 里 E 是 对 A, B 
中 间 的 (分 别 地 ， F 是 对 C, D 中 间 的 )， 如 办 4 = 
C, B=D,E=F, MJ ЕЎЯ А Ж B МЫ НУ 
间 (interpolation space ) ， 对 插值 三 元 系 存在 常数 С 
使 得 


т.о < Cmax (ИРИ, а ВТ). 


第 一 个 插值 定理 是 由 М. Riesz (1926) 得 到 的 : 
КД До, ЖЭН В 


272%, ШЖ 1 <р, р, 4 9. <9%0, Наж 
9(0, 1), 


121-040 1 


pe pn pl ge 9. q 


(1) 
Ат ”三 元 系 ， 上 面 列举 的 空间 中 的 测度 可 以 不 同 . 
对 具 他 空间 族 的 类 ， 这 些 定 型 的 类 似 定 理 不 一 定 成 
立 ; 例如 СТО 和 不 是 C(0, Т) 和 C?(0, 1) 之 间 
的 插值 空 问 . 

播 值 函 子 ( interpolation functor) F — АФ, 
对 任 - Banach 对 4，B， 指 定 一 个 中 间 空 间 F(A4， 
B)， 此 外 ， 对 仔 两 个 Banach 对 А,В ЫС, р, = 
元 系 { 4, В, F(A4, 8B)} 和 {fC,D, F(C, D) } 互 为 
插值 ， 有 很 多 构造 插值 英子 的 方法 .其 中 有 两 个 方法 
得 到 最 多 的 应 用 ， 

Peetre К 方法 .对 一 个 Banach 对 А,В, Wk 
р] 


К, х)= hf (аай ОЯ 


对 每 一 上 它 等 价 于 4 + B 中 的 范 数 ， 在 半 实 轴 上 可 
测 函 数 的 Banach 空间 G 称 为 理想 空间 (ideal 
space)， 如 果 在 【0，oo ) 上 几乎 处 处 | f(| Ж |д(1)| 
ж дес ЕШ feG m lfl S уй. ЖШ 4+ 了 B 
中 满足 КО, х)еС ЮЙЕЖЁ x. ERES 
数 1xzlu вр ПАСЕ, x)|ç 的 Banach 空间 (A, 
вух, 空间 (全 ,如 ) 必 是 非 空 的 及 对 А, В 是 中 间 
的 ， 当 且 仅 当 函 数 min (!，1) ЖТ G， 在 这 种 情况 
F, РСА, В) = (А. В) ЖИН. 对 蘑 些 Ban - 
ach Ж], Ж КО, x) 能 计算 .这 使 得 有 可 能 构造 有 
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效 的 揪 值 空间 ,对 工 | ,上 上 。: 


к(г, ху = |х^(х)4т, 
: 


这 里 х*(:) 是 与 函数 x 等 度 可 测 的 (0、o0) 上 非 增 
ТОЕ. 对 C. C': 


Ка, x)= 二 000, x), 


PE (1, x) 是 函数 x 的 连续 模 ( continuity, mod - 
ulus of), ВАВ - ФН (0, co) 上 最 小 西 优 
函数 对 1, (В), W! (В) ( 一 个 Соболев 空间 
( Sobolev space ) ), 


e, (tU. x)+t[xl,...t<1, 
K(t, x)= 


Г, 121, 
这 里 
mi „бб, х) =зир{ д, х(8)Ї,: HI st}. 
ЖООН 
Л -{[ слон 4 | 0<8<1, 


š 
1<4% о, 


的 空间 作为 G， 相 应 的 函 子 用 (А, В) к, жй. 带 
Ж т = 81 的 Бесов 空间 . 
BL (1, И), 


在 偏 微分 方程 论 中 起 重要 作用 . ¿HF + 010% & ЖЛ 
SE BD F Lorentz 空间 

Lois= (Li БӘ тя ту 
的 语言 可 以 氢 述 得 更 加 精确 、 

Calderin-Lions 的 复方 法 . 设 А, B 是 Barach 
对 . 用 p (A, B) 深 示 定义 在 复 平面 的 带 形 n = 
{3: 0 Rez < 1} 中 ， 取 值 在 A+B +, HA F 
性 质 的 所 有 函数 o (z) 的 空间 : 1) op (z) 按 4 +B 
ЮЖ ЕП 上 连续 且 有 界 ; 2) 9{z) 按 A+ B É 
范 数 在 IT 内 解析 ; 3) o (it) 按 4 的 范 数 连 续 且 
A 4) w{1 tir) 按 8 的 范 数 连续 且 有 界 . 空间 
[4,B],，0<x<1 定义 为 所 有 这 样 的 元 察 xe4 + 
B ЮЖЕ, х= Ф(а), ФеФ(А, В). ДРЛ 

хав mf Тав 


АЗЫ 
Fak Jia X Y SIB 8 [А,В], ШЖ 4 =L, 
B= L,, pa Pi S 0, ДЕ, L, 1, = L,, Ж 
l/p=(1-a)/ pe talpi 如果 G, 和 G, 是 两 个 理 
想 空间 且 如 果 至 少 其 中 之 一 的 范 数 是 绝对 连续 的 ， 则 
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1б, Gi]。 出 满 是 |x(t|=[x Gg] Ix CD", 
хеб, x SG, 的 所 有 函数 x(r) 组 成 如果 H,., 
НТУ Hilbert 空间 ,使 得 B.S H,, MI[H,, 
H), 是 一 族 有 很 重要 应 用 的 空间 ， 它 称 为 Hilbert K 
度 (Ні жак). ШЖ H.= L, H,= WL, Mj 
Гн, Н], = W ( ЖЕК. Собол» 空间 关 
于 构造 插值 曲 笠 的 其 他 方法 ， 以 及 它们 跟 Banach 空 
问 尺度 理论 前 关系 ， 见 [1], [3], [5], [8], [9]. 

在 算 子 撕 值 理 论 中 ， 关 于 能 型 指 值 算 子 的 Març - 
inkiewicz 插值 定理 〔(Marcinkiewicz interpolation the - 
orem ) 起 着 重要 前 作用 .从 一 个 Barach 空间 4 到 一 
个 可 测 函 数 { 例如 ， 在 半 轴 上 ) 空间 中 的 算 子 T 称 为 
330 (4, 0) 算 子 (operator of weak type), МЖ 
(тх) #00) < (с/р (t) jxll,， 这 里 假定 p(:) 和 
t| (t) 是 非 减 的 (例如 (r уб 0 <r< O. Mar- 
cinkiewicz Ж д: Ж {# АҢ А Yb bk ЫР tB (А,, 
бй (А, у) Ж 了 (这 里 A,, А, 是 Banach 
对 ) 描述 空间 对 А, Е, ЖШ TAC E. 很 多 情况 
下 ， 只 须 检验 算 子 


| (D 
йб | WD о] 


( 这 里 К(г, х) 是 对 Ао, A, 的 Роше) 把 A 
喘 到 E P. 如果 对 所 有 的 弱 型 (4 ,, у) 线性 算 子 已 
证 明 此 泛 函 把 4 ТА Еф, ДШ (А, у,), i= 
О, 1 的 拟 可 加 算 子 ( 即 基 有 性 质 |Т(х+ у) (1)| 拟 
ЪТ) Туб) 这 也 成 立 .分 析 中 很 多 重要 算 
+. (例如 Hilbert 奇异 算 子 ) 是 自然 空间 中 弱 型 算 子 ; 
因此 相应 的 内 播 定理 已 有 很 多 应 用 . 
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С.Г. Крейз 损 
{ 补 注 】 正文 中 提 到 的 M. Кос 的 定理 通常 称 为 
Ricsz те ( Riesz сопусхйу thcorem ) ， 它 有 如 下 
的 在 菜 种 程度 上 更 确切 的 表 玉 (包括 对 问题 中 有 和 田 算 
子 在 其 种 范 数 上 的 界 ) . Ж 了 是 线性 算 子 ， 把 一 个 测 
度 空 间 (measure space) (М, ж, п) 上 复 信 可 测 函 
数 的 线性 空间 D 呐 入 另 一 测度 空间 (М, > ү) 上 的 
可 测 函 数 空 间 . 假设 D 包含 所 有 可 测 集 的 指示 画 数量 
使 得 当 fe D 时 所 有 的 截断 (trancation ， 即 对 一 定 的 
cu cl>0， 当 cc<lf(rjlS ec， 时 与 了 重合 而 在 别 
处 为 0 的 函数 ) 也 属于 D. 算 子 了 称 为 属于 型 (了 
4) ， 如 果 存 在 常数 C 使 得 
ГТУ оу ПЛ зо ЯР уер Съ, (М). 
(АТ) 
使 得 (A1) Ао с T ËB (p, q) 范 数 . 
М. Riesz 凸 性 定理 现 表述 如 下 :; 如 果 线 性 算 子 了 是 
(p. 2) 型 的 ЖА (p. 4,) 范 数 &,, i=0,1 
ЖА T É (p. gu) 型 的 有 (р, q.) 范 数 k, < 
ka kU АЯ 0<S0S1,p, 4, WE (1). (ШТ 
T ® (ро, 9) 范 数 作为 6 的 函数 是 对 数 凸 的 这 一 事 
实 ， 引 出 ” 凸 性 定理 ” 这 一 名 称 , ) 

在 同样 的 茶 件 下 ， 了 称 为 次 加 性 的 【subaddi - 
tive )， 如 果 对 几乎 所 有 的 xeN 和 f,, „єр, Ж 
ПТО ЖЛ) CO EH TAY (2) + |(Tf,) CX) 
次 加 性 算 子 ТЕЛЕМ (р, 9} 的 (这 里 1 < 
р<0,1<94<00) 如 果 存 在 常数 上， 使 得 


„Схем: (Т0 o> | p< | “з. | 
(А2) 


对 所 有 的 feL,(M) 门 D 成立, 使 得 ( A2) 成 立 的 最 
Маб k йу т (р, 4) 范 数 . (注意 (A2) 的 左 
Жай Ту КЛМ ЕШ (Чыйп function) .) 对 
а= =, (A2) 必须 换 成 


(РЕЗИНУ 


更 进一步 的 推广 是 限制 到 型 (p, 4) ЖР (operator 
of restricted weak type), 见 [6]. 
奇异 积分 算 子 ( 见 奇 异 积分 singular integral )) 常 
常 证 明 是 某 种 ( 弱 ) 型 的 (例如 Hilbert 变换 (Hilbert 
transform } 是 属于 弱 型 (1, 1) 的 ). 
参考 文献 
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Imterpolation of 


插值 过 程 [intepolation process ; интерполяцновяый npo- 
цесс} 

5 w ЖШН С Е n 4" 8488 (intempolation) £ f' 
的 插 信 函数 序列 {f,{ z)} 的 过 程 .如果 揪 什 函数.(z) 
Й АЕ ЕЕ ИШ УЛЕА: О РЕТ 
ХУНН Н (interpolation series) . 宗 少 在 最 简单 的 基本 
的 插值 问 题 方面 ， 研 究 插 值 过 程 的 日 的 常常 在 于 用 搬 
Анк, (2) 作为 原始 函数 .flz) 的 《在 某 种 意义 上 
的 ) 逼 近 ， 而 该 函数 或 者 只 有 不 完全 的 信息 或 者 其 形式 
过 于 复杂 而 难以 直接 研究 . 

构造 括 值 过 程 的 一 个 作 常 普遍 的 情形 可 撕 述 吉 
下 , 设 (91) (0sksj,j=0,1,…} 是 一 个 任意 而 又 固定 
的 复数 的 光 穷 三 角 阵 列 ; 


Фо 
do an 
0) 
Go л эч 
称 它 为 插值 结 点 (interpolation nodes 或 interpolation 


knots) . 息 定 对 应 于 (]) 还 有 一 个 也 内 任意 而 又 圈定 的 
复数 组 成 章 类 似 的 阵列 (wj) (0<k<j ,j=0,1,…} . 
如 时 (DD) 的 第 nn 行 a(tk==0,….n) 是 内 不 相同 的 

赦 组 成 ， 或 者 换 苛 话说 ， 如 果 此 行 出 单 结 点 (sinple 
modes) 组 成 ， 那 么 例如 利用 Lagmnge 插 全 公式 (Lagrange 
interpolation formula)， 就 可 构造 一 个 (唯一 的 ) 次 数 至 
多 为 "的 代数 择 值 多 项 式 р, (2)， 它 满足 简单 插值 条 
ft: (simple interpolation condition) 177177 
De зы, 0л. о) 


另 一 方面 ， 如 果 在 第 行 中 点 we 二 具有 重 数 m>1 的 
Ф. ШАПА п РИ У: аад, 
ао 那么 在 点 amw 处 的 对 应 的 多 重 插值 条 件 


{muitipl interpolation condition) 具 有 形式 


р,(а,)= pa G0) =, р.а), 
Ва) з ° 
在 出 现 多 重 结 点 的 一 般 情 况 中 构造 这 (唯一 的 ) 次 数 至 
多 为 的 代数 插值 多 项 式 p, (z)}， 例 如 可 利用 Hemite 
播 值 公式 (Henmite interpolation formula) . 作为 一 个 例 
子 ， 组 中) 可 由 单位 漳 周 上 的 j+1(j=0, 1,…) 个 等 距 
таео. 这 就 是 所 谓 的 单位 根 上 的 括 
所 述 插 值 过 程 产生 出 巾 三角 阵列 (6) 及 (wii) 所 
定义 的 插值 多 项 式 序列 {pe[z)}. 这 里 提出 的 主要 问题 
É: AZ lm... p, (2)=g(z) 存 在 的 序列 {p,(z) 
的 收 伍 点 的 集合 EC, ВК (а) (ы); 确定 
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极限 函数 g(z} 的 特性 ; 确定 一 致 收 全 p,(z2) — (т) 
КЕРСЕ. 89. 
ЕОР И (w...) ë H EU pr ШС 
f (z) 的 插值 结 点 处 的 函数 值 及 其 导数 值 组 成 时 (适用 
Ф219 а, 见 (3))， 须 满足 条 件 
һ.(а„)=р,?(а„)=/Са„)› 
B(as)=f'(a,) 79 (а) а, ), 


ШЕНИЕ ВАННАЯ. АА ist р, (2) 可 
由 Hermite 0362538 88 p ЕП, GiB B 
Зда,  (k-0, n), БЕН ЕНЕЙ р f(z) 
是 正则 的 ; 
1 o) (t)— a, (z 

р.) ут КАЕ Гай. (O 

其 中 
osfz) 一 人 -aoo) (zen) 

公式 (和) 容易 导出 插值 余 项 (remainder term of interpola- 
ton) R,(:)=/f(z)-p,(2 ) 的 积分 表达 式 一般 说 来 
出 天 z) 构 威 的 序列 {p,(z 站 可 以 发 散 . 但 是 如 果 它 收 
&, 那么 极限 函数 g(z) 也 不 必 与 f(z) 一 致 . 基本 问 
题 是 研究 {p, (z)} 到 了 ({z) 的 收 伍 性 ， 以 及 确定 使 这 种 
收 敏 性 在 其 种 意义 上 是 最 佳 的 那些 结 点 组 (ae) . 便 
如 ,假设 f(z) 在 一 个 连续 统 KsC 上 正则 ， 它 包含 至 
少 两 个 点 且 其 在 扩充 笋 平面 忆 中 的 余 集 是 一 个 包 食 无 
穷 远 点 的 单 连通 区 域 . беж (а) ЖРК. 那么 
{pw(z 季 在 乓 上 一 致 收 务 到 妃 z)， 当 且 仅 当 


lm Муү'""®=с, 


其 中 M,=sup (о, (z): гєдК}, 
(capacity) ( 见 [4]) ` 

括 值 过 程 的 一 个 经 典 的 变型 是 a =a, (0<SkSj, 
二 0,1,…)， 这 时 在 第 n 步 用 第 # 行 结 点 员 ，…, a, 构 
造 p.(z) . 对 于 正则 函数 f(z)， 它 的 插值 多 项 式 p, (2) 
这 时 就 为 Newton 插值 级 数 (Newton interpolation 
вабо) 的 部 分 和 ( 亦 见 Newton 揪 值 公式 (Newton interpo- 
jution formula)) 


而 < 为 六 的 容量 


a()= с,ю,(а), (9) 
a 
©, 


形 如 (5) 的 插值 级 数 在 计算 时 优 于 序列 {p, (z]}: 从 已 知 
多 项 式 p, (2) ЖИЕ) p... (2) 时 只 项 计算 级 数 巾 的 一 
A с, .由 于 结 点 及 系数 c, 的 变化 , (5) 0 tk 08 
域 可 以 是 C 中 任何 有 解析 边界 的 音 连 通 域 . 特别 地 ， 
如 果 {a,} 仅 有 无 穷 远 点 这 一 个 极限 点 是 ye Vlal< 
оо, X n (5) 至少 在 一 个 点 дота, (k=0,1,…) 上 


145 INTERPOLATION SPLINE 


к. ВА (5)7Е ИП 1z| <R 内 一 致 收敛 ， 由 此 其 
和 4 (z) #— 4 ЖОЕ. Stiding 插值 级 数 (Stiding 
interpolation series) ll & Newton 插值 级 数 的 一 个 特殊 情 
形 , 它 的 结 点 序列 为 a =0,a = —l.a=l, а= 
=—к,а„„=К® с. 其 伍 类 但 的 括 值 级 数 也 已 经 得 到 研究 
Сл[31,15р. 

ЛЕНЕ р, (2) = Б, ф,(2) ЕН 
程 也 是 研究 的 对 象 ， 这 里 函数 组 {p,(z)} B T [ze]. 
比方 说 起 {e ъ?) ( 见 14],[6]) 

实 域 中 的 插值 过 程 的 研究 在 问题 的 描述 用 结果 村 
身 弗 有 它 自己 的 特征 ( 见 [2], [4]) . 这 些 特征 首先 是 
IRR 835 f (z) 的 自然 的 (在 实 城中 } 正 则 的 要 求 而 
来 的 . 例如 ， 我 们 知道 不 存在 [e, 8] 上 的 结 点 组 第 播 
值 过 程 对 任意 连续 函数 [x(xe[a.b]} 都 收复 . 另 一 
方面 ， 如 果 一 个 连续 函数 f(x) 事先 给 出 ， 那 么 总 可 
能 选择 一 个 结 点 组 使 该 插值 过 程 收 合 到 у(х). 

除 多 攻 式 p (z) 的 插值 过 程 之 外 ， 有 理 函 数 +,(z) 
的 插值 过 程 ， 例 如 形 如 rufz) =, (z)/o,. (2) 的 播 
值 过 程 也 己 引 起 研究 者 的 注意 ， 其 中 ш, (z)=(z— 
0,77 (z—b,.). т, (2) К@# 5 п. 
播 必 条 和 件 (1) — (3) 5438, W EROS bi {k=0,1,…) 
处 的 条 件 也 须 给 出 ， 在 最 简单 的 情形 下 这 些 条 件 也 是 由 
ЗИТ (0) 0 КЕЯ (Б) (0<к=], j=0, 1,…} 
выю. 

亦 见 АЪч- Гончаров 问题 (Abel- Gonchamv pro- 
Ыета); Бернштейн 播 值 法 (Bernstein interpolation meth- 
od) . 
参考 文献 

[1] Маркушевич, А. И. Теория аналитических функций, 
т.1,2 жд., М., 1967 ( 英 译本 ; Markushevich, А. 1, 
Theory of functions of а complex variable, 1, Chelsea, 
197). 

[2] Гончаров, В.Л., Теория ингерполирования и прибли- 
жения функций „2 нэд.,М.,1994. 

13] Femdom, А, О., Исчисление конечных разностей, 
2 юд.,М., 1999. 

[4] Смирнов, В.И. , Лебедев, Н. А.. Конструктивная 
теория функций комплексного переменного, М.,196% 
(ЖОЖ Ж: Smimov, У.І. агі Lebedev, А N., Functions 
of а complex variabie, Seripta Тесіп. . 1968) . 

[5] Walsh, J L., Interpolation and approximation by rational 
functions in the complex domain, Апкт. Май. Soc. , 
1965. 

16] Леонтьев, А.Ф.„Ряды экспонент, М. 1076. 

Е.Д.Соломеицев Ж 
[ 补 注 】 一 个 很 普遍 的 插值 方式 是 Brkhoff ë {Н ( Birk- 
БОЁ interpolation) ， 见 Hermite 插值 公式 (Hermite inter- 
Polation formula); 插值 公式 (inierpolation fomula), 
及 [A5] . 亦 见 函数 遵 近 方面 的 各 种 文章 . 


对 于 朋 埋 函数 插值 亦 见 Pade ШИЕ (Padé approxima- 
tion) . 
对 于 复 域 上 的 插值 (与 逼近 ) 的 好 的 参考 文献 是 
[A3],[A4] . 亦 见 插值 interpolatiom) . 
参考 文献 
ГАІ] Steffenson, J.F., Interpolation, Chelsea, reprint, 1950. 
[A2] Davis, Р. J., Interpolation and approximation, Dowr, 
Teprint, 1975. 
ГАЗЈ Gaier, D., Lectuns on complex approamatbon Birk- 
їйшег, 1987 (ЖН Ж) 
ГА4] Gamett, Ј.-В., Bounded апаїуйс functions. Асай. 
Press, 1981. 
ТА5] отт, С.С., пег. К. and Riemenschneider. S. D + 
Birkhoff interpolation, Wiley. 1983. 史 应 光 Ж 


插值 样 条 {interpolation spline; интерполяционный спда- 
йн] 
Ж ЙИН р К ts—E yn y (B Я |ë ËJ 
样 条 я 
5, (А, ;х)=а аха жа X” +E C (хх) 
ато 


其 中 I 120, 
= 


Ü, t<0, 
АР т=2Е+1Ж ИУ = х,(1=0.з,п). WH B 
对 于 5, (А„;х) ЙЯ 2КУН Н, ЗЕ А 
х, Ах, Д К ИРАНЕ. а, SOD (д„;с)=у? 
(=l k. зех, х,), ДИР y 为 已 知 数 . ШЕ, 
УЧ ЕНЕН Е о т. ЯВ А СРЕ ТАЕ 
也 线性 地 依赖 于 该 函数 . 对 于 m=2k3B ИХ, 
和 2 二 =1,…,n 一 了 ， 及 在 点 x 
及 х.б ЯЬ. 如 果 样 条 S (A.I) ху, 
тох, Бе пЗ Я Оп) ЧАВ 
W. АР 2238846030 s— 1 阶 导 数 在 这 些 点 上 
须 与 锌 插 函 数 的 对 应 导数 相同 ， 插值 了 上 及 工 , 样 条 ， 以 
及 多 元 插值 样 条 现在 也 都 已 研究 ,插值 样 条 用 于 以 一 
个 函数 网 格 上 的 值 来 通 近 该 沙 数 . 与 插值 多 项 式 不 
间 ， 有 许多 短 阵 和 结 点 能 使 插值 样 条 对 于 一 任 给 连续 
ШЧ 
参考 文本 
[1] Стечкин, С. Б., Субботин, Ю. H., Сплайны в выч. 
ислительной математике, M ., 1976. 
[2] Ahlberg, 1., Nilson, Е.М. and Walsh, J.L... The theory of 
splines апа their applications . Acad. Press, 1967 . 
Ю.Н.Субботин j 
[ 补 注 】 亦 见 样 条 (splin); #ЁФЕЛШЗЕ (зріпе approxi- 
mation}， 样 条 插 慎 (spline interpolation) . 
参考 文献 
[А1] Воог, C. de, Spline аз lincar combinations of В- 


хах, . 


一 为， 


зріле, а surwy, ёп G. G. Lomnsz, С.К. Chu and 
1.1. Sehumaker (eds.) . Apprervimation Theory, Vol. 2, 
Acad. Press, 1976, 

[A2 ] Schoenberg, 1. J. , Carimal spline Intcrpolation ,SIAM . 


1993. 
ГАЗ] Schumakcr, L L. ,Splinc functions: Вайс theory, Wiley , 
1981. 史 应 光 评 


解释 [interpretation ; иятериретация ] 

纵 数 学 表达 式 【 符 号 、 公 式 等 等 ) 一 个 值 (5 
Ж). 在 数学 中 这 些 他 是 数 学 对 象 ( 集 全、 运算 、 点 
这 式 等 等 ) 这 个 值 本 向 区 为 过 应 的 表达 式 的 一 个 解 
ж. 

ШЕ ЖЕЛЕЛЕР SK E ЈЕ 
和 运算， 整数 上 的 加 法 运算 等 等 假设 对 ， 用 了 这 些 角 
释 中 的 第 一 个 . 如 果 符 号 x 和 y 表示 实数 ( 即 以 束 
个 实 轴 为 可 能 的 定义 域 的 变 元 )， 则 表达 式 x у 的 
伟 是 把 每 一 对 实数 变换 到 它们 的 积 匆 映射 ， 如 果 <.) 
的 值 分 别 是 6 和 25， 则 表达 式 x y 的 什 起 数 15 
在 Poincaré 模型 (Poincart model ) 中 ， 作 为 平面 Лоб. 
ачевский 几何 学 的 一 个 陈述 的 值 (解释 ) ， 可 以 取 平 
面 Euclid 几何 学 中 的 相应 陈述 . 

最 重 费 的 解释 是 逻辑 治 言 表达 式 的 集合 论 解 释 . 
如 时 讨论 一 种 河 宫 的 所 有 表达 式 的 联合 解释 ， 则 有 这 
种 语言 的 一 "个 解释 -个 胃 辑 语言 的 集合 论 解释 包括 
常 元 一 对 象 党 元、 函数 党 元 和 谓词 常 元 以 太 高 阶 党 
元 (谓词 的 调 词 常 元 ) 的 值 的 详细 说 明 ， 也 包括 变 元 
一 对 象 变 元 、 函 数 变 元 等 等 的 适用 域 的 详细 说 明 
在 多 种 解释 中 ， 不 同 的 对 象 变 汇 可 以 有 不 同 的 适用 
З; 对 函数 变 元 等 等 也 是 如 此 ， 然 而 ， 最 常用 前 解 释 
是 对 所 有 对 象 变 元 入 具有 恒 等 个 数 自 变量 的 函数 变 元 
等 有 同样 通用 域 的 那些 .如果 对 象 谈 元 的 次 域 ( 和 有 有 时 
称 为 该 解释 的 定义 域 或 支 集 } 是 一 集合 р, M n & 
ВИЛЛЕ D. E n 位 运算 集合 DD,， 通 常 DD， 
是 取 作 D, 上 所 有 п 位 运算 的 集合 ， 在 这 种 情况 下 ， 
函数 虚 元 的 变 域 常常 不 握 及 ， 对 象 常 元 的 值 起 р, 的 
元 素 ， 西 数 常 元 的 信息 D，,D,，… ВЕЖ. 

НАНО НН, ИНЕ 
( 即 在 给 定 解释 中 该 项 的 值 ) 是 一 个 映射 ， 它 对 该 语言 
的 变 元 的 信 的 每 一 种 选取 (或 按 科 不 同 的 定义 ， 对 条 
与 该 项 的 变 元 的 值 的 每 一 种 选取 )， 按 一 定 规则 ， 指 放 
解释 城 的 一 个 元 索 ， 这 喘 射 通常 用 项 的 结构 上 前 归纳 
жеж. 

为 了 得 到 一 个 语言 公式 的 ~ 个 解释， 除了 上 述 部 
分 外 ， 还 必须 指定 茶 非 空 集合 4 ， 称 为 逻辑 值 集合 ，) 
位 谓词 常 元 的 解释 是 从 Р 到 4 中 的 映射 。 特别 地 。 
零 位 谓词 常 元 是 4 的 光 案 ， 如 果 在 该 语言 中 有 等 位 、 
一 位 等 谓词 变 元 等 等 ， 则 它们 的 变 域 分 别 是 集合 A. 
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包 合 所 有 一 位 谓词 常 元 解 笃 的 45 的 某 一 子 集 ， 等 
等 . 一 个 公式 的 一 个 解释 ， 类 似 于 一 个 项 的 解释 ， 定 
义 为 这 样 一 个 映 祭 ， 对 该 语言 的 对 象 、 函 数 和 谓词 变 
元 的 值 的 每 一 种 选取 ， 指 涛 4 的 一 个 元 素 . 一 类 重要 
的 集合 论 解 释 是 代数 解释 ， 其 中 4 上 的 运算 被 到 作 敢 
和 辑 联结 词 的 值 (解释 ) ， 从 4 的 子 集 的 集合 到 4 中 
的 映射 СА ЕЮ ЖАЛ ) 被 拨 作 量词 的 值 ， 而 且 这 
宪 一 个 公式 的 解释 是 用 关于 这 结构 的 归纳 法 定义 的 . 

ТАЕ Т Р. Коре 模型 (Kripke mod- 
ев) 是 最 重要 的 . 

Book 值 代数 解释 的 特征 在 于 集合 4 是 一 个 完全 
Бове 代数 (Bookan aigebra ) 这 一 事实 ， 而 联结 词 和 
其 词 的 值 是 ， 对 会 取 一 一 交 ; 对 存在 量词 一 - 取 最 小 
上 午 等 等 .经 典 的 解释 起 特别 重要 的 作用 .它们 定义 
为 具有 两 个 元 束 的 Boole 代数 4 的 Boole 值 解释 . 

在 一 个 给 定 的 解释 中 ， 公 式 的 真 值 概念 山 判 别 4 
中 一 定 的 元 素来 定义 . ИИ, ЖЕЙЛИ. ПШ 
Book 代数 的 单位 元 作为 判别 元 罕 (单位 元 也 你 为 “ 真 
值 "). 在 一 个 给 定 的 解释 中 ， 一 个 公式 称 为 真 的 ， 如 
由 它 的 解释 只 取 判 别 值 ， 一 定 的 的 公式 系统 的 一 
个 异 列 【或 正则 解释 ， 或 简称 解释 ， 匈 模型 ( 逻辑 中 
的 ) (model (in logic )) 是 这 个 洛 言 的 这 样 -- 个 解释 ， 
其 虫 该 素 统 的 所 有 公式 都 是 真 的 . 当 一 定 的 表达 式 的 
所 有 可 能 的 值 《解释 ) 中 有 一 个 普 这 地 被 接受 对 ， 使 
用 标准 解释 这 个 术语 . 例如 ， 符 号 = 在 经 典 解释 中 的 
标准 解 妊 是 元 素 的 一 致 性 的 解释 ， 而 在 算术 中 
+ fi - 的 标准 解释 是 自然 数 的 加 法 和 腰 法 . 类 似 地 ， 
引信 语 言 的 标准 解释 和 标准 模型 的 概念 特别 地 ， 带 
谓词 常 元 = 和 函数 常 元 + 和， 的 -- 阶 算术 的 经 典 解 
释 ， 如 上 所 述 ， 称 为 慰 准 的 . 

除了 返 辑 语言 的 集合 论 解 释 外 ， 也 用 其 他 的 . 例 
如 ， 其 中 一 个 池 辑 语言 的 表达 式 被 解释 为 另 一 起 辑 语 
言 中 的 表达 式 ( 见 漫 入 运算 (immersion operation ) ) 
的 解释 用 于 证 明 逃 辑 理论 的 可 判定 性 、 不 可 判定 性 和 
有 逻辑 理论 的 相对 术 容 性 . 亦 见 构造 逻辑 ( constructive 
jogic ) . 
参考 文献 

[1] Rosowa, E. and Sikorski, R ., The mathematics of 
metamathematics, Polka Акай. 、Nauk , 1963. 
[21 Church, A., Introduction to mathemuticat logic 1, 
Piinceton Uriv. Press , 1956 
[3] Mendelon , Е., Introduction to mathematica logic, v. 
Nostrand , 1964 А. Л. Семенов 把 
【 补 注 ] 除了 Krpke 模型 ，Booke (8 4832 (Bookan- 
майа model ) 是 重要 的 和 解释， РИ ЖЭБ ЫА 层 模型 
(sheaf models), ， 或 常用 语句 (орос) 中 的 解 称 的 特 
ЖЕ. ЯД, [A1]. 
参考 文献 
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[A1] Lambek, J. and Scott, Р.. Higher order сагеропсаї 
logic . Cambridge Univ. Press , 1986 
изн ж 重 世 杰 校 
相交 同调 [intersection homology; пересечения гомология} 
【 补 福 】 有 许多 关于 非 霖 异 复 射 影 代数 馈 的 (上 ) 同调 
性 质 ， 例 如 Poincart 对 偶 性 . Hodge 分 解 、 严 格 Lefsch- 
etz жи. ТЕЛЕЕ (Е) 同调 不 再 成 
3. 相 实 【 凸 》 同 调 就 是 对 通常 的 理论 作 一 些 改动 ， 
以 使 得 上 述 性 质 能 在 硒 异 簇 的 情形 继续 保持 ， 尤 其 是 
在 同调 (相交 ) 形式 下 的 Poineare 对 偶 性 (Poincare 
ЧшаШу): Ж МЛ Е Жон OE, хен, (МЭ, Bc 
Н... (М) 是 同调 类 ， 它 们 的 代表 闭 链 a 和 b 相交 
于 有 限 多 个 点 (这 样 的 代表 闭 链 存在 )， 则 计 人 重 数 的 
交点 数 与 a 和 b ж, ЖАХ Т-Н 
H(M,Q)x H,,..(M,Q)— Q 
P XE n ЖЛЕ (可 以 有 奇 点 ， 亦 见解 析 流 
Ж (analytic manifold )) , 具有 Whitney 层 化 (stratification ) 
(X, c, Ë X, # хана C.( X)) ХЕЛ, 
何 链 的 通常 复 形 之 一 (例如 C. ( X) 可 以 是 关于 于 上 某 
个 分 段 线性 结构 的 分 段 线性 大 钾 ) . 相交 链 复 形 ( com- 
plex of intersection chains ) 被 定义 为 满足 下 还 条 件 的 于 
ЗРІС (X): 链 ce IC,( X) 与 各 个 奇异 层 X, 交 于 实 
维 数 S i - c 的 集合 ， 它 的 边界 与 各 个 奇异 层 5, 交 于 
实 给 数 <i 一 c, 一 1 的 集合 . 
第 i 个 相交 同调 群 IH (X) 就 是 链 复 形 { IC ( x)) 
的 第 【个 同调 群 ([Al]). 
也 可 用 层 论 方法 建立 相交 【上 ) 同调 ,其 中 涉及 
到 反常 层 ([A4],[A5],[A9], А D #& (D-module)) 
相交 (E) 同调 有 许多 应 用 ， 尤 其 是 在 表示 理论 
中 (LA1],[A5],[A8]) (例如 对 Kazhdan -Lusztg 猜想 
的 证 明 ( [A71)). 
光滑 对 定向 Riemann ( 或 三 角 化 的 》 流 形 的 另 一 
个 优美 目 极其 有 用 的 性 质 是 : 第 p 个 实 上 同调 群 
Н (МК) 同 构 于 适当 多 Laplace 算 子 的 零 本 征 空间 
( 调和 上 链 ) . 为 了 在 开 流 形 上 得 到 类 似 的 结果 ， 已 
经 建立 了 一 个 适当 的 “ 泛 耳 上 同调 ”理论 . 这 导致 了 
L, 上 同调 ( 荆 -cohomology). 
设 了 是 具有 度量 9 的 无 边 【一般 来 说 ， 不 完全 
的 ) Riemam 流 形 (Riemannian manifold), A! ҮЕ 
的 Cs ЗКЕН, d: A: AGE KAR. R 
L,(1) 是 具有 可 测 系 数 的 平方 可 积 i 形式 的 空间 ,元 ; E 
链 复 形 定义 为 Co (Y) = (аел ПІ, (i): дає 
L, (i+ 1)), 而 了 的 第 个 工 ,上 同调 群 B, ( Y) 的 一 
种 定义 为 : Н СУ 是 这 个 上 链 复 形 的 第 i 个 上 同调 
群 ([A2]). 一 般 地 说 ， 这 些 上 同调 群 依赖 于 度量 2. 
ХЕЕЕ, XE 是 非 奇异 部 分 . 
在 很 多 情形 下 已 经 发 现 XNE 的 【关于 适当 度量 的 1, 


ЕНГ я] ТР ХАН АН ([А1] – [А3], [А10], 
[Ai1]). 
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相交 指数 《代数 几何 学 中 的 ) [intersection index (in alge- 
айс geometry ); пересечения индекс | 

Ж п ЯКЕ (aigebraic variety ) 里 个 除 子 ( divi- 
sor) 的 交点 数 (要 计 人 这 些 点 的 重 数 ) , ЭЙ ЖЛ, 
Ж XEM k 上 的 n ЙЕНЕ, р... ХН 
有 效 除 子 ， 它 们 相交 于 有 限 多 个 点 . 这 些 除 子 在 点 
xë X 相交 的 局 部 指数 【local index)( ЗЕ 3k ( multiplici- 
1у)) 是 整数 

(Dis, D.) =Чт,‚А (и, ,и,„), 


其 中 u, 是 除 子 D, 在 局 部 环 4 = 入 ,里 的 羽 部 方程 ， 在 
复数 的 情形 ， 局 部 指数 等 于 形式 (du, а) Л Л(4и, 
Ги.) 的 留 数 ， 也 等 于 哑 身 


(шуста ХХ.) > (Cr,0) 


ЖИПКЕ (ОШАЙ ( degrec of а mapping )) .整体 相 
ЗЕЙНЕ ( global intersection іпбек) (р, 7,2, ,) 是 在 所 
баха р.бр, 上 的 局 部 指数 的 和 .如 果 交 集 
=, M| (D... D.)>0. 
亦 见 相 突 理论 (intersection theory ). 
В.И. Данилов Ж 
【 补 注 ] 
参考 文献 
LAL] Sbafarevich , 1. R ., Basic alerbmic geometry ,Springcr , 
1974, Chapt 、IN( ЖАХ). 陈 志 杰 评 


相交 指数 「 间 调 论 中 的 ) [intersection index (in homo- 
Jogy ); пересечення индекс] 

刻画 Euclid 空间 或 定向 流 形 中 具有 互补 维 数 的 
《处 于 一 般 位 置 ( general position ) 的 ) 两 个 子 集 相交 
点 的 代数 个 数 ( 即 包括 定向 信息 ) 的 同调 不 变量 .对 
不 可 定向 流 形 的 情形 ， 忆 调 群 的 系数 环 取 为 Z. 

Ў ХУА, Y >B 为 Buclid 空间 R" 中 的 子 集 
对 ， 满 足 4 门 Y=B=X 门 B, 并 设 4: (Xx Y, 
(Ax Y)U(Xx B)) > (R*, R'\0) 为 由 d(x, у) 
二 x 一 y ХХА. 同调 类 ¿eH, (Х.А) q 

(Y, B) 的 相交 指数 定义 为 tons (-1)' 
ахл). 其 中 4, 为 诱导 同调 映射 , 而 ¿x ne 
H,(Xx Y, {4XY)U(XxB)) 为 < 和 和 的 外 同 

相交 指数 “of 仅 依赖 于 同调 类 上 和 7 那些 支 集 
包含 在 关门 了 的 闭 包 的 任意 小 的 邻 域 V 内 的 部 分 ， 
Ый, Ж X(YY= 0, Ш 257—0. Ж, ШЖ 
V= UV, m V Пф, 1967, MASTAA 
ш рте 和 1 的 局 部 相交 指数 ， 其 和 恰好 等 于 
Фу. 不 变量 ¿on 在 R" 的 自 同 弥 下 保持 不 变 . 利用 
前 面 的 局 部 性 质 ， 这 使 得 可 以 确定 定向 馈 中 紧 狂 子 集 
的 相交 指数 “ce9， 有 如 下 的 反 交换 关系 : 

бопе (- De oot, 

如 果 XX 和 了 pb T — Bü АТ], А = 
Х\0, B=Y\0, ¿ #l n КЕН, (X, А) = 
ИУ, В) 的 生成 元 ， 则 《on Н, (Е, R'A0)= 

一 个 生成 元 ， 由 于 上 述 生 成 元 的 选取 等 价 于 相应 
Euclid 空间 定向 的 选取 ， 因 此 可 对 满足 |с|Г\|дс'|= 
Фф = сае 的 两 个 具有 互补 维 数 的 链 {可 以 是 奇 
蜡 链 ) 定义 相交 指数 сос’ (12| 为 链 c 的 支 集 ， 其 边 
Ж bc 的 支 集 ). 此 时 ， 对 于 同调 类 ¿eH, (Хх, 
А), ЛЕН (Y, В) 的 链 c ü e',|e| € Х,|дс|= A, 
|с'|= Ү,|дс'|© B, Ж сос’ = фол. 

ЗАЗНА ЗРОКУ АЕ УНАЗ. 
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参考 文献 
[1] Dodd, А., Lectures on algebraiç topology, Springer, 
1980 E. Г. Склярснко 扎 

【 补 注 】 

ях 


[AL] Адата, }.Е. , Stable homotopy and gencralised homo - 
ову, Univ. of Chicago Ркэз, 1974. 
Е 


集合 的 安 [intersection of sets; пересечение множеств | 
集合 的 基本 运算 之 一 , 假设 存在 有 限 或 无 限 集 族 
[A] (下 标 x 用 来 区 分 集 族 {4。} ВЖ). 这 时， 
由 包含 于 一 切 集合 A, 中 的 元 素 ( 则 一 切 4, 的 公共 元 
ж) 组 成 的 集合 称 为 这 些 集合 4。 的 交 . 
这 些 集合 水 的 交 记 为 门 4。 
М. И. Войеховский 8 КЖ 译 


相交 理论 [ intersection theory ; пересечений теория], 代 
АЕН 

代数 子 徐 和 闭 链 的 相交 理论 设 X JES k Еп 
аикын ( algebraic variety), Y , :2 是 下 的 余 维 数 分 
别 为 工 与 j ЗН. ШЖ Y Яп Z ИРЕ! ДҮГ Z 
是 余 维 数 为 1+) DUKE, У 2. МН 
形 下 .二 元 组 (Y,Z) 构 成 了 一 个 余 维 数 为 ;+ 的 代 
数 闭 链 ( algebraic сусе) Y - Z. 这 个 定义 的 基本 思想 
是 : 了 和 也 被 在 某 种 意义 下 等 价 的 闭 链 和 27 所 取 
代 ， 使 得 到 和 也 处 于 一 般 位置 ， 然 后 取 Y' n Z М 
Ж. ЦАНЕ У. Z' 也 是 在 等 价 意 义 下 定义 的 

设 A'(X) 是 区 上 余 维 数 为 守 的 代数 闭 链 的 有 理 
等 价 类 的 群 ， 设 4 (X) =@ ,,, A' (X). В 8 НЗС 
理论 包含 下 述 构 井 : 

a) 对 于 每 个 光滑 拟 射 影 折 X. 在 AUX) 上 构造 一 
个 分 次 交换 环 结构 ; 

b 对 于 每 个 态 射 ДХ 一 了， 构造 一 个 分 次 环 的 
同 态 广 :4(Y) 一 А(Х)( 8); 

c) 对 每 个 真 态 射 (proper morphism ) f: X — Y, 
构造 一 个 йт Y — ш ХКК ШЖ f.: 4 (X) 一 
4(Y)( 正 象 ) - 

在 这 三 种 构造 a),b),c) 之 闻 有 一 些 关系 式 ， 其 中 
最 主要 的 是 : 

TE Ж (projection паша): $ 8 854 f: X 
一 了 DRE ae A(X), BSA(Y), 

е ЛСВ) =f.(a): B; 

对 角 约 化 roduction to the diagonal); ЖА: X 
一 Ххх ЖИН. B a,BSA(X). Мо -万 = 
A (e x p). 

此 外 ， 存 在 自然 同 态 
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eu Pie(X) ~ АТХ) 


ЖЕГЕ ПГ Ёз. ТЕТЕ] PE РЧ sb (ñ JBS (省 身 ) 类 (Chem 
class) ИЖ, УЙЛЕР (省 身 ) 特征 标 (Chem character ) 


ch:K(X) > А(Х)®О, 


жаки. 

hi se TF А p| 25 /.. 设 Z — x TT PF 88; 
当 dmy (Z) < dmZ ў, f.(Z)=0, Ч dimf (Z) 
三 dimZ 时 , f.(Z)=4 - /(Z), 这 里 的 4 是 Z 在 
f(Z) 上 的 次 数 ， 利 用 线性 性 质 , 这 个 定义 可 扩展 到 闭 
链 以 及 闭 链 的 类 ， 而 逆 象 同 态 / 则 利用 公式 


Гек) = p(T (Xx а)), 


ЕЕРЕЕ, ШЕ рх > ХЕ, г, 
=S Xx Y k уа. АНЫН АНААН. 
首先 说 了 和 Z B EFJ ( properly) 相交 的 X É) Au J 
-f@(M Y ZW 2005 +T YA ЛӨ ЕЕ? 
МУП ж W АПАЕ — 4" ñ: sz 
КЕСУ, Z; W), MUS ИНЖЕ ЯСЕ ( local multiplicity of 
Ње intersection). i (Y, Z; 7) 有 几 种 定义 ， 鲍 如 Бепе 
в Tor АЖ: 
ОИ) = У (—1)Ч(Тог (А/С, А/В)), 


这 里 4 是 局 部 环 zyw,a 和 是 了 和 Z АН, 1 
是 4 模 钓 长度， 然后 令 
Y. Z=Xi(Y,Z:W)- W, 


这 里 W ДОЙ Y (YZ 的 不 可 约 分 支 ， 
> É H СНУ Э 移动 引 理 (Chow moving 
НЕХ ЕЮ УЯ Z, 存在 与 
а ИЕ Л, ШУЛ S Y TF É h 483 Н 
Y. Z' 0 4 BBS ЕБ 7 ЮЖ. 

射影 化 的 情况 大 最 令 大 感 兴趣 的 ， 把 正 象 函 子 应 
BL T$S ЖИН X + Speck, 就 得 到 喘 射 deg:4(X) 
~ Z. 从 本 质 上 说 ， 财 链 的 次 数 说 是 它 的 等 维 分 支 的 
点 数 .把 弱 法 与 钦 数 复合 后 就 可 从 数值 上 放量 相交 . 
例如 当 Y 和 Z 有 有 相 补 的 维 炒 时 ， 就 可 得 到 了 利 Z 的 
相交 指数 (代数 几何 学 中 的 ) ( intersection index(in alge- 
braic geometry ) ) ( 相交 数 【intersection number ))， 类 似 
可 得 n 个 除 子 D,，… ,了 ,的 相交 指教: 

(DJ dg(D,,- ,D.). 

举例 来 说 ， 射 影 空间 Р О СЙ) 环 (Chow 
ring } 由 超 平 面 形 的 类 所 生成 ， 这 里 ( H") = (Н, H) 
=1. 因 此 当 D... D 是 次 数 为 4... d, ШШШ 
时 ,Di D.) = 4, d, (Bezput 定理 (Bezout theo- 
тет). ИЕ Y < P" 的 次 数 定 义 为 了 与 具名 相 


补 维 数 的 线性 子 空间 Р°-* 前 相交 指数 ; ШИЖ Y 种 
也 横 截 地 甫 交 ， 则 Y (Z 的 次 数 是 Y 与 Z 的 次 数 
的 乘积 ， 

对 于 正常 刀 相 交 的 有 效 除 子 ， (D... ,六 )。>0， 
得 在 一 般 的 情形 并 不 一 定 如 此 . 例如 对 于 曲面 上 的 例 
ЛЕ ЕСА: #] $F Ф (exceptional subvariety])， 
(E,E)= 一 上 

其 他 一 些 理 论 也 会 具有 周 弥 理论 的 许多 肪 式 性 
ж: 以 民 数 等 价 成 数值 等 价 为 模 的 团 链 ，K 理 沦 ， 交 
导 上 同调 理论 H`(,ZX # k= C 的 情形 ) 以 及 1 进 上 
同调 (1-adic cohomology ) 理论 ( 亦 见 Мей 上 同调 ( Weil 
cohomology 力 .这 就 导致 > 相交 理论 的 公理 化 构造 :使 得 
КЕ X (CB AAAH) 都 对 应 到 一 个 环 C(X) 以 
及 同 态 广 与 了 ,后 者 又 通过 投影 公式 成 对 角 约 化 公式 
那 种 类 型 的 公理 相 联系 ( 见 [1]). 不 同 的 相交 理论 之 问 
的 比较 导出 了 有 用 的 结果 . 例如 在 复数 的 情形 ， 若 本 
ВВЕ ( fundamental cycle) 的 概念 使 人 能 定义 相安 理论 的 
同 术 4(X) > H'(X.Z), 后 者 又 使 人 能 点 用 超越 方 
法 .把 大 理论 (K-theory ) 与 周 理论 相 比 较 又 导致 Rie- 
mann-Roch-Grothendieck 定理 ( 见 Riemam-Roch 定理 
(Riemann-Roch theorem)) . 在 这 里 单项 变换 的 相交 理 
论 起 着 重要 作 月 ({2],[5]). 相 交 理 论 的 男 一 应 用 与 Sch- 
ubert 的 几何 演算 的 基础 有 关 ({3]}. 这 个 几何 学 分 支 可 
以 被 看 作为 一 些 馈 的 周 环 理论 ， 这 些 钥 对 几何 对 象 作 
了 分 类 :，Grassmann 流 形 ， 旗 流 形 等 . 
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В.И. Данилов 所 

[ 补 注 】W. Fulton ХЕЛЕ Т (1 А1]). Fulton 

和 及 . MacPherson 又 发 展 了 更 精细 的 相交 理论 : 给 出 

T X Ff Bet Y a Z, 可 以 给 出 A ( ҮП Z) 的 完全 确 
ЯЖ X - Y([A2]) 

П ИЕДИ ЧЕ ( arithmetic variety) 的 相交 


BE, ПАКОЯ АЗГ FPW T ИШЕ. 
远 处 的 一 些 附 加 的 数据 ([ АЗ]— [A6]). 
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再 加 上 在 无 穷 


Bus И 


交 结 数 [intertwining number ; сплетення число ] 

交 结算 子 (intertwining operator ) 空间 Hom(z , x) 
МЯН c(x,, л), ЖР л, л. 是 两 个 映射 ， 将 
集合 XX 分 别 喘 射 到 拓扑 向 量 空 间 Е 和 E,， 交 结 数 
的 概念 当 是 一 个 群 或 一 个 代数 而 有 x л, ж X 
的 表示 时 特别 富有 成 果 .即使 是 有 限 维 的 表示 ， 一 般 
说 来 ，c (x , x1) (лоз zt)， 但 对 于 有 限 维 的 表示 
mom 和 AK ， 下 面 的 关系 式 成 立 ; 


с(л л», лз) cr, тз) +С(л», ла); 
ca, a Dr) = Ca, m) t+ ena, л); 
хий 下 是 一 个 群 ， 则 还 有 等 式 
c(m x, лу) =c(m, n z). 


如 果 л, 和 x, 是 不 可 约 的 和 有限 维 的 ， 或 者 是 酉 直 
ж. Ш c(x1, ra) 等 于 工 或 0， 视 z. 和 x; 等 价 与 
否 而 定 ， 对 于 “个 紧 群 的 连续 有 限 纵 表示 ， 交 结 数 可 
以 用 表示 的 特征 标 表 述 出 来 ( 亦 见 群 表示 的 特征 标 
{ character of a representation of a group )). 
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А.И. Штерн Ë ЯРИ О 潘 文 杰 校 


交 结 算 子 [intatwining operator сплетагоший опера - 
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Top] 
一 个 连续 线性 算 子 T: E, 一 E,, 使得 Tri (x) 
= т,(х)Г, Ж'РЁ л, 和 z, 分 别 是 集合 X 到 两 个 
拓扑 向 量 空间 E, 和 E, BR. xe Xx. Ж-Ж 
ЧХАТ МАКЕ. zl， z, 是 X 的 表示 时 
特别 富有 成 果 ， 交 结算 和子 集 梅 成 空间 Нот (x, x+), 
ТАШНА E, 到 E, 的 所 有 连续 线性 映射 构成 的 空间 
的 一 个 子 空间 . 如果 Hom (л, z,) = (0) Ж 
Hom(z;. я.) = (0), M| z, 和 z, 称 为 不 相交 表示 
( disjoint representations ). ЖЖ Hom(zi, т) 包含 一 
个 定义 了 E, fa E, 同 构 的 算 子 ， 则 x, HU x, 是 等 价 
的 . 如 果 五 ;. E, 是 局 部 凸 空间 ，E; 和 К: 是 它们 
的 伴随 空间 ， 又 如 果 л Жїл; ЯЕ л, Ж z, 的 
Ж} Жл (contragredient reptesentation) ， 则 对 于 任意 
TeHom (#1, z,), ЖЖ T` 包含 在 Hom (x, xT) 
中 . 如 果 z, 和 r 是 有 限 维 的 ， 或 者 是 单 式 表示 ， 
而 及 z， 是 不 可 约 的 ， 刘 л, 容许 一 个 等 价 于 ri 的 于 
表示 ， 当 且 仅 当 Hom(zx,. z) #0. А 
( intertwining number ) . 
参考 文献 
[I] Кириллов, А. А., Эзменты тсории представлений, 
2 юд., М., 1978 (З: Кушо, А. A., Elem - 
егиз of the theory of representations, Springer, 1976) 
[2] Наймарк, М. А.,Теорая представлений груші, М., 
1976 ( Ж. Мапа, М. А. акі Shtem, А.1.. 
Theory of group representations, Springer, 1982) 
А.И. Штеря Ë Жей} ЖК 校 


区 间 ， 间 隔 [interval; интервал] 

Т) 见 区间 和 线段 ( nterval and segment). 

2) 一 个 时 空间 卫 {space -time interval) 是 表征 以 
~ 空间 能 离 和 一 时 间 期 间 相 分 隔 的 两 覃 件 之 人 关系 的 
E. 在 狭义 相对 论 中 ， 一 个 间隔 的 平方 是 
可 
其 中 c ЖЖ, xo yo z 是 空间 坐标 ，+ 是 相应 时 
间 点 【更 详细 情况 ， 见 Minkowski 空间 ( Minkowski 
space)). . 

ЖГ ЯШИР. АЖЕ ЖШ ЕЮ ЛУН: 
РАСЕ 


а= урата, 
其 中 dx' 是 这 些 事件 时 空 坐 标的 微 差 和 g, 是 度 规 
ЖЕ. А. Б. Иванов f 


[ 补 注 】 有 具有 = >0 的 时 空间 隔 称 为 类 时 时 室 间 隔 
(time-like space-time interval), 而 具有 52 < 0 的 时 空间 
司 称 为 类 空 时 空间 陪 ( space -like space-time interval) . 


[ А1] Lawden, D. F., Ап introduction to tensor calculus 
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und meiativity , Methuen ，1962 

ГА2] Sacls, R. К. and Wu, Н.. General latvity for 
mathematicians , Springer , 1977. 

ГАЗ ] Tocaci , E., Relativistic mechanies , time , and inertia , 
сїйї, 1985, $ой.А.П.1.4. 

[ 详 注 ] 一 般 称 为 事件 问 隐 (interval of ewnts), @ 

ЖЕЗ ( interval) . ёш 详 


区 间 分 析 [ interval analysis; интервальный анализ] 

骨 在 计算 在 数字 计算 机 上 由 计算 产生 的 伟人 误 益 
的 一 种 理论 。 出 于 并 不 是 所 有 的 数 都 能 够 准确 地 在 秆 
算 机 上 表示 成 有 限 算术 的 形式 ， 每 个 计算 结果 都 可 能 
包含 一 些 误差 ， 这 种 误差 来 自 初始 数据 和 中 问 结果 的 
会 入 .为 计算 这 些 误 差 的 总 效应 ， 对 于 每 个 量 都 可 以 
使 其 与 一 对 数 相伴 ， 这 对 数 就 是 这 个 数 向 上 和 向 下 的 
合 人 ， 在 计算 机 上 可 有 一 个 准确 的 描述 ， 于是， 每 个 
基 都 可 以 由 一 个 包含 它 的 区 问 代 逢 . ЖЕШ ЖОЕ В 
后 ， 新 区 间 将 根据 特 浆 运 算 来 形成 . 

设 G 是 区 间 的 集合 {[a,5b]}. 区 间 上 的 初等 算 
МАЙЯ ШТ: 

IwJ= (xw у: xel, yed!, 1, Деб, 


这 里 * E{f 二 +， 一，，，/}， 除 法 仅 当 除数 区 问 不 含有 
零 对 才能 进行 ， 集 合 G 在 加 法 和 习 法 的 条 件 下 是 一 
个 半 群 .下面 等 式 成 立 : 

I+(J+ K)=(I+J)+ K—— Вар: 

T+ (J. K)=(1. J) КА 

1+4=0 +1-—— ИЕШЕ, 

I+ 了 = 了 I— а. Жл Жүл 
分 别 为 区 问 0 = [0, 0] 和 1 =[1, 1]. 这 种 代数 结构 
前 一 个 特征 是 加 法 乘法 两 种 情况 下 的 逆 元 素 都 不 是 
唯一 确定 的 ， 即 方程 (对 X)I+ X=JRU I, X= J 
一 般 并 没有 唯一 解 ， 而 且 分 配 律 不 成 立 ， 例 如 


[1, 2] ([1,2]—[1,2])= 
=“[1,2])+][-1,1]=[-2,2], 
网 时 
[1,2] 1, 2]—[1, 2] 
={1,4]-[1,4]={—3, 3]. 
只 有 次 分 配 律 成 立 : 
1 СЖ К) Єр. J+I: K. 


[1, 2] = 


区 和 间 运 算 关于 包含 关系 巧 单调 的 .如 果 Іск, 
Је, m 

ТЪЈЕК+І, р-леК- 1,1 * JCK: L, 
Је Куг. 


可 由 度 最 p (1, Ј) = пык (|с a|, 14-6) 在 G 


内 引信 一 个 拓扑 ， 其 中 了 = [a. b], J=[c,4], 而 半 
序 定义 如 下 : жь, M I<J, Ж a= c B b= 
d MJ. 1= 
由 G E: G 的 一 个 单 值 函 效 称 为 区 间 函 效 ( inenal 
funetion ) ， 串 以 用 通常 的 方法 引入 区 问 画 数 连 续 的 概 
念 可 定义 区 问 函 数 的 导数 ， 不 定 积分 ， 定 积分 . 
区 疝 分 析 可 以 成 功 地 应 用 于 求解 某 些 问题 ， 但 
是 ,使 用 这 个 方法 的 代价 是 很 高 的 .执行 的 运算 是 及 
所 需 存储 空间 达 两 僧 以 上 . 而 且 ， 站 充分 大 规模 的 问 
题 中 包含 最终 管 案 的 区 间 一 般 很 大 ， 以 致 实际 上 使 问 
题 得 不 到 答案 . 为 克服 这 个 困难 ， 一 种 具有 概率 论 特 
征 的 区 间 分 析 方 法 已 得 到 发 展 ( 见 [3]) . 
参考 文献 
[1] Moore, К. E. , Interval analysis , Prentice - Hall , 1969 . 
[2] Хемминг, Р. В., Численные методы пер.сангл., 
М., 1968. 
[3] Nickel, К. (са.), 
їп computer science, 29, Spnnger , 1975. 
В. В. Поспелов {# 
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【 补 注 ] 
参考 文献 
[A1] Miranker, М. L. and Kulisch, О., Computer arith - 
metic n theory ахі practice, Асай. Press, 1981. 
[A2] Мпапкег, W. L. and Kulisch , О., А new approach 
in sciemific computing, Acad 、Press 1983, 
[АЗ] Yohe, J. М., Software in interval arithmetic , АСМ 
Trans. Math. Software, 5 (1979), 50 — 63 
ЖЭК. RED 详 
区 间 与 线段 [interval and segment ; интервал н сегмент] 
直线 上 最 简章 的 点 的 集合 . 一 个 区 间 (interval ) 
{ 开 区 间 (open jnterval)) 是 直线 上 处 于 БЕД 4 和 
8 之 癌 的 点 的 集合 ， 这 里 认为 4 和 B 本 身 不 属于 该 区 
问 ， 一 个 线段 (segment) (ЙО (cosed interval)) 是 
西点 4 和 互 之 问 的 点 的 集合 ， 这 里 4 和 B 包括 在 
内 ,“ 区 间 " 和 “线段 * 两 记 也 用 来 表示 机 应 的 实数 集 
合 : 区 间 由 满足 a< x < 4 的 数 x 组 成 ,而 线段 出 满 
足 a< х&6 М х 组 成 . 区 间 用 (а, b) 或 ] a, b[ 
表示 ， 线 段 用 [a, b] 表示 . 
“区 间 "一 词 也 在 较 广 的 意义 下 使 用 ， 即 表 示 直 
线 上 的 任意 连通 集 . 这 时 ， 不 仅 考虑 (а, b) Ñ H 
ЖЮ, ШКМ (о, а), (а, +), 
(—®, +00), 线段 [a, Б], Ж ЖЕЙ Га, b), (а, b), 
(9, а], [а, +0). 这 里 ， 赔 指导 表示 不 包括 区 
间 的 相应 喘 点 ， 方 括号 表示 包括 相应 端点 ， 6C3.3 
信 序 集中 的 区 间 (interval їп a partially ordered 
set ) 的 概念 更 为 н, йш, кра, Шай (ра- 
rtially ordered set) 的 一 切 满足 a< x< bf 53G х 
Ж. А ПК ШИК 3 ца 


间 (simple interval). Л. А. Схорыяшв Ë ЖЖ 
闭 区 间 [ interval. closed. отрезок], 线段 (Segment ) 

直线 上 处 于 两 给 定点 4 和 5 之 闻 的 一 切 点 (包括 
两 端点 a 和 名) 的 祭 合 ， 记 为 [4, b]. 亦 见 区 间 和 线段 
( interval and segment). нй 译 


区 间 估 计 [jnterval estimator ; нитервальная оценка ] , J€ 
率 分 布 标量 套数 的 未 知 真 值 的 

属于 参数 允许 值 集 的 区 问 ， 其 边界 是 服从 给 定 分 
布 的 观测 结果 的 函数 ， 设 ХЕ ТЕЖЕЖ УЕ И{Ж,®,Р,} 
{9e@) 中 取 值 的 随机 变量 ， 日 是 实数 轴 上 的 区 间 ， 其 
та 4 的 真 值 未 知 ， 边 蜡 为 被 观测 随机 变量 X 值 
的 函数 的 区 间 (а,(Х),а, (X) СӨ 称 为 颖 的 区 间 知 
计 或 置信 区 问 (confideaoe jnterval); 数 с 


р=шР{а,(Х}< ө<а,(Х)|в} 


ЖЭКИ ҢА PU BI ТИ А 8838 ( confidence coefficient ), 而 
a, (X) fl a, (X) 分 别称 为 下 公信 限 (lower confidence 
bounds ) 和 上 党 信 限 (upper confidence bounds). 344858 
HW 0 的 某 个 函数 或 该 画 数 的 其 一 个 值 时 ， 区 问 估 
计 的 概念 可 局 推 广 到 更 一 般 的 情形 - 

假设 在 集合 T< R' 上 有 一 函数 族 


(#,, j= (9, = ER 
6=(01.77,6,)60 < R”; 
ЭНЕ НЕН ЦЕ РВ: (z m.P,) (g < К", 


089) 的 随机 向 最 Х=(Х,—, 
对 应 于 未 知 参数 6 的 真 信和 的 函数 u (6, +) 


Х„) 的 实现 ， 来 估计 
.对 于 每 


一 个 te 了 ,在 由 中 有 一 集合 B(t) 与 之 相对 应 ， 它 
关于 映射 u (，:!) 是 集合 © 的 象 : @ В() си. 


ЕУ, ШЁ C(X,:)eB(t) 称 为 函数 wx(6，) 
在 点 (ЄТ) 处 值 u(g,t) 的 置信 集 (confidence set), 
其 置信 概率 (confidence probability) 为 
Р [u(0,t)eC(X,t)|01 = p(0,t), 
ШЕСЕ Л 
р) = nfp(0,t) 


所 有 置信 集 的 您 体 在 И 中 构成 函数 (0, 
的 堂 信 区 域 (confdence region) C( X), 其 置信 概率 为 


P(C(X)əw(0, 


таяй 


J): T 018} =P(0), 


M=). 


形 如 С(Х,гу 和 C(X) 的 集合 ， 分 别称 为 函数 
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4( 旭 ,，，) 在 点 [处 的 什 xf 8,t) 和 函数 u(8,") 本 身 
的 区 间 估 计 . 
存在 若干 种 建立 未 知 分 布 湖 数 的 区 间 估 计 的 方法 , 
其 中 最 常用 的 有 ， 基 于 Bayes 定理 的 Bayes 方 法 ( Baye - 
sian approach), 基于 信念 分 布 (fiducial distribution ) 
的 Fsher 方 法 【关于 Fisher 方 法 见 [3]，[5]), 置信 区 
间 Neyman 法 〈Neyman method of confidence intervals 
8],[9]) 以 及 Н.В. Большев (16]) 提出 的 方 
法 . 
参考 文献 
[ 1] Cramér , H., Mathematical methods of statstics, Prince - 
ton Univ, Press，1946 СРЖ: Н 克拉 美 ， 统 计 学 
数学 方法 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1966 ). 
[2] Fisher, К. А.. Statistical methods ап scicntific infere - 
поо, Набыт, 1973 
13] Бернштейн, С. Н., € Изв. АН СССР. Сер. ма + 
тем, ), 502941), 85—93. 
[4] Болынев, Л.Н., Камментарни к статье о & дове - 
ригельных » вероятностяк Фишера, в кн., Бериш - 


тейв, С. H., Собр. соч., т. 4, М., 1964, 566 一 
559. 
[5] Neyman, J., Silver jublee of my dispute with Fisher, 


4. Орег. Res. Soc. Јарт, 3(1961). 4, 145 — 154. 
[6] Болынев, Л. Н., {Теория вероят. и eË примен. ). 
10(1965), 1, 187—192 
[7] Болынев, Л.Н., Лоинов, Э А., € Теория зерояг 
и её примен. 5, 11( 1966), 1, 9 - 107. 
[8] Neyman,J.. Fiducial argument and the theory of corfi- 
Четке intekals , Biometrika, 32 (1941), 2, 128 — 150. 
[9] Neyman , J., Qutline of a theory of statistical estimation. 
based on the classical theory of probability , Philos. Tra- 
ns. Кау. Sor.. London , 236( 1937), 333 — 380. 
M. С, Никулин 所 


[ 补 注 ] 
参考 文献 
{ Al] Lehmann, Е. L ., Testing statistical hypotheses , Wiley , 
1986 АЯ 评 


开 区 间 [interal，open ; открытый промежуток], 37 
908 (open segment) I 

“ 介 于 两 给 定点 a 和 之 间 的 ， 即 满足 条 件 a < x 
<b 的 一 切 点 的 集合 - ЖЫ ЖЕФ. 10 (а, 
5) ,以 区 别 于 包含 端点 的 闭 区 间 [a, b], 后 者 即 由 注 
НАЁ a 所 x Б 的 点 组 成 的 集合 . 5C3-3 
【 补 注 】 亦 见 闭 区 间 (imtergl, dosed); 区 间 和 线段 
(interval and segment ). 

越 来 越 多 的 作者 使 用 另 一 种 记号 а, 8[ 来 表示 开 
区 间 g <x<b. кий ж 


直觉 主义 [imtukonism ; интунционизм ] 
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ҖЕ АА ЛА АО BL s: 09 ЗР ЖИЫ а Н. 
ЖЕМИШ РЁ. 由 下 觉 证 义 者 观点 看 来 ， 数 
广 的 基本 标准 是 ， 执 行 一 个 关于 此 推演 的 告 力 试验 前 
条 能 性 在 直觉 下 是 明 易 的 因此， 在 直 党 生 义 数学 中 ， 
大 相 拒 绝 数 学 慨 念 的 定义 匆 集 论 式 的 途 么 以 及 经 典 淫 
辑 中 排演 习 从 的 某 些 方式 . 

直觉 主 义 的 来 源 可 以 追 测 到 古代 ， 甚 后 出现 在 俐 


C. F. баш, L. Kronecker, Н. Ротсагё, Н. Lebe - 


вше 和 E. Вог 的 论述 中 .1907 年 以 后 L.E. 1. 
Brouwer 在 一 系列 文章 中 详细 也 批评 经 典 数学 中 某 些 
概念 . 批评 的 基础 建立 在 数学 中 存在 性 情况 的 考虑 : 
在 什么 意义 下 ， 人 大 们 可 以 认为 建立 了 一 情 切 给 定 的 光 
穷 集 的 存 宕 性 ， 以 及 像 实 数 的 非 可 测 集 或 万 姓 可 微 交 
数 的 全 究 对 象 的 洲 在 可 实现 性 、， 可 以 自然 地 假定 ， 人 
们 可 以 构造 任意 自然 数 为 一 单一 型 对 象 的 序列 ， 例 如 
是 一 夺 列 半 行 的 竖 村 .在 统一 的 杠 扣 下 ， 在 档 造 了 某 
个 和 白 然 数 后 ， 可 以 构造 下 一 个 自 热 数 ， 即 在 已 造 的 白 
然 数 之 后 加 一 竖 杠 . АН ЕТ: 用 什么 构造 的 
办 法 可 以 把 我 们 构造 的 对 象 和 …… 切 实数 相 联 系 陛 ”或 
者 说 把 自然 数 集 作为 研究 的 单个 对 象 时 ， 用 什么 相应 
的 构造 办 法 呢 ? 现代 物理 学 的 概念 不 能 为 此 提供 很 好 
的 基础 . 因为 我 们 周 周 的 世界 实际 上 不 存在 任何 对 象 
前 无 密集 如果 人 们 竟 称 某 些 对 象 不 用 实 无 穷 前 抽象 
(abstraction of actual infinity )， 只 用 有 限制 的 潜在 可 
艾 现 性 的 抽象 (abstraction of potential realizability ) 而 
建立 了 它们 的 存在 性 ， 那 么 当 和 现实 有 更 家 接 的 关系 
导 会 给 出 一 很 危险 前 世 础 ， 亿 是 在 通 常 的 集 论 处 型 
中 ， 大 们 不 把 其 存在 性 是 由 一 潜在 可 实现 构造 来 验证 
的 对 象 和 抽象 集 论 的 研究 对 象 加 以 区 别 ， 在 经 典 
中 建立 这 商 种 对 象 的 性 质 的 方法 是 建立 在 时 轿 规律 的 
БК ЕАК), ПЖ ЖЕЗДЕ г Да ЕГО, Б 
Ti E Deb ИННАА Е ЕЙ. ЛЕС ПО ФН ру, 0 
ЕНЕ ПЕПЕ ЭЕ ЛЕЙ УДК НЫТ ИЕ. ， 这 个 
引 向 数学 上 称 之 为 “纯粹 存在 定理 "的 出 
定理 中 ， 内 齐 对 象 的 存在 性 而 不 讲 找 出 它 
法 例如， 经 典 的 分 忻 定理 : 在 一 R 中 的 闭 
和 有 界 梨 上 的 每 个 实 值 连 续 函 数 可 达 ~ 极 大 值 ， 这 定理 
的 通常 证 袁 并 不 告诉 你 如 何 构 造 所 求 的 家 大 答 的 方 
法 ， 这 和 集合 论 数 学 一 样 : 可 以 认为 ， 极 大 值 对 每 个 
所 考虑 的 类 中 的 一 切 函 数 “ 存 在 "， 且 独立 于 是 否 在 
每 个 个 别 的 情况 王 可 找到 的 何 题 ， 极 大 俊 作 为 某 个 可 
想像 的 世界 【一 个 “柏拉图 式 " 世界 ， 对 照 [6]] 的 客 
体 而 “在 在 ". 但 是， 如 果 人 四 考虑 主题 研究 者 的 可 能 
性 时 ， 如 此 途径 并 泵 充分 .是 否 有 针 找 极 上 大 值 的 力 
法 ? 如 果 没 有 ， 那么 对 考 虐 的 类 中 的 每 个 函数 都 存在 
极 人 人 值 的 看 法 是 否 基 真 的 ? ВЕТ. а АР 
БИЙ Ж ( Фо ЖЖ ИЗ, ) 的 函数 的 极 值 很 困 
意 ， 而 下 要 的 是 所 述 的 定理 对 解决 这 种 问题 完全 没有 


用 处 . 必须 指出 ， 上 述 对 经 典 数 学 的 共 难 并 不 直接 涉 
BS Git hh СИРИ: (antinomy ) ) .矛盾 的 出 
现 可 以 看 成 是 集合 论 途 径 的 不 可 满足 性 的 补充 证 明 . 
也 是 ， 这 韭 难 也 导向 在 其 中 不 出 现 予 盾 的 数学 分 支 、 

上 上 述 对 数学 中 集合 论 途 径 芯 非 难 历史 地 引 向 克服 
数学 基础 里 困难 的 两 系 道 路 ( Brouwer 的 直觉 主义 和 
D. Hilbert 的 形式 主义 ( formalism )) 的 发 展 ， 在 他 们 
的 黄 心 经 营 下 现在 表明 ， 他 们 的 概念 相互 有 重要 的 
бл, Ш, ЗЕЯ АО Д ЕТ, 
АНГИ: ЖОЙ ЖЕНЕТ ИШ 
念 范 国内 进行 的 ， 另 一 方面 ， 用 了 形式 化 方法 (for- 
malization method )， 人 们 可 以 找到 车 十 英 于 直觉 主义 
届 辑 的 若 于 重要 结果 . 

直觉 生 义 数学 是 直觉 信服 的 智力 物 造 的 科学 ， 
Brouwer 自己 把 这 种 直觉 的 动机 看 成 是 观念 上 的 ， 方 
式 是 把 智力 构造 看 成 “与 构造 对 象 性 质问 题 苑 关 ， 只 
与 它们 的 存在 间 题 有 有 关 ， 而 它们 的 存在 性 独立 于 我 们 
关于 它们 的 知识 "( 见 和 11). 但 基 ， 也 有 把 直觉 主义 
的 可 能 的 现实 证 义 来 源 ， 作 为 真实 活动 的 最 简单 的 爸 
造 步骤 的 明确 智力 动机 . 撤 开 哲学 观点 不 谈 ， 与 直觉 
证 义 数学 和 逻辑 有 关 的 肌体 数学 结果 有 很 大 的 科学 价值 . 

在 直觉 证 义 数学 的 构造 中 ， 用 壮 陈 述 数学 命题 的 
通常 的 最 各 联 接 词 ， 是 以 与 经 典 方 式 不 同 的 方式 加 以 
ШЖ. 一 命题 被 认为 是 真 的 ， 仅 当 侨 究 者 有 一 证 明 它 
的 手段 . 这 里 涉及 的 证 明永 远 与 执行 某 个 智力 构 得 有 
关 ， 内 此 ， 一 个 以 存在 量词 开始 的 命题 3 xA (x) 的 
证 明 方法 ， 只 能 大 构造 一 个 使 А (х) 可 被 证 实 的 对 象 
х. =@# 4 АВАВ А V 互 被 认为 是 已 被 
证 明 ， 仅 当 研 究 者 的 处 理 里 有 证 明 4, B 之 一 的 方 
法 ,由 此 观点 ， 一 命题 4 V з 4 并 不 一 定 是 站 的 . 
如 果 估 们 不 能 指出 一 方法 使 之 最 终 角 产生 4 或 者 一 4 
的 证 明 ， 因 此 , 在 直觉 主义 数学 中 排 中 律 (law of ехсїп- 
ded middle ) 不 能 作为 逻辑 原则 机 以 应 用 ， 一 个 真 命题 
是 考虑 可 被 水 行 的 构造 的 信息 ， 昌 这些 构 造 的 能 行 性 
质 以 一 特殊 的 与 经 典 导 辑 不 同 的 直觉 主义 兆 辑 的 使 用 
ВЕРЕ. 此外， 能 行 性 在 广 尽 的 意义 下 被 考虑 ; 
它 不 涉及 这 个 字 在 精确 意义 下 的 算法 的 存在 性 ， 且 可 
能 有 历史 事实 的 黑 积 性 质 ， 或 可 以 依赖 于 ~- 问 题 的 真 
实 解 或 依赖 于 物理 因素， 

直觉 主义 数学 中 研究 的 对 象 首 先是 像 自 然 数 或 有 
埋 数 这 样 的 构造 性 对 象 和 藉 列 出 它们 的 元 索 而 给 出 
的 构造 性 对 象 的 有 限 集 ( 见 构造 对 象 〔 constructive ob - 
Jeet) ). 研究 的 国有 对 象 是 所 谓 的 自由 建立 的 序列 { 另 
一 术语 是 选择 痒 列 〔choicc sequences ))》， 选 择 序列 可 
表示 为 定义 在 自然 数 斥 上 的 函数 ， 取 值 为 一 定 类 研究 
的 对 象 的 《最 简单 情况 是 白 然 数 集 ) ， 且 使 得 它 的 每 个 
值 能 行 地 变 为 一 可 允许 序列 . ЧАЙ ЭАТ ЖЫЯ. АП 
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几 美 选择 序列 ， 因 此 ， 好 果 已 经 知道 选择 序列 的 整个 
形成 规则 ， 侧 如 作为 一 相应 算法 的 描述 ， 风 如 此 选择 
序列 被 称 为 有 规则 序列 ， 另 一 极端 是 ， 任 何 时 刻 研究 
考 只 知道 选 拌 序列 的 一 苗 节 没有 任何 将 来 行为 的 信 
В; 如 此 选择 序列 称 为 无 规则 的 ( lawless ) ， 这 种 经 典 
数学 里 不 管 的 区 别 可 用 反 吹 形成 这 些 选 择 序列 的 不 同 
方式 的 精细 数学 原则 在 直觉 主义 数学 沾 表示 ， 最 后 ， 
所谓 直 沉 主义 的 种 类 (species ) 可 看 成 是 次 觉 主义 数学 
研究 的 对 象 ， 种 类 是 几 究 对 象 可 以 有 的 性 质 ， 有 这 
种 性 质 的 对 象 被 称 为 种 类 的 元 素 或 项 ， 为 了 避免 牙 盾 
的 出 现 ， 人 们 可 以 引进 像 类 型 论 ( types, theory о) 那 
样 的 种 类 的 分 雇 ， 其 中 要 求 种 类 的 元 案 要 独立 于 种 类 
的 定义 来 下 定义 ,显然 ， 在 直 党 主义 数学 中 广泛 地 引 
进 种 类 会 (在 直觉 主义 数学 之 中 ) 出 现 一 问题 ， 这 就 
是 抽象 集 合 论 的 特征 ， 例 如 直 调 性 ， 明 显 的 矛盾 等 等 . 
但 是 ， 人 人 们 必须 记 住 ，- 方 面 处 理 种 类 和 在 经 典 数学 
中 人 处理 集合 很 不 相同 ， 而 另 一 方面 在 直觉 主义 数学 的 
实际 工作 中 种 类 处 于 非常 次 要 的 地 位 .实际 上 ， 绝 大 
多 数 结果 可 以 完全 不 必 把 种 类 作为 研究 的 独 衬 对 象 而 
吉 以 陈述 和 证 明 ， 这 涉及 把 能 行 可 构成 或 能 行 可 产生 
对 象 作为 鲜 究 对 象 的 趋势 . 钱 究 的 其 他 “ 非 传统 * 对 
象 也 被 认为 包 罕 在 直觉 主 义 的 框架 内 ， 可 以 看 出 ， 有 
限 种 类 的 能 行 泛 函 的 研究 是 富有 成 果 的 ， 用 这 些 结 
困 ， 人 们 可 以 窒 直 觉 宇 义 框 贺 内 构 获 经 奥 分 析 的 解释 
(P.S. Norikov, К. Güdel, С. Spector). 

ЕЖЕ ЖИЙ ЕЛ ЖЭ Ж Ж k — ИЯГЕ] 
积 的 能 行 性 导致 这 样 的 事实 ， 在 直 党 主义 数学 中 某 些 
传统 的 数学 分 支 获 得 很 不 导 常 的 形式 ， 实 线段 不 看 成 
单个 点 的 集合 ， 而 看 成 “构造 的 手段 ， 看 成 加 纲 的 
有 吾 区 问 的 展 借 (上 见 展 形 (直觉 主 义 中 的 ) (spread 
(in intuitonistic logic ))， 每 个 直觉 主义 实数 决定 一 个 
选择 岸 列 ， 它 的 值 荐 无限 加 绸 的 幅 套 的 有 理 区 间 . 
在 关于 直觉 主义 实 直线 的 论证 中 ， 人 们 要 用 像 坝 归纳 
(bar induction) ЖЕЙ (fun) 定理 这 样 的 规则 .其 结果 
是 例如 在 概念 的 自然 体系 中 ， 每 个 在 闭 区 艘 上 定义 的 
直觉 主义 的 实 值 函 数 是 一 致 连 续 的 . 直觉 主义 数学 是 
数学 中 已 很 好 地 发 展 了 的 一 个 方向 、 它 包含 了 在 一 些 
分 支 ， 如 测度 论 、 泛 函 分 析 、 攻 扑 学 、 微 分 方 短 论 中 的 
许多 深刻 的 结果 . 

ТЖ, Н. Меў (1918) 企图 在 直 调 途 径 
ЕЗЕШ ЕК. Weyl 大 至 同意 直觉 主义 式 的 批 
评 ， 他 提出 ， 人 们 要 局 限于 研究 构造 性 对 象 ， 目 要 把 
集合 看 成 在 一 特定 语言 里 的 条 件 ， 这 条 性 在 定义 时 不 
能 琶 杯 集合 定义 的 直 谓 性 . 其 后 Weyl 加 入 了 数学 构 
造 的 直觉 主 义 概 念 ， 而 他 的 观点 建立 在 数学 基础 的 深 
人 研究 的 基础 上 . 

以 考虑 构造 的 宾 性 的 标准 梓 为 一 切 直觉 的 首要 
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点 ， 且 与 形式 主义 不 后 ，Brouwer 反对 企图 去 建立 直 
觉 主 义 数学 特别 是 直觉 主义 进 辑 ， 但 是 恰恰 是 在 把 枯 
本 的 规律 精确 地 陈述 成 演算 { calculas ) 之 后 ， 直 觉 主 
义 逻 辑 的 研究 取得 很 大 的 成 绩 ， 其 中 直觉 主义 的 演 
算 里 也 可 以 用 数理 迄 辑 和 匆 工 上 只， 在 发 展 直 党 主义 地 辑 
时 ， 数 学 家 大 量 地 在 艰 与 时 不 认为 自己 是 直觉 主 义 
者 . 另外 ， 数 学 中 真性 的 问题 不 那么 重要 了 ， 特 殊 的 
直觉 主义 演算 有 很 大 的 数学 兴 越 ， 因 为 它 浴 清 了 数学 
中 能 行 性 的 处 同 概念 .直觉 主义 发 展 的 现代 方向 是 后 来 
更 广 意义 下 的 构造 数学 ( constructive mathematics ) . 

在 由 Н. Heyting 对 直觉 主义 谓词 演算 ( 见 直 党 主 
ЗОР. (intuitionistic logic )) 有 了 铺 切 的 陈述 后 ， 建 立 
了 一 个 拓扑 解释 (СА. Тазы) 种 一 个 作为 问题 演算 的 
Ж (А. Н. Колмогоров). Ж АА ХЕП 
Ж @ ЖЕ НАЯ ЕЛЛАР Run ЗЕ 
В (К. 0008). ，Heyting 描述 人 直觉 主义 算术 演算 
演算 建立 在 直觉 主义 调 词 演算 基础 上 就 可 以 得 到 它 . 
АПЕЙ ЖДИ, Колмогоров 和 Gidel 提出 直觉 
主义 演算 对 经 典 演算 否定 部 分 的 浸入 运算 (immersion 
operation) 《或 解释 (interpretation )) . 特别 地 、 这 可 
以 推导 出 ， 如 果 直 党 主义 演 敌 是 七 予 活 的， 那么 经 典 
ИЛО. 直觉 主义 的 析 取 词 和 存在 性 质 被 建 
立 . 这 就 是 如 果 命 题 3 x A(x) 可 被 推导 出 ,那么 对 
ЖЛ г, AG 可 被 推导 出 ，4 V В ТЧЧ 
涵 4 的 可 推导 性 或 B 的 可 推导 性 . 命题 的 直 党 主义 
概念 的 某 些 变型 被 S. C. Kleene 以 递 妇 可 实现 性 
( recursive zealizability ) 的 形式 提出 来 . 丛 在 这 意义 
下 ,这 是 A. А. Марков 发 展 的 数学 级 构造 方向 前 特 
征 . 广 意 的 理解 直觉 主 义 这 个 词 ， 人 们 可 把 数学 的 构 
造 方向 看 成 直觉 主义 的 一 变型， 在 其 中 用 算法 方法 来 
研究 构造 对 象 及 构造 过 程 . 

直觉 主义 谓词 演算 的 语义 完全 性 已 被 研究 ， 在 直 
党 主义 多 辑 的 模型 的 理论 里 给 出 了 可 推导 性 的 一 个 完 
全 是 代数 的 刻画 (E. Beth # 5. Kripke 给 出 )， 这 些 
理论 在 直觉 主义 数学 的 其 他 部 分 中 有 应 用 .直觉 主义 
遥 辑 关于 一 选择 序列 的 某 促 概念 是 完全 的 、 但 是 它 关 
于 递归 可 实现 性 不 完全 ， 和 量词 的 直觉 主义 概念 允许 人 
们 在 算术 中 把 Church 论题 (Church thesis ) 陈述 为 一 数 
学 命题 ,例如 ， 当 写成 “ 如 果 对 每 个 自然 数 x 都 有 一 
自然 数 y 满足 关系 A4(x,y)， 那 么 有 一 个 一 般 递 归 
ЮЖ 了 使 得 A{x, Лх) 对 一 切 x 成 立 就 可 以 做 到 
T; 这 关系 A(x, р) 必须 不 包含 选 择 序列 型 的 非 构 
造 性 参数 ，Mapkos 的 构造 选择 原理 ( Markov const- 
ructive section principle ) 也 可 以 在 算术 语言 中 自然 地 
陈述 ， 直 觉 主义 理论 中 的 这 两 个 天 本 原则 的 关系 是 当 
前 许多 研究 的 主题 ， 

选择 序列 理论 的 一 个 满意 的 构造 和 直觉 主义 数学 
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的 高 等 分 支 华 19 ВВЕ 50. W 
( intuitionistic analysis ) 的 形式 理论 语 
Ж: B 3608926826 x, y, 2… 和 把 自然 数 映 到 自然 数 
的 选择 序列 的 变 元 a, рут. 理论 包 仿 对 函数 和 数 
i 符号 .原子 公式 的 形式 是 二 
量 都 可 用 量词 ， 该 理论 包含 
切 公设 ， 这 组 公设 保证 了 对 
嚼 数 和 数 的 原始 递归 变换 的 一 切 基 本 性 质 的 引信 . ВГ 
以 在 理论 中 可 以 描述 一 个 用 自然 数 编码 自然 数 有 限 序 
列 ( 数 级， 见 多 元 组 1tuple) ) 的 一 一 对 应 . Ф (xi， 
тз. х„) Ж лд ху, зс, х, ЛАКИН; x < y 起 
(concatenation), х=‹х,,сс, 
хә. Дутуу е, у. ху (хс, 
х усту УЫ. 只 具有 一 个 项 的 数组 4x> 的 数 
Ш х. Ф ¿x 表示 数组 《xz(0) 55, а (л 1). 
ЛАН ae K, Ж 

VBax(s(8x) >0)&V xy 


(ax>0>a(x+y)=a(x)), 
来 引进 谓词 “& 其 一 连续 算 子 "、 用 一 连续 算 子 子 选择 
岩 列 的 结果 可 定义 如 下 : у= z(0) И 


az(y + 1= (82), 


RB у= (al) 意 指 
Vy3gz(y(s) T 1=a(y *B(2))), 
此 外 ， 令 (8), 表示 函数 x， 它 满足 
Vy(a(y)= 8(<x,y))). 

ИИТ, ЛОРИ ИОВ ЗЕТ E EE БИГЕ 
ЗТ. 

首先 有 直觉 于 ХЖ 择 公 理 (intuitionistic ахіот of 
choice ) с 

УхаахА(х,х)эанухА(х,(#),), 
Brouwer 连续 性 原理 ( Brouwer continuity principle ) 


Va3 8А(а, В) P (Bye K)A(a, (y|a)), 
31) 98 ( bar jnduction ) ， 这些 原理 给 出 Kleene 提出 
的 选择 序列 的 形式 理论 ， 这 理论 足 以 得 到 直觉 主义 分 
本 ， 包 括 肩 定理 连续 函数 的 一 致 连续 性 等 等 定理 
人 们 必须 记 仁 ， 这 蛙 论 只 反映 构造 直 党 主义 分 析 特 别 
方 本 的 一 种 直觉 证 义 序列 ， 选 芋 订 列 的 其 他 有 特征 意义 的 
类 是 上 述 无 规则 序列 ， 如 下 的 开 数 据 原理 (principle 
оГ open data) 指出 ， 在 一 无 规则 序列 中 的 一 切 信息 可 
藉 研 究 它 的 前 节 而 抽出 : 

AG)53xy(ax=y&VB(Bx= уз AG(B)). 


其 中 a 是 在 A{x) 中 出 现 的 仅 有 的 选择 序列 变 元 ， 
还 有 一 种 选择 序列 出 现在 企 思 在 一 形式 理论 中 表 
达 那 些 依赖 于 问题 解 的 远 择 部 列 的 存在 性 之 中 .对 如 
此 选 怪 序 列 ， 所 谓 的 Kripke 概 形 (Kripke scheme ): 
3xz((Vxa(x) =0 =—A А (B3xaz(x) # 05 А)) 


成 立 . 

不 同 的 直觉 主义 原则 用 于 不 同 的 选择 祝 列 类 ， 所 
以 对 无 规划 序列 一 般 形式 下 的 直觉 主义 选择 公理 不 成 
立 ， 且 对 依赖 于 问题 解 的 序列 所 述 Brouwer 连续 性 原 
理 不 成 立 ， 表 未 自觉 主 义 类 型 论 的 形式 埋 论 尚未 很 好 
建立 ， 伺 是 也 有 企图 处 理 类 型 的 特定 的 直觉 主义 工具 
被 陈述 过 ， 例 如 若 X 是 一 自然 数 类 型 的 变 元 ， 则 如 下 
称 为 一 致 性 的 原则 可 被 接受 : 


V X3xA(x, X) 92 1xV XA(x, X). 


W: 20 世纪 的 后 半 世 纪 Brouwer 的 想法 只 被 一 小 部 
分 数学 家 ， 直 觉 主 义 者 赏识 ， 尽 管 这 些 人 对 数学 基础 
的 进一步 研究 有 很 大 影响 ， 最 近 情况 有 些 改 变 . 证 明 
论 的 发 展 使 得 有 可 能 在 正 合 演算 形式 中 陈述 基本 的 直 
觉 主 义理 沦 ， 唱 对 它们 进行 精确 的 研究 ， 数学 中 计算 
倾 身 的 发 展 产生 对 证 明 的 能 行 工具 的 逻辑 分 析 ， 也 对 
数学 中 用 的 抽象 性 的 研究 产生 兴趣 .基于 某 些 构造 性 
起 法 的 重新 构造 数学 的 各 种 计划 出 现 了 . 把 直觉 主义 
的 传统 方法 和 证 明 论 的 现代 方法 的 综合 可 能 极 大 地 挫 
进 直 觉 主义 ， 
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【 补 注 ] 

上 述 另 一 个 影响 对 直觉 主 义 兴趣 的 恢复 的 因素 是 
范 睹 有 逻 辑 的 产生 特别 十 拓 普 斯 理论 (ОДН ВРАТ 
(торо ) ) 的 出 现 ， 一 拓 普 斯 内 站 辑 性 质 上 蓄 直 党 主 义 
式 的 .实际 上 一 拓 普 斯 可 以 认为 十 高 价 直觉 主义 类 型 
理论 的 模型 ， 旨 直觉 主义 的 拓 普 斯 模型 推广 了 Beth 和 


Kripke 的 代数 模型 和 Tarski 和 Scott 的 拓扑 模型 
一 个 包罗 万 象 的 截止 到 目前 情况 的 报告 抑 [АЗ], 
它 也 列 有 下 党 的 文献 时 录 . 
参考 文献 
[А1] Роштав, М. Р., The вс of topoi, 
Barwiss (cd ), Handbook of Mathematica!l Logic , 
North- Holland , 1977, 1053 — 1090 . 
[A2] Fourman, М. Р. and Scott, Б. 8 . , Sheaves амі lo - 
Во, in M. Р. Fouman, С. J, Mulvey and Р. S 
Scott (eds.), Appliations of Sheaves, Spnnger, 
1979, 302 ~ 401. 
[АЗ] Ттоеыта, А. S. and Dal, D. уап., Constmeti - 
vism m matheraatios, 1 — 2, North - Holland 089. 
ГАФ] Dummet, М. А. E., Elements of intuitionism, 
Oxford Univ. Press 1977 
[A5] Dalen, 0. van (ed .), Bouwer’s Cambridge Lectu- 
res on intuitionism , Cambridge Univ. Press, 1991 


in J 


1A6] Beeson М., Foundations of constructive mathema - 
Чез, Springer, 1985. ИЖЕ # 


直觉 主义 算术 [ intuitionistic arithmetic ; интунцнонис гє - 
кое арифметическое исчисленне | 
见 直 党 主义 (intuiiongm ). 


直觉 主义 逻辑 [ intultionistic logic; ннтунционистекая no - 
гика] 

一 个 从 直觉 主义 【intuitionism ) 观点 来 看 有 效 的 证 明 
语句 的 方法 集合 、 在 痰 义 的 意义 下 ， 直 觉 主义 多 辑 指 
的 是 A. Heying 在 1996 РЕННЯ ХАЯ 
演算 ( predicate calculas ) 语言 中 陈述 包含 直觉 主义 命题 
演算 (intuitionistic propositional caleulus ) 的 一 切 公理 
模式 和 蕉 演 规则 《但 是 这 里 用 的 是 谓词 演算 语言 ) ， 
外 加 如 下 的 量词 公理 和 推演 法 则 (quantifier axioms and 
derivation rules). 公理 有 


VxA(x)> A(t) Ш A(t) > 3xA(x) 
以 及 二 推演 法 则 


СэА(х) А(х)> C 
СэүхА(х) ' 3xA(x)5 C 


其 中 壮大 一 变 亢 ,上 是 语言 中 的 项 ， 朋 公式 C Za 
x 作为 一 参数 . 

直觉 主义 谓词 演算 的 完全 性 依 剖 于 直觉 主义 理论 
的 语义 原则 基础 。 所以， 撒 式 为 
Vx(P(x) Va P(x)) Лу ~ 3xP (x) > 3xP(x) 


的 构造 性 选择 原理 (constructive sclection priciple) 在 
直觉 主义 谓词 演算 中 不 能 被 推演 出 ， 但 在 一 定 的 构造 
主义 途径 里 可 以 认为 是 真 的 . 在 这 方面 的 另 一 个 例子 
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是 所 谓 单 值 化 原理 ( unifonnization principle ) 的 
(-0эзхрР(хууэях(-ф@ э P(x)), 


它 在 某 些 直 觉 主义 的 解释 中 为 真 ， 凡 同时 在 附加 了 Ch- 
wh 论题 (Church thesis ) 的 算术 埋 沦 框架 内 与 构造 性 
选择 原理 不 相 容 ,给 定 的 例子 表明 ， 没 有 对 一 切实 际 
使 用 于 各 直觉 主义 奎 论 的 逻辑 基础 都 台 适 的 完 金 前 直 
ЖЕҢИНИН. 可 能 有 依 校 于 不 同 的 语义 规定 的 本 
质 上 互 异 的 直觉 主义 逻辑 ， 推 演 的 直觉 主义 更 论 的 发 
Р (ЛОВ Е ( derivation , logical) ) 允许 人 们 在 直觉 
主义 框架 内 精确 地 陈述 许多 语义 问题 ， 所 以 К. Обе 
证 明了 关于 推演 的 直觉 主义 悍 词 演算 的 完全 性 获 涵 对 
原 站 递归 谓词 的 Mapxca 的 构造 选择 原理 ， 由 这 些 
诺 义 的 看 法 ， 这 是 一 个 倾向 谓词 演算 不 完全 性 的 论 
证 . 另外 已 经 发 现 ，Beth 模型 或 Kripke 模型 (Kripke 
model ) 的 代数 语义 的 宣 觉 主义 逻辑 完全 性 的 直觉 主义 
有 效 的 证 明 . 
参考 文献 
11) Heyting, А., Intutionsm: an introduction, North- 
Holland , 1970 
[2] Kleene, 5. C. , Introduction to metamathematics , Nor - 
th - Holland ,195! {中 详 本 : 5. C， 克 林 ， 元 数学 导 
论 ， 上 、 下 册 ， 科 学 出 版 社 ，1984 - 1985). 
A. б. Dmgalin @ 
[ 补 注 】 
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直觉 主 义 调 词 演算 Tintuiitionistie predicate cakcuhss ; инту- 
нционистское исчнсленне предикатов ] 
АЯН УЕ ( intuitipnistic logic ) - 


直 党 主义 命题 演算 [intuitionistic propositional calculus ; 
нитунцновистское исчисленне высказываний } 

一 个 描述 从 直觉 主义 (intuitionism ) 观点 来 看 有 效 
的 命题 推演 法 则 的 运 辑 演算 ( logical calculas ) ， 一 个 被 
广泛 接受 的 站 党 主义 命题 演算 的 陈述 是 由 А. Heyting 
在 1930 年 给 出 的 ， 它 和 经 典 命题 演算 的 基本 不 同 之 处 
在 于 用 较 弱 的 矛盾 原理 { contradiction principle ) 

AS(34A58) 

取代 排 中 律 (law of е excluded middle) (ХХ 
律 (law of double negation)). ` 

直觉 主义 命 超 演 算 的 一 个 一 般 变异 形式 可 陈述 如 
T. Ë А, B, C 是 所 考 卉 的 语言 中 的 任意 公式 . 演 
算 的 公理 是 下 列 公式 : 

1. 42(8>А); 

2. (4эВ)э((Азэ(ВэС)уз(Аэс)); 
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.AS(B5AAB); 

AA ñB5A; 

AA BB; 

AAVB; 

вэ А\/В, 
„(азсузэ((вэсСуз{А\У/Вэс)); 
„(Аэвуэәэ((Азэ-Вуэ>э- А); 

10. 4з(-1А)Э ВБ) 

ИЖЕ НАИ Г fb ME EB bs Dd P: IB РЕ ЕЛЕ 
法 则 (гше of modus ponens ): Ж 4 和 4 > B Iki 
演出 ， 则 p 可 被 推演 出 

出 直觉 主义 观点 来 石 ， 这 个 演算 的 每 个 可 被 推演 
出 会 式 都 是 有 效 的 ， 上 上 述 演算 的 完全 性 问题 是 更 精细 
的 .直觉 主义 命题 演算 关于 代数 褒 义 ，Kripke 模型 和 
Већ 异型 是 完全 的， 但 大 关于 leene 的 递归 可 实现 性 
{ тесшзїзе realizability ) 解释 是 不 完全 的 ， 亦 见 构造 命 
题 演算 (corstmctive propositional caleulas ) . 

关于 参考 文献 ， 匈 直 党 主义 (intuitionsm ) . 

A. G. Drugalin # 杨 东 屏 译 


о о we 


统计 程序 的 不 变性 | imariance of а statistical procedie ; 
инварнантиость статистнческой процедуры] 

ЕРТ Я | ВЕ G 的 不 变性 
(Жс), Др Ыл ИШ 
统计 程序 的 慨 念 首 先 出 现在 数理 统计 的 所 谓 参 数 问 
题 中 ， 太 先 : “观测 结局 w 前 概率 分 布 P(4o) 
属于 已 知 族 {P,:8e@}) 时 . 设 G 是 结局 的 可 测 空间 
(о, В.) Z81238 g 的 于， 则 称 统计 判决 问题 关于 
变换 群 G 为 G 同 变 的 (G-eduivariant )， 如 果 满 足 条 
件 : D саа @ 的 变换 群 С ЕРИН 
# f 


Го 5е0, Vase G, 

НГЕ 
(Pog) (= Po +), VgeG; 

2) 存在 群 G 到 判决 4 的 可 测 空 间 (D , В,) 的 可 测 变 
换 群 G БЮ h 

hig— 8 G, ge G, 
且 具 有 性 质 

L{g(8),9{(d) = L(a.dy, 
其 中 L(g,d) 是 损失 函数 ;3) 关于 参数 的 一 切 可 能 
值 的 爹 部 附加 先 验 信息 ( 先 验 密度 p (0), 不 相交 分 割 
6=0.0 00, ж) СТЕ С 同 变 的 ， 在 这 
些 条 件 下 ， 不 管 是 确定 性 还 是 随机 化 的 判决 规则 


дг гу д (а) ЛЕЎ (паат proce- 


Оше) 或 更 确切 地 你 为 ，G 同 变 程序 〈G- equivariant 
procedurey, 如果 


50900) = 9(5(0)), Yosn VgeG. 
同 变 判决 程序 5 的 风险 
rT3(0)=E,L(0, д0) 


是 G 不 变 的 ,特别 地 ， 它 不 依赖 于 о, АЗ G í 
Өө 上 作用 可 传递 . 

一 般 地 ， 人 在 参数 问题 中 不 存在 保证 使 风险 对 于 参数 
0 的 每 一 个 值 都 最 小 的 最 优 判 疾 程 序 ， 特 别 地 ， 对 于 
Жж 8 值 ， 判 决 程 央 可 以 使 风险 最 小 ， 介 这 要 以 参数 
其 他 一 些 同样 可 能 的 先 验 入 的 质量 变 坏 为 代价 。 同 变 
fE fE Abi B£ F {ЛЕЛЕР EE. 假如 群 G 充分 丰 
富 ， 则 在 不 变 程 序 中 窑 在 一 具有 一 致 晤 小 风险 的 最 优 
不 变 程序 . 

不 变 程序 广泛 应 用 于 假设 检验 ( 亦 见 不 变 检 验 
(invariant test |) 和 分 布 律 参 数 的 估计 中 ， 例 如， 对 于 
АЛАШ ИО ЭЭМ т ЫЕ 
оу), 


Ух, 二 
2 


| 


b(x,a) = тут ә - 


В ВА У (5, 一 和 y)* ,普通 样本 均值 


FX 
N 


х 
х= 


是 未 知 均值 向 量 xc= (ai ,…，xn) 的 报 优 同 变 估计 
B. 这 里 ， 群 G 是 观测 结果 的 排列 群 5, 与 Eucid 
空间 R" 的 运动 群 Ort (m) ЯЕ; G= G= Or (m). 
对 于 m 之 3, 该 问题 中 存在 非 同 变 估计 量 ， 使 对 于 一 
й ц, ХАН х 更 小 ; 不过， 本 质 上 的 * 超 有 效 性 
的 区 域 变 得 不 显著 了 ， 并 且 堕 着 样本 罕 重 N 的 增 大 
无 限 减 小 . 超 有 效 悉 序 的 可 能 性 与 G 的 非 紧 人 性 有 关 . 
统计 羊 的 一 些 非 参数 问题 中 ， 结 局 的 尖 验 分 布 P` 
族 本 质 上 是 汽 穷 维 的 悄 形 下 ， 以 及 在 有 多 余 参 数 的 情 
形 下 建立 参数 9 КЖ, ЖЕШ ЖИЛЕ ҮКЕ. 
参考 文献 
[1] Lehmann, E .1., Testing statistical hypotheses , Wiley , 
1986 H. H, Ченцов 8 周 概 容 译 


不 变性 原理 [iwariance, prindple оГ; ннварнантности 
принцип ] 

Ë X,, X,, 7 5— ЭМ зу JE] 29 # 5 SAB БИЗДЕ 
量 ， 期 望 为 零 且 方差 为 a。*; 考虑 随机 折线 


о уре {Svat (ne Таа}, 


0<г&1, 


КР S. = Y> X... 如果 了 是 C[0, 1] 上 的 实 值 连 
еа [或 除 一 人 Wiener ШШ ЗАЧ АУРА 
Be), ЖР C[0, 1] 是 [0，1] ЕЖЕ АЙНАШ ЕМ 
界 范 数 的 空间 ， 那 么 f(Y,) koi kak ГО), 
其 中 W 是 Wiener 随机 请 歼 、 因 此 ，ft 了 Y,) 的 极限 
分 布 不 依赖 于 X,, X,. с 的 任何 特殊 性 质 

利用 不 变性 原理 前 一 个 典型 范例 是 ， 为 求 f(Y.) 
的 极限 分 布 ， 只 须 求 1(Y,) 的 极限 分 布 ， 其 中 Y, 
是 用 与 构造 了, 相同 的 方法 从 菜 一 特殊 选 掺 的 序列 
Х\, Ху, 7 构造 的 随机 折线 . 例如， 如 果 

ДО) = up х(0), 


那么 了 在 C10, 1] 上 上 连续， 并且 册 于 
1 


Y.) = ах Б, 
ДЕГЕШ 


[БП 


max $ 
ауп лхои 


ЯГ sup, W(t). 2239 sup, (t) 的 分 布 ， 
可 用 序列 1 ] PIX. =1)=P IX = -1)= 
作为 一 个 计算 结果 可 得 
Р (ари) &а}=ү/ 2 {е "ад, а> 0. 
' 


1 
了 ， 


参考 文献 
[1] Donsker, M., An mvariance principle for certam prob - 
ability limit соти, Memoirs Атет. Math. 50с., 6 
(1951), 1-0. 
[21 Прохоров, Ю. В., {Теория вероятн. и ее при- 
мен.) 1959, т. 1, No. 2, 177 — 238 
[31 Bilingley, Р.. Convergence of probability measures, 


Wiley , 1968. B. В. Сазонов F 
[бэ] 
参考 文献 
ГАІ] Breiman ，L ，，Probubility , Addison - Wesley , 1968. 


йк Ж 
下 变量 [ invariant ; ннвариант | 

一 组 给 定 的 数学 对 象 M 连带 着 一 畔 定 的 等 价 关 系 

P 到 另 一 组 数学 对 象 МОЮ —ЛДИЙ o, ВЕ M 关 
于 p 的 每 一 等 价 类 上 取 常 值 {更 准确 地 说 ， 它 是 M 
上 等 价 关系 p 的 一 个 不 变量 ). 如 果 X E M 中 的 一 
个 对 象 ， 则 常 称 ом) Ez X 的 一 个 不 变 服 ,不 
变量 是 数学 中 最 重要 的 概念 之 一 .其 研究 直 技 关系 到 某 
些 对 象 的 分 类 问题 . 本质 上 ， 每 一 数学 分 类 的 日 的 都 是 
构造 不 变量 的 某 个 (可 能 的 话 ， 尽 可 能 简单 的 一 个 ) 
完全 系统 ， 使 之 紫 够 区 分 任何 两 个 不 等 价 的 所 论 对象 . 
不 变量 最 简单 的 例子 是 实 平面 二 次 曲线 (second - 
order cure) 的 不 变量 .就 是 ， 设 M 号 实 平面 全 体 二 
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次 不 可 分 裂 骨 线 之 集 ，2 是 М 上 由 下 述 规则 给 出 的 等 
价 关系 : гем 等 价 于 гем. ЧУЧ г 是 工 经 由 
半 面 的 一 个 运动 ( 即 等 下， 见 等 距 上 映射 (sometne 
mapping) 而 得 到 的 如果 Ах? +2Bxy+ Су + 
2рх+2Еу+Е= 0 是 曲线 ГЄ M 在 一 Descattes Ж 
标 系 的 方程 ， 设 c(T) = A+ C, 


ABD 


» A(T)=IB С E|, 


ја в 
“= А 
р ЕЕ 


则 д(Г) #0, ЖА (Г) = (Г)РА (Г) Ж 
g《T) 一 5(T)/A(T) 2 的 值 不 依赖 于 坐标 系 的 选择 
(尽管 下 МУЖА). 如果 两 个 曲线 工 ， 
T SM з. 则 有 fT)= fT,) ША g(T)= (Гү). 
换言之 ， 从 集合 M 到 所 有 实数 之 集合 NN 的 映射 f, 
8 是 等 价 关系 p 的 不 变量 ; 这 些 映 射 义 称 为 实 平面 二 
次 不 可 分 裂 曲 线 的 不 变量 . 由 任 一 特定 基线 的 诸 不 变量 
的 值 可 以 确定 潘 曲 线 的 类 型 《 顶 圆 、 改 曲线、 抛物 线 ) . 

另 一 经 典 的 例子 是 实 射 影 直线 上 有 序 四 点 集 的 交 
Ш (cross ratio). 经 过 直线 的 射影 变换 ， 有 序 四 点 集 的 
交 比 不 改变 . 此 例 中 ，M 是 一 实 射 影 直 钱 .上 的 有 序 四 
点 组 的 集合 ;M 上 的 等 价 关 系 p 由 下 述 规则 定义 : 两 
ЛАШ Р, F'e M 等 价 ， 当 日 仪 当 在 直线 的 一 个 射 
影 变换 下 变 成 Р N 是 实数 洪 加 兆 穷 大 所 得 的 完全 
Ж. 交 比 定义 了 一 个 从 M 到 N 的 映射 ， 它 是 关系 р 
的 一 个 不 变量 ， 正 是 在 此 意义 上 称 交 比 是 四 点 【关于 
射影 群 ) 的 一 个 不 变量 . 

一 个 rt 变 元 的 二 次 型 (qusdratic form ) 的 秩 给 出 
又 一 个 不 变量 的 例子 : 秩 在 二 次 型 的 等 价 代 换 下 不 改 
变 ( 简 言 之 ， 秩 是 二 次 型 的 一 个 不 变量 ) . 进而 ， 车 二 
次 型 是 在 复数 域 上 考虑 的 ， 则 秩 构成 п 变 元 二 次 型 不 
变量 的 一 个 完全 系统 ;两 个 二 次 型 等 价 当 各 仅 当 它们 有 
相同 的 秩 ， 另 一 方面 ， 车 在 实数 域 上 考 虚 二 次 型 ， 则 
产 牛 另外 一 个 不 变量 ， 即 二 次 型 的 符号 养 ; 秩 和 符号 
差 构 成 不 变量 的 一 个 完全 系统 . 在 这 些 例 了 中 ，M 是 n 
变 元 二 次 型 的 集合 ，p 是 出 变 元 的 非 疝 异 线性 变 斤 定 
义 的 等 价 关 系 ， 而 N 是 整数 集 . 

ШЕЛФ ( 以 及 其 他 很多 ) 例子 的 共同 特征 是 其 中 
的 等 价 关系 p 由 集合 M 的 某 一 变换 群 G 所 定义 { 即 
X, Ye M Ë p ЙК, MH RM Y=g(X) 对 某 一 
960 成 立 ) .这 种 情形 所 产生 的 不 变量 叫做 群 G 的 不 
ЖШ. ЇЙ TMT. M 的 变换 由 平面 等 距 群 而 导出 ， 
第 二 个 例子 由 射影 群 导出 ， 第 三 个 例子 由 变 元 的 非 奇异 
变换 的 一 般 线性 群 导出 ， 这 些 例子 说 明 F. Кып 提出 
的 【所 谓 埃 尔 兰 报 纲领 ( Erlangen program)) 这 一 一 般 
概念 ， 每 一 变换 群 在 其 一 几何 学 中 可 作为 “坐标 系 的 变 
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换 " (证 同 构 ) 群 ， 这 一 几何 学 的 对 象 所 定义 的 在 “ 坐 
标 变换 ” 【不 变 昌 》 刻 而 所 论 几何 学 的 
пая. 给 出 这 一 几何 学 的 定理 的 … 个 “ 结 
构 " 分类. яй, Bh ДШ ЁК ТРЕ Jë Ж ОБ АЯ} ВА ЕЙ 
不 变量 ( 以 及 它们 之 问 的 关系 ): 对 Euclid 几何 学 ， 就 
是 Euclid 空间 的 运动 群 《 等 距 ) 的 不 变量 ， 等 等 . 
不 变量 的 经 典 理论 ( 见 不 变量 理论 【invariants ,the- 
огу оѓ)) 是 以 上 述 方 式 发 展 起 来 的 ， 其 中 只 考 堪 了 特 
殊 类 型 的 不 变量 (线性 变换 群 的 多 项 式 或 有 理 不 变量 ， 
或 更 广泛 地 ， 在 某 一 群 的 轨道 上 取 常 数 的 数值 西数 ) . 
不 过 ， 不 变量 的 … 般 概念 会 义 更 为 广泛 而 不 限于 
变换 群 不 变量 的 框 保 ， 因 为 并 非 所 论 数学 对 象 的 集合 
M 上 的 每 一 等 价 关 系 p 都 是 由 一 个 群 的 作用 决定 的 . 
这 一 类 不 变量 的 例子 可 在 很 多 数学 领域 给 出 .代数 拓 
扑 学 和 同 伦 拓 扑 学 中 每 一 个 拓扑 空间 与 其 同 伦 群 以 及 
《系数 取 自 某 个 群 的 ) 奇异 同调 群 相 联 系 ， 这 些 群 是 空 
各 关于 同 伦 等 价 的 不 变量 . 代数 几何 学 考虑 代数 能 的 
НЖЖ, КИДЕ ВЦ А — ЖЕРИН 
Жей 一 一 算术 亏 格 ， 提 供 了 此 等 价 关系 的 不 变量 的 
一 个 例子 ， 微分 拓扑 学 考虑 流 形 的 微分 同 豚 ， 流 形 的 
Stiefel - Whitney 类 就 是 等 价 关系 的 不 变量 .经 典 微分 几 
人 学 中 考 灌 封闭 曲面 的 总 曲率 ; 它 是 一 个 弯曲 不 变 
E. Abel 群 的 理论 则 考 虐 所 谓 的 万 限 生 成 群 的 不 变 
Ж, ПЖ ЮЖН; 按 同 构 来 考虑 ， 它 们 构 
成 这 些 群 的 集合 的 不 变量 的 一 个 完全 集 . 
В.Л. Попов # 
【 补 注 】 实数 域 二 次 型 的 符号 差 可 代 之 以 其 Witt 指标 
(Xh Witt 分 解 ( Witt decomposition )》. 
杨 巾 、 曾 振 柄 Ж 


不 变 平 均 [jnvariant average 或 invariant mean ; нивари - 
антное среднее], #3 + G 上 的 (更 精确 地 说 ，G 
目的 函数 空间 天 上 的 不 变 平均 ) 

f G 十 的 所 有 有 钼 复 值 天 数 构成 的 空间 (SUT E 
确 界 模 ) B(G) 的 闭 子 空间 蕊 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 
(linear functional ) т, Ж 08718) X 包含 常数 
函数 并 在 复 共 轮 运算 下 保持 不 变 ,而且 m 和 X 满足 
下 述 条 件 : 1 ) XX 在 左 平移 下 不 变 ， 有 好 如果 ех, BJ 
有 、fe， 其 中 的 f(t) = f(xt) 对 所 有 的 x, гес 
及 feX; 2)m 是 XX 上 的 平均 ， 即 对 所 有 的 fe x 有 
m (f) = m (f) 并 对 所 有 的 实 值 feX 有 inf (f (x)) S 
m(f) &зир{/(х)}; 3) 对 所 有 的 feX 及 所 有 的 
XEG 有 Mm{, 由 二 m(f)， 这 种 情形 的 不 变 平均 m 称 
为 左 不 变 平均 (left -invariant mean); G 上 的 有 不 变 平 
均 ( ight ` “invarignt mean ?和 到 制 不 变 平均 ( two -sided 
invariant means ) 可 类 似 地 定义 


如 果 在 Х = ВОС) 上 夺 在 一 个 汉 侧 不 变 平均 ， 则 


cB G 是 顺从 的 {amenable ). Ж G 的 顺从 性 和 与 G 
相关 的 某 个 变换 群 的 不 变 测度 (invariant measure ) 的 
存在 性 有 关 ( 见 [1]) . 如 果 G 是 一 个 局 部 紧 的 拓扑 
Ë (topological group) ЛИЕ С 上 的 殖 周 期 函数 和 能 
给 周期 函数 构 成 的 空间 上 存在 一 个 非 平 凡 的 堪 不 变 平 
均 , 另 一 方面 ， 下 面 的 几 个 条 件 是 等 价 的 : 1) 在 空间 
Х=1.(6) 上 存在 一 个 左 不 变 半 均 ，2) 在 G 上 的 
有 和 界 连续 复 值 西数 构成 的 空间 X= CB(G) 上 存在 一 
个 左 不 变 平 均 ;3) 在 G 上 的 一 致 连续 有 界 复 值 函数 
Ша а х= U CB(G) 上 存在 一 个 左 不 变 平 
均 ; 4) 在 空间 L. (G), CB (G) Ж UCB(G) 中 的 
某 一 个 上 存在 一 个 双 侧 不 变 平 均 ; 5) 群 G 没有 ( 表 
示 的 ) 补 序列 {complementary series ); 6) G 的 正则 表 
ях (regular representation ) 的 支 集 与 G 的 对 倘 空 间 一 
致 ; 7) G 上 的 单位 函数 可 以 在 任何 紧 统 КСО 上 用 
G 的 正则 表示 的 第 阵 项 的 有 限 线性 组 合 一 致 通 近 ; 8) 
Жр G 上 的 一 个 左 Han 测度 (Haar mea- 
вше), v G 上 的 使 得 对 所 有 G 上 的 具有 紧 支 集 的 
连续 函数 有 
Hird dav) >20 
的 一 个 有 界 复 值 的 正则 Bora 测度 (Borel measure) , 
则 有 jedv >0; 9) 对 某 个 9> 1, део, ЕЖ 
E>0 及 任意 紧 统 KcG， 存 在 一 个 间 负 还 数 pe 
1.06), 191, = 1 使 对 所 有 xeK 有 |,ф- Фі, < 
s; 10) 前 一 个 条 件 对 所 有 q> 1, q оо 成 立 ; П) 
对 任意 > 0 及 任意 紧 统 KC G， 存 在 一 个 Borel 集 
осо в 0< (0) < o Жн (U)u(xUAU)< 
& 对 所 有 xeK 成 立 ; 12) б 的 任何 一 个 由 连续 仿 射 
变换 在 局 部 凸 空间 的 紧 凸 子 集 上 的 连续 作用 有 一 个 
不 动 点 . 满足 等 价 条 件 1) ~ 12) 中 任意 一 条 的 局 部 
紧 群 称 为 是 顺从 的 【amenable ) ， 顺 从 群 的 连续 象 、 顺 
从 和 群 的 闭 子 群 、 顺 从 群 的 异 助 于 顺从 群 的 扩张 以 及 硕 
及 群 的 归纳 极限 都 是 顺从 群 ， 顺 从 群 在 Hilbert 空间 
中 的 一 致 有 界 表 示 等 价 于 在 同一 空间 中 的 再 表示 ( uni - 
вгу repreentation) ， 上 面 列举 的 结果 中 的 一 部 分 可 以 
推广 到 等 许 在 有 界 连 续 复 值 画 数 空间 上 的 不 变 平 均 的 
一 般 拓扑 群 的 情形 ， 不 变 平 均 以 及 顶 从 群 的 理论 在 
动力 系统 理论 、 遍 历 理论 。von Neumann 代数 理论 以 
及 抽象 调和 分 析 (harmonic anabsis , abstract ) 理论 中 
有 重要 的 应 用 ， 
参考 文献 
[1] Neumann, J. von, Zur algemeiner Theorie des Masses , 
Fund. Math., 13 (1929), 73 — 116. 
[2] Greenleaf ，F .，Imvariant means on topolopical groups 
and their applications , у, Nostrand - Reinhold , 1969. 
[3] Dixmier, Ј., С” saleebrs North - Holland 1977 ( 译 
自 法 文 ) 
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不 变 微分 算 子 [imvarint differential operator ;инвариантный 
дифференциальный оператор } 

定义 在 一 个 空间 上 的 微分 算 子 (differential oper- 
ator)， 在 该 弃 问 的 某 些 变换 下 其 北 式 保持 相 变 , #| 
如 ， 如 果 L(ó/óx,) 是 按 基 个 坐标 系 (x … ,x, ) 写 出 
МО Т. Е хф, (у) у= (уор) 6 
АЖЕ. Н — НКЕ АЙ u (х) ( 每 一 
个 函数 u(x) 以 一 种 自然 的 方式 与 函数 (pu) (y) 相 联 
系 ) 的 集合 上 的 变换 w ， 并 且 如 果 


其 中 右边 的 算 子 工 用 8/6 锥 的 表示 与 左边 的 算 子 了 上 用 
Braxx 的 表示 一 样 ， 那 么 称 二 在 变 所 由 下 是 不 变 的 (或 
者 说 ， 工 与 算 子 变 权 gp' 可 交换 ] ， 最 重要 的 情形 是 当 
一 个 微分 算 子 对 组 成 一 个 群 的 变换 崇 是 不 变 的 .不 变 
微分 算 子 的 定义 实质 性 地 变 得 更 加 复杂 ， 如 果 考 虑 这 
个 变换 群 的 某 个 表示 所 变换 的 一 个 画 数 系 . 关于 
Lerentz 群 和 正安 群 不 变 的 微分 算 子 (波动 算 子 ，Klein - 
Gordon 和 Laplace 算 于 等 ) 在 数学 物理 中 起 重要 作用 . 
在 微分 流 形 的 分 析 中 广泛 池 使 用 外 微分 算 子 4 和 算 子 6， 
前 者 在 微分 同 秆 下 不 变 ，8 和 4 度量 对 偶 ， 它 在 保持 
距离 张 量 的 光滑 变换 下 不 变 . 在 Lie 群 理论 中 ， 所 谓 
在 群 上 相应 的 移 位 干 贞 和 右 不 变 算 子 是 非常 重要 的 . 
参考 文献 
[1] Петровский, И, Г., Лекция об уравнериях c частными 
пронзводными, 3 изд. М., 19610 Ж: И.Г. # 
罗 夫 斯 上 基 ， 仿 微分 方 准 讲 义 ， 人 民 教 育 出 版 社 、1965) 
[2] Наймарк, М. А., Линейные представления грушы 
Лоренца, М., 1958. 
[3] Rham, G. de, Diffetentiable manifolds, Springer, 1984 ( 译 
ШЕ). 
[4] Helgason, 5., Differential geometry, Lie groups, and sym- 
metric spaces, Асай. Pres, 1978. 
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ЭЕ А. [ invariant imbedding ; инварнанттое вложе - 
ние] 
【 补 注 ] 一 种 将 某 些 两 点 边 值 问题 转 杰 成 初 值 问 题 的 
方法 . 这 是 不 变量 方法 的 一 种 延伸， 由 V. А. Amb- 
arzumyan Н (Ж [А1]), ЖЕШ 5. Chandrasekhar 
相当 成 功 地 用 于 三 射 传导 阿 题 之 中 (Ж [A2]) ,不 变 
散人 与 搜索 方法 密切 档 关 【又 见 双 搜 索 法 ( double - 
Sweep method ) ， 打 把 法 (shooting method ) ) . 


考虑 标量 线性 常 微分 方程 组 
ан = A(z)u + B(z)o, (А1) 
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dy 
dz 


=C(z)u + (а), 
x<z<y, 


и(х)= 0, 00у) = 1. 


( 3 ВАСО, (Al) "Г 18 и 
和 左 运动 粒子 b 的 流 ， 它 在 y 处 输入 一 个 单位 ， 而 在 
x 处 不 输入 .这 种 解释 常常 有 月 ， 但 并 不 必要 . ) R 
R,(x, y) 三 u(y).{ 在 流 的 模型 中 R, 为 反射 系数 
( reflection coefficient ) , ) 

记 


и(2) = К,(х, 2)ю(т). (А2) 


将 (A2) 代 和 人 【Al) ， 形 式 上 得 到 

2. S B+(A+ D) Rt CR), R(x, у)=—90. 

(АЗ) 

在 其 些 条 件 下 ， 把 这 个 Riecati 方程 (Riccati equa - 

tion) 从 x 到 y 积分 得 到 (у). ЖХ Т, (х, y) = 
б), Ж 


т,б, z)=[D + CR,(x, z)]T,(x, z), 


Ту, y)= 1. (A4) 
如 果 只 改动 (A1) 中 的 边界 条 忻 ， 则 可 定义 类 似 
的 函数 R, 和 Т, ШТ, 那样 ， 它 们 满足 钱 性 初 值 方 
ж. АЖ САЗ) 是 非 线 性 的 ( 见 [A3])- 
车 将 (Al》 中 的 这 界 条 件 换 成 


u(x)=s,s(y)= s,, (A5) 


该 方法 就 有 用 得 多 . 
于 是 ， 对 任意 z'. x <z Sy, 


u(z°)= р(х, у, [Ts Ti-(2 ууй,(х,:`у+ 
+5,Т(х, 2°)], (Аб) 

1(27)= р(х, у, 2°) [5,Т(х,:')®(2', у) + 
+з,Т(ш`, у)], 


р(х, y. z )=[]-R(x,z )R (2, y)] 

这 种 想法 有 许多 扩充 和 推广 ， 有 些 为 : 

а) 方程 (A1) 可 换 成 上 共有 п 维 向 量 u 和 k 维 
向 量 о 的 方程 组 . 

b) 可 对 (АІ) 加 上 非 齐 次 项 . 

с) 条 性 (AS) 可 挨 成 混合 边界 条 件 . 

d) 如 果 (АЗ) 并 不 是 对 所 有 z(x <: < y) 都 有 
解 ， 则 可 用 各 种 方式 穿 过 奇 点 . 

Ерт, б К, 起 着 重要 作用 ， 它 是 通过 
解 非 线性 方程 得 到 的 仅 有 的 隆 数 ， 其 他 问题 都 是 线性 
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的 . (注意 ”该 埋 论 出 可 围绕 R, 建立 ， 此 时 它 满 中 
Riccati 方程 . ) 
不 变 拔 入 概念 已 用 于 输 运 理论 问题 的 研究 {又 见 
输 运 方程 ， 数 值 方法 (transport equation, numerical 
mcthod 1 ) ， 波 的 传播 ， 差 分 方程 ， 积 分 方程 ， 量 子 力 
学 及 数学 物理 和 理论 物理 的 许多 其 他 领域 . 
参考 文献 
[A1] Ambarzumyan, У. A., Diffuse reflection of light by 
а ову medium, С. R Acad. Sa. SSSR, 38 
(1943) ( Ж) 
{ А2] Chanurasekhar, 5 ., Radiative transfer, Dover, 1960 
ГАЗ] Balman, R. and Wing, С. М., An introduction to 
invariant imbeddmg , Wiley, 1975. 
G.M. Wg Ë Йй 5 


不 变 积分 [imariant integration ; инварнантное интегри- 
рование], Ж} БФ} 

拓扑 群 (topological group ) 上 函数 的 积分 ， 它 关 
于 群 运 算 具 有 某 种 不 变性 ， 设 G 为 局 部 紧 拓 扑 群 ， 
Co(G) 为 所 有 在 G 上 具有 紧 支 集 的 连续 复 值 汕 数 移 
成 前 向 是 空间 ， 并 设 7 为 Cu(G) 上 的 积分 ， 即 C,( G) 
ЕЕН НЕА (linear functional) (对 y2 0 有 1/> 
0), ЯЯ 了 称 为 左 不 变 的 【left invariant) 《或 右 天 变 
的 (right invariant))， 落 对 所 有 дес, feC,(G) ë 
I(gf) =1/(% 109) = If); 这 里 (gf)(x) = 
J(g`'x), (79) (x) = f(xg). 车 了 既是 左 不 蛮 的 又 
是 右 不 变 的 ДР ССЦ) 不 变 的 ( (two siaed ) 
ivariant)， 令 Гуе РА x) 27077), ДВ Т 
> PE SUT Cu(G) 上 左 不 变 与 右 不 变 积 分 类 之 间 的 
一 一 对 应 ， 若 [=], Ж 了 称 为 逆 不 变 的 inversion 
invariant ). 1177 

在 每 个 局 部 紧 群 G 上 都 存 在 非 堆 的 左 不 变 积分 ; 
若 不 计 常 数 因 于 ， 它 是 唯一 的 (Haar -von Neumann - 
Wei 定理 (Haar -von Neumann -Wei theorem)). 此 
积分 称 为 左 Haar 积分 (ЕЙ Haar шер). КЎ 
йу: “ 


178) = А(9)17, 

其 中 деб, feC,(G). A 是 由 群 G 到 全 体 正 实数 所 
成 的 乘法 群 上 的 连续 同 态 〔 正 特征 标 ( positive charac - 
ter))， МЭР, Р ICA). 特征 标 А 称 为 G s 
(modulus). 若 A(9) = 1， 则 G 称 为 名模 的 【umi- 
modular )， 在 此 情形 下 ， 了 ОШАТА. 

特别 地 ， 每 个 紧 群 (那里 101) <, =) 与 
每 个 离散 群 (那里 /f= 站 ,f(g), feC,(6)) 都 是 么 
жй. 

根据 Ricsz 定理 (Riesz боол), C, (G) 上 的 
每 个 积分 是 关于 某 个 Borel 测度 (Bor measure ) 的 


Lebesgue 积分 (Lebesgue integral)， 此 测度 и 由 在 G 
中 每 个 紧 子 集 K 上 为 有 限 的 Borel 测度 所 成 前 类 上 唯 
=. 与 Cu(G) Б (Ж) 不 变 Har 积分 兴 应 
2 (17) 不 变 测度 р 称 为 С ҺЕ (Ж) Haar 测 
度 (Haar measure) . 

Ë H 32 G 的 闭 子 群 ， A 为 日 的 模 着 An 
能 延 拓 为 G 一 的 正 特征 标 ( 见 群 的 特征 标 character 
of a group ))， 则 在 左 齐 次 空间 Х=С/Н 上 存在 相 
对 不 变 积 分 (relatively invariant integral) J， 即 X Ë 
Аааа и Cu (X) ЕЕЕ. ТИЙ 
足 等 式 : 对 所 有 ge G, /еС„(Х), 


J(gf) = á(9)2/, 


ДР (8f) (x) = 70877), 6 (g)= An (g)/A (9) 
且 4 为 G 的 模 .， 此 积分 定义 为 Jf=1(6 门 , ХШ 1 
为 G 上 的 Haar 积分 , 而 了 为 G ЕШ, 使 f(y HH)== 
1 ((gf)x). (L, E H EZ Наг 积分 , 而 
在 H 上 的 限制 ,) 上 述 等 式 是 有 定义 的 ， 
了 是 从 Co( G1 到 Co(X) 上 的 映射 ， 且 当 оуу 
二 0， 不 变 平均 (invariant ауегаре) 概念 与 不 变 积分 概 
念 是 密切 相关 的 - 
参考 文献 
[1] Boubaki, N., Elements of mathematics. Integration , 
Adson - Wesley, 1975, Chapt . 6; 7; 8( 译 自 法 文 ) . 
[2] Weil, A., 1' Intégration dans les goupes topologiqucs 
# së applications , Hermann 1940. 
13] Loomis, L. Н., An introduction to abstract harmonic 
analysis , v. Nostrand , 1953 
[4] Неми, E. and Ros, К. А., Abstract harmonic una - 
уыз. 1, Springer, 1979. Д. П. Желобенко 所 
[ 补 注 】 
参考 文献 
[AL] Reter, Н., Classical harmonic analysis and locally 
compact groups , Clarendon Розу, 1968. 
Же W љан 
不 变 测度 [invariant measure ; ниварвантивя мера] 

(1) 可 测 空 间 ( measurabk space) (X, #) 上 的 
关于 此 空间 的 可 测 变 换 T 的 不 变 测度 是 指 8 上 的 一 
个 测度 п, ЯЯ дЕ, ЖЕ 4(A) = (ТТА). 
通常 假定 该 测度 是 有 限 的 ( 即 (X) < oo ) 或 至 少 是 
AR (BL 了 可 表示 为 可 数 并 UX,， 这 里 p(X,) 
< o)， 最 重要 的 情形 是 了 为 双 射 且 了 映射 T-' 也 是 
可 测 的 《 因而 称 代为 可 逆 的 ， 并 记 住 这 是 指 在 可 济 变 
黎 类 巾 的 可 逆 性 ) ， 此 时 测度 jz 的 不 变性 等 价 于 性 质 : 
对 所 有 Ae 吕 有 {4)= (ТА). 最 后 ， 关 于 一 族 
【可 测 ) 变换 (例如 半 群 、 群 、 流 等 ) 的 不 变 测 度 是 
指 在 此 族 中 的 所 有 变换 下 不 变 的 测度 ， 不 变 测度 概念 
在 动力 系统 理论 与 遍历 理论 中 起 午 要 的 作用 ， 在 后 一 


情形 下 ， 人 们 考虑 在 以 И ВОЛЕ е [а] ( X, 
0,6) ТЕПКИМ. 如 果 一 个 动力 系统 有 
几 个 不 变 测度 ， 例 如 上 S v, 那么 它 作为 (XX, 出， 
н) Bat # Bc Ж (关于 不 变 济 度 4 的 性 项 ) 可 
能 与 作为 CX, б, v ) 中 动力 系统 的 生 质 (关于 不 变 测 
JBE v 的 性 质 ) 不 同 ， 在 一 个 固定 的 动力 系统 中 考虑 不 
恒 的 不 变 测度 时 ， 入 往 将 此 系统 关于 不 变 测 度 j 的 性 
质 看 作 测度 „ МИЕ (Жш. “ш 是 塘 历 的 " 意 为 在 
空间 (X. 38. и) 中 的 一 个 给 定 系统 的 遍历 性 ， 即 不 存 
ж н(А) >20 Sr н(Х\ A)> 0 的 不 变 集 Ac). 

在 历史 上 ， 最 初 的 一 些 不 变 测度 的 例子 是 与 在 光 
请 流 形 上 生成 茶 些 特殊 类 型 的 流 的 变换 的 微分 性 质 有 
美的 【 见 Hamittm 系统 (Hamiltonian siem) ; 积分 
不 变量 (integral invariant)) ЖН (局部) 坐标 x ，， 
… ,Xx。， 可 将 这 些 测 度 а 表示 为 形式 ан = рах: 
dx,, АЖЕ p 有 显 式 表示 p= р(х, с, x,). 
在 来 自 代数 学 的 一 些 例子 中 《 移 位 群 等 ) ， 不 变 测度 
通常 指 Haar 测度 { Haar measure ) 或 由 它 经 某 种 自然 
构造 得 到 的 测度 , 

在 拓扑 动力 学 中 ，H. Н. Боголюбв 5 H. M. 
Крылов 证 明了 ([1], 289121, 131), ВЖК х 
+T š PEB SMA 8 Н Н ЭЕ 17] А: ЛЕ ЇЇ НЕ ВРЕ YE 
《其 他 种 种 推广 也 是 可 能 的 ， 见 [4], [5], [6]). ЗЕ 
遍历 有 限 不 变 测度 在 某 种 意义 下 是 遍 矶 有 限 测 度 鸭 线 
性 组 合 : 有 限 不 变 测 度 的 支 集 以 某 种 方式 与 X 中 的 加 
道 特性 有 关 (所 有 这 些 不 变 测度 都 集中 于 所 谓 极 小 引 
力 中心 [3]) . 试图 技 到 一 般 情 形 下 不 变 测 度 性 质 的 更 
详细 的 叙述 并 无 多 大 价值 ， 它 们 可 以 有 很 大 差异 ， 在 
某 个 情形 下 遍历 不 变 测 度 集 中 在 一 个 点 上 ， 而 在 男 一 
情形 下 ， 它 可 能 在 龙 中 所 有 开 子 集 上 党 正 ， 并 且 基 有 
ВЫ 性 质 (混合 ， 正 粹 等 ) ， 它 的 描述 与 研究 同 
遍历 理论 有 关 (而 这 在 前 一 悄 形 中 是 毫 无 意义 的 ) . 
因此 ， 有 许多 关于 后 一 情形 各 种 动力 系统 具有 种 种 有 
超 性 质 的 不 变 测度 的 存在 性 的 研究 . 

最 后 提 一 下 关于 不 变 测度 存在 性 的 纯度 量 方面 的 
向 题 .假设 动力 系统 具有 币 不 变 测 度 【quasi -invariant 
Tmeasure) и: 那么 官 是 否 还 有 一 个 与 u 等 价 的 不 变 测 
Жу? ( 此 问题 的 论 还 能 在 [7] 中 找到 ， 另 外 的 讨论 
也 可 在 [8] 中 找到 )， 一 般 说 ， 答 案 是 次 定 的 ， 即 使 
ДЕЖ уж o 有 限 的 以 及 (X, 器 , п) 是 Lebesgue 5 
BJ ([91) . 关于 有 限 不 变 测 度 的 存在 性 的 完 下 条 人 性 的 
各 种 不 同形 式 是 已 知 的 ; 其 中 最 成 荔 的 要 算 Hajian 
5 5. Kakutani 给 出 的 条 件 ([10]， 18]) 

Д.В. Аносов {# 

(2) 概率 论 中 的 不 变 测度 是 对 转移 看 率 来 定义 的 
( 见 转 移 概 率 ( transition probabilities)}. 设 (X, у) 
为 可 测 空间 ， 这 里 .wr 为 o 代数 ; 又 设 P(x, А) 
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(хех, As z) 为 转移 概率 СШ хех, Р(х. 
- ) 为 x 上 的 概率 济 座 ， 对 每 个 деи. Р(+. A) 
为 w 可 测 的 ) .那么 {XX，wr ) 上 的 一 个 可 数 可 加 测 
ШОН 称 为 关于 P 不 变 的 ， 如 果 对 所 有 Ae. (А) = 
Р(х, А)д(4х). # T EIN (X, а) 到 自身 的 可 
ЮК. ЖИЛ A 关于 了 不 变 当 及 仅 当 关于 转移 
测度 Р(х, Ау= у, (A) ЖЖЖ. ЖШ y (A) 
=1(уе4уН у(А)=0 (ye A). 
В.В. Сазонов ##& 
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В, В. Сазонов # 
[ 补 注 】 关于 变换 群 的 不 变 测度 的 存在 性 ， 亦 见 [Al ] . 
至 于 不 变 测度 的 “遍历 分 解 ”( 印 将 测度 分 解 为 遍 押 不 
变 测 度 的 线性 组 合 ) ， 在 假设 底 空 间 为 度量 紧 统 的 情 
JEF, JE Choguet 理论 ( W, Choquet 单 形 ( Choquet 
simpkx )) 的 直接 推论 ， 关 于 更 一 般 的 紧 空 间 情形 ， 见 
!A2]. 

ЖР БИКЕ ME, ЮТ [11]. [12] 与 
113] Ж. ЖЕ [АЗ] ( 它 的 附录 中 包含 关于 这 种 测度 的 
毅 押 分 胡 的 可 能 性 的 一 个 结果 }, [A4] S T A5] 中 有 
很 多 过 论 ， 
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关于 转移 概率 的 不 变 测度 在 Марков #8 ( Markov 
piocess ) 理论 中 ,主要 是 在 Марков ВЕ ( Markov chain) 
前 递 归 性 研究 中 起 重要 作用 . 
参考 文献 
ГАТ] Glasner, S., Proximal flows, Springer, 1976. 
[A2] Keynes, Н. В. and Newton, D., The sanictue of 
ergodic measures for vompact group extensions, Israel 
4. Math. , 18 (1974), 363 — 399. 
ГАЗ] Kiter, Ү., Ergodic theory of random transformatons , 
Birkhàuser , 1986 
[A41 Krengel, U., Его theorems, de Gruyter, 1985 
ГАЗ] Revuz, D ., Markov chains, North - Holland , 1975 
郑 世 骏 # 苏 维 宜 校 


不 变 度量 [ invariant metric ; инварвантвах метрика] 

流 形 М 上 的 一 个 Riemam 度量 (Riemannian met - 
rfic) m ， 它 在 给 定 的 Lie 变换 群 G 的 任何 变换 下 不 变 . 
群 G 本 身 称 为 度量 m{ 或 Riemann 空间 (М, т)) 的 
运动 群 (group of motions ) (等 距 群 (Boup of isomet- 
тз). 77 

正常 作用 在 流 形 М 上 的 Lie 变换 群 G { 即 映射 
СХМ МХМ, (ух) 一 (gx,x) 是 正常 的 ) 有 一 
个 不 变 度量 ， 上 反之 ， 任 ~- Riemann 上 度量 的 所 有 运动 的 
群 ( 它 的 任何 闭 子 群 亦 然 ) 是 一 个 正常 的 Lie ЖЕМ. 
在 这 种 情况 下 ， 任 一 点 x€ М 的 稳定 群 (或 迷 向 群 ) 

G, = {geG:gx—x} 

是 G 的 紧 子 群 . # G 本 身 是 紧 的 ， 则 利用 м 上 任何 
ЖЕ m 在 G 上 的 平均 


"= [(^т)4д 


可 构造 M 二 的 G 不 变 度量 ms， 其 中 积分 是 关于 
Haar 测度 取 的 . 

Жоо 是 可 证 的 ， 则 M 可 与 G 关子 一 定点 x, 
SM 的 稳定 群 H = G,。 的 傍 集 空间 G! H Шз]. 并 
НАЕМ 上 存在 G 不 变 度量 、 充 要 条 件 是 线性 迷 向 
群 ( 见 迷 向 表示 (isotropy representation ))#E GL (T', M) 
中 有 紧 闭 包 (特别 地 ， 只 要 H 是 紧 的 ). 这 种 悄 
ИТА СУН 是 可 约 的 ， 即 G 的 Lie 代数 @ 容许 
ЛЖ 图 = 各 二 中， 其 中 名 是 对 应 于 H tb TG. mn 
是 АН ТТТ, 这 里 АЯН 是 G 的 件 随 
表示 (00 Tie 群 的 件 随 表 示 (adjoint representation of 
а Lie рор)). # 器 与 T, MB ДМ ЕҤ 
G ESE m 可 用 下 述 方法 从 WM 上 的 某 个 Ad B + 
3 Euctd 度量 《< ,> 得 出 : 


m (Х,У) = (97) X, (и) УУ. Х,ҮЕТ,М, 


其 中 geG 使 得 gx, = х. 
与 G 不 变 庞 量 相关 联 的 张 量 场 (曲率 张 量 ， 它 的 


共 变 导数 等 ) 都 是 G 不 变 场 , 在 齐 性 空间 M= б/н 

的 场合 , 它们 在 一 点 x. ШИЕ ЕН аи ( Nomizu 

Operator) L, € End (90) Ж, Д, 出 下 列 公式 定义 
L eY = VX = (ee =V e). Y, YeM, Xe GB, 


其 中 X" 是 单 和 参数 变换 群 exptx КЖ, v 是 
了 Riemann 联络 的 共 变 微 分 (covariant differentiation) Ж 
f, = 是 Lie 导数 (Lie derivative ) 算 子 .特别 地 ， 沿 
么 正 基 X, Уе Й Ж (curvature ) 算 子 
Riem (Х,У) 和 截面 曲率 ( sectional curvature ) K( X. Y) 
满足 下 列 公 式 : 
Riem (X,Y)= [Lx, Ly] — уу, 
K(X,Y)= — (Rima (X, Y)X, Y> = 
=L ,Y, LyY>- <[X,Y],, IX, Y],) + 
= «У, [УХ], Ху — (L yX,L Y>, 
其 中 Z, 是 765 Н Š ТЕ 90 FB. 
根据 Lie 代数 @ ER >), ЖКЖТИЛТ 
列 公式 来 示 
2(L Y, Z>=([X,Y],,Z> + 
—<X,[Y.Z] > -ҮХ,21). 


其 中 Xs@, ү, Лей. 由 妓 水 算 子 的 定义 得 ， 它 作 在 
G 不 变 场 上 的 作用 与 在 点 x, 的 共 变 导数 的 作用 仅 差 一 
符号 ,车 Riemann 空间 ( G / H ,m) 在 de Rham ЭЖ 
中 不 包含 平 坦 因子 ， 刚 由 属 水 算 子 zx{ XE 8) ЛЕЙЛО 
线性 Lie 代数 与 空间 (G/ H, m) 在 х 的 和 乐 代 数 
《 见 和 乐 群 (holonomy group ) ) 相同 . 

齐 性 空间 上 不 变 度量 的 测 地 线 可 用 下 述 方法 描述 ， 
ЯЖ. Ë M = 6 是 由 左 移动 作用 在 自身 上 的 Lie Ж. 
Ë y, Ë Шей G 上 度量 m 的 左 不 变 油 地 线 ， 并 设 
X,= угу, 是 与 之 对 应 的 在 Lie 代数 G 中 的 曲线 (Ж 
端 前 线 (velocity hodograph)) . Ж X, 清 足 这 端 曲线 
方程 

-LX = X, (ad X.)X, = 0, 
其 中 ad"X 是 与 伴随 表示 ad X ВТ. MODS 
也 可 根据 它 的 速 端 曲线 X. 由 微分 方程 y = y, X, (车 
群 G 为 线性 ， 则 它 也 为 线性 ) 或 泛 函 关 系 

< X,,(ady(z)) Y) = Ж, Ye @ 
来 描 还 ， 后 者 给 出 前 者 方程 的 初 积分 ， 这样， 度量 上 
的 测 地 线 的 描述 化 为 速 氏 曲线 方 程 的 积分 ， 它 有 时 是 
完全 可 积 的 . 例如 ， 当 度量 m 关于 右 移动 也 不 变 时 ， 
通过 点 e 的 测 地 线 是 G 的 单 参数 子 群 .这样 的 度 县 
在 任何 紧 Lie 群 上 都 存在 对 于 任何 齐 性 空间 M 一 
G/H, G/ 和 上 的 一 个 不 变 度量 m 可 "提升 "为 G 上 的 
左 不 变 度 量 前， 使 得 Riemann 空间 (G, 诬 ) 在 Riem - 


ann 空间 ( G/ H,m) ЕҢ Ж G— G; H Ë Riem- 
апа 从 ， 也 即 与 纤维 正 交 的 切 向 量 的 长 度 在 投影 下 保 
持 不 变 . 为 此 ， 只 要 把 度量 《，> 延 拓 到 整个 代数 ® 
上 即 可 ， 办 法 是 令 


,MI = ОХ, УУ = -TrLyL/(X,Ye $), 


ЖЛЕЗА G КЮ ЖЕ тш. (G/H, 
m) 的 测 地 线 就 是 (G, 抽 ) 的 测 地 线 在 纤维 正 交 方向 
的 投影 . 
因为 @ БР Х-- СХ, X) Важне 
的 初 积分 (能量 积分 (energy іпеда!)). 8 G 上 向 量 
场 的 对 应 方程 与 球面 《< 六, 基 》= ЯКНЫ. ЖЖ 
着 速 端 曲线 方程 的 完全 性 ， 因 而 也 意味 着 齐 性 空间 上 
任何 不 变 Riemann 上 度量 的 完全 性 ， 对 于 伪 Riemann 
度量 ， 完 全 性 性 质 一 般 丰 成立， 另 一 方面 ， 在 紧 齐 性 
空间 上 任何 不 变 伪 Riemann 度量 是 完全 的 - 
亦 见 对 称 空间 ( symmetric space). 
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tions ，NoordhofF . 1977( 译 自 法 文 } 
17} Bessc, A. L., Einstein manifolds, Springer, 1987. 
Д.В. Алексеевский 办 
DRE) (在 点 x 的 切 空间 T.M 的 ) de Rham 分 解 
(de Rham decomposition ) 定 义 如 下 , 设 xeM, T. M 
是 在 x 的 切 空 间 ， 并 设 Q, 是 Riemann 联络 在 х 的 
和 乐 群 (jholonomy group). Ë Ф, 作用 在 T.M L. 
BR ТОМ 是 b. 下 左 不 变 的 切 向 量 的 子 空间 . 令 
ТМ  T,M 中 TM 的 正 交 补 ， 并 令 了 M = 
XI TÜM 是 TIM 分 解 威 相互 正 交 的 不 变 不 可 约 
子 空间 . 分 解 


T.M = > TÜM 
称 为 de Rham 分 解 或 典型 分 解 (canonical decompo - 
sition ) - 

不 可 约 Riemann 流 形 (irreducibke Riemannian 
manifokl) ЯКЕ 更 。 不 可 约 地 作用 在 T.M 上 (从 
而 在 T.M 的 de Rham 分 解 中 只 存在 一 个 因子 ) 的 
Riemann 流 形 . 

de Rham 分 解 定理 (de Rham decomposition theo - 
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тет) 是 说 ， 一 个 连通 的 单 连 通 的 完全 Riemann 流 形 
M ЮТЕЙ Mo x MIX x М, ДР M. 是 
Ешй 空间 (可 能 为 等 维 )， 而 M... М, 都 是 单 
巡 通 的 完全 不 可 约 Rivmann 流 形 . 这样 的 分 解 唯 一 
确定 到 因子 的 次 订 (ТА1], Ch. IV. 6.). 


参考 文献 
ГАІ] Kobayashi 5. & Nomizu , K., Foundations of dif - 
ferential geometry, Я. Iaterscisnce, 1963. 沈 一 兵 Й 


不 变 对 象 [imariant object; ниварнантный объект}, 
齐 性 空间 上 的 

Lie # G 的 齐 性 空间 M= б/н E VB E h 
ЖЮ, ПЕ G 的 任何 变换 下 不 变 ， 不 变 对 象 的 更 精确 
定义 如 下 . R 

та: Е M= G/H 

是 Lie 群 G 的 齐 性 空间 M = G/ H БЮРА Ж 
性 纤维 化 ， 其 中 G 作用 在 E EE x f G xw E ЖЯ 
M 的 作 月 下 是 等 变 的 . Жол 的 一 个 戴 面 在 G 对 该 纤 
维 化 的 往 面 空间 P (E) 的 作用 L# ДЕДЕ ИЩ. ШЕ 
称 为 M4 上 的 (型 ) 不 变 对 象 . r 型 不 变 对 象 的 集合 
自然 地 一 一 对 应 于 所 给 纤维 化 在 点 тє M Uy z 6 
жен 的 纤维 的 H 不 变 元 素 的 集合 , 

最 重要 和 最 值得 研究 的 特殊 销 况 是 当 т 为 向 量 从 
( vector bundk ) 的 时 候 2084, Н 线性 地 作用 在 点 m 
的 纤维 上 ， 并 且 л 型 不 变 对 象 一 一 对 应 于 该 纤维 的 H 
不 变 疝 量 ， 这 就 把 它们 的 分 类 化 为 不 变量 理论 中 的 分 
类 问题 ， 对 于 张 量 从 ( 与 切 然 相关 联 的 )， 不 变 对 象 
的 分 类 问题 化 为 寻找 线性 迷 向 群 (isotropy group ) 的 
不 变量 ， 

不 变 对 象 常 在 下 列 内 容 中 出 现 5 s 是 光滑 流 撒 
M 上 的 几何 量 的 场 (几何 对 象 }， 间 设 Aut (s) 是 它 
的 对 称 群 ， 即 使 得 p's 二 s 的 M 的 微分 同 胚 p 的 集 
合 , 其 中 wp" 是 由 wp 诱导 的 s 的 变换 . 进一步 假定 
Ж Aut(s) 包含 子 群 G， 它 可 还 地 作用 在 M 上 并 且 
是 Lie B. БА, M 可 与 齐 性 空间 G/ H 恒 同 ， 其 
中 H 是 任 一 点 msM 的 稳定 子 群 ( 见 不 变 于 群 
(invariant subgroup ))， 且 对 象 5 成 为 齐 性 空间 G/ H 
上 的 不 变 对 象 .大 变 对 象 的 经 典 例子 是 不 变 Riemann 
ЖЕ. ЖШН. КЕЧЕН. ЖАИЫ. + 
变 常 微分 方程 【特别 是 粉碎 ( pulveriation ) 和 联络 ) 和 
不 变 微分 算 子 .很 大 一 类 不 变 对 象 容许 有 在 G 结构 
( G-structure ) 理 论 框 架 中 的 统一 描述 . 

不 变 对 象 自然 地 呈现 在 数学 和 物理 学 的 各 个 领域 
中 ,例如 ， 常 系数 线性 微分 方程 是 作为 向 量 群 齐 性 空 
间 的 Euclid 空 名 上 的 不 变 对 象 ， 刚 体 的 Euler 运动 是 
作为 群 SO (3) 土 左 不 变 Remann 度量 的 测 地 线 而 出 
现 的 、Newton 空间 和 Minkowski 空间 的 齐 性 和 Gatieo 
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相对 性 原理 一 起 学 致 Newton 物理 学 和 相对 物理 学 中 
的 各 种 不 变 对 象 ， 其 中 不 变性 要 求 带 使 人 们 能 有 效 地 
唯一 确定 所 考虑 的 天象 《方程 ，Lagrange 算 子 等 ) 
( 见 [9]) .不 变 对 象 的 性 质 古 究 通 常 易 化 为 线性 代数 
的 某 些 问题 【 常 容 有 完 念 解 )， 通常， 不 变 对 象 比 所 
Ж ЖОШ ИНЕ ЯЯ ЕЩ ЕЮНШ. ， 例 如 ， 与 任意 
Riemann 度量 相对 昭 ， 齐 性 空间 上 任何 不 变 Riemann 
度量 是 完全 的 【 紧 齐 性 空间 上 任何 不 变 盆 Riemann Ж 
ИЛК), ВЛЕЕ В 22 Db ДЕНИ. 

ТРЮК Н, ЖРА 
分 类 问题 已 作出 进展 ， 对 于 紧 Lie 群 的 齐 性 空间 , 已 
得 到 了 最 完整 的 结果 . 

从 各 种 观点 来 看 ， 最 有 兴趣 的 是 研究 非 六 性 G 空 
间 上 的 不 变 对 象 ， 即 在 流 形 M 的 一 个 给 定 的 不 可 还 
Lie 变换 群 G ТАНИЛАА. 这里， 在 紧 Li 群 
的 场合 ， 为 了 构造 不 变 对 象 ， 训 常 采用 在 群 上 平均 的 
方法 (人 鲍 如 ，G 不 变 Riemann 上 度量 的 存在 性 定理 ). 
更 精细 的 方法 【适用 于 一 大 类 Lie 变换 群 ， 即 所 谓 正 
常 作 用 的 变换 群 ) 臣 基于 切片 的 存在 性 ， 它 的 存在 性 
意 哑 着 在 群 G 的 轨道 上 流 形 M 的 纤维 化 的 “至 局 部 
平凡 性 " ， 

不 变 对 象 概念 的 重要 推广 是 共 变 对 象 . 假定 在 纤 
ЖЖ п 的 纤维 FF, 上 给 定 一 附加 结构 с, ета 
依赖 于 点 me M ( 例如 ， 向 最 空间 结构 )， 并 设 А, 
Аш(г,) 是 结构 fw。 在 纤维 F, 上 的 自 同 构 群 ， 纤维 
Жу: A= U. A, > M BB QB k; m = 5,64, 
的 集合 作成 л б АШЫШ, 称 为 规范 群 (gauge 
group ) ， 设 КЪМ Е. 若 л ЖШ S 对 一 
切 geG, meM 有 (Lts) (т) =k,(m)s(m), Ж 
中 gg 一 上 ,是 G -> 的 同 态 , ШЕУ Ме G/H 
上 上 的 x 型 天 共 变 对 象 - блоко M=G/H jJ 
ШЖ, Кж M БЕЖИ, ЗЕТЕ + 65 É F] 
构 群 ， 日 ke =k(m)e， 其 中 КЄК, т = x(e), еєЕ, 
则 就 得 到 最 重要 的 特殊 情况 .在 这 种 情况 下 ，& 共 变 
对 象 也 称 为 共 形 不 变 对 象 (conformaly -invariant обу - 
eet )， 而 对 应 从 的 由 它 确 定 的 藏 盏 是 不 变 对 象 ， 
参考 文献 
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不 变 集 [invariant set ; инвариантиое множество], 动 
力 系统 f(p.t) Н Аа 
由 完整 的 轨道 的 并 形成 的 集合 M， 即 适合 条 件 


Jf(M,t)=M. teR 


的 集合 M， 这 里 f( Му M 在 相应 于 一 已 给 的 上 的 
Wp /(р,гу 下 的 象 ， 

AE MM 作为 认 量 空间 及 中 的 集合 ， 可 以 具有 确 
定 的 拓扑 构造 ;例如 ， 它 可 以 是 一 拓扑 流 形 或 光滑 流 
形 ， 一 个 曲面 ， 一 条 闭 Jordan 其 线 ， 或 一 孤立 点 . 从 
而 可 以 说 不 变 集 M 是 一 不 变 流 形 (шапа mani- 
fold)， 一 不 变 曲 面 (invariant sufacej， 一 不 变 曲 线 
{invariant curve) 2 或 -不 点 (invariant рош). 

不 变 点 此 称 为 动力 系统 的 半 稳 点 fstationary 
рош). 因为 在 此 点 上 运动 转化 为 入 止 ” 即 对 一 切 + 有 
Jp,D=P ,不 包 会 动力 系统 的 任意 不 变 点 的 闭 不 变 曲 
线 恒 由 周期 运动 的 雪 道 构成 ， 即 对 一 切 LE 及 与 大 个 
了 >0 均 满足 条 件 

f(patT)=f(p,D) 


їй . 因此 ， 它 称 为 周 戎 轨道 (penodic trajectory) , 
可 以 成 为 不 变 流 形 的 例子 是 球面 、 环 面 、 团 盘 ， 不 变 
出 而 可 以 是 锥 画 、M5bius 带 ， 带 柄 的 球面 ;不 变 集 则 
可 以 是 所 有 平稳 点 的 集合 ， 运 动 f( рг) 的 所 有 w 极 
限 点 的 集合 Q, 和 所 有 «极限 点 的 集合 A. 还 有 所 有 游 
Жл (wandering рош) 的 集合 挨 和 所 有 非 游 落 点 (non- 
wandering point) 的 集合 R\W 


平面 上 的 动力 系统 
= = (х,у). 2. =9(х,у) [0] 


的 不 变 点 按 轨道 在 其 邻 域内 的 动态 的 性 质 分 属 四 种 类 
型 ， 即 结 点 (node). 焦点 《focus). 粮 点 (saddle) 和 中 心 
(еше) (А). 
BAR n ЖЕКЕ ЖОЕ ШЕЕ ЛУ ЕМ. Ва 
不 稳定 的 ， 而 中 心 基 稳定 的 (АБ АТИТ ЖЕ ЈЕ W (asymptoti- 
cally -stable solution)) . 结 点 、 中 心 和 的 Poincare 
指标 为 +1; 鞍点 的 则 为 一 1 . 

车 {1) 的 右 方 在 平稳 点 x=xo，y 一 为 处 的 Jacobi 矩 


Ша 图 b с а 
Әр 0х,у) да х,у) 
лозу) |0 Д 
Ogy) dg(x,y) 
дх у 
ВОЛН д, АЗЕ ЕШ, # 1， 和 д, 均 为 实 且 有 


则 号 ， 则 不 变 点 是 结 点 ; 若 1; 和 4, 均 为 实 但 为 异 号 则 
为 鞍点 ， 若 生 和 加 为 共 郁 复数 ， 则 为 焦点 . 

在 这 些 情况 下 ， 系 统 (]) 的 坷 点 的 类 型 与 将 (1) 的 
右 方 展 为 x=x。，y== 处 的 Taylor 级 数 所 得 的 线性 系 
统 的 亲 点 类 型 是 相同 的 ， 即 与 系统 


ах 
Ета =ax +by,, 


# x=, уо аяна, Л 


ВИЛО, у). 在 上 述 三 种 奇 点 的 邻 域内 ，(]) 的 轨道 与 
{ 的 所 道 有 一 种 比 以 上 所 述 更 为 深刻 的 关系 „ЛЕШ, 
车 函数 和 9 在 不 变 点 < 一 为 一 0，}? 一 为 一 0 的 邻 域内 是 解 
ЗМІ, ПН J(X :为 ?有 县 有 非 堆 实 部 的 本 征 值 ， 则 
在 点 x=0，y=0 的 邻 域 1 中 存在 连续 可 微 的 变量 变换 
х®х+Ё|,(х,у), уу=у+Р,(х,у), 


а 
Rl0.0)= 200.0) - 20000 рр, 
х ду 


d: 
全 -ea (Q 


把 系统 (TD) 化 为 系统 {2) . 
ЖА, ЖН, ЖЭ ху, je 既 可 以 是 焦点 ， 
也 可 以 是 中 心 这 时 奇 点 类 型 的 分 类 又 单 独 为 一 个 国 
难 向 题 ， 即 中 心 和 焦点 问题 (centre and сив prob- 
Jem) ， 和 震 要 更 精密 的 判别 法 以 区 分 中 心 和 焦点 ( 见 [1]， 
17]). ЯО ,为 ) 为 奇异 时 ， 在 于 定 次 点 类 型 时 
也 会 发 生 类 似 困 难 . 
参考 文献 
[1] Немыцкин, В.В., Степанов, В. В., Качественная 
теория дифференциальных уравений, 2 юд., 
М.-Л. 1490Ж: 832638. ДНН, ЖУ 
ЯНЕ ЕВ, ВРЗ АКРЕ, 1956) 
[2] Birkholf. G.D.. Dynamica! systeras , Апет. Math. Ѕос., 
1927 
13] Степанов, В. В., Курс дафферендизлдьных ypas- 
нений, 8 изд. M., 199 (中 译本 : EPI, 
微分 方程 救 程 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1959) . 
[4] Hartman . P.. Ordinary differentia] equations. Вій цег, 
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1982. 
[5] Малкин, И.Г., Теория устойчивости движения, 2 
изд., М., 1966. 
[6] Ляпунов, А.М., Собрание Соченений ‚т, 2, М..Л., 
196 . 
[71 Сибврский, К.С., Алгебраические инваризнгы ди. 
фференциальных уравкений и матриц, Киш., 1976. 
А .М.Самойленко EB 
在 奇 点 的 邻 域内 将 系统 (1) 化 为 系统 (2) 常 称 
为 方程 化 (linearizañon of the equation) , # А, 
я ИЗЛЕБ Gk B ВА (xo y) Ë УЗЕ B I dy 8 
(singular point of hyperbolic bpe))， 只 要 站 中 的 和 7 
是 C "类 的 ， 这 种 线性 化 恒 可 用 一 拓扑 ( 非 光滑 ) 侍 标 变 
换 ({ 即 变换 与 其 逆 仅 为 连续 ) 实 现 - 这 个 结果 对 R" (122) 
中 郊 自 治 微分 方程 也 成 立 . 若 本 征 值 之 间 满 足 某 些 
“* 非 共振 条 件 "， 也 可 得 到 光滑 的 变换 《在 一 些 附 加 条 件 
FA se C 或 解析 的 变换 ) (这 是 H.Poincaré, C.L. 
Siegel，S. Stemberg 的 工作 .) 见 [4]，256-271 页 和 区] 
中 271 一 272 页 所 引 的 文献 . 这 些 结果 与 微分 方程 的 正 
规 形 武 (normai form) 理论 有 关 ， 并 且 涉 及 小 分 苹 (small 
demominators) 问题 . 
关于 Poincare 指标 见 桨 点 (singular point) . 
齐 民 友 ж 


不 变 统计 量 [imvariant statistie; ниварнянтнан статистика] 
在 样本 空间 前 一 对 一 变换 群生 成 的 圾 道上 取 党 数 
值 的 统计 量 . 这 样 ， 如 果 (2, 9 是 样本 空间 ， 
G= (g) ж £ 到 自身 的 一 对 一 9 可 测 变换 群 、t(x) 
基 不 变 统 计量 ， 则 对 于 一 切 xe 关 和 geG, 有 t(gx) 
=t(x). 不 变 统计 量 对 于 构造 不 变 检 验 (invariant test) 
有 重要 作用 《参见 统计 程序 的 不 变性 (invariance of 
Statistical procedure )), 
#*x Q 
[1] Lehmann, E., Testing statistical hypothess, Wiley, 
1986, 
12] Zacks, S.,The theory of statistical јпбетепос, Wiley, 
191. 
13] Климов, Г. Г... Инвариантные выводы в статис. 
тике, М., 1973. М. С. Никулин Ж 周 概 容 译 


【 补 注 】 


不 变 于 鲜 (айап subgroup ; ниварнантная подгруппа J 
与 正规 于 群 (normal subgroup ) 同 义 ， 即 G 的 子 
ЖЕН, ЕЛЕ G 的 任意 内 自 同 构 (inner automorphism ) 


下 变 到 自身 . 石生 明 泽 WEOE 校 
不 变 于 集 [invariant эйне(, ннварнантное подмножес , 
то], # 6% 


G 的 子 集 Н, Ci h f G 中 的 
B fi 358836 ( conjugate clement)， 即 所 有 形 为 9 'hg 
的 元 察 .不 变 子 半 群 (invariant sub-semi -group ) 是 一 
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个 子 半 群 县 阿 时 为 不 变 子 集 . 
О. А. Иванова E 有 生 明 Ж 许 以 超 校 


不 变 字 空间 [ mvariant subspace ; инвариантное monmnpo - 
empagerse]， 容 许 子 空间 (admisiblo subspace ) 

设 V 为 一 向 量 空间 (vector space) ，M 为 了 到 
其 自身 的 线性 映射 的 给 定 集合 这 时 ，F 关于 M 的 
不 变 池 空间 是 这 样 一 个 子 空 间 U， 对 所 有 的 uc U, 
gE 市， 有 gueU， 这 个 于 空间 也 称 为 M 不 变 于 空 
ËJ (М ~invariant subspace) 或 М 容许 子 空间 (М- 
admssible subspace). Ю. И. Mepanaxog й# НЮ Ж 


表示 x 的 不 变 于 空间 [jnvariant subspace of а regwesenta - 
боп; нивариантное подпространство представления }. 
# (Ай, ж, РОХ 的 在 某 向 量 空间 (ЗЕ 
ЖЕШ )ЕФЫ 

疝 量 (分 别 地 ， 闭 的 向 量 ) 子 空间 ЕСЕ, 
Ж: 对 每 个 Se 及 xeXX 有 r(x)teF. 设 己 是 从 
E B| г ЮНГ, РЖ x Юж, ч 
панне хЄХ, Рл(х)Р = =(х)Р 成 立 . Е 中 的 

空间 {0} 对 ЕЕК; 它 称 为 平凡 
жаен ны invariant sutspace ); ЖЖЖЖ Р 
З (ЖИЕКП ) 称 为 非 平凡 的 . 亦 见 表示 的 收缩 
{contraction of а representation ); 完全 可 约 人 后 (comple - 
tely -teducible set ); 不 可 约 表示 ( irreducible representa - 
Hon). А.И. Шнегы 8 ЖЕҢ Ж 许 以 超 H 


不 变 检验 [invariant test; epapaamriuti критерий ] 

基于 不 变 统计 是 (invariant statistic) 的 统计 检验 . 
Ж (®,®,Р, (вє @)) 2#02 8; Н:ёкө,СӨ ЖК 
ЗЕ, носе, =o O 3838, W RE 
设 印 关于 空间 莽 到 自身 的 一 对 一 外 可 测 变换 群 G={9 
是 不 变 的 ， 即 对 于 任意 ge G， 有 


99,=6, Н ge,=8,. 


其 中 是 G-{g } 中 的 元 素 ， 而 对 于 一 切 6e@ 和 geG. 
© H Ж P; (B)=P,(g 'B)(Be3) 定 义 的 ， 概 率 
测度 PP 的 一 对 一 变换 P, — Р. 的 诱 时 群 . НЕНЕН, 
在 G 下 是 不 变 的 ， 故 为 检验 假设 H,， 自 然 应 利用 基于 
关于 该 群 的 不 变 统 计量 的 检验 . 这 样 的 检验 称 为 不 
变 检验 ， 而 且 一 切 不 变 检 验 类 与 基于 最 大 不 变量 的 检 
验 类 重合 . Hunt -Stein 定理 (Hunt-Stein theorem): 
“如 果 假 设 关于 族 G 不 变 ， 则 在 为 检验 假设 H, 所 建立 
的 检验 类 中 存在 最 大 检验 "， 它 在 不 变 检验 理论 中 起 重 
要 作用 . 不 变 检验 是 不 变 统 计 程 序 ( 志 统计 程序 的 不 
变性 (invariance of a statistical procedure) 的 特殊 情形 ) . 
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不 变量 理论 | jmvariants ,theory of ; кнварнантов теория | 
(在 经 典 意义 下 } 

研究 在 变量 的 非 退 化 线性 变换 下 按 一 定 方式 变化 
的 代数 表达 式 (多 项 式 , 有 理 函 数 或 它们 的 族 ) 的 代数 理 
论 ( 有 时 称 为 不 变量 的 代数 理论 (algebraic theory of in- 
variants)) . ЖЕНЕН 最 线性 群 ( 即 变量 的 非 
退化 线性 变换 的 全 集 )， 而 只 考虑 它 的 某 个 子 群 ( 鲍 
如 ， 下 交 子 群 ， 辛 子 群 ， за 不 变量 理论 起 源 于 数 
伦 、 代 数学 与 几何 学 中 的 许多 问题 С. Е. Саше 在 他 
的 基于 二 元 二 次 型 理论 前 研究 中 ， 提 出 研究 关于 二 次 
型 mae+2bxy+cy* 的 系数 的 多 项 式 的 问题 ， 这 些 多 项 式 
在 由 形 如 x -»ах+фу, у ух+бу( ЖЕР, аё—бу=1, 
Ал, В,у. 8) 5388386 ) 的 替换 诱导 的 这 些 系 数 的 变换 
下 不 变 . 男 一 方面 ， 在 射影 几何 学 的 构 形 与 关系 的 内 
昔 特 竹中 ， 击 现在 射影 直 喘 变换 下 不 变 的 射影 坐标 的 
代数 表达 式 . 行列 式 的 研究 还 是 不 变量 理论 的 先例 - 
按 某 种 方式 与 不 变量 理论 联系 着 的 算术 与 代数 问题 引 
ЖТ C.G.J.Jacobl, F.Ešgenstein 与 СЬ. Hermite 的 注 
意 .不 变量 理 沦 形成 一 门 数学 学 科 却 是 在 19 世 纪 中 
时 . 这 一 阶段 以 兴起 在 形式 代数 问题 受 其 在 几何 学 中 
的 应 用 为 其 特征 ， 群 ， 不 变量 的 概念 与 不 变量 理论 的 
基本 问题 在 当时 按 确 切 的 方式 表述 出 来 ， 且 经 典 与 射 
影 几何 学 的 各 种 事实 只 是 相应 变换 群 的 不 变量 或 协 变 
基 之 间 的 恒 等 ( 合 冲 ) 表达 式 逐 渐 地 变 得 越 来 越 明确 . 
А. Caykey (1846) 的 超 行列 式 的 研究 报告 (Memoir on 
hyperdeterminants) 显 然 被 认为 是 不 变量 理论 的 第 一 本 
著作 ,不 变量 理论 中 的 所 有 正式 的 术语 ， 诸 如 不 变量 
(invariant); 共 变 变 搞 (covariant ); 相伴 变换 (comitant); 
判别 式 ( discriminant ), 等 等 ， 由 JSylwster 引 人 . 

不 变量 理论 中 最 初 研究 对 象 之 一 是 所 谓 的 型 的 不 


变量 (invariant of а form) . 考虑 次 数 为 + 的 关于 个 
变量 的 含 不 确定 系数 的 型 
J 
经 变 其 的 线性 变换 。 ” 
» Ў ау жп 
名 


式 中 心 ЗИ, ЕЗШ 
Гох) Y a, nux, 


于 是 ， 上 述 的 变量 线性 变换 确定 型 的 系数 的 变换 : 
а а, 
关于 型 了 (x,，…, x, ) НЕА p (C.a, о) 
称 为 型 的 (相对 ) 不 变量 Саша) invariant of the 
fom) ， 如 果 下 列 关 亲 在 变量 的 任意 非 退 化 线性 变换 下 
成 立 : 
@( a, a )=|w.Pe( 7) 
пр. |, НТА (батаа), 而 9 为 
常数 ( 权 (weight)) - 如 果 9=0 那么 不 变量 称 为 绝对 


ña (absolute) ,例如 ， 不 变量 的 最 简单 的 例子 是 
ЖК (п=г= 2) 90 f(x,y)=ax2+2bxy+cy2 的 判别 式 D= 


已 -ac， 或 三 次 (n=2,r=3)# f(x, у) =a +3by+ 
3cxy + dy: 的 判别 式 A= 3902 + барої 4—4? Ф. 
车 给 定 不 是 一 个 而 是 相同 变 量 集 的 几 个 型 ， 则 可 能 考 
瞄 在 变量 的 线性 变换 下 ， 按 上 述 方式 变换 的 所 有 这 些 
型 的 系数 的 多 项 式 g. 用 这 种 方法 得 到 型 组 的 联合 不 
变量 (joint invariant of a system of forms) 的 概念 ， 例 
m. 119120 (а, 是 n А ИНН f (x... к) 
Ула, x (SiSn) 的 联合 不 变量 ,类似 地 可 定义 共 变 
变换 (covariant) ， 以 及 更 一 般 地 ， 相 伴 变换 (comitant) . 

不 变量 理论 基本 问题 的 经 典 陈 述 是 要 计算 不 变 
量 ， 且 还 要 给 出 它们 { 同 样 地 对 共 变 变换 ) 的 完整 的 拉 
述 . 为 此 目的 ， 各 种 的 形式 过 程 得 以 发 展 以 便 能 够 造 
出 不 变量 ( 杖 化 ， 取 代 ，Capeli 恒等式 ，Cayiey Q 过 
程 ， 等 等 ) . 这 项 活动 的 顶峰 是 不 变量 理 沦 中 所 谓 的 符 
号 法 的 产生 ， 它 是 计算 所 有 次 数 不 超 过 给 定数 的 不 变 
甘 的 形式 方法 ( 见 [3],[6],[11]) . 

20 志 纪 30 年 代 发 展 起 来 的 半 单 群 及 其 表示 的 整体 
理论 已 能 给 出 不 变量 经 典 理论 中 基本 问题 的 如 下 更 一 
般 的 陈述 ([6]) . 给 定 一 个 任意 群 (group)G 与 它 的 在 
城 上 上 线性 空间 广 中 的 有 限 维 线性 表示 (Jlinear represen- 
tation) .如果 zx … ,xu 是 下 中 的 坐标 (关于 某 基 )， 则 
每 个 元 素 9sG 确 定 变量 x... x, 的 一 个 线性 变换 ;将 
这 个 计量 变换 用 到 一 个 任意 多 项 式 p(x,,…,x,) EE 
得 到 新 的 和 多项式， 因此，g 导出 域 上 上 变量 x... x, 
的 所 有 宗 项 式 的 环 k[x,,… ,x,] й—1 E 08 i 
#4). 在 所 有 这 洛 的 变换 下 ( 即 当 МАЕ 
的 多 项 式 p {x ,х„) 称 为 群 G 的 表示 p 的 不 变量 
(invariant of the representation of the group) Ок 


表示 的 不 变量 (linear representation, invariant of a)) . 


所 有 不 变量 组 成 一 个 代数 ， 且 不 变量 理论 的 HH 的 就 
是 要 描述 这 个 忆 数 . 因此 ， 型 的 不 变量 均 是 一 般 线性 
群 关于 它 的 在 底 (或 对 偶 ) 空 间 的 有 固定 秩 的 对 称 张 量 


INVARTANIS, ТНЕОКҮ OF 167 


空间 中 的 表示 的 不 变量 (原先 型 /的 系数 是 这 个 张 重 的 
分 量 ); 共 变 变换 的 考虑 归结 到 在 混合 价 张 量 空间 中 的 
表示 的 不 变量 的 代数 的 研究 . 在 这 样 的 提 法 下 ， 不 变 
量 的 描述 了 间 题 是 线性 才 东 理论 的 如 下 一 般 问题 的 特殊 
8: 将 一 个 给 定价 前 张 量 空间 分 解 为 关于 底线 性 空 
间 的 线性 变换 的 给 定 岩 不 可 约 的 不 变 子 空间 (寻求 不 变 
量 可 简化 成 去 选 出 一 维 不 变 子 空间 ) - 

在 不 变量 理论 发 展 的 最 初 阶段 ， 如 下 事实 就 已 经 
被 发 现 ， 它 从 许 考虑 不 变量 组 作为 一 个 整体 ， 在 所 有 
考察 的 情况 下 ， 能 够 选择 有 限 个 基本 不 安 量 (basic invar- 
ianD@j，… ,en ， 即 这 样 的 不 变 重 ， 使 得 其 他 的 每 个 给 
定 表 示 的 不 变量 9 可 以 表示 为 关于 它们 的 多 项 式 : 9 一 
F(g，…, 9a) . 换言之 ， 不 变量 代数 原来 是 有 限 生成 
的 , 同时， 下面 事 实 也 变 得 消 荡 了 ， 即 这 些 基本 不 变 
基 通 常 不 是 独立 的 (这 就 是 说 ， 不 变量 代数 不 是 自由 代 
数 )， 可 存在 一 些 非 平凡 多 项 式 P(t,,…,f。)， 称 为 关 
系 (nilatom 或 合 冲 (symBy)， 经 过 替换 59，] <i<m, 
它们 恒 等 于 从. 在 关系 集 本 身 又 能 够 找 出 有 限 个 基本 
关系 ， 所 有 余下 的 关系 均 是 它们 的 代数 运算 的 结果 (这 
些 关系 组 成 关于 变量 1 ，…, 4, 的 多 项 式 环 的 一 
起, 月 基本 关系 是 它 的 生成 元 ) , 同样 地 ， 革 本 关系 自身 
通常 也 不 是 独立 的 ; 因此 ， 可 胸 定 二 次 合 种 ， 等 等 . 
用 这 种 方法 盗 出 的 合 冲 链 结 时 总 是 有 限 的 . 例如 ， 如 
Ж 5 是 坐标 xi,…,x, 的 所 有 置换 的 对 称 群 (symmetric 
group)， 则 不 变量 的 代数 就 是 关于 x,，,…, x, 的 所 有 对 
ЖЕЛДИ ИШ; 初等 对 称 多 项 式 均 是 基本 不 变量 ， 
它们 是 代数 无 基 的 (在 这 种 情况 下 ， 不 存在 合 冲 ) ， 

这 些 事实 导出 经 典 不 变量 理论 中 两 个 基本 问题 的 
陈述 : 

1. 证 明 给 定 群 的 给 定 表 东 的 不 变量 代数 是 有 限 生 
成 的 (不 变量 再 论 的 第 一 基本 定理 )， 且 悄 定 基本 不 变 
最 组 

2. 证 明 合 症 的 有 限 基 的 存在 性 (不 变量 理论 的 第 二 
基本 定理 )， 呈 找 出 它 . 

对 于 任意 有 限 个 变量 ， 任 意 次 数 的 型 的 不 变量 ， 
不 变量 理论 的 第 一 基本 定理 已 被 D.Hilbert ([1]) 证 明 
( 亦 见 关于 不 变量 的 Hibert 定 理 (Hilbert theorem)) . 在 
第 一 基本 定理 成 立 的 所 有 情况 下 ， 他 还 证 明了 不 变量 
理论 的 第 二 基本 定理 亦 真 ， 并 且 ， 在 这 个 情况 下 ， 合 
冲 链 总 是 有 限 的 .Hilbert 得 到 经 典 不 变量 理论 的 基本 
定理 的 证 明 是 基于 出 他 证 明 ( 带 有 这 个 特殊 目的 ) 的 一 
能 油 银 代数 的 一 些 结果 .这些 结果 日 后 成 为 现代 交换 
代数 的 基础 (Hilbert 基 定 理 ，Hibert 合 冲 定理 ，Hilbert 
零点 定理 ， 见 Hibert 定 还 1), 355). 不 变量 理论 
的 第 一 基本 定理 的 最 初 证 明 是 非 怕 造 性 的 ， 昌 未 给 
出 基本 不 变量 次 数 的 上 界 估计 . 在 29 世纪 30 年 代 ， 
H.Weyl 通 过 发 展 Hilbert 与 A. Hurwitz ([14]) 的 思想 
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证 明了 对 于 任意 紧 Lie 群 的 有 限 维 表示 与 对 守 任 意 复 
半 单 Lie 群 的 有 限 维 表 示 的 不 变量 理论 的 第 一 基本 定 
理 {[6]) . 综述 经 典 不 变量 理论 发 展 的 著作 [6] 包 
括 对 于 典型 群 的 以 及 对 于 某 些 其 他 灼 的 表 东 的 基本 不 
变量 与 合 冲 的 描述 , 不 变量 理论 方法 的 一 个 重要 应 用 
二 对 典型 紧 群 的 Веі 数 的 描述 . 

不 变 重 理 论 第 二 基本 定理 的 评 明 揭示 了 该 定理 的 
一 般 代数 特征 { 它 基 Hilbert 基 定理 的 推论 ) . 在 试 医 确 
定 对 于 不 变量 理论 的 第 一 基本 定理 这 件 事 是 否 也 真 的 
过 程 中 ，Hilbert 提出 了 下 列 问题 (Hilbert 第 十 四 问题 
(Hilbert 14-4 problem)); 邻 上 是 域 ， 令 A4=k[x1，…， 
x,]) 是 上 上 上 变量 xi, ,x, 的 多 项 式 代数 ， 工 是 包含 色 
的 4 的 分 式 域 的 任 一 子 域 . 这 时 代数 ACIL fE k F t 
有 限 生成 的 吗 ? 对 这 个 问题 的 表 定 回答 将 蕴涵 对 任意 
群 的 不 变量 理论 的 第 一 基本 定理 的 有 效 性 . 对 Hilbert 
第 十 四 问题 的 一 个 否定 解 已 在 [9] 中 获得 ,在 其 中 给 
出 交换 矫 么 群 表示 的 一 个 实例 ， 对 该 群 不 变量 代数 没 
有 有 限 个 生成 元 , 在 20 世纪 和 0 年 代 , 已 得 到 关于 有 限 
群 的 ,特别 是 关于 由 反射 生成 的 群 ( 见 反射 群 ( reflection 
Broup ) ,Coxeter Ё? { Coxeter group)) 的 不 变量 的 许多 结 
果 . 业已 证 明 ([13],{14]) 由 植皮 射 生成 的 有 限 线性 
复 群 可 表征 为 其 不 变量 代数 水 含 合 冲 的 有 限 线性 
ж 


不 变量 理论 的 新 发 展 阶段 与 问题 的 范围 扩张 以 及 
这 个 理论 的 几何 应 用 有 关 . 现代 不 变量 理论 (或 不 变量 
的 几何 理论 (geometric theory of invariants)) 变 成 代数 变 
换 群 的 一 般 理论 的 一 部 分 ; 加 世纪 50 年 代 产 生 的 代数 
群 论 二 它 的 基础 ， 并 且 ， 代 数 几何 学 的 语言 是 它 的 语 
паш. адар а н а 
项 式 环 ， 还 有 由 变量 线性 变换 导出 的 自 癌 构 群 ， 与 经 
典 不 变量 理论 成 鲜明 对 比 ， 现 代 不 变量 理论 考虑 任意 
有 限 生成 上 代数 民 以 及 它 的 大 自 同 构 的 代数 群 G , К 
过 线性 空间 了 与 表示 о, НАНЕ X БЕБИ 
数 变换 ( 自 同 构 ) 的 代数 群 G 一 起 被 考虑 ， 使 得 及 是 
上 正则 函数 的 环 ， 且 G 在 ВЕН сх БАЕ 
用 导出 . R 的 在 G 下 固定 不 变 的 元 案 是 不 变量 ， 它 们 
的 整个 集合 组 成 一 个 上 代数 ，R。. 

经 典 不 变量 理论 的 其 他 概念 也 可 推广 . 例如 ， 相 
伴 变换 ， 它 是 从 这 样 的 全 到 另 一 个 与 群 作 用 可 交换 的 
入 内 的 正则 映射 ， 如 果 R* 是 有 限 生成 的 ， 则 可 断定 不 
变量 理论 的 第 一 基本 定理 是 有 效 的 . 已 经 证 骨 К° 是 有 
展 生成 的 ， 如 果 G 是 几何 约 化 群 СЫ, Mumford 假设 
(Mumford bypothess)) . 在 许多 重要 情况 下 ， 例 如 在 
应 用 于 模 问题 中 ，G 事 实 上 是 这 种 类 型 的 群 . 如 果 R° 
是 有 限 生 成 的 ， 则 存在 一 个 仿 射 代数 镜 邱 ， 对 于 它 ， 
及 是 正则 函数 的 代数 ЖА КОСК SB Б т: 
X— W. 如 果 G 是 几何 约 化 的 ， 则 于 将 G fc 多 中 的 


闭 轨 道 分 类 : 是 满 射 的 ， 且 它 的 每 个 纤维 中 丛 有 一 
个 闭 轨 道 . 不对 于 G 的 商社 的 存在 性 的 一 个 必要 杀 
忻 ， 即 是 所 有 轨道 均 为 闭 的 ， 原 来 也 是 完 分 的 ， 并 
П, иж. 因此 ，Re 在 分 类 与 构造 商 焦 
的 几何 问题 的 解决 中 的 作用 变 得 清楚 了 ; 除 此 之 外 ，RR 
的 研究 ( 它 是 经 典 不 变量 理论 的 最 终日 的 ) 对 于 这 些 几 
何 问 题 的 解决 仅 处 于 初始 阶段 ， 因 为 R° 的 知识 通常 不 
提供 G 在 X 中 轨道 的 完全 信息 ， 因 而 必须 与 非 闭 轨 
道 ， 它 们 的 闭 包 与 稳定 化 子 (所 谓 的 轨道 分 解 forbial 
decomposition)) 的 考虑 结合 起 来 ， 而 及 、 在 仿 对 代数 
化 上 代数 群 作用 的 研究 只 是 代数 变换 群 一 般 理论 的 “局 
部 忆 正 如 仿 射 后 理论 是 代数 簇 一 般 理 论 的 “局 部 ”一 样 ) . 
在 一 般 情况 下 、 考 虑 G 在 任意 代数 馈 ХОНА 
粘 合 起 来 的 } 上 的 代数 {正则} 作用， 于 是 ， 例 如 构造 XX 
{或 站 的 一 个 合适 的 开 子 集 ) 关 于 G 的 作用 的 商 能 问题 
的 解决 归结 到 考虑 了 的 G 不 变 仿 射 种 盖 目 应 用 上 述 构 
造 到 带 有 所 得 仿 射 商 入 的 随后 “Җа” МОХ ИЙ 
ВАЖЕ. ТТР. ХН 
ВЪТРЕ (CX 本身 不 一 定 有 一 个 不 变 
Фата). 
Ей. АО ОВЕ А Оа. А 
中 可 挑选 如 下 : ВИКИ G IF M tE ИТЕ Е 
上 的 一 般 位 置 的 点 的 性 质 的 信息 ， 要 描述 各 种 特殊 
的 作用 (主要 是 线性 表示 ) 的 轨道 分 解 ， 一 般 空间 变换 
到 较 简 单 标准 空间 内 的 层 化 定理 ; 关于 商 簇 ， 轨 道 
(orbit) 空间 ， 稚 面 空间 ， 拟 截面 与 片 "空间 的 定理 ， 
关于 不 动 点 入 的 定理 ， 关 于 等 价 媒 入 的 定理 ， 对 轨道 
的 仿 射 性 与 捞 仿 射 性 准则 { 见 Matesshima 准则 (Matsu- 
shima criteion)); 各 种 特殊 类 型 轨道 闭 包 的 构造 ， 拟 
ЖЕКЕ ПШ ЛЕНЕ Ж ЖР Б ЗЕН Ж РД, 
数 的 作用 理论 ， 不 变量 环 的 代数 性 质 ， 商 繁 的 变换 空 
间 的 代数 几何 性 质 ; 与 奇异 性 理论 的 联系 ([16]); 不 
变量 域 的 有 理性 问题 ， 以 及 与 代数 环 面 和 代数 数论 的 
ЖЖ ([17]). 
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ЖАТ ж 
JE sir [inverse function ; обратная функция ] 

Шо, ое ВНЖ 
у fix z ВАС X s А — ВАО о ka, 
它们 被 映 成 y， 若 用 f лде а, ШШ /~ 
表示 了 的 反 函 数 . 这 样 , 车 j: X— Y H Y, 3 f 
кй, Y.C Y， 则 对 任意 yeY 有 77 (у) = [x: 
JOx)= y). 

苦 对 一 尺 ye Y, у 的 完 仗 道 银 恰 由 一 个 元 素 хех 
Яй, БИЖАН у: X 一 Y/ 为 一 一 映射 ， 则 反 函 数 
是 单 值 的 (single-valuod )， 否 则 便 是 多 值 的 (many- 
valued ). ` 

ЖА X 与 Y 为 实 直线 (或 更 一 般 地 ， 某 有 序 集 ) 
前 子 集 ， 则 了 的 严格 单调 性 是 使 反 函 数 也 是 严格 单调 
的 存 企 的 充 要 条 件 ， 

反 枉 数 的 许多 性 质 可 由 / 的 相应 性 质 确 定 ， 钢 
m, # /为 实 直线 的 某 一 区 间 上 严格 单调 且 连 续 的 画 
数 ， 则 它 的 反 函 数 也 是 对 应 区 则 上 严格 单调 且 连 续 
的 ,车 一 个 出 紧 集 到 Hausdorff 拓扑 空间 上 的 一 一 映射 
是 连续 的 ， 则 逆 喘 射 也 是 连续 的 ， 即 原 喘 射 是 喘 到 其 
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әй ЕЮ А (homeomorphism). +] у ЁШ 
Banach 空间 X Ж} Banach 空间 Y ЕА 
жт, JMD у 也 是 线性 与 有 界 的 . 
设 G 为 "On 22) 中 具有 充分 光滑 边界 的 有 界 
域 , 了 为 G 的 闭 包 好 上 的 连续 映射 设 了 为 G 中 
ТВОРИ G 的 边界 为 (С) 的 边界 ， 并 设 y 的 
Jacobi 式 的 符 点 集 为 孤立 集 ， 则 当 了 为 在 G 的 边界 
上 一 一 映射 时 ， 在 G 上 为 -一 的 . 为 使 局 部 道 映射 在 
一 给 定点 邻 域 存在 ， 只 需 瑞 射 的 Jacobi 式 在 此 点 的 基 
ARA. # fi G > В", Gc R" 是 在 所 有 点 
хеб 有 非 零 Jacobi 式 的 可 微观 射 ， 则 对 任意 xosG ， 
存在 邻 域 U = U(x ). 使 了 在 U 上 的 限制 Л 为 
ОЯ] y, = f(x ,) ЖТА У= (у) 上 的 一 一 
映射 ， 且 逆 映 射 У ОТЕ V 上 ) 也 是 可 微 的 ш 
理 可 以 推广 到 无 穷 维 情形 : 设 X H Y 为 完全 赋 范 
空间 ，G Cc X ЖЛЕ, Н f: G + YY 为 连续 可 微 
映射 . 车 Ох) 为 有 界线 性 算 子 空间 2 (X. Y) 中 
的 可 道 元 (了 为 Fréchet 导数 ( Frechet derivative )) ， 
хеб, ШЕХУ 了 中 分 别 存在 xy 的 邻 域 U = 
U(x,) 与 yao= f(x ) ВИ V = V(y.), ИЫ f: 
U = V 与 其 道 映 射 (inverse mapping ) ЭЖЕ ЕГИ] 
Ж. 
参考 文献 
[1] Колмогоров, А. H. и Фомин, С. В., Элементы 
теории функций и функционального анализа ‚ 5 изд., 
М., 181 ( 中 译本 ; А.Н.НЯйХУС. В.И, 
函数 论 与 证 函 分 析 初 步 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1957 ) . 
Л. Д. Кудрявцев JE 
СЕ 本 文 末 段 中 的 论断 常 称 为 反 函 数 定理 (inverse - 
fanction кою). O 
现今 “函数 "一 词 常 保留 它 的 单 值 意义 的 杨 合 ， 
而 “映射 ”是 它 的 一 个 同义词 , 按 此 规定 ， 只 有 双 射 
【一 一 映 上 的 函数 ) 有 反 函数 . 在 其 他 情形 下 ， 逆 关 
Ж 三 ( 本 文中 称 为 多 值 函 数 ) 不 是 函数 ， 除 非 像 有 
时 规定 的 那样 把 它 看 成 集 值 函数 ， 这样 便 引 起 孤立 子 
集 与 其 唯一 元 之 间 的 重要 且 简 单 的 区 别 . 
Жалт й ина 校 


反观 曲 函数 [jnverse hyperboliec fimctions; обратные ги - 
перболическне функцик ] 

ЖЩ #1 ( hyperbolic functions ) 的 反 函 数 ， 反 双 
ШЕН Б НЕ. ЕНА. ХВЕ: 
Arshx, Archx, Аг х; 别 的 记号 有 : arshx,archx, 
агі х; sinh 7х, cosh -xy anh 'x 等 

实 变 量 x БНН БАЕ: 

Arshx =I(x+ /x2+1), – 0 <x <; 


Archx= +in(x + /x?2— 1), x2 1; 
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ЕЕ 

Агї х= + h Y 

及 并 曲 函 数 在 其 定义 域 的 每 个 点 处 是 单 值 ( 除 

Archx， 它 是 双 值 的 ) 并 连续 的 .在 研究 反 双 曲 函 数 

的 性 态 时 ， 选 地 Arch x 的 一 个 连续 分 支 ， 即 罕 上 述 

公式 中 取 定 一 个 符号 (通常 取 正 号 }， 这 些 函 数 的 图 
ӘЙТТЕ. 


рет. 


Б 2 Мят 3, ИП, 


1 
x` +1 


Arshx = Arth 


x 


Arthx = Arsh 7 . 
反 双 明 函 数 的 导数 山下 列 公式 给 出 : 


(Arshx) ‘= — 


(Archx) = £ 


(Arthx)'= 


1х2 ` 


复 变量 z B) БЕЛАН 88 š⁄ АРА J fB |l 8⁄2: 
式 定 义 ， 但 其 中 的 jn z 应 理解 为 多 值 对 数 函 数 、 复 变 
基 的 反 冯 曲 函 数 是 实 变 量 的 对 应 画 数 到 复 平 面 上 的 解 
Жөн. 

BOB h ГА F 912: 2 t Б = fB ЖШ ( inverse 
tigonometric functions ) 表达 : 


Arshz = — iar siniz, 
Arch z = šarccosz, 
Arthz = — iarc taniz, 
Ю. B. Cumopop 所 


[ 补 注 】 也 常用 arcsinhx, arccoshx. arc tanhx 这 些 
记号 . 
参考 文献 
EA11 Spicgal , М. R , Complex variables , 8сһаштез Outline 
Sers, McGmw- Hill, 1974. 
{А2] Abramowitz, M. , берш, 1. А., Handbook of 
mathematical functions, Dover. reprint 1972. 
жж ж 


j Bb ЗЇ [ inverse mapping ; обратное отображенне], j# 
算 子 (inverse operato) , #48 Wak (3 T) МСМ) 


的 
一 个 单 值 歇 射 9 ， 使 得 

gsf=l, 在 M 上 ， O 

feg=1, fEfOM)L, 0) 


ен МЕХ, }(М)= Y， 而 六 ,了 都 总 集合 ， 

如 时 9 只 满足 条 件 ()， 则 黎 为 了 的 左 六 映射 (kft- 
inerse mapping) ， 如 果 只 满足 条 件 (2)， 负 称 为 了 的 右 
JR Bb B (right - inverse mapping) . ЖШ" 存在 ， 当 
Нб уем), эса (у) 由 单个 元 素 
хем. ДЖ ГАН у", Е 


f(x)=y (3) 


对 每 一 个 yEA(M) 有 唯一 的 解 ， 如果 仅仅 右 着 А 存 
在 ， 则 (3) 有 一 个 解 ， 但 是 它 的 唯一 性 司 题 尚未 解决 . 
ОИ у 存在， 并 翁 设 解 存 在 ， 则 解 是 唯一 
的 .如 果 开 和 了 是 向 量 空间 ， 而 4 是 从 天 到 了 的 线性 
算 子 ， 那 么 如 果 А! 存在 ， 则 它 也 是 线性 的 ,一般 
地 ， 如 果 瑟 和 了 被 赋予 某 种 结局， 可 能 出 现 这 样 的 傅 
襄 ，4 的 某 些 性 质 也 由 4 继承， 假设 它 存在 的 话 , 
ФП, Ш X УЖ Banach 空间 ,而 4:X 一 了 是 一 
个 闭 算 子 ， 则 4 -1 也 是 闭 的 ; 如 果 鼎 是 一 个 Hilbert 空 
间 ， 而 4: 上 一 HH 是 自 伴 的 、 则 4 也 是 自 伴 的 ; 如 
果 f:R 一 好 是 一 个 奇 函 数 ， 则 1” а. ар. 
戏 许多 重要 的 线性 算 子 类 ，4 的 连续 性 并 不 总 驴 涵 4 
蕴 连 续 性 ， 例 如 对 完全 连续 算 子 ， 就 是 如 此 . 下 面 是 
一 个 线性 算 子 逆 的 连续 性 的 重要 检验 准则 . 

设 半 是 一 个 带 有 某 个 基 的 有 限 维 空间 ， 并 设 A; X 
> 愉 是 用 关于 这 个 基 的 矩阵 (G,) 给 定 的 ， 则 47! 存 
在 ， 当 且 仅 当 да (а,) 过 0( 在 这 囊 情形 下 ，4 和 4 ' 
自动 连续 的 ) . 

Ж X f Y Jë Banach 空间 ， 并 设 A Ë P, ХЈУ 
连续 线性 算 子 . 

1) 如 果 {Ах >т хі, 其 中 mm>0, 则 4-' 存 
在 并 且 是 连 小 的 . 

2) Ж X=Y, LAl<S1, 0-4) 存在、 连续 
ЭРЕ. 

G- A= Y A, 


"= 


其 中 右边 的 级 数 按 空 间 (X) ЙЕ. 

3) 算 子 4 存在 并 且 在 整个 了 上 连续 ， 当 且 仅 当 
З 4 有 一 个 在 X" 上 定义 和 连续 的 递 . 这 里 (AU 
一 (4 

4) 如果 А ЖЕ, ЖА ШЖ 1 4 一 路 < 
<14 人” 则 好 也 存在 ， 连 续 并 及 


вА 104-8)". 


这 样 ， 可 道 算 子 的 集合 在 x (K, Y) 中 按 这 个 空间 的 
一 致 拓扑 (uniform topology) 是 并 的 , 

5)Banach 开 了 映射 定理 (Banach open mapping theo- 
rem): 如 果 А АГУ Е, ЛВ 
在 并 且 是 连续 的 . 这 个 定理 有 下 面 的 推广 : 从 满 完全 
空间 天 到 分 离 的 棚 型 空间 了 上 的 一 个 一 对 一 连续 线性 
映射 是 一 个 拓扑 同 构 {jsomorphism) . 

了 iibert 空 间 上 线性 算 子 的 谱 理 论 包含 连 续 线性 算 
子 道 的 存在 性 和 连续 性 的 一 些 结果 ,， 例如， 如果 A 基 
自 伴 的 并 且 4 不 是 实 的 ， 则 (4 一 41)-' 存 在 并 且 基 连 
续 的 ， 
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j 3E BE [inverse matrix ; обратная матрица], 3& & 上 
的 方 阵 4 的 

ШЕ A ， 满 号 4 二 "= A A= E, ДР E Ë 
单位 矩阵 . -— F ЖЕЛ PE, SJ E ЗЕ йр se kE 
《 见 非 奇 异 矩 阵 ( non -singular matrix) ). 对 于 矩阵 А = 


{к„Ї, ЖЖ ШЖ д 1,1, 其 中 
ГА = йа. К 
ч де A 


这 里 А, Ел Ж wm 的 代数 余子 式 (cofactor)， 关 于 计 
算 逆 短 阵 的 方法 ， 见 炬 阵 的 求 逆 (inversion of а ma- 
tix ). кй Ж 
逆 抛 物 型 偏向 分 方程 [inverse parabolic partia) differential 


equation ; обратно параболическое уравненне } 
一 个 形 如 


шүк Ў а, Ок. = а(х, Bus, — 
а(х, Du= f(x, t) о) 
的 方程 ， 此 中 形式 Уа, t {ЖЕМ Жж 起 者 
“ 道 " 时 间 的 作用 . B (= ~ "就 可 将 方程 (+) 化 


为 通常 的 抛物 至 形式 .“ 混合 “型 的 抛物 型 方程 将 发 生 
这 种 情况 ， 例 如 ，u ,= xu se 对 x > 0 是 正 向 的 抛物 
型 方程 ， 而 对 x < 0 是 一 个 逆 抛 物 型 方程 又 以 x 二 0 
为 阶 的 退化 线 . А. П. Солдатов # 
[ 补 注 】 7748 (+) 的 《Cauchy 问题 (Cauchy problem ) 
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是 不 适 定 问题 的 众所周知 的 例子 ， 见 不 适 定 问题 《这 - 
posed problems ) 对 反 疝 热传导 方 查 【backward beat 
eduation) 【 亦 见 热传导 方程 (thermal -conductiance 
eduation )) 


u tAu =Q 
的 讨论 见 [A1]， 此 处 A 是 Тарасе 算 子 【Laplace 
Operator ) , 
参考 文献 


ГАІ) Payne. L. E., Improperiy posed problems in partial 
differential oquations, ЛАМ, 197$. TRA P 


z = 181 [ inverse migonometric functions ; обратные 
тркгонометрические функции ), 1 0126 #0 (inverse 
ciroular functions ) ` 

=Ш Ж (tigonometric functions )》 的 反 函 数 . 六 
个 基 本 三 角 通 数 对 应 六 个 反 三 角 函 数 ， 它 们 是 所 谓 反 
Е. КЖ. КЛЕЙ, Mal. БИЕ. БАЯ. 并 
县 分 别 记 为 Arc sn x，Arc cos x, Arctan x, Arc cotan x, 
Arcsecx, Атсоовесх. 函数 Arcsinx 和 Arccosx 对 
于 1xzl 和 1 有 定义 (在 实数 范围 内 ) Arctanx 利 
Arccotanx 对 于 一 切实 数 x 有 定义 Аюѕесх 和 
Are cosecx 对 于 |x|1 > 1 有 定义 ， 最 后 两 个 函数 很 少 使 
用 . 另外 一 些 记号 是 ып tx, ох, 8. 

因为 三 角 画 数 是 周期 的 ， 所 以 它们 的 反 销 数 是 多 
值 的 《many-walued )， 这 些 耳 数 的 单 值 分 支 ( 主 支 ( px- 
incipti branches ) 记 为 arcsin x，arcoos x，-…， 也 就 是 
说 ，arcsinx 是 Arcsinx 的 主 支 ， 满足 条 件 —л/2 
Ж шейх S z /2, 28 ÜI Mb, arccosx, arctanx 和 
arccotanx 38) ЖИЙ 0< аисовх&я, —т/2 
<actmx < x/2, 0 < arccotanx < m, 

下 图 表示 y= Arcsin x. y = Arcos x, y = Arc tan x, 
у = Arccotan x Ж 0: ЗН ЙК. 


函数 Arcsinx, … 很 容易 由 arsinx,… 来 表示 ， 
例如 : 
Arcsinx ={ —1)'amcsinx + wn, 
Arcoos x = arcos x +2 xn, 
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Arctan x = arctan x + zn, 
Атссоіап x = atc colan x + дл, 
n=0, +1, … 


Е НГ: 


acsinx +аюавх= 2, -1<х%1, 


>° 


arotan х + arcootlanx = TE, —0 < x < +00 


т) 
因此 ，atc cosx 和 arc cotan x 在 以 后 的 公式 中 并 不 出 现 . 

反 三 角 函 数 是 无 限 次 可 微 的 ， 并 且 在 其 定义 域 的 
任何 内 点 的 邻 域 中 能 够 展开 为 级 数 . 导数 、 积 分 和 级 
数 展开 为 : 


(асап х)' 


= ттт ‚ (aretan xy = 


ашыш сур" +c, 
Јасара = хаклапх — + БОТ) + C, 


| = уу ан 
acsinx = x +) ЛОН х 


À а Эп, < 


act =, АЫ” жн рр. 
复 变 量 的 反 三 角 函 数 定义 为 相应 实 函 数 到 复 平面 
的 解析 延 拓 ， 
Бра p) Ë st Н ЫЕ 《logarithmic func- 
tion) 来 表示 : 


arcsinz = ~iln{iz + /1—z: ), 
ишо = —iIn(z + /Z—1 ), 


і 上 十 12 
mz= 
агсіал2 2 01-12 ° 
иссоп = — j 21 
2 iz+1 ` 


Ю. В. Сидоров Ж 
[ 补 注 】 tan 'x #lcotan"' х9 ЕВЕ р x 
和 авт! x. 
参考 文献 
[AL] Spicgsl, М. R., Complex variabies, Sduaums Dutline 
Serics , MeGraw- Hill , 1974 
[А2] Abramowitz, М. and Stegun, T. А., Handbook of 
mathermatical functions , Dover, reprint , 1972. 
ж ж 


反 演 [inverion ; инверсин ] 


将 任意 一 点 А 5833 OA 上 满足 04'. OA = 


k 的 点 А' 的 映射 ， 其 中 k 是 一 实 常 数 . 点 0 称 作 该 
反 演 的 中 心 (centre) 或 极点 (рое), к 称 作 该 反 演 的 
Ж (power) 或 系数 ( coefficient ) . ШЖ k= a, ML 
О ЭЛЕШ, а 为 半径 的 圆 S 上 的 点 在 反 演 下 映 至 自身 ; 
S 内 部 的 点 映 至 5 的 外 部 ， 反 之 亦 然 (有 时 称 反 演 为 
关于 某 一 圆 的 对 称 ) 、 反 演 的 中 心 没有 象 ， 一 个 具有 负 
Ж 的 及 演 等 价 于 一 个 具有 同一 中 心 O 和 正 筹 |k| 的 
反 演 后 接 一 个 关于 О 的 对 称 . 具有 正 等 的 反 演 有 时 称 
为 ЖШ КЕЙ (hyperbolic inversion)， 具 有 钢 关 的 称 为 
Эй (eliptic inversion ) 或 负 反 演 【anti-inwersion ). 
皮 演 中 心 的 任 一 直线 在 该 反 演 之 下 映 成 其 自身 . 不 
通过 反 演 中 心 的 任 一 直线 映 成 通过 该 反 演 中 心 的 一 个 
И. 通过 反 演 中 心 的 任 成 不 通过 该 反 演 中 心 的 一 
条 直线 - 不 通过 反 演 中 心 的 任 一 圆 映 成 不 通过 该 反 演 


中 心 的 一 个 圆 . 及 滨 在 Descartes 直角 坐标 系 中 可 由 
= ка б= —— 
Отуу ” (+y) 
给 出 ; 在 复 平面 上 的 公式 是 ¿= к/т. 反 演 是 一 个 仙 共 


形 映 射 ， 即 它 保持 直线 间 的 来 角 但 改变 其 定向 ， 空 
间 中 的 反 演 由 类 似 的 方法 定义 . 
有 时 反 注定 义 为 将 每 一 不 同 于 一 给 定 图 束 中 心 的 
点 4 上映 为 此 贺 束 中 通过 点 4 的 圆 的 交点 А' 的 一 个 
平面 吴 射 
参考 文献 
[1] Энциклопедия элементарной математики, кн. 4, 
Геометрия, M., 1963. 
[2] Шабат, Б. В., Взеденне в комплексный анализ, 
М., 199. А. Б. Иванов 3 
[ 补 注 】 有 时 将 理想 点 co 当 作 一 反 演 的 中 心 在 该 反 演 
之 下 的 象 ， 特 别 是 在 扩张 揽 平 面 忆 上 考 宦 时 . 
参考 文献 
[Al} Schwerdfeger, Н., Geometry of complex numbens, 
Dowr , rprint, 1979. 
[A2] Podoe , D., Circles , Pergumon 1957. 
杨 路 ， 曾 振 柄 译 


ЕКЙ (组合 学 中 的 ) [inversion (іп combinatorics ) ; ннве- 
рсня в комбинаторнке ], 更 列 derangement ) 

n 个 元 素 的 一 个 排列 ， kakak i 不 能 
占据 第 i 个 位 置 ，i = 1，…, n， 这 种 排列 就 称 为 更 
Ж. 计算 更 列 数 р, 的 问题 ， ж» “ 错 坐 向 题 ". 成 
立 下 列 公式 : 

1 1 


= -— 1 , 1 -+ 
pl ПЕП +00 т | 


更 列 是 要 求 所 排列 的 元 素 的 位 置 满足 一 种 特定 限制 的 
排列 的 一 个 特殊 情形 ， 例 如 ,“ 夫 妻 围 持 人 座 问 题 ” 
在 于 计算 与 两 个 排列 (1，…, n) 及 (n, 1,…， 
п 1) 都 冲突 的 排列 数 О. ( 两 个 n 元 排列 称 为 冲 


ka Жыл 


ФШ (conüictig), 如 果 对 于 所 有 的 i 二 】，… ,nn， 
第 i 个 元 素 在 其 中 每 个 排列 内 所 占据 的 位 置 都 不 相 
т.) 给 出 U, 的 公式 是 : 


r X n ЮТ (Габа square) Ж L(r, n), 4 r= 2, 
3 时 可 用 下 列 公式 通过 p. 与 U, 来 计算 


10, п)=а0р,, 


ОУ 
(3, п) = а! (л). 


^ 


参考 文献 
[1] Ryser, Н, Ј., Combinatonal mathematics ,Wiley & 
Math . Аѕзос. Атег., 1963( Ж: H.J. 2, 
组 合 数学 ， 科 学 出 版 社 ，1983 . 
[2] ола, Ј., An introduction to combinatorial mathe- 
тайсз, Wiley , 1958, 
B. М. Михсев #8 Й 详 


ЕВЕ [inwession of a matrix ; обращение матрицы] 
38 R] TE SEBE (inverse matrix ) 数值 计算 的 一 种 算 
法 ， 正 像 求 解 线 性 方程 组 ， 数 值 求 逆 的 方法 可 忆 分 为 
直接 法 各 选 代 法 ; 但 是 ， 选 代 法 因 其 工作 量 大 在 这 里 
仅 处 于 很 次 要 的 地 位 ， 
大 多 数 矩阵 求 送 的 直接 法 是 基于 把 给 定 的 抢 阵 分 
解 为 易于 求 道 的 因子 的 思想 . 如果 


一 了 
是 这 样 一 种 分 解 ， 列 
А =. 


Jordan Ф (Jordan method) ( 见 [1]) 是 直接 法 的 
典型 代表 【而 且 是 一 种 最 普遍 应 用 的 方法 ) . 

Ф 4 是 一 个 n МАРР. ВОЕН ВЕ АС! 
可 分 n 步 ; КРИВ А,, БАВГ k 列 
яй {ААРЫП . ДЕВНЯ, BEBEK A, 
(6 А=А,) 演变 到 А,,, БИБ І, ЕЖ А 
等 价 ， 而 L... 仅仅 第 (k + 1) 列 与 单位 阵 不 同 .这 
样 选 取 该 列 的 元 素 ， 使 之 将 A, 的 第 (k- 1) 列 化 为 
单位 元 ， 它 们 的 形式 为 


(k) (к) 
— inn бна 
Л , T 
айз аан 
А 
1 аа 
ГО] Ы u 00 
украв ЧИТИ 


由 关系 式 
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Airi = ir Ai, А, Е, 


А. а) 


要 得 出 道 阵 4 “! 的 因子 分 解 (1 ) 大 约 要 做 п!/2 
个 乘法 和 nm?12 个 加 法 .为 了 将 (1) Р ЕЗЕН 
来 以 得 到 4 ' 的 显 式 形式 ， 大 约 也 需要 同样 数量 的 
运算 .在 矩阵 求 道 的 许多 运用 中 ， 运 用 (1) 恰 如 运用 
显 式 形式 一 样 令 人 满意 . п, ЖЖ А-'5, Ж 
中 b 是 一 个 列 向 量 ， 两 种 悄 况 的 运算 量 是 相同 的 ， 当 
在 计算 机 上 执行 时 ， 连 要 求 的 存 情 量 也 是 相同 的 . 

在 上 面 关于 Jordan 法 的 叙述 中 ， 为 简单 起 见 ， 假 
定 所 有 元 素 al... 4 ( 称 为 主 元 (pivot》) 非 零 ， 实 
BR, jordan 法 ， 如 解 线性 方程 组 的 Gatss 型 方法 
(SER Gaus 法 (Саде method )) —#, 38 8 S 1636 
主 元 的 某 种 格式 一 起 应 用 . 应 用 这 样 一 种 格式 等 价 于 
(1) 中 引 人 附 加 因子 ， 它 考 虚 了 省 短 阵 行 和 列 的 置 
换 .如 线性 方程 组 情况 一 样 ， 计 算 解 的 精度 与 在 方法 
的 中 间 步 中 扰 阵 元 察 的 增长 速率 有 关 。 随 车 计算 解 中 
精度 往 后 越 来 越 差 ， 即 使 选择 主 元 ， 在 Jordan 法 中 ， 
这 种 增长 也 比 Gauss 型 方法 中 更 有 可 能 . 

相应 于 A 的 近似 逆 X, EBE R = E 一 ÀX S 
剩余 (residual ) ,有 估计 

la '- X| 
Bal 
这 样 ， 剩 余 的 范 数 是 近似 逆 阵 的 相对 精确 度 的 界 。 这 
是 矩阵 的 数值 求 送 问题 与 线性 方程 组 解 之 问 的 重 夏 差 
别 ， 而 后 者 【例如 ， 在 正 交 法 或 Gauss 型 方法 中 ) Ж 
余 通 常 是 小 量 ， 而 且 得 到 的 解 的 性 质 与 该 线性 方程 组 
的 条 件 有 关 ， 

几 种 重要 类 型 的 矩阵 可 以 用 比 在 一 般 情况 更 经 济 
有 效 的 方法 来 求 送 这 一 类 扼 阵 包括 Tocplitz , Hankel , 
带 状 (特别 是 三 对 角 ) ЯЕ Е, Ж Toeplitz 结构 或 Kro - 
necker 乘积 结构 等 的 分 块 扼 阵 ， 例 如， 邻 了 为 具有 R 
或 C Фл нч 1 Br Toegiitz ЕЖЕ (Toephtz ma- 
іх): 


<l RI. 


fs tusa U bo 
假定 不 仅 Т, ИНЕ п Br ЕР МИЙ ДАЧЕ О, Ml 
矩阵 7-'， 一 般 不 再 是 Toepiiz 矩阵 ， 有 表达 式 ( 见 
[2]) : 
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| 1 0 + O га a, 
gaa | b | + + O 1 ї+ 
Pp. + . а 
b. ° b, 1 0 0 1 
0 з. ОД ЦО Б, Б, 
- р" ° 
p. 。 . . А 
a, а, © 0 0 0 
(2) 
其 中 区 是 
和 Le апу? 


分 别 是 了 “的 第 一 列 和 最 后 一 列 ， 因 此 ， 了 完全 由 
给 定 的 它 的 第 一 列 和 最 后 一 列 描述 由 (2) T-' 
的 所 有 元 素 可 以 逐次 计算 出 ; 

{Tb {T+ 


a,.,b 


二 


a 
这 个 计算 需要 O(n*) 个 算 木 运算 ， 

在 Toeplitz #E 4: R Н (例如 见 [3]) 
t. а,, В, Жр, 的 计算 是 由 递 与 公式 进行 的 ， 而 且 
也 需要 O (n?) 个 运算 .直子 给 你 非 奇异 这 个 条 科 可 
以 放宽 ， 而 仍然 只 需要 O(n ) 个 算术 运算 . 

КОНЕ ЮТ ВАЗ x= АБ 来 解 线性 
方程 织 4x = 5b， 对 一 般 形 式 的 年 阵 ， 这 样 做 几乎 没 
有 意义 ， 因 为 与 线性 方程 织 的 直接 求解 方法 相 比 较 ， 
它 将 增加 运算 量 而 昌 损 失 数 第 稳定 性 ， 可 是 对 Toeplitz 
( 和 有 关 的 ) 您 阵 ， 情 况 就 不 同 了 ， 如 表达 式 (2) 所 
示 ,，T 了 71b 的 计算 简化 为 执行 Toeplitz 矩阵 和 向 量 的 
四 个 乘法 和 一 个 向 量 减 法 .有 Toepiitz ЛИЕ БГ B E 
的 络 济 算法 ， 这 种 算法 需要 (对 = 阶 ) O(nbsn) 个 
运算 ， 对 Toeplitz 方程 组 的 解法 ， 算 术 运算 量 还 不 能 
达到 这 种 渐 近 状态 { 现在 ， 这 些 算法 中 最 好 的 方法 需 
要 O(nlog*n) 个 运算 ) ， 因 此 ， 对 具有 同一 Toeplitz 
年 阵 工 和 不 同 右边 b 的 线性 方程 组 Tx =b 的 重复 
求解 ， 预 先 将 工 求 着 似乎 是 合 理 的 . 

在 其 有 许多 并 行 处 理 器 的 计算 机 上 ， 重 复 求 解 其 
有 同一 个 一 般 形式 矩阵 的 线性 为 程 组 时 ， 预 先 求 出 业 
ВЕТ АИ. А ЕТЕ, Е 
线性 方程 组 的 直接 法 不 具有 这 种 方便 的 并 行 性 . 

在 许多 情况 ( 例如 在 数学 规划 的 拟 Newton 方法 
th), ОКНЕ 4 的 闭 ， 它 与 其 有 已 知 递 阵 B-' 的 
和 矩阵 只 相差 一 个 秩 为 1 ЮЙ (ХЕ B МУЙЕШ 
情况 ) 秩 为 2 的 一 个 对 称 抢 阵 ， 对 n БИЕ. ЭЛ 


ЭИ ШИТ А O (s?) 个 运算 来 完成 下 
面 的 公式 可 以 作为 一 个 例子 ( 见 14]》: 如 果 à р 
是 列 占 量 ， 则 

(B+uv')  =B''— + B-'uptTB !, 
其 中 假定 = 1+27 Ви FZ. 

从 计算 复杂 性 理论 的 观点 看 ， 移 阵 求 选 的 问题 和 
ЖЕ ЕЗЖЕН БИШ (ЧЕН ЇЇ БЕ) 有 相同 的 复 内 性 
(如 果 贿 其 阶 数 的 增加 ， 两 种 问题 的 复杂 性 增长 速率 


上 的 一 些 轿 有 条 件 得 以 满足 [5 |). 这 种 复杂 性 的 量 
级 不 会 越过 л". 
参考 文献 
[1] Воеводин, В.В, Численные методы алгебры, M. , 
1966. 


[2] Гохбрг, И. Ц., Фельдман, И. А., Уравнения в 
свертках я проскционныє методы их решения, M. , 
1971( Ж ЖЯ: Gohberg. 1. С (1. Ts. Gokhberg] 
and Fel dman 1. А., Convolution cquations and 
projection methods for their solution, Алг. Май. 
Soc., 194). 

[3] Trench, W.. Ап algorithm for the invergon of finite 
Teeplitz matrics ，Sian Ј. Control Орт. 12 (1964), 
512 ~ 52. 

[4] Фаддеев,Д.К., Фаддесва , В.Н. „Вычислительные 
методы линейной алгебры, 2 изд., М.-Л., 1963 
{中 详 本 : Д.К. нажа, в. н. ваще. & 
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级 数 的 反 演 [inversion of a series ; обращение ряда] 
对 于 一 个 络 定 的 室 级 数 


ње) атау, вжо, (D 
ГЕНО: = p w) 的 形 如 
2009) ўа -by 0) 


的 级 数 ， 其 中 心 = (а) = b. а =a, 


级 数 (2 ) 称 为 级 数 (1) 的 反 演 ， 或 Lagrange 级 数 {Lag- 
range зев). Н КЕТ АНАТ Ро Сю) 
的 展 式 的 问题 由 Birmam - Lagrmamge 级 数 (Biirmann - 
Lagrange series ) 解 决 .如 果 ( 1 的 收 钴 图 盘 是 |z — a| < 
P， 那 么 级 数 (2) ЖШ рю b| < друса, Жр 
5 是 点 b 和 图 周 |z - a| = p ЕЕ w = f (z) КМЖ 
之 间 药 距离 . 


р ЖЕЛЕУ УЛТ 
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ЖЕК w = 7(z) ЕЛЕ Ш 
(2) БАЎ 62 ау, т ®2‚Б„® 0, (3) 


的 级 数 ， 也 就 是 说 ， 如 果 a ОЧА (cri- 
tical point ), 88 2 2 г = p(w) 在 b 有 -个 m 一 1 
级 的 代数 支点 (algebraic branch point), 3É B. (3) 的 
反 演 只 能 取 Puiserx 级 数 { Puiseux series) 的 形式 : 


= pw) = et a (ы Буе”, 
= 


1 d"! -а И 
а= rm арт | б=т} кән 

包含 z — о Ru iF 35 ЖЕҢЕ Їй Т.апош #1 8 
( Laurent series) ЗА E ЖИ E SK RU ЖЛЕ (С 
正 ) ЖОНЕ nT ЖЕРШЕ 《多 [1]). 

对 于 岁 复 变量 z = (z. `, z.) (n> 1) 的 解析 函 
数 ， 上 反 演 司 题 可 以 有 很 多 木 同 的 表述 . 例如 ， 如 果 f. 
C 一 C" 是 C" 点 的 零点 的 一 个 邻 域 到 C" 里 的 一 个 非 
ЖЕЕ (BI Jacobi 和 矩阵 1971 az, ОАВ Е п) 
射 ，f(0) = 0， 那 么 在 零点 的 某 个 邻 域内 存在 全 纯 的 
Я Ф, Т Н ЯЕ Biirmann -Lagrange 级 数 的 形 
式 来 表示 《 见 [3])， 
参考 文献 

[1] Маркушевич, А. И., Теория аналитических функ- 
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гих комплексных переменных, Красноярск, 1972, 
129 — 137 Е.Д. Соломенцев #8 ИЖ Ж 


ЖЖ 4 BJ Б ЇЙ [inversion of an eliptic integral ; обра - 
шейне эллиптического интеграла | 


ЗЕЯ 53 (elliptic integral ) 
z=| R(z, wjaz 


ЖЕТ, ИЕ ú 使 之 成 为 的 函数 或 构造 形 如 
fiu{z)) 的 单 值 复合 函数 的 问题 ， 其 中 RE ER ?和 mw 
的 有 理 函 数 ， 而 这 两 个 变量 是 通过 方程 w: = F(z)3E 
关联 的 ， 这 里 严 (z) 是 一 个 没有 重 根 的 ， 次 数 为 3 或 4 
的 多 瑟 式 .这 个 问题 的 完全 解答 是 由 N, H. Abel 和 
C. G. J. Jacobi 在 1827 — 1829 年 几乎 同时 给 出 的 ， 他 
们 指出 ， 这 个 问题 的 解 导 致 新 的 赵 越 构 贺 站 数 ， 椭 加 
函数 ( 见 (elliptic function )) . 

鲜 究 椭 几 函数 理论 的 一 个 本 质 不 同 的 方法 是 属于 


区 .Weierstrass 的 ， 对 于 Weierstrass Ў zÇ F B 38 —2 8 


ИАЛ. 
ñ 
[dz a 
z= Í 12040-29, 
“= (z) 原来 是 带 不 变量 g, , д, 的 Wejerstrass 4 函数 
С Ж, Weierstrass Җ Б] 29 Ж ( Weierstrass elliptic func - 
tion) ). 对 于 Legendre 的 范式 下 的 第 一 类 椭圆 积分 ， 
= — 
Уза ° 
反 演 导致 Jacobi 椭圆 函数 (Jacobi clliptic functions ) . 
参考 文献 
11] Ахиезер, Н. И., Элементы теории эллиптиче- 
ских функций, 2 изд , М., 1970. 
[2] Hurwatz. А. and Courant , К., Vorlesungen ber all- 
pemeine F'unktionentheorie und clliptische Funktionen , 
Springer, 1964. Е. Д. Соломенцев B ШИК 详 


3 B$ [imversion semi -group . inverse semi -group; инве - 
penas полугруппа } 

£S S563 a 具有 了 唯一 省 元 素 a”' 的 半 群 ( 见 正 
则 元 (gular element)) . 半 群 8 的 这 个 性 质 等 价 于 
下 列 每 一 个 性 质 : S 是 正则 半 群 ( regular semi -group ) 
且 它 的 任意 两 个 寡 等 元 交换 《于 是 逆 半 群 的 所 有 等 等 
元 的 集合 是 半 格 ( 见 需 等 元 的 半 群 (idempotents , semi - 
group of)); 5 的 每 个 左 或 右 的 主 理想 (principe 
ideal } НУ. ВЕЛС: 群 是 具有 
唯一 守 等 元 的 仅 有 的 赣 半 群 ， 任 意 逆 半 群 8 上 的 自然 
ЗЕ (natural partial order вий) 4 БАЕР ТЛ 
ЖН Ы ШЕШЕН. 该 关系 为 : asb, 5 B 3 
ab !=aa (a, БЄ5). Tay S БЕРТ B 
上 ， 这 关系 与 半 格 上 的 自然 偏 序 相同 (ЭЖ ЕЛ 
( idempotent )) - 逆 半 群 的 半 格 〔( 见 半 群 的 带 (band of 
semi -groups )) 是 逆 半 群 . 逆 半 群 的 平移 包 (ЮЕШ 
的 平移 (translation of semi-groups)) 也 是 逆 半 群 
([7]). ЖЕШКЕ ТИЯ Н ЕЖЕ ЖМ ЖЕНЫ. 

设 yx 是 集合 无 上 余 体 一 一 部 分 变换 (包括 空 集 
到 自身 的 “ 空 变换 ) 的 集合 ， 则 yx ха 
为 道 半 群 ， 称 为 X 上 对 称 北 半 群 (symmetric inverse 
semi -group )， 下 述 Wagner -Presion 定理 (Wagner- 
Preston theorem ) 具有 基本 的 重要 性 : КЕТ $ 
Б] [ЕК Л АРИЙ ЗЕР J, 中 

Жие РКИ ИЕ ЖОЖ ТИ B À SF32 33 И y 
x. 已 研究 过 用 一 一 部 分 变换 以 及 用 域 上 和 矩阵 来 表示 
逆 半 群 ( 外 [1])， 也 已 研究 逆 闪 群 中 的 同 余 关 系 ， 
正在 研究 具有 有 限 性 条 件 的 逆 半 群 . 已 经 找 出 许多 重 
要 的 特殊 类 型 的 逆 半 群 . 附加 在 大 多 数 这 种 北 半 群 上 
的 限制 或 总 是 在 某 种 意义 上 的 单纯 性 (例如 ， 双 单纯 
性 ， 见 单 半 群 (simple semi-group )) 或 联系 于 宕 等 元 
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的 半 格 五， 或 是 两 种 类 型 的 纳 合 ， 在 E 上 的 限制 可 
涉及 E 作为 半 格 的 抽象 性 质 (例如 ，E 是 某 种 类 型 的 
链 ) 或 五 在 半 群 中 的 某 些 有 关 性 质 ， 特别 地 ，E 对 于 
某 些 同 余 的 行为 . 在 任何 逆 半 群 S 上 ， 存 在 一 个 其 有 
性 质 S / ç 是 群 的 最 小 同 余 (最 小 群 同 余 (least group 
congruence ))， 即 

s= {(а. Б): ae=be 对 某 еєЕ}. 


ЖЕЛЕЛЕП (proper), # 已 构成 с Ж. 在 任何 
Жей S 上 存在 能 分 离 宕 等 元 的 最 人 的 同 余 hn， 即 

u= {(а, b): a ea 一 beb， 对 任何 eeE}, 
B 如 会 于 关系 2 中 《 见 Green 等 价 关系 (Green equi- 
valent relations )); ЗЕ 3 ЗЕ Ж OU ( fundamental), 
如 果 /与 相等 关系 一 致 ， 对 于 上 而 提 到 的 类 型 的 逆 半 
群 已 经 得 天 许多 结构 定理 ， 在 许多 情形 ， 逆 半 群 的 找 
ЖШ “ЭЕ” 来 实现 ; 群 作为 各 种 结构 的 * 块 " 出 
现 ， 这 些 结构 中 ， 半 格 ， 群 同 态 等 也 敌 与 进去 例 
如 ，Clifford 进 半 群 ( 见 Clifford 半 群 (Ciiford semi- 
group)) 和 完全 O 单 递 半 群 ( 见 Brandt 半 群 (Brandt 
semi -group ) 的 奥 型 的 描述 就 是 这 种 类 型 . 

逆 半 群 也 能 看 成 具有 两 个 运算 的 汉代 数 ， 一 个 是 
乘法 二 元 运算 ， 一 个 是 涉 逆 一 元 运算 ， 单 演 (mono- 
gene) ( 由 单个 元 寄生 成 的 ) 逆 半 群 作为 这 代数 已 得 到 
分 类 ([6], [9])， 对 于 上 面 的 运算 ， 所 有 逆 半 群 的 类 
是 一 个 馈 ; 例如 它 可 用 下 列 全 等 式 组 来 确定 ( [8]): 


(xy)z=x(y:), (x) = x,xx"''x=x, 


КИ 


(ху) = утіх 
参考 文献 

[1] Clifiord, А. Н. and Preston, G. B., The algebmic 
theory of semigoups, 1—2. Amer. Math. Soe., 
1961 — 1967. 

[2] Ляпин, Е. С., Полугрушы, M , , 1960 ( 英 译本 : Ly- 
аріп, E .S., Semigoups, Алег. Math . Soc ., 1004). 

[3] Курош, A. Г., Общая алгебра, Лекими 1969 — 1970, 
учебного года, М., 1974 ( 英 译本 : Кшоћ, А. б., 
1есїшез оп general algebra. Chelsea, 1963). 

[41 Вагнер, В. В., «Док. АН СССР», 84 (1952), 
6, Ш9 ~ 1122, 

13] Preston . G. В., Inverse semigoup , J. London Math 
Soc., 29 (1954) 4, 396 — 403 

[5] Глускин, Л. М., $ Матем, c6.5, 41 (1957), 1, 
23—56. 

[7] Понизовский, И, С., { Успехн матем. наук». 20 
(1965), 6, 147 — 148. 

[8] Шам, Б. М., В теория полугруш и cë приложе- 
ния, в, 1. Саратов, 1965, 286 — 324, 

(97 Ершова, Т.И. , < Матем. зап, Уральского ун-та у. 
8 (1971), 1, 30 ~ 33. 

110] Munn, W. D., Some cent resulis оп ће stnicture 


2 ' 


xx yy yy xx", 


of inverse semigroups , in К. W. Folley (ed .1: Seri - 
groups, Асай. Press, 1969, 107 — 123. 
111] О'Салой, 1... Embeddmg theomms for proper inve - 
тзе semigroups, J. of Algebra, 42 (1976), 26—40. 
[12] Petrch, M ., Inverse semigroups , Wiley, 1984. 
Л.Н. Шеврин @ 石生 明 译 许 以 超 校 


жїл. [imertible element; обратимый элемент], ЖЖ 
位 元 的 半 群 的 
ЖЖ х. HOPE GE y 使 得 xy = (Om 
Ж (right invertibility) ) 或 yx = 1( ЖЕГЕ (ER in - 
vertibitty ))， 若 元 到 肾 是 右 可 道 的 ， 可 道 的 
就 称 为 双边 可 着 的 ( two - sidedly invertible) (通常 简 
称 为 可 递 的 ) . 有 单位 元 的 半 群 S ажо 
部 元 素 的 集合 G(S) 是 S 中 含 单位 元 的 最 大 的 子 
Ж. 双 循 环 半 群 (bicyclc semi -group ) 是 一 个 例子 、 
其 中 有 元 索 仅 为 右 可 道 的 或 左 可 赣 的 ; и 
这 样 元 索 的 存在 殖 含 了 S ЕНОТ ВЕ, 
与 8 有 同一 个 单位 元 ， 换 一 种 情形 ， 就 是 S 中 的 元 
ЖОН ДОРЕ ЯО; 这 情况 具备 当 且 仅 当 或 者 
$= 6(S) 或 S\ G(S) 是 子 半 群 (显然 是 8 中 最 大 
的 理想 ); 这 样 的 半 群 称 为 具有 孤立 的 群 部 分 的 半 
8. 下 面 是 这 样 的 半 群 的 例子 :有 单位 邯 的 有 康 半 
妖 ， 有 单位 元 的 交换 半 群 ， 具 有 双边 消去 律 和 单位 元 
的 半 群 以 及 含 单位 元 的 复 矩 阵 的 乘法 半 群 . 
参考 文献 
[1] Сой, A. and Presion, G. B.. The algebraic thcory 
of semigroups. |, Amer. Math. Soc . 1962. 
[2] Ляпин, E. С., Полугрушы, М., 1960 ( 英 译本 : Ly- 
аріп, Е. S., Semigroups. Amer. Math. $ос., 
1974). Л. H. Шеврии {® 石生 明 Ж 许 以 超 校 


可 逆 模 [invertible modnle; обратимый модуль] 

交换 环 (commutatiw ring) 上 的 模 (module) М, 
满足 : 存在 一 个 АЖ М, Ш МОМ 同 构 于 4( 作 
为 4 模 同 构 ) ,一 个 模 М 是 可 逆 的 ， 当 且 仅 当 它 是 
有 限 生 成 的 、 投 射 的 并 且 在 А 的 每 个 索 理 想 上 的 秩 均 
为 1. 可 北 模 的 同 构 类 组 成 环 4 的 Picard BË (Picard 
goup); 此 娠 中 的 运算 是 直 张 是 积 折 诱导 的 ， 其 么 元 是 
É 4 所 在 的 类 . 在 非 交换 的 情形 下 ， 设 4 和 D 是 结 
合 环 ， 称 一 个 (4，8) ХАЯ М 是 可 道 的 (invertible)， 
如 果 存在 一 个 (B， А) ЯШ 入， 使 得 


М®,МхА, N@,.M = B. 


参考 文献 
[1] Boutaki М., Elements of mathematics, Commutative 
dlgebra 、Addison-Westey ，1972( 泽 自 法 文 ) - 
[2] Faith, С.. Аша: rings. modules and categoris 1. 
Springer , 1973 Л. В. Кузьмин Ж 


[ 补 注 】 非 交 换 环 的 Picard 群 是 序 模 和 G 模 理论 中 的 
一 个 很 有 用 的 不 变量 ， 风 [A1}, { A2]. 
参考 文献 
[A1] МӨМ Йй. A., The Picard group of noncommutative 
карз, in particuar of orders, Proc. London Mab 
Soc., 180(1993), ] — 45. 
ГА2] Fiohlch, A., Reiner, 1. and Шов, S., Class 
groups and Picard groups of олю, Proc. London 
Math Ѕос., 180(1973), 405 — 434. йж 译 


ВТЕ [invertible sheaf; обратимый пучок ] 

ЖКБ) (ringed space }( X, 2.) 上 ВЕТ 
АА 8/8 ( locally fiee sheaf). 等 价 定义 为 : 局 部 同 
ЮЕ ооа. 大 上 的 可 逆 层 关于 .上 的 张 量 
薪 法 运算 可 在 同 构 意 义 下 构成 一 个 Abel 群 . 这 个 群 称 
为 空间 X 的 Picard 群 (Picard group), ій Pic X , J 2 
在 这 个 群 里 的 逆 元 是 与 4 ЖИД Л! = жыз, оу). 
B (X, 是 概 形 (scheme )( ЖОК ЖО) АТ 
空间 (analytic space ) IJ. — 2, БЫТИЕ. эң 
且 仅 当 它 同 构 于 X 上 某 个 代数 (相应 地 ， 解 析 ] 线 从 
的 正则 (相应 地 ， 解 析 》 截面 的 层 . 

В Бтр is BR. ( divsor) 有 密切 的 联系 .X 
上 的 每 个 Cartier 除 子 D Т ГЕ ор), 
从 而 定义 了 一 个 单 同 态 QOX 一 PicX, 这 里 CIX Ë X 
上 的 Cartier 除 子 类 群 ， 对 于 整 概 形 X. а 
яв. 

ЕЯНЁШӨЁ X E BJ Dl SE Ж Seme {Н 3 
twisted jnvertible sheaf) zy (1) =Z( 1), ЖК EA Ban ti 
TE X 9189982 Р А М МА, MU 六 (日 对 
应 于 超 平面 戴 面 的 类 ,特别 当 天 一 РУСА) M 天 上 的 
射影 空间 时 ， 层 2(1) 是 К'*! 上 前 线性 函数 的 层 在 自 
ЖЕЙК КУ (0) 一 РИСК) РЕЛЕ. РУСК) 
КАЖ хс, х, ВИЧ Ш T ( P”, 
2(1)) 的 一 

概 形 关上 的 可 逆 亡 可 与 一 个 从 X 到 射影 空间 内 的 
有 理 喘 射 相 联系 ， 设 是 概 形 上 的 可 雍 层 ，5。，…,s， 
是 乡 的 截面 ， 这 些 截面 在 任何 一 点 xeX 处 的 值 在 2, 
上 生成 ү. 存在 唯一 的 态 射 gp :XX 一 РОК фо) 
SLE g x =s, 这 里 x, x Ë P*(k) 里 的 齐 
ЖА. ЯРКА ф:Х 一 PY(k) 使 得 2'z(1) 
=, WP X L Bbp] ë p: Ë # (малу атре). 
ЕЙ # 使 得 2" 是 家 丰富 的 ， 就 称 X Ein 
可 道 层 se 为 丰富 的 (ample ). Kk 上 的 Noether 概 形 ( Noe- 
therian scheme ) 光 的 可 道 层 少 是 丰富 的 ， 当 上 且 仅 当 对 于 
X ЕЛДИ { coherent sheaf)y, 存在 整数 mm > 0 
使得 当 я >л, 时 层 еВ. 

如 果 除 子 D 对 应 于 X ЕЕГ E 2, 就 
ЖР ЖР ample divisor). 设 居 是 代数 闭 城 上 上 
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ШАЮ. MU X L Carter 除 子 了 为 丰富 的 当 且 
ЧЕТВ РНЕ Y < X. 相交 指数 р. Y 取 正 
值 ， 这 里 = ату ( 乞 相交 指数 ( 代数 几何 学 中 的 ) 
{intersection index (in algebraic Beometry))). 关 于 丰 
富 性 的 其 他 判 则 和 参见 {5] .也 有 把 丰富 除 子 的 概念 推广 
到 较 大 余 维 数 的 子 能 上 去 的 ([2]). 
极 丰 富 和 本 窜 可 道 展 的 概念 也 可 被 转移 到 解析 空 
间 的 情形 在 这 种 情形 下 的 半 富 性 判 则 可 参见 正 向 量 
АА (positive vector bundle )). 
参考 文献 
[1] Harshome ,R., Algebraic geomctry , Springer , 1977 
[2] Hartshome ,R ., Ample subvarietiey of algebraic varieties , 
Springer , 1970, 
(31 Mumfond . D ., Lectures ол curws оп an algebraic surfa- 
се, Prinoton Univ .Press , 1966 
[4] Шафаревия,И.Р ., Основы алгебраической гсо- 
метрин, М., 1972. 
15] Итоги nayku я техники, Алгебра ,Топология, Геомет- 
рия, 10(1972), М., 47-112. В.А. Исковских #% 
【 补 注 ] Serre Зиг ја уде Ж ЖаШ. 在 k**'\ 1 0} 
上 有 一 个 活 法 群 k* 的 作用 ， 使 得 P"(k) ут НЕ. 
结构 展 在 映射 x” (0) --P*(k) 下 的 正 象 分 裂 成 
ЛИ ¿(n)(ne Z) 的 直 和 ， 使 得 К^ 通过 特征 标 上 -~ 
t 作用 在 (п) 上 л 译 


对 合 [involution ; икволюция } 

1) 二 阶 自 同 态 (endomorphsm )， 即 将 对 象 喘 到 
自身 的 满 射 ， 且 其 平方 是 恒 等 态 射 (也 见 具 有 对 合 的 
ЗЕ (category with involuton)). JBI: BI ( perodic 
mapping) 有 时 也 称 为 对 合 ， 它 是 态 射 且 它 的 某 个 非 夫 
Каз Би понети лана 
(period). 

ЖИ, ОЮА Е 02. 

实数 或 复数 域 上 代数 E 的 对 合 是 已 到 自身 的 满 
射 x x”， 且 它 满足 下 述 对 合 公 理 (involution axi- 
опв: 1) x ”= x， 对 所 有 x€ E; 3)(х+уу= x° + 
у В х, jyEE; 3) (1х)` = Ix ， 对 所 有 xe F 
及 相应 域 中 所 有 4; 4) (xy) = y x", З x, 
уЄЕ. 复数 域 上 具有 对 全 的 代数 Е 称 为 对 称 代数 
【symmetric algebra ) 或 对 合 代数 【involution "кеа j 
参考 文献 

[1] Conner, P. E. and Floyd, Е. Е., Differentiab[o peri - 

ойс maps , Springer. 1964. 

2) 身影 几何 学 中 的 对 合 是 射影 变换 ， 它 的 平方 
是 恒 等 变 换 . 实 的 射影 直线 的 非 恒 等 对 合 恰 有 两 个 不 
动 点 Охна (hyperbolic involution ) ) 或 没有 不 动 点 
(ж Leliptic involuton)). 设 А, B 是 双 曲 对 
антах, дайати м 及 M.,, W 
和 地 分 基点 对 A, В. 射影 平面 上 的 对 合 是 双 曲 {下 ) 
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同调 ( homology ) . 
参考 文献 
11] Ефимоа, Н. В., Высшая геометрия, 6 изд., М, 
1977. 
3) 1 ЕЛДИ] @ ( involution of an algebraic varie - 
y) =Й ali. # X КЕНИН k 上 的 
ЗАНЕ КЕЙЖ у х 的 对 合 P=. Maa 
ВЕЛЕ X/ (0} EBE, 称 为 对 合 
下 的 商 ( quotient under ће involution )，g 的 不 ЕДИН 
集合 F(9) 形成 X МЕ РЕ. 若 F(g) 在 每 个 
点 二 有 余 维 数 1。 则 у КЕЯ. К X /fg} 
的 非 奇 异 模 型 喜 的 数值 不 变量 可 利用 Lefschetz 公式 
{Lefschetz formula ) 来 计算 、 
参考 文献 
[1] Atiyah, М. F. and Singer, Т. М., The index of 
elhptic operators Ш, Am. of Math, (2), WT{ 1968), 
Т, 346 — 604. 
[2] Долгацев, И, В, 


Исковскикь, В. A., Игоги 


пауки. Алгебра . Топология. Геометрия .,12(1975), 
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石生 明 W 许 以 超 以 
对 合 代 数 [imvolution algebra 或 algebra with involution; 
алгебра c NMHBOJEOMNHe 放 ] 
复数 域 上 的 代数 5， 赋 予 一 个 对 合 〈involution ) 
XX 一 XxX'，XEE， 一 些 例子 是 ; 紧 集 上 连续 函数 的 代 
数 ， 其 中 的 对 合 是 把 性 一 函数 对 应 于 其 复 共 力 ，Hilbert 
变 间 上 有 界 战 性 算 于 的 代数 ， 其 中 的 对 台 是 把 任 一 算 
子 对 应 于 其 伴随 算 子 ; 群 代数 (局 部 紧 赂 的 ) (group 
algebra (of a Юсайу compact group )); 和 局 部 紧 群 上 
测度 的 代数 。 元素 xs É 称 为 x ЗЫЛ. 【coqjugute 
kent ) 或 伴随 元 (adjoint element ) ”一 个 元 索 хеЕ 
称 为 自 伴 的 “(Self_adioint ) 或 Hermite 的 《Hermitan )， 
na = x; 称 为 正规 的 {nptmil)， 如 果 х'х= 
ШЖ E 包含 单位 元 素 1 ， 则 满足 xx = xx = 
1 ык x€ E #19 #0 (шйагу). E 中 的 Her - 
mite 元 素 的 集合 E, 是 E ñ K n R f h, B 4 
一 xe 巨 能 唯一 地 写成 x= x, + ix, 的 形式 ， 这 里 
ху, xz ЄБ.. ЖРТ, хел 是 正规 的 ， 当 且 
仅 当 x, х, 可 交换 ,每 一 个 形 如 x° x {ҖЕ 
Hermite 的 ， 单 位 元 素 也 是 如 此 ， 如 果 x 可 逆 ， 则 x° 
也 可 道 , H (x`) '=(x- !)'. (£— Hermite 元 素 的 
谱 ( 见 元 素 的 谱 (spectrum of ап element) ) 是 关于 实 
轴 对 称 的 。 一 个 对 合 代数 称 为 全 对 合 代数 ( totally invo- 
Jation algebra )， 如 果 性 一 形 如 x (хер) 的 元 素 的 
谱 包 含 在 非 负 实数 集中 .全 对 合 代 数 的 例子 志 ， 紧 集 
上 连续 函数 的 对 合 代数 ，Hilbert 空间 上 有 界线 性 算 子 


的 对 合 代数 ; 紧 群 和 交换 局 部 紧 群 的 群 代数 ， 非 紧 半 
单 Le 群 的 群 代数 不 是 全 对 合 代 数 . 交换 对 合 代数 E 
是 全 对 合 代数 ， 当 且 仅 当 它 的 所 有 极 大 理想 是 对 称 的 ， 
或 当日 仅 当 五 的 所 有 特征 是 Heomite 的 ， 每 个 C" 代 
数 (C'- algenra) 都 是 一 个 全 对 合 代数 . 

对 合 代数 E 的 子 集 M 称 为 对 合集 (imvolution 
set )， 如 果 对 所 有 的 xe M 有 x'e MM 对 合 代数 的 映 
Мф: Е ЕЯ Я {jnvolution mapping), 
如 果 对 所 有 的 xeE 有 ф(х) = (хт). 8610860 
对 合同 态 的 核 是 对 称 的 及 边 理 起， 每 一 个 对 称 的 单 边 
理想 是 冯 边 的 ， 卫 对 合 代数 关于 对 称 理想 的 商 代数 按 
自然 方式 有 一 个 对 合 代数 的 结构 ， 对 合 代数 的 根 ( 见 
环 与 代数 的 根 ( тайса] of rings апа algebra )) 是 一 对 
称 理想 ， 一 个 对 合 代 数 E 的 对 合子 代数 F 是 对 合 代 
数 . 设 巨 尾 一 对 合 代 数 E mi C 的 直 和 ， 其 中 线性 
运算 和 对 合 基 按 分 量 定义 而 乘法 由 下 式 给 出 : 


їх,;} 0 н}={ху+ Ду+ их, Ан} 


对 所 有 的 4， HEC, x, yeE， 这 时 É 是 有 单位 元 素 的 
对 合 代数 . 

对 合 代 数 马上 的 线性 泛 函 了 称 为 Hermite 的 
(Hermitian ) ， 如 果 对 所 有 的 хеЕ 有 /(х^)у=/(х); 
三 称 为 正 的 (positive ) ， 如 果 对 所 有 的 x€ E 有 
fO x)20. E 上 Hemmite 线性 泛 浮 的 集合 E, 是 
E 的 对 侦 Е' 的 实 向 量子 空间 ， 而 "是 于 空间 E, 和 
ЕНЕН. MR E 有 单位 1， 则 E 上 每 一 个 正 泛 
8 f 3: Hermie 的 ， 县 对 所 有 的 xeE Ж (х) 
fO)/O x). WR 了 是 对 合 代数 Е Бапа. Д 
对 所 有 的 x, yeE, ж f (убх) =/(х'у) 和 
LO x) S f(y y (x x). 

设 是 一 对 合 代 数 ， 经 予 一 个 范 数 使 E 成 为 研 
范 代数 (normed algebra)， 日 对 所 有 的 xe E 满足 条 
件 ТТ xi. 则 E 称 为 对 合 赋 范 代数 (nommed 
alpebra with involution ). ME Е 关于 此 范 数 是 完全 的 。 
则 5 称 为 Banach 对 合 代数 (Banach algebra with invo - 
шоп). 每 一 个 具有 对 合 的 赋 范 代数 F Gë A BJ 
一 个 具有 对 合 的 Banach 代数 E h. F 包含 
E 作为 其 稠 对 合子 代数 . 在 等 距 对 合同 构 
意义 下 Е 是 唯一 确定 的 . E feb E 的 完全 化 (com- 
pletion) . 如 果 Е 是 具有 对 合 的 Banach 代数 ， 有 近 
似 单位 元 ， 则 E 上 每 一 正 线性 泛 函 了 是 连续 的 且 能 
延 扫 成 Е ютей. пя E 有 单位 元 1 B. 
111= 1， 则 对 БЕ-ге у [y| = /(!) 
Н. f(x"`x) < f(1)r(x x), ЖШ г(х°х)ж xx 的 
谱 半 径 (spectral radius ) ( HL Bamach 代数 (Banach al - 
река } ) 

全 对 合 代 数 的 Hermite 元 有 实 的 谱 ， 对 有 单位 元 


хат д БЕДА г 存在 一 个 E L 
ТЕЗУ УЙЕ i= (хек: f(x`x)=0). 全 对 
合 代 数 E 中 的 一 个 元 索 x 是 在 БОРАЙ, wH 
仅 当 对 E БТЕ Е А А f(x`x)>0. £ 
对 合 代数 E ВЫ Е БАТЕ В / ЖЕ 
J(<'x)=0 的 元 素 x€ E 的 集合 重合 .有 单位 元 1 
的 具有 对 合 的 Banack 代数 Е 是 全 对 合 的 ， 当 且 仅 当 
r(x x) 二 sup f(x`x). RE АЙЖАН /(1)=1 
的 5 ЕЕЕ Ей f 芥 集 合 取 的 ， 
参考 文献 
11] Наймарк, М. А., Нормированныс кольца, 1956( Ж 
ЖЖ Naing, М. А., Мопс пп, Кейсі, 1984). 
[2] Dixier, J., С” algcbras ，North -Holland , 1977 ( А 
жх) 
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【 补 注 ]】 具有 对 合 的 〔Banach， 同 范 ) 代数 也 称 为 对 
合 (involntive ) (Валасһ, Ж) 代数 ， 如 果 在 一 个 
对 合 Banach 代数 4 中 ， 对 所 有 的 x€A, ж хх" 
= 1512, КАЖ» B 代数 (B'-algebra) . 

设 4 Ж Banach 代数 :4 中 左近 似 单位 元 (left - 
approximate identity ) 是 4 中 元 索 的 网 {2,] 。; ( 见 网 
《有 向 集 )《net (directed set ?)， 使 得 对 所 有 的 xe 4 有 
їп [е,х = х1 =0. 右 近 伺 单位 元 (right -approximate 
identity) 用 (хе, = xj 可 类 似 地 定义 .左近 似 且 右 近 
依 的 单位 元 简称 为 近 但 单位 元 (approximate iden - 
ty)， 每 一 个 B* 代数 有 近似 单位 元 、 

眶 有 对 合 的 代数 也 用 术语 对 称 代数 (Symmetric alg- 
ebra ) 、 全 对 合 代 数 也 称 完 代数 (compktely 
symmetric algebra ) ， 相 应 地 合 代数 的 同 态 2: 
Е -= 丰 称 为 对 称 同 态 (symmetric homomorphism ), 
如 果 允 所 有 的 Xe (х7) = р(х)”. ЛВ 
是 ， 术 语 对 称 代数 有 时 也 用 来 表示 全 对 合 代数 . 

E 的 对 称 理想 (symmettic ideal) 是 使 得 1 = 
(m':meM)= M 的 理想 м. 
参考 文献 

ГАІ! Rudin, W.. Functional analysis, McGraw- Hill 1979 
( 中 译本 : W. Rudin, ЕЛ. Wu E H S 
W. 1989) шта B 鲁 世 在 以 


对 合 表示 [ invyohstlon yepresentation ; симметричное пре - 
дставленне } 

对 合 代数 ( involution algebra ) А 用 Hilbert 空间 
上 连续 线性 算 子 的 表示 x， 身 使 得 对 所 有 的 xEA， 
rtx) =x(x")， 这 里 x* 基 x 在 44 的 对 合 下 的 
#. А.И. Штерн Ж 
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#+*x 
[AJ] Dixmier , 1., С' algebras , North - Holland , 1977 ( Ф 
自 法 文 ) . BAB 译 W М 


对 合 方程 组 [imolutional systan 或 system in imolution; 
ниволюционная egcrewa]， 对 合 仿 微分 方程 组 (involu- 


tive system of рага] differential cquations) 
一 个 一 阶 偏 微分 方程 组 


Е(х,и.р)у=0, 1н (1) 
ЖР x=(xi ), u=mu(xi x), р=(р,'”.р,„) 


(00 /ӧху, 777, ди дх,), 3 Jacobi 括号 (Jacobi braçk- 
ets) 对 (x,4,p) 恒 为 零 : 
[2,.Е,1=0. 1&i, jm, (2) 
方程 (2) 称 为 可 积 条 件 (integrability conditions) , 
对 于 拟 线性 方程 组 ， 这 定义 可 略 加 修改 . В 
ƏF,/Əp,(1SiSm,1Sk < n) 均 不 依赖 于 p=(p., U, 
р,), важ 


дЕ, F, 
-F — + 
[RBF tF, 22 


也 有 此 性 质 ,在 拟 线性 方程 类 中 ， 一 个 方程 组 为 对 合 
的 条 件 是 由 下 式 来 定义 的 : 
дЕ, ӘР, о, 
ГР Р-Р, 5 TE = 0 1 jem. 
当 瑟 不 会 世 时 ， 这 个 定义 和 前 面 的 定义 是 一 样 的 . 后 
一 个 定义 有 时 也 推广 吧 所 有 形 如 (1) 的 方程 组 ， 
车 方程 组 (1) 是 线性 齐 次 的 ， 而 且 写 成 形式 
P.(u)=0, 1<iSm, 
其 中 P. — ИАА. ШР xT En D E 
义 为 对 一 切 1Si, Sm ЗЕЊН P.P =P, Р,. 
每 个 对 台 方 程 组 都 是 完全 系统 (complete system) . 
友之， 如 果 (D) 是 完全 系统 ， 而 了 且 可 写 为 范式 ， 即 
1<m<n, B 


Е,(х,и,р)=р,— 30,0, рм», p. іт 


则 它 是 对 合 的 . 故 当 一 个 完全 系统 适合 тєп fi R.M DL 
用 非 奇异 的 变换 ， 从 变量 p=(p,"-,p,) P RB m + 
来 ， 则 可 以 将 完全 系统 化 为 对 合 方 悉 组 . 

车 方程 组 (1) аи, B m=n. Я |дР,/йр,| # 
0, ЕАН F,(x,p)=0(1<;< п) 中 可 以 解 出 р 
=pi(x) 来 、 则 车 此 方程 绢 是 对 合 的 ， 求 达 式 


Ў р(х 
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必 是 恰当 形式 . 应用 Jacobi 方 法 {[2]) 求 解 一 个 不 含 
且 由 m(m<n) 个 水 数 盛 关 的 方程 构成 的 对 合 方 程 组 ， 
即 久 此 为 基础 ， 用 此 方法 时 要 把 原 方程 组 补充 成 一 个 
仍 有 以 上 性 质 的 个 方程 所 成 的 对 会 方程 组 . 扩充 要 
ЖЕЗ! 由 前 一 方程 组 漆 上 未 知 的 首次 积分 即 
得 下 一 方程 组 . 这 个 方法 也 可 用 于 含 x 的 方程 织 ( 见 
13). 
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qeumcunque propositas integrandi, J. Reine Angew . 
Math. 90 (1862), 1 — 181. 
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А.П Солдатов # 
[ 补 注 】 其 他 参考 文献 和 说 明 , 亦 见 完全 系统 
(complete system) . 
更 为 一 般 地 ， 一 个 偏 微 分 方程 组 可 定义 如 下 : 令 
z: M— МЗ НЯН (fibre manibld)， 即 局 部 地 
(А ПТ) ЖИ ЖИ — ИЛЕН Вох 
R“ R'. £ ЛЕ (л) 为 r 的 1 阶 节 流 形 ，2 是 Jp 
上 的 函数 的 芽 的 屡 ,于 是 USJ! 上 的 1 阶 偏 微 分 方程 
组 (system of partal differential equations) 就 是 77 б Ж 
起 的 局 部 有 限 牛 成 情 中 在 U 上 的 限制 , 解 就 是 一 个 截 
面 庆 xz{C) ”以 使 得 对 一 切 реф eo (i f )=0, 
JL f DD f £ nCU) 中 的 < 点 处 的 1 阶 节 ， 
按 此 框 染 讨 沦 偏 微分 方程 组 的 对 合 性 种 完全 性 ， 
见 [Al]. 
参考 文献 
ГАІ) Kuranishi, M ., Lectures on involutive systems of раг- 


al differential equations, Ри]. Ѕос. Маё. $ño Рашо, 


1967 
[A2] Cartan, E., Les systémes différentiels et leur applica- 
齐 民 友 W 
对 语 分 布 [kavolutive disiribution ; инволютивное распре - 
деленне | 

С* (К>З) Ж n ЯР M" Ез ТВИН Ау 
几何 解释 . м" 上 的 一 个 СЖ p 21 ( p-dimensional 
distribution) 或 称 P 维 微分 系统 (differential system of di- 


mension р). Ж <<. А хем" 


tions géométriqucs , Неппапа, 1945 


其 切 空 间 T, (M°) 的 一 个 p 维 线性 于 空间 D (х). Ш 
得 x 有 一 个 分 成 [， 而 在 其 中 有 了 个 C" 向 量 场 为, 
入 ， 而 在 每 一 点 yE U. 88 X (y), ,X,(y) 均 为 
空间 D(y) 的 基 . 分 布 称 为 对 合 的 (involutive)， 如 
果 对 每 一 点 ye U, 

[X,,X,] (y)eD(y), 1<i jp. 


这 个 条 从 也 可 以 用 微分 形式 来 表述 . 分 布 卫 是 物 
以 下 事实 来 刻画 的 


р(у)= {Xe T,(M"): о°%(у)Х=0), p<xSn, 


Жаш", s ш C' 类 1 形式 ,而 在 每 一 点 xeU, 
它们 都 线性 无 关 ; 换言之 ，D 局 部 地 等 价 于 微分 方程 
组 w*=0., 于 是 也 为 对 合 分 布 ， 如 果 在 U 上 存在 136 
式 i， 使 得 


йо = 
L 
也 就 是 说 ， 外 微分 der 属于 形式 o! 所 生成 的 理想 、 
MM" 上 的 C 类 分 布 妖 是 对 合 的 ， 当 且 人 色 当 (作为 一 
个 微分 方程 织 ) 它 是 可 积 系统 (integrable system) (Froben- 
йв 定理 {Frobenius theorem)) . 


of A a, 


参考 文献 
[1] Chevalley, C., Theory of Lie groups, 1, Princeton 
Ошу. Pes , 1946. 


[2] Namsimhan , R., Analysis оп mal and complex mani- 
folds , North- Holland & Masson ‚ 1968 ( ЖП ЖЖ). 
Ю.Г. Лумисте # 齐 民 友 详 


无 理 数 [imrational ommber ; пррацновальное число ] 

不 是 有 理 数 ( 整数 或 分 数 ) 的 数 ， 无 理 数 在 几何 
上 表示 一 个 与 单位 长 线段 不 可 公 度 的 线段 的 长 度 . 古 
代数 学 家 已 经 知道 不 可 公 度 线段 的 存在 . 例如 ， 他 们 
知道 正方 形 的 对 角 线 与 边 是 不 可 公 度 的 ， 这 等 价 于 
V3 是 无 理 数 . 

每 个 实数 都 能 写 为 无 穷 十 进 小 数 ， 面 无 理 数 【 昌 只 
有 无 理 数 ) 能 写 为 不 循环 十 进 小 数 , 例如 /2 = 1.41…， 
二 3.14…， 无 理 数 确定 有 理 数 集 的 这 样 的 分 割 ， 其 下 
类 无 最 大 数 ， 上 类 无 最 小 数 ( 见 Dedekind ЭЖ ( Dede - 
kind cut ) ) .无理 数 集 在 实数 轴 上 处 处 稠密 : 任何 两 
个 数 之 问 必 有 无 理 数 ， 无 理 数 集 是 不 可 数 的 ， 它 是 第 
= ДОРН Ж G, 型 的 ( 见 集 合 的 范 贿 ( category of 
а set)); F, (G4) ËD (set of type F.(G,)). 

无 理 代数 数 (imational algebraic number) ( 与 起 
越 数 不 同 ) 不 能 被 有 理 分 数 任意 阶 通 近 . 更 确切 地 
说 ， 对 于 任 一 n 次 无 理 代数 数 (algebraic number) ¿, 
存在 c > 0， 使 对 任何 整数 p 和 0042 0)， 都 有 


— 
4 


> ©. 
4 


Нат 


а: 


二 次 无 理 数 ， 日 只 有 二 次 无 理 数 ， 能 由 循环 连 分 数 所 
表示 . Л. Д. Кудрявв 撰 
[ 补 注 】 事实 上 能 证 明 ， 如 果 CQ 是 代数 数 ， 则 对 
任 一 >O. 存在 c (2) >0， 使 得 12 L |> 
"(Roth 定理 (Roth theorem)}. 已 知 
е, п, e* 8353888 ОЖ 88 8189 (transcendental num- 
Бег) ) ， 然 而， 还 不 知道 e +m, ел 是 否 为 无 理 数 . 

沈 永 欢 W 
不 可 约 解析 空间 [ irreducible aralytic space ; неприведи- 
Moe аналитическөе пространство] 

一 个 不 能 表 为 一 局 部 有 限 解析 子 空间 族 的 并 的 
解析 空间 (analytic space) . 不 可 约 解 析 空 间 是 不 可 约 
解析 集 ( analytic set) 概念 的 拓 广 每 一 解析 空间 都 能 
唯一 表 为 一 个 局 部 有 限 不 可 约 解析 子 空间 族 的 不 可 约 
并 、 不 可 约 解析 子 空间 是 它 的 所 谓 不 可 约 分 支 
《rreducible components > ( 将 一 个 空间 层 化 为 不 厅 约 
分 支 )， 一 个 复 解析 流 形 是 不 可 约 的 ， 当 且 仅 当 它 是 
连通 的 ， 一 个 流 形 的 不 机 约 分 支 是 它 的 连通 分 支 ， 

个 解析 空间 在 它 的 一 个 给 定点 的 芽 称 为 不 厅 约 的 
《imeducible) ， 如 果 它 不 能 表 为 在 同一 РУТЕ 

ПИА ЭР. ЖЕТ р дар А6 
ГЕДЕР АРГ Ж П f ЕАО ЭР МЕ 
复 空 间 ( complex space) (X, Z ) #E— X хех А 
不 可 约 的 ， 当 且 仅 当局 部 环 ¿ 兆 零 除 子 ， 一 个 复 空间 
在 它 药 所 有 点 的 芽 都 是 不 可 约 的 ， 就 是 它 本 身 是 不 可 约 


的 ， 当 且 仅 当 它 是 连通 的 ; 一 个 复 空间 的 不 可 约 分 支 都 
基 它 的 连通 分 支 ， 
参考 文献 


11] Gunning , А.С.апі Rossi, Н., Analytic functons of 
Several complex variables , Printiee- Hall 1965. 
12] Негуё, M ., Several complex variables : local theory , Ox- 
ford Univ .Press, 1963 
Д. А. Пономарев E #891 Ж 


不 可 约 连 续 统 [irreducible continunan ; веприводим ый 
континуум | 
一 个 非 退化 的 连续 统 ( continuum), ЖАА 
不 可 约 的 ， 即 是 不 包含 任何 含有 这 两 点 的 真子 连续 统 . 
A. А. Мальцев # 
[WE] 一 个 例子 是 sin (17x) 产生 的 著名 曲线 ， 即 平 
面 的 子 集 { 0} x[-1,1]Uf(x,sn(1/x): 0 < x < 
1) 这 条 曲线 在 点 (0, 0) 与 (1, sin1) 之 间 是 不 可 约 
ñW. 


参考 文献 
[Al] Kumtovski, K ., Topology, П, PWN & Асай. Ри, 
1968. ГЕ ЕЕЕ W 


不 可 约 映 射 [irreducible mapping ; неприводимое oro - 
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ражевне ] 
拓扑 空间 天 到 拓扑 空间 了 Ей) — “ЕВР 
(continuous mapping )， 使 每 除 X ЖЮ. X 的 每 个 
闭 集 的 象 都 下 同 于 У. ШЕ 六 天 一 了 是 一 个 连续 映 
射 ，f(X) 三 ,上 且 车 点 在 了 下 的 所 有 洲 象 都 是 紧 的 ， 
则 多 中 存在 一 个 闭 子 空间 Xi ， 使 得 /(X,)= Y H f 
对 X, 的 限制 是 不 可 约 映 射 。 唉 射 不 可 约 与 映射 为 闭 
的 要 求 相 结合 便 得 到 一 个 漂亮 的 结果 : 由 这 样 的 映射 
联系 起 来 的 空间 有 很 多 重要 的 特征 是 一 致 的 ， 特 别 地 ， 
它们 有 相同 的 Cycnaa 数 和 л 权 . 但 不 可 约 闭 呐 射 的 
主要 价值 在 于 它们 在 绝对 形 理论 中 起 主要 作用 . 
参考 文献 
[1] Архангельскай, А. В., Пономарев, B. И., Осяовы 
общей топологии в задачах и упражнениях, М,, 
1974 (Ж: Arkhangel КЇ, А.У. and Ponomarev, 
1., Fundaroentals of general topology : problems and 
cxercises ,Reidel , 1984). А. В. Архангельский 所 
【 补 注 】 ЛЕНЕ (absolute). 
参考 文献 
[AL] Porter, J.R. and Woods. R.G., Extensions and 
absolutes of Hansiorf spaces , Springer , 1988. 
НЧЕ, ТЖ 译 


ЭЕ ВЕ Гітейкӣяе matrix group; неприводимая 
матричиая группа ] 

ШЕЕ nxn иво, fE— B #& e B 
( general jinear group ) GL (a, k) ЖЕЛИН G 
的 元 索 同 时 化 成 半 约 化 形式 


o BI, 
其 中 4 及 B 是 固定 维 数 的 方块 ， 更 确切 地 ， 称 G 
在 域 大 上 是 不 可 约 的 (irmeducible }， 用 变换 的 语言 表 
Ж: 有 限 维 空间 V 的 组 性 变换 群 G 称 为 不 可 约 的 ， 
着 V 是 非 等 的 极 小 G 不 变 子 空间 . 代 才 封闭 城 上 交 
换 的 不 可 约 矩 阵 群 是 一 维 的 ， 若 织 上 矩阵 群 在 任何 扩 
张 域 上 不 可 约 ， 则 称 为 绝对 不 可 约 的 (absolutsly inedu - 
се). 设 k 地 代数 封闭 坡 ， 虽 对簿 个 铬 GE GL(n, 
)， 下 列 杀 件 是 等 价 的 : 1) G £ k EH; 2) G 
含有 nt 个 大 上 线性 无 关 的 矩阵 ; 3) G 是 绝对 不 可 
约 的 . 于 是 域 k 上 绝对 不 可 约 性 等 价 于 & 的 代数 闭 
包 上 的 不 可 约 性 . 
参考 文献 
[1] Масе, В. І. van der; Algebra 1— 2, Springer, 
1967 一 1971 (中 译本 ; B.L. WE E, 代数 
#. I. П. ЯРАН, 1978). 
{2] Мерзляков, Ю. И., Рациональные трушы, М., 
1980. 
0. H. Мерзлякв 提 石生 明 Ж 许 以 超 в 
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不 可 约 寞 Lirreducile module; неприводимый модуль |, 
单 模 (simple module ) 
лк д Ен Е А (unitary 
module) М, БАЗАЛТИ, НМА. 

И.А, ШЕЕ R ЖК 
И Ае. 2) 2 Ж, ЖА АЖЕК Е 
维 向 量 空间 . З), Ур ржы, А 
= End。V 是 V 的 线性 变换 环 (或 其 秽 密 于 环 )， 则 证 R 
# V ЖП. 4) ОЗАЛ КЭ. ИСЕ К. 
的 不 可 约 表 示 恰 是 群 代数 ( group algcbra )kG 上 的 人 可 
约 模 . 

£ ВАЙ МЖ, ЧЕЧМЕ АІ, 
ХШ [Ж КТЕН, ЯАВ ЖЖ К 
4. ЈеНот, (4, В). Ж f= 0 m fF ОХ & 
Ж: 38951 2648 АИА ЧА) . 设 R е К L 
КИСЕ, АЯ ВЖК ЕЖА. Мя (беш 引 理 
(Schur iemma)). ; 


kak A= В, 
{0}, #41. 
жы. ЖО ӨШ ИН Ж Á 
的 ， 用 它 ， 我 们 可 定义 环 上 的 模 的 合成 序列 ( composi- 
tion sequence ) R12£ BE ( зосіе), Jacobson 8 ( Jacobson ra- 
dical) 以 及 完全 可 约 模 ( completely Teducibk module } .不 
可 约 模 在 很 多 重要 类 型 的 环 的 定义 中 都 要 用 到 . 例 
如 ， 经 暴 半 单 环 、 本 原 环 及 其 他 环 ( 见 经 上 典 半 单 环 
(classical semi-simple ring);， 本 原 环 { primitive пир). 
参考 文献 
[1] Jacobson N ., Stnxture of rings, Amer. Math Soc ， 
1955 
[2] Оз, C. W. апа Reiner, 1., Representation theory 
of finite groups and asociative algebras, Intescienoc, 
1962. 
13] Lambek , 7., Loctures on rings and moduks, Blaisddl 。 
1966. 
[4] Еайһ, C., Algebra: rings, moduks and uategons ， 
1—2, Springer, 1973—1916. 
А. В, Михалев Җ ИН 
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不 可 约 多 项 式 [ineducible polynomial; некриводимый 
многочлен ] 

ЖЕ п ВО у= f(x yz) 
AE тх, ,x,] 中 的 素 元 ， 即 了 不 能 表 为 了 = gh， 
其 中 9 和 下 为 系数 在 & 中 的 非常 数 多 项 式 ( 域 k 上 
的 不 可 约 性 ( imeducibility )). 如 果 一 个 多 项 式 在 它 的 系 
数 域 的 代数 闭 包 上 不可 约 ， 则 称 为 绝对 不 可 约 的 
( absolutely ireducible }， 绝 对 不 可 约 的 单 变 时 多 项 式 
是 一 次 多 项 式 ， 在 多 变量 情况 下 ， 存 在 作 意 高 次 数 的 
绝对 不 可 约 多 项 式 ， 例 如 ， 任 一 形 如 (хуу) 


xX。 的 多 项 式 是 绝对 不 可 约 的 . 

多 项 式 环 k[x)，…,x,] 是 唯一 分 解 环 (factorial 
ring): 任 一 多 项 式 可 分 解 成 不 可 约 多 项 式 之 积 ， 昌 除 
常数 因子 外 这 种 分 解 是 唯一 的 . 在 实数 域 上 任 一 单 变 
量 的 不 可 约 多 项 式 都 是 一 次 或 二 次 的 ， 一 个 二 次 多 项 
式 不 可 约 ， 当 日 仅 当 它 的 判别 式 是 负 的 . 在 任 一 代数 
数 域 上 存在 任意 高 次 数 的 不 可 约 多 项 式 ， 例如 ， 当 p 
为 素数 及 n> 1 时， 由 Eisenstein 判别 准则 可 知 x" 十 
px + 在 QQ[x] 中 是 不 可 的 的 ( 见 代 数 方程 (algebraic 
cquation )). 

плани, ККИ, у(х) х] 是 
首 项 系数 为 1 的 单 变量 多 项 式 .车 在 上 [x] 中 有 


f(x)= g(x)h(x). Н у(х) 和 h(x) 的 首 项 系数 为 1 
则 а(х), h(x)eA[x] (Gauss 引 理 (Gauss femma)). 


不 可 约 性 的 的 化 判别 准则 (reduction criterion for 
ureducibiityg) 设 о: +В 是 整 环 的 问 态 . ЖЕ f(x) 和 
о (f(x) 次 数 相同 且 oa{ 了 (x)) 在 B 的 分 式 域 上 不 可 
Ë), M| f(x) 不 能 因子 分 解 为 f(x)= g(x)h(x)， 其 中 
9(х), h(x)eA[x] 且 不 是 常数 ,例如 ，Z[x] 中 首 硕 
系数 为 1 的 多 项 式 f(x) 是 素 元 (从 而 在 Q[x] 中 不 可 
约 )， 如 果 对 某 素 数 р, 将 f(x) 的 系数 模 后 得 到 的 
多 项 式 a(f(x)) 是 不 可 约 的 、 
参考 文献 

[1] Маемел, B.L. van dcr，Aleebm ，1-2，Springer， 
1967— 197103 А 0). 
[2] ang, S.. Algebra. Addison - Wesley , 1974. 
[3] Zarisi, О. алі Samuel P. , Commutative algebra , 1; 
2, Springer, 1925. Л.В. Кузьмин Ж 
{ 补 注 】 唯一 分 解 环 也 称 为 唯一 因子 分 解 整 环 ( unique 
foctorization domain) СОЕ). Ж ж шж Ж 
不 可 约 表 示 [imeducible representation; непрниводимое 
представленне | 

群 (代数 ， 环 ， 半 群 ) X ЛЕШ а (ЫС ТРА 
其 空间 ) E 中 的 【线性 ) 表示 x， 它 仅 有 两 个 (HI 
的 ) 不 变 子 空间 ，(0) 和 已 ， 时 常 将 拓扑 测量 空间 中 
ducible representation) ， 设 x 是 拓扑 向 量 空间 Е 中 的 
т НИЯДА 如 中 的 作为 河 量 空间 的 不 可 约 圾 示 ， 
MJ z 称 为 代数 不 可 algebraically -irreducible rep ~ 
Fsentation } ， 代 数 不 可 约 表 示 也 是 拓扑 不 可 纲 的 ; 一 
艇 地 其 逆 不 真 . 有 些 概念 与 不 可 约 表示 的 概念 相近 ， 
ЖР УЛ АТЗ т (wperator -irreducible represen - 
tation ) 及 完全 不 可 约 表 示 《 该 表示 中 等 子 族 形成 完全 不 
可 约 集 ， 见 完全 可 约 集 { completely reducible set) ) . Ж 
全 不 可 约 表示 是 (拓扑 ) 不 可 约 及 算 子 不 可 约 的 ; 一 
uh, ЕА. 

А.И. Шери Ж 石生 明 ж ИШЕ W 


9. 党 Зан 


不 可 约 拓扑 空间 [irreducible topological space ; неприво- 
димое гопологическое пространство ] 

不 能 表 作 两 个 页 闭 池 焦 之 并 集 的 拓扑 空间 ( topolo- 
ЕКАЇ spaoe ]， 不 可 约 拓扑 空间 蕊 可 以 等 价 地 定义 为 它 
的 任意 于 予 集 邦 龙 连通 的 或 任意 非 空 开 闻 守 都 是 处 处 
牧 禾 的 .不 可 约 折 扑 空间 在 连续 映射 下 的 得 是 下 可 约 
的 .不 可 纳 拓 扑 空间 之 积 是 不 可 约 的 . 不 可 约 拓 扑 空 
问 的 概念 仅 对 不 可 分 砍 空 间 有 意义 ， 它 常用 于 裕 及 弟 
分 离 的 Zarisd К (Zariski topology) 的 代数 几何 学 . 

TGS B| X 82891 604938 fineducible component) 
ж НЕВА. жаай, Ç 
ДОРЕ х. В.И, Дакилв # 
[ 补 注 】 а СЯЛЕ (集合 的 ) (covering 
(of set))) 中 还 有 不 可 约 性 的 概念 : 一 个 拓扑 空间 是 
不 可 约 的 ， 如 果 它 的 每 个 开 覆 盖 都 有 不 可 约 的 开 如 细 ; 
一 个 徐 盖 是 不 可 约 的 ( imeducible ) ， 如 果 它 的 真子 族 都 
жена. ёвон 《countably -compact space) [Н 
条 件 “ 每 个 不 可 约 下 覆盖 都 是 有 限 的 "来 刻画 ， 于 是 ， 
一 个 空间 二 紧 的 ， 当 本 仅 当 它 是 可 教 紧 用 不 可 约 的 - 
参考 文献 

[А1] Aens, К. and Dugundji , }.. Remark on the coneept 
of compactness , Portugahae Matk., 9( (950), 141-143. 
BR. ИШЕ 译 


ЖИГ [irreducible variety ; невриводимое xmoroo6pa- 
зне j 

在 Zaris $k (Zariski topoiogy ) 下 十 一 个 不 可 
约 拓扑 空间 (irreducible topological space) 6 ЗЕ 
( algebraic variety). 换 句 话说 ， 一 个 代数 簇 称 为 不 可 约 
的 ， 如 果 它 不 能 表示 成 两 个 真 儿 代 数 子 徐 的 并 . 概 形 
的 不 可 约 性 可 类 似 地 定义 . 对 干 光滑 ( 甚至 正规 ) Ж. 
不 可 约 的 概念 与 连通 的 概念 是 相同 的 . 每 个 不 可 约 簇 
有 了 唯一 的 一 般 点 【 见 一 般 位 置 点 ( point in general posi- 
tion)). 

与 一 个 拓扑 空间 到 不 可 约 分 支 的 分 解 相 类 做 ， 任 
何 一 个 代数 秘 是 有 限 多 个 不 可 约 闭 子 能 的 并 ， 这 种 表 
示 法 (可 以 用 更 精确 的 方式 表达 出 来 ) 的 代数 基础 是 
交换 Noether 环 的 准 案 分 解 ( primary decomposition ). 

在 代数 闭 域 上 不 可 约 繁 的 积 亦 是 不 可 约 的 ， 对 于 
仔 意 基 域 ， 这 不 天 正确 .关于 不 可 约 护 的 概念 的 另 一 
种 说 法 也 是 有 用 的 : 域 k БЕ X 称 为 几何 不 可 约 


К”, ЖИШШ (ше change) 从 ХАВ XQ, 


仍 为 不 可 约 ， В.И, Данилов 扎 
[ 补 注 】 
参考 文献 

ГАТ) Hartshome , R ., Algebrac geometry, Springer , 1977 
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IRREGULAR PRIME NUMBER 183 
非 正 则 边界 点 [irregular boundary point; иррегулярная 


граничная точка] 
区 域 D 的 边界 г 上 的 一 个 点 yo。， 存 在 r 上 的 
一 个 连续 边界 函数 (у) 使 得 Diridhet 问题 (Dirichlet 
problem) 的 Perron -Wicner-Brélot 广义 解 ( 见 Perron 
Ж (Репоп method)) u(x) 在 y, 不 取 边 界 值 f(y。)， 
即 或 者 极限 А 
Im ибх) 


к= уь 
чер 


不 存在 ， 或 者 极限 存在 但 不 等 于 f(y。)， 对 于 平面 区 
域 D， 边界 p 的 每 一 个 孤立 点 都 是 非 正则 点 . 对 于 
Есі 空间 R'(n 2 3) 的 区 域 D. Н. Lebesgue 首先 
发 现 ，D 的 一 个 很 尖 的 和 的 顶点 是 一 个 非 正则 边界 点 . 
例如 ， 举 标 原点 OCR) 是 一 个 非 正 则 边界 点 ， 如 果 在 
О 点 的 一 个 邻 域 里 ， 区 域 的 边界 是 落 在 由 曲线 = e 
(x> 0) Е x 轴 旅 转 所 得 到 的 尖 角 里 ( Lebesgue 将 
( Lebesgue зріпе)). Dirichlet 问题 的 广义 解 在 非 正则 点 
不 取 边 界 值 f(y,)， 知 果 fO) Ж f(y) Ж r 上 的 最 
小 上 界 或 者 最 大 下 界 ; 在 这 种 情况 下 ， 经 典 解 不 存在 . 
在 某 种 意义 下 . 让 正则 边界 点 的 集合 尾 菏 的 (thin): % 
为 F, 型 的 ， 是 一 个 极 集 (polar set) 生生 有 等 容量 
( capacity )， 亦 见 闸 函 数 (barrier); 正则 边界 点 (regular 
boundary point ) . 
参考 文献 
[1] Ландкоф, H. С., Основы современной теории потен- 
шала, М., 1966(ЖЕ}#А: Landkof , N. 5., Founda- 
tions of modem potential theory , Springer , 1972). 
[2] Brdot , М., Eléments de Ја théorie classique du poten- 
Ча, Бофотле Univ, Centre ос. Univ . Paris , 1959. 
Е. Д, Соломенцев Ж 
[ 补 注 】 补充 的 经 典 参考 文献 见 [A1] ， 关 于 公理 位 势 
论 的 非 正则 点 , 见 [A2] . 
参考 文献 
АТ] Hams， 上 ,二 .，Intmduction to potential theory, 
Wiley ，!969( 译 自 德 文 ) . 
[A2] Constantines, С. and Сопка, А., Potential theory 
on barmomic spaws,, Springer, 1972, 
ЮС. ВАТ Ж 


ЕЕ [irregular prime number ; нррегулярное про- 
стое число} 

一 个 奇 素数 (prime number) р, {# 48 3y ШИ ( cyclo- 
tomic Бей) {ei™?) 的 理想 类 数 可 被 p 整除 .所 有 
其 他 奇 素数 称 为 正则 的 【 egular). 

Kummer 检 验 法 (Kummer test ) 可 以 用 来 解决 每 个 
索 数 是 否 为 正则 的 问题 ， 一 个 奇 察 数 是 正则 的 ， 其 充 
分 必要 条 件 是 前 (p — 3)/ 2 个 Bemoulli 数 ( Bernoulli nu - 
mbets ) B,，8B,,…,B,.， 的 分 于 中 没有 一 个 能 被 p 除 
р. 


184 IRREGULAR SINGULAR POINT 


IE Ji 3 ЗЕЕ ТЇ ЖОП ЭУ +h ТЇШ Ek: РРР Е 
的 ,从 Bernoulli #1 Kumuner 检验 指出 ，100 以 内 
非 正则 烷 数 ，37, 59, 67(В„,В„ 和 Bs 分 
802 37, 59 fü 6710) .Е. Kummer 还 想 半 均 起 来 
Д С EE ЛЖ ЖОТО. 后 来 ，C.L. Sie - 
gel (121) 36 W 8 EXC (1, x) 中 的 非 正 则 素数 与 正 
则 素数 之 比 赵 于 г!” x > co HD) (e 是 自然 对 数 的 
Ж). 291980 (1989) 人 们 只 知道 ， 帮 正则 素数 的 个 
数 是 无 限 的 .在 小 于 5500 的 奇数 中 有 439 个 正则 素数 ， 
285 个 非 正则 素数 ( 见 [3]). 

对 任 一 正则 素数 p，Fermat 方程 

和 十 办 一 于 

在 有 理 数 中 没有 非 零 解 ([1])， 

Ë р 是 非 正则 窗 数 ， 设 2xi ,…,2m 是 分 子 能 被 
р 除 尽 的 Bernoull 数 B,，B，,…, B... КРДЕ, ЫЎ 
ку: 是 自然 数 ， 使 得 а= 1 + pk 是 小 于 ptp 一 1) 的 
素数 ， 且 + l(modq). Я 

(бю? 


а-у ит, 


= 


П тра ГЫ 
ran р аорте, 


如 果 对 每 个 2 = а (i= l, в), 
D:# 1(moda), 


则 对 这 个 非 正则 素数 p, Fermat 定理 成 立 ， 妈 Fermat 
方程 没有 非 罕 有 理 数 解 ， 这 称 为 Vandiver 检验 法 (Van- 
diver test) .用 这 个 方法 对 所 有 指数 小 于 5500 的 { Fermat ) 
方程 证 明了 ( Fermat ) 定理 的 正确 性 . 

参考 文献 

[1] Kummer, E., Allgemeiner Beweis des Fermat' scher. Sa- 
їив. dass dic Gleichung x! + уб = 2: durch ganze mh 
len unlósbar ist, für alle diejeniger Potentz-Exponenten 
д. welche umgeradc Prirmzahlen sind und їп den Zihlern 
der esten {у — 3)/2 Bemoulli" schen Zahlen als Fac- 
toren nicht Vorkommen, J. Reine Алде», Math., 40 
(1850), 130 — 138. 

[2] Sicgel, C.1., Zu zwei Bemerkungen Kummers, айе 
Ahad. Wiss Соп Мий. Phs, K., 6 (1964), 
51—57. 

(31 Боревич,3.И., Шафаревич, И,Р., Теория чисел.2 


мад,, M., 1972( ЖЖЖ: Borevich , 乙 .TShafarvich ' 


I.R ., Number theory , Acad Press , 1966). 
[3] Vandiwr, Н. 5., Examination of methods of attack on 
the second case of Fenmat's last theorem, Proc. Nat. 
Acad. Sa. USA, 40 (1954), 8, 72—735. 
В. A. Демьянепко 所 
[ 补 注 】 对 指数 p< 125000，Fenmat 定理 成 立 ， 这 是 
由 5. Марай ЕЗД. 


他 的 计算 表明 ， 小 于 125000 中 的 11733 个 奇 素数 
中 60.75 % 是 正则 的 这 很 接近 于 Siegel 猜测 . 根据 他 
的 猜测 ， 有 e 172 > 6065 % 的 素数 是 正则 的 . 
更 一 般 地 ， 对 一 奇 素数 р 定义 非 正则 性 指数 (index 
of irregularity):(p)， 即 在 指数 集 KE [2,4,…,Pp 一 3} 
中 p 能 除 尽 其 分 子 的 Bernoulli 数 B, 的 个 数 . ТЕДІ 
数 是 满足 i р) = 0 的 素数 p。， 人 们 直观 地 预测 (р) = 
k 的 素数 p 的 部 分 为 (112)*.e ат. 根据 [A1] 中 的 
数据 ， 这 是 正确 的 ，Eichler šEBJT Fermat 定理 第 一 种 
情形 对 于 满足 i(p) < Vp - 2 的 过 指数 р 是 成 立 的 
( 见 [A2]). 亦 见 Fennat 大 定理 ( Fermat great theorem ) , 
参考 文献 
[А1] Жарма, 9., The regular рппк to 125000, Mah, 
Сотр. , 32 (1978), 583—591. 
{A2] Washington. L , С., Introduction to cydotomic fields , 


Springer, 1982. 
[АЗ] Edwards, H М., Fermat's last theorem, Spnnger, 
1977. 
ТАЄ] Lang , 5 , Cyclotomic fields, 1—2, Springer, 1978 — 
1980 冯 绪 宁 й 


非 正则 奇 点 [imegnlar singular point; нррегуларная 
особая точка] 

出 自 线性 党 微分 方程 解析 理论 的 一 个 概念 ， 设 
AG) Зуп хп Ж, 它 在 ft。 co 的 有 孔 邻 域内 是 
Фа, В: А. 

这 时 ， 点 fo 称 为 方程 组 

£= A(r)x (0) 
баарик, ЗЕД ААА МОДЕ. Oq — 
М, t, 称 为 (+) 的 非 正则 奇 点 ， 如 果 4( 在 rn 
处 具有 阶 数 高 于 1 的 极点 【 见 微分 方程 解析 理论 
{ analytic theory of differential equatiom ) ) .按照 第 二 
个 定义 ，te 称 为 (+ ) 的 非 正 则 奇 点 ， 如 果 不 存 在 数 
>0， 使 得 当 上 沿 射线 方向 趋 册 于 to 时， 每 个 解 
ХО) ЖКЖ (гое É (8 [3]) .情况 
to 二 吕 ， 可 通过 变换 t ~ 1 '， 化 为 情况 te = 0， 
非 正 则 次 点 有 时 称 为 强 奇 点 《例如 ， 见 Bess 方程 
《Bessel equation ) ) . 解 在 非 正 则 奇 点 的 一 个 邻 域 内 
可 以 作 汤 近 展开 ; Н. Poincare 最 早 研 究 了 这 个 问题 
(p. 

е. 
[ 1] Poincaré, Н., Sur les intágra]es irrégulieres des équa - 

ions Jinésires, Acta Math.. 8 (18%), 295 — 344. 

[2] Wasov, W , , Asymptotic expansions for ordinary diffsr - 

ential equations , Interscicnee , 1965, 

13) Coddington , E. А., Levnson. №., “Theory of ordin - 
агу differential equtions , Mc Graw - Hill , 1955. 
Ю.С. Ильшеню S Ж х Ж 


非 正则 性 [imegularity ;иррегулярность ] 

ЗЕЯ ЖОНЕ X 的 一 个 数值 不 变量 ， 等 于 它 的 
Picard Ж ( Picard variety ) 的 维 数 . 如 果 基 域 的 特征 数 等 
于 零 ( 或 更 一 般 地 ， 如 果 X 的 Picard 概 形 是 约 化 的 )， 
册 非 正则 性 等 于 以 结构 层 为 系数 的 第 一 个 上 同调 空间 
有 H (XAx) Юй. 

具有 非 零 非 正则 性 的 能 称 为 非 正 则 的 (imegular ), 
TI Rf ПЕ ШЕ ЖИК А E M| É 《regular). 有 时 把 
Ж X 的 完全 线性 系 ID| 的 第 i 个 非 正则 性 定义 为 


0р) = тН'(Х,2:(р)), 


其 中 1 & i < dimX. И.В.Долгачев # 
[ 补 注 ] 
参考 文献 

ГАІ] Hartshome .R ., Algebraic geometry , Springer , 1977. 


аж Ж 


非 正 则 性 指标 ;imeqularity indices; неправильностн 
ED3 中 中 hunenTar]， 线 性 常 微 分 方程 组 的 

在 每 个 有 限 区 间 上 可 积 的 映射 4: R) .> 
Hom(R", R") (或 R* = Hom{C",C")) 构成 的 
ЖШ ЕЗЕК sr， 使 得 g( 4) 等 于 罕 的 必要 和 和 充 
分 条 件 是 方程 组 


k= A(t)x (*) 


为 正则 线性 方程 组 ( reqular linear system) , 

Жж ( 旦 最 容易 定义 ) 的 非 正则 性 指标 如 下 所 
Ж. 

1) Липунов 非 正 财 性 指标 ( Lyapunov imequbarity 
index) ([1]): 


с 00) ва 1 ас), 
; 


其 中 i,(4) 是 方程 组 (*) 的 Ляпунов 特征 指数 
( Lyapunov characteristic exponent ) ， 按 降 阶 排列 ， 而 
f4ft) 是 映射 4(t) 的 迹 - 
р. 77777 

904) = тах CA) +3, ,(—47)), 


其 中 A г) 是 A(1) 的 伴随 映射 . 如 果 系 统 (*) 是 
Hamilton 系统 ( Hamiltonian system ) 


ан ‚рей, 


则 и= 26, 而 
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Ат А7)= 400), 151. 5н 


结果 ， 对 于 Hamiton ЖАРГАН, ДЕШЕ 
必要 和 充分 条 件 是 
АА) = да (4). i 1, 
(Персидский 定理 МРТ theorem ) ) . 
其 他 非 正 由 指标 ， 见 [4] [6]. 
参考 文献 
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В. М. Миллнонщиков Я Ж Z= W 


‚ Гробман, Д. 
Теория показателей Ля. 


Итоги науки и техники 
12, М., 194, 1 一 


等 视 曲 线 [is -орб ame; нзооптичесхая кривая ] 
平面 曲线 ， 它 是 给 定 角 y 在 平面 上 以 这 样 方式 运 
动 时 ү 之 顶点 的 轨迹 ， 使 得 对 于 角 ? 的 任何 位 置 它 的 
边 总 是 与 一 给 定 曲线 相 切 . 2 ?= 关 /2， 则 等 视 曲 线 
称 为 正视 曲线 (ortho -optic cure). Ф190, ҖИЛЕ 
视 曲 线 是 一 个 加 . 
参考 文献 
{1] Савелов, А. A., Плоские кривые, М., 1960. 
【 补 注 ] Д.Д. Соколов {# 
参考 文献 
ГАІ] Раде, К., Analytische Geometrie spesicer Kurven , 
Акай. Verlagsgesellschaft , 1962. 
ГА?) Berger, M ., Geometry ,1 , Springer , 1987, p . 232¢ 译 
自 法 文 ) (中 译本 : М. ЖЖ. Л, 30—26. Ж} 
学 出 版 社 ，1987 ). 
[АЗ] Berger, М., Geometry, П, Springer, 1987. р, 239 
( 译 自 法 文 } (中 译本 : M. 贝尔 热 ， 几何， 第 二 
卷 ， 科 学 出 版 社 ，1989 ). 
[A4] Texeira, F ©. , Traité des courbes spéciales rermamu - 
ables planes on gauches, Сб, 1908 — 1915. 
沈 一 吴 译 


等 倾 线 [isocline ; изоклина] 
一 阶 微分 方程 


y'= f(x, y) (*) 
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的 等 倾 线 十 (x. y) 半 面 上 由 方程 (*) 所 定义 的 方向 
场 (direction field) 其 倾角 部 相等 的 点 的 集合 ШЖ k 
是 任意 实数 ， 则 方程 (+ 》 的 天 等 倾 线 是 集合 


{(х, у): f(x,y)=k) 


( 通常 这 是 一 条 曲线 ); 在 它 的 每 一 点 处 x 办 与 方 各 
(+) 过 该 点 的 解 的 切线 之 间 的 ( 访 向 》 角 是 are а. 
例如 ,0 等 倾 线 是 由 方程 (х, уу = 0 й, А 
f (x, y) 平面 上 的 那些 使 方程 (+ ) 的 解 具有 水 平 切 
线 购 点 组 成 ,方程 (*) & ШКЕ (+) 
解 ， 当 旧 仅 当 它 是 一 条 具有 射 率 k 的 直线 . 

如 果 能 相当 多 次 地 选择 参数 来 构造 已 知 方程 的 
98. H mA (+) 的 积分 向 线 ( integral соле) 
对 应 的 倾角 ， 则 可 得 到 关于 【+) 的 积分 向 级 性 态 的 粗 
赂 的 定性 表示 (等 倾 线 法 (method of isoclines ) ). 构 
жш 1//(х, у) =0 定义 的 оо 等 候 线 很 有 
用 ; 在 оН ЕЛЕН (+) ЭШАН ЕН 
切线 .方程 (+ ) 的 解 的 (局 部 ] 极 值 点 内 位于 0 ЗМИ 
上 ， 而 解 的 提 点 只 位 于 出 下 列 方程 定义 前 曲线 上 : 


on + 0, уу SL 37 =0 


对 于 和 解 不 出 导数 的 一 阶 方程 


Р(х, у,у)=0 
к 等 倾 线 定义 为 集合 
{(х,у): F(x, у, F)=01. 
在 二 阶 自 治 系统 


#=/(х, y). ў= (х, у) 
的 情况 下 ， 村 平面 上 使 得 相 速 度 向 量 共 线 的 点 的 集合 


жуе 
йу _ (х,у) 
4х J(x, y) 
的 等 倾 线 . 
参考 文献 


[1] Степанов, В, В., Курс дифференциальных урав - 
нений, 9 изд., М., 19660 中 译本 : B.B. Ф 
ЖЖ. ШЛЕ, АРСЕНА, 1960). 
Н.Х, Розов Je 
【 补 注 】 
参考 文献 
ГАЛ Davis, Н. Т.. Intmduction to nonlinear differential 
and integral equations , Dover , reprint , 1962. 
Ж < W 
同 源 [isogeny ‚изогения | 
群 概 形 (group scheme) 的 具有 有 限 核 的 满 同 态 
{epimorphism). 基 概 形 5 上 的 群 概 形 的 态 射 f:G 一 G, 
称 为 一 个 同 源 ， 如 果 了 是 满 态 射 而 旦 它 的 核 Ker ( f ) 是 


平坦 有 限 群 S 概 形 ， 

БЕНЯ 5 是 特征 р>0 的 域 大 的 谱 . 假设 G 
是 六 上 有 限 型 的 群 概 形 ， 有 日 设 Н 是 有 限 子 群 概 形 ， 
ИЙ GfH 存在 ， 而 且 自 然 映射 G6 一 б/н 是 一 
тїй. АЕ. ШЖ f. G 一 G, 是 有 限 型 的 群 概 形 的 同 
ЖН H = ker(f), M| G, = G H.xFT Abel 簇 的 每 个 同 
源 f:G > б, 存在 一 个 同 源 9: G — G, 使 得 它们 
的 复合 gof 是 G 的 用 n ЯВАХ п. 问 源 的 复合 仍 
是 同 源 . 两 个 群 概 形 G 和 G, 称 为 同 源 的 ( isogenous ), 
如 果 存 在 同 源 f G 一 б. РИ ЛС > G 称 为 可 分 
的 (separable), 如果 ker( f) 十 上 的 发 达尔 群 概 形 . 
Ж у КИ Е. ТО Я 
16 п. 这 里 (п.р) = 1. 如 果 站 大 有 限 域 ， 则 一 
维 连通 交换 群 概 形 的 任何 一 个 可 分 同 源 f:G — Сй 
过 同 源 ?:G 一 G 分 解 ， 这 里 = 一 de, 是 Fro- 
benins 自 同 态 ( Frobenius cndomorphism ). 不 可 分 同 源 

一 个 例子 是 在 一 个 Abel А 内 用 n= рна 

k 上 Abel 锐 的 加 性 范畴 A(k) 关于 同 产 的 局 部 化 
确定 了 一 个 Abei 范畴 M (k), 其 中 的 对 象 称 为 精确 到 
同 源 的 Abel 8. 每 个 这 样 的 对 象 可 以 等 同 于 一 个 Abal 
Ë 4,M(K) 里 的 窟 射 4 一 4, 是 有 再 数 域 上 的 代数 
Homito(4 ,4A,)@z Q 的 元 案 . 同 源 六 4 一 4 定义 
了 M(k) 里 相应 对 象 问 的 间 构 ， 范 畴 M (Ck) 是 半 单 
的 : 它 的 每 个 对 象 都 间 构 于 不 可 分 解 对象 的 积 ， 当 大 
是 有 限 域 时 ， 对 МОА) 有 一 个 完全 的 描述 { 见 [4]). 

对 于 形式 群 也 可 定义 同 源 的 概念 ， 域 k 上 的 形式 
群 的 态 射 f:G 一 G, 称 为 一 个 间 源 ， 如 果 它 在 商 范畴 
@(k) 里 的 象 是 一 全 同 构 ， 这 里 的 p(k) 是 上 上 形式 群 
的 范畴 关于 Artin 形式 群 的 子 范畴 的 商 范 哮 - 群 概 形 的 
同 源 尹 定 了 相应 的 形式 完全 化 之 间 的 一 个 同 源 . 关于 
精确 到 同 源 的 形式 群 的 范畴 9 (k) 的 描述 见 [1] ,[2] . 
参考 文献 
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等 角 轨 道 [isogonal trajectory : 
риз ] 

БЕШ Байон БОКЕ К & ШШ 838 22 2; 
ТЕЗЕ 828. 如果 

F(x, y, y')= 0 (1) 

是 给 定 曲线 族 的 微分 方程 ， 则 与 该 族 曲 线 交 角 为 „(0 < 

mw <x, «*л/2) 的 等 全 轨道 满足 下 列 两 个 方程 之 


изогональная траекто - 


апа \_ 
нь, > Em) $. 


2° + tana = 
к(а. 7 Te ) =0. 
特别 是 ， 正 交 轨 道 【orthogonal trajectory) 即 与 曲线 族 
(1) 中 任 一 曲线 在 交点 处 形成 直角 的 平面 则 线 ， 满 足 
方程 
(хуз, 二)=0. (2) 
对 于 给 定 的 向 线 族 ( 1) 的 正 交 轨道 构成 一 个 单 参 数 平 
面 晶 线 族 一 一 方程 ( 1 ) 的 通 积分 (general integral) . 
例如 ， 如 果 考 虚 平 面 静 电场 的 电力 线 族 ， 则 其 正 交 较 
道 族 是 等 位 线 族 . 
参考 文献 
[1] Степанов, В. B., Курс дирференциальных уравне - 
ний, © изд., М., [966(ЁЖ: В.В. ФЕ 
Ж. WJ EG, АНЬ, 1955). 


H. X. Розов jË 
【 补 注 
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[A1] Coxeter, Н. 8. M., IDtroduction to geometry , Wil - 
ey, 1961. 


[A2] Hibert, D., Cohn „Мозел. 8. Е.. Geometiy and 
the imagination , Chelsea , print, 1952 ( 中 译本 р. 
看 尔 伯 特 ，8 . 康 福 瓣 ， 直 观 几 何 ， 高 等 教育 出 版 
B. БАЙ, 1950, FM 1964). 沈 永 欢 ж 


等 角 多 面体 和 等 而 多 面体 [ sogons and isoledra ; нзогоны 
н изоэдры] 

А ( polyhedron ) ， 其 所 有 多 面 角 均 相等 
(等 角 多 而 体 ) ， 或 其 所 有 面 均 相同 (等 而 多 面体 ) ; 
一 个 等 角 多 面体 (等 面 多 面体 ) 关 于 其 重心 施 转 (连同 
反射 ) 的 群 把 每 个 顶点 (B) 对 应 到 另外 的 顶点 
СЖ). 每 个 等 角 多 面体 对 应 一 个 对 偶 等 面 多 面体 ， 
反之 亦 然 . 如 果 一 个 屿 多 面体 是 等 角 的 和 等 面 的 ， 则 
它 是 正 多 面体 .有 13 种 特殊 的 和 两 个 无 穷 系列 的 组 合 
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АЛЖ, ЕГН ЗЕЕ E$ (semi-regular 
polyhedra ) 实现 . В. А. Залгаллер {# 
【 补 注 】 上 述 雪 种 特 歼 的 等 角 多 面体 称 为 Archimedes 
立体 (Archimedean sold) ,其 对 偶 称 为 Catalan 立体 
C Catalan зой). 其 中 有 一 些 在 数 的 几何 和 卓 体 学 中 
ЯЛ. 关于 非 四 等 角 多 面体 和 等 面 多 面体 ， 见 [A2] . 
参考 文献 
ГАТ] Ефев То, 1... Regulire Figuren. Verlag Ung. Акай. 
Wissenschaft , 1965 
ГА2] Grimbaum , B .，Shephard , б... Polyhedra with tran - 
sitivity properties, C.R. Май. Rep. Acad. Sei. Can- 
айа, 6 ( 1984), 61 一 ЖЖ ж 


孤立 元 [isol; нзоль] 
—1ЧАЗ (ШЕННЕ. W RN (immune 
set) 自然 数 集 的 递归 等 价 型 ( recursive equivalence ty- 
pe). 一 切 孤 立 子 的 集合 的 基数 为 连续 统 且 在 对 任意 
递归 等 价 型 所 定义 的 加 法 、 丧 法 运算 下 构成 半 环 .这 
个 半 环 称 为 孤立 子 的 算术 ， 它 有 自然 数 算术 的 车 干 性 
质 ; 特别 地 ， 基 本 于 公式 表 丰 所 消 组 合 函 数 等 式 的 一 
切 全 称 Horn 公 式 在 其 中 是 真 的 . 这 种 公式 的 一 个 例子 
是 消去 律 : X+ Z= Y+ Z= X= 了， 孤立 子 可 以 看 
成 Dedekind 有 限 集 (Dedeking -finite sets ) 即 和 它们 
的 任何 真子 集 不 等 周 的 集合 的 基 歼 的 递归 类 比 ， 
А. Л, Семенов j 
[ 补 注 】 白 然 数 集 N 的 一 个 子 集 是 孤立 集 (isolated 
set), ЕЖА N 的 无 穷 递 娄 可 枚 举 子 集 . 
参考 文献 
[AL] MecLaueghlin ，Th ，G .，Regressive sets агкі theory of 
isols М. Dekker, 1982. ИЖ 译 


孤立 点 [isolated paint ; изолированная точка], 263) Ж 
闻 Хх ®Ң 4 的 
一 个 点 ae 4A， 使 得 a 的 某 个 邻 域 (ngighbour- 
hood ) 与 4 的 交集 由 a 单独 构成 ， 
A.A. Малыкв Ф ГБ, ИЙ 


Жз] 2} sx [isolated Singular point ; изолированная особая 
точка], АРА (2) 的 一 个 元 素 的 

复 z 平面 中 满足 下 列 条 件 的 点 a; 1)7(z》 的 所 
述 元 素 沿 到 达 a 的 任 一 路 径 都 没有 解析 延 振 (analytic 
continuation ) 2) 存在 数 R > 0, 48 (туйт ай 
去 心 邻 域 U= {zeC:0<|z 一 a| <R) 中 性 一 路 径 
都 能 解析 延 拓 . 

如 果 当 f(z) 治 U 中 包围 a 的 一 条 闭路 径 例如 
ЖИЙ 1z — a| = P (0 < p < R) 解析 延 拓 时 得 到 一 个 
POUR, Ш a 称 为 分 支点 branch point) 或 多 值 特征 
孤立 奇 点 (isolated singular point of multi - маей char - 
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acter ) ; ЖЛ f(z) 的 所 述 元 素 在 U 中 定义 一 个 单 值 
ЖӨЕ, ЖН а о Е А Свом 
singular point of singje -valued character)， 在 单 值 特征 
а a 的 一 个 兴 心 邻 域 U r, f(z) 能 展开 为 
Laurent 级 数 ( Laurent seriss ) : 


с,(2— a), 69] 


此 级 数 具 有 正则 部 分 方 (2) = Y 25 c (z 一 2)* 和 主 
要 部 分 Т, (а) = 工 忆 -ocx(z- а)". 解析 函数 /(:) 
在 其 单 值 特征 孤立 吞 点 的 去 心 侍 域 U 中 的 性 坊 ， 原 则 
上 由 其 Laurent 级 数 的 主要 部 分 决定 . 如 果 主 要 部 分 
前 所 有 系数 都 是 零 ， 则 在 令 f(a) = с, 后 就 得 到 a 的 
一 个 整个 邻 域 中 的 单 值 解析 函数 ， 这 种 实际 上 没有 次 
蜡 性 的 情形 也 可 由 下 述 事实 刻画 : f(z) 在 去 心 邻 域 И 
中 有 界 ; 或 者 存在 有 限 的 极限 im，. .jz 一 co(zeD) 

如 果 宇 要 部 分 的 系数 中 只 有 有 限 多 个 不 等 于 零 ， 
日 其 中 下 标 最 小 的 是 c.,。#0, Ша m 阶 极点 ( 见 
极点 {函数 的 】 (рок {of a functon)). 极点 a 也 可 
由 


lm (2) = 
е ВЕТИВ . 
А, ШАТРА ЧЕК, MD a 
Ж ҖЕ] RA (cssental singular point). 在 这 种 情形 
T, КЕЕ ЛИЕ 
Jim f(z), z€ U. 


00, 2Є0 


对 于 元 素 (г) ОДУН а = оо 
ЗЫЯН U = (;eC: r <|z| < co) 的 形式 ， 而 
Laurent 级 数 为 


fG)= X cz 


正则 部 分 为 了 (2) = 1..6, ЕА 
А02) =) e zt. 有 了 这 些 规定 ， 止 面 关于 孤立 
奇 点 分 类 和 狮 定 准则 前 描述 ， 就 可 天 加 修改 地 移植 到 
а= со 的 情形 【 亦 见 解析 函数 的 残 数 【residue of an 
analytc fncion]) 应当 注意 ， 完 全 解析 8 W 
(complete aralytiç function) f (z) ЖЯ Жїл Ж 
在 同一 个 点 esC 可 以 有 完全 不 同类 型 的 奇 点 . 


多 复 变量 ?= (z,，…，, z.) (п 22) ей 
% /(z) 不 可 能 有 扳 立 交点 ， 对 于 n >®2, # ER 
AGB дй. 

参考 文献 


[1] Маркушевич, А. И., Теорин аналигических функций, 
2юд..т.1. М., 197( 中 译本 A. И. ц# Щщ 
Ed. ЧО. АРАКИ IRR. 1957, 38 4 


ж). 
[2] Шабат, Б. В.. Въедење в комплексный анализ. 2 
жд., М., 196. Е. Д. Соломкыкв 所 
【 补 注 了 
和 参考 文献 


[А1] Tichmarsh, E. С., The theory of functions Охомі 
Univ, Prog, 199( ФЖЖ: E, С, ЕҢ, 8 
数论 ， 科 学 出 版 社 ，1962) . 

[А2] Ahlfos 1.. У., Сотрісх analysis, McGraw-Hil, 
1979 { 中 译本 ; 上 ，V， 阿 尔 福 斯 ， 复 分 析 ， 上 海 科 
学 技术 出 版 社 ，1984 ) Makak ж 


孤立 子 群 [isoated siberoup ; изолированная nompynna] 

Ë 6 039 А, —B gre4d，g 关 1， 刚 ge4di 
换 句 话说 ， 若 方程 x" 一 Q{ 其 中 1] 关 es4d) 在 G 中 
жй, ИЖЕ АФ. THE 4 称 为 强 也 立 的 (strong iso- 
lated )， 著 对 每 个 aeA， а 在 整个 群 中 的 中 心 化 子 位 
于 4 Ф. 群 中 元 索 集 合 M 的 孤立 子 {isolator of а 
set) 是 含 М 的 最 小 的 孤立 子 群 ， `` 

在 R BiP ( BD 8 Si nit — JF Jr PE RJ BE ( group with 
unique extraction of root), 1 f Ж UB zS T+ 
Abel 群 的 纯 子 群 (pure subgroup ) 的 概念 ，R 群 中 了 还 
立 子 群 的 交集 是 孤立 子 群 , КОЙ G 的 正规 子 群 H 是 
孤立 子 群 当 生 仅 当 Сун 是 无 扭 的 . R 群 的 中 心 是 弧 
立 的 . 

序 铬 理论 中 ， 孤 立 子 群 有 时 被 称 为 凸 子 糙 [convex 
subgroup). О. А. Иванова 18 
【 补 注 】 
参考 文本 

[Ai] Курош, А. Г., Теории групп, 3 изд., М., 1967 
{ 中 译本 : A. Г. ЖН, ИЮ, Б. F. М 
ТОНН. 1981, 1982). 
ГЕШ # ri BD 校 
等 距 温 入 [isometric immersion; нзометрическое логру - 
женне ] 

k 维度 量 流 形 M° 到 n (2 k) ҖЕ Кетпапп 空间 
V" 中 的 一 个 浸 人 . 〔 见 流 形 的 混入 (immersion of a 
manifoild 为 ， 使 得 它 成 为 一 个 k Я Фф, ЖН M 
士 任 两 点 之 同 的 距离 等 于 它们 的 象 之 间 沿 V" 中 曲面 
ФИИ Е. Ж Riemam 空间 用 更 一 般 的 度量 空 
闻 代 替 ， 则 可 以 推广 此 定义 ， 等 距 浸 人 的 一 种 特殊 情 


况 是 等 距 嵌 人 《isometic imbedding ) 一 一 一 一 的 (等 
ВА: 
ЗИВ ЛА ЕЕ: 1) 一 给 定 流 形 到 


一 给 定 空间 的 等 距 温和 人 的 可 能 性 ，2) 当 等 距 淄 人 存 
在 时 唯一 性 问题 . 这 些 问题 是 在 关于 流 形 及 其 等 距 
象 的 各 种 系 件 下 考虑 的 ， 如 光滑 性 ， 正 则 性 ， 解 析 
k, riko. 在 每 种 条件 下 ， 等 距 漫 人 论 的 主要 问题 


有 以 下 类 型 : a) М) V" Ж {ЖӘЕП АБИ; b) 
M" 到 V" 的 局 部 等 虐 漫 人 问题 ( 即 -特定 点 v s М 
9 一 个 充分 小 邻 域 到 V" АЕА); c) 在 局 部 和 
整体 情况 下 ， 确 定 最 小 的 p 使 M* ЮА (ЖА) 到 
kTP 维 Eucld 空间 E*-? 中 ( 数 pp 你 为 мз 
从 类 (immersion class) nk А Ж (imbedding class )) ; 
4) 一 纵 定 漫 人 的 等 距 形变 问题 ， 
从 分 析 的 观点 来 看 ，M* 到 ”的 等 距 温 人 的 存 
在 性 问题 等 价 于 解 一 组 非 线性 微分 方程 ， 对 于 到 Е" 
的 等 距 温 人 ， 这 组 方程 有 如 下 形状 : 
Dx" Ox: _ 
Sob дыг f 


其 中 x= {хб (u')) 是 所 求 的 等 降温 入 ，g， 是 M: 
在 局 部 坐标 u!，…, ut 下 的 度量 张 量 ， 关 于 这 组 方 
程 的 解 ， 在 整体 情况 下 要 利用 所 请 到 Е" 的 自由 映射 
x (L Nash 定理 (微分 几何 学 中 的 ) ( Nash theorems 
(in differentia] geometry) ) ) .对 于 局 部 解析 的 情况 ， 
Canehy -Ковалевская ХЕЗ ( Cauchy - Kovalevskaya theo - 
Tem ЕЕЕ CB ЕКЕН. 在 ~- 般 情况 下 ， 对 于 到 
Rimann 种 伪 Ricmann 空间 的 C' 类 (2<r< 
oo， 或 r= o) 8 A, Ваа ЕЙ ЗЕ Е HJ 
仍 同样 有 效 . 对 于 С' 类 的 等 距 混 入 ， 则 要 采用 不 同 
的 方法 这些 方法 基于 温和 人 的 形 恋 ， 使 得 既 能 政变 灌 
信 ， 又 保持 与 度量 变 分 的 联系 .在 研究 到 E" 的 等 距 
漫 人 时 ，Gauss-Meinardi-Codazzi 方程 也 常 被 使 用 
( 见 Peterso -Codazzi 方程 (Peteson -Собаглі equa- 
tions )), 

整体 等 距 澡 人 ( global isometric immersion ) . “т 
Cr 类 (ЗЖ т< о) Ж Riemann 流 形 M* 都 有 一 
到 Е" 的 任 一 球 (Ж) 中 的 C" ЖУНШ A, ят» 
个 nk(3k+11)/2; # M: 是 非 紧 的 ， 则 它 有 一 
个 到 二 "的 任何 部 分 的 C' 类 等 距 牙 和信 ， 对 于 某 个 n < 

k(k+1) Gk-1)/2, 其 中 3&r<o0( 见 [6]). 
在 "一 o 和 r= w 的 场合 空间 E" 的 维 数 还 可 减 
小 : 每 个 C”(C*) 类 Riemann 流 形 M*( 紧 或 非 
Ж, Жаш) 都 有 一 个 到 E" Сес) 类 等 
ВЕЛ, РЖ n<S3k+5+k(k+1)/2. 

对 于 k(>2) 维 双 曲 空间 ， 可 用 显 式 得 出 到 
ЕФ-* 的 C* 类 等 距 漫 人 人， 而 对 于 k 维 椭 贺 空间， 也 
已 得 出 到 E"(n = k(k +3)/2) 的 Се ЖБД. 

在 这 里 列举 的 结果 中 ， 曲 面 p 的 光滑 性 不 大 于 刘 
人 度 基 的 光滑 性 . 其 实 ， 这 并 不 是 侦 然 的 ;到 E" 的 
每 个 Cr. Ж (r22, 0<a<]) k # (1<k< 
n 1) 曲面 @ 部 是 茶 个 C” ° 类 Riemann 流 形 M 
的 C"* 类 等 距 漫 人 ( 见 [8]) ， 

能 实现 一 Riemann 流 形 到 空间 E" 的 等 距 温 人 的 
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五" 之 维 数 的 下 界 由 下 列 定理 给 出 . 设 C+ ЖЮ 
Riemann 流 形 М' 具有 如 下 性 质 : 在 M* КАЕ 
在 一 q 维 平面 ， 使 得 沿 该 平面 的 任何 2 维 方 向 ，M* 
的 截面 曲率 均 非 正 ， 那 么 ，M* 不 具有 到 任何 n < 
К+а—1 Я E" 的 C+ 类 等 距 漫 人 ; 车 对 Mt 的 
曲率 所 加 的 条 件 仅 限于 一 个 单 点 且 g 一 n， 则 存在 着 
到 E27? 的 C+ 类 等 距 汝 和 人 例如， 一 个 上 维 平 
环 面 不 具有 到 ЕС 的 5* 类 等 距 沽 入 ; 车 上 是 2 
的 军 。 则 冉 予 处 处 正 标量 曲率 的 度量 的 实 射影 空间 
R P+， 特别 是 维权 图 空间 ， 不 具有 到 E 的 С? 
ЕВА. 

关于 САА Ж ЖОЕ Р ЕГИ КИЙ 
Ж. 它们 可 陈述 如 下 : #—4 С° 类 紧 Riemann 流 形 
М* ( 有 边 或 无 边 ) 具有 到 E"(n 2k + 1) 的 C' 类 
说 人 ， 则 它 也 具有 到 Es С аА: 若 一 个 
С" 类 非 紧 Riemann 流 形 М* 具有 到 E'(n > k— 1) 
的 与 其 极限 集 不 相交 的 C' &ШЮ А (short 
immersion) ( 即 在 每 点 都 不 能 延 拓 线 元 ) H| M! 有 
一 个 到 E" 的 С' 类 等 距 漫 人 ( 见 [7]) (ЖШ, Ж 
J M* 到 Е" 的 漫 人 的 极限 集 是 E" 中 这 样 的 点 x 

合 ， 使 得 在 М* 上 存在 发 藤 的 点 列 ， 它 们 在 Е" 
Фада) x). 特别， 每 个 C* ЖЖ Riemann 
流 形 MM*( 有 边 或 光 边 ) 都 有 一 个 到 ЕҢ” 的 C! 类 等 
BBA; 每 个 C' 类 非 紧 Riemann 流 形 都 有 一 个 到 
ЕЗҮ! 的 C| ЖЕБЕШ А. 

若 Riemann 流 形 M* 到 E" (n > k) fJ C' ®% 
EBA (ЖЕҢИ А.) 能 被 一 个 短 的 正则 同 伦 ( 短 微分 
同 伦 ) 所 联接 ， 则 它们 也 能 被 一 个 由 C' Жи А 
(SEWA ) 组 成 的 形变 来 联接 ， 特 别 地 ， 在 紧 的 情 
TF, СТ ЗАЕВА Л (НЕЗА, ) 能 被 由 C' 类 等 距 
ËA (SER A ) 组 成 的 形变 所 联接 ， 当 且 仅 当 它们 
是 正则 同 伦 的 【正则 微分 问 伦 的 》. 

局 部 等 距 温 人 【local sometric immesions) . 1873 
年 , С. БОА 8838, £ k # Riemamm 流 形 都 有 一 
个 到 Euclid 空间 E" (n = k(k + 1)/2) 的 局 部 等 距 廊 
А. 这 个 猜想 仅 对 解析 流 形 已 被 证 实 ( 见 Janet 定理 
(Janet theorem )); 即 在 每 个 C° Ж Riemann Ж 
М* 上 ,， 任 一 点 都 存在 该 点 的 一 个 邻 域 ， 使 它 有 一 个 
到 Es 的 Се Жа ШНА, ДФ n=k(k+1)2. 
在 C 类 Rimam 演 形 M+ 上 ， 任 一 点 都 存在 该 点 
的 一 个 分 起 ， 使 它 有 一 个 到 E" 的 C” аквол, 
其 中 中 = 大 二 大 (十 1)12( 见 [7])， 另 一 方面 ， 对 于 
每 个 C" 类 Riemann 流 形 ， 其 上 任 一 点 都 有 一 个 邻 
域 ， 它 具有 到 Et t' 的 C' 类 等 距 嵌 人 . 

一 给 定 流 形 М* 具有 到 "(н < k(k + 1)/2) 的 
等 距 漫 人 的 条 性 的 发 现 沿 着 完全 不 同 的 方向 展开 . 这 
与 下 述 事实 有 关 ， 即 不 是 每 个 Riemann 流 形 M° 都 


1909 ISOMETRIC IMMERSION 


有 一 个 到 E' 的 等 距 浸 人 : 对 了 于 r 2 (А 1)/2- k, 
—1&!< o. ЖЖЖ М* 上 由 到 Е" (n < 
k(k+ 1)/2) 的 C 类 局 部 艇 人 所 【局 部 ) 诱导 的 
Riemann 度量 的 集合 ， 在 M* 的 一 切 C' 类 Riemann 
度量 的 集合 【赋予 通常 的 C' 拓扑 ) ТАЯНЕ 
的 ; 对 于 r=2 刘 2<1<oo， HE n fl k WE JA: 
等 式 пе(&#+1+Е(К+1)/2)/3, ЖЛЕ ИКЕ 
%. 

ТЕЗ Йе — ЈР А S E 2 A 28 ( 见 上 述 ) 的 问 
题 中 ， 对 于 总 部 情况 下 找到 的 概 小 值 р 也 是 整体 等 距 
浸入 的 p RW FP. 然而 ， 对 十 每 个 Cr(2 < r<) 
类 流 形 M* (> 2)， 使 它 有 一 个 到 ЕЁ? С" 
类 等 距 漫 人 前 最 小 р 的 确切 值 是 未 知 的 ， 存在 某 些 特 
殊 方 法 来 计算 给 定 Riemann 流 形 M+ 到 E" 的 等 距 
漫 人 类 . jk, p= 0 当 且 仅 当 M+ 的 曲率 张 量 (cur - 
уйше tensor ) 恒 为 零 .基于 下 列 事实 ， 即 在 某 些 附加 
ЮТ. Ж | 度量 的 Peterson -Codazzi 方程 (Peterson - 
Codazzi equations ) 是 Gauss 方 泽 的 结果 ， 因 而 存在 确 
定 等 距 注 人 类 是 否 为 1 的 代数 准则 【[11]) ， 特 别 
是 ， 正 的 常 曲 率 度量 共有 类 1， 并 且 对 于 КЪЗ, Ë 
在 Euclid 空间 中 以 超 球 面 的 形式 实现 . 但 若 MM 的 
Кісі Ё Ж ( Ricci curyature ) 303, BD ор=#1. 

这 里 讨论 的 几乎 所 有 结果 都 能 推广 到 从 一 
Riemann 空间 到 另 一 个 Riemann 空间 的 等 距 温 人 . 例 
如 ， 这 样 的 情况 是 ， 对 于 С ЖЕЛ, НЕЕ 
A, k 维 流 形 到 充分 大 维 数 V" Н ЭС На Е 
人 ， 山 面 与 其 度量 的 光滑 阶 之 间 的 关系 ， 等 等 - 

等 距 温 人 可 能 性 的 问题 也 可 对 伪 Riemann 流 形 进 
行 讨 论 ， 这 内 除了 维 数 k 和 n 外 ,还 常用 流入 流 形 
М* 上 度量 张 量 的 正和 负 部 分 的 维 数 上， 和 天- = 大 一 
大，， 以 及 外 力 空 间 р" 的 类 似 维 数 п, n. 一 mn 一 
п,. 例如 ЖЕ{# Riemann 情况 下 ， 对 于 а> k(k 
+1)/2,п, 2К., п. 2#_, lanet 的 定理 仍 成 立 . 

二 维 流 形 的 等 距 温和 人 【jzomedic immersions of two - 
dimensional rnanifolds 》， 在 要 构造 混入 的 各 空间 具有 最 
小 维 数 的 意义 下 ， 这 种 类 型 的 许多 问题 已 完全 被 解决 
Y. 这里， 基于 非 线性 偏 微分 方程 的 一 般 理论 和 拓扑 
几何 的 考虑 ， 已 发 展 了 特殊 的 解法 

1916 年 提出 的 Weyl 问题 ( Weyl problem ) 是 说 : 
考 二 维 Riemann 流 形 М? 同 胚 于 球面 且 上 其 有 正 Gauss 
曲率 ， 则 它 容 有 到 Е? 的 等 距 混 人 吗 ! Wey 问题 的 完 
整 解 已 由 А. В, Погорелов ([3]) 给 出 ， 并 推广 测 半 
于 М? 在 三 维 Riemann 空间 V 2 БЕ АРЕ 
的 情况 : 设 BE 3 维 完全 Riemann 空间 ，M3 是 
闭 的 拓 扩 球面 ， 它 具备 Ganss 曲率 处 处 大 于 某 常数 k. 
{大 于 、 等 于 或 小 于 零 ) 的 Riemann 结构 ,车 外 围 空 
问 的 曲率 处 处 小 于 上 。， 则 M 容 有 了 映 到 V? 作为 下 


BPB 的 等 距 江 人 .这 个 浸 人 能 达到 这 样 的 位 泗 、 
使 М 的 一 个 给 定 二 维 元 素 x (一 点 和 在 该 点 的 一 束 
方向 ) 重合 于 WV 中 与 а Шш л Ж а’, 
并 日 曲 面 位 于 沿 а' 所 给 出 的 方向 上 ,车 请 和 М 
的 度量 属于 C'(r2> 3). M| p ЕТ С (0< 
v <1). ЕНШЕ Ел Ж — Е. ИЗ 中 每 两 个 
Cr" 类 (r>3,r=o) 等 距 浸 人 都 能 用 一 个 出 同类 等 
距 温 人 组 成 的 形 涩 来 联接 、 

A. Д. Александров 以 完全 不 同 的 观点 研究 Weyl 
问题 ， 他 创造 了 有 具 凸 度量 (convex metric) ([4]) 5 
(ЗЕЕ) 二 维 流 形 的 理论 (这 种 流水 可 定义 为 具 正 
Gauss 尚 率 的 正则 该 形 的 极限 ) 并 提出 解 Wey 问题 的 
下 列 方案 : 1) 推广 问题 的 提 法 ， 把 M? 看 成 具有 任 
意 (一 般 为 非 正则 ) 度量 的 流 形 ; 2) 然后 按照 М? 
上 度量 的 正则 性 建立 等 距 滥 人 的 正则 性 . 由 他 完成 的 
这 个 方案 的 第 一 部 分 导致 一 个 深刻 的 结果 : 每 个 与 妹 
ШЕ Н.А О 63 f6 ВЕД rt ИНИ ШЕЕ z 
ЗА E: 中 .这 个 方案 第 一 部 分 的 实现 是 由 Der - 
орелов {[3 了 ) 做 到 的 ， 其 中 具 正 则 度量 凸 曲 而 的 正则 
性 问题 被 完全 解决 了 : в фс Et 具有 一 个 Ce 
(k2>2,0<ua<1) 类 度量 并且 具有 正 Gauss 曲 
Ж. MJ 属于 C*". # 由 的 度量 解析 ， 则 Q 木 身 
也 解析 .对 于 常 曲率 空间 中 的 凸 有 面 ， 类 亿 的 问题 也 
成 立 ， 在 其 些 条 件 下 ， 存 在 着 具 正 Gauss ШЕННЕ 
于 平面 或 圆 盘 的 二 维 Riemann 流 形 的 等 距 温 入. 此 
外 。 己 构 造 出 定义 在 圆 盘 上 的 正 曲 举 解 析 度 量 的 例 
子 、 它 没有 到 5? 中 的 C? ЖА. 

Hitbert 0 Я 38 5, Лобачевский 半 徊 没有 到 Е? 
的 С? 类 等 距 温 和信， 这 自然 导致 下 列 和 问题， 曲率 以 负 
常数 为 上 界 的 二 维 完全 度量 { 即 所 谓 A 型 度量 ( mpetrics 
of type A)) 是 否 有 到 Е? 的 淄 人 ? ИЕН Н. 
в. Ефимов ([14]) 给 出 : 若 中 是 E' 中 具 Gauss й 
Ж K(x) 的 C? 类 完全 曲面 ， 则 sup... K(x)>0, B 
而 特别 有 ，A 型 度量 没有 到 5 的 淄 人 .与 此 相关 ，A 
型 度量 的 哪些 部 分 ( 即 二 维 流 形 上 给 定 这 种 度量 的 区 
域 能 混和 人 E: 中 的 问题 是 颇 感 兴趣 的 .在 [15] 中 得 
到 了 这 个 问题 的 特殊 回答 ， 设 在 其 有 直角 坐标 x, y 
的 E: 中 无 限 长 带 形 


п.= {0 <х<а, -со<у< +оу 


ШЖ 45°=ах!+ Bl (x, у)ду?, ЖФ Be 
С" 10.23) 具有 如 下 性 质 : а) В АЯ. В 的 所 有 + 
阶 导数 ， 以 及 B 的 所 有 {+ 一 1) 阶 导 数 对 于 y 的 偏 
导数 (关于 ) 的 Lipschitz 常数 , 在 ПРИ; 
b)infB >0; субан 曲率 KK 满足 К=—В,„/В 

В = 常数 <0. 那么 ，48: 在 带 边 界 流 形 п, E 
生成 一 个 C"! 类 Riemam 结构 ， 并 此 所 得 的 


Riemann 空间 有 … 个 到 ЕУ 88 C"' 2 (r 2 3) W 
ËA. BO, ТЕРЕНЕ (ЛЕШ) 诬 量 的 任 
IBD RA А A. tB 8 F 3 F fn ЯЕ А А0 
非 紧 部 分 到 ?的 等 距 当 入 的 定理 ([5]) . 对 于 - - 张 
曲率 以 负 常 数 为 上 界 的 曲 而 已 经 给 出 了 它 能 ЕЗ 
到 其 上 的 区 域 的 大 小 范围 的 估计 - 

ЮЖ A 型 度量 不 能 整体 地 淄 人 E), H F MI 
是 这 些 度量 企 高 维 Euclid 空间 中 的 等 虐 溪 人 问题 ， 这 
方面 只 有 部 分 结果 ; 例如 ， 存 在 着 Лобачевский 平面 
到 E С" ЖИНИ АЯП Е? ЗЕБ А; 也 存 
在 能 等 由 温和 人 Et 的 A 型 正则 捧 量 的 例子 ; ий, Ж 
知道 是 否 存在 Лобачевский 平面 到 Et 的 С' Ж(к> 
2) 88А. 

ИЖЕ АЯ Е? 的 等 距 浸 入 性 问题 全 
今 尚 未 解 凑 ， 哪 怕 是 局 部 情况 .已 构造 出 一 个 C2 
类 二 维 Riemann 流 形 的 例子 ([16]) ， 它 没有 到 Е" 
的 C*' 类 局 部 等 距 淄 人 .实现 具 变 号 曲率 的 解析 度 
下 的 问题 已 被 下 列 定理 所 解决 ([17] ): 设 在 ЕКШ 
Ж т, = 10<x<Sa,0<y<b) 上 给 定 度 遇 ds? 一 
dx'+B'(x, у)4у%, B B(x, у) 是 包含 rr,, M 
жа ЕНТ. ЭРА, Е Im. 上 由 给 定 
诬 量 牛 成 的 带 过 界 解析 Riemann 流 形 具有 一 个 到 Е? 
ПОГРЕБ А. ШТ Р © ЩЩ ҖЕ ЛЕ НЕ Ж 
到 商 维 (但 接近 三 维 ) Euclid 空间 的 等 距 淄 人 的 结 
А. 如 是 ， # M? Ж ЗҮ ШЕРИ С? 类 完全 
Riemann 流 形 ， 则 它 的 每 个 紧 部 分 都 有 一 个 到 Et 的 
С° З Л: БОША ЖАС Riemann 流 形 也 其 
有 到 Et WEB A. 每 个 C“ (C°) 类 紧 二 维 
Ricmann 流 形 都 有 一 个 到 E" C° (С) а 
А, її Кеп Жж M6bius 带 其 有 到 Е* 08 35 E 
A. 

车 忽略 漫 作 的 下 则 性 ， 风 每 个 C 类 (r>0)= 
维 Riemann 上 度量 都 有 到 Е?* 的 США. Ж 
而 ， 在 这 种 情况 下 ， 实 现 该 度量 的 曲面 的 内 到 和 外 在 
几何 学 之 间 的 通常 联系 被 扰乱 了 ， 对 于 任何 а < 1/13, 
СОЕ ЕТО ЕГ Е? МЕШИ А, # 
它 作为 C'" 类 局 部 非 凸 曲面 ; 而 对 于 а 125, 3 
似 的 整体 等 距 漫 入 也 被 灼 造 了 . 另 一 方面 ， 若 曲面 q 
属于 C''*(w > 2/3)， 则 具有 变 号 内 在 曲率 的 Q 必 
有 有 和 虐 的 外 在 曲率 ,特别 是 ， 若 Q 的 内 在 曲率 为 正 ， 
则 @ 是 局 部 凸 肌 面 ， 并 且 车 再 假定 曲面 的 度量 古 正则 
前 ， 则 曲面 本 身 也 是 正则 的 . 这 样 ， 对 于 其 变 号 内 在 
曲率 的 C''* 类 曲面 9， 能 保持 其 内 北 和 外 在 几何 学 
之 问 联系 的 x 值 的 下 漠 位 于 区 间 [1/13, 2/3] 之 中 . 
最 后 ， 一 二 有 界外 在 划 率 (没有 曲率 2л 的 点 ) 的 定 
向 流 形 都 有 到 Е? 的 作为 可 微 曲 面 的 等 距 伐 入 。 在 研 
究 非 正则 等 距 浸 人 时 ， 分 片 线 性 度量 的 分 片 线性 等 不 
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浸 人 也 已 被 研究 过 ， 如 是 ， 与 定向 闭 曲面 土 一 团 区 域 
СЕТЕ EE i АЛЕ E) rh fE $ ti 
Ж. 
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СЯН РРА АБВЕРА. АТ]. — т, 
这 篇 参考 文献 包含 了 比 上 述 正文 中 给 出 的 更 好 的 估 
И. 例如 ， 一 个 C' 类 Riemann 流 形 М* 有 一 个 C' 
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类 (3 << o) ЗИНА: 
# M* 是 紧 的 ， 则 它 可 映 到 E" 0 8 4 BE 
(Ж). Жо 3k(k+9)2; 
若 M* RAE, ЕТК) E" 的 每 个 部 分 
На <3А(Е+ 1) (k+9)/2. 
k ЖЕЙУ C“ АЦА) 有 4 中 
有 关 包 含 向 伦 (上 述 “ 整 体 等 距 设 人 ”的 最 后 一 
节 ) 的 叙说 ， 也 见 [A2]. 
对 于 到 J 的 C' ВА (r23,r=a) 可 以 
用 一 个 同 阶 的 变换 形变 来 联 灰 ， 见 [A3]. 
ЖҮЛ. З А (isometric jmbedding ) 通常 再 
解 作 一 一 的 漫 人 《如同 正文 所 说 ) 并 满足 附加 要 求 ; 
出 单一 浸 人 所 诱导 的 拓扑 重合 于 原来 流 形 ( 涝 入 的 定 
义 域 ) ВТЕ. 
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ЗЕРЕ Ñ [isometric mapping ; изометрическое отобра. 
жение | 

把 度量 空间 4 映 人 度量 空间 B 0424525 2 IEE 
离 不 变 的 映射 f: 若 x, ye A, f(x). f(y)e B, Ml 

р(х, у) = р„(/(х), У) 

等 距 喘 射 是 一 类 特殊 的 单 射 ， 它 实际 上 是 一 个 混入 
(immersion). 车 f( 4) = B， 即 车 了 是 一 一 映射 ， 则 
了 称 为 4 到 吾 的 一 个 等 距 (sometry), А 和 B 称 为 
成 等 蝗 对 应 (isometric correspondence ) Ж ЕЕ М). 
疝 是 同 胚 的 # Ин 4 相间 ， 则 该 等 距 


映射 称 为 4 的 一 个 等 距 变 换 ( sometric transformation) 
或 运动 (motion). ` 
着 度量 空间 A, 和 А, 是 某 折 扑 空 间 B 的 子 集 、 
且 著 存在 一 个 形变 (deformation ) F: 4 一 站， 使 对 每 
个 1,0<<1<1, 下 是 把 4 BË A, 的 等 距 映 射 ， 则 
{4,} 称 为 de 到 A, 的 等 距 形变 ( Ботпешс deformation) . 
实 Banach 空间 的 等 证 是 一 个 仿 射 映 时 ， 这 样 的 线 
ЖЕШ (ЕН ) 等 距 算 子 (isometrie operator) Ж 
现 . М. И. Войцеховский 所 
СФР K Banach 空间 的 等 距 是 仿 射 的 ， 这 一 结论 属 
+ 5. Ulam #9. Мали ([А!]) 
参考 文献 
[At] Mazur, 5. and Шат, S., Sur Кв trarsfonnations 
isométriques despaos wedorids, C R. Acad. Sa. 
Paris, 194 (1932), 946 一 948, 罩 苏 华 ， 胡 师 度 Pe 


等 距 算 子 [Sometric operator ;изометриҷеский оператор | 
ЖОХ, о) 到 底 量 区 间 (7,py) 中 的 -一 个 唤 
ЖО, ВАЙ x ,x eX， 


рех, Xpy Ux, Ох) 


Жі. ШЖ ХАУЗЕН, О(Х)=У. 
并 且 000) =0, 那么 忆 是 一 个 线性 算 子 . 

一 个 等 距 算 季 17 把头 一 对 一 哆 射 到 U (X) E, Br 
以 逆 算 子 О ! 存在， 并 且 也 是 一 个 等 扯 算 子 . 从 某 个 
赋 范 线性 空间 到 另 一 个 的 线性 等 距 算 子 的 此 轿 算 子 也 
是 等 距 的 .把头 映 射 到 整个 了 上 的 线性 等 距 算 子 称 为 
WW (шшагу operator) ,作用 在 Hilbert 空间 日 上 的 
线性 算 子 成 为 西 算 子 的 条 件 是 方程 U*=U йй 
子 的 谱 ( 见 算 子 的 廊 (spectrum of an орегаіог)) ў 
БИЖ Е. РЕ отет 

v=| ed,, 

其 中 {E,} 是 相应 的 单位 分 解 (resolution of the identi- 
1y) - 定义 在 Hilbert 空间 的 一 个 子 空间 上 并 且 在 此 空间 
上 取信 的 等 距 算 子 可 以 延 拓 为 一 个 精算 闻 ， 如 果 它 的 
定义 域 和 值 域 的 直 交 补 有 相同 的 维 数 . 

定义 域 为 D, ена ЯТ 4 联系 一 个 
等 距 算 子 

й,=(А-Пу(А+1у7!, 


称 为 4 的 Cayley 变换 (Cayley transform) . 如 果 4 是 自 
伴 的 ， 那 么 U REM. 

有 有 相同 定义 域 也 的 两 个 等 子 4 各 称 为 度量 相等 
的 (metrically equal)， 如 果 B= 4， 这 里 也 是 一 个 等 
ЯТ. Ет х хер. 3#|Bxl=lAxl. 


ж e ази унта 


这 样 的 算 子 有 许多 共同 的 性 质 . 对 作用 在 Hilbert 5 lil 
上 的 每 一 个 有 界线 性 算 子 4 有 一 个 上 且 仅 有 一 个 正 算 子 
与 它 度量 地 相等 ， 即 出 方 程 B=V44 ”定义 的 算 子 . 
参考 文献 

[1] Ахисзер, Н. И., Глаэман, И.М. Теория линейных oue- 
раторов в гильбертовом пространстве ,2 изд.. M., 1966 
( ЖЖ: АКМерег.М.1.ап4 Glazman , L.M ., Theory of 
lincar орсгаїо on а Hilbert space, Pitman. 1981). 

[2] Плеснер, А, И., Спектральная теория линейных опера. 
торов, М., 1965. 

[31 Mazur, В арӣ Ulam, S., Sur les transformations isomë- 
tiques d'espaccs vectoriels nomes , С. К. Aeadl. Ser. Paris., 
194(1932), 946—948. 
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等 中 曲面 [ isometric suríaces, изометричные поверхно- 
ç] 

Euclid 217% Riemann 空间 中 的 曲面 ， 它 们 的 点 
之 间 存 在 一 一 对 应 ， 使 得 一 曲面 上 的 每 条 可 求 长 曲线 
对 应 于 另 一 曲 阁 上 的 相同 长 度 的 可 求 长 曲线 ， 换 言 
之 ， 等 三 曲面 由 蓝 两 之 间 的 等 距 对 应 ， 即 关于 由 外 转 
空间 的 度量 在 曲面 上 诱导 的 内 在 谋 量 ( 见 内 度量 (in- 
ела] metric )) fJ 38 BE ( НВА} (isometric пир - 
ping) 所 刻画 ,等 距 曲面 的 最 重要 例子 是 由 给 定 曲面 
的 等 距 形变 ( 见 等 距 形 变 {deformation, isometric )) Ж 
得 的 曲面 族 . 

若 一 面 的 等 距 化 合 着 合同 ， 更 确切 地 ， 若 某 类 K 
中 与 一 曲面 F, BEBE Р 都 有 这 样 的 性 质 ， 
使 得 等 距 必 由 赴 国 空间 的 一 个 自 等 星 的 限制 米 宸 示 ， 
则 F 被 说 成 是 在 类 天 中 唯一 确定 的 (uniquely deter - 
mined ) 或 刚性 的 (rigid)， O 

等 距 有 曲面 的 概念 柯 推广 到 度量 空间 及 其 子 集 的 更 
ФАБ. М. И. Войшеховский {Ж 
[ 补 注 】 
参考 文献 

[АТ] Milman, R. S. and Parker, G. D. , Elements of 
‘differential gcometry , Prentice - Hall, 1977, Socts . 4 一 
10. 
[A2] Pogorelov. А. V. , Extrinsic geometry of сопуех sur- 
faces, Алег. Math, Ѕос., 19731 ЖАХ). 
йк й 


同 构 [ isomorphism ; изоморфизм ] 

对 象 之 闻 或 对 象 的 系统 之 间 的 一 种 对 应 (关系 )， 
表示 它们 在 某 种 意义 下 结构 相等 ， 在 任意 的 一 个 范 畸 
(category) 中 ， 一 个 辣 构 是 一 个 可 逆 的 态 射 (rror- 
Phism)， 即 ， 是 一 个 态 射 gp， 对 它 存在 一 个 坊 射 
Ф, фф 与 ро! 都 是 恒 等 态 射 . 

阅 构 的 概念 源 出 于 一 些 具 体 的 代数 系统 (最 初 是 
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群 )， 其 后 以 一 种 自然 的 方式 推广 到 更 广 的 各 类 数学 结 
8. 同 构 条 统 ,“ 恒 等 构造 ”的 古典 例子 是 实效 集 R 
以 如 法 为 其 运算 ， 与 正 实数 集 P DL tiay. 
设 好 与 W 为 两 个 同样 类 型 的 代数 系统 (alpe - 
braic system ) ， 写 成 记号 
[Fiel (РЄ), 

其 中 F, 为 函数 符号 ，ic 天 而 P, 为 谢 词 符号 ，j EJ 

A= «АЦЕ: е), {Р,:еЈр. 

А = (А7 Piie 人 [PsJ)>. 
从 4 到 А7 БМТ (isomorphsm), ЗЕЕ К 
射 ， 是 一 个 从 集合 4 到 集合 4 上 的 一 一 映射 р, 


并 有 性 质 : 对 4 中 所 有 的 а, а, 7, 与 所 有 的 Єл, 
jesJ， 都 有 
(Ра, U, а„уу— Р.(ф(а,), 77, @(a,)) 
Р, (а, 7", а„узеР,(ф(а,), с, ф(а„)). 


М. 9—1 АО гайте, FB DE — 4-5 
(homornorphism ) Ë. 2 —— Bf (белюп). — 
数 系统 到 其 自身 上 的 同 构 称 为 自 疝 构 ， 
同 物 关系 是 自 反 的 、 对 称 的 与 传递 的 ， 即 ， 它 是 
一 个 等 和 价 关系 ， 可 将 任何 集合 分 烈 威 不 相交 的 等 价 类 
一 一 两 两 同 构 的 系统 的 类 . 一 类 代数 系统 ， 其 每 一 系 
统 郑 是 这 种 类 的 并 Сопіт), А ИЙЕ (abs - 
act class) ( 见 代 救 系统 类 ( algebraic system, clas of)). 
О. А, Иванова, Д. М, Смирнов 18 
[ 补 注 】 上 面 中 提 到 的 R 与 己 之 问 的 同 构 可 以 明显 地 
用 指数 映射 或 其 着 ， 对 数 范 数 (jogarithmic function ) 
来 给 出 《 订 见 实 指数 兽 数 ( exponential fmnction real )) . 
参考 文献 
ГАІ] Со, P. M.., Universal aleebra ，Reidcl 191. 
[A2] Adimek , J., Theory of Mathematical sinucture . Rei- 


Ча, 1983 
[АЗ] Mitchell, В., Theory of categories. Асай. Pres. 
1965. ААЖ ж 


同 构 问 题 [isomorphigm problem ; изоморфизма проб - 
лема] 

寻求 一 个 算法 (algorithm) 的 问题 ， 通 过 这 个 算法 
可 以 确定 一 个 给 定 关中 的 任意 两 个 递归 表 出 的 代数 系 
统 《algcbraic system) 是 否 同 构 ， 对 于 一 个 固定 的 代数 
是 寻求 一 个 算法 ， 通 过 这 个 算法 可 以 识别 所 讨论 的 类 
中 的 一 个 递归 表 出 的 代数 是 否 网 构 于 4， 同 构 (Ж 
分 同 构 》 站 题 的 一 个 肖 定 解答 是 由 婆 求 的 一 个 合法 的 
著述 构成 (其 对 应 的 同 构 问 题 可 解 ); 同 构 同 题 的 一 个 
次 定 解答 由 证 明 根 本 没有 要 求 的 算法 存在 构成 ,通常 
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З}ЕР1К@ ЕКПЕ] АНЕ Н Еліс яе ХЕ Ж ЖЛ. 

对 于 很 多 重要 的 代数 系统 类 ， 同 构 问 题 是 不 可 解 
的 ， 在 由 所 有 有 限 表 出 的 半 群 构成 的 类 中 .对 于 一 个 
有 限 表 出 的 半 焙 的 部 分 同 构 问题 的 不 可 解 性 已 在 [2] 
中 证 时 ， 并 品 在 由 所 有 有 限 表 出 的 群 构成 的 类 中 ， 对 
于 -个 有 限 表 出 的 群 的 部 分 同 构 问 题 的 不 可 解 性 已 在 
[1] 中 证 明 ， 可 解 长 度 为 n 的 可 解 群 能 中 ， 出 有 限 个 
生成 元 和 定义 关系 给 定 的 群 的 同 构 癌 题 ， 当 站 艺 7 时 
也 是 木 可 解 的 《[3]). 

固定 表征 的 所 有 有 限 的 有 限 表 出 的 代数 类 以 及 可 
换 群 类 中 的 疝 构 问题 都 基 可 解 钓 ， 

对 于 类 2 的 竺 零 群 以 及 对 于 共有 一 个 定义 关系 的 
群 的 同 构 门 题 帮 还 没有 解决 (1996)， 对 于 群 的 同 构 
问题 与 拓扑 中 的 算法 问题 有 关 . 
参考 文献 

[1] Адян, С, И., «Тр. Моск. матем. об-ваў, 6 
(1957), 231 — 298 

[2] Марков, А. А., Теория алгорифмов, М.- Л.. 1954 
《中 译本 ; А. 人 .马尔 科 夫 ， 算 法 论 (E. T), 科学 
出 版 社 ，1959 ，1960 3). 

[3] Kirkinskii, А. 5. and Remestenmkov, У. N., “The is- 
omorphism problem for solvable groups, Math, Notes . 
18 (1975), 3, 849 — 853 (Mat. Zametki, 18 (1975). 
2, 437 ~ 43). А. Л. Семенов # 卢 景 波 И 


等 周 不 等 式 [isoperimetric ineqtality ; изопериметричес - 
кое неравенство ] { 几何 学 和 物理 学 中 的 у 

涉及 平面 区 域 的 面积 V 和 周 长 下 之 问 的 不 等 式 
їл Р, ЕЕ ШАШ. ЖАИ 
ЖЕЕ ЖЕПК ЖА 4 — ЖШ ЗЕ, (BH 
FILTER EX АЕ Да ӨШ (ЕШ. А ЕД НАШ 
ИШ, ДАЧ, ТКЫ Ж ) 的 估计 也 属于 
等 周 不 等 式 的 一 般 领域 .一 个 精确 的 等 周 不 等 式 等 价 
于 某 一 极 值 问 题 的 解 . 等 界 不 等 式 能 把 两 个 或 更 多 的 
авжеж. 

关于 最 熟知 的 等 周 不 等 式 ， 即 经 典 的 等 周 不 等 式 
和 在 Minkowski 空间 M”, Лобачевский 25 (8) LL"， 球 
血 8” 中 它 的 类 做 式 ， 忆 及 关于 它们 的 改进 ， 见 经 典 
等 周 不 等 式 ( isoperimetric inequality ，classical ) , 

最 简单 图 形 ， 主 要 基 多 边 形 元 素 之 间 的 等 周 不 等 
式 的 范围 广泛 的 概括 能 在 [1] 中 找到 ， 这 类 等 周 不 等 
式 称 为 几何 不 等 式 ( geometric nequalities ) . 

关于 R: 中 人 末 合 的 诸如 体积 v, HS p 和 最 小 
外 切 球 半径 R 等 这 类 参数 之 间 的 初等 不 等 式 ， 见 [2] 
和 [3]. 其 中 有 Young 不 等 式 ( Young inequality ): 


R< л p: 
2n+2 ' 


Gale 不 等 式 (Gale inequality) 


«| мз 1) |», 


这 里 上 是 最 小 外 切 正则 单 形 的 边 的 氏 度 》 Bieberbach 
不 等 式 【Bieberbach inequality ) 
V<2 a VD"; 


Tt Loomis - Whitney 不 等 式 (Loomis -Whitney inequa - 
Шу): 


Vg ñ La 


иш v иаа у 1] тиииш ж 


Descartes 坐标 平面 中 的 第 【个 二 的 投影 的 k ЖИН. 

前 面 三 个 不 等 式 能 推广 到 空间 М", L". S"( 见 [4]， 
[5]). # Bicberbach 的 不 等 式 中， 直径 可 用 平均 宽度 
108 (m [5]. 

与 排列 ( arrangement ) fN R (covering) 问题 相 
联系 ， 对 等 周 不 等 式 作 了 考虑 ， 特 别 是 对 多 面体 ， 连 
同 引入 的 边 数 或 边 长 的 和 等 等 ( 见 [6] ) . 

对 凸 体 ， 很 多 等 周 不 等 式 (包括 经 典 不 等 式 和 主 
曲率 的 对 称 函 数 的 积分 之 间 的 许多 不 等 式 ) 是 复合 对 
象 之 问 不 等 式 的 特殊 情形 〈 兄 混 合体 积 理论 (mixed - 
volume theory ); Minkowski 不 等 式 (Minkowski inequa - 
шу)). 

ЖЛЕ Ж ҖЕ 4 21 ЕЁ i Ж 36 ЖК {А BT ОҢ 
他 参数 的 估计 是 在 几何 学 的 范围 内 出 现 的 - 等 周 不 等 
式 类 被 数学 物理 、 复 变 函 数论 、 Бл. шл 
论 和 变 分 学 丰富 充实 . 显而易见 ，Riemann 几何 学 中 
的 等 周 不 等 式 更 为 复杂 . 

在 数学 物理 中 ， 等 周 不 等 式 (ЖЫШ) 出 
现 于 A. Saint - Venant (1856) 的 文章 中 : 


2zP < 2, 


这 里 р ВНИИ ШВИ: Lord Raykigh 
(1877) ИЖ: 


лаи, 


这 里 A 是 膜 的 基本 频率 面 j 是 Bessel 函数 J (x) 的 
第 一 个 下 根 ; 也 在 Н. Рошсшб (1903) 的 文中 : 
ЗИ 4с, 

这 里 c 是 物体 的 静电 电容 . 在 这 些 不 等 式 中 ， 上 上 分 
别 是 梁 的 模 截 面积 ， 膜 的 面积 利 物 体 的 体积 ， 这 一 类 
的 很 多 结果 在 [7] 和 [8] 中 作 了 概括 ， 对 闭 Riemarm 
ЖОР. Е Laplace 算 子 的 第 一 个 本 征 值 A 的 某 些 估 
让 可 在 [9] 中 找到 . 

在 谤 函 分 忻 中 ， 对 Соболев 空间 的 能 人 算 子 ( 见 


人 嵌入 定理 ( imbedding thcorems )) 的 有 界 性 和 紧 性 条 件 
已 经 借助 于 等 周 不 等 式 ( 使 测度 和 容量 联系 起 来 ) 给 
出 ( 见 [10], 111)). 

例如 ， 当 是非 负 济 度 ，g 之 2, n> 2 m, iF 


(uay “< с[ (vax, 


a 
对 所 有 的 ee C (R) 成 立 ， 当 上 且 仅 当 对 所 有 的 紧 统 
еск" 满足 以 下 的 等 周 不 等 式 : 


BM (е) <c,cap (e). 


这 里 cap( ，) # Wiener 容量 ( 见 容量 (capacity)) . 

对 体积 和 面积 的 等 周 不 等 式 用 以 证 明 线 性 和 拟 线 
性 由 加 型 方程 解 的 先 验 估 计 { 见 [12]，[26] )， 

与 函数 逼近 论 相 联系 对 Minkowski 空间 中 的 凸 体 
出 现 了 特殊 的 等 周 不 等 式 【 见 自 周 长 зог. perimeter ) ; 
宽度 ( width)). 

在 共 形 和 拟 共 形 映射 理论 中 应 用 等 周 不 等 式 是 一 
个 标准 方法 ,下面 的 不 等 式 ( 4) 是 共 形 不 变 的 等 膨 不 
等 式 的 一 个 例子 ， 

包含 子 流 形 平均 曲率 ， 特 别 是 对 极 小 曲面 的 等 同 
不 等 式 在 Pilateau 问题 (Piateau problem) 的 求解 中 起 
重要 作用 . 

止 齐 次 空间 的 Riemann 几何 学 中 ， 经 典 等 周 不 等 
式 的 推广 仅 在 二 维 情况 下 已 经 作 了 详细 的 研究 ， 设 M 
是 单 连 通 紧 二 维 带 边 流 形 及 M 的 积分 曲率 的 正 部 o ' 
A 22, ЖА СА [13]) 


2(2л-0*)У&Р. (1) 


等 周 不 等 式 (1) 也 对 有 界 曲 率 的 二 礁 流 形 ( two -dim - 


cnsional manifok of bounded curvature ) 或 立 ， 它 是 比 
Riemann 流 形 更 一 般 的 流 形 类 型 .对 … 种 非 正则 对 象 
一 一 与 关于 顶点 的 完全 角 为 2x — o * 的 正 圆锥 的 侧 
面 司 构 的 区 域 ，{1) 中 的 等 式 是 可 达 的 .利用 (1)， 
对 在 区 域内 部 、 依 赖 于 F，m ”的 曲线 的 长 虚 和 加 
旋转 能 建立 不 等 式 { 见 曲线 的 卷 绕 {winding of а 
cure). 特别 地 ， 对 浏 地 线 长 度 工 ， 


а о ШЖ o" л; 


Lsn 1 o <Р, 如果 rSot <24. 
等 周 不 等 式 (1) 是 估计 式 
Fit2{m7 —2z2)V tay >0 (2) 


的 特殊 情形 、 这 里 a ДЕЗ, х 是 带 边界 的 紧 区 
域 的 Юшег 示 性 数 (Euler characterstic) , o ' = 
J(K-a)'aV, W K Сац 曲率 (Gaussian curva - 


ISOPERIMETRIC INEQUALITY 195 


lure )， 对 一 个 区 域 边界 的 í 邻 城 的 面积 和 对 从 边界 到 
区 城中 危 点 前 最 大 上 距离 的 估计 式 奖 似 于 (2) (M. 
[14)). 如果 其 面 M Ë R) 中 光 请 子 流 形 ， 则 信 计 式 
(1)，(2) 用 包含 曲面 外 特征 线 的 等 周 不 等 式 来 补 
3. 对 闭 曲 面 下 面 的 精确 的 等 周 不 等 式 从 积分 恒等式 
推出 【( 见 [15]) : 


VS2R° (06 一 下 人 


这 里 灵 是 В тЫ M 前 一 个 球 的 半径 .对 有 边界 
的 曲面 也 已 经 得 到 类 做 的 《但 不 精确 ) 不 等 式 { 见 
116]). 特别 地 ， 对 R" 中 带 边界 长 度 的 单 连通 加 
曲面 : 

VECF, у СР RI, 


+ >= 省 数 > 0， 


如 果皮 代 w * 考虑 正 外 曲率 一 局 部 支撑 平面 集合 中 
的 一 个 测度 ， 上 面 提 到 的 诸 不 等 式 对 R" (п®2) 中 
一 般 ( 非 正则 ) 曲面 仍 保持 正确 ( 2 [16]) . 

对 一 个 维 Riemann 空间 и", ара 
59 ЙА Ж (sectional curvature ) 或 Ricc 曲率 【Ricci 
curvature) 的 单 侧 界 相 联 系 ， 最 简单 的 是 V" 中 半径 
为 上 的 球 的 体积 V (r) 的 界 用 常 曲率 K 的 完全 单 连 
通 遇 面 中 间 样 半径 的 球 的 体积 v{5， K) 来 表示 : 

yl) sv, K), (3) 


ЖЕ (п-1)К Ж V" 中 Ricci 380538 5 8; ШЖ 
K>0, ИНЖ ету СЯ (17р). 对 V" 的 p 
(0 < p <n) 维 子 流 形 的 管状 г, Жина 
等 式 成 立 ，y” 中 截 曲 率 的 最 小 值 种子 流 形 的 法 曲率 的 
最 大 值 都 参加 到 这 样 一 个 等 膨 不 等 式 中 (取代 Ricci 
Юж) 《 见 [18] )， 

如 果 截 曲率 的 最 小 上 界 K л р, ИРТИК 
职 了 被 尼 界 于 下 ( 见 [19]) .以 下 的 线性 等 周 不 等 
式 对 完全 单 连通 的 V” 中 的 区 域 М 成 立 : 


(а—1)/-К УЖЕ, 


ЖШ F 是 М 的 边界 的 {a ~ 1) 维 面 积 ， 而 且 也 有 
等 周 不 等 式 
Ие < c(n)F, 
c(n) 的 精确 值 还 不 知道 
在 有 负 曲 率 的 空间 中 ， 对 汉 区 域 的 很 多 估计 已 经 


得 到 ， 它 们 推广 了 R" 中 对 凸 体 的 等 周 不 等 式 { 见 
[20], [21]). 这 样 ， 


n j F< VF, 


这 里 + 是 从 边界 到 МОМ АА ЕЖЕ. 如 果 M 中 
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ВИЕНА K 是 正 的 ， 则 r K di < a, Н 
左边 的 不 等 式 可 以 加 强 : 

sn" IVK «У. 
ЖХ rH <F Wi, ЖЕ H 是 积分 平均 曲率 
( mean curvature }， 下 面 的 等 周 不 等 式 在 三 维 情形 下 
成 立 : 


2луг&Н+о, 


这 里 x М 的 边界 的 Euler 示 性 数 , 而 ОЖ M 的 
积分 标量 曲率 ( scalar curvature ) . 
ЖЕЙЛИ, ШЕЙ ЕМ. ИИ 
连通 曲面 ， 面 积 可 以 借助 于 不 同 伦 于 零 的 最 短 闭路 的 
КЁ 生来 界 于 下 : 
дс) «У. (4) 


СО) МИ (= /3 /2) 和 射影 平面 
(=2/x) 是 已 知 的 .不等式 (4) 是 以 下 的 关于 不 同 
伦 于 零 的 闭路 族 的 极 值 长 硒 1。 的 等 周 不 等 式 ( 见 
[22]): 


¿< (x) (47 
ШЕ 
对 >2 的 "的 类 似 不 等 式 问题 在 [22] 中 作 
了 讨论 ， ШЖ M 基带 有 为 度量 g 的 拓扑 п 维 立方 
体 ， 则 它 的 n 维 体积 满足 不 等 式 
и>: 


这 里 g, 是 第 i 对 相对 的 (n 一 1) # EL 2 АЖЕ 9 
下 的 距离 ， 更 多 的 纲 节 见 [24], [25]. 

在 极 小 淹 面 和 与 它们 相像 的 草 面 理论 中 ， 很 多 等 
周 不 等 式 已 经 得 到 ， 它 们 不 但 对 Е" 中 光滑 К 维 子 流 
Ж (n 2k 2). 而且 也 对 更 一 般 的 & 维 " 膜 ” 
СЖ, аи арар дет. ДНЕ. лк 
|26]. [23] 中 ， 建 立 了 以 下 的 不 等 式 ; 


VS<SC(k)(F+ Нуе. (5) 


这 里 РИ (Е 1) 面积 而 H 是 膜 的 平均 曲 
Ж h 的 模 的 积分 ШЖ А-2, Шо xx = 2 一 
тах|д| бат H > 0 时 ， 下 面 的 等 周 不 等 式 成 立 : 


AaVS(1- a) P: 


按 早 证 明 方法 和 应 用 ， 关 于 一 个 类 腊 M Бзр 
为 + 中 心 在 рем 的 球 的 交 的 体积 V (t) 的 下 界 的 估 
计 ， 属 于 型 (5) 的 不 等 式 类 ， 这样 ， 对 一 个 极 小 测 面 
М, @# 7б V (0) 对 所 有 的 r< 4(х, OM) 递增 . 
对 У" ГЫЙ (以 及 对 在 假设 Ар 常数 下 的 膜 ) 
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经 典 等 周 不 等 式 [isoperimetric inequality , classical ; изо - 
пернметрическое неравенство классическое } 

Euclid 空间 В" (а 2 2) 中 某 一 区 域 的 体积 v У 
构成 该 区 域 边界 的 n— 1 维 超 曲面 面积 正之 间 的 不 
等 式 : 


пэл! Р", 


其 中 v, п 维 单 位 球 的 体积 . 等 式 私 当 该 区 域 为 球 
体 时 才 成 立 ， 经 典 等 周 不 等 式 提供 了 等 周 问题 ( aopcri- 
metric problem ) 的 一 个 解 . n = 2,3 情形 下 的 经 典 等 周 
不 等 式 在 古代 已 为 人 所 知 ， 经 典 等 周 不 等 式 的 严格 证 
明 在 n 二 2 时 由 下 .Edler + 1882 年 给 出 ，n = 3 时 用 
H. А. Schwaz 于 1890 28 B. n22 时 由 JL. A 
Люстерник 于 1935 年 ，E .Schmidt + 1939 年 给 出 
(B.[1].[2],.13]). 

尽管 在 二 维 时 经 典 等 周 不 等 式 有 多 种 证 车 ( 见 
14), 但 当 n > 2 时 ， 所 知 的 证 明 方法 却 具 有 两 个 . 
其 一 是 J.Steiner 提出 的 对 称 化 方法 .利用 该 方法 ，Sch - 
тй 得 到 了 经 典 等 周 不 等 式 (以 及 Brunn -Minkowski 


不 等 式 ) 在 球 型 和 双 曲 型 n 维 空 间 的 类 似 不 等 式 ([ 5]). 


第 二 种 证 法 将 经 典 等 周 不 等 式 转化 为 一 个 Bmunn -Min - 
kowski 不 等 式 (Ж Brmm-Minkowsd 定理 (Brunn- 
Minkowski theorem )) 并 利用 体积 的 比例 除法 ， 苯 特 这 
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一 证 法 可 以 自然 地 得 到 一 个 更 一 般 的 不 等 式 
пту '(AYyV(B)SF'(A,B), (+) 


它 对 于 两 集合 А,В 的 体积 V(A) V (B) 以 及 集合 
4 相对 于 集合 B É) Minkowski 面积 F(4 ,3) 成 立 ， 
不 等 式 (=) 可 省 作 是 Minkowski 空间 的 经 典 等 周 不 
等 式 ; 对 于 一 个 固定 的 Minkowski 球 B， 一 般 来 潮 ， 
使 得 等 号 成 立 的 同体 4 并 不 唯一 ， 而 且 它 们 也 不 同 
+” ([6]). 

经 典 等 周 不 等 式 有 种 种 推广 . 在 这 些 推广 中 ， 人 
们 不 是 考 卉 那些 具有 逐 段 光滑 边界 的 区 域 ， 而 是 考 虚 
更 为 广泛 的 集合 类 ， 并 且 在 更 广 证 的 意义 下 来 考虑 边 
界 的 面积 (Minkowski 面积 ，Lebesgue 面积 ， 集合 的 
Caccioppoli -De Giorgi 周 长 ( perimeter ), 或 者 流 的 质 
8. 见 [7], [8]). 经 典 等 周 不 等 式 在 这 些 情况 下 仍然 
成 立 , 另外 ,对 于 自 相 交 的 超出 面 以 及 相应 的 有 向 体积 ， 
该 不 等 式 也 成 立 ( 见 [9]), 这 些 推广 可 以 通过 在 不 同 收 
伍 意 义 下 歌 极 限 的 方法 从 经 典 等 周 不 等 式 得 到 . 

对 十 等 周 差 Fr пту, у"! Шара 天 " Е. 
知 的 估计 是 对 经 典 等 膨 不 等 式 的 加 强 〔 见 [2]). 其 中 的 
一 些 估 计 是 对 具有 特殊 形状 的 集合 ， 首 先是 巴 集 (convex 
set) 和 多 面体 而 做 的 { 见 [10]), 这 方面 的 一 个 例子 是 
平面 图 形 的 Bonnesen 不 等 式 ( Bonnesen inequality ): 


F'-4zV 2 (F—4nr), 
其 中 r 是 该 图 形 的 最 大 内 切 圆 半径， 以 及 该 不 等 式 对 
于 R” 中 同体 的 推广 ( 见 [11]} 
ЕТА В) = пие yA (В) 2 
2[F(A,B)- n"e Dy (BY р. 


这 里 q= max (ААВ ЖА 4 中 } ,两 个 凸 体 的 相对 
等 周 差 ， 
ЕА, Ву пу") (В) 


可 用 来 衡量 它们 之 间 的 非 位 似 程 度 《( 见 [12]). 例如 ， 
它 可 用 来 证 明 Minkowski 问题 ( Minkowski problem ) 
中 的 稳定 性 定理 (А [13]). 关于 经 典 等 周 不 等 式 在 变 
曲率 空间 的 推广 以 及 相关 的 不 等 式 ， 见 等 周 不 等 式 
【aoperimelri inequality ). 
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Ю. Д. Бураго # 
ПЗП зї 4 关于 凸 集 B 的 Minkowski 面积 (Mi- 
nkowski деа) (А,В) 定义 如 下 . 2 H,(u) 5 В 
支撑 画 教 (support function), 即 对 R° 中 每 个 向 量 
4X 二 于 (UU) 定义 了 一 个 B 的 支 绊 平面 ,使 得 向 
Ж uw 所 指向 的 那个 开 半 空间 内 不 含 B 中 前 点 ， 因 而 对 
所 有 хєВ, у tx, 所 H (u 等 号 至 少 对 B 中 一 个 点 
成 立 ) .4 相对 于 B 的 Minkowski 面积 现在 定义 为 
F(A,D)= | н,{и)45, 
ї 
eh S Ж 4 的 边界 ， 该 面积 也 等 于 x 售 的 混合 体积 
V(A,B,…,B)((n 一 1) 个 В). Ж п Мяу 
合体 积 V(A4,，… ,4.) 定义 为 多 项 式 VOA A, t U + 
LA, дл, 的 系数 . 
参考 文献 
[A1] Bonnesen , Т. and Fenchel ，W ., Theorie der konvexen 
Кёгрег, Chelsea , mprint. 1948, Sets. 15, 29, 31, 
з 成 жж 


等 周 问题 isoperimetric problem ; нзопериметрическая 
задача} 


经 典 变 分 学 中 基本 问题 之 一 . S Ps Ri а 


1(у)= фло, у, у')4х 


在 形式 为 


(= | ro， y, y')dx = с, 


fo RXR'XR'—R.i= 1, m 


的 约束 种 一 定 的 边界 条 件 下 的 极 小 值 . 
当 引 进 满足 微分 方程 


Eh) 6-1, m 
ШШЕ а 
2,(х1)= 0. zx) =, {= 1,77, т 


的 新 变数 с, Ч, ЗЈН ТАМЕ АЎ Lagrange 问题 (Lag - 
апре problem )， ЯНЕ & Eh 0 ЗЕ # g s 
Lagrange 函数 ( Lagrange function ) 
Мх ps ys А тА) АЈ р.у) 
有 关 的 变 分 学 中 最 简单 问题 有 同样 的 形式 ， 
“等 周 问题 ”的 名 称 可 追溯 到 下 面 的 经 典 问题 : 
在 平 而 上 所 有 具有 给 定 周 长 的 曲线 中 ， 求 国 成 最 大 醒 
积 的 一 条 助 线 . 
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[1] Bhss. G. A., Lecturs on the calculus of variations . 
Chicago Uruv , Press , 1947 
[2] Цлаф, Л. Я., Вариационное псчисление и интегра - 
льныс уравнения, 2 изд, M., 1970. 
13] Лаврентьев, М. А., Люстерник. Л. Л., Курс 
вариационного исчисления, 2 изд., М.- Л., 1950 
( 中 译本 : M. A. BOM ODA, Л. A， 图 斯 切 尔 
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И. Б. Вапварский Ж 
【 补 注 】 如 上 所 述 ， 原 始 等 周 问题 是 求 有 最 大 面积 和 
给 定 周 长 的 几何 图 形 的 问题 ， 即 这 问题 是 求 函数 
у(х), у(х), 使 得 


Гах 


ял. ийе 
P 
[YO TO dx =, 


这 里 1 是 一 给 定常 数 . 
参考 文献 
[ А1] Ев ос, L. E. ГЬ. Е. El'sgol ts ] , Calculus of varia- 
tions, Pergarnon , 1961 ( #82 ) ( 中 译本 : ЖЖ! 
ЖТК, ЕЛА. ФЕНДИН. 1960). 
BB W анк 校 


等 温 坐 标 [isothermal coordinates; изотермические ko- 
ординаты ] 


二 维 Riemann 空间 的 坐标 ， 在 此 坐标 下 线束 的 学 


力 有 如 ~ 形式: 
4з® = (E. р) (dil +4). 

ЖЕЙ ЛАК Т ЯЕ Riemann 波形 到 平面 的 共 形 
映射 .在 二 维 正则 流 形 的 紧 区 域 上 总 可 以 引信 等 混 举 
标 ， 等 温 坐 慰 下 Gauss 曲率 可 用 下 列 公式 计算 : 

_ АША 
k n 
其 中 A Ж Тайае 算 子 (Laplace operator). 

在 二 维 伪 Riemann ЗН р ЕЭ Шәй; 此 时 

线 素 的 半 方 有 如 下 形式 : 
аз (0 


这 里 ， 经 党 采用 的 是 与 等 过 坐标 自然 关联 的 坐 祭 上，v， 
使 得 线索 的 半 方 有 如 下 形式 : 


45% = (a, у)4нйү. 


在 这 种 情况 下 阳线 1 = 常数 和 v = ЖЕШ 
Ж, 3EB BI n, э 称 为 迷 向 的 (sotropic)， 迷 向 
坐标 广泛 应 用 于 广义 相对 论 中 ” A. Д. Сокол Ж 
[ 补 注 ] 
参考 文献 


[AL] Blaschke, М. & еюм, K.. Elementare Differ- 


entialgeomeirie . Spnnger ,1973 . 
[ 洋 注 】 二 维 Riemam 流 形 上 局 部 等 温 坐标 存在 性 的 
一 个 初等 证 明 可 见 [B1]， 关 于 开 区 域 上 等 温 坐 标的 存 
在 性 见 [B2]， 等 温 坐 标的 优越 性 之 一 是 藉以 在 有 疝 一 
维 流 形 上 建立 复 结 构 . 事实 上 ， 若 设 ¿, „ 是 与 定向 
相同 的 等 衣 坐 标 ， 令 =“ + Ту, а 
变换 时 ， 复 坐标 z 按 全 纯 函 数 关系 进行 变 搞 ， 日 线 素 
平方 可 化 为 


ds дай)? 
到 复 形式 g = VI ds， 就 有 
ds og. 
见 [B2]. 
参考 文献 


[Bl] Chem, S. S., Ап dlementary proof of the existence 
оГ isothermal parameters оп а эшіасе, Рис. А. М 
5.6 (1955), 771 — 782 

«1821 Chem, S. S., Hartman, P. and Wintner, А.. Оп 
isothemmie coordinats ， Comm. Math. Нер., 28 
(1954), 301 — 309. й-5 ж 


等 温 网 [isothenmal пес; изотермнческай сеть] 
== Eucilid 空间 中 出面 2 上 的 正 交 网 ， 在 此 网 
下 由 不 同族 的 两 对 时 线 织 成 的 小 四 边 洪 在 一 和 阶 无 穷 小 
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其 范围 内 是 正方 的 . ФАШ ЖЕШ Б ЖЕРГ ЛТ ЖИЙ ПИ Ж 
数 的 等 高 线 . 在 等 温 网 的 参数 下 ， 线 素 有 如 下 形式 


Ce 


ЖЕ деди. 0). ЭШ ЕЁ ЕШ (rhombic net) 
ФПЖ. АЕ ЕРЕН АТ Е, ЗАР ЦЯ ДА АШ 
М; ЖЕЛШЩ ЕЛЕЙ (asymptotic пег) ЖЕ КІ. 

B. T. Базылев 8 
{ 补 注 】 ЯКУ ША} (isothermal coondinates ) 种 那 
里 给 出 的 矢 考 文献 . ид ж 


等 温 曲面 [isothermal smface; азотермнческая повер 
хноеть ] 
其 遇 率 线 构 成 等 温 网 { sothermal пес) 的 曲面. 例 
如， 二 次 曲 南 ， 旋 转 曲 面 ， 常 平均 曲率 曲面 ， 特 别 基 
慨 小 遇 面 ， 都 是 等 浊 曲 面 ( 见 二 次 曲面 (quadric ); АФ 
转 曲面 (rotation surface ); 极 小 曲面 (minimal sur- 
їнсе)). 出 面 为 等 温 的 不 变 蕉 则 是 脂 率 线 网 的 UeG.nnes 
刁 量 为 宰 度 向量 ， 对 于 一 等 温 曲 面 ， 可 定义 荔 一 等 湿 
曲面 ， 它 最 多 差 一 相似 与 原 曲面 成 共 形 Peterson 对 应 
(Pelerson coresponderce ). 空间 的 反 演 (inversion) 
保持 等 温 曲 面 类 不 变 . И. X. Сабитоь # 
[ 补 六 3 
参考 文献 
TAL] Darboux, С., Legons sur la théoric générale des sur - 
{сез ct ses applications géométrigucs du calcul infinite - 
Simal . 2，Gauthicr - Villas , 1887, Chapt , YL, 42917. 
[А2] do Сато, М.. DfTerential geometry of curves and 
sufaees, Prentice-Hall. 1976 ( 中 译本 ; M. +} 
模 ， 曲 线 和 曲面 的 微分 儿 何 党， 上海 科 学 技术 出 版 
+. 1988). 
[АЗ] Spivak, M ., А comprehensive introduction to differ- 
ential рсопкиу, 5, Publish or Perish, 1975. 
沈 一 兵 译 


保 序 映射 [isotone mapping ; изотонное отображенне ] 
偏 序 集 4 ИВЕ В 中 的 保持 序 的 单 值 耽 射 9. 
保 序 映 射 起 着 偏 序 集 (看 成 具有 单一 关系 的 代数 系统 
( algebraic system)) 的 同 态 的 作用 . 保 序 喘 射 也 称 为 单 
ШЇ (monotone mapping). О.А. Иһанова JÉ 
【 补 注 】 这 样 的 映射 也 称 为 增 的 (increasing ) 或 保 序 的 
{order-presening ). 术 语 “ 单 润 ” 一 般 地 指 或 者 保 序 的 
或 者 反 序 的 一 个 映射 ( 见 反 序 映射 ( antitone mapping )). 
SEP ЖЕЗ ЖЧ 


ЕЗЙ [isotopy; изотопиа], X80638 
定义 在 给 定 集合 G 上 所 有 广 群 (groupoid ) 的 类 
问 的 一 种 关系 . 即 G ЕИ ЕЙ УЖ 


200 ISOTOPY(IN TOPOLOGY ) 


(jsotopic )， 如 果 存 在 G 的 置换 р. с À = 使 得 对 任 
Жа, psG 有 


sop 一 (an ba)a, 


Жр. 和。 表示 这 两 个 广 群 的 运算 . ВЖЖ С 
上 多 二 元 运算 是 等 价 关 系 ， 定 义 在 同一 集合 上 的 两 个 
二 元 运算 的 同 物 是 同 痕 的 特殊 悄 况 (p= 2 = <). 

一 个 同 雯 称 为 主 (ргілсіраі) А11, & < 是 恒 等 置 换 . 

ТАТРИ ВЕ (quasi -group ) 的 族群 本 身 是 拟 群 ， 拟 群 党 
PIR ЖТ AHB (loop) (Абел 定理 { Albert theo - 
rem)) .如 果 某 个 么 报 群 (特别 地 ， 基 个 群 Bak 
个 群 ， 旭 它们 同 物 ， 若 有 单位 元 的 某 个 广 群 司 痕 于 半 
ЖЕ (semi-group )， 则 它们 则 构 ， 即 它们 都 是 太 单 位 元 
的 半 群 . 


参考 文献 
[1] Курош, А, Г., Общая алгебра, М., 1974 (3% 
Ж: Kurosh, А. б.. Lectures оп вепегі algcbra, 


Chelsea , 1963). 
【 补 注 ] 
参考 文献 
[Al] Buck, К. H., А survey of binary systems, Springer , 
1971. 石生 明 Ж ида 校 


同 痕 (拓扑 学 中 的 [isotopy (in topology ); изотопия ], 
ЖЕФ 

拓扑 空间 X 关于 拓扑 空间 Y 的 一 个 同 伦 (homo- 
юру): Х- 了 ( 这 里 且 哄 穿 整 篇 文章 中 ，te[0,1] 
= D, 使 得 对 每 个 1. 映射 J 是 区 到 Y 的 一 个 子 集 
上 的 同 胚 ( homeomorphim). 等 价 地 ， 闻 痕 是 纤维 状 连 
В уге Yx IL, 使 得 了 将 纤维 X x: Fl 
胚 地 映射 到 纤维 Y x t 的 一 个 子 集 上 . 对 使 每 个 + 有 
所 (7) = 了 的 同 疗 F,:Y -> 了 , 称 为 空间 Y й 
(isotopy of the space ). ` 

— FE ЛОХ Y ЛИДЕН (covering boto- 
Py) 或 包 络 同 六 (enveloping jotopy)) 理解 为 同 痕 F,: 
X +Y Ñ ЕД =. ХАУКАЛ: 
Х — 了 称 作 同 痕 的 isotopic)、 如 果 存在 一 个 入 共同 痕 
сүс Y, ЎВА F,=id,F, (f, (X) = f, (Х). 
两 个 空间 X,Y 称 为 网 痕 等 价 的 (isotopy equivalent ), 
ШЕТЕША f: 义 一 Y ü g: 了 -多 使 得 复合 go 
fiX 一 XX 和 fog:Y -> Y БИТИНЕ. ШЫ 
等 价 的 空间 也 称 为 有 相同 的 同 交 型 (Botopy type) ( 相 
似 于 同 伦 型 ) 的 空间 ， 如 果 两 个 空间 是 同 胚 的 ， 那 
么 ， 它 们 是 癌 痕 等 价 的 ; 然而 ， 存 在 有 相同 同 痕 型 的 
ЖИЕ I, I, — п 维 球 和 将 这 同一 球 炳 上 
一 直线 段 (在 它 的 端点 处 )， 任 何 一 个 同 伦 不 变量 是 同 
痕 不 变量 ， 但 是 存在 同 痕 不 变量 不 是 同 伦 不 变量 ， 例 
如 维 数 


同 痕 理论 中 的 基本 问题 是 同 瘦 扩 张 问题 【isolopy 
extension problem), HN — А S f PJ у, 的 同 痕 
F, 的 扩张 问题 А 6 — ТАЕ М 5 4 
系 的 一 般 问 题 一 样 ， 这 个 问题 是 在 拓扑 流 形 的 范畴 和 
分 片 线性 或 微分 流 形 的 闻 范 畴 中 最 经 常 被 考 虐 的. 

流 形 М“ 关于 流 形 M'(k S n) 的 拓扑 同 痕 f, 可 
PL ЕЛНИ В: Е: М" 一 1M"， 当 且 仅 当 相 应 的 
FERIA. /ОМ* x [a, b]) = M” x 了 是 局 部 平坦 的 
( 见 局 部 平坦 嵌入 【locally fat imbedding)); 这 里 和 a,b] 
Ж (0,1) ТКН. ШЖ n- k 2 Ë n 4, ЛН 
ЕЈ, АРЕ F, ИИЙ. ПА ЛСМ с М" 对 任 
I !e[0,1] 是 局 部 平坦 的 . 在 余 维 数 为 2 时 这 不 真 
(例如 pt Ф Б ә, Ш, ХВИ 
痕 的 存在 性 ， 加 上 一 个 同 伦 假设 是 必要 的 . 对 
2 一 大 天 2， 充分 地 ， 局 部 闭 平坦 嵌 人 是 同 痕 . 

分 片 线性 同 关 的 存在 性 定理 在 一 般 情形 中 用 类 似 
的 方式 叙述 (在 相应 的 纤维 状 谋 人 在 分 片 线性 意义 下 
是 局部 平坦 的 自然 条 件 下 )， 著 一 之 3, 则 分 片 线 
性 同 痕 总 能 被 扩张 ， 因 为 在 这 些 余 维 数 中 ， 分 片 线性 
嵌 人 在 分 片 线性 意义 下 是 局 部 平坦 的 . 对 站 一 天 一 2 
或 1, 必须 加 上 假设 : ВА (Мк) = М" 在 分 片 线性 
意义 下 是 局 部 平坦 的 ， 因 为 在 这 些 余 维 数 中 ， 分 片 线 
性 黎 人 不 必 是 局 部 平坦 的 ， 甚 至 在 拓扑 的 意义 下 ， 
例如 ， 在 纽 结 上 的 一 个 锥 ， 

一 个 可 向 同 痕 总 可 以 扩张 成 一 个 可 微 的 窗 受 同 
JE. 

寻找 流 形 МАЕ М" АКИТА 
阿 题 只 有 几 个 特殊 的 情形 得 到 了 解决 ， 因 此， 对 
п-&®3 或 者 n- k= 1,074, 球面 St 59 的 每 个 
局 部 平坦 ( 在 拓 外 的 意义 下 ) 嵌 人 同 痕 于 标准 球面 ， 而 
ШЖ и-к=2,н 4, 则 S° 中 的 局 部 平坦 球面 8 
МЭЙ НЕКИ, ВХ ЧАРАК S"\S" ”有 图 的 同 伦 
Ж (Stallings -Brown 定理 (Stalling -Brown theorem)) . 
在 余 维 数 2 中 ， 可 以 存在 非 同 痕 组 结 ， 用 完全 同样 的 
方法 ， 可 以 说 明 在 分 片 线性 球面 的 分 片 线性 同 痕 {不 
打 结 性 ) 上 的 Zeeman -Staltings 定理 ( Zeeman -Stallings 
teorem) НЕ 

分 片 线 性 同 痕 的 不 变量 优 于 拓扑 同 痕 的 不 变 基 . 
Hk, 57 的 任何 一 个 同 胚 到 恒 同 的 拓扑 同 痕 的 问题 当 
пз 4 时 在 肯定 意义 下 己 经 解决 ， 在 抽样 的 限制 下 ， 球 
Щ 5" 到 它 自身 的 任何 两 个 保持 定向 的 同 肛 的 同 痕 已 经 
被 证 明 . 在 分 片 线性 倩 形 中 ， 这 些 陈述 可 以 用 初等 的 
方法 没有 任何 限制 地 证 明 . 充分 地 ， 拓 扑 流 形 到 它 自 
身上 的 闭 同 凸 基 同 痕 的 ， 另 一 方面 ， 存 在 分 片 线 性 流 
形 的 任意 闭 的 分 片 线 性 非 同 痕 的 分 片 线性 同 脖 ， 例 如 
n 2 5 的 n ТЮ ЈЕ. 

与 拓扑 和 分 片 线性 的 情形 形成 对 轩 ， 一 个 n 球面 


ЗГЕ B РОНА ЧАМА ЕЛ fE PR Apin]. 对 
Ф окп, 球面 St 到 $S" рК A М АЕ Р 26 
详细 地 研究 过 . 如 果 k >п 一 3, 那么 存在 一 个 拓扑 空 
间 C,.q =n 一 上 ,使 得 同 伦 群 x. (C,) 是 与 S 到 5" 
中 的 恋人 类 一 一 对 应 的 .这 里 , 对 < 2g -3,л,(С,) 
= 0, 而 z - 1 (C,) 是 Z З Z, BT 4 是 个 数 
ЖЕЗ. ЭКЮ. АЛЕ S" 中 的 标准 k 球面 St, я] 
k<n-— 一 3 能 在 可 微 意义 下 纽 结 . БУ. ИВА 
5S* $",5* 不 可 微 同 痕 于 标准 媒人 ， 这 些 纽 结 称 为 
Haefliger 纽 结 ( Hacfliger knots). 如 果 k = n 2, ЯВА 
可 微 组 结 9”?*c S" 可 以 在 拓扑 意义 下 纽 结 ;更 进 一 
步 ， 存 在 比 拓扑 或 分 片 线性 更 多 的 值得 考虑 的 ， 对 于 
奇数 n, 它们 完 件 作 了 了 分类. ШЖ кен l,n4, 
则 任何 可 微 嵌入 S" с" ТАНЕ А. 
存在 S" 型 它 自身 触 不 同 痕 子 恒 同 的 微分 同 胚 这 
个 事实 导致 了 在 维 数 n + 1 е ЕЗ 
的 存在 性 . 虽然 每 一 个 S"'(n # 4) 到 它 自身 的 同 胚 能 
出 微分 同 胚 逼近 ， 人 世 不 龙 球 面 的 所 有 闭 微分 同 胚 都 是 
可 微 同 痕 ， 即 一 个 球面 到 它 自身 的 微分 同 胚 可 以 通过 
无 穷 小 的 扰动 变 成 一 个 不 同 彰 于 它 的 同 胚 . 
参考 文献 
[1] Келдыш, Л. В., Tomomonmeecue вложений в ёвкли- 
дово пространство, М., 1966(Тр. Матем. ин -Ta АН 
СССР 81), (Keldysh, L. , У., Topological imbeddings 
іп Eudidean space, Proc, Steklou іам. Math., 81 
(1968).) 
[2] Rourkc С. and Sanderson, B ., Introduction to piecewi- 
se ~ lincar topology. Springer, 1972. 
[3] Новиков, C. H., & Изв, АН СССР, Сер, матем. }, 
29 (1965), 1, 71 一 由 
14] Чернавсний, А. B., 
307 — 356 
[5] Rushing , T ., Topological embeddings , Acad . Press , 1973. 
[6] Sicbenmann, 1, С ала Kirby, R. C., Foundational 
=ssays on topologicil manifolds , smoothings , and triang- 


« Матем сб, 79 (1990), 3, 


ulations, Princeton Univ. Press , 1977. 
M.A. Штанько 摆 


[ 补 注 】 同 痕 在 无 穷 维 的 拓扑 中 也 是 很 重要 的 ( 见 无 窗 
维 空间 (infinite -dimensional space)). 例如 , 如果 x 和 了 
是 Hibert 立方 体 ( Hilbert cube)@ 中 的 点 ， 那 么 ， 存 
在 一 个 同 痕 F: Q xI 一 Q 86 РС, 0) = Hl 
F(x,1)=y. 
参考 文献 
ГАШ Mill, J, ап, Infinedimensional topology, prerequis- 
ites and introduction , North - Holland , 1988. 
WO ж 
迷 向 向 量 [isotropic vector ; изотролный вектор ] 
正 交 于 自 党 的 非 零 向 量 . 设 五 是 实数 域 或 复数 域 
上 的 向 量 空间 (vector space), # @ 是 ExEE 上 具有 符 
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š (signature) (р, 4) (pz0,4 天 0) 的 非 退 化 双 线 性 型 
(bilinear form) ， 这 时 。 迷 向 向 量 [sotropic vector) 是 
满足 中 (x 一 0 的 非 零 向量 хе Е. 有 时 说 迷 向 向 最 有 
堆 长 度 ( 或 范 数 ) . 所 有 迷 向 向 量 的 集合 称 为 迷 向 锥 
{isotropic cone) ， 一 个 子 空间 VcE 称 为 迷 向 的 (sotro- 
рі). ВЯ МАЕ ЯЕ ze Es V (DJ ФА] 
Ух УШЕН ЕЛЕЙ: УП {0р ,向 量子 空间 六 
ЖО Ф: ПЕ (totally isotropic)， 如 果 它 的 所 有 向 量 均 
为 迷 向 向 量 ， 

在 字 审 的 相对 论 解 释 中 ， 时 空 (space -time) 局 部 
地 看 做 带 有 符号 差 43, 1) 的 双 线 性 型 的 四 维 向 量 空 
间 ， 光 子 的 轨道 均 为 迷 向 直线 ， 而 迷 向 锥 丈 为 光 锥 
(light cone) . А.Б Иванов j⁄ БАТ ЕЯ 


Ж 线 汇 [isohopy congrence; изотропная конгру- 
энция} 
共有 不 定 主 曲面 的 线 汇 ( congruence of lines) - 
W— W 


过 向 群 [isotropy group; мзотропян группа} 
作用 在 集合 М 二 的 作为 变换 群 的 已 给 群 G 的 保 
持 点 x 不 动 的 元 束 组 成 的 集合 6,. 这 个 集合 实际 
上 是 G 的 子 群 ， 并 县 称 为 点 x 的 迷 向 群 (isotropy 
group). 下 列 术语 在 同一 个 意义 下 使 用 : За (sta- 
tionary subgruup ), 稳定 化 子 【stubilizer )， G 中 心 化 子 
(G-centralizer ). 如 果 М 是 -Hausdorf 5 (8, С 是 连 
续 作用 在 M 上 的 拓扑 群 ， 则 G, 是 闭 子 群 . 更 进 一 
ж, 如 果 M 和 G 是 局 部 紧 的 ，G 有 可 数 基 ， 并 可 迁 
地 作用 在 М 上 ， 那 么 存在 从 М 到 商 空间 G/H Ж 
ЮА, ДН 是 迷 向 群 之 一 ; 所 有 的 G， xs M, 
МЕТ H. 
设 МАЖЕ. С 是 光滑 作用 在 M 上 的 一 
个 Lie 群 ， 则 点 хем 的 迷 向 群 G. 诱导 了 切 空 间 
T, (M) 的 线性 变换 的 群 ; 后 者 称 作 x 处 的 线性 迷 向 
Ж (шег isotropy group ) 在 通过 点 x 处 的 高 阶 的 切 
空间 上 ， 可 以 得 到 相应 的 高 阶 的 切 从 的 构造 群 中 的 迷 向 
群 的 自然 才 示 } 它们 称 为 高 阶 迷 向 群 【higherorder isot- 
гору groups){ 也 见 迷 向 囊 示 ( sotropy representation )). 
参考 文 也 
TH] Понгрягин, Л.С., Непрерывные грушы, 3 яэд..М., 
1973 ( 英 译本 : Pontryagin ,上 - S .. Topologial groups , 
Рїпойоп Univ . Press , 1958). 
[2] Helgason, S., Differential geometry , Lie groups, and 
symmetric spaces , Асой. Pres 1978. 
[3] Sulanke, R. and Wintgen. Р.. Diffewentialgeometrie 
und Faserbindel , Deutsch , Verlag Wissenschaft ,, 1972. 
Ю.Г. Лумисте Ж Е 译 


迷 向 表示 [isotropy representation ; нзотропни представ - 
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ление ] 

基础 流 版 的 切 空间 中 可 微 变换 群 的 迷 向 群 { sotropy 
group) 的 性 表示 . # G 是 流 形 M 上 的 可 微 
ВАЙ, G. 是 在 让 хем хы Жн Р, ШЖ 
向 表示 Б: G。 一 GL{T, M) 把 每 个 heG ,与 在 x 
的 变换 л 的 微分 Б (һу = dh. 联系 起 来 . 迷 向 表示 
的 象 ，B ,(G .)， 称 为 在 x 的 线性 过 问 群 (linear ko- 
шору group). 若 G ЖАЗ Ше. ЖИТТЕ 
地 作用 在 M 上 ， 则 切 空间 了 ,M 证 自然 地 与 空间 
0/9, 恒 问 ， 其 中 9 二 0， 是 群 6=0。 的 Li 代数 ， 
而 县 ， 迷 向 表示 Is, 恒 同 于 由 G 的 伴随 表示 ( 见 Пе 
峰 的 伴随 表示 (adjoint representation of а Lic group )) 
Ad. 在 G, 上 的 限制 所 诱导 的 表示 G6, 一 GL(3/8,). 

若 齐 性 空间 ( homogeneous space ) М E HJ #J BJ, 
Д9 8 一 g +m, Жир m 是 甘于 Ads (С) 的 不 变 
子 空间 ， 划 T.M 可 与 m 恒 同 ， 而 E, PLS RZ h 
r= (Adh), 9 (Ж [3]). мж G 有 效 地 作 
用 ， 则 迷 向 表示 是 一 一 的 【 见 忠实 表示 ( faithful repm - 
sentation )) - 

迷 辣 表示 和 线性 迷 向 群 在 研究 齐 性 空间 上 的 不 变 
对 象 ( 见 不 变 对 象 (invariant object ) ) 时 起 重要 作用 . 
齐 性 空间 МОЕ ЖЕКШЕ T M 上 关于 迷 向 表 
示 不 变 的 张 量 成 一 一 对 应 .特别 地 ，M BASE Re- 
пип 度量 ， 当 且 仅 当 T, M 内 有 在 线性 迷 向 群 下 不 
变 的 Eucld ЕЩ. 齐 性 空间 M 上 存在 正 的 不 变 测度 
(invariant measure ) 当 且 仅 当 对 一 切 Ag, (0,00 
ldet 4| = 1， 齐 性 空间 只 有 不 变 定 向 ， 当 且 仅 当 对 一 
$J Ае, (б) 有 det 4A>0. M 上 的 不 变 线性 联络 一 
一 对 应 于 满足 下 列 性 质 的 线性 映射 A:8 - 
BL{T, M): 


Al. (Б), 
A(Adh)X) = Б, (ВА (ХЭВ, (н) (веб). 


迷 昼 表示 的 概念 的 推广 是 + 表示 (isotropy 
Tepresentation of order ғ) її Ë G, 到 群 
L'(T. M) 的 同 态 h — jh, (Т, M) 是 空间 T M 
到 自身 取 堆 的 油分 同 胚 的 可 道 r 阶 射流 群 ， 这 个 概念 
在 商 阶 不 变 对 象 的 研究 中 有 用 ， 
вяха 
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ЕА 
TAI1] Hdgason, 5., Groups and geometric analysis, Асай. 
Press. 1984, Chapt. П, Sect. 4 这 一 兵 Ж 
ЗК [iterate ; итерация ] 
重复 应 用 茶 种 数学 运算 的 结果 ， 这 样 ， 如 果 


у= (х) = f(x) 
是 x 的 函数 ， 则 函数 


о) ЛАО з, /„(х) = Hf, О 
条 次 称 为 f(x) 的 二 次 ，… ,nn 次 送 代 (ierate) . 例 
令 у(х) = x*， 就 得 到 


љо)= Оу = <=, 


Л.О) от) х" 

指标 n РЛС НЕК 《exponent ) ， 而 从 f(x) # 
着 到 f,(x), ЉС) ` “也 称 为 选 代 (iteration ) 。 
КҮКРИ B TE Bi x 
Ж. 远 代 用 于 通过 选 代 方 法 求解 各 种 方程 或 方程 组 . 
ЗЕ 0, ЛЕ ЇЙ ШЕК (sequential approximation ，method 
of) . 
参考 文献 

[11] Collaz, L., Funktionalanalysis und mmeriche Mathe - 

matik , Springer , 1964. CE3-3 ЖАЙ 


ЖК [iterated кепкі; нтерированное ядро ] 
一 个 函数 (x, s) 一 KK,(x, 5)， 它 出 积分 算 子 
{integral operator ) 


Ае(х)= (Ко, De(Ddi 


给 定 的 核 K( 见 积分 算 子 的 核 (kemel of an integral 
operator )) 遗 过 弟 推 关系 式 
K,(x, s)= K(x, s), 


А 
К, (х, »)=| K. (x, tK(t, s)dr 


ия. K, 称 为 КВ п 次 千代 核 (n-th ierate ker- 

或 нА iterated Кепе). ЖГ ИШ. BN Ë 
кк (repeated kermel) ， 如 果 K E 3 @ 0) a Y 
方 而 积 的 核 ， 则 其 迁 代 核 也 分 别 是 连续 的 或 平方 可 积 
т. е 是 对 称 核 ， 则 它 的 所有 选 代 核 也 是 对 称 
的 ，K, 是 算 子 4' 的 核 . 等 式 


K,(x. s) = | K... O. Kt, s)dt, 


1*т&п—1 


成 立 ， 
参考 文献 
[1] Смирнов , В. И., Курс выспей матсматики т. 4. 
ч. 1, боюд., M.. 19740 路 译本 : В. М. ЖЛЕ 


大 ， 疝 等 数学 教程 ， 第 四 苑 第 一 分 册 ， 
№. 1958) 

[2] Михлин, C. Г., Лєекций то лизейным интегрельным 
уравениям, М., 1959 ( Ж #Ж: Mikhlin. S. G., 
Linear integral equations, ，Hindushtan Publ. Сотр., 


高 等 教育 六 版 


рам, 08). Б. В. Хведелипе 所 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[А1 Gohberg ,1. , Goldberg, S .，Busic operator theory, 
Biskhiiuser ，1981 . 
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选 代 算法 [iteration algorithm ; нтерационный алгоритм ] 
由 点 到 集合 的 一 个 映射 序列 4 所 确定 的 递 推 算 
法 ， 其 中 А: 六 一 六 ,入 是 一 个 拓扑 空间 ， 对 地基 
жна и беу. пЗ ибер, 
ш Ац, = 0, 1,5. (1) 
称 算 子 (1) 为 选 代 (iteration )， 而 序列 (ах) ЭЗ 
序列 (iterative sequence ). ` 
选 代 法 (iteration method) (ЗАКАЗА (me - 
thod of iterative approximation ) ) 应 用 于 求 下 面 算 子 方 
098 
Аи = f, (2) 
ПОЧЕ ИЛМЕ, RPE 4w = ¿u 的 本 征 值 和 本 
征 疝 量 等 ， 同 时 也 用 来 证 明 这 些 疝 题解 的 存在 性 .如 
果 对 于 一 个 初始 近似 ot 3 k o Hb ui = u, 
则 称 造 代 方法 《1 ) ССА M w 
求解 (2) 的 线性 度量 空间 V 上 的 算 闻 А, 一般 
由 下 式 构造 


Аунё= ик -Н, (Ашк - 5), (3) 


其 中 H,: V + 信 ) 是 由 某 选 代 型 方法 所 确定 的 算 子 
ж. жа 射 原理 (contracting-mapping prin- 
сірі ) 及 其 推广 ， ЕСА Ие 
是 建立 在 构造 形 如 (1) ，(3) ЮКЕ F. fr 
使 用 的 构造 А, 的 各 种 方法 有 Newton 法 { Newton me- 
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thod ) 或 下 降 法 (descent，method of) WUiñ3 36). 
人 们 党 起 选取 H, 使 得 在 一 定 茶 件 下 ut + 的 快速 
收 策 得 到 保证 ， 这 些 条 件 要 求 计算 届 存 储 空间 请 定 后 
fT A, ut 的 数值 实现 充分 简单 ， 有 尽 可 能 低 的 复 淋 
性 而 卫 数 值 移 定 ， 求 解 线性 问题 的 选 代 法 得 到 了 很 好 
的 发 展 各 深入 的 研究 ， 该 迁 代 法 这 里 分 为 线性 与 非 线 
В КЭ. Саме 法 (Gauss method )，Seidel 法 (Sei- 
del meihod ) 、 逐 次 超 松弛 法 ( 见 松弛 法 ( relaxation 
method )) 和 带 有 Чебышев 参数 的 造 代 法 属于 线性 方 
法 ， 变 分 法 ОЗП ЕЕ, ЗО Е О ра Е 
法 ( minimal discrepancy method )) 等 ， 见 最 速 下 降 法 
( steepest descent , method of); Ж В ( conjugatc 
Bradients , method of) АРТЕ АЛЕК. ЖЯ ЖЖ 
氏 法 之 一 是 使 用 Чебышев 参数 (Chebyshev paramet- 
ов), ЖШ 4 РЕ Ст, М] ЕШШ 
Ў. Мот> 0、 这 个 方法 提供 了 关于 千 先 指定 的 第 n 
步 收敛 性 最 优 ( 对 谱 边 界 上 的 给 息 ) 估计 .方法 
可 描述 为 

ш = ду (Аа), k=0,-- . NC 1, 


这 里 
23.1 |7! 
а= 2 М +m-— (M — m)eos — , 


而 和 N 是 所 期 望 的 选 代 次 数 ， 并 且 当 使 用 时 为 了 
Чебышев 多 项 式 根 的 稳定 性 ， 取 阶 N 的 温 合 得 好 前 


一 个 特殊 排列 kw = Qu hb. з, Ы. M 着 
N=2", к, 可 构造 如 下 : к,= (1, 2)， 朋 如 果 
= 已 构造 好 ， 则 ko (7027 


工 -2 了 6 ， 则 它 形 为 
(1, 16, 8,9, 4, 13, 5, 12,2, 15, 7, 10,5, №, 6. 
П). 
存在 使 用 前 > 个 近似 и", с, ик 的 选 代 
8, ННН + 步 法 ， 具 有 随 г 增加 的 收敛 速度 ， 
选 代 法 广 泡 地 用 于 求解 多 维 数 学 物理 问题 ， 对 于 
нм Ен аСЕ К. 例 
: 变化 方向 法 ， 解 酉 圆 型 边 - imkan, 中 所 
жга. 质点 输 运 或 辐射 间 题 的 一 些 方法 { 见 [1] 一 
{7]; 可 变 方 向 法 ( variable - directions ед). 
юе 
[1] Канторович, Л.В., Акилов, Г, П., Функциональ. 
ный анализ, 2 изд.. М., 1977 ( ЖЖЖ: Kanto- 
myich, L. V. and Аюіоу, G. Р., Functional 
analysis in normed spaces , Pergamon , 1964). 
12] Collatz, 1... Funktionalanalysis und numerische Mathe - 
matik . Springer , 1964 
[3] Марчук, Г. И., Лебедев, В, И., Численные ме- 
тоды в тёорим переноса нейтронов, M... 197 ( Ж 
译本 : Махс. С. 1. and Lebodev , У. Т., Numerical 
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metbods іп the theory of neutron transpo#, Harwood . 
1986) 

14] Бахвалов . Н. С.,Чнсленныс методы,2 юд..М.. 
1975 ( ФЯ: Bakhvalov. №. 8., Numerical meth- 
оф analysis ,algebr ，ordinary ditferenual euations 、 
Mir. 1977) 

[5] Краспосельский, М. А. и др., Приближенное ре - 
шевие олераторных уравнений, M. , 1969 

16) Лебедев, В. И., в кн.: Тр. института кибериє- 
тикк АН УССР, К. 1972, 109 — 135. 

17] Федоренко, Р. П., «Успекн матем. науку, 28 
(1973), 121 ~ 182( 亦 见 : Fedorenko , R. Р., йст- 
tive methods for eliptic difference cquations, Rusia 
Math, Surveys, 2 (1973), 129 — 195). 

В. И. Лебедев Ж 
TI 补 注 】 亦 可 参阅 de6btmeg 选 代 法 ( Chebyshev itera- 
tion method ) 的 补 注 . 
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选 代 法 [iteration methods ; нтерационные MeToma]， 应 

用 于 矩阵 本 征 值 问题 

不 利用 本 征 多 项 式 的 初等 计算 而 去 寻求 挂 阵 本 征 
值 和 本 征 向 量 (或 一 组 主 基 ) 的 方法 ， 这 些 方法 本 质 
КАР НИ, ЗВАН ВЕН É 
锁 在 计算 机 存储 器 中 ， 而 对 高 阶 的 问题 信息 通常 以 紧 
次 形式 存储， 

第 … 个 送 代 法 是 为 了 计算 实 对称 和 矩阵 的 本 征 他 各 
本 征 向 量 由 С. G. Jacobi([1]) 提出 来 的 ( 免 旋 转 法 


(тошоп method ) ) ， 该 方法 可 推广 到 复 Hermite #9 B£ 
和 一 大 类 正规 处 阵 . 
对 任意 形式 的 短 阵 Jacobi 方法 有 若干 推广 ， 其 
中 一 个 典型 的 算法 包含 了 依据 下 列 方法 执行 的 一 列 基 
A... =S; ALS,, 


el 


ААТ 


用 (初等 ) Аре S 作 相 但 变 换 的 作用 这 里 是 使 当前 你 
Е A, 的 Euchd ЖОЛ, ВА, КОА, 更 加 接近 
正规 .对 于 T, — Во Н НОВА ЖЕН — 
个 西 美 似 降 ， 用 这 个 持 降 作 相似 变换 的 目的， 和 
Jacobi ЮВ, ЕЖУ А, 
Непше #08, BP A... ДЕ, ВАЕ. 当 
k ЗИ}, EF: A, J — арла SÑ 53 ЈИ 85 
和 矩阵， 而 累计 S, 和 T, 的 乘积 便 得 到 一 个 矩阵 ， 它 
的 列 即 为 近似 的 本 征 向 量 ， 或 这 些 秆 阵 的 不 变 子 空间 
的 基 向 量 ( 见 [2], [3]) - 

与 上 面 提 到 的 方法 丙 时 得 到 发 展 的 另 一 类 算法 是 
ЙЕ (power methods) . 在 这 个 方向 上 ， 对 于 求 
希 普 适 规 模 问 题 的 最 有 效 和 最 常用 的 方法 是 Q R 算法 
(QR -algorithm》 (R [4], [5]). QR 算法 的 选民 依 
下 法 执行 : 


A,= Q.R,.. A... =R,Q, (1) 


ЖР, Q, ЗЕЛЕ. R, 为 有 三 角 阵 ， 在 由 
A, 到 A... 的 变换 中 ， 首 先 找 出 А, 的 正 交 三 角 分 
ж. ZF Q, 与 R, RED SHOE. 如 时 
0-0 Q B Ë =R, R, (1) Ж 


Aa = Oi AT, A1= OR. О) 


因此 0 R ЯНЕШЕ Т ЗЕЦ НЕВЕ А, ЗЕ 
А, 前 一 个 序列 ; ТЫН. Ж О, А! Ж 
Ж (2) 中 的 正 交 分 量 . 

用 方法 (1) ЖЕМИ, ЖЕ А, 收 伍 到 一 个 右 
ИНЕ, зт Н ЕЕЕ 
干 诸 本 征 值 绝对 值 之 闻 的 比 信 ， 而 且 一 般 说 来 是 相当 
揽 的 ,为 改进 Q R 算法 的 收 做 性 可 采取 所 谓 移 位 
(shifs ) ， 它 是 下 面 的 (1) 的 变形 ` 

А, зк, {= QR A... = RQ +к, 1. (3) 


一 般 , 利 用 移 位 方法 (к, = айу 可 使 得 最 后 一 行 3 
对 角 元 案 收 证 于 零 的 速度 加 快 ( 一般 情形 是 渐 jl 

的 ， 而 Hermite 矩阵 是 三 次 的 ) ， 同 时 对 和 角 元 素 (л, 
#4) 能 很 快 地 稳定 化 . 在 该 值得 到 以 后 ,可 对 wn 一 1 Er 
的 主子 矩阵 继续 执行 先 代 ， 等 等 。 ЯШӘЕШ Q, 
黑 积 相 乘 以 后 ， 结 果 三 角 答 阵 的 本 征 向 量 就 给 出 了 初 


ШЕН 4， 的 本 征 向 量 . 

ҥ (1) (3) 给 出 的 玩 代 还 用 于 事先 化 成 的 
Hessenberg ЗЕМ. Ж i> + 工时 ay =0Д| 
EK R А 是 右 Hessenberg 形式 , Q R 算法 促 持 
Hessenberg 形式 ， 通 常 可 使 迁 代 的 花费 下 降 ， 还 有 其 
他 一 些 使 计算 总 量 下 降 的 重要 可 能 和 途径， 例如 移 位 的 
陷 仿 使 用 ， 这 种 作法 能 够 避免 进行 复 算术 运算 面 得 到 
ЗЗА. 

ЕМИ САЛА аЛ) 问题 中 ,矩阵 通常 十 
稀 政 的 ， 妈 只 有 相对 很 少数 里 的 非 零 元 素 ， 而 且 ，~ 
般 并 不 要 求 计算 余 部 的 而 是 很 少数 的 本 征 值 和 相应 的 
本 征 向 量 ， 一 个 典型 的 情况 是 需要 计算 铭 对 值 最 大 或 
最 小 的 本 征 值 . 

上 面 描述 的 方法 基于 相似 变换 ， 从 而 破坏 了 移 阵 
的 备 朴 性 ， 所 以 不 值得 推荐 ， 基 于 使 用 向量 与 矩阵 相 
习 的 初等 变换 的 方法 是 高 阶 问题 的 基本 方法 . 为 进 一 
步 说 明 这 些 方法 需要 作 如 下 慨 设 ， 算 阵 4 的 本 征 值 是 
按 绝对 值 减 小 的 次 序 计数 的 : 
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确定 绝对 值 最 大 的 本 征 值 А, К АНГ 
应 用 领域 ， 从 某 初 始 近似 x。 出 发 ， 可 构造 一 个 规范 
化 向 量 序 列 
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1 
ДАНДАР (4) 


当下 列 条 件 满足 时 ， 这 个 序列 收 敏 到 相应 于 1， 的 本 
征 向 量 : 1) 关于 4, 的 4 的 所 有 初等 因子 都 是 线性 
的 ; 2) 不 存在 具有 相同 绝对 值 的 其 他 本 征 值 ; 3) 在 
xu 甘于 4 的 主 基 的 分 解 中 ， 相 应 于 А, 的 本 征 空间 
中 的 分 量 是 非 平 凡 的 . 但 守法 的 收敛 通常 是 慢 的 ， 它 
ЖН ТА, 1А 来 决定 的 ， 

倘 落 需求 的 本 征 值 4, 的 一 个 近似 Z, 已 知 ， ЯЕ 
么 使 用 逆 迁 人 法 可 以 得 到 更 快 的 收 合 ， 代替 (4), H 
造 一 个 由 下 式 确定 的 岸 列 : 

(4-Р хурах, 上 xi =1， 对 所 有 角 (5) 
ЖИ ЖЖ ЕЕ (А-1,[)-' ЮЖ. ЖАЙ 
势 本 征 信 1/(7-4,). 188, (5) 的 实现 要 求解 一 
个 延 阵 为 4 — 11 的 线性 方程 组 ， 而 即使 是 使 用 称 琉 
方程 组 的 特殊 解法 还 是 比 军法 增加 了 计算 机 的 存储 要 
Ж. 

为 计算 成 组 的 本 征 值 使 用 所 谓 同时 选 代 法 (mneth - 
ods of simultaneous iteration ) 、 这 种 方法 是 等 法 的 扒 
广 ， 代 替 对 一 个 向 量 的 选 代 ， 去 构造 整个 子 空间 4 条 
件 下 的 选 代 ，Stewart 法 ( Stewart method ) 是 这 类 方法 
的 一 个 典型 代表 ([6]) . Bit 4 的 本 征 值 满足 


А2 > hl 
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MIP А i ЖЕЙИН (n x г) 0,. 从 Q. 
出 发 ， 便 可 由 下 面 方 法 构造 矩阵 人 ,的 序列 

0,. =AQi, Q. =Q. Rr, 

0... 0,.. W... (6) 

在 第 жр, В,,, 是 右 三 角 (r x r) ЖШ, ШЇ 
б,.. 共有 正 交 列 。 这 个 分 多 不 需要 每 步 迁 代 都 计算 ， 
其 目的 在 于 使 Q , 的 列 的 线性 无 关 性 得 以 保持 ， 因 为 
在 实际 计算 的 意义 上 关于 4 的 多 次 选 代 有 可 能 破坏 这 
种 无 关 人 性 ，( 6) 中 第 3 式 在 加 速 方法 的 收敛 性 方面 起 
重要 作用 .公式 中 正 交 《+ x r) 矩阵 И, 其 有 以 下 
意义 ， 如 果 以 В,,, 表示 (rx 门 矩阵 8;40,， M| 
Ж, 化 B,,, 为 Schur 形式 (Schur fom)， 即 为 右 
БЯ. EB W... 能 由 QR 算法 来 构造 ， 其 列 
构成 B,,, 的 一 个 Schur 基 (Schur bass )， 它 有 以 下 
特征 ， 对 每 个 有 ,1 和 k 和 7， 前 上 个 向 量 的 线性 张 
成 便 形成 了 В, 的 一 个 不 变 子 空间 .Stewatt 法 的 
ЖЖ Q, КР 4 EBE 2 ， 它 的 列 形成 了 对 应 于 
Ду. А, 的 A 的 不 变 子 宝 间 的 一 组 Schur Ж. 这 
里 ,第 1 列 的 收 伊 性 由 比值 |4,4,1/141| 决定 、 

在 实 对 称 筷 阵 的 情况 下 可 有 更 多 的 结果 ， 这 与 把 
本 征 值 作为 Rayleigh E 8 (Rayleigh functional ) 的 平 
B AR AE ж | 

Ф(А, х) = Мх) уу, (7) 


(x, x) 

(7) 的 非 约束 最 优化 方法 可 用 于 确定 谱 的 极 值 
点 .这样 ， 所 得 出 的 理论 平行 于 求解 正定 线性 方程 组 
的 迁 代 法 ， 并 导致 了 相同 的 算法 :坐标 松弛 ， 逐 次 赵 
松弛 ， 最 速 下 降 和 共 雹 梯度 ( 见 17]) . 

所 列 方法 都 是 逐个 计算 本 征 值 ，Lanczos 法 (Lan- 
caos method ) 用 于 同时 拨 组 确定 对 称 算 阵 的 本 征 值 
([8]); 方法 的 提出 是 为 了 使 n ЖЕ Е Я 
Ж. 下面 的 事实 提供 了 方法 的 基础 ; 如 果 一 个 向 量 序 
列 ро, Apo, с, А"! р, ЖЖ, ЖЕРДЕШ: НГЕ 
这 个 序列 标准 正 交 化 得 到 的 基 4 ，…，4, 下 化 为 三 对 
角形 式 T. BE q, 由 三 项 弟 推 公式 构造 

Вефа А4 Въ а, 

其 中 系数 xi, В Е=1, …，m， 决 定 了 Т, fk 
步 正 交 化 过 程 之 后 ， 向 量 g.， 4s,…, q, 与 了 ,的 主 
EBE T, 便 都 知道 了 ， 在 许多 情况 下 ，T， 的 k <n 
的 本 征 值 已 经 是 T， 的 一 些 本 征 值 的 足够 好 的 近似 
了 ， 相 应 的 T, ЮЖ ВЕНЕ 4 的 近似 本 征 
йй. 假如 所 要 求 的 精度 并 没有 达到 ， 则 可 在 4， …， 
а, 的 线性 张 成 中 选取 另 一 个 初始 近似 证,， 并 重复 这 
个 过 程 ， 作 成 中 步 ， 等 等 ， 选 代 处 理 形式 的 Lanczos 
法 包含 了 这 个 内 容 (多 [9]) . 

计算 商 阶 稀 朴 矩阵 4 的 谱 的 内 点 需要 能 够 对 形 为 
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А-НИ, Керт, ;为 一 数列 {[10]) 
参考 文献 
Н) dacobi, С. G. J.. Шфег cin Jelchtes Verfahren ,die in 
der Theorie der Saculartorungen vorkommenden Glich - 
ungen numerisch avflosen, J. Кене Алю». Math... 30 
(1846). 51—94 
[2] Eboteir, P. J., Á Jacobi -hke method for the auto - 
matic computation of cigerwalues and cigervoctors of an 
arbitrary matrix — J. Soc. hdustr, Арі. Math... 101 
(1962). 1, 74 — 88 
[3] Восводин, B. В., &Вычисл методы и лрограмми- 
розание y, 3 (1965). 89 — 105. 
[4] Кублановская, В. Н.. «Ж. вычисл, матем. има- 
тем. физ.ў, 1 (1061), 4, 555— 570 
[ЗАТ Fraacs, J. С. Г., The QR tunsfomation: A uni- 
tary analogue to е LR trnsfomaboa 1. Comp, 
Z.. 4 (1961), 3, 265 — 271. 

[5B] Ргапсв. J.G F . The QR trunsformation: A uni- 
тагу analogye to the LR transformation П, Compe, 
1 4(196). 4, 332 — 345. 

Ге] Sewart, ©. W . , Simultaneous iteration for computing 
їтхапапї subspaccs of ron - Hermiban matrices, Nner 
Math... 25 (1976), 2, 03 — 136 

[7] Ruhe, A., Computation of sipenvalus and eigenvec - 
tars Springer, 1977 

[8] Lanczos, С. Ar йетайоп :nethod for the solution of 
the cigamalus problem of lincar differential and integral 
орсо, /. Res. Nat. Bar. Stndards, 48 (19501, 4, 
255 一 2382 

[9] Ривс, C. C. , Computational variants of the Lanczos 
TDethod for the cigenproblem . 7 м. Math. Ари, 10 
(1972), 372 ~ 381 

[10] Ericson, Т. and Rube, A., The spectral transforma - 

tion Line2os method for the numerical sotntion of large 
Sparsc generalzed symmetric cigervalue problems , Math 
Comp. ‚ 35 (1980), 125] — 1268 
X. Д. Мұрамов EE 
【入 注 ]】 Hesenterg 形式 不 仅 对 其 稀 政 结 构 是 可 下 
的 ， 也 可 保证 QR 算法 的 收 铺 性 ,而且 ， 利 看 恰当 的 
选取 移 位 ， 对 角 元 素 到 本 征 值 的 收 务 过 趟 主要 产生 在 
最 后 的 位 置 上 ， 于 号 使 得 处 理 压缩 形式 的 抵 阵 成 为 可 
能 . 

Lanczos 算法 自前 是 计算 大 规模 笑 政 和 矩 血 本 征 值 
{不 从 是 “内 点 ”) 的 最 强 有 力 的 工具 . 有 趣 的 是 它 计 
算 向 最 并 不 需要 形成 一 组 正 交 基 ， 而 是 执行 -个 ( 无 
穷 ) 选 代 过 程 的 落 王 步 ， 有 时 次 癌 一 个 本 征 值 的 收敛 

程 会 临时 中 小， 过 了 一 会 几 它 又 恢复 了 . жан 

【数值 上 ) 多 重 本 征 值 引起 的 ， 更 吕 的 信息 可 见 [A1]. 

数 伸 线性 代数 的 标准 读物 是 教科 书 [A7]， 它 提供 
了 上 而 文 章 所 综述 的 方法 的 出 色 导 引 ， 关 于 第 阵 本 征 
值 问题 的 更 详细 的 描述 在 [A8], [A2] 和 [A3] 中 给 出 


了 .Jacobi 法 的 种 种 变形 的 应 用 可 见于 [A4] 和 [A5]， 
有 关 QR 算法 的 一 论 见 15] 和 [Al0]. Lanczos 法 
ПОЗЕ УСКО ГАО]. [АП]. 最 后 给 阵 本 征 值 的 
系统 的 Fortran ЖДО ЕЛЕ [Аб]. 

亦 见 本 征 值 的 完全 问题 ( complete problem of eigen 
vatues ); 本 征 值 的 部 分 问题 《partial problem of едеп 
values). 
参考 文献 
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Prentice - Най, 1980 

[АЗ] Wilkinson , Ј. H., The algebraic eigenvalue problern , 
Clarendorn Press, 1965 ( ЖЖ: J. H. ЖФ 
#й. ТОЕТ Е, FL ЕЕЕ, 1987). 
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lem by а пот -reducing Jacobi - type method . Мите 
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tional methods for matnx eigenproblems , Wiley ，1977 
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Аррі., 10 (1972), 373 — 381 

1AI0] Ранен. В. N.. Corwergence of the ОК algorithm , 

Numer Math. , 7 (1965), 187 – 193 Conection in 
ibid ., 10 (1967), 163 — 164 

ГАН] Parkett, B. N. and Scott. D. S., The Lanczos 
algorithm with sclectiw orthogonalization . Math. Co - 
тр. 33 (1979), 217 - 238. KS. ЖШ Ж 


зї [Tó formula ; Ито формула] 

用 以 计算 伊 芯 过 程 〈 Dó process ) 函数 的 随机 微分 
(stochastic difierential ) 的 公式 ， 设 对 x 和 上 定义 的 函 
数 J(t,x)， 对 x КШ. яр 一 次 连续 可 
微 ， 假 定 随 灿 过 程 X, 具 有 随机 微分 

dX, =a(t)dt+ oe(rdW,, 
则 过 程 (с, Х,) 的 随机 微分 上 共有 形式 


аб. х) =) жа) (r X) + 


а) KN ZA + сп) (r, X.) W. 


ж—Д ЕА) {[1]) ， 对 于 Х,, 706, x) 是 向 量 
的 情形 ， 类 似 的 公式 也 成 立 ， 伊藤 公式 可 以 推广 到 一 
类 非 光 清 函数 ( [2]) 利 半 鞭 (semi - martingak ) . 
参考 文献 
[1] të, К., On a Formula sonceming stochastic integration ， 
ауа Math. 7., 301951), 55-65. 
[2] Крылов, Н. B.,,€Teopus эсроят. и се примен. У, 
14 (190), в. 2, 340 — М8. А.А. Новиков Ж 
САМЕ ЭЖ, Ra ANM ТЕЛ ЖОКЕ Е 
ЖА ЛАДНА НД К. 无 论 从 狭义 和 广义 上 
说 ， 煞 芯 公 式 都 基 现 代 随 机 积分 和 微分 计算 的 基石 之 
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10 stochastic integration, Bikhšuser, 1983. 


[A2] Frcodman, D., Stochastic differentidl equations and 
spphications, 1, Acad. Ртеѕ ‚1975. 

ГАЗ] Ікеа, М. and Watanabe, Š .，Stochastic differential 
oquations and diffusion proosses . North- Holland , 1981. 

[A4] 6, K. and MeKean, H. P., үг. Diffusion pro- 
cesges and their samgle patls, Аай. Pres, 1964 

ГА5] MeKean, Н. Р., jr.. Stochastic integrals , Acad 
Press , 1969 

[Аб] Корс, 1. С. ©. and Williams. D ., Diffusions, Ma- 
жоу procssc and martingiis, 2, Пб calculus, Wilcy, 
1987 

[А7] Ethie, S. N. and Kuriz, T. 
ез, Wiky , 1986 


б, Мажоу proc- 
刘 秀 芳 Ж 


伊 其 过 程 [ 100 process ; Ито процесс] 

一 类 具有 随机 微分 ( stochastic differential) 的 随机 
过 程 (stochastic process ) .确切 地 说 ， 称 一 个 定义 在 具 
有 9 的 非 减 o 域 族 (OC) 的 概率 空间 (Q,y,P) 上 
的 连续 随机 过 程 X. 为 关于 {у} 的 філе ( ó 
Process), 如果 存 在 对 每 个 上 关于 7, 可 测 的 过 种 a(t) 
和 (т) ( 分 别称 为 漂移 系数 ( drift coeficient) ЖГ 
系数 ( diffision cocfficient )) , 以 及 关于 { рё Wiener 
ЕЯ ( Wiener prooss) И/,, 使 得 


ах, = a(t)dr + a(t)áaW, 


在 文献 1],[2]} 中 称 这 种 过 程 为 仍 茧 过 程 . 同一 个 过 
# X, 可 以 关于 两 个 不 同 的 c 域 族 (= } АЙНУ 
в, у итии 分 可 以 有 本 质 的 
FO). ВЕЧНЕ АЗУЛЫ ( process of diffu- 
sion w. { 见 扩散 过 程 ( diffusion procss ) , 如 果 它 
的 漂移 系数 (0) 和 扩散 系数 g(1) 对 每 个 上 都 是 关于 
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с 代数 
УК = еш: X, s St) 
可 测 的 、 
在 相当 一 般 的 条 件 下 ， 可 以 把 一 个 煞 茧 过 程 玫 示 
成 一 个 扩散 型 过 程 ， 但 一 般 涪 来 ， 它 应 共有 一 个 新 的 
Wiener 过 程 ( 见 13]) ， 如 果 一 个 仇 蘑 过 程 可 表示 成 一 
个 具有 其 个 Wiener 过 程 W, 的 扩散 伊藤 过 程 ， 且 满 忠 
ле у} =, И Йу 大 的 新 息 过 程 【innova- 
tion process) ， 
例 给 定 一 个 关于 {%} 的 Wiener 过 程 W.(r 2 0), 
假定 
4X,= Ydt+ 4W, , 


其 中 了 是 一 个 关于 .加 可 测 的 具有 均值 m 07788 y 的 
正太 分布 随机 变量 . 
X, SE ху 的 过 程 ， 则 具有 随机 微分 
m + x 
1+y 
其 中 新 的 Wiener 过 程 W, 就 是 X, 的 新 息 过 程 ， 定 义 为 


4Х,= < dit aW, , 


Ж, =Е(Х,- Yt) . 
参考 文献 
[1] Гирсанов, И. В., € Теория вероят. и се примен.ў, 
5 (1960), 3, 314 ~ 330 
{2] Липцер, Р. Ш., Ширяев, А. Н., Статистика случ- 
1924 ( 英 译 本 : Liptser, К. 
Sh. and Shirysev, А. N , Statistics of random proossscs , 
1-2,Spriger, 1977). 
[3] Ширяев, A. H., {Проблемы передачи информац- 
ин}, 11(19%), 3,3—22 
А,А. Новиков 所 刘 秀 芳 译 


айных процессов, М. 


Iversen 定理 [Iversen theorent; Иверсена теорема? 

如 果 а ИЗИ z КИЕТ f(z) 的 孤立 本 质 
育 点 ， 则 其 每 个 E. Picard 意义 下 的 例外 值 (excep - 
Чопа! value ) а 都 是 f(z) 在 a 处 的 渐 近 值 авутріобс 
уаһе). 例如 值 w=0 与 ws=op 是 jz)=e 
ЖААЖ а = о 处 的 例外 值 和 渐 近 值 ，F.Jvetscn 
的 这 个 结果 (Пр аттата Ы 
中 性 态 的 Picard 大 定理 ( 见 Picard 定理 (Picard the- 
отет)) МАКЕ. 
参考 文献 

[I] Ivesen, F ., Récherches sur les fonctions jinverses des 
fonctions meromorphecs , Helsinki , 1914. 
[2] Calinewood, E. F., Lohwater, А. J., The (ооу 
of cluster sets, Cambridge Univ Press , 1966. 
E. JA. Соломенцев 把 
DRRR] fversen 定理 特别 为 W. К. Hayman #7738] 
R" 上 的 次 调和 函数 ， 见 [AL], [A2]. 
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参考 文献 
[Al] Наушап. М. К., Кеплейу, Р B.. Sibharmonic 
nctions, 1, Acad. Pres, 1976 
[A2] Hayman, №. K., Subharmonic functions, 2, Acad. 
Press. Ы жж 详 


ЖОК | Imasawa decomposidion ; Ивасавы разложенне | 
将 一 个 非 紧 的 连通 半 单 实 Це 群 (Lie group ) G 
的 尾 意 一 个 元 素 9 表 成 分 别 属于 你 析 子 群 K, А, N 
МЛ k, a, п ЮЖ а= Кап 的 唯一 的 表示 式 ， 
这 里 K. 4 和 NN 是 如 下 定义 前 . 2 a= +n 是 G 
的 Ше 代数 (Lie арера) 9 的 Cartan 分 解 {Cartan 
decomposition ) ; 4 а 是 空间 э 的 极 大 交换 子 空间 , n 
是 9 的 这 样 一 个 罕 零 子 代数 ， 它 是 关于 a 的 某 个 正 
根系 内 根 向 量 的 线性 包 ， 把 这 个 Lie 代数 分 解 成 子 代 
Жоо, с 和 n 的 直 和 的 分 解 称 为 半 单 实 Lie 代数 9 
的 当 识 分 解 ( 见 [1])， 群 K. À f N 定义 为 G 的 分 
别 对 应 干 子 代数 0, о 和 n 的 解析 子 群 . PE K. 4 和 
май: À 和 N 是 单 连 通 的 ; 天 包含 G 的 中 心 ， 
并 且 天 在 G 的 伴随 表示 之 下 的 象 是 G 的 伴随 群 的 
一 个 极 大 紧 子 群 ， 上 映射 (k, а, п) = kan BR ME 
KX4XN 到 Lie 群 G 上 一 个 解析 微分 同 胚 ， 岩 深 
分 解 在 半 单 Lie ДОК йир А Ж ЖАҢЫ. ЖҮК 
分 解 也 可 以 对 于 一 个 进 域 上 连通 半 单 代数 群 { 或 者 
更 一 般 地 ， 对 于 p 进 类 型 的 群 ) 来 定义 { 见 [4]， 


[5]) 
参考 文献 

[1] lIwasawa, K.. On some type of topological groups, 
Ава. of Math. 50 ( 1949), 507 ~ 558. 

[21 Наймарк, M. A... Теория представлений групп, М., 
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【 补 注 】 一 个 岩 梁 分 解 的 例子 症 SL,(R)= KAN, 其 
中 K=SO (R), А 是 SL, (R) Юй] АЖ ЕТИ 
的 子 群 ，N 是 对 角 线 上 元 素 都 是 1 的 下 三 角形 矩阵 所 
构成 的 子 群 . 因此 ， 特 别 地 ，SL,(R) 的 每 一 个 元 索 
都 可 以 号 成 一 个 特殊 正 交 矩阵 与 一 个 下 三 角形 矩 降 的 
жй. 
参考 文献 
ГАГ) Helgason, S., Groups and geometric analysis, Асай. 
Press , 1984 MAS 详 


Jackson 不 等 式 [Jackson inequality ; Джексона неравен. 
ство ] 

用 三 角 多 项 式 或 代数 多 项 式 对 某 个 函数 作 最 佳 通 
近 { best approximation ) 时 ， 估 计 误 差 误 减速 度 对 该 
函数 可 微 性 及 有 限 差 分 性 依赖 关系 的 一 个 不 等 式 . Ф/ 
为 实 轴 上 周期 为 2x КЛЕ. Е (f) 为 n 次 三 角 
多 项 式 T, 对 了 所 作 的 最 佳 一 致 通 近 的 误差 ， 即 

ED=i max f(x) Tx), 
并 设 
o (f;ó)= 
为 了 的 连续 模 ( continuity, modulus of ) .DD . Jackson 
([1]) 证 明了 


max ,f(t f(t) 


ет 


E.) <Celf; L 1 @ 
《其 中 C 是 一 绝对 常数 ), 如 果 уж жиек 
f021), M 
С, In, 1 
ESC ol; 1 1, 


其 中 常数 C 仅 依赖 于 > . С.Н. Бернштейн ([3]) 对 
об) S К, 0 <а<1 


的 情形 独立 地 得 到 了 不 等 式 (*} Ж РСА 
[а,Ь]. КЖ › 次 连续 可 微 , r=],2,…, H E,(f; 
а, b) Ж n 次 代数 多 项 式 在 [4,b] 上 对 f 所 作 的 最 佳 
一 至 通 近 的 误差 ， 则 对 n>r ， 关 系 式 (=) 
B, (a 08 А0707 
成 立 ， 其 中 A, 为 仅 依赖 于 > 的 常数 . 
f B SB Ri F, Jadson 不 等 式 也 称 为 Jadson 
定理 ( Jackson theorem) 或 正定 理 . Jackson 不 等 式 可 


т. Ба 
ое] 


沿 不 同 的 方向 推广 到 : 使 用 积分 度量 的 逼近 ， 有 限 阶 
整 函数 的 逼近 ， 借 助 于 КОЙ ЖЕ Ж Ж ТРЕ НЛА 
计 ， 或 推广 到 多 变 基 汕 数 ， 在 某 些 情形 下 ，Jackson 不 
等 式 中 的 精确 党 数值 已 被 定 出 ， 

参考 文献 

[1] Jackson, Ю., Über die Genauigkeit der Annihermg 
Stetiger Funktionen durh ganze rationale Funktionen 
BEPbenen Grades und tigonometriche Summen 
верфепеп Ordnung , Güttingen , 1911 , Thesis , 

[2] Никольский, С. М., Приближение функций многих 
шеременных и теоремы вложения, M. , 1969 { 英 译 
Ж: МКТ, S.M ., Аррюхілайоп of functions of 
several variables and imbedding theorems , Springer, 
1975) 

13] Веришейн, С. H., {Сооб. Харьк. матем. обшест- 
Ba). сер.2, 13(1912), 49-194. 

[4] Корнейчук, H. П., Экстремальные задачи теории 
приближения, М., 1976 (中 译本 : Н.П. жн, 
ЕТО АИИ, БЕБЕК НАЕ, 1982). 

[5] Lonmtz, С. С., Аррюхітабоп of functions , Holt , 
Rinehart & Winston , 1966 ( Ф: G.G. 洛 伦 
Ж. ОШ. L388PiraRNAR+E, 1981). 

Н. П. Корнейчук, В. П. Моторный ## 
【 补 注 〗 оя, тед ай 
设 ф,(/;6) 是 类 阶 连 续 模 ， 


G0) = ap |5, СЛОЮ). 


їз 
x.x+kËe[a,b] 


则 更 一 般 地 有 

ENSCa (Рп), 
其 中 C, 与 了 无关. 最 小 系数 C, 已 由 J.Favard 给 
出 . 就 区 间 [ 一 1 ,]] 而 育 ， 常 数 С, 为 6,C,B Стечкин 
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证 明了 如 下 结果 


=; 15 Ў ис! ЕЛ 


参考 文献 
[А1] Cheney , E. W .. Introduction to approximation thco- 
ту, MoGraw-. 1966 ,Chapt 4{ 中 译本 : E. 


Му. 78, БӘЈ, 上海 科 学 技术 出 版 村，1981 ). 
[А2] Meinardus , G ., Approximation von Funktionen und 
һас mamerische Behandlung , Spnnger , 1964 , Chapt . 
1, $5 (中 详 木 : G. Мепаіщ, ЖЖЖ: 理论 
与 数值 方法 ， 高 等 教育 出 版 社 、1986) 
1A3] Rnvlin , ТЪ.Ј., An introduction to the approximation 
of funetions , Dover ‚терпи , 1981. 
ІЖ. ЖИНА Ж 
Jackson 奇异 积分 [ Jackson singnlar integral; Джексона 
сингулярный интеграл], Jackson 算 子 【Jackson opera- 
юг) 1. 
形 如 


о, х) + | (+) R,G)48 
的 积分 ， 其 中 表达 式 


к= аа ]' „21, - 


тту | sinCuf 2) 

称 为 Jackson 核 (Jackson kernel). D , Jackson([1]) 在 
通过 函数 у ЮЕ о, jn) 或 者 f 0 k2> | Br 
导数 的 连续 模 来 估计 / 的 最 佳 融 过时 首先 使 用 了 这 种 
积分 ，Jackson 月 异 积分 是 一 个 正 算 子 ， 并 号 是 24 一 2 
阶 的 三 角 多 项 式 ; 它 的 核 K,(u) 可 以 表示 为 下 列 形式 : 


K.G) SA ров + ру сзов(20— 2), 


RORBRA=1/2, 92 = 1-3/(20) п 1, 2, 
估计 式 
шу 9509 вој + | 
Ж. 
вахи 
[1] Јаскѕоп, D... Тһе theory of approximation , Amor 
Мий. Soc ., 1930. 
[2] Натанзон, И. П., Коштруктивная теория функкий . 
M .，1949( 中 译本 : И, H. HMHO. Вањ, F. 
Б. 下 其 ， 科 学 出 版 社 ，1958 一 1939). 
А. B. Ефимов 1 张 鸿 林 译 
Jackson 定理 [Jadkson theorem ; Джексона теорема] 
钞 数 通 近 论 中 的 一 个 定理 ， 给 出 一 个 函数 用 代数 
多 项 式 ( 周期 匡 数 用 三 角 多 项 式 ) ЖЕҢЕНИ Е 
界 基 计 -Jackson 定理 使 得 研究 一 个 函数 最 佳 逼 近 性 质 
对 其 可 微 性 质 的 依赖 关系 成 为 可 能 . 见 Jackson 不 等 式 
( Jackson inequality) , 
В.И. Бердышев # 512, Bh W 


Jacobi 括号 [ Jacobi brackets ; якоби скобки }, Mayer 35 
号 (Маус brackcts ) 


微分 表达 式 
ЕЕЕ +620 |- 
дд дЕ дЕ 
562 +„ || (9 


其 中 函数 Р(х, u, р) 和 G(x, u, р) 8% 2n +110 
АЗЕ, х= (ху, U. х), ре (p. U р, 
主要 性 质 如 下 

1) (Е, 6) = -[G, Р]; 

2) [F, GH]= G[F, H] + НЕ, G]; 

3) 如 果 6=0(у), y= (yi y) fy = f(x), 
则 [F, @]=У 1 (a9 /0y) [Ff]; 

4} [F, [G, H]]+[G, (Н, F|] T [H, [F, G]] 
= (OF/OuG, H] +(90G/ OW[H, F] + (0н / ди) 


*[F, G). 
最 后 一 个 性 质 称 为 Jacobi 恒等式 ( Jacobi identity ) 
(%[1],[2]). 
表达 式 (1) 有 时 罕 成 下 列 形式 : 
[2 46 _ д0 | 
“| дю, dx ap dx, | 
其 中 采用 了 符号 表示 
ан _ ан ан 
ах, 0х, % Qu ` 0) 
如 果 把 4 和 p Ех (х, UU, х) ВОВ, П p, 


= диј дх,{1<к<п), W(2)R £ X T x, 的 全 导 
ЛЖ РАС ЛТ un， 则 它们 的 Jacobi 括号 (1) 
即 是 Poisson 括号 (Poisson brackets ). 
参考 文献 
[1] ашы, С. С. 1., Nova methodus , aequationes differe- 
ntiales partialës prim ordinis inter nurnerum varabilium 
quemcunque propostas integrandi, J. Reine Angew. 
Маћ., 60 (1862), 1 — 181. 
121 Маут, A., Ueber die Weiler'sche Integrationsmethode 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung , Ma- 
th. Ann., 9 (1876), 347 — 3%. 

[3] Гер, Н. М., Интегрированис уравнений первого 
порядка в частных проюзводнык, Л. -М., 1934. 
[4] Стеланов, В. В., Курс дифференинальных урависний, 

8 ma. M., 1959( Ф: В. 3 . 史 捷 班 诺 夫 ， 商 等 


教育 出 版 社 ，1995)， А, П, Солдатов 扎 
[ 补 注 】 Poisson 括号 是 经 典 力学 中 的 重要 工具 ， 例 如 
见 FAl]、 
参考 文献 


САЦ Amol'd, V , 1.. Mathematical methods of dasical me- 


chaniss, Spnnger, 1978 (АХ. ЖЖ: В.И. 
Шр. Ис БЕ ШШЕ эл: -ИШ 35 0 W UR 
ME. 1993). жй и 


Jacobi 条 件 [ Jacobi condition ; Якобн условне | 

变 分 学 问题 中 最 优 性 的 必要 条 件 ，Jacobi 2 t 
要 小 化 泛 函 的 二 阶 变 分 在 其 极 小 点 上 为 非 负 的 必要 杀 
СОИ А Е ДЕШ А О: 
aler 方程 (Euler equation )， 横 截 条 件 (transversality 
condition ) 和 Welerstrass 条 件 ( 对 变 分 极 值 ) ( Weier- 
strass conditions (for а variational extremum)) 保证 
的 ) - 


йш, аныз 
лоо | в. х, а: (1) 
在 给 定 的 端点 条 件 。“ 
х= ху, (12) = x, (2) 


下 的 极 小 化 问题 如果 x (г) (s S t<t,) 是 问题 
(1), (2) 的 一 个 解 ， 则 此 泛 函 的 一 阶 变 分 5. 必 为 
零 ， 因 而 得 到 一 有 阶 必 政 条 件 ， 且 二 阶 变 分 


Флор = (Кыя taF rarit Pen dt (3) 


必须 火 于 或 等 于 0， 对 满足 零 边 界 条 忻 
101)=0, (.) =0 (4) 


{ЕЛЕ ЖИ ИС (г). 
对 ó22(n) 的 Eukr 方程 是 


Pt Pa (Puanr Pi)=0 (5) 


且 称 为 Jacobi 方程 《Jacobi equation ) 、 它 是 关于 未 知 
西数 тт) 的 二 阶 线 竹 微分 方程 (5) 中 n m š 的 
所 有 系数 用 对 应 于 已 知 最 优 解 x(t) В г, х, 5 ВИЙ 
算出 ， 因 而 它们 都 是 + ЛО СНК. 

PB пе) = 0 (t,t < 41) 满足 边界 条 件 (4) 
下 的 Jacobi 方程 ， 即 它 是 б?т) 的 一 条 极 值 曲线 . 另 
一 方面 、 对 #9(1) = 0 二 阶 变 分 520) =0, НН 
于 对 一 个 最 沉 解 x([) 二 阶 变 分 对 任何 m (t) Et n 
的 ， 所 以 函数 тг) = 0 (1, <t<t,) 使 得 87J(7) 
级 小 化 .如果 Legendre 的 条 件 F. 0 GG Si St,) 
成 立 ( 亦 见 Legendre 条 件 (Legendre condition))， 即 
x(1) 是 一 非 奇 异 极 值 曲 绕 ， 则 在 初始 条 件 (r) = 
10,1) = 0 F, Bcobí 方程 的 解 恒 等 于 零 . 

点 t = c ОЗИ (conjugate) 于 点 t= a, RE 
有 一 个 Jacobi 方程 的 解 使 得 在 + 一 a 和 + 一 c Бе 
而 在 a 与 c 之 间 不 恒 为 零 . 根据 这 个 必要 的 Jacobi 
条 件 ， 如 果 非 奇异 极 值 曲 线 x (1) C < +t<t) 给 出 
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(1) 的 一 个 极 小 值 ， 则 《7，， г.) ЖАЗЗ t, 
бж. 

Jacobi 条 件 的 实际 意义 可 以 解释 如 下 - 设 它 不 成 
立 ， 即 让 在 一 点 a(ti<a<r,) ЗВТ 上， 则 可 以 
раар 

[109,1 St a, п#0, 
О asist, 

它 是 (5) Ж, А570) = 0. ЖЖ z (r) (< 
Ж) 是 60р) 的 一 条 多 角 极 值 曲线， 在 r= a 有 
8846. 但是， 由 Weirestrass -Erdmann 的 必要 条 件 ( W, 
Ешег 271 (Euler equation )， 它 要 求 F-— XF, Hl F; 
在 这 隅 角 连 续 ， 在 上 = a， 必定 有 W. (а) = 0. ЖЖ 
局 (a)=0, mi n (t) = DD， 与 假 没 7(1) # 0 
(t, < ,®а)ЖЭ Ж. 

为 了 直接 验证 Jacobi 条 件 必须 考虑 (5) 满足 初 
始 条 件 


(61) = 0, 106) =1 


的 解 ， 设 这 个 解 为 &{t， 日， 为 了 一 个 点 = (6 < 
a<t,) ЗТ 1 ， 必 要 充分 条 件 是 5 1) 在 t=a 
为 零 ， 所以， 满足 Jacobi 条 件 等 价 于 A (tu t) 在 
【ri ts) 上 不 为 零 . 

在 更 一 般 的 情况 下 ， 当 考虑 一 个 变 分 问题 (Lag- 
range 的 ，Mayer 的 或 Bolza 的 形式 的 问题 ) 时 ，Jacobi 
条 性 的 陈述 有 某 种 专门 的 特征 , 泛 函 的 二 阶 变 分 极 小 
化 问题 表述 为 一 个 Boka 问题 。 这 问题 称 为 相伴 向 是 
(associated problem }， 而 其 极 值 曲线 称 为 相 伞 极 信 向 
Ж. (associated extremals )。 二 阶 变 分 报 小 化 问题 前 相 
伴 问 题 中 的 微分 约束 条 件 和 边界 条 件 作为 原 变 分 问题 
相应 条 件 变形 的 结果 得 出 ， 共 辆 点 的 定义 保持 同样 的 
形式 . 为 了 这 泛 函 的 二 阶 变 分 在 端点 满足 相伴 条 件 的 
相伴 极 值 曲线 类 上 是 非 负 的 ，Jacobi 条 件 必须 威 立 ; 
这 要 求 (r, t.) ЖАЗИТ г, 的 点 . 

Jacobi ЖЕШ С. G. J. Jacobi (1837) 建立 . 
参考 文献 

[1] Blss, G. A., Lectuses on the calculus of variations, 
Chicago Univ. Press, 1947. 
[2] Лаврентьев, М. А., Люстерник, Л. А., Курс Ba- 

риационного исчисления, 2 изд., М.-Л., 1950 

( 中 译本 : М.А. Я ЗЯ, Л.А. ШИК 

ж, ЖУА ЯЗ. ЧН НЬ. 1955). 

И. Б. Вапнярский 8 

[ 补 注 】 Jacobi 条 件 和 Legendre 条 件 (Legendre сол - 
dition ) 两 者 与 变 分 学 中 的 充分 条 件 有 美 ( 见 [А1]). 
Legendre "Cletsch 条 件 (Legendre -Clebsch condition 》 
旦 后 者 对 最 优 控制 问题 的 推广 ( 见 [A21) ， 对 奇 性 控 
制 同 题 ，Legpndre-Ckebsch ЖК ГЕШ H.J. 
Керу 得 到 ( 见 [A3] )， 
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1983. БЕВ 译 #ШЛ 校 
Jacohi #098848 [ Јасоія elliptic functions ; Якоби эллип- 
тическне функцан } 


由 Legendre 正规 形式 的 椭圆 积分 (eliptic inte - 
gral ) 的 直接 反 演 得 出 的 棋 圆 函数 (elliptic function) . 
这 个 反 演 问题 是 由 С. О. Jacobi 和 N. H. Abel 
在 1827 年 以 稍为 不 同形 式 独立 地 解决 的 ，Jacobi 的 构 
造 是 基于 应 用 p 函数 ( theta -function) . 

W f 是 一 个 复数 ， 具 有 ш> 0. Jacobi 9 函数 
9.00), 0 (s), 0,(b) 和 9,(v) 是 用 复 变量 "的 在 
紧 集 上 绝对 一 致 收 伊 的 下 列 级 数 表示 的 


в.) выб а= Y (Desea 
=1+2 ў (= Dew "ow (Jame); 
9:00) = 6100; т) = 


= Ў (рент em lis 


=2 ў (ече ааъ (Qm + Dao]; 


6.00) = Gv; т) Ў ене отно = 
四 


=2 е оов (2m + 1) ro]; 


0,(s)= g(t; т) = >. ens інт 一 


=1+2 У ето (2ято). 


这 些 级 数 收 敏 得 相当 快 . 记号 0, (0), 0 (6), 6.(0), 
9.0) 可 追溯 到 K，Weierstrass ө, (0) 常常 写成 
94(v)， 且 有 另外 的 记号 系统 ，Jacobi 用 记号 @ (u) 
=8,(5/2 K), H (ъ) = ө, (e/2K), H, (0) = 
#ё›(>/2К), 和 ө, (0) = 0, (0/2К), хи K= 
п93(0)/2. 

所 有 Jaccbi 函数 都 是 复 变量 „ЖЫР; 


81(0) 是 奇 画 数 ， 而 其 余 的 函数 go (pz)，62 (u) 和 
93(v) 是 偶 的 . 
以 下 的 周期 关系 { periodicity mlations ) 成 立 : 
` Ot) -60), 
9.(0 60) = ен» ee а а (0); 
0.(0+1)= ө, (0), 
ө. (0 т) = е е ебе, a (6); 
0.(0=1)= —ө,(>), 
Ө (0 т) ен е**. 9, (0); 
93(0+1)= 0, (0), 
p (6k т) е7 н ea g, (0). 


这 些 关 系 蕴涵 0 函数 是 Hermite Ж = 286 Bj 88 #k (Ж 
见 Hennite 函数 ( Hermite function) ) . 

各 种 9 函数 由 以 下 的 变换 公式 【transformation 
ошый) 相 联系 : 777 


[=], 

[+2 |н ебе. 9.00); 
oo os ]- e, 
|» +1 еен жө. 0, (b); 


[. +. 1 
| "十 部 |+), 


ео «ө. @ (уу, 


63| ° ЗЕТ 


[> 二 -ee om + өф). 


所 有 四 个 8 西数 满足 同一 个 微分 方程 【热传导 方 
E ( heat equation) ) : 


дө _ dg 
57 in gar: 


是 重要 的 值 ; 这 里 8,(0) = 0， 它 们 之 间 的 关系 是 : 
01(0) = z0((0)0,(0)6;(0), 
83{0) =88(0) +02(9). 


特别 地 ， 
{0)= H Hi,0,(0)= 2e" Ho Hi, 


6:00) = НН}, 0 (0)= 2ze'" t Н], 


д» 
н,= ае), 


[| (+), 


жеплу, 


u= Да — еб" с), 
HI H,H,= 1. 

ЩЖ 0000) E m+ (n 1/2)т 上 有 单 零点 ; (0) 

在 m + n< БАН: 0,(0) Ж m —1/2 + nz L: 

Жид; H 0.0) н (а 9) ЕГ 

单 零点 ; т,п=0, * 1, 

由 周期 性 关系 可 知 ， 昌 函数 的 某 些 比 是 严格 意义 
ТУА 8А Ж. Ж: Jacobi 桶 圆 函数 是 : snu( А 
正弦 (sine amplitude )), cn (ЕЖЕ (созе amp = 
Шибе) ) 和 бли ( ЖШ 5 (dela ашршке)). 这 种 记 
号 是 由 С. Gudermam (1838) 引 人 的 ， 这 些 术语 起 
ФЙ Jacobi 老 移 已 过 时 的 记号 : sn u = siñamu, спи = 
Cosamu, пи = дати, 

新 变量 ин a= ux01(0) 与 0 相 联 系 . 用 大 一 
0: (0) / өз (0) 表示 椭 贺 函数 的 模 数 ( modulus of the 
еріс functions ) ，Jacobi йай B о 函数 表 
示 ， 或 用 在 原点 邻 域内 收 全 的 等 级 数 表示 如 下: 
u;k)= 8,(0)#,(т) _ 


smu snl ИОТИОИШ 


= (RY врун _ 
ик) 0+ мае) Sr 


опи = сви; в) = 00) 0:60) _ 


9.00) 0.00) 


А 
БЕТ 


-(1+ Фа +вк'у ж 


шшш) #400084) _ 
апи = (и: k)" Оу 0 (9) 


u 
(ан) + 


一 1 
=1-k' > 41 


- р 2 у... 
KG + кеке) е +. 
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它们 的 逆 种 比 的 方便 的 记号 是 由 J. Glaisher 
(1882) 31289: 


1 21 = 

тн = —— , псн = —— , пбн = —— 
Л спи dnu 
© и dn 

зи DE ,d= u доу = Шш, 
snu snu спи 
зги snu спи 

си = „би = —— , сін = ñ 
спи dnu dnu 


Jacobi #ëBJPS ѕпи, спи 和 dnu 是 具有 以 下 于 
期 的 二 阶 椭圆 函数 : 对 snu, 4KK 和 2iK’; 对 спи, 
4 政和 2(K+iK'); 而 对 dnu, 2K 和 4iK'， 其 中 
K=K(k) =z03(0)/2 和 К =K(k)= -irk 
是 第 一 类 完全 李 杭 积分 的 值 ， 且 ‘= (1 一 k7) 2 Ж 
为 椭圆 函数 的 补 模 数 (complementary modulus of the 
еріс functions ) ` Jacobi 椭圆 函数 只 有 单 极 点 位 于 
2тК+ (2и + DiK'im,n=0, 1,5. 

这 三 个 Jacobi 稍 圆 函数 由 以 下 关系 式 联系 荐 : 
sn2u tentu = 1, 
бли + kisniu= 1, 

пи — kentu = 1-2 = k 


а 
—— зи = спи + dnu, 


аи 
d _ . 
Лы u= —snu dnu, 
-4_ фти asn + опи: 
du ёлы кѕпи + спи; 
且 由 以 下 微分 方程 联系 


А 
ЕЗ =a] = (1 віш) (1 – khiska), 


a _ ара 22 тел? 
Е ons | = (1 епи) ("2+ kicn’u), 


— aqnu | =(1-anzu) (аага сва 
Е а | (1 — ёл? н) (апи К), 
关于 Jacobi 椭圆 函 数 的 加 法 定理 ( addition theorems ) 
是 : 

sn(u, +и,)= 


<] Bu t пи, фїн,+зпи,- гану" don, 
mu sn'u, ' 


cn(u, tu,)= 
— nu, опи; Snu, ' пи, + snu,- Чан, 
1— K'isn u, sn 


dm 人 +и,)= 


Чпи,, ёли, — k2snu, ' спи, - snu 
Ги, ~ miu, 
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Jacobi МЕИ 2 АКЖАР. Ш 
ж 


-lr аск?) -| 7 
十 Legendre 正规 形式 的 第 -类 椭圆 积分 ， 则 它 的 有 反 函 
数 是 z= snu; 这 构成 了 Jacobi 理论 的 出 发 点 .变量 
я 


рати 是 变量 и 的 万 穷 多 值 函数 ， 上 月 称 为 椭圆 积 
分 u 的 振幅 (amplitude of the eliptic integral ) . 


а = VT = cosamu, 
йш = VT mn = VIR a. 
这 些 常数 之 问 的 下 要 关系 是 : 
Ке КО) Z лө}(0; т), К' = K(k'), 


0300) |, 000) 
0200)" 6300) 

在 应 用 问题 中 异 ЕСУ, НЕН 0 < 
<1 带 常 成 立 ， 或 补 模 А = (1 一 KJ (ок 
1 已 给 出 需要 找 КК. Шосте + 
2 =(1- Je (l+ k), 其 中 0<k<1, 则 
有 0<s<11/2， 为 了 求 9， 用 以 下 级 数 


д= ее +28 + 156° + 150° + О(Е"), 


rK=iK', k= 


如 果 0<s<1/2， 它 很 快 收 你 ， 完 全 杭 圆 积分 的 数 


кж KK' 由 公式 
ГЕТ о-о 4" |, 


K'= L Kh 


或 由 表 中 找到 . 
к= 09 k=1 时 ，Jacobi 尊 圆 函数 分 别 地 退 
Ой О ШК: 
sn(u; 0) = эпи, сп(и; 0) = ови, 
dn(u; 0) = 1; зп(и; 1) = tanhu, 
1 
coshu 


工 
q 


сп(и; 1)=dn(u; 1) = 


010, ЕА КАР О ET НО Е H Wejer- 
Strass 给 出 (1862 一 1863) (Л Weierstmss 椭圆 西数 
(Weierstrass еШріс functions) ) .对 给 定 的 k(O< k 

1)，Weierstrass 不 变量 е, e,, ез, Й, НА 
式 : e= (2—0) 3, е,= (282-1) (3. е, = 
-(1+%?)/3 98, ЈА д. = —4(е е, +е,е + 
ёё) Жду = 4e,e,e, 可 以 找到 . 半 周 期 由 w. = 
Kj/ (ej 一 en) Ж w. = iK'/(e, -el 确定; 这 
些 结 果 使 得 可 以 计算 与 Weicrstrass 椭 贺 函数 有 关 的 所 
有 其 余 的 量 . 


参考 文献 
ПА] hcobi, C б. Ј 
tionum cllipticarum , Kónigsberg , 1829 
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Chelsea , reprint , 1969 , 49 — 239 
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[2] Журавский, А. М., Справочник по эллиптическим 
функциям, М.-Л., 1941 
[5] Jamke, E ., Emde, F. and Lósch. F., 
стл Funktionen , Teubner, 1%6. 
Е.Д. Соломенцев {% 


‚ Fundamenta nova theodac func - 


Tafcin hoh- 


ә] 
参考 文献 
ГАІ) Mumiord , D., Tata jecturs on Thea, 1-2, Bir- 
Кһайзег. 1983 一 
[А2] Weil, A., ЕШріс functions according to Eisenstein 


эгё Клопескег, Springer, 1976. 
ГАЗ] Bowman, F., Introduction to elliptic functions with 
applications , Dover , mprint 1961. 
[А4] Igusa, Ј.- 1., Theta functions. Springer, 1972. 
[А5] Hancock, H.. Theory of sliptic functions, Dover, 
терн, 1958 аши 详 
Jacobi 方程 [Jacobi equation ; Якоби уравнение ] 
Ив 
dy _ Axy+ Ву +ах +һу+с 
dx AX +Bxy+ax+gy+y ° 
或 者 较 对 称 的 形式 
(ax+by+e)xdy— ydx)+ 
+(a,x+ Бу +ce)áx-(ax+by+e)dy=0, 


其 中 一 切 系 数 都 是 常数. 这 个 方程 是 Darbox 方程 
(Darboux equation ) 的 特殊 情况 ， 由 C. G. J. Jacobi 
(СОЈ) 首先 进行 研究 ，Jacobi 方 程 总 可 以 用 下 述 算法 积 
分 为 封闭 形式 .首先 通过 直接 代 换 至 少 求 出 一 个 线性 
=й 

у= px+q4. 
然后 进行 变量 变换 


х= Хх = 
` Px yta рх-у+@'! 
结果 得 到 一 个 可 约 化 为 齐 次 方 槛 的 方程 . 
La 3.3 
[1] meobi. С. G 7. De intcəmtinnc acquations dhlferen- 


бав (4+ AX КА” у){хду—удх)-(В+Вх+ 
B'y)Əy+ (ссх + су) дл = 0. J. Коне Angew. 
Май... 24 (1842), 1—4 

[2] Стеталев. В. B... Куре дифферешиальных уравнений, 
В изд., М, 19 入 (中 话 本 ; В.В. ЖИБЕК, $$ 
分 方 各 教程 ， 商 等 教育 出 版 社 ，1955 } 

[3] Катке, Е... Diffeentialglckhungen . Lüsungsmethoden 
urd Lisungen f. Chelsea ，print 1947 ( 中 详 本 - E. 
卡 嫌 克 ， 贤 微分 方程 竹 驻 ， 科 学 出 版 社 ，1947) 


Н.Х. Розв 所 
96293 
参考 文献 
[А1] Dee. E.L. ., Ondinary difieentid equations , Dover, 
трпи, 1956 н Ж 


Jacobi 反 演 问题 [ Jacobi inversion peoblem ; Якоби проб. 
лема обращения ] 

任意 代数 函数 城 ( 见 代数 函数 (algebraic function )) 
的 第 一 类 Abel 积分 {Abeliam irtegral) 的 反 演 习题 ,也 
就 是 对 应 于 已 给 代数 方程 F(z ,w) =0 的 亏 格 p 之 1 的 
Ж Riemam 曲面 (Riemann surface) Е 上 的 第 一 类 Abel 
积分 的 反 演 问 题 . 

Ë 9，,…,p, 是 F 上 第 一 类 Abel 微分 { Abelian dif 
ferential ) 的 基 ，-- 个 单独 的 Abel 积分 ， 例 如 J*' o = 
mw) = z 的 反 演 ， 就 是 把 w 的 所 有 可 能 多 有 理 函 
数 ， 特 别 是 把 mw , 表示 成 z 的 一 个 函数 ， 邢 w = 
Wi(z1) .这 种 反 注 仅 当 p= ] 时 才 有 意义 ,在 这 种 情形 ， 
人 们 讨论 的 是 椭 国 积分 的 反 演 ( inversion of an eliptic 
integral ), If ÍL SR Г ЖОР] ДАҢ ИМ s£ (cliptic functon ). 
举例 来 说 ， Legendre 标准 形式 下 的 第 一 类 积分 


dt 

ш (и) = ї таг “2 
Й ТРН Т Tacobi ЕТ 88 8⁄ ( Jacobi elliptic function ) 
Wi =зпд,. 

Ж] C.G. J. засобі 已 经 观察 到 的 【1832),p > 1 
国 的 友 演 问题 必须 考虑 所 有 第 一 类 Abel 积分 1 ,… 
j ,的 集合 ， 这 是 因为 得 到 的 是 有 2p 个 同期 的 函数 ， 
#p21 Mq Sal ае Jacobi 反 演 问题 的 合 
平 情理 的 表述 : 设 有 方 


了 Ар. ji=l, зур, (1) 
рс, ч гинек, wU w R FL aE 


动 点 ，: = (z1.…,z,) 是 性 意 取 定 的 复数 ,要 求 确 定 
方程 组 (1) 在 什么 条 件 下 可 道 以 及 如 何 求 遂 ， 也 就 是 
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说 把 w {大 = 二 1、…、p) 的 所 有 可 能 的 对 称 有 理 函 数 表 
тй л =(т|. 56) МЖ. 

由 于 (1) 里 的 Abel 积分 作为 上 了 腿 w, ПОИ 
于 了 上 连接 c, 和 w, 的 道路 ， 它 们 是 多 值 的 : 当道 路 
改变 时 它们 的 改变 量 基 周期 的 一 全 整 线性 组 合 ， 因 此 
实质 上 (1) 是 以 微分 фиг ‚р, 为 模 的 同 余 方程 式 组 、 
通过 解 Jacobi 反 演 问题 后 得 到 的 z = (z,,…,z,) 的 函 
数 的 值 当 自 变量 增加 微分 g,,… о, 的 周期 的 整 线 性 
组 全 后 ， 仍 保持 不 变 ， 所 以 它们 是 有 2 个 独立 局 期 的 
特殊 Abel 函数 ( Abelian function ). 

在 p= 1 的 情形 ， 即 对 于 桶 加 积分 ( elliptic integral ), 
解 芭 演 问题 得 到 的 短 贺 函数 可 以 通过 利用 相对 简单 的 
单 复 变 量 z 的 Jacobi g ЕНЕ. ТРЕНД ПГ 
БИНЕ 0 函数 的 商 来 霹 造 .在 解 一 般 Jacobi 反 演 问题 
时 也 有 可 能 利用 具有 半 整 特征 数 H 的 p 个 复 变 基 的 一 
阶 9 函数 (tbeta -function ) br (2) = gi (21, ,2,). 

基本 Ара 微分 ө, ЖИНИ И 具有 如 下 形状 : 


ri 0 0 0 a, се ü, 
° . 
W= |. + mi + a + (2) 
0 0 O xia аһ 
а = 4. 


ЛЯ 2. 000 Riemann 关系 式 { 见 Abel И (Abelian 

function )) 保证 了 利用 W 的 元 素 构造 的 8 函数 0,(Z) 

的 级 数 表达 式 在 С? ИИ Ed E — Suk ik. 通过 利用 

零 特征 数 的 8 函数 8(z) = go(z), 可 以 构造 登 加 
@(w)=0(u(w)- 2), 

这 里 


nw)= Bl oo “| 


Ж Abel 积分 的 向 量 ，w = (w,，…,w,} 是 下 的 . 
ФС») 称 为 Riemam Ө Ж ( Riemann theta -fanction ). 对 
于 给 定 的 数 集 ze C? ,或 者 (w) 在 已 上 有 唯一 的 堆 
АЖ #91,… ,和 (正常 情形 )， 或 者 它 恒 等 于 零 (例外 
情形 ) . 零点 n. n, 给 出 了 Jacobi 反 演 何 题 的 解 . 
使 @(w) 三 0 的 例外 点 z 在 С” 内 移 成 了 较 低 维 数 
的 集合 . 

完全 解决 Jacobi 反 演 问题 的 特殊 Abel 函数 的 明 
显 表达 式 可 以 通过 利用 形 如 o, (z)/0(z) 的 8 函数 的 
ШЖ. хш Др Өй. ЧА 
变量 被 加 上 周期 时 ，8 Я РЕКИ ЕЕ а 
函数 的 南 ， 经 消去 后 ， 仅 有 的 非 平凡 乘 数 是 -1. 从 而 
当 自 变量 加 上 周期 时 ， 商 的 平方 保持 不 变 ， 这 样 就 得 
到 了 有 2р 个 周期 的 Аза 函数 ， 

与 Jacobi 反 演 问 题 有 密切 关系 的 是 以 下 前 重要 癌 
题 : 对 于 给 定 的 8 函数 组 6y(z), 它们 具有 共同 的 满足 
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А ДЕ Е W, 构 千 相应 的 代数 函数 域 以 及 相 
应 的 Riemarn ÚH. 要 使 这 个 怕 造 成 为 可 能 、WY 的 不 
F| 36 S (Ж p (p Fl) /2 个) 必须 满足 (р 一 2)。 
(р 3)72 个 附加 茶 付 ， 当 роз 时 对 这 些 条 件 的 研 
ж МЛ ЕИ ЖЕЙУ ГИ (ОМ. [1],[3],[4],[5]) 
参考 文献 
|1]Чебоарев, Н J". Теория алгебраических функций, 
M -л., 1948 
{2} Spnnger.G ..Introduction to Riemann эшїаооѕ. Adcison- 
Wesley , 1057 
[31 Crehsch , A, and Gordan -了 ері: der Abclschcn Funk- 
tienen , Tcubner ‚ 1866 
[41 Conforto „Е. Abelsche Funktionen und algebraische Goo- 
metrie , Springer , 19% 
[5] Mumioni . 12., Stnicture of moduli spaces of euryes and 


Abelian valiehes ,im Act Congress internat .mathématici- 
ens Ме. 1970, Vol . |, Gauthier-Vilars ‚1971 ,457—465_ 
Е.Д.Соломенцев 所 
[ 补 注 1 
参考 文献 
РАТ юра, C. 1... Горі in complex fundion theory. 2. 
Interscience , 1971 
[A2] Mumford . D... Тша Jerturcs on Тама. 1, Birkhauser , 
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Jacohi ЗЕ [ Jacobi matrix ; Якоби матрица ] 

共有 实 元 家 的 方 阵 J= 1а, 1, К>, 
Жа, =0. Жа, =a(i=l. п), а 
ъа me, (i 0—1), BJ Jacobi Ж 
阵 有 形成 


a b Ü | 

| eo a, b o! 
0 c, a, 0 

| со о с, лалі 


Jacobi ЯЕ J 的 任何 于 式 (minor ) 部 是 了 的 其 此 上 王 
上 上 式 与 了 的 某 些 元 素 的 积 ， Jacobi Ж J 是 完全 非 负 
的 【 凤 它 的 所 有 子 式 是 着 负 的 ). 5 HL R 3 EU rr 


主子 式 和 所 有 元 素 Б, с (11 опт) А 
非 负 的 . Вси 0 is 5 а 1, BJ 03 


征 多 项 式 ( characteristic polynomial ) 的 根 是 实 的 片 相 

я. 

参考 文献 

[1] Галгмахер, Ф. Р., Крейн. М, Г., Осцилляцион - 

ныг магрицы и ядра и малые колсбания мех - 
анических снетем, 2 жад. , М.-Л. ,1950{ 英 译本 
Gantmakher, Е. В. ani Kin. М. G., Oscillation 
matrices and Кегпсіѕ атай small vibrations of mechanical 
Systems, Dept. Commerce USA . Joint Publ . Service , 
1961) Д А. Супрунскко 所 社 小 杨 详 


Jacobi 法 [Jacobi method ， Якобн метод ] 
1) 用 未 知 呈 的 一 角形 变换 把 二 次 型 (quadrmatic 
form) 化 简 为 标准 型 (也 见 二 次 型 的 简化 【quadrmatic 
forms, mducton of) ) 的 一 种 方法 ， 为 C. G.J. 
Jacobi 所 建立 (1834) ( 见 [1]) 
设 


是 域 PP 上 给 定 的 双 线 性 型 (bilinear юпп) (不 一 定 是 
对 称 的 ) .假定 其 惠 阵 4 = (а) 满足 条 件 


А0, 1, зуп, п) 
其 中 A, ЖЖ ЕЙ 天 阶 子 式 (minor) , MJ 了 可 与 为 


Р ИА 


= (2 
7 CAA. ) 


UJ (до = 1), Muhu = уду, s = 25 ёх, 
Тј k = 2, n, 


“эсе |, 
G, йу а, 11 б 
Qu ú, аа 


З), ШЖ ЛЕНА (1). 了 是 以 4 
为 其 系数 年 降 的 二 次 型 ， 则 广 可 通过 来 知 量 的 变换 : 


1 ағ 
' 
1 д 
а аз та 0 
„=| © *° Ей 2 
1 
а, 6, U “Qali КЕ 
" 
(4) 
和 
= 1 f 
“2 Эх 


化 简 为 标准 型 
‚о 
=£ — As= 1 (5 
БЫУ УЕ БЕ: И MiB, B.n S Ч 
u= Y сх, (6) 


АР Сй АЙ 1, 
式 . 

公式 (2) — (7) 称 为 Jacobi 公式 (Jacobi for- 
mulas) . ` 

БЕЧ ЗАРЕ 


А0, = 1,5, 
А2724, =0 
所 {其 中 + 是 所 给 型 的 秩 ) ，/ 可 通过 来 知 量 的 三 角 
形变 换 化 简 为 标准 型 
ыл, (7 
【其 中 д1). Т Сам 法 (Gauss me - 
Поб) 实现 С). 90, ШЖ Р=К,Щ / 
正殿 性 指数 等 于 数列 


ОКЕ 7, 1, РРА 


2 
ну 


l,A СТ, A 


中 保持 符号 数 ， 而 / {НЕНИ T ер 
变 符号 数 . 
亦 见 惯性 律 (law of ега). 
参考 文献 
[1] Гантмахер. Ф. P.. Теория матриц, 2 юд., М,, 
1966 ( 中 译本 : Ф.Р. {ыйл же. ЕК 
有 册 ， 疝 等 教育 出 版 社 ，1955 ) . 
И, В, Проскуряков $ 
2) 对 十 解 线性 代数 方程 ，Jacobi 88 — as bae 
К СЛ КУ { simple iteration method)) ， 即 对 于 
方程 4x= 50， 可 以 通过 下 述 法 则 实现 它 到 形状 x= 
Bx + у 的 预备 变换 : 
B=E-D а, урь, D= (4), 


а, = а 1,7,0, ij. 
Г.Д. Ким 所 
【 补 注 ] 西方 文献 中 还 出 现 此 送 代 法 的 下 列 别 名 : 


Сац -Jacobi 选 代 ( Gauss -Jacobi iteration) ， 点 Jacobi 
Ж ( ройи Jacobi iiemtion ) ， 逐 次 代 的 法 【method 
of suooessive substitutions), В ЖД (vethod of 
Jacobi 于 1845 年 所 使 用 ( 见 [A3]) . 如 果 知 阵 4 是 
不 可 约 对 角 优 势 的 ， 则 此 法 对 任 一 起 始 向 量 均 收 化 
(M[A1]) .由 于 新 的 计算 机 体系 结构 诸如 向 量 计算 
机 、 并 行 计算 机 的 引进 ，Jacobi 法 重新 引起 人 们 的 兴 
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趣 ， 因 为 它 能 特别 好 地 疝 量 化 和 平行 化 ， 对 于 稀 访 托 
阵 方程 的 有 关 灶 代 方法 的 综述 可 车 [A2], [АА], [A5] 
和 [A6] 中 找到 . 

参考 文献 

[AI] Сейит, 1... Ueber die konvergentzkriteien boi itera + 
tionsverfahren бг їшеат Gleichungssysteme , МЛ. 
Z , 53 ( 1950) , 149 — 161 

ГА2] Hugeman, L A.. Young, 0. M. , Apphed iterative 
methods, Асай. Риа. 1961. 

{A3] Jacobi, C. G. Y., Ucber ете neue Auilisungsart der 
be der Methode der klcinsten Quadraten vorkommenden 
Jincare Gleichungen. Аг. Nachr.. 22 (1845), пө. 
523, 297 — 306. 

[A4) Onéga, J. M., 
1972. 

TA5] Varga , К. 5., A comparison of the suceessive over- 
Telaxation method and semi-iterative methods using 
Chebyshey polynomials. Siam J. Ард. Math., § 
(1962), 39 ~ 47. 

САБ] Young, 0. M., Rerative solution of large lincar sys- 
tems, Агай. Press, 1971. 

3) 对 于 解 Hemite 矩阵 ( Hermitian matrix 》 的 本 
征 值 和 本 征 向 量 系 的 先 全 问题 ，Jacoti 法 是 一 种 施 转 
法 (rotation method ) . Г.Д. Ким ## 
【 补 注 】 Jacobi 法 的 收 化 性 如 由 了 . von Neumann 81 
H. Goldstein 验证 (9 [А1]). 与 旋转 法 有 关 的 是 
Householder 法 ( Householder method) 和 Francis QR 
Ж (Francis ОК method) ( 见 [A2]). 


参考 文献 
ГАТ] Еліот, С. Е., Introduction to numerical analysis , 
theory and applications , Benjamin /Cummings, 1985. 
ГА2] Golub, С. Н., Loan, С. Е. уап, Matrix сотры - 
tations , North Oxford Асай., 1983. Жж ж 


Numencal analysis, Асай. Ризә, 


Jacoli 多 项 式 | Jacobi polynomials ; Якоби многочлены ] 
区 间 [ 一 1, 1] 上 以 
Во) = (1-х) (1+ х), a, p> 1. 
хе[-–1, 1] 
为 权 冰 数 的 正 交 多 项 式 ( orthogonal polynomials) . 5% 
ЖИЫ Jacobi 多 项 式 由 Rodrigyes 公式 ( Rodrigues for- 
mula ) 
Р(х. а,в) = PD) (x) = 

= С ужук 
а" 
ахї 
定义 ; 标准 正 交 Jacobi 多 项 式 具 有 以 下 形式 : 

P (xi a, В)= 


х 


ї—зх)(1+х){1-х*%)°] 
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= Гав ж2л T D r(e+8+n+ о 
М таж ЖЫТТЫ P.O.) 
多 项 式 P. (x; r. р) 满足 微分 方程 
(1-x')y"T[8- a (a tB +2)x]y + 
+п(п+а+ р l)y= 0 


А хз —1/2 和 p> 一 112 时 ， 慰 准 正 交 Jacobi £ 


项 式 满 忠 下 面 的 加 权 估计 
к) Рх) ОНР, за, «е, 
хег-1,1), 


Я с, КТА х. 在 点 x= 1, 序 
PJI P .(x;a, Д)} ЭШ mot пио 的 速率 增 
长 . 

按 Jacobi 多 项 式 的 Fourier 83 ( X, Fowier 级 数 
( 关于 正 交 多 项 就 的 ) (Fourier series (in orthogonal 
Polynomials )) ) 208 ( —1,, 1) 内 类 似 于 三 角 Fourier 
级 数 ， 但 在 该 区 司 端点 的 邻 域内 ，Fourier -Jacobi 级 数 
的 标准 正 交 性 态 却 不 同 ， 因 为 在 x = + ] 处 标准 正 交 
Jacobi 多 项 式 无 界 地 增长 .函数 的 Fourier -Jacobi 
缓 数 在 [一 1，1] Б, Ж f 在 该 区 间 上 р 
次 连续 可 微 ， 且 у еру, у 8 p+y>q+1/2, 
其 中 

1 


алш (а, 人 > 一 本 ñ 
在 这 些 条 件 下 ， 下 述 不 等 式 成 立 : 
/(х)— Ха P(x; |55 тезга", 
хе[-1, 1}; 
其 中 的 常数 с, 不 依赖 于 n 和 x， 另 一 方面 ， 当 x P> 


一 112, 62—112 1, f 60 Fourie:-Jacobi 级 数 的 余 
项 满足 下 面 的 加 权 估 计 : 


ату ЛО Уа, Вз а, В| 
< сЕ, ря, хё[—1, 1]; 


其 中 п> 2, И с, ЖЯ Т n х, Б, (f 是 连 
Знай f Ir [-1, 1] БАНКТ н 3 BOM 
ЖР}; ЖЫЯ —#СЗЫЗЕ1А Ж ( 见 最 佳 通 近 (best approxi- 
mation ) ) . 

Jacobi 多 项 式 是 C. G. J. Jacobi ([1]) 联系 于 
超 几 何方 程 (hypergeometric equation ) 的 解 引进 的 ， 
Jacobi 多 项 式 的 特殊 情形 是 ，Legendre 多 项 式 ( Lependre 
pobnomias) (此 时 = g= 0); 第 一 类 Чебышев 
多 项 式 (Chebyshev polynomias) (此 时 т=р= 
一 112) ;第 二 类 Чебышев 多 项 式 (此 时 x 一 p= 


1{2); 超 球 多 项 式 (ultraspherical polynomias ) (此 
时 «=8). 
亦 见 经 典 正 交 多 项 式 ( classical orthogonal poly- 
nomials ) . 
参考 文献 
[1] Jacobi, С. G. J.. Untersuchungen über die Differen - 
tialgleichung der hypemeometischen Кайс. J. Reine 
Angew Math. , 56 ( 1893. 149 – 
[2] Суетин, П. К., Классические ортогональные много- 
члены, 2 изд.. M., 1979. П.К. Суета Ж 
【 补 注 】 亦 见 [A4], [A1] 以 及 Fourier 级 数 ( 关于 正 


交 多 项 式 的 】 (Fourer series (in orthogonal polyno - 
mials ) }. 
а. p> -1. -1<x. 了 <1， 则 存在 具有 正 
测度 da, ,(z) = аи" 102) ЕЗИ 
РЕ (х) Рет (уу _ 
рии 
-| имә. daa (D. =. 1, 


ч 


的 乘积 公式 当 且 仅 当 & 28, Пй# B> -1/2, 
者 & 十 有 之 人 9， 这 个 公式 产生 关于 Jacobi 级 数 的 正 着 
积 构 和 车. 对 于 a 之 8 之 一 112， 上 式 中 的 测度 可 从 
Jacobi 多 项 式 的 加 法 公式 明显 地 计算 出 来 见 [AL], 
第 4 讲 . 
至 于 对 侦 问 题 ， 有 
РУ "(УРЕН (x) = 


У Clk, т, п)? (x), 


Ша 
此 处 车 а> р> —-1, a+ >» -1, МА C(k,m,n) 
20. ЖААРТ Jacobi 级 数 的 正 对 侦 卷 积 
ж. 见 [A1], 第 5 讲 . 

对 Jacobi 多 项 式 可 有 多 种 不 同 的 群 论 解释 ， 其 中 
三 种 最 更 要 的 解释 是 : 作为 S U (2) 不 可 约 表示 的 矩 
阵 元 ( 见 [A5]， 第 3 章 ) ; 作为 恨 1"' 中 单位 球面 上 
的 O (p) х O(q) 2 3E5RU AMD ВА 8k spherical har- 
monics ) ( 2. [A2]) ; fE 28829 1 的 紧 对 称 空间 上 的 
球 带 函 数 ( 见 [A3]， 第 5 章 S43). 


参考 文献 
А1) Асу, R., Orthogonal polyromials and special func - 


Чот, Reg. Conf. Ser. Appl. Маїһ.. 21. SIAM , 
1975. 
[A2] Braaksma, В. L. J., Meukenbeld, В., Jacobi poly - 


nomials ав spherical harmonics , Neder!. Абад. Weten - 
sch, Рик, Se. А, 71 (1968). 384 — 389. 

ГАЗ] Helgason. S., Groups and geometric analysis, Асай. 
Press , 1984. 


(А41 Szgó. G.. Orthogonal polynomisls, Апкт. Math , 
Soc.. 1975. 

[A5) Вилешкян. H Я., Отнилльныз функции и теория 
аредставлений групп, М., 1965( 英 译本 : Vilenkin , 
N Ya.. Special functions and the theory of group 
represontations , Amer, Math, бос, 1268) 


Wokak Ж 


Jacobi 原理 [Jacobi principle; Якоби привцип], 34% 2: 
ATEJ ЖЕЕ ( principle of stationary actior ) ` 
ЮС: Ө. J Jacobi ([1]) 对 完整 保守 系统 建立 
的 力学 中 的 一 个 积分 变 分 原理 . ВЕНЕ Jacobi 原理 ， 如 
果 一 个 完整 保守 系统 的 初始 位 置 P。 和 最 终 位 里 Р, 


已 给 定 ， 则 对 实在 运动 Jacobi 作用 量 


[А 
s=| ЗГЕ ку as, 4б = Ў а, даа, 
f 2" 
与 P。 Ж Р, 问 的 与 实在 运动 有 同样 能 量 常 值 А 的 所 
有 其 余 无 限 接近 运动 相 比 较 ， 有 一 稳定 值 ， 这 里 
U(q,. U. 4,) 是 系统 上 作用 力 的 力 函 数 , 而 4, 是 
系统 的 广义 Lagrange 坐标 ， 其 动能 是 
Jacobi 证 明了 《 见 [1]) 如 果 Р, ЖР, 彼此 充分 
接近 ， 则 对 实在 运动 作用 量 S 有 一 个 极 小 值 ，Jacobi 
原理 把 决定 完整 保守 系统 的 实在 轨道 的 问题 化 成 具有 
度量 ， 
45 = У а, 4,44) 


的 Riemann 空间 中 求 变 分 问题 的 极 值 曲 线 的 几何 河 
ж. 
亦 见 经 典 力学 的 变 分 原理 (variational principle оѓ 
classical mechanics ). 
参考 文献 
[i] Jicobi, С. G. Ј.. Voresmgen über Dyramik, б. 
Reurer, 1884 В.В. Румянцев 扎 
[киз] 
参考 文献 
[A1] Arnold, У. 1., Mathematical methods of classi - 
cal mechanics , Springer , 1978 (ЖА 30) 
ВЕН ЕШКО 


Јасон 符号 [ Jacoli symbol ; Якоби символ] 
а 
[+] 
对 于 与 给 定 的 奇数 P > 1 互 素 的 一 切 整数 a 按 下 


ЖУКА ХЮ К: W P = p,… p E: РЮА (К 
必 不 同 ) Е, ДН 
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2 
а] 
ЈЕ Legendre 符号 ( Legendre symbol ). 
Jacobi 符号 是 Legendre 符号 的 推广 ， 并 有 卫 具 有 类 
似 的 性 质 . 特别 是 ， 互 友 律 


8-09 


其 中 


ОР 
Ж, OF РШ ОЖНЖЙПЕФМ И, ЭРЕР 


=1] P 2 | -~ pI Ds 
[>] с “| | сю" 


也 成 立 . 
Jacobi 符号 是 C. С. J. Jacobi 引 人 的 【1837). 
参考 文献 
[1] Facobi, С. G. Ј., Gesammelte Werke, 1—7, Reimer, 
1881 一 1891. 
12] Dirchlet . Р. С.. Voriesungen uber Zahlentheorie, Vie- 
мер, 1894. 


13} Bachmann, P., Nicdere Zahlentbeonie , 1—2, Teubner , 
1902 — 1910. С. А, Степанов f 
СЕРЕ 作为 《多 /pZ) 上 的 函数 ，Jaoobi 符号 是 实 
特征 标 (real character ) 的 一 个 例子 ， 实 特征 标 在 有 站 
ЖЕШ. ( quadratic field ) 中 的 分 解 中 起 着 重要 
的 作用 { 见 [Al]) 
参考 文献 
ГАІ) Zagier, ТУ. B., Zetafunktionen und quadratiche Ког- 
per, Springer, 1981 张 鸿 林 译 


Jacsbi 变换 [Jacobi transform; Якоби преобразованне } 
积分 变换 


А 
ЕО) = fe Dn) = ре?) FO)dx, 
Ë 


n= 0,1,., 
ДР! (x) 是 n 次 тюн 多 项 式 (Jacobi polyno- 
тар), а> -1 各 用 > 一 1 都 是 实数 ， 反 演 公式 具有 
下 列 形式 : 


Ро) ў -rt хуР (хуу ® (л), 


-1<х<1, 


1 г(а+а+ DF(g+n+ 1) 
пі +В + 2а + 1) га 8+n31)' 


ó, = 


nF ai 3 . 
Jacohi 变换 把 运算 


тг) + [а-о E +098 + 
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рој} 
按 公 式 
тре) = -( + Dt et B)f н) + 


+106 В) + 0а + В) ХР Р(Х) Ех) 


-1 


化 为 代数 运算 ， 当 x= 有 一 0 时 ，Jacobi 变 换 即 Legendre 
变换 (Legendre transfonn); š а=й=у—1/2 时 ， 
它 是 Geeenhbaner 变换 ( Gepenbauer transform). Jacobi 
变换 可 用 来 解 含 算 子 了 的 微分 方程 . 对 于 特殊 的 一 类 
广义 隔 数 也 可 定义 Jacobi 变换 . 
参考 文献 
11] Seott, Е. Ј., Javobi transforms, биат. J. Math., 4 
(1953). 13, 36 — 40. 
[2] Ditkin, У. А. амі Prundnikov, А. Р., Integral trans- 
огт», Progress ін Math., 1909, ] — 85. 
[3] Zemanian, А. © .. Generuled integral transformations , 
Interscienoe , 1968 
Ю. A. Брычко, A. П. Прудников ## 
[ 补 注 】 见 Gegenbauer 变换 (Gegenbauer transform ) 
的 “ 补 注 “，Jacobi КА 
ч 
{ бәре Dx ~ х) C1 + x)'ax, 


EP T Gegenbauer 寞 换 中 给 出 的 表达 式 . 
кй Ж 


Јасон $É [ Jacobi variety 或 Jacobian ; Якоби многообра- 
зие ‚якобнан ] ,代数 曲线 $ #0 

由 这 条 于 线 构造 的 主 慨 化 Abel $& ( Abelian variety ) 
( 亦 见 极 化 代数 能 (Polarized algebraic variety )) (J(S), 
©). ЈасоЫ 簇 只 是 被 看 作 -一 个 交换 代数 群 { alge- 
braic group ). 如 果 S 是 域 C 上 亏 格 9 МОБИ, 
或 用 经 典 的 术语 说 、 是 号 格 g 的 紧 Riemam 曲面 (Rie- 
mann surface ), ЕТ МХЕ 5 的 1 了 闭 链 上 的 积分 定 
义 了 一 个 杠 人 

Н\(8,97)-® HS, As), 


ТАНАКА Н Q, 表示 S 上 全 纯 1 形 
ЖУ. 基线 S 的 Jacobi ЖИ 


J(S)= H°(S,0;,) /1H (5.2). 


可 以 取 
H'(J(S),Z) л Н), 2) = 
= Н(1(8), 2) H'(J(S).C) 
中 的 与 (5.2) 2 H (305), 7) 上 的 相交 形式 相对 


应 的 上 同调 类 © 作为 极 化 . 这 个 极 化 是 主 极 化 ， 即 Ө” 
= gt. 作为 Jacobi 护航 更 明显 的 定义 ， 通 常 取 H .(S.Z) 


的 基 54,… 而。 以 及 Н°(5,О,) 的 微分 形式 的 基 o, 
它们 确定 了 … 个 (gx29) 986 0 一 Riemann 
БИЙИ BE (matix of periods ): 


а= [| °]. 


这 时 ，J(5)= C/A， 其 中 А ЖЬ @ 的 列 向 量 作为 
Жн. 可 以 选取 基 { 5 及 【wa 上 使 得 Q =E Zl; 
这 里 的 矩阵 Z= X+iY 是 对 称 的 ， 并 旦 了 > 0( 见 
Ара 微分 ( Abejian differentia )). 租 化 类 可 用 微分 形式 o 
来 表示 ， 在 Се 的 标准 坐标 (z,,…,z,) 之 下 有 
w= У 


7 h (Ya dz, A dz. 
СЕИ @, 人 们 常常 考虑 与 其 对 偶 的 有 效 

ВЕ ( divisor ), 这 个 除 子 仍 记 为 @ ,并 且 在 可 差 一 个 六 
移 的 意义 下 是 唯一 的 .在 几何 上 ， 这 个 除 直 日 可 用 以 
下 方式 来 描述 . жн 

P ; 

|) ау, Гел 

š š, 
所 定义 的 Abel 映射 25 一 (5), 其 中 „е5 是 固定 
点 . 设 S 是 5 的 СК, Е 5' 关于 
对 克 群 的 商 艇 (5 的 上 对 应 于 S 上 的 4 次 有 北 除 子 ). 
公式 5,30) = (зү) + (5) 定义 了 Abel 
ЙИ :5 — J(S) ЛЖ ЖИ а=, = 
808970), 

S) ш и 定义 的 等 价 关系 等 同 于 除 子 的 有 理 等 价 
关系 (Abel 定理 (Abel theorem)). 此 外 ，H (590) 一 
J ( S)(Jacobi 反 演 定理 ( Jacobi inversion соет) C.G. 
J. Jacobi ( [1 ]) 研究 了 g = 2 时 的 反 演 问题 ( 亦 见 Jacobi 
反 演 问题 (Jacobi inversion problem )). 上 面 握 到 的 定理 
确定 了 .个 同 构 JCS) 兰 Pic*(S), 这 里 Pice(S) Ж 
Picard 群 (Picard group )Ріс(5) 的 对 应 于 у 次 除 子 的 分 
Ж. 用 除 子 类 —gs, 相 乘 后 可 得 出 Abel ЖЛ ЙҮ 
构 J (S)= Р? (S). 

белед А ЖИ ШЕЙНИ. Jacobi 8 J(S) 
被 定义 为 Picard Ж ( Picard variety) Pic (S). Abel ШЫ 
把 点 s€ S КЕТ s 一 % ,并且 极 化 可 用 除 子 W,_, = 
и(5е Эу 来 定义 . 

Jacobi 灸 在 代数 曲线 理论 中 的 意义 可 从 Torelli 定理 
{Torelli theorems ) 中 看 出 来 : 非 奇 异 完全 曲线 被 它 的 
Jacobi Ж { 考虑 到 极 化 ) 唯一 确定 (【 见 [ 5]). 从 曲线 到 
它 的 Jacobi 罕 的 过 淡 使 得 人 们 有 可 能 把 曲线 理论 里 的 
访 多 非 线性 问题 线性 化 . 例如 ， 对 S 上 特殊 除 子 (使 
f H(S,z(K— D) > ОЯ D) 的 描述 问题 
ЖЩ En BL ER J(S) ЕРЕ W, = (509) 
Б АРИТЕКДЕ И. ХУМ ЕШ ЖЕРАР 0 Riemann- 
Kernpf 定理 为 基础 的 ( [1], [5] ). 这 个 定理 的 推论 之 


一 是 : В Ө = W, ЛОТ КОЕ 
4 .如 朵 只 考 党 局 于 Я RMO JYacobi Я АВЫ 
里 的 主 极 化 Abel $Ë. А, Jacobi ЗЕ ЕБЕ 
质 ， 更 确切 地 说， 如 果 主 极 化 Absl 634848 
的 余 维 数 < 4, Пол 不 属于 参 模 族 的 几 
个 特异 分 支 ， 则 4 兰 JCS),S 是 一 茶 光 滑 曲 线 (W. 
[2]). 
在 Abel ЖЕЕ Jacobi ЯЕ —17 ТАЖ ТЕА 
Ыг Ө 函数 与 它们 的 导数 的 方程 ， 可 找 这 些 方程 的 
何 题 被 称 为 Schottky 向 题 ( Schottky problem ). 
在 奇异 曲线 的 情形 ，Jacobi ЖЕ J(S) 被 看 作 Pic(S) 
的 子 群 ， 由 关于 S 的 各 个 不 可 约 分 支 的 0 次 除 子 所 确 
定 ( 它 与 Pic(S) 的 恒 等 元 的 巡 适 分 支 重 合 ) . ШЕН 
线 5 十 由 一 个 光滑 模型 N 上 的 模 m 所 定义 ， 则 通常 把 
J(S) 称 为 出线 N 【相对 于 m ) 的 广义 Jacobi Ж(реп- 
eralized Jacobian 》 记 为 А, ( 见 [6]) 
参考 文献 
ElA] Јао, С.С... Considerationes generales de transcen- 
dentibus абыл. /. Reine Argew Май. 9 ( 1832), 
349 一 403 、 
[iB] jacobi. С.б. J.. De functionibus duarum variabilium 
quadrupliciter perodicis ,quibus theoria transxendentium 
abelianarum innitittur ,J , Reine Angew .Math 1301839). 
55—78 
[2] Andreotti ,A, and Mays, А., Оп period rdations for 
abehan integrals on algebraiç cures, Am. Sao Nom, 
Хир. Pisa, 21( 1967), 189—238. 

[3] Griffiths ,P ,A , Ап introduction (0 the theory of зресі- 
al divisors on algebraic curves, Amer. Math .Soc . .1980 . 

[4] Мило}, D., Curws and (ей Jacobians. Michigan 
Univ . Press , 1978 . 

[5] Griffiths, Р. A.and Hamis.J.. Principles of algebraic 

geometry , Wiley , 1978. 
[6] Scnc,J.-P ., Groupes algebngues et corps des classes , 
Hermann , 1959 . В.В.Шокуров {Ж 
СІ Sadhottey 问题 (Schottky problem) 已 经 解决 . 

所 谓 光滑 曲线 N 上 的 模 (module ) ,就 是 一 个 有 效 
除 子 ， 即 N 的 ~ 个 有 眼 点 集 ,对 于 每 个 点 PES ТИН 
定 一 个 正 整数 v. 给 出 一 个 模 m 以 及 N 上 -- 个 有 理 函 
数 g, 如 果 对 所 有 的 Pe8 函数 1 一 g 在 P 处 的 零点 的 
ИЧЕ 2у,, 就 记 为 g 三 1modm. 考察 其 支 集 不 与 sS 
相交 的 除 子 р. 对 于 这 些 除 子 可 以 定义 一 个 等 价 关 
Жор — ,D, 如果 窑 存 有 限 函 数 g 使 得 (9) 
= р-р, В ç = 1modm бй. 这 个 等 价 关系 可 用 
来 定义 广义 Jacobi ВЕ J, , 详情 可 见 [6], 第 V 章 ..- 
般 屯 说， 广义 Jacobi 谈 不 是 完全 的 ， 它 是 ЛОМ) 通过 
连通 线性 代数 群 的 扩张 . 六 的 函数 域 的 枉 何 Abel 扩张 
都 可 通过 广义 Jacobi ЖЕЕ Я (sogeny) 而 得 到 ， 这 
就 是 研究 它们 的 主要 理由 ([6]) 
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在 任意 域 的 情形 ， 一 条 完全 光滑 曲线 5 的 Jacobi 
& J(S) 的 构造 首先 是 出 A .Weil 作为 抽象 代数 入 而 得 
到 ( 见 [AI],[A2])， 后 来 被 周 炜 恨 作为 射影 朱 而 得 
Ш САЗ. 
Ж F p 30926 ДР ЕШБ ЈА 1оге 定理 亦 见 [Ad4]. 
参考 文献 
[AL] Ме, А., Маб abéhennes a courbes algébriques, He- 
rmann ‚1971 
TA2] Lang,S.. Abelian varieties .Springer , 198} 
ГАЗ] Chow. W.L., The Jacobian апау of an algebraic 
Curve , Amer , 7. Math ., 16 ( 1954), 453—476 
[А4] Атап , E .. Comalba .M ,, Griffiths , P. A. and Har- 
тв, Ј., Gcometry of algcbraic curves, 1, Springer, 1985. 


Часой 向 量 场 [Jacobi vector field; Якоби поле] 
沿 测 地 线 ( geodesic line ) 满足 Jacobi 方程 { Jacobi 
cquation ) 的 向 量 场 . 沈 一 兵 译 


Jacobi 行列 式 :Jacobian 或 Jacobi determinant ; Якобиан ] 

出 一些 函数 的 一 阶 偏 导 数组 成 的 一 种 特殊 形式 的 
行列 式 . х= фос) (1 
骨 ) 是 一 些 给 定 的 函数 ， 它 们 具有 对 变量 f ,… ,tn 的 
一 阶 偏 导数 .这些 函 数 的 Jaoobi 行 列 式 是 行列 式 


до. де 
дг д! 
д9, д9. 
дї, дт 


它 可 以 简单 地 记 为 


Jacobi 行列 式 的 模 表征 从 变量 y. l. x ү, U tA 
的 变换 中 体积 元 素 的 伸缩 . HT C. G. J. Jacobi 首 先 
研究 了 这 种 行列 式 的 性 质 和 应 用 ， 从 而 得 名 . 
参考 文献 
[!] Илен, В. А., Позняк, Э. Г., Основы матсматиче. 
ского анализа, ч. 1—2, М. 1971—1973 (#4; Пі, 
У. А. and Poznyak, E G., Fundamentals of mathe- 
mancal analysis. 1-2. Міг, 1982) 
【2] Kyapaanes , Л. Д.., Математический анализ, 2 изд., 
M., 993. 
[3] Никольский, С. М., Курс математического анализа, 
2.изд.. т. 2, М. 19750: С, M. 尼 科 尔 斯 
3, ЖЕЎ Й®ӨМ. УСА, B P РАА. 1992) 
【 补 注 】 РЖ Jacobi 1508 нра 
СИСА) 


BC tn) 


M (L) (Ж Cf. 9 J 91) 处 的 元 素 是 9i18t 


22) ЈАСОВЅОМ RADICAL 


Но Ж ЛОЛЕ Е 8 29 Jacobi АН ВЕ (Jacobian 
matrix ) (不 要 同 本 书 中 的 асо ЖЕЕ (Jacobi matrix) 
З). 在 反 函 数 定 慎 的 艇 述 中 ， 以 及 在 积分 和 微分 形 
式 的 变量 变换 公式 中 ， 都 会 用 到 Jacobi 行列 式 . 
参考 文献 
ГАГ Ѕрімак. ，M .，Calculus on manitolds , Benjarun / Cum- 
ишп. 1969 (РИ: М. ИСУ, Mü E mw m 
分 ， 科 学 千 版 社 ，1980). 
[A2] Rudin, W., Principles of mathematical analysis, Me 
Gmuvwdill ，1953{ 中 详 本 ; У.Т. КЕЗДИ, 
剖 等 教育 出 版 社 ，1979)- жй W 


Jacobson 根 [ Jacobson radical ; Джекобсона paywan], 
环 4 的 

结合 坏 4 的 Jacotson 根 J(4 ){ 见 结合 环 与 代数 
(assocjative rings and alpgebras)) 是 4 的 满足 下 述 两 个 
条 件 的 理想 (ideal)，1) J (A) А А Е АНАН 
(& R fk ЖЛЕ ДЇ} (quasi -regaaD， 如 果 方 程 
аъх+ах= Ох КИЕ айй); #2) 
FFA=4/J(A) ЖАРЕ ДН. 该 根 出 N Ja- 
сооп Ж 1945 年 引入 并 详细 研究 ([1]) . 

Jacobson 根 总 是 存在 的 县 可 出 很 多 方法 刻画 
J(A) 是 环 4 的 所 有 不 可 的 表示 的 核 的 交 ; 它 是 所 有 
模 极 大 右 理想 (ДИНЕН (modular ideal) ) 的 交 ; 它 是 
所 有 模 极 人 左 理 想 的 交 ， 它 含 所 有 拟 正 则 单 这 理想 ; 
它 合 质 有 单 边 庄 堆 理想 ， 等 等 . 车 1 必 4 的 一 个 理 
3. ДЛО =I(1J(A). ЖА E À E n ФО 
ж, ДЕ 

J(A,)=(J(A)), 


车 在 结合 环 4 ШАТ о а, 
acbh=a+b+ab, 
АЙНЕК А) ТЕЗЕ (зеш -group) <А, о> 中 关于 合成 
0 为 一 子 群 ， 
拟 正则 结合 环 ( 即 与 自己 的 Jacobson 根 重合 的 结合 
环 ) 上 无 非 零 不 可 约 有 限 生成 模 ， 但 存在 单 结合 拟 正则 
Ж. ВЕЖА Јоко, ЧН 4 为 本 原 
环 (primitive ring) 的 一 个 亚 直 和 . 
参考 文献 
[1] Jacobson, N.. Stnxcture of ning, Amer. Math , Soc. , 1956 
К.А. Жезлак‹в 所 
[ 补 注 】 Jacobson 根 是 右 本 原理 想 的 交 , 它 也 是 左 本 
原理 想 的 交 . 这 可 能 是 最 常 出 现 的 定义 . 入 理想 也 你 
为 正则 理想 {regular бав). 若 4 有 单位 元 ， 则 所 有 更 
开 邦 是 让 出 的 、 在 这 种 情况 下 ，Jacobson R J (A) 是 
所 有 极 大 右 理想 的 交 ， 也 大 所 有 极 大 左 理 想 的 交 . 中 
山 引 理 (Nakayama іолат) 8, ЖМ ЖЖ Bà 2k АР 


=£ АШ, ДМ#МЈ(А). 
参考 文献 
[A1] McConnal, J.C. and Robson. Ј.С., Noncommutative 
iNoctherian rings, Wiley, 1987. 
[А2] Hertcin, І. N., Noncommutative rings, Math. Assoc . 
Апкг., 1968 Wu W “AUX Н 


Jaeobson 环 [ Jacobson ring ; Джекобсона кольцо] 

一 个 包 有 单位 元 的 变换 环 (commutative ting), 其 
中 任 一 素 理 想 prime ideal) 是 包 有 它 的 极 大 理想 之 
Ж. 也 就 是 说 ， 这 环 的 任 一 整 的 商 环 其 Jacbson 根 
(Jacobson radical) 都 是 零 . 例如 ， 任 一 Artin 环 (Ar- 
inian ring)， 任 一 整数 环 (一 般 地 ， 任 一 非 半 局 部 的 
Dedekind Ж ( Dedekind ring)) 或 企 一 绝对 平坦 环 
(absohutely- flat ring) 都 是 Jacobson Ж. 反之， 局 部 的 
ЗЕ Artin 环 不 是 Jacobson Ж. 

如 果 4 是 Jacobson 坏 ，B 是 一 个 整 4 代数 ， 或 
一 个 有 限 型 4 代数 ， 则 ВИ Jacobson Ж. 特别 地 
Jacobson ИЧЕ ИДИ Jacobson Ж. 域 反 上 有 限 变 元 
的 多项式 环 是 Jacobson 环 ， 如 果 变 元 个 教 是 无 限 的 ， 
答案 将 依赖 于 K 的 势 与 变 元 数 之 间 的 关系 ， 如 果 一 环 
А 前 极 大 理想 空间 氢 同 胚 于 谱 空 间 Брес (А), ДІ 4 是 
Јасобвоп К, 这 个 定义 导出 Jacobson НР (Јасоіњоп 
scheme) 的 概念 . ` 
参考 文献 

[1] Bourbaki, N., Elements of шатас, Commutative 
algebra , Addison-Wesley ，]972【 详 自 法 文 ) . 
B. И, Данилов j 
(ЕТ 更 一 艇 地 ， 一 个 ( 非 交 换 ) 环 4 是 Jacobson 
了 环 ， 如 果 每 个 素 理想 是 本 原理 想 的 交 ， 或 等 价 地 ， 如 
果 每 个 束 商 环 { prime factor ring) А/р 的 Jacobson 
ЮЛ, ih p ИЖА. 818 q < 4 称 为 
本 原 的 【Primitive )， 如 果 商 环 4/ 9 是 本 原 的 . 
` Ë A EB ЕКЙ. ШЖ À 是 Jacolson Ж, 
环 中 每 个 本 原理 想 有 有 限 的 余 维 数 ， 则 有 了 时 称 4 为 
Hinbert 代数 ( Hilbert арса). 域 上 每 个 有 限 生成 的 多 
ЖИН (7, РІ 代数 (Pl-algebra)) 是 一 个 Hilbert 
代数 ， 上 述 定理 是 Hilbert 霍 点 定理 在 非 交 换 情 形 中 
的 推广 (Ж[А1], #3140), Ez Hilbert 代数 ( Hilbert 
algebra ) 的 概念 不 可 以 与 Hilbert 代数 一 文中 引信 的 
Hilbert 代数 混淆 ， 后 者 所 指 的 是 带 有 对 合 及 内 积 运 算 
并 满足 茶 些 性 质 的 一 种 代数 . 


参考 文献 
[AL] Procesu, C., Rings with polynomial jdqentitis М, 
Тхккег, 1973 
ГА2] MecConndl Ј.С. and Комол, Ј. С., Noneommu- 


Tative Noetherian sings, Wiley, 1987. шит Pa 


Janet 定理 [ Janet theorem ; Жане теорема | 


a 


sË ESFM гн 


bi 


在 每 个 维 解析 Riemann 流 形 ( Riemannian mani - 


fold) т. Нера 点 都 存在 一 个 邻 域 ， тон А. 
#] з„=п(п++1)]2 HE Eucld 空间 Re Ф. ЖОН” 
用 县 有 指 完 еер 


fs, рее Riemann ЈЕ 3408. Ж Janet 定理 仍 


真 . 在 伪 Riemann 流 形 甬 场合 ， 假 如 
428,040 ®п,, д А 

其 中 4， 和 nn_=n 一 hn, дан LE шк 
和 负 部 分 的 维 数 ，9 , 和 和 q . = q 一 g , ЖЖЖИ 
应 给 数 ， 那 么 ，Janet 定理 仍 成 立 ( 见 [3]) Janet 定 
3032 Riemann 几何 学 中 第 一 个 一 般 性 的 嵌入 定理 〔 见 
等 距 漫 入 (isometric immersion )) - 

Janet 定理 最 先是 作为 工 . Schlafli В ([1]) 出 
现 的 ， 后 被 M . Janet 所 证 明 ([2]) . 
参考 文献 

{1] Schláñi. L., 
Sugli spaz di curvatura costante 、 Аят. Маг Para. Ар- 
B. Хе, 2, 5 (1873), 178— 193. 

12] апе, M... 
mann donng dans un epace euclidien, Ани. Soc 
Район, Math.. 5 (1926), 38—43 

13] Fnedman, А., Bometric imbedding of Кіетпапліап mani- 
fokds into Euclidean spaces, Ren. Модет Physics, 77 
(1965), 201 — 203 А.Б. Wan 损 

【 补 注 】 
该 定理 也 被 E. Cartan 所 证 明 ([А1]). 一 个 沼 
Ж Janet 的 思路 的 严格 证 明 册 С. Вшып 给 出 
([A2]). [АЗ]. 
参考 文献 
[АТ] Санап, E 
Tiemannien donné dans un espace euclidéen, Аял. бос 
Рае. Маћ.. 6 (1927), 1-7. 
(А2) Rurstin, С., Mat. Sb., 38 (1931), 74—93 
[АЗ | Spisak ，M . А comprehensive introduction to differ- 
ential geometry, 5, Publish or Perish , 1925. 
й—5 Ж 


Мош айа Memoria del signor Beliram 


Sur la possibilité de plonger un espace Rie- 


‚ Sur la possbilité de plonger un брасс 


Jenkins 定理 [ Jenkirs theorem; Дженкинса теорема), 
一 般 系数 定理 ( general coefficient theorem ) 

Riemann 曲面 上 区 域 族 的 单 叶 共 形 映射 理论 中 的 
一 个 定理 ， 包 含有 聊 射 函数 系数 的 一 个 不 等 式 以 及 合 
该 不 等 式 成 为 等 式 的 函 孝 所 满足 的 条 件 ，Jenkins 定理 
是 Teichmiilier жа ( Teichmtiller principle ) (#89 1796, 
证 明 ，f[1]; 的 精确 表述 与 推广 ， 按 照 这 一 定理 ， 对 于 
单 叶 函 数 的 一 类 极 值 问题 的 解 由 相应 形式 的 二 次 微分 
应 确定 . 此 定理 由 J. A. Jenkins 在 1954 年 ([1] 一 
[4]) 得 到 . 

Jenkins 定理 的 条 件 . 设 名 是 有 限 的 定名 Riemam 


曲面 (Riemann surface]， 设 Q (z)d42 是 多 上 一 个 正 
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的 二 次 微分 (quadratic differential) 具有 至 少 一 个 阶 数 
х2, ЛУНА Р, 77, P, 是 所 有 阶 数 为 2 的 
极点 ，P,,,，…,P， 是 所 有 阶 数 高 于 2 的 极点 . Wk s 
上 处 处 稠密 开 集 А 是 有 限 条 雪线 闭 包 和 雪线 弧 闭 包 的 
并 集 的 余 集 ， 并 设 P,eA, = 1, 77, р. 假设 西数 
f. (P) 把 A 单 叶 共 形 地 映 入 . 史 ( 见 兴 形 映射 (con - 
formal mapping ))， 并 假定 存在 映射 f. (P) 到 恒 等 喘 
89 f. (P) = РЕ 


FAP): (А Х[0, 1])-- + 


它 保持 来 自 A 的 所 有 极点 不 变 ， 并 且 对 每 个 极点 Re 
2, t8[0, 1] 以 及 每 个 点 P # R, АЖИ f. (P) # 
R. 设 =: (P) 是 关于 极点 P, 的 一 个 局 部 参数 使 
с (Ру) = eo, j= 1, р. ЎТ ј=1, 0, p Ж 
极点 Р, 的 邻 域内 令 


Ө 07 ВЕКЕ, му, 
о А 
|+ веат, B j>r; 
аа; + 2, 的 非 正 次 矫 ， 当 уг, 
z, + У аб губ, %}>т, 
其 中 m Д (m 一 3)72 的 整数 部 分 . 令 
40Р) =m Ав ЗР) 


te 


1 


而 对 所 有 J> r B Р, 位 于 关于 Q (z)42 的 一 个 带 形 
域 的 边界 上 的 情形 令 4( P,) = 0. йн, 5 


пеар барав. | 
{* 对 奇数 ту, 
Е Б ЕТ m. 


Jenkins ЖЯ. # Pta 


位 。 (lna + Ў ает) 0, (*) 
其 中 ша? = |а id(P,), jr. 

等 式 情形 的 Jenkins 定理 车 {*) 式 中 等 号 成 
立 ， 则 : a) А-а A, = A +В f, > Q FE 
量 |d¿]=1Q (2) 11142] S E, A 中 每 条 雪线 
0 (2). 422 被 喘 射 为 轨 线 ， 且 集合 f,(A) 在 жр 
ДЪ; b) 对 于 f, 在 某 个 区 域 A = A 内 为 恒 等 
映射 ， 下 列 附 加 条 件 之 一 成 立 是 充分 的 : 

1) A 包 售 一 个 т, 阶 极点 Р, јог, Р 


224 JENSEN FORMULA 
s< min(n +1, m ~ 3), ao) = 0; 

2) A 记 会 一 个 极点 Р, Sr. H а? =; 

3) д 9—08 1—4. WB SD WB 5 
为 端 


著 (+) 是 等 式 日 |a | 1 对 某 个 р} 成 立 ， 
П ЯЗАР АГ, О (z)d z ` 无 等 点 或 划 极 点 也 
r= p=2. 5%, Я A 是 区 域 ， 则 喘 射 f, 共 形 等 价 
一 个 线性 映射 ， 该 线性 映射 的 所 有 不 动 点 都 是 极点 
的 象 点 ， 

极 值 度量 法 (extremal metric, mcthod of ће) 号 
Jenkins 定理 的 证 明基 础 ，Jenkins 运用 此 方法 (83438 
当 修改 ) 得 到 一 些 其 他 结果 ， 特别 有 所 谓 特殊 系数 定 
BB (Special coefficent ћеотет) ([4]). 关于 Jenkins 
定理 的 补 友 及 发 展 ， 见 15] 
参考 文献 

[1] Jenkins . J. А. Univalent furctions and conformal ma- 
pping Springer, 1958. 

[2] Jenkins, J. А., An extension of the general coeffiient 
theorem, Trans. Amer. Math Soc... 95 (1960), 3, 
7-47. 

[3] Jenkins, J. А. , The general coefficient theonem and сег- 
тай. appiications, Вий. Amer. Math , Soc., 68(1962) 、 
1,1-9. 

[4] Jenkins, J. А., Ѕопю ака theorems and а special сос- 

Micient theorem, finois J Math. , 8 (1964), 1, 80 — 
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Jensen 公式 [Jensen formula ; Иенсена формула] 

B8 3] E] р ГАН РА ËR (meromorphic function ) 的 
(Ë SZ TEB] З ЯТА Е НАЕ ра 05 2 Е 
点 之 问 的 联系 的 一 个 关系 式 . 90702) 是 圆 盘 'z| S R 
Я, а (1а, 1<А) fb {15,| < R) 分 别 
是 f(z) 的 所 有 有 鹤 点 和 级 点 ， 且 每 个 零点 和 极点 都 按 
其 重 数列 出 .如果 700) 0, MÜ КЖ Jensen 公式 成 


ў: 


2 


%1/00)1= | Inif(Re™ ар + 


R R 
mR ne 
ватт Tie . 


(1) 


其 中 求 和 对 f(z) 在 圆 盘 |z] < R 内 的 所 有 零点 和 极 
点 进行 ; 公式 (1) 由 本 L. Jensen 于 [1] 中 建立 . 为 
(1) 通 应 /(0) = 0 的 情形 ， 槛 作 些小 的 修正 . 

还 有 一 个 更 一 般 的 公式 ，R . Nevanlinra 把 它 称 为 
Poisson -Jensen 公式 ( Poisson -Jensen formula) ， 它 给 
出 了 h|f(:)| 在 除 堆 点 和 概 点 外 的 任 一 点 z= re 
处 的 值 : 


(2) 
其 中 
R — ° 
2, Ае») = К 
РО Ке") тту Rom (0 ру "<R. 


公式 (2) пра 2 T [B] f Poisson 积分 {Poisson int - 
egral) 的 推广 ， 完 全 按 同样 方法 推广 关于 圆 盘 的 Sch - 
Warz 积 分 ( Schwarz. integral ) ， 就 有 Schwarz - Jensen 公 
Җ, (Schwarz -Jensen formula ) : 


һ/(в)= 去 | мден) КОЕ dw + 
. | (3 
дўл к —йт 
+ у h Ме пата 


maa (2—6) „д 
йз] гЁ ҮЛ ЖУН ЗДАН (1)— (3) 关公 式 . 
式 (1) 一 3) 在 值 分 布 论 (value- distribution ау) 
中 起 着 重要 作用 . 

М. М. Дажрбашян 在 其 亚 纯 水 数 类 的 理论 中 得 到 
ТАЖ (1) -—3)0 3 38 (ЮЙ [3]) . fÜ pR p 
建立 了 依赖 于 某 个 连续 参数 x (1 <x < +оо) 的 整 
个 一 族 这 类 公式 ， 这 里 x 与 一 个 积分 微分 算 子 D° H 
联系 ， 而 例如 公式 (3 ) 则 是 x = 0 时 的 特殊 情形 . 

可 以 如 下 地 把 公式 (1) 和 (2) 推广 到 Euclid 空间 
R"(n 22) 中 球 |х <А БТА ul x): 


жас 
u(x)= яку, 1" сн воб 
+ (ао, урау), (4) 
ТИСА 


共 中 o(R} 是 К" 中 球面 |y|= R 的 面积 ，G (x. у) 
是 关于 球 |y| <R 以 x 为 极点 的 Grem 函数 (Green 
function) , и 是 与 下 请 和 遂 数 (subhanmonic function ) 
u(xX) 相 联系 的 正 测度 .，{ 4) 的 右 端 中 算 一 项 是 w (x) 
在 球 16А 上 的 最 小 调和 强 函 数 (harmmoni 
majorant ) , 它 表示 为 边界 值 的 Poisson 积分 的 形式 ; 第 
一 项 是 Gren 位 势 ， 它 在 特殊 情形 下 简化 为 出 现 于 
(2) 中 的 Blaschke ЯЙ (Blaschke product) 的 异 的 对 
Ж. 考虑 到 对 于 亚 纯 函 数 [(2), In|f(z)| 是 两 个 下 调 
жай? 2, ШАША (4) 得 到 公式 (2) ， 公 式 
(4) 可 应 用 于 这 类 能 表示 为 两 个 下 调和 函数 之 差 的 函 
8. 

现 设 f(z) 是 多 复 变量 ¿= (z, U, 
在 闭 多 圆柱 


z.) (n 2 1) 


S. ыздан Ыра 


T< {с |z | S R,.ji=1, соп} 
上 上 的 全 纯 函 数 、 此 时 起 作 移 重要 作用 的 还 有 Jensen 不 
等 式 (Jensen inequality ) : 

mlA(aIs 


Деб, се. Ке), Ве” )йт,(ф), 
(5) 
其 中 
P,(z, йе" у= Р(21. Rye™) Pp(z,, Re 


是 关于 U" 的 Poison 校 ， 向 ,是 特异 边界 
т а ДА 1, н) 


LL IJ 15 9 k, Нааг #8 BE (Нааг measure) (т, (Т^) 
=1). 此 不 等 式 可 以 答 易 地 出 多 重 下 调和 函数 的 性 质 
推出 { 见 多 重 下 亩 和 函数 (plutisubharmonic func- 
tion))， 而 对 n= 1 它 可 直接 由 公式 (2) 推出 . (л 
[5], [6]) 不 等 式 (5) 以 及 公式 (2) 的 某 些 高 维 
推广 在 现代 高 维 值 分 布 沦 中 是 有 用 的 ， 见 [7]. 
参考 文献 
1] Jensen . J. L., Sur un nouvel et important théorëme de 
la (һбопе des fonctions , Acta Math., 22 ( 18993, 359— 
364 
[2] Nevanlinna. R... Апајуйс functions, Springer, 1970 
СА). 
[3] Джрбашян. М. М., Интегральные преобразования v 
представления функпий в комплексной области, М., 
1966 
[41 Привалов, H. И., Субгармоническиг функции, М.- 
Д., 1937 
[51 Владимиров, В. С., Методы тгории функций многих 
томплекеных теремевных , М., 1064 ( ЖЖЖ. Маф - 
mirov, У. 8.. Methods of the theory of functions of 
ушай complex variables, М. 上. T... 1966). 
[6] Gunning, R. С., Rossi, H., Апаў! functions of 
several complex variables , Prentice - Нар, 1965, 
[7] Grifiths, Р., King, J., Nevanlinna theory and 
holomorphic mapping between algebraic manifolds 、 
Аса Math .. 130 (1973), 145 — 220. 
E. Д. ，CorowelneB JE 
[ 补 注 】 关于 把 Jensen 公式 推广 到 剧 形 以 及 它 同 正则 
增长 函数 及 其 罕 点 分 布 的 联系 ， 见 [A3 `， 关 于 这 一 公 
式 的 高 维 形式 及 其 应 用 ， 亦 见 TAL], [A2], [А4]. 
参考 文献 
ГАІ] Оп. P. A.. Entie holomorphic mappings іп 
опе and several complex variables , Princeton Опіу. 
Press, 1976 
ГА2] Leiong, P. , Gruman, L... Entire functions of sev- 
cral compiex variables , Springer , 1986. 
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| АЗ] Левин, Б, Я., Распределенис корней целых фун- 
кдий, М ., 1956( 英 译本 : Levin. В. Үа., Distribu - 
Чоп of алов of cntine functions , Amer Маф. Soc.. 
1980). 
[А4] Ронкин. Л. И., Введение в теорию целых функций 
мижик переменных. М., 1971 ( Ж #2: Ronkin, 
[., Introduction to the ‘heory of cntire functions 
of several variables, Amer. Math $ос., 1974), 
[А51 Hayman W. К., Kennedy, P. B., Subharmonic 
functions , Асай. Pres , 1976. WAK 详 


Jensan 不 等 式 [Jansen inequality ; Иенсева неравенс- 
тво], ЮК Ае) 

不 等 式 
LT 上 人 二 


tA f(x,), 

(1) 
其 中 了 是 R 中 某 个 集合 C БИ (МЧ 
( 实 变 量 的 ) (convex Function (of а mal varable))), 
x8C,120,i= 1,7,0, В 

АЯНА 1. 

当 且 仅 当 xi = … 二 x, 或 为 线性 西数 时 等 号 成 立 、 
关于 凹 函 数 了 的 Jersen 积分 不 等 式 (Jensen integral 
inequality ) Ж: 


Дош |< фиол, (2) 
其 中 х(р) С, 401) 2 0(:6р)у В 
[жой =. 


当 且 仅 当 (РЕН РЕ x(D) 上 为 线性 
函数 时 等 号 成 立 ， ШЖ 了 是 四 函数 ， 则 (1) 5 (2) 
中 的 不 等 号 应 反 向 .不 等 式 (1) 为 О. Hokder ([1]) 
所 建立 ,而 (2) 则 为 J. L. Jersen (|2]) 所 建立 . 

КЕЗЕ. Ж /和 权 д, 或 权 函 数 1， 不 等 式 
(1) 和 (2 ) 就 变 为 一 些 有 具体 的 不 等 式 ， 其 中 包括 大 部 
分 经 典 不 等 式 . 例如 ， 如 果 在 (1) 中 邻 f(x) = 
一 mx,x>0， 则 得 到 加 权 算 术 平 均值 〔(arithmetic 
mean) 与 几何 平均 值 {geometric mean) 之 间 的 不 等 
ж. 


а ДАА, (3) 
对 于 дт =i = ln, A% (3) 取 如 下 形 
式 : 
ПЕЕ 


(жуе, mg 


参考 文献 
[1] Bader，@. ，Ueber cinen Mittelwertsatz, Gettinger 
Nachr.. 1889. 38—47. 
[2] Fesen, J. 1... Sur ks fonctions conveus et la indqua - 


п 
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lités entre les valeurs moyennes , Acta Math. . 30 ( 1906). 
135 — 193. 
[3] Ничу, G. H.. Litlewood, J. Е., Руа, G. , Ine- 


qualitiss , Cambridge Univ. Press, 1934( 中 译本 ; G 

H. Жі, J E 李 特 伍德 ，G . ША. жа, 

利 学 出 版 社 ，1965) Е. K. Годунова Ж 
【 补 注 】 Jensen 不 等 式 可 推广 到 下 述 情 形 : & 为 集合 
рек 中 一个 с 代数 .z 上 的 概率 测度 【probability 
measure), x 为 L. (a) 中 的 有 界 实 值 函 效 ， 广 为 x 
的 借 域 二 的 凸 函 煞 ; 此 时 有 


Дре) « [ШЕТ 


3300938). О ГАО]. 
参考 文献 
ГАТ Rudin, W., Кой and coriplex analysis, MacCraw- 
нш, 1978( 中 译本 : М. кт, ЖЫЯ. 
人 民 教 育 出 版 社 ，1981) . 
[А2] Bulen. P. 8., Mitrinovié, D. $.. Vasis, P.M.. 
Means and their inequalities. Reide] , 19588, р. 277 
Жж 详 


节 [jet; струч j 

ФЙ К f 的 {形式 ) Taylor 级 数 {Taylor 
Serics) 截 断后 给 出 的 多 项 式 }*/ .更 准确 地 说 ， 令 M Hl 
МЖ С ИЖ, О=М ЫЯ. xe U, гу- NË С 
映射 组 tx,f 了 ,UU} 的 等 价 类 [x,J,00] 称 为 由 
MM 到 入 的 一 个 阶 节 《kK-jet)， 等 价 性 定义 如 下 : 


(x,f,u)— (x fu) 


其 指 x=x ， 而 映射 与 1 在 x 点 关于 一 对 从 标 卡 下 
的 局 部 象 之 直到 此 阶 (在 内 ) 的 导数 均 相 同 . 节 的 空间 
六 (M,N) 是 一 个 C? 流 形 
参考 文献 
11] Brieker, Р. and Lander, L., Differentiabie germs and 
catastrophes, Cambridge Univ. Press, 1975. 
[2] Golubitsky, М. and Gnillein, W., Stable mappmngs 
and their singularitis , Springer, 1973. 
131 Poston , T. and Stewart, І., Catastrophe theory and its 
applications , Pitman , 1978. 
М.И. Войцеховский # #МЖ W 


Joachimsthal ÉB 面 { Toachimsthal surface ; Ќашимстал 
поверхность ] 

由 中 心 位 于 一 直线 上 的 单 参数 球面 族 的 正 交 雪 线 

所 构成 的 曲面 . 若 取 此 直线 为 z 轴 、 球面 中 心 的 z 坐 

标 以 u 表示 ， 球 面 的 半径 用 К R(u) 表示 ， 则 

Joachimsthal 曲面 的 位 置 向 量 是 

-| Reosu — Rsinu 

со т ' созт 


якшо), 
其 中 


Joachimsthal 有 曲面 的 一 族 曲 率 线 (u = 常数 ) 位 于 一 束 
ЖЕК. 这 种 曲面 曾 被 F. Joachimstbal ([1]) 所 研 
Ж. 
参考 文献 
[ 1] Joachinsthal , Е. , Dernonstratio theorematum ad super - 
ficies curvas spectantium, J. Кее Андер. Math.. 30 
(146). 347 - 350 И X. Сабитов FE 
【 补 注 ] 
参考 文献 
ГАТ] Darboux ,G , Leçons sur la thoore penerale des sur, 
faces et зен applications péometriquss du caleul infini - 
tesimal 1, Gauther- Villars 1887 0—8 译 


统 联 [join; соедияенне ]， 两 个 托 扑 空间 X 和 Y 的 

拓扑 空间 ХУУ, УВА Xx Yx [0,1] 对 
下 述 分 解 移 商 空间 ， 分 解 的 元 素 为 集合 { x) x Y x (0) 
(хех), XX уух уу) 以 及 集合 Xx Y x [0, 
1]\(XXxYXx{0}UXxYx Тр) 中 的 各 个 点 . 

例 . 车 由 单个 点 组 成 ， 则 X*Y 是 了 上 的 锥 
(сое). 5"*Y БЕУ Y 上 的 (n+1) 868 (sus- 
person). 特别 是 5°+$" себет! рай и 
换 律 和 结合 律 { 至 少 在 局 部 紧 的 Hatsdorf 空间 范畴 
内 ). 为 了 计算 统 联 的 同调 群 (系数 群 是 一 个 主 理想 
整 怀 )， 可 以 利用 与 Кіе 公式 ( Künneth formula ) 
相似 的 结果 : 

H. (ХҮ) 


~ У Й(Х)®Н(У)® Y Tor(H x) B, Y). 


+ 连通 空间 与 s 连通 空间 的 统 联 是 {+ +s+ 2) 连通 
空间 ， 统 联运 算是 Miinor 构造 广 有 主 纤维 从 (princi- 
pal libre Биле ) 的 基础 - M. Ш, Фарбер 扎 
ОМ з калжа) 单纯 复 形 ， 其 顶点 集 
分 别 是 {a', а, реБ Б) 于 是 K W L 
МОЖА K*L, ДАЯ (а, а.) 
ОЬ, Б, р, ЖАЗИ (а", …, а"}\) 
(67, се," УЙЕ А, ЖР (аз, се a") 是 多 的 
JÉ, (bn, е, рр L 的 单 形 . 若 | 不 | 表示 单纯 复 
Ж KK 的 几何 实现 , 则 | 长 * 工 | 是 ОЕР) КК. 
参考 文献 
ГАТ] Lefschetz , S .，Topology , Chelsea , reprint ，]965，Sect 
47 (Chapt. H 58). 
[A2] Spanier, E. H. , Algebraic topology , MoGraw-Hill , 
1966 
1A3] Maunder, C.R.F.. Algcbraic topology у. Nostrand 
Кешю, 1970. SEE. И Ж 


КЁЗ [ joint distribution ; совместное распределенне } 
完 义 在 同 ~' 概 率 空 间 上 的 和 多 个 随机 变 基 的 分 布 . 

说 Х|, X, 是 定义 在 概率 空间 ( probability space ) 
(Q. =. P) 上 并 分 别 了 到 值 于 可 测 空间 ( measurable sp - 
асе) (X,. 见 , ) (1 Sk sm) 的 随机 变量 ， 这 些 随机 变 
BES E At B 8.6. B.C % 的 函数 ， 定 
义 作 
p 


x (B... B.)=P1X6SB, X eB,). 


х 


与 联合 分 布 相 联系 ， 人 们 还 论 及 联合 分 布 函数 joint 
distribution function ) 和 联合 概率 密度 (hin probability 
density) . 

ШЖ X. ，…, X, 是 通常 的 实 随机 变量 ， 则 它们 的 
联合 分 布 是 在 n Ж Euclid 空间 ( 兄 多 维 分 布 (multi 
dimensional distribution )) R” 中 随机 向 量 (X... X.) 
的 分 布 ,如 果 X(1)(tre T) 是 一 个 随机 过 程 ， 则 对 于 


t t eT, ЖЩ ХО), ХО) 的 联合 分 布 称 之 
为 随机 过 程 X(t) 的 有 限 维 分 布 ，( finite -dimensional 
distibutions) 1 `7 

参考 文献 


11] Прохоров, Ю. B., Розанов, IO. A., Теория вер- 
1973 ( Ж # Ж: Prokborov , 
Үш. V. and Rozanov, Yu. А., Probability еогу, 
Springer, 1969). А. В. Прохоров 所 

5:91 

参考 文献 
ГАТ] Billingsley , P .。Probability and measure, Wiley, 1979 

ГА2] Ооо, Ј. L.., Stochastic processes , Wiley , 1953 
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Jordan 代数 ` Jordan algebea ; Йорданова алгебра] 

一 种 满足 恒等式 

ху=ух, (х?у)х =x (px) 

的 代数 (algebra) . 此 类 代数 是 由 了 .Jordan 在 研究 量子 
力学 的 公理 基础 的 文章 ([ 1] ) 中 首先 提出 的 ( 亦 见 [2])， 
后 来 被 应 用 于 代数 学 数学 分 析 以 及 几何 学 

设 4 是 特征 不 为 2 的 域 上 的 结合 代数 ( 亦 见 结合 环 
与 结合 代数 (associative rings and algebras)) , 集合 А 
以 及 加 法 运算 和 Jordan Я (Jordan multiplication) Ж 
ü acb= ба 
一 起 形成 前 代数 4 路， 就 是 一 个 Jordan 代数 . 对 基 - 
结合 代数 4 而 言 ， 同 构 于 4 中 的 对 代数 的 Jordan 代数 
称 为 特殊 的 (special) . 特殊 代数 在 Jordan 代数 理论 中 
的 作用 在 很 多 方面 类 亿 于 结合 代数 在 交错 代数 理论 中 
的 作用 ( 亦 见 交错 环 和 交换 代数 (alternative rings and al- 
人 bras)} . 出 于 这 种 相似 ， 有 下 述 存在 定理 : Jordan 代 
数 芍 每 个 2 生成 子 代数 都 是 特殊 的 . (交错 代数 的 拇 个 2 


JORDAN ALGEBRA 227 


00880 ) 然而 ， 特 殊 Jordan 代数 类 不 
是 一 个 厂 ， 即 它 不 是 由 恒等式 给 定 的 ， 因 为 特殊 Jordan 
代数 可 以 有 非特 殊 同 态 象 . 不 过 ， 已 经 发 现 为 每 个 特 
#k Jordan 代数 所 满足 的 8 次 和 9 次 便 等 式 ， 但 它们 不 
为 茶 些 非特 殊 代 数 所 满足 ， 同 时 ， 也 已 经 证 明 ， 这 样 
的 次 数 <7 的 恒等式 不 存在 ,一 个 代数 为 特殊 的 充 变 
条 件 是 : Jordan 代数 是 特殊 的 ， 当 上 且 仅 当 它 能 同 构 地 
要 入 到 一 个 Jordan 代数 中 、 而 后 者 的 每 一 可 数 子 集 都 
含 子 一 个 由 两 元 素 生成 的 子 代数 ， 

例 1) 设 了 是 带 对 称 双 线 性 型 六 x,)) 的 域 了 上 
的 向 量 空间 ， 而 F。 ea+F 为 比 了 高 1 维 的 空间 ， 其 
乘法 由 


(wetu) (Ве) = (а{-+[(и ‚ю)) е, орви 


确定 (a,PeF,u,veV). 这 样 得 到 的 代数 称 为 带 对 称 
双 线 性 型 了 的 代数 . 它 可 同 构 谋 入 到 代数 CDE 
h, AE f 3k jordan 代数 ， 其 中 C(v,f) 为 f 的 
Ctifiord 代数 (Ctiflord algebra) ， 

2) 设 4 是 一 个 结合 代数 且 j 是 它 的 一 
阶 的 反 自 同 构 ) . 集合 


H(A,j)=(ae A: al=a) 


是 4 中 中 的 一 个 子 代数 ， 从 而 也 是 特殊 Jordan 代数 . 

3) 设 C 是 城 F 上 的 一 个 交错 非 结合 代 数 ， 带 有 
сњ 6， 其 国定 元 家 属于 C 的 结合 中 心 . 在 C 上 
ЕВС С, н, жа 


Н(С,,Гу=[ХеС,: Х=Г 


在 加 法 与 Jordan 乘法 运算 下 是 非特 殊 的 Jordan 代数 ， 
其 中 


个 对 合 (二 


г) 


T=diag (7,7,7), 7.0, ysF . 

该 代数 不 是 任何 特 殊 代 数 的 同 态 象 . 

特征 不 为 2 的 代数 团 域 忆 上 的 有 限 维 单 Jordan 代 
数 已 被 完全 分 类 { 见 [3]) . 中 心音 有 限 维 Jordan 代数 
分 为 五 组 (А) — (DD) 组 是 光 限 的 ， 并 由 特殊 代数 
组 咸 ，(E) 组 由 一 个 单一 欧 非 特殊 代数 组 成 

(A) Ff“, 

(B)H(F,,J), 其 中 人 :XX 人 

(C)H(F,., J|), 其 中 J: X= S'X'S, S= 


diag{ 0,…,0}, 
„(0 


(Ю)Е + +Y —— Р А; 

(Е) НСС, J,)， 其 中 是 带 有 标准 对 合 的 Cayley- 
Dickson 代数 (Саусу - Dickson alegbm) . № {ЕЕ К 
Ежа. 
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ЖЕН Jordan 代数 /中 ， 根 ORAR AR) 
NN 是 对 合 的 ， 而 且 商 代数 Л ЛУМ 是 单 Jordan 代数 的 
有 限 直 和 . 如 果 了 是 可 分 的 ， 则 了 可 分 解 为 根 与 半 单 
子 代数 Уй J=N+W. Ж W B] Л. 在 特征 
为 0 时 ， 所 有 半 单 项 W 852236 —4 РЭС BJ B IF 
За о Сн. [3 р). 当 特 征 p>0 时 ， 如 果 在 代数 上 附 
加 某 些 限制 ， 则 上 述 结果 亦 成 立 . 

有 限 维 Jordan 代数 理论 的 一 种 推广 是 带 二 次 (W) 
理想 极 小 条 件 的 Jordan 代数 理论 ( 见 [3],[4],[5]) ， 
代数 J 前 一 个 二 次 理想 (quadratic ideal) Q 基 一 个 子 
间 ， 在 该 空间 中 对 所 有 geQ，xeJ， 有 {qxq}eQ， 
其 中 {abc}=(ubjcd (bc) a— (ca) b Ë = z Jordan 积 . 
ШЖ J 是 带 二 次 理想 极 小 条 件 前 Jordan 代数 ， 尺 是 其 
二 次 根 ( 见 环 与 代数 的 根 (radical of rings and alge- 
bras))， 则 商 代数 J/ 玉 是 单 代数 的 有 限 直 和 和， 这些 单 
代数 有 证 于 带 除法 的 Jordan 代数 ， 被 另行 描述 . 如 果 J 
是 一 个 特 狐 代数 ， 则 己 证 表 根 R 是 等 零 的 且 是 有 限 维 
的 ， 

Ж АЗЕЛ R, (对 特殊 代数 而 言 ) 恒等式 的 代数 的 特 
Ж Jordan 代数 ( 亦 见 代数 的 代数 (algebraic algsbra)) 号 
局 部 有 限 维 的 ， 带 有 东平 几 恒等式 的 特殊 Jordan ИЖ 
代数 (nil algebra) 是 局 部 敌 零 的 ([6]). 特别 地 ， 有 界 
指数 的 特殊 的 代数 的 Jordan ЕЁ) 代数 是 局 部 有 限 维 
的 ОРО). 有 限 生成 可 解 Jordan 代数 是 宕 零 的 ; 
在 一 般 情况 下 ， 对 寸 特殊 代数 则 不 然 . ЖЕЕ 
ПАЎ Ф МЕ одап ТИ НУ 
Чч. 

可 道 过 各 种 途径 将 每 一 个 Jordan 代 数 与 一 个 Lie 代 
数 {Lie algebra) 联系 起 来 ( 见 [3],[3]). 一 些 关于 Jordan 
代数 的 定理 是 从 Lic 代数 的 已 知 定理 得 到 的 ,例如 ， 
已 经 证 明 ， 特 征 为 0 的 代数 闭 域 上 的 半音 有限 维 Jordan 
代数 具有 一 个 带 整 结 怕 常数 的 基 , 就 Li 代数 理论 而 
高， 这 个 构造 也 是 有 用 的 ， 因 为 其 些 重要 的 Lie 代数 
类 可 出 它 实现 . 例如 , (Е) 型 单 (Lie) 代 数 的 导 子 Lie 代 
数 是 例外 单 Lie 代数 FF,， 该 代数 的 使 某 些 三 次 型 不 变 
的 线性 变换 代数 是 例外 单 е 代数 E。. 所 有 б,.Р,, 
Е, ,Е,, Е, 五 种 类 型 的 例外 工夫 代数 均 可 通过 把 二 次 交 
错 代数 利 三 次 Jordan 代数 同 某 个 Le 代数 相 联系 的 另 


Живж. 

最 厂 值 得 注意 的 是 在 通 传 学 中 出 现 的 某 些 代数 是 
Jordan 代数 {[10]) . 
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I 补 注 】 遗传 学 中 的 Jordan 代数 亦 见 遗 传代 数 ( genetic 
algebra) . 

存在 一 个 湘子 Kan([Al])， 称 为 Kantor 函 子 (Kan- 
tor finctor) ， 给 出 Jordan 代数 范畴 与 带 下 述 性 质 的 形 
如 9=9-5+9e+g9i 的 也 分 次 Le 代数 范畴 之 间 的 向 构 
([A2]): 

a) ШЖ ае 9,8 9, [8,9_]=0, Wla=0; 

b)8, 含 一 个 元 素 p， 使 得 9,=[86,p] +kp， B 
[9 . p] 生成 子 代数 8。(k 是 基础 域 ). 

Kan ' 的 构造 很 简单 : Kan'(9)}=9_,， 恬 法 为 
a+-b=[[p,a],b] . 

此 构造 已 被 扩张 到 超 代 数 情形 且 用 于 单 有 限 维 
Jordan 超 代数 的 分 类 {[A2]) . 
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Jordan ЗД [.Юютфёп arc; Жорданова дуга], 简单 证 {sim- 
ре шс) ` 
与 实 直线 上 的 区 问 (0, 1] РЕЯ 8) ( 亦 见 
РЕ ( homeomorphism ) ) . 
A. A. Малыкв # НУН, Ж Ж 


Jordan 准则 | ondan criterion ; Жордана признак], X + 
Fourier 级 数 收效 性 的 
如 果 以 2 为 周期 的 函数 了 在 区 间 [а, БЕА 
ЖЕЕ. ДУ Founer 级 数 在 每 一 点 xe (a,b) Fig 
TIfOer0) 二 了 x-0)]12; 此 外， 和 如果 了 在 [a,5] 上 
是 连续 的 ， 则 /的 Fourier 级 数 在 每 个 严格 姓 于 区 间 (а. 
оТ [а Б-КА. 应 个 准则 是 C. 
Jordan 建立 的 (111); 它 推广 了 关于 分 段 单调 函数 的 
Fourier 级 数 收敛 性 的 Diridiet 定 理 (Dirichket iheorem ). 
参考 文献 
{1] ondan, C., Sur la série de Founer. С. Ñ Acad. баі 
Рей. 92 ( 1881). 228—230 
12] Бари, HL. К., Тригонометрические ряды, М., 1961 
{Ж Ж Ж: Вазу, №. К., A tatise оп Ingonometri; 
wries Pemamon, 1964). Б. И. Голубь # 
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rkhletJordan test). ` 
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Jordan 曲线 [ Jordan cnrve; Жордана кривая] 
ТАТА JES. (ЖЕНЕ ( homeomorpbsm)). Щ 
给 出 此 定义 的 C.Jordan fr. 亦 见 线 (曲线 ) ( line 
(сигуе)). 
ИМЕ 2825 B s8 Bi 188 (simple closed силе). 
МЕ, ЗЕ ЗЕ 


Jordan 分 解 [ Jordan deromposition; Жордана разло - 
женне ] 


D) ла /的 Jordan 分 解 是 将 / 表示 为 
Ге 


的 形式 ， 这 里 有 1，f, 区 为 单调 增 阔 数 .Jordan 分解 也 
措 将 可 测 集 上 上 的 广义 测度 或 负荷 【Charge ) (E) 
表示 为 测度 之 差 ; 


nM(E)= д *(Б)— u" (E), 
其 中 要 求 两 测度 (measure ) a° 与 “中 至 少 有 一 个 为 
有 限 的 .出 С. Jordan 建立 . 
参考 文献 
[1] Jordan С., Сошэс d'analyse, 
1893. 
12] Halmos, Р. R., Measure theory, v. Nostrand, 1950 
(И: тй. MORE, БУПН, 1958). 
[31 Натансон, И. П., Теория функций вещественной 
теременной, 3 изд., M ., 1974( 中 详 本 : ЖБИ, 
ОБРА, 88, ДЕ ТШЕН, 1958). 
М. И. Войпсхоёский 法 


1, башһшег-УШаз, 
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2) ЖЕТИ z [BJ ВО 1 BJ 25 g 的 Jordan 分 解 是 


将 9 表示 为 可 相互 交 提 的 学 单 自 同 态 与 罕 罕 自 同志 之 
和 : д=0,+09,. А5 9, 与 gu 分 别称 为 9 的 
Jordan 分 解 的 半 单 分 量 〈【semi -simple component ) 和 
ЖЕЛШ (nipolent component )， 此 分 解 称 为 加 法 
Jorian 分 解 (addilive Jordan decomposiion )， (半音 
自 同 态 [semi - -simple endomorphism ) 是 指 关 于 基本 域 
的 来 一 扩 域 帮 以 图 有 向量 为 基 许 的 一 个 自 同 访 ， 而 重 
等 自 同 态 《nilpotent endomomphism ) ОЖ 38 Š 
АЕН-а). ИЖЕ B МОЕ ЗЫК 
F, 2 的 矩阵 Па, 1 为 Jorda ЗЕРЕ ( Jordan matrix ) 

(Я Josdan 标准 型 的 矩阵 )， 且 : 是 这 样 的 自 同 
堪 ， 使 以 同样 的 基底 ЙЕ |5, | 适合 条 件 Б, = 0 
(їг) В b =a, (对 一 切 门 ， 则 


g=t+(g- t) 


为 g 的 Jordan ЯЖ, =й, +g... =t,g. = 8—1. 

Jordan Ж TVS K 上 向 最 空间 V 的 任 
何 自 同 态 9 是 存在 唯一 的 ， 此 外 ，g ,= P(g) 5 g, = 
Q(g) 对 于 K 上 某 两 个 常数 项 为 零 的 多 项 式 P 5 Q 
СКИТ 2) RS. 着 УЉУ 9 不 变 子 空间 ， 则 
W í g, 5 у, 作用 下 不 变 ， 且 


915= gwt gly 


为 gl (这 里 |, 表示 在 W 上 的 恨 制 ) 的 Jordan 分 
Ж. E k 为 K TAB 3 k EHHG (+ V 
上 某 个 上 结构 )， 则 g, 与 я, 未 必 是 КЕЛГИ; 
人 们 只 能 断定 g, 与 9， 是 hr“ 上 有 有理 的 ， 这 里 p 
为 上 的 特征 指数 (对 p=1, k ”为 上， 而 对 p> L, 
它 是 Кф к 上 纯 不 可 分 的 元 案 的 集 ， 见 可 分 
扩张 (separable extension )). 

Жох УШАН, Шо, 也 是 V 的 自 同 构 ， 
日 

9=8,0. = ug 


其 中 g= l +g g, 1, 表示 ?的 便 同 自 同 构 - 
АМН д, 是 竹 么 的 【unipotenr ) ， 亦 即 ， 它 的 一 切 男 
有 有 值 均等 于 一 ”将 2 ЗАНЕ НА А АН 
积 的 每 个 表现 与 上 述 表 现 9 = 9.g, = 0,9, 相合 . 
表现 称 为 自 同 构 :9 的 乘法 Jordan зж А. 
Jordan decomposition), #н. 9, 与 g。 分 别称 为 g 的 
ЖЕНА ЛЕ. 车 g 是 k 上 有 理 的 ， 则 g, 与 g, 
均 为 K" ”二 有 理 的 . 若 W АУ б р ЖБ-Б, 
则 到 在 9. 与 3 作用 下 不 变 B. 


916 =н 
Ж 01, ВЕ Jordan Ф. 
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Jordan 分 解 概念 可 以 推广 到 无 限 维 向 量 空间 V 
的 局 部 有 限 自 同 术 上 去 ， 也 就 是 使 F 由 有限 维 g 不 
变 子 空间 生成 的 自 同 坊 g. 对 于 这 种 g 有 一 种 表 成 交 
换 局 部 地 限 半 单 与 袁 么 自 同 态 的 和 g = 2, + 2, 的 唯 
一 分 解 (在 日 同 物 情 形 下 , 有 将 g 表 成 积 9,g, 的 唯 
一 分 解 ， 相 应 地 ，g,, у, АРЫБА А Ар), х 
里 所 谓 局 部 有 限 半 单 与 睾 么 自 同 态 指 的 是 使 的 每 个 
有 限 维 9 不 变 子 空间 W 分 别 在 2, 与 g,( 对 应 
Ж, g, 与 g.) ТАТАТ САВ), ЗН g|* = 
віз 0,|, СВО, дои, |w) 为 glw 的 
Jordan 分 解 . 

Jordan 分 解 概 念 的 这 种 推广 能 局 人 们 引进 在 代数 
群 与 代数 中 的 Jordan 分 解 概念 . 设 G 为 КЕЯ 
代数 群 ( 见 仿 射 群 Сапе group))，g 为 它 的 I 代 
& (Lie ара), ру G 在 代数 K[G] 的 自 同 构 群 
上 的 表现 ， 这 里 кіс: 是 G 上 用 右 平移 定义 的 正则 
函数 的 代数 ， 并 设 dp 为 p 的 微分 . 对 G 中 任 一 g 
与 中 任 一 天， 向 量 空间 КОА iS p{9) 与 
dp(X) 均 为 局 部 有 限 的 ， 因 此 可 以 说 及 它们 的 Jordan 
分 解 


p(9)=p(g),p(9), 与 
dp(X)= dp (X), + dp (X)... 


代数 群 论 中 的 一 个 重要 结果 是 刚才 提 到 的 Jordan 4) 
可 以 分 别 用 G 与 9 中 的 匹 素来 实现 .更 确切 地 说 ， 
存在 唯一 的 元 未 о, g.SG 与 X,, X ez 使 


#=0,0,=0,0,. (1) 
Х=Х,+Х,, [X,, Х,]=0. {2) 


plg) = р(9),. р(9.) = р(#),. 
dp CX) =(2p(X),, dp(X,) = (dp(X),. 


分 解 (1) 称 为 代数 群 G 中 的 Jordan 分 解 ， 而 (2) 
称 为 代数 的 Lie 代数 е 中 的 Jordan 分 解 . # G 在 
KF БУНУ geG( 相应 地 ， Xs Z) 是 
上 上 有 理 的 ， 则 g, 与 g,( BE, X, 5 X,) 均 为 
k""” 上 有 理 的 此外， 车 G 是 由 某 个 有 限 维 向 量 空 
fJ V 的 自 同 构 所 成 的 一 般 线 性 群 GL (V) МЗВ 
(Б e 便 成 为 GL(T] 的 Lie 代数 的 子 代数 ) ， 那 
么 8EG 的 Jordan 分 解 (1) 与 上 述 关于 g 的 乘法 分 
ЖЕЙ. W Хє 的 分 解 (2) 与 关于 Х(ЖЕ V W 
自 同 态 ) 的 加 法 Jordan 分 解 相合 .车 bp: G ~ G, 
为 仿 射 代 数 群 的 有 理 同 态 ，de : e, є, 为 其 Lie 代 
数 的 相应 的 同 态 ， 则 对 任意 的 geG, Хеб, 1 


Ф(#,)= e(g)o 9(g,)= og{g9),, 
аф(Х,) = (4Ф(Х)),, do(X,) = (do (X)p,.. 


在 代数 群 与 代数 的 Lie 代数 中 的 Jordan 分 解 概 
念 能 使 人 们 在 仁 意 仿 射 代 甫 群 (代数 的 Le 代数 ) 中 
завео СЯ), 元素 ge G 称 为 半音 的 
(semi -ѕітрје), М ¿= g,; 称 为 宪 么 的 (unipot - 
et), МЖ g= q. ЖЖ Хе 称 为 半 单 的 ， 如 果 
X= X,; ЖАЖА (роют), ШЖ X= Х,. 车 
G 在 上 上 定义 ， 则 

G,= {566 g=g,) 
为 G 的 大 闭 子 集 ， 而 
m = 4Xez: X= X,) 


为 的 此 闭 于 集 .一般 地 ， 
@,= {95G.g9=9,} 
不 是 闭 集 , 但 若 G 是 可 换 的 ， 则 G, 与 G, BJ EUR. 
群 并 且 G= G, x G6, .在 任意 仿 射 代数 群 中 ， 集 G. 
5 G, 均 为 在 内 自 同 构 下 不 变 的 ， 并 旦 将 这 两 个 集合 
分 解 为 共 孝 元 的 类 的 研究 是 特殊 领域 的 课题 ([3]). 
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Jordan -Holder 定理 [ Jordan - Hókler theorem ; 2Kopnana - 
Ёёльдерэ теорема] 

者 某 个 群 有 合成 序列 (composition sequence), j 
它 的 任意 两 个 合成 序列 同 构 ，C. Jordan ([1], [2}) 
和 О. Hilder ([3]) 研究 置换 群 并 与 用 根 式 解 方程 的 
可 解 性 问题 相 联 系 { 见 баю 理论 (Galois theory). 
Jordan 对 这 种 群 引 进 了 合成 序列 和 主 系列 〔 principal 
series ) 并 证 明了 同类 型 的 两 个 列 的 指数 ( 即 子 群 G， 
在 G,., 中 的 指数 ) 相同 ， 除 了 次 序 可 以 不 同 , ВА 
话说 证 明了 ， 两 个 合成 ( 主 ) 列 的 因子 的 阶 的 序列 ， 
除了 老 一 个 置换 ， 昆 相同 的 . H3ker 证 明了 对 上 应 的 居 
子 同 构 .O. Schreier ([4]) 证 明了 更 强 的 断言 : 任何 
群 的 两 个 正规 列 有 同 均 的 加 细 (Schreier 定理 Schreier 
theorem ) }. 对 于 带 算 子 的 群 的 Jordan -Helder 定理 也 
已 得 到 证 明 (E. Noether, W. Кай), БЖМ Т 


ЯГОН А УЕЙ У. 

Jordan -Hólder E BË Ji 3E £ F 9] ЫЯ ЕГ: 1) 
对 无 限 正规 系 特 别 是 对 全 序 正 规 列 和 合成 列 得 到 Schr - 
sier ЯЯ Jordan -Halder 定理 的 推广 ; 还 证 明了 、 
具有 单 册 玫 鸭 所 有 正规 升 列 是 同 怕 的 (这 些 列 不 一 定 
是 合成 列 ) (18]5]). 2) Jordan -Holder 定理 被 推广 
ЗАНЯТАК. зн о 群 (多 重 算 子 
妊 ) ， 台 代数 及 具有 单元 子 代 数 和 可 换 同 余 的 中 代数 
的 一 系列 结果 统一 起 来 【 见 [6] -~ [8]). 3) 已 经 用 格 
论语 言 和 偏 序 集 语言 来 考虑 用 不 同 的 方法 将 
Jordan -Halder 定理 推广 .对 Dedekind 格 的 元 的 链 已 
得 到 Schreier 定理 的 一 个 推广 .六 定义 格 中 的 元 的 正 
规 列 ， 在 一 组 文章 中 对 正规 性 和 乘法 运算 引进 了 附加 
的 关系 ( 列 16], [9] 一 [11]) . 4) 对 正规 范畴 (多 
ТЕТ) 9 Т Schreier 定理 和 Jordan -Halder 定理 的 推 
№. 
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参考 文献 
[А1] Hal. М., The theory of groups, Chelsea , терім. 
1976( 中 译本 : М. #Ж. ВЕС, ЖЕНЕН. 1982) 
【译注 ] 
[Bt] 徐 明 明 ， 有 限 群 导 引 (上 ) ， 科 学 击 版 社 ，1987 
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Jordan 引 理 [ Jordan lmmma ; Жордана лемма} 
设 f(z) 是 复 变量 z 在 |;|> c2 0, Imz 20 中 
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УВ B Ay А Р ТЕ USES BS Ë& (analytic func- 
tion)、 如 果 存 在 半 国 序列 


7(R)= {2: |=R,, Imz>0;, R, + +оо, 


Шоп = 时 7Y{R,) 上 的 最 大 模 M (R,}= 
тах|/(2)1 73, Д] 


га 了 еу): = 0, 
Ке 
其 中 a 是 任 一 正 数 .Jordan 引 理 不 仅 可 在 zf(z) -> 
0 的 条 件 下 , 而且 可 在 上 半 或 下 半 平 面 的 一 个 半圆 序 
列 上 一 化 地 有 f(z) 一 0 的 条 件 下 用 于 残 数 演 算 ; И 
如 ， 用 于 计算 形 如 


| лодовахах, | fOOsnaxdx 


的 积分 ЖЗ С. Jordan 所 建立 ([1]) . 
参考 文献 
{1] nan, С., Сошз Фапајузе, 2, Gauthier- Villars , 
1894, pp. 285 — 286. 
[2] Шабат, Б. B., Введение в комплексный анализ, 2 
изд., М., 1976. 
(31 Whittaker, Б. Т., Watson, С. N., А coure of 
modem analysis , Cambridge Univ. Press , 1952, Chapt , 
6 Е. Д. Соломенцев 所 
【 补 注 了 
参考 文献 
ГАТ] Mitinovié , D, 8., Ketkié, J. D... The Cauchy 
method of msidues, Reidel , 1984. ЖЖ W 


Jordan $Ë BE [Jordan matrix ; Жорданова матрица] 
BRA0F3ESM03 k L) КЛИ] ДИЕ 7 
ЈА) 0 


0 J.Q) 
Ж. J.(4) ЖАНЕ m Eros tE 
А1 0 
А1. 
АСЫ зт, 

4 
дек. Ж J, (2) 称 为 合 本 征 值 4 的 m Et Jordan H: 
(Jordan block) . 8 — Ht ii — + 39] El + (elementary 
divisor) 确 定 ， 见 [5] . 

对 代数 闭 域 上 上 任意 方 阵 A, Ë YE k Ej db 
WU EE C 使 得 C-'4C 是 Jordan 答 阵 ( 换 言 之 ，4 
在 k 上 相似 (imilan) 于 一 个 Jordan 98 BE) . 这 个 结论 在 
关于 大 前 较 曙 限制 下 也 正确 : ЕДЕ 4 相似 于 一 个 Jordan 
矩 降 的 必要 充分 条 件 是 上 包含 4 的 极 小 多 项 式 的 所 有 
根 , W 838 R 00 8 6 СТАС BS 3 BE 4 的 Jordan 形 
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式 (Jordan form) (或 Jordan 正规 形式 (Jordan normal 
form)) .C.Jordan (1 1]) 是 首先 考虑 这 种 正规 形式 的 
数学 家 之 {关于 历史 概述 亦 见 [27 的 第 VL S I Ж). 

— Th k Тогйап 形式 不 是 唯 ЧЁ. (HJ 
别 仅 在 于 Jordan 块 的 排列 顺 岩 . 更 确切 地 说 ， 两 个 
jordan 年 阵 在 类 上 相似 ， 当 及 候 当 它们 市 相 岂 的 Jordan 
抉 组 成 ， 且 不 同 处 仅 在 于 块 沿 着 十 对 角 线 的 分 布 , 算 
É: 4 的 Jordan ЖЖ ЯЕ À BU m Ў? Jordan 块 的 数 
H C, (4) 出 公式 
C,(4)=rk(A—AE)””'—2rk (A—E)'+rk( A—2E)"*! 
йж. КР. Ej82j АИ n ОНЕ, КВ А 
ж ВЕ (mmk), JE. Beg X. к(А-АЕ)' 为 
n. 

除了 Jordan 正规 形式 外 ， 还 有 其 他 类 型 的 矩阵 正 
规 形式 . 例如 当 和 希望 避免 约 化 到 Jordan 正规 形式 的 非 
唯一 性 时 ， 或 者 当 基 城 不 含有 短 降 由 小 多 项 式 的 全 部 
根 时 ， 它 们 被 用 到 ( 见 [2] [5]) . 

从 不 变量 理论 观点 看 ，Jordan 38 B£ B fE Е 
群 的 伴 陋 表示 的 执 道 内 的 一 种 典范 表示 . 对 一 个 任意 
的 约 化 代数 群 ， 类 似 表 示 前 确定 仍 夫 (1978》 完全 解决 
《 见 [6] 一 [7]) ， 
参考 文献 

[1] Jonan，C.，Tmaite des substitutions et des equations al- 
абд, Paris, 1870, 14—125. 

121 Bourbaks, N,, Elements of mathcmatics , Арса : Mod- 
wks - Rings, Forms, 2, Addison - Wesley, 1975, Chapt , 
4;5; 6( 详 自 法 文 ) 、 

[3] Гантмахер,Ф. P.., Теория матриц, 2 изд., М., 1966 
( 中 译本 : Ф.Р. BFS. Pie (上 、 下 册 )， 高 
等 教育 出 版 福 ，1955) . 

14] Lang, S , Algebra. Addison - Wesley、1974 . 

[5] Мальцев, А.И., Основы линейной ялтбры,4 юд., 
M., 195 (中 详 本 : А.И. 5 JE, НКА 
础 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1957) 、 

[6] Bom), A., Carter, К., Curtis, C. W., [vahori, №., Spr- 
inger, Т.А. and Steinbers, R. (eds.), Semnar on alge- 
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math., 131, Sennger. 190. 

12] Steinberg, К. Clases of olernents of semisimple algebraic 
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В.Л.Поюв Ж ЖД 详 
“Jordan {8 { Jordan measure; Жордана мера] 
空间 R" 中 前 学 行 多 而 体 【paralelepiped ) 
A={xeR": a, <x, <b,, a, <b,, 

i=1, ,nn} (0) 

的 Jordan 测度 十 它 的 体积 mA =, (b. — а). 对 

ТЕЗЕ ES R' 定义 如 下 : Jordan 外 测度 (outer 


Jordan measure ) 

m= ыў тд Одэв,к=1.2. ЕА 

而 Jordan 内 测度 (inner Jordan measure ) 
mE=sup тд, ЁЗА, 


Ж А, ЙН ТАЗЕ (АШ А, АЙЕ RD (+) 的 平行 
ЖЕЖ). 集合 E 称 为 Jordan 可 测 的 【Jordan mea- 
surable ) ( 当 n =2 时 ， 称 为 可 求 面积 的 ， 当 ma= 3 
时 称 为 可 求 体积 的 ) ， 如 果 m.E 二 m,EE， 或 者 等 价 
地 ， 如 果 
т.Е+т.СА\ Е) = mA, 

其 中 АЗЕ. ЕКЕТ, Jordan 测度 是 m £= 
т.Е=т.Е. 一 个 有 界 集 ЕСЕ" 是 Jordan HJ NJ 
的 ， 当 用 仅 当 它 的 边界 的 Jordan 测度 为 零 (或 者 ， 等 
Ы, Е АЗА б Tebesgue 测度 { Lebesgue тоса - 
sure) 为 零 ) . 

这 个 测度 的 福 念 首先 由 G. Peano ([1]) # C. 
Jordan ([2]) 提出 . 上 与 E(E ЮО, 
包 (closure of a set) ) 的 外 测度 相同 ， 而 且 等 于 巨 的 
Воға 测度 ( Borel тезше). Jordan 可 测 集 构成 一 个 
集合 的 环 ， 其 上 的 Jordan 测度 是 有 限 可 如 函数 ， 亦 
见 可 求 积 性 (squarability ) . 
参考 文献 

11} Peano , G, Applicaziom geometriche del calecato nfi- 
пета, Восса, 1887. 
[2] Jordan, C , Remamues sur Кв inttgrals dtfinics J. 
Math. Pues Appl. 8( 1892). 的 — 99. 
[3] Никольский, С. М., Курс математического анали- 
за, T. 2, M , 193 ( 英 译本 : Niko ski, S. М., 
А course of mathematical analysis , 2. Mir, 1977). 
[4] Колмогоров, А. H., Фомин, С. H., Элементы 
теории функций и функционального аңализа, 4, 
изд., М., 196 (Ф Ж: А.Н. ПЛЕВРА. C. 
в. MOH. ШОУНА Р. а DE 
kL, 1957). A. П. Терехин #E 
[ 补 注 】 现在 对 Jordan 测 虚 (也 称 Jordan 容 度 ) 不 
像 历 史上 那么 有 兴趣 ， 因 为 它 只 是 Letesgue 测度 
( Lebesgue measure ) 在 边界 测度 为 零 的 有 界 Lebesgue 
可 济 集 的 环 上 的 限制 . 刘建明 ж ЖН 校 


Jordan 正规 形式 Jordan normal fonm ; Жорданова вор - 
мальная форма}, #5 
见 Jordan #Ë B£ ( Jordan matrix ) , 


Jordan 定理 [Jortam theorem ; Жордапа теорема) 

ЖАНН 工 ， 把 平面 R° 分 解 为 两 个 
连通 区 域 、 日 r 是 这 两 个 区 域 的 公共 边界 . 由 C.Jor- 
Чап (1) 建立 .类 亿 的 论断 是 : 一 条 简单 弧 不 能 分 解 


平面， 这 是 集 沦 拓扑 学 中 最 古老 的 定理 ， 
两 个 连 道 分 支 中 . 一 个 (在 工 内 部 ) 是 有 界 的 ; 
其 特征 是 : 它 的 每 一 点 关于 [ КИЙ ЫЕ #1; Л—1 
ОЕ ГАНЕ. ВАЗ 工 的 阶 为 0， 对 
于 有 有 界 连 通 分 支 4 的 任 一 点 x 和 每 一 点 х,єГ, #1 
在 一 条 以 x, 和 x Зу ВОД, ВЕ x。 外 ， 它 的 所 
有 点 都 属于 А CSchoenflies 定理 ( Schoeniles theorem )), 
Jordan ( 曲线 ) 定理 可 以 按 继 数 推广 : R' 的 每 个 
ЗАТЕ РУКЕ) (n 一 1) 维 子 流 撒 都 把 该 空间 分 解 为 丙 
个 连通 分 文 ， 且 总 这 两 个 连通 分 支 的 公共 边界 ; n 二 3 
的 情形 由 也 ,Lebesgue 证 如， 一 般 情形 由 L.E.J, Brou- 
мег ШЕЯ, БАШ, п 继 时 前 定理 有 时 也 称 为 Jordan - Br- 
ошисг 定 更 ( Jordan -Brouwer theorem ) 2 Jordan -Brou- 
wer 分 离 定理 (Jordan - Brouwer separation heorem ) . 
参考 文献 
[1] Joan. C., Соше d'anayse, 1, 
1893. 
[2] Уайбе-Роивп, Сз. J, de la, Cours d'analyse infinite- 
sal. 2, Libraire Uniy ，Louvain 1925. 
[3] Anexrcamapee, Л. C Комбинаторная топология, 
М.-Л., 1947. 
14] Dieudonné, J. А., Foundations of mordem analysis. 
Acad . Press, 1961 ( 中 详 本 : 本 ВЛ, ЖИТ 
础 ， 第 一 ， 二 卷 ， 科 学 出 版 社 ，1982，1986} 
{5] Hurevicz, W. and %/айшап, G., Dimension theory, 
Prinoeton Univ, Pres , 1948. 
[6] Филишов, А. Ф., «Успехи матем, наук}, 5 
(1950), 5, 173 ~ 176 
[ 补 注 ] 在 R2: {或 C) 中 的 Jordan 定理 通常 称 为 
Jordan #49 ( Jordan curve theorem); О. Veblen 
[А4] ЖН РЧ ШОЛ. 
С. Kuratowski 加 强 了 Schoenflies 38 #8, 0 UE uH 
了 ， 宰 际 上 存在 单位 闭 国航 的 一 个 同 古 (homeomor- 
phism ij， 把 圆 盘 的 边界 S' 映 到 Б, ВРА 
Г #09 #5 Riemann 有 映射 定理 【 见 Riemam 定理 
(етапа theorem )) 则 真实 地 给 出 了 一 个 在 内 部 解析 
КЫ. 
Е J.W. Alexander (ГА) 的 著名 的 “ 带 角球 
面 " 所 示 . 上 述 强化 的 类 似 结 论 在 高 维 情形 不 真 . 
参考 文献 
[A1] Bing, В.Н., The geometric topology of 3-mamfolds 
Amer ，Math . Soc , 1983. 
ГА2] Dugundji, J. ，Topalogy ， 和 ly & Васоп, 1966 
ГАЗ] МШ, J. мал, Infinite-dimensional topology , prerequi 
sites and introduction , North - Holland , 1988 . 
[A4] Veblen, О., Theory of plane curws іп non-metrical 
Analysis Situs, Trans. Ате. Math. $ос., 6(1905). 
8-9. НЕ, ЛЕ W 


Gauthier - Villas , 


M. И. Войцеховский IE 
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Joudain 原理 [ Joudian principle ; Журдена принцип ] 
由 Р. Jourdian ([1]) 建立 的 力学 中 的 -个 微分 变 
分 原理 ， 从 满足 加 在 系统 上 的 埋 想 约 上 条 件 和 对 所 考 
颇 的 瞬时 系统 中 点 的 位 兽 的 相 容 性 多 件 的 运动 学 上 可 
能 的 运动 类 中 分 离 出 一 个 系统 的 实生 的 运动 . 根据 
Jourdian 原理 ， 对 于 被 理念 双边 (抑制 的 ) 约束 约束 
着 的 一 个 系统 的 实在 运动 ， 由 作用 力 和 将 运动 学 上 可 
能 的 速度 的 任意 变化 的 局 性 力 所 作 的 幼 元 素 之 和 在 每 
个 阴 时 是 零 ， 亦 见 经 典 力学 的 变 分 原理 ( variational prin- 
cipkes of classical mechanics ) , 
参考 文献 
[1] Jourdain, P. E. В., Addition to papers on :ће ода - 
tions of mechanics, Фиат. /. Рие Ару. Миһ.. 39 
(1908), 241 — 250. В, B. Румянцев jg 
【 补 注 】 这 个 原理 在 Jourdain 以 前 在 18 世纪 已 经 被 
应 用 ， 只 二 后 来 才 得 到 “Jourdain 原理 这 一 名 称 、 
аша W US R 


Јава Ф | Julia set; Жулия множество] 
【 补 注 】 G Juta(TAI]) 和 了 ,Fatou(EA2]) 研 究 过 有 
за - Сн. 用 /表示 函数 与 其 自身 
的 n 重 复合 .一 点 zeC 称 为 了 的 所 谓 Fatou 集 (Fatou 
se) 2 03, MURAT z 在 C 中 的 邻 域 U， 使 得 渤 代 族 
Lf" lÚ ) 为 一 正规 族 (normal tamil) Јана (у) Ж 
Fatou 集 的 补 集 . ЛОГИ: ТОЛОР) Еа 
完 清 集 ( репе se); 2) J(f ) 等 于 排斥 周期 点 (periodic 
рош!) 之 集合 的 财 包 ; 3)J(f) 或 为 全 不 连通 的 (W, Ф 
ЛЕЙ] ( totally disconnected space) ), ЕТТ Jordan 
弧 连 接 ,或 即 为 整个 C; 4)J(/) уяу! ЖЖЖ 
的 ; 5)J(/) 是 首选 代 映射 /的 吸引 子 ( 见 奇 螺 吸 引 
子 trange attractor)) . 在 几乎 所 有 情况 下 ，J( 广 有 具有 
ЭНЕ (гасі! dimension) 而 可 称 为 分 形 售 (fractals) . 
D.Sullivan 对 于 Fatou 集 的 元 察 就 它们 的 动力 学 给 出 了 
一 个 完整 的 分 类 . (站 的 各 分 支 ， 或 为 周期 的 ， 或 为 
俩 周期 的 . 令 马 为 这 样 一 个 辣 期 域 、 其 用 期 为 n， 记 
9 二 =f*， 其 动力 学 有 以 下 五 种 情况 ; 

39D 是 吸引 域 ，D 中 含 一 吸引 周期 点 р, 使 0< 
19 (2 <1. 

bj 为 超 吸 引 域 ; DD 包含 一 个 同时 为 临界 点 的 周 
期 点 p, др) =0. 

сур, ИША о (р) = 的 周期 
ЖАР. 

4) D 3— Siegel Bs (M Sisga 域 (Siegel domain) y; 
РЖ, Во. 

e) D ë — Herman Ж (Негтап ring) . р Ж 
于 一 贺 环 ， 责 gl 解析 疾 撤 于 图 环 的 刚性 旋转 . 

这 里 济 的 预 局 期 点 (pre-periodic рош) 就 是 这 样 
的 点 ， 其 某 次 送 代 是 周期 的 ,7 的 不 动 点 zo 是 超 吸 引 
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的 (super -attractivej， 若 7 (21)=0 (回忆 一 下 ， 设 z 
为 /的 不 2, ЖЕЗДЕН (А) z 339 
ТЕЁ (repelling), #|/'(д)|>1). 
` ` непал 环 的 存在 性 已 被 证 肯 ， 人 这 至 10899 还 一 
直 没 有 找到 . 
研究 最 多 的 情况 是 二 次 映射 /= 了 +c. 这 时 ， 除 了 
Herman 环 ， 所 有 的 现象 都 出 现 了 . 所 有 使 1(/ ) 为 连 
通 的 c 成 一 Mandeibrot 集 (Mandcibrot set), ВР ЛОУ) 
之 参数 c 空 间 的 分 支 图 . 亦 见 混沌 (chaos) 和 通 向 混沌 
的 道路 (routes to сћасѕ) . 
参考 文献 
ГАІ] ша, С., Mémoire sur |'itemtion des fonctions mtion- 
леПеѕ, J. de Maih., 8( 1918). 47 — 245. 
[ А2А | Fatou, P., Sur s équations fonctionnelles, Hull. Soc. 
Math. France , 47 ( 1919), 161 ~ 271 
[A2B ] Fatou, P,, Sur is équations fonctionnelles, Bull. Soc. 
Мањ. France , 48( 1920), 33 — 94 
[A2C | Fatou, Р., Sur les équations Tonctionnelles. Bull. Хос. 
Math. France, 48 ( 1920), 208 — 314, 
ГАЗ} Brolin, H., Invariant scts under iteration of rabonal 
functions, Ark. Mat., 6 ( 1965), 103 — 144. 


[A4] Blanchard, P., Compkx analytic dynames, Bull. Атет. 


Math Soc., 11 (1984), 84 — 141 

[А5] Devarey, R. L.., An introduction to chaotic dynamical 
systems, Benjamin Cummings , 1986 _ 

[AG] Peitgen, H. -О. and Richter. P. Н., The beauty of 
fractals , Springer, 1986( 中 译本 : Н.-О. 派 特 根 ， 
р.н. тё, АЗЕ — 美的 科学 ， 科 学 出 版 性 
1994) 齐 民 友 ж 

Julia 定理 [ Julia theorem; Жюлиа теорема ] 

如 果 上 是 复 变量 z 的 解析 函数 f(z) 的 一 个 孤立 
本 质 奇 点 ( essentia] singular point) ， 则 至 少 存在 从 a 
出 发 的 一 条 射线 8 = (2: amg (z 一 4) = 9。}， 使 得 在 
每 个 对 称 于 此 射线 的 角 域 

V=(z:lag(z-a)-60| <s), z >0 
内 ， 除 可 能 有 一 个 例外 值 外 ，f{z) 在 一 个 收 敏 于 а 
的 无 限 点 列 (z) S V LR SEA. G. Julia 
的 这 个 结果 ( 见 [1]) E£ T WAN B Sra K R Y д 
域 中 的 性 态 的 Picard 大 定理 ( 见 Pieamd 定理 ( Picard 
theorem )) 的 补充 . 

Julia 定理 中 占有 重要 地 位 的 身 线 称 为 uba 射线 
(Julia тау). 例如， 对 于 f(z) 一 e'， a= оо, Тай 
线 是 虚 轴 的 正 部 和 人 负 部 .与 Ша 定理 有 关 ， 关 于 在 
Bm a dem p= (а: |z| <1} МЕШ w= 
(z) 的 Julia 线段 (Уша segment) 或 Julia #& (Јона 
сокі), ЖИН (21 = 1 上 点 em 为 终点 的 一 条 站 
S$， 使 在 每 个 以 e" ТАА S 的 开 角 域内 ， 除 
可 能 有 两 个 鲍 外 值 外 ， 函 数 w = f(z) 取 到 Riemann w 


球面 上 的 所 有 值 . 如果 以 e” 为 器 点 的 每 条 路 S 都 是 
Уба) 的 Julia Ж, MJ e° 称 为 f(z) 的 Julia 点 (Jula 
point). 存在 其 有 有 界 特征 的 亚 纯 函 数 ， 使 得 1z| =1 
上 每 个 点 都 基 
亦 见 渐 近 值 (asymptotic уайе); Iversen 定理 
(Jversen theorem ) ; 聚 值 集 ( cluster set). 
参考 文献 
[1] Ма, G., Legons sur кв fonctions uniformes à unë 
point singulier cssentbel isolé , Gauthier - Vilars 1924. 
[2] Маркушевич, А. И., Теория аналитических функций, 
2 юд.,1.2, M., 1968, гл. ВОЂЕ: А.И. 
库 雪 维 奇 ， 解 怕 函 数论 高 等 教育 出 版 全 ，1957， 第 
АЖ ). E. Д. Соленцев JE 
【 补 注 】 也 用 术语 Julia 方向 (Julia direction) К Ж 
Julia 射线 ， Иж Ж 


跳跃 画 数 [jmnp function; скачков функция ] 

有 界 变 差 函数 的 Lebesgve 分 解 (Lebesgue decom - 
position ) 的 三 部 分 之 一 ， 设 了 为 区 同 [a, b] 上 的 有 
ЗЕРЕ НЫ (function of bounded variation). 当 4a = 
x<b mf, 5 d,(x) = f(x) f(x"), 而 当 agx 
<bW 2. (x)= f(x')- f(x), Ра, (х) ЖУ 
在 x ДЖ (шор from the kft), 而 d. (x) ЖУ f 
在 x К (jump їот the пә). # а<х <, 
则 

а(х) = 0х7) -fx )=d4.(x)+ d. (z) 
称 为 了 在 x КШК (jump). й{х,} Ж / Ж[а, В] 
上 所 有 不 连续 点 的 序列 ， 并 令 


з(х)= Хб) + УУ 4Ф(х,) (а) =0), 


则 s Ж АОВ ОА (jump function), ЕЙ: Ж 
f 一 s=9 是 [a, 8] 上 的 连续 有 界 变 差 函 数 ， 并 且 有 
V(O = Уф) + У!(з), 这 里 (Р) 表示 F (E 
[а, b] 上 的 变 分 ( 见 西数 的 变 分 ( variation of a func - 
tion)) ЖЖ. Ж 
(一 Zt, Уш. 
参考 文献 
[1] Гери. Н., Legons sur lintégration et la recherche 
des fonctions primitives , Gauthier - Viljars , 1928 
12] Натансон, H. П., Теория функций вещественной 
переменной. 3 иэд., М., 1974( 中 详 本 : И. П. BB 
唐 松 ， 实 变 函 数论 ， 第 二 版 ， 人 民 教育 出 版 社 ，1958 ). 
Б. H. Голубов ## 
[ 补 注 】 йз 也 称 为 了 的 路 度 函 数 (sals func - 
ton). —4-# PL 2235 ñ $k f ЖБ C 0 Й s 相 
等 ， 则 f АНС ШК. 
参考 文献 


[AL] Sz. -Nagy, В., Introduction to real functions and 


Orthogonal expansions 、Oxforl Umv , Ривз, 1965. 
[A2] Saks, S.. Theory of :he mtegral Haíner, 1952 ( 译 
бш). 党 维 行 # Иня Ж 


跳 过 程 [jump process ; скачкообразный процесс] 
一 种 随机 过 程 { stochastic process 》、 它 的 状态 只 
在 一 递增 的 随机 时刻 才 会 惧 变 . 跳 过 程 这 一 术语 有 装 
也 用 于 具有 逐 眉 常 信 轨 道 的 任意 过 程 
Марков 跳 过 程 是 类 重要 的 阮 过 程 一 个 Марков 
过 程 (Markoy process) 是 跳 过 程 ， 如 果 它 的 转移 函数 
( transition function ) P (5,х,7.В) 使 得 
NA) 
mm 
其 中 Ls(x) Ж (Е, у 中 集合 B 的 指示 函数 ， 
和 正则 性 条 从 成 立 ， 妈 (1) 中 的 收 敏 是 一 致 的 ， 世 核 
q (3.x,B) 满足 某 此 有 界 性 和 连续 性 条 件 、 
令 


=4(s,x,8), (1) 


аб, х) = — 4g (t,x, {х}. 
a(t,x,B)= q(t,x,B\{x}), 


а(1,х,В 


обов 0 йй х)>0, 


其 他 情形 ， 


ЖЩ ЖЕШКЕ: 在 相差 o(Art)( 当 At > 0 
时 ) 的 意义 下 , a(t,x)At 是 在 时 间 区 间 (t + Ar) 内 
过 程 离 本 状态 ЩЖ, фб, х. В) 对 a{t,x)>0) 
是 过 程 在 时 刻 r 离开 状态 x 的 条 件 下 进 人 集合 B 的 
条 忻 概率 ， 

当 正 则 性 条 件 成 立时 ， 跳 过 程 的 转移 函数 当 上 > s 
时 对 с 可 微 , 而 <t 册 对 s 可 微 ， 并 且 满 足 带 有 
相应 的 边界 条 件 的 向 前 和 向 后 Колмогоров 方程 (Kol- 
moporov equation ) : 


др(5 В 
— =—{а(гу)Р(в,хг,ду+ 


[абез ВЭР (зх, ду), 
z 
Em P(s,x,t,B)= (х); 


в). ао) + 


-J lye nol], 
s 
Hm Р(з,х,Ву= a(x) 


9 х= (X). ЖРА Марков ЖЕЛШ, 
T, 是 过 程 第 n KU, T, = 0 ,再 设 Y, = X, ,S, 
是 在 第 n 个 状态 圭 续 的 时 间 ， 设 T. = jimT, 是 截止 
ШМА, Н& X, =ó. ДН 5 是 E 外 的 一 点 ， 则 序列 
(T,.Y.) 形成 一 个 时 齐 Марков 链 ( Markov chain). 
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注意 ， 如 困 X 是 时 齐 Марков 过 程 ， 则 在 指定 Y, = 
хо, 5, 具有 参数 1(х) 的 指数 分 布 . 

Марков ВЕГА ЙО Й ЕГЕ Марков 跳 过 程 ， 
即 序列 У, 是 Марков #&, (ВА n 个 状态 持续 的 时 
НИЧ Y, 和 Y. ПАНЕВ. 

Е ВЕН РУС а, АЗЕ ВО ВАО ЕЖЕ н! R 
效 的 ， 在 这 个 方法 的 范围 内 ， 不 需要 附加 关于 过 程 的 
概率 构造 的 假定 ， 就 能 获得 有 意义 的 结果 ， 在 对 方 法 
中 , ГУБЕ БЕ DS X 的 概率 空间 (0 9, Б) 
上 ， 有 一 非 诚 右 连 续 代数 族 了 = (э). S, 使 
得 对 每 一 +, 随机 变量 X, < 可 测 的 ， 从 而 T, 是 
Марков 时 . 

W ,7 是 QXR, 上 的 可 料 с 代数 ( predictable sigma- 
algebra ), 再 令 Z= zx (Дух E,Z2(R ,) @#) 上 的 
随机 测度 р 称 为 可 料 的 《 predictable ) ， 如 果 对 任意 非 
ГМИ Г, А ( / р), 是 可 料 的 ， 其 中 


frm= | охла) 


004] ХЕ 
Ë u= u(dt, dx) Ж 区 的 跳 测 度 ( jump measure ), 
即 在 { R. x 瑟 ,多 [及 .多 上 用 


„(0,27 xBy=) л. (T, Y.yteR, , Beg 
= 


ЖЖ ЕН BB L 819 . 

在 关于 (Е, к) 非常 一 般 的 条 件 下 {多 如 ， 当 EE 
是 具有 Borelc 域 8 的 完全 可 分 度量 空间 时 }， 存 在 
可 料 随 机 测度 v = y(dt, dx)， 使 得 下 面 两 个 等 价 条 件 
中 任何 一 个 成 立 : 

1) 对 任何 非 负 ЯГ f E fç us = Efsve ; 

2}) 对 任何 n 之 1 和 Be z, {Ж 

(g([O,r A T,] В) —v(IO,t A T,) хв) 


Jë — 4363 ü É ( martingale ) . 
可 料 随机 测度 » 除 一 P ЗЕ УЬ Е Веде йр, 


predictable projection)). 可 以 选择 v ,使 得 
v((T.,22) XE)=0,v({t} XE) <1 ,YN—D 1.(2) 


设 о 是 取 值 在 CE,g) 中 的 跳 过 程 X 的 轨道 空 
J, 设 和 =o (X, s Ж}, 0, H P, 是 使 
(2) 成 立 的 摄 率 测度 ， 则 在 (只 ..7) .上 存在 唯一 的 概 
率 测 度 P， 使 得 v 是 4 的 关于 P ААМ, НЖ P fE 
7 上 的 限制 与 P, 相同 ， 其 证 明 依赖 于 与 变量 (了 , ， 
У) 对 补偿 的 条 件 分 布 有 关 物 明显 公式 ， 在 若干 情形 
下 这 是 描述 跳 计 程 更 方便 的 办 法 ， 

一 个 卡 过 程 号 独立 增 量 随机 过 程 ( stochastic process 
with independent increments ) ， 当 且 仅 当 相应 的 补偿 是 
决定 性 的 ， 
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参考 文责 

[1] Kolmogoroff, А. N., Ueber die analytischen Methoden 
їп der Wiahrschemlichkcitsthooric, Mab. Anm., 104 
(1931). 415-4% 

[2] Гихман. И. H... Скороход, А. В., Теории случ- 
айных процессов. 2, М., 093( 中 详 本 : И И 
ИЖ, ВОЛНЕ. Feel Rh. 1986) 

[3] Jacod. J., Caleul stochastique el problimes de martin- 
gales , Springer, 1979. Ю. M. Кабанов je 

[和 补 注 ] 
вахй 
{А1] Дынкин, Е.Б , Марковскиё процессы, М, 1963 
(ЖЕЖ: Dynkin, Е. В.. Мажоу processes ,1. Ch- 
арс. 3, Springer , 1965) 
[А2] Feller. W ., An introduction to probability theory and 
its applications , 2. Chapt, Х. Wiley , 1966 
[АЗ] Rosenbiatt, M .. Random proccscs , Springer, 1974 
ГАФ] Brenan, L., Probabihty , Addison-Wesley , 1968 
х5 译 


“Jung 定理 [Jung theorem ; Юнга теорема] 
Eucld 空间 Е, 中 每 个 直径 为 d 的 集合 包含 本 


Е, 中 某 个 半径 r= d(n/2(m + 1))'U2 ЯР. Лр 
定理 有 一 些 关 似 命题 与 排 广 (例如 用 其 他 度量 代 符 
Eucid Е) ([2]) . 

此 定理 为 H. W. Б. Jung 所 证 明 ([1]) . 
参考 文献 

[1] Jung, H. W E,. Ueber den Kleinsten Kreis, der eine 
bene Figur enschhest, J. Reine dngew. Math., 130 
(19), 310-3}. 

[2] Danzer , L., Grünbaum , В., Klee, У., Heliy's theo- 
mem and йв rlativs ， 载 于 V. Klee (ой. ), Convexity . 
Proc. Symp. Рише Math ., Vol. 7, Amer. Ма. 
Soc., 1963, 101 ~ 180. 

[2] Hadwiger . Н., Debrunner , H , , Combinatorial geometry 
in the plane, Нок. Rinehart & Winston, 1964 ( ЖН 
ЖХ). П.С. Солтан # 

[ 补 注 】 关于 内 切 球 的 对 应 命题 是 Steinhagen 定理 
( Steinhagen theorem ) ( 见 [A1]) . б. 
参考 文献 

[А1] Bonnesen, Т., Репсһй, ，W.，Theorie der konvexen 


Kürper, Springer , 1974 沈 永 欢 详 


Kë [ K- functor ;天 -中 yHKrop]， 代 数 几 何 中 的 
代数 KK 理论 ( algebraic 天 -theory ) 里 与 概 形 相关 
联 的 上 同调 类 型 的 不 变 卉 ， 更 精确 地 说 ， 在 代数 K 理 
Гр — В ЕЧ ВЕ ВРАТ 
逆 变 沙子 ([1]): 
X i> к.х)=у K (X). 


天 国手 与 艾 达 尔 上 同调 (Etale cohomology ) 有 关 ， 但 
W X.C): K 理论 具有 故 体 的 整数 ” 信息， 而 
Хакк ЕАД, ЛАВ. 

= К 理论 诞生 之 时 ， 它 就 给 出 了 在 代数 几何 中 的 
第 一 个 应 用 ， 这 就 是 经 典 Riemann -Roch 定理 { Riemann- 
Roch theorem ) 的 一 个 推广 的 证 明 【特别 是 指 推广 到 任 
意 维 数 的 光滑 艇 ) ( 见 [2]). 在 高 阶 代数 K 理论 ， 即 函 
ў K,(i > 0) 的 上 同调 理论 建立 后 { 见 [1],[2]), 它 的 
思想 开始 深入 代数 几 条 .在 这 个 方向 上 ， 自 前 可 列举 
以 下 几 个 研究 领域 : 

由 代数 馈 上 代数 闵 链 的 研究 ， 设 X kV SE 
( algebnuic variety),CH ( X) 是 X 上 代数 闭 链 (algebraic 
суйе) 的 有 理 等 价 类 的 周 【 炜 良 ) 环 (Chow ring)， 则 
有 司 物 

CH(X)@Q = K,(X)@ Q, 


CH(X)Z Y H'(X..g). 


这 里 ЖЕМЕ U > K + ГОС, о) 相关 联 的 层 
(在 Zariski 拓扑 下 ) . 这 些 事实 是 利用 K 理论 方法 对 
环 CH(X) 作 研究 的 基础 .特别 地 ， 算 术 昌 面 上 0 闭 
链 的 向 群 的 有 限 性 定理 就 是 用 这 些 方法 证 明 的 〔([4]). 

2) t 8 С (Coma funtion) ЖЮ 
(L-fundion) 在 整 点 的 值 ЕЗДЕР] 7 ЖҮН 


点 的 俯 与 它 的 代数 整数 环 的 K 函 子 里 的 挠 子 群 的 阶 之 
闻 的 联系 ， 以 及 关于 代数 数 域 上 簇 的 L 函数 在 整 点 的 
值 与 它们 的 群 K, 的 秩 以 及 K 函 子 在 上 同调 环 里 的 象 所 
生成 的 格 的 体积 之 间 的 联系 ， 有 着 一 些 猜测 { 见 [1], 
19]). 在 一 些 特殊 情形 皇 ， 这 些 猜 测 已 被 证 实 ， 而 及 它 
们 是 Birch -Swinnerton-Dyer 猜测 的 补充 ( 见 代数 几何 中 
的 《 ES 8 { zeta-function )). 
3 ) 高 维 类 域 论 (class field theory) ОЁ ТЖК i 之 1 
的 算术 概 形 的 有 理 函 数 域 的 极 大 Abel 扩张 的 Galois 
群 ， 也 描述 了 相应 的 局 部 对 象 【i 维 局 部 域 {[7],[10])) 
的 Galos 群 . 在 这 种 描述 中 ，! ЖЕНЕШЕ 
起 的 作用 现在 被 Milnor 群 K, ИКА. 
4) 在 结晶 上 同调 与 K 函 子 的 形变 间 的 联系 ( 见 [3]) 
5) 代 数 K 理论 里 的 示 性 类 理论 以 及 Riemann-Roch- 
Grothendieck 定理 ( 见 [5],[14]). 
6) 对 很 大 一 类 概 形 的 代数 K 男子 的 计算 ， 特别， 
在 代数 闭 域 的 情形 已 计算 了 具有 有 限 系 数 的 КШТ 
48р. 
参考 文献 
[1А] Quillen, D ., Higher algebraic K-theory І, in Н. Bass 
(еї): Algebraic K-theory 1. Lecture notes in math., 
Vol. 341, Spnnger, 1973.85— 147. 
Г1В] Lichtenbaum, §., Values of zeta-functions ,ctale coho- 
mology and algebmic K-theory ,in H .Bass (ed .): Alge- 
bmic K-theory П. Lecture notes іп math., Vol. 342, 
Springer 1973, 489—501. 
[2] Berthelot,P.,et al (cds.),Théories des intemections et 
theorëme de Riemann-Roch, SGA 6, Lecture notes in 
math ., 225 , Springer , 1971. 
[3] Bloch, S., Algebraic K- theory and crystalline cohomology , 
Publ , Math , IHES , 47 (1977), 187—268. 
[41 Collot-- Thëlëne J.L .Samsuc,).J.and боше, С., Que- 
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1ш Uhéoremes de finitade en théorie des суз algebr- 
iques. C. R .Acad . Set. París Ser. 1.294( 1982), 149—752 
[5] Gillet , H., Riemann-Roch theorers for higher Ktheory， 
Адо. it Мав. 440 ( 1981), 203—289, 
[5] Нит. B .and Segal ,G.,, K, groups of rings of algebraie 
integers, Ann. of Май.. 101 (1975), 1,20—33. 

ТТА] Kato. K... A generalization of local class field Leory 

by Using K-goups 1. J. Аас. 8ш. Uno. Tokyo 
Sect ГА, 26 (1979—1980), 2, 303—376. 

ГВ] Kato ,K ., А generalization of loca) clas; field theory by 
using K-groups IL. Ј. Рас. Sei. Unio. Tokyo бес. JA , 
27(1980).3 , 603—683 

[RI Sushn , А. A., Or the K-theory of algebraically dosed 

ficlds , went, Math ., 73 ( 1983), 2 ‚241—245 
[3] Бейлинсон. A. A., 
14 (1980), 2, 46—47 

[10] Паршин, А.Н., «Докл. АН СОСР 3, 234:1978),4. 
855—858 

{111 Шехтман, B. B.. 
(1980),6,179—180. 

[12] Итоги науки и техники. Алгебра , Топологих . Гесмет- 
рия, 20( 1982), М.,71-152. — В,В.Шехтман E 

жа] 
参考 文献 

ГАТ] Beilinson, А.апф Manin, Yu.,The value of the Sel- 
berg zeta -function at integl points, Funct. Anal 
Appl, 21 (1987), 58—59 БЖ PF 


《 Функциональный анализ}, 
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К % й] [ K-qace ; К-пространство ],Канторович + [н] 
(Kantomvich space) 7 
一 种 有 序 完全 向 车 空间 ， 即 其 中 每 - -上方 有 界 集 

有 上 俏 界 的 半 序 向 量 空间 ( 见 半 序 空间 (semiordered 
зрасе )). 这 概念 是 由 Л.В ‚Канторович (|[1]) 引 进 的 . 

参考 文 南 

[1] Канторович Jl. B., {Матем.еб.ў, 2(1937),121-168. 
М.И. Войцеховский {Ж 


【 补 注 ] 
参考 文献 

АТ) Freudenthal H .，1eilweise geordnete Moduln, Proc. 
K. Мей. Akad , Wetensch . Amsterdam , 39 ( 1936), 601 一 
681. 

ГА2] Rissz , F ., Sur quelgues notions fondamentals dans la 
théorie géndrale des opérations lméaires, Ани. of Ma- 
th.,41( 1940), 174—206 

[A3] Steen ,S. W. P.. An intmduction to the theory of 
openato 1, Proc. London. Math. Soc., (2), 41 
(1936 ), 361—392. 

EA4] Luxemburg. W. А. J. and Zaanen, А. С., Кїч 
spaces, Т, North-Hollard , 1971. 

[ А5] Хаапет, А. С., Riez spaos Ш, North-Holland , 
1983. 


[46] Schaefer. Н.Н ., Banach lattioes and positive opera - 
tos , Springer , 1974 
[A7] Valikh .B .2., Introduction to the theory of partially 
ordered spaas . Noordhoff , 1967 ( Ж ДЖ). 
җн 译 08 校 


天 系统 (Г) [K-system; К-система] 

Lebesme 空间 {Lebesgue space) 8 Й — АГ 
(measurable Поз) (К 流 (K-flow)) ЖУ K W 
(К -савсайе), 使 得 存在 ~ 个 相 空 间 的 具有 下 述 性 质 的 
可 测 分 划 ( 见 可 测 分 解 (measurable decomposition)) &: 
a) 它 对 {Т' } 是 递增 的 finereasing) (以 前 称 为 不 变 的 
(маіал). ТЕ У >O PLE ë 00 mod O N; D) 
它 是 { 工 全 的 一 个 双 侧 后 成 元 {two-sided generator) , 
D Qik ЫТ! mo 6 ЖӨИ modo Н 
就 是 部 分 为 点 ; c) 唯 一 的 mod0 粗 于 一 切 T' ¿ 0 mod 0 
可 油 剂 分 就 是 平凡 前 分 ， 其 叭 一 元 即 整个 相 空 间 ， 

可 浏 空间 的 自 向 构 若 其 选 代 均 成 一 个 玫 瀑 布 ， 刚 
Ж ЖЯ——1 K B |P] 8 (K-automorphšm) . 车 {7"} 是 一 
个 天 系统 ， 则 当 弛 0 时 ， 所 有 T' 329 K B JM. Ж 
之 ， 忆 给 一 个 可 测 流 或 江 布 { 了 : }， 忠 要 有 一 个 工 为 天 
自 同 构 ， 则 { 了“ } 是 一 大 系统 - 尺 系 统 有 很 强 的 遍历 性 
质 : ЕЙ ОЈ Ж И 88 EE (сптору theory of a 
dynamical system)) #I38FD3PE(ergodiciy); 各 次 的 混合 
(mixing)， 而 中 有 可 数 重 Lebesgue 谱 ( 见 动力 系统 的 谱 
(spectrum of 4 dynamical system); 亦 见 [2]) ， 

Lebesgue 空间 的 自 疝 态 其 有 完全 正 烦 (complctely - 
positive entropy) ， 如 果 其 一 切 非 平凡 商 自 同 态 都 有 正 
388 . 其 中 就 有 天 自 同 构 ( 即 是 说 ， 它 们 即 具 有 完全 正 灶 
的 身 同 构 ) 和 男 一 些 有 趣 的 对 象 ( 正 合 自 同 杰 (exact 
cndomorphism)) . 玉 系 统 概念 也 可 以 在 其 他 方向 上 推 
Г: 推广 到 具有 万 限 不 变 测 度 的 情况 ( 见 [6] ,[7],[11]) 
жк, 世 以 外 状 群 的 作用 的 情况 ( 见 [8]-[10],[12]) . 

天 系统 有 时 亦 随 其 创始 人 之 名 称 为 KomrMoropon 系 
统 (或 流 ) (Kolmogoroy systems (flows)) (Ж [入 
Колмогоров 用 的 词 是 " 拟 正 则 ”. 这 里 强调 了 它 和 正 旭 
随机 过 程 的 类 似 ( 见 [4]) ,如果 一 个 狭义 平稳 的 随机 
BE [X, ; 按 动力 系统 来 解释 、 则 该 过 程 "在 过 去 ”的 
值 定 义 了 某 个 递增 的 可 测 亨 分 2. 它 是 使 所 有 X, со 
为 可 测 的 最 小 的 可 测 剂 分 . 若 “ 有 上 还 的 性 硕 b) 与 
【 即 “ 全 有 或 全盛” 定律 ) ， жамак атин 
(regular) ,这 个 概率 形式 给 出 卫 自 同 构 的 最 简单 的 
例子 Вепюші 自 同 构 {Bernouli automorphism ) . 

在 一 Lebesgue 空间 中 给 定 一 个 可 测 流 或 可 测 瀑 
布 ， 若 某 一 个 实则 构 于 一 Bernouli 自 同 构 ， 则 当 经 0 
时 它们 部 是 这 样 . 这 时 这 个 动力 系统 称 为 Bernoulli 的 
(Bemoullian， 见 [5]》. 也 有 非 Bernouli КЖ 
在 .天 系统 (甚至 Bernoulli 系统 ) 不 仅 在 概率 论 中 自然 


Юй, ШАШ ОЖ. Ло fp НЕК ИИЙ 
(%[2],[3].[5],[13],[14]). 
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K 理论 [ K-theory ; К-теория | 

代数 拓扑 学 (algebraig topology) 中 , 用 代数 和 拓 
扑 的 方法 来 研究 向 量 从 的 性 质 的 那 一 部 分 学 问 ， 为 了 
和 代数 K 理论 (algpbraie 天 -theory ) 相 区 别 ， 丰 时 也 
称 为 拓扑 K 理论 (topological K епу). 广义 上 
B. KEE "表示 数学 中 的 这 样 一 个 分 支 ， 它 包 全 
有 代数 K 理论 和 拓扑 KK 理论 ， 它 的 特点 就 是 使 用 所 
BJ K 理论 方法 .这 是 一 些 具 有 自己 特色 的 代数 和 拓 
直方 法 狭义 上 讲 ， 开 理论 是 一 种 源 自 向 量 从 ( vector 
bundle ) 范畴 的 广义 上 同调 论 ( generalized cohomology 
theories ) . 
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研究 ， 以 及 它们 的 许多 同 伦 和 代数 性 项 . 在 K 理论 中 
所 使 用 的 、 有 关 从 的 最 重要 的 性 质 是 从 的 示 性 类 
( characteristic class )， 分 类 空间 ( classifying space ), 
热 上 的 代数 运算 (RL ЖЕЙ, ЖЛ) 以 及 从 的 
反 象 的 性 质 . K 理论 的 第 二 个 来 源 ， 是 和 代数 КШ 
论 的 联系 ， 这 种 取 系 表现 在 ， 向 量 从 的 连续 截面 空 问 
可 以 看 成 连续 函数 所 构成 的 代数 上 的 一 个 异 ， 这 个 异 
足 投 射 模 ( projective module ) . 

类 似 于 代数 K 理论 中 的 K 函 子 ， 群 K (X) 定 
义 为 底 空间 X 上 的 向 是 从 范畴 的 Grothendieck 群 
( Grothendieck group ). 利用 诱导 纤维 从 ( induced fibre 
bundle ) Ш, Ж K (X) 决定 一 个 由 拓扑 空 各 范畴 到 
可 措 群 范畴 前 函 于 ， 道 常 K 钞 于 不 基 在 拓扑 空间 这 个 
大 范畴 上 来 予以 考 虐 ， 而 是 在 较 小 的 子 范 畴 上 研究 ， 
最 常用 的 子 范畴 是 胸腔 空间 ( 复 形 ， 见 CW S (CW. 
complex)) 子 范畴 ，K 函 子 的 定义 可 以 推广 到 带 基 点 
的 扰 扑 空间 和 拓扑 空间 偶 范畴 .此 时 有 群 КОХ, А), 
1 和 0， 其 定义 为 


КОХ, A)= К(ХХрт', XX S U UA xD :), 


这 里 p'u 是 (一 站 И. 577 是 它 的 边界 ， 函 
子 K' (fi< 0) 的 全 体 满足 广义 上 同 亩 论 的 公理 ， 这 时 
当然 要 就 < 0 做 些 变动 

在 实 向 量 从 上 所 做 的 K 理论 { 实 K BB (теа K. 
theory )) Я А Е К (E 天 理论 
(compkx K-theory )) 是 不 同 的 .天 理论 的 其 他 变形 
也 有 考虑 ， 它 们 对 从 江 加 一 些 别 的 结构 ， 如 等 变 K 理 
论 . : 

复 K 理论 中 的 Bott 周期 性 (Л. Bot 周期 定理 
(Вой Periodicity theory) ) ## K (X) 成 为 广义 上 同 
调理 论 时 的 一 个 重要 性 质 ， 特别， 它 可 以 将 限制 1< 0 
=l, WEB K' 成 为 一 个 忆 ， 分 次 的 广义 上 同调 
ж. Вой 周期 性 的 根本 重要 性 在 于 它 对 所 移 做 出 的 K 
理论 的 众多 计算 提供 了 可 能 . 

广义 上 同调 论 的 计算 方法 也 适用 于 天 理论， 特别 
是 谱 序 列 〔specinl sequence) 方法 ， 它 们 可 以 用 来 计 
算 许多 经 典 的 有 限 维 或 无 限 维 空间 的 群 及 (X)， 便 
如 ,车 X= C P， 是 复 投影 空间 ， 那 么 


К(СР") = Z[u]/(u"*'), 


ЖЕ и= [5] 1, WL 0 ЖСР" 上 的 .~ 维 正 则 县 ， 

对 于 实 天 理论， 利用 Bot 周期 定理 ， 可 以 得 到 
一 个 也， 分 次 广义 上 同调 论 ， 利 用 向量 从 上 其 他 的 辅 
助 性 代数 结构 ， 可 以 做 出 原先 只 为 复 、 实 和 学 K 理论 
的 其 他 广义 上 同调 理论 ， 

在 20 世纪 6) 年 代 ， 拓 扑 学 及 数学 的 其 他 分 支 中 
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许多 问题 ， 在 K min Т ИЖЕ. K 理 
论 中 一 些 最 重要 的 成 果 ， 是 和 示 性 类 ， 上 同调 运算 
{cohomology operation ) 的 系统 斌 究 有 关 ， 利 用 这 些 成 
果 ， 有 关 整 性 的 定理 (类 似 于 Rianam-Rod 定理 
《Riemann -Roch theorem ) ) 得 到 证 明 ， 另 外 涉及 可 除 
代数 和 球 上 向 量 场 的 经 典 问题 也 得 到 了 简单 而 清晰 的 
证 明 ， 

天 理论 前 方法 是 拓扑 学 中 许多 分 支 ， 例 如 配 边 论 
发 展 的 动力 有关 在 K 理论 中 用 上 同调 运算 来 描 过 J 
画 了 的 Adams 猜测 的 证 明 ， 在 代数 拓扑 学 的 发 展 中 
是 极其 重要 的 ( 见 [2]). 

最 精彩 的 是 K 理论 的 方法 用 于 椭圆 算 子 带 数 的 计 
Ж. 利用 向 量 从 的 几 们 构造， 对 微分 算 子 和 伪 微 分 算 
子 (pseudo -differential operator )， 它 们 的 符号 Соболев 
空间 (Sobolev space ) ， 枯 图 算 子 和 它们 的 指数 的 概念 
做 了 影响 巨大 的 推广 此外， 还 获得 了 Atiyah- Singer 
公式 ([31): 


mdo(D)= (Фо ° Т(Х),[Х]›. 


它 将 紧 闭 流 形 X 上 的 一 个 具有 符号 о 05888 ТЇ 
指数 ， 用 Todd 类 (Todd class) TCX) 和 算 子 rc(D) 
的 陈 ( 省 身 ) 特征 标 ( Chem character ) 来 表述 .作为 
Atiyah -Singer 公式 的 推论 ， 对 于 那些 在 几何 学 、 拓 扑 
学 和 数学 其 他 分 支 中 最 重要 的 一 些 不 同 的 算 子 类 ， 也 
建立 起 了 许多 特殊 的 公式 . 例如 ， 用 可 定向 的 紧 闲 流 
形 的 Понтрягян 8: (Pontryagin number) 来 表示 它 的 
符号 差 (signature ) 的 Hirzebmch 公式 就 是 一 例 . 这 
个 公式 以 及 它 在 非 单 连通 波形 上 的 推广 ， 在 微分 拓扑 
里 面 ， 用 来 作 流 形 的 光滑 结构 的 分 类 问题 ， 

在 20 世纪 70 年 代 ， 随 着 泛 函 分 析 方法 在 K 理 
论 中 的 应 用 ， 以 及 K 理论 在 许多 拓扑 、 几 何 和 微分 方 
程 理论 中 的 使 用 ， 更 广 的 КАНТ. 其 中 一 种 是 
用 下 述 的 局 部 平凡 纤维 从 ( pcaly trivial fibre bundle) 
范畴 米 代 蔡 向 量 从 范畴 .这 种 局 部 平凡 纤维 从 的 纤维 
ЖЖ C ”代数 (C -algebra ) 4 上 的 有 限 和 朱 成 投射 
模 ， 而 它 的 结构 群 是 这 些 模 的 自 司 构 群 。 利 用 这 一 类 
纤维 从 ， 对 无 限 高 散 群 z 的 无 穹 维 表示 ， 造 出 了 非 半 
几 的 上 同调 不 变量 . 如 果 离散 群 x 是 具有 Riemann 
度量 ， 其 二 维 曲 率 非 正 的 紧 流 形 的 基本 群 ， 那 么 形 


т.(М) = (Мух. [M]> 
ВОЛАН 8k. ВАСЕ 98-38 ( higher signatures ) 是 同调 不 


变量 ，( 这 里 x ЖАН z 的 流 形 M 的 任意 一 个 
有 理 floarparad-Hirzebruch Ж.) 

广义 上 讲 , K 理论 的 方法 概 大 地 影响 了 微分 拓扑 
的 因 开 发 展 ， 到 用 代数 和 拓扑 K 理论 的 结合 ， айн 


站 里 有 关 流 形 上 的 光滑 结构 ， 片 状 线性 结构 的 分 


以 及 Понгрягин 示人 隆 类 的 同调 和 拓扑 不 变性 ， 得 到 了 
解决 . 疏 理 论 的 方法 广泛 应 用 于 泛 函 分 析 ， 特 别 用 于 
Вапаф 代数 ( Вапасћ algebra ) . 
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[ 补 注 ] 计算 天 群 的 一 个 最 有 用 公式 如 下 : 设 E 二 
世上 的 一 个 n ЯША. 用 P (E) 表示 相应 的 
CP'''(C) 从 ， 它 在 点 x€ X БЮ Е E 在 xe X 
上 的 纾 维 E. 中 的 直线 所 构成 的 (n - 1) 维 投影 空 
BJ. 所 以 PCE) 的 点 就 是 E, 中 的 直线 ， 即 一 维 地 空 
间 , 在 P(E) 上， 存在 一 个 典范 线 从 (canonical 
те bundle) £6, 它 在 yeP(E) 上 的 纤维 就 是 ”一 
维 向 量 空间 y. 当 ЕС", X= (pt) 是 й 
时 ， 这 就 是 P,{C) =Ср" КЮ А 2, = 
(о, 0)ер, (С) С": рех], [Е ТАЕ С, 
在 K(P(E)) 中 的 类 ， 那么 K'(P(F)) 是 以 1 上 
‚7! 为 基 的 自由 К'ОХ) 模 ， 而 t” 由 关系 


+(— "a2"(E)N]= 


Vector bundles 


тавре + o 
Bae. 

在 等 变 KK 理论 中 ， 考 虑 空间 X， 这 时 有 一 个 
(Lie) 群 G 作用 在 它 上 面 - 6G 向 量 从 (С -Yector bun- 
de) 是 这 样 一 个 向 量 处 x: E X. 这 时 G 同时 作 
B ЕЯ ХБ. Hi m М G 空间 间 的 映射 ( 即 x 和 
G 的 作用 可 交换 ). 又 G 在 E 上 的 作用 为 向 量 从 的 自 
ШЫ (ЕРЕ Ж#Н ЕШШ 9 :E，， E, 是 线性 
í). G 向 最 处 上 的 直 和 和 张 量 积 ， 使 同 构 类 
VYect (K) 成 为 一 个 半 环 - 在 XX 为 紧 空 间 时 ， 定 义 等 
变 КЁ Ks。 (X) 为 Veto(X) 的 Grothendiecke ËE 
( Grothendieck group ). 

ш X=pt №. Ko (pt) = R(G) 是 G 的 表示 环 
(representation ring ) ， 对 于 有 基点 的 空间 (X, х), 
约 化 群 定义 为 К, (0) = Ker (Ko(X) -~ К„(х„)) 
对 于 CH RE (proper) G 作用 的 ) 局 部 紧 的 非 紧 空 
m. К.Х) = K (X°). 这 里 X* 是 X W MCR 


化 , 高 阶 群 出 
Ках) КОХ) = K,(S"(X*), 
Koa"{X, А) = K (S"'(X* ОСА) 


定义 ， 这 里 当 X bD X'= XUfpt}; чх 
ЖЖП ЖЛ ШЕ. Х' 为 ХНК, 而 S" Y 
为 了 É) n 重 同 续 CZ 为 Z ЕМИ. 

这 样 定义 的 K; (X, Ay 也 是 一 个 广义 上 同调 理 
6. 有 关 Ку 的 细节 和 应 用 见 [A1]，[A6] — А9]. 

ж 天 理论 的 5” 代数 推广 及 其 箔 生物 的 综 i 
可 见 [A2]. 此外， 有 R. W. Thomason 2236384 38 t 00 
拓扑 КОЕНЫ 天 理论 发 现 了 一 个 极其 重要 的 联 
Ж (M[A3], [А4]). 实质 上 ，Thomason 证 明了 ， 
ЗНА PIO K 理论 ， 如 果 取 有 限 系数 .那么 按 
Вон 周期 性 那样 的 方式 取 局 部 化 ， 它 就 变 成 拓扑 K 
理论 ， ЖА, Ж СОКО 天 理论 ，Connes 循环 
同调 和 空间 的 Waldhausen 代数 K 理论 之 间 发 现 了 一 
些 联 系 .说 情 可 见 [AS]. 

K 理论 和 表示 论 之 间 有 直接 的 关系 ， 因 为 对 紧 群 
GG 而 它 的 分 类 空间 BG 的 复 K 理论 K' (BG) 
ЖЯ ЖЖ} R(G) 对 于 由 增 广 理想 To 所 决定 的 拓扑 
的 完全 化 : K'(BG)= R(G) ([A10]). 
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КЭЙ [K 3 -surface ; КЗ - поверхность] 

一 个 光滑 射影 代数 曲 曾 (algebraic surface ) X , 它 的 
典范 类 ( canonical class ) 是 平凡 的 ， 并 月 ХБ 
形式 的 空间 的 维 数 dim H'( X. Q') = 0.K3 山 面 的 下 
列 不 变 基 的 值 是 已 知 的 : 几何 乞 格 ( gcometric genus )p, 
= dm 有 H'(X,Q) = 1, 结构 层 的 Enkr 示 性 数 { Eukr 
characterstuc)z (2) = 2, 次 达尔 或 (复数 域 上 的 ) 拓扑 
Веш # (Вой number) b, Б, = 1,6 5 = 0,5, = 
22, Euler-Poincaré 特征 标 г(Х) = 24..K3 曲面 上 的 一 
ЗЕЙ ЈА D 的 Riemann -Rech 公式 为 : 

dim H'(X.D) + dm H'(X,D”') = 


=ч + 2+ dimH'(X,D), 


eri: Ср)? 是 D 所 对 应 的 除 子 类 的 白 相 交 指数 ( W, Rie- 
mam-Rodh 定理 (Riemann-Roch theorem)). 如 果 DD 对 应 
于 有 效 不 可 约 除 子 (divisor). 则 H'(X,D)= 0 
X LA KUR C 的 算术 亏 格 ( arithmetic genus ) 
有 以 下 的 简单 公式 : 
р.(С)= 人 +I 


因此 可 得 CC) > ~2, 仅 当 光滑 有 再 曲 线 时 才 有 ( C) 
= -2 . 而 且 对 任何 除了 于 p ,DY 是 偶数 . 设 N(X) 是 
Hi ig X 的 Néron-Severi Бї, BJ X 上 涂 子 的 代数 等 从 类 
ЖЕ, M| N( X) 是 秩 为 p 的 自由 Abel 群 ， 当 基 域 k 的 特 
ШАРТ 0 в}. 1< р <20. Ч chark > 00, 1 < o < 20 
或 р = 22. 相交 指数 在 М(Х) 上 定义 了 … 个 整 值 双 线 
性 型 ， 使 得 任何 元 素 的 平方 都 是 偶数 . p = 20 的 曲面 
(24 chark = OI) путк ( singular), 而 p = 22 
的 曲面 ( 当 chark > 0] ) 称 为 超 奇异 的 【superingu- 
hr). 

上 蜡 面 X 的 另 一 个 数值 不 变量 是 X 上 极 丰 富有 效 
БЕРЕДИ НЭЗШ z, 也 就 是 六 上 极 化 次 数 的 极 小 
Ж. 当 x=2n 一 2 PJ, ШШ ХИ А n 83162 
ТЕЕ A WK ИИО Ж а]. 

研究 КЗ 上 巾 面 的 一 个 重要 方法 是 把 它们 表示 成 椭 贺 
曲线 的 族 (ОЖ). 如 果 给 出 了 一 个 正 出 喘 射 :XX РІ, 
使 得 除 有 限 条 纤维 逢 ， 其 他 纤维 都 是 非 异 椭 加 曲线 ， 
就 称 曲 面 X 可 以 表示 成 椭圆 曲线 的 族 . 一 个 曲面 X 能 
表示 成 上 述 形式 的 完 分 必要 条 件 是 群 N(X) 含有 自 交 
指数 为 0 的 非 零 元 ， 所 有 这 样 的 表示 都 与 自 交 指 数 为 0 
的 有 效 除 子 类 相对 应 . 如 果 一 个 被 表示 成 椭圆 曲线 族 
的 曲面 是 КЭ 曲面 ， 那 么 它 没有 重 纤维 ， 从 这 样 一 个 族 
构造 出 来 的 Jacobi 椭 加 曲线 族 仍 是 КЗ ШШ. 

Kummer 曲面 是 一 类 重要 的 КЭ 曲面 ，Kummer 曲 
О] ( Kummet surface ) 88 Ë 2 Ж Abel # 4 关于 出 变 
( 符 ) 号 映射 所 生成 的 自 同 构 子 群 的 商 的 非 奇 民 模 
型 . 例如 P' 内 由 方程 ху + x! + x 二 x 二 0 给 出 的 
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І А Kummer ШІ m. Р 里 的 4 次 光滑 曲面 都 是 КЗ 
ШЕ P: 内 三 个 二 次 起 曲 面相 交 而 成 的 光 潮 曲面 以 及 以 
6 次 光 汝 曲线 作为 分 歧 除 子 的 Р 的 二 次 覆 准 都 是 КЗ 
ШИ 

复数 域 上 的 所 有 КЗ Wm ГАИА. +H 
参 模 铬 是 连通 的 ， 纵 数 等 于 19. 利用 周期 映射 ( period 
mapping) 可 以 考察 这 个 族 的 结构 以 及 КЗ 曲面 自 同 构 
的 结构 . 对 于 复数 域 上 的 КЗ 出面 ,周期 映射 图 一 一 呐 
射 (Torelt 型 的 定理 )([2]). 

如 时 给 出 了 (C 上 ) КЗ 册 面 的 一 维 的 族 ， 带 有 -…- 
条 奇异 纤维 ， 则 通过 基 的 覆盖 ， 可 以 将 出 而 走 排 ， 而 
不 改变 奇异 纤维 的 外 部 ， 使 得 这 条 纤维 或 者 成 为 非 民 
的 ， 或 者 奕 成 下 述 两 种 类 型 之 一 ，a) 麻 异 纤维 的 分 支 
以 及 相交 曲线 是 有 理 的 ， 而 及 奇异 纤维 的 对 偶 多 面体 
的 拓扑 类 型 为 2 维 球 丁 ，b) 咨 异 纤维 的 分 支 构成 一 个 
链 ， 只 有 相信 的 册 而 才 丰 非 空 的 相交 ， 而 两 端的 曲 而 
是 有 理 册 面 ， 中 间 的 出 而 是 椭圆 直 纹 而 ， 相 交 曲 线 是 
ЖЕШИН. 型 a) 各 b) 出 现在 当 族 的 单 演 为 非 平凡 的 
WR (12]). 

正 特征 代数 闭 起 上 的 K3 曲面 可 被 提升 到 特征 О, 
它们 的 结 井 上 同调 空间 是 无 挠 的 ， 它 们 的 秩 等 于 相应 
的 Betti Ж. 对 于 超 奇 异 上 曲面 也 已 经 构造 了 类 似 的 周期 
ЖИА ДАИШ Т Toreli О АНН. EER F, Ml 
期 狂 是 不 可 约 、 完 全 的 ， 维 数 等 于 9 面 且 是 音 有 理 
的 . 对 于 超 奇 异 曲 面 已 经 得 出 了 N(X) 上 所 有 可 能 的 
相交 形式 ， 而 及 对 于 基 域 的 每 个 特征 数 ， 有 9 种 相交 
形式 ([4]). 
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Кас-Моойу 代数 [Kac-Moody algebra; Kan- Муди 

алгебра] 


[ 补 注 】 设 4 = (ay)" ,是 满足 条 件 


а,=2; 对 i#j, а, <0 А а, 


а, =0=а, =0, 


} (AD 


的 nxn 和 矩阵 ( 见 Cartan 矩阵 (Cartan matrix )) - 
对 应 的 Kac -Moody 代数 9(4) Ж C 上 由 3n 个 元 
Жое, fa h,( 称 为 Cheyalley А 
ators )) 生成 ， 且 满足 下 述 定 义 


Ів, В] = 0,[е, fl= Ah, 
[ea /,1=0, #19, 
{н,,є,}=а„е,, (в. [у= а„/,, (А2) 


(айе)! ее, = 0, 
(adfj' 0, 车 ?天 1， 


Lie 代数 9(4) ВТК, ЧАЮ: 4 是 正 
定 的 ( 即 4 的 主子 式 均 为 正 ， 亦 见 子 式 ( minor)). 
用 这 种 方法 可 以 得 到 C 上 所 有 的 有 限 维 半 单 Tie 代 
数 (Lic algebra ，semi-simple ) ЈА П7, Кас-Моойу 
代数 是 有 限 维 半 单 Lie 代数 的 无 穷 维 类 似 . 

关于 Kac -Moody 代数 的 系统 性 研究 是 出 V. G. 
Kac([Ai]) 和 В. У. Moody([A2]) 相 互 独立 地 开始 
的 ， 紧 接着 有 限 维 半 单 Li 代数 理论 中 很 多 结果 被 引 
人 Кас -Moody 代数 . 这 个 理论 的 主要 技术 工具 是 广 
义 Casimir ЖЕ ( W Сабтіг 36 38 ( Casimir element )), 
它 要 在 4 ТИМИНЕ, BDA A BLR ALAM: 
阵 D WI В, Ж A= DB([A3])， 才 可 
以 构造 出 来 . 在 非 可 对 称 化 的 情况 下 要 使 用 更 牵强 的 
用 何方 法 ([A4], [А5]). 


Кас - Moody 代数 理论 的 最 重要 的 部 分 之 一 是 可 
积 最 商 瓜 表示 【〔 亦 见 具 有 最 高 权 向 量 的 表示 ( represen - 
(ацол with а highest weight уссіог)). ЖЖ п 元 
非 负 整数 向 量 A = (ду, U. д,), Кас- Moody 代数 
S (A) 的 可 积 最 高 权 表 示 z, 是 在 复 向 最 空间 L(A) 


上 的 一 个 不 可 约 表 孙 ， 它 由 下 述 性 质 确 定 ， 即 有 非 零 
ЫШ bss 工 (A)， 使 得 
m (ej), 20. Дл) о Ав, і, тул. 


注意 ，x 恰好 是 一 个 有 限 维 Кас -Moody 代数 S( A) 
的 所 有 的 有 限 维 不 可 芍 表 示 . 

可 积 最 高 权 表 示 型 论 的 最 基本 的 结果 星 Weyl- Kac 
特征 标 公式 (|A3]) ， 它 给 出 了 x, ЮИ б 
ГОС 用 A ВШ ( 亦 见 特征 标 公式 
( character formula )). 

Kac -Moody 代数 的 大 量 应 用 主要 与 下 述 事实 有 
美 ， 即 由 一 个 半 正 定 不 可 分 解 Carlan S: ( 称 为 仿 身 
EBE (affine matrices )) 确定 的 Kac -Moody 代数 有 一 
个 非常 明确 的 结构 ，《 一 个 经 阵 称 为 不 可 分 解 的 (incde- 
composable ) ， 如 果 它 不 能 由 指标 集 的 任意 站 次 变 成 分 
ИЯ Е.) 这 些 Кас -Moody 代数 称 为 仿 射 代数 
( affine algebras ) ) 

下 面 给 出 一 个 “ 非 扭 曲 Спот -twisted ) "的 仿 射 代 
数 的 结构 . 设 4 是 一 个 正定 的 不 可 分 解 Cartan ME 
阵 ， 并 设 9 = (A) 是 由 4 确定 的 带 有 Chevalley 
生成 子 E. РН, r) 的 有 限 纵 单 Lie 4 
数 . 在 8 由 有 唯一 的 《不 计 常 数 乘 ) 非 堆 元 素 E, 
{ 相应 地 ，F。)， ШАГА, Е] (НАШ, [Fo, Е) 


对 于 i 二 1,，…,r @ФЖ%. 那么 , [E,, F,]= H, Ë 
H,(i= 1, 57, 站 的 一 个 线性 组 合 且 可 用 条 件 Н, 
Е,]=2Е,,18,, Р] = — 2F, 把 E, 和 F, $ YE 
化 , 于是， 对 i= 1, r. [H ,, E ]=a,E, [H,, 
Е,]=а,Е,, Sh as 是 确定 的 非 正 整数 ， 目 可 令 

2 а аа, 

AG0)= | dn 
A 
aa 


这 是 - -个 满足 (Al) 的 半 正 定 (r+ 1) x (r+ 1) 8 
阵 ( 称 为 8 的 扩充 Сапап 矩阵 ( extended Санал ma - 
tax )) .这 些 生 阵 和 所 有 的 仿 射 笔 称 ， 均 已 在 分 次 Lie 
代数 (146 alggbra , graded ) 中 列 出 . 由 AU 确定 的 仿 
射 代数 


9040) -(% se) +Ck, 
s 


其 中 a ай т# п 个 位 置 上 的 和 ,大 是 一 个 中 心 
Ж (central eement) (BD [k, 8049) 一 0)， 并 有 证 
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列 交换 关系 


[x уе] = х, у] тд (ХУ). 


а З 
СЕ |.) 是 8 ЕЛЖ (H I|) = 2 正规 化 了 的 
Killing 型 Killing form) ，( 注意， 对 于 8 =sl,(C), 
有 (x|y) =\гху.) Q (AU) 的 标准 生成 元 是 
еъ = Ер). fo= РУО, вос НО. 
ИДЕИ 
һ,= Н, i=1, 


用 更 几何 化 的 术语 ， азу зрна (pop 
ай га) 《由 Ck) 的 中 心 扩张 即 C' 到 3 的 正则 
喘 射 的 Lie 代数 ， 


04)=(C(2 ']@ 3) +Ck. 


这 种 考查 引出 了 仿 射 尼 数 及 其 相应 的 群 ( 称 为 图 儿 
{loop group )) 的 几何 点 用 ( 欧 [6])， 

在 一 个 可 积 最 高 权 表 示 x 中， 中 心 元 的 作用 
可 看 必 一 个 非 负 整数 的 纯 重 先 ， 仍 记 作 k， 称 之 为 zá 
的 水 平 (l) ， 仅 有 的 水 平 为 0 В п, ХЭРД Ж. 
仿 射 代数 表示 理论 的 一 个 显著 特点 是 水 平 为 1 的 x。 
个 在 明显 的 典型 结构 .下 面前 述 对 于 z= za (Ao 一 
(1,0，…, 0)) 的 最 简单 的 ”项 点 算 子 “ 的 构 作 ， 顶 点 
ЖТ 《vertex operatog ) 定 义 如 下 ， 设 0 Ж-А 
称 双 线性 形 (。 | ，) 的 r 维 复 空间 ，C 是 和 中 的 一 
个 秩 为 r 的 格 . PHS пед, W ЕЕ 0, ЗР 
0 = 四 ,09 设 S(0-) 是 6” 上 的 对 你 代数 ， 
并 设 C(Q) 是 О 的 群 代数 ， 带 有 一 个 用 а e* 表 
示 的 Q + C(0) 的 包含 关系 .考虑 复数 域 上 的 交换 
结合 代数 ， 


V=S(5 )@. C[0]. 


对 于 ae b пе ШЕШУ 上 的 一 个 算 子 a (н). 
ZF л> 0, и(-п) ж 008 CU ЖИТ: 
对 于 а 20, u(n) 是 由 


(з) (91779) = п(и}ри,)8„„. 
s(a) (2%) = A. (ula)es 


确定 的 导 子 ， 对 于 使 (?17)》 =2 的 ye， 定义 顶点 
ят 


ХО, э-[ әу # = эл | 


эз! 


“[е®- y 


ж] 


кее", 


其 中 z¿eC'. Ж z WR, Х(у z) =. X, (2) 
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可 得 六 上 一 系列 算 子 X (y). 现在 设 9 是 
一 个 其 有 Canan ЖЕ A= 4,. D, 2 E, 的 单 Lie 代 
数 ， 选 取 9 前 一 个 Санап 子 代 数 (Canan 
subalgebra ) 日 ， 令 0 < D 是 根 格 (用 形式 (，|，) 把 
роо 等 同 起 来 ) ,再 设 A= {aeQ: (alx)=2} 
是 3 的 根系 (root sysem). Ж Q 上 到 值 +1 的 
ЖЗ ЙК є (о, B). 18 (и, а) = (1) 2. 
对 于 eQ, EQ V БЮ с, с, (9 
Юле". 那么 З= ФУ СЕ, H 


x а-н) 


对 веб, 18, В] = 0; [h, Е,] = (аА) Е,; 

如 果 a ВАО КО}, 16, E ] = 0 
Е,,Ё,]=—« Ш т +ЙЄА,{Е,, E,] = 
=e(w, 万) 已。 

+ (40) 的 基础 表示 可 由 下 列 公 式 在 V 上 定义 

(ГАШ): 
я(и'®)=ц(п)у, ие; 


п (Е) = Х,(а)с,; (0) =1. 


的 ， 但 顶点 算 子 结 车 构 进入 根 链 理论 是 在 20 世纪 BO 年 
代 中 期 它 自 身 兴 起 以 后 . 这 样 ， 仿 对 代 数 的 表示 论 就 


变 成 了 根 链 理论 (string theory) 的 
分 . 

顶点 算 子 其 至 在 有 限 单 群 理论 中 也 是 有 寿 的 . Ж 
实 上 ， 在 Leech 格 (Leech lattice ) 上 的 齐 次 顶点 算 子 
结构 的 一 个 扭曲 产生 了 196883 Ж Griess 代数 及 其 
自 同 构 群 一 一 鞭 名 的 有 限 单 Monster 群 { 见 散 在 单 群 
(sporadic simple group) ) ([А13]). 

ШЕ 3 F 85 33 4 БАУ ЖЕЕ ТЕБЕ фы 
(soliton ) Е. ЕЖА ( | Al4])， 
即 基础 表示 的 向 量 pw, ТЕНИЙ ЕН КЗ ЖЕЙ ИНЖ 
分 方程 的 一 个 无 限 谱系 ， 这 些 方程 中 最 简单 的 就 是 经 
典 孤 立 子 方程 ， 如 Korteweg-de Yries 方程 ( Koreweg - 
de Үгез equation ) . 

信和 于 代数 表示 理论 与 保 形 场 论 的 联系 可 出 
ЗЛОГ НЕ (Sugawara construction) Н. Ж 8(4) 
是 个 有 限 维 单 代数 ， 而 9( 4'") 是 相应 的 仿 射 代数 . 
选择 а (А) и fh o, d (ule) = a, + 


= зру [Fo 2 Eee) |, 


- озун, 
1. TE 25,4 


一 个 重要 组 成 部 


# m 0. 


这 里 h" ХНН Coxeer 数 (出 Kiling £ = 2h*° 
，) ЖХ). ЖА. 就 有 


ШЫ] =(т—п)&„,.б„ DE сю), 
其 中 
kdim 9 ( 4) 

К+ h: ' 
从 而 产生 f Virasoro 代数 (Virasoro algebra) 的 一 个 
ял. 

用 eap2zi ЇЧ ЛЖ: Ж. НАЙ 

的 水 平 k 的 可 积 最 高 权 表 示 的 特征 标 可 以 写成 如 下 形 
式 : 


e(k)= 


2 (Lo eC) + 2 


X. (z, 2)= te 


其 中 rsC， 月 ze 了 .这 是 一 个 序列 ， 对 Jmr>0， 
它 收 敛 于 一 个 模 函 数 { modular function) ， 进 -- 步 ， 
一 个 固定 水 平 А Й y, (с, 0) 的 线性 张 成 
在 模 变换 
az +b ab 

ие”, (г )ези, (7) 
之 下 其 不 变 的 ， 且 变换 т -1/т КШ s 是 明确 知 
道 的 ([A7]) . 例如 ， 在 9 = sl,(C) 的 情形 下 ， 


s= ш T+) (s+1) 
Е К+? б 


这 一 结果 成 为 仿 射 代数 表示 理论 的 一 个 关键 事实 ， 如 
同 它 对 保 形 场 论 ( 见 [A8]) 2 维 格 模 型 {[A9])， 
ЖЗНЕ (knot theory) ([А10]) 的 应 用 一 样 . 
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Kšhler 形式 [JGihler form ; Кэлерова форма} 

复 流 形 (complex manifojd) 上 Каһе 度量 ( Kihkr 
metric ) 的 基本 形式 .Kihler 形式 是 (1, 1 ) 型 的 调和 
实 微 分 形式 (difirential огт). 复 流 形 M 上 微分 并 
式 о 是 Kühler 度量 的 Kihler 形式 ， 当 且 仅 当 每 点 
XEM 都 有 一 个 邻 域 三 ， 使 得 在 U 中 


ñ 
ө=19®р=1у, sb 4:,А1т,, 


д2.07, 
其 中 p 是 U 中 的 严格 多 重 次 调和 函数 ( phurisubhamo - 
тїс function) ，z,，…，z，, 是 复 局 部 坐标 ， 


应 一 Hodge ЁШ. ВЕН 
有 整数 周期 ， 或 等 价 则 ， 它 定义 一 整数 上 同调 类 ， 叫 
它 称 为 Hodge 形式 ( Hodge Гот). 


参考 文献 
[1] Walis, Jr., R. О.. Differential analysis on complex 
manifolds , Springer, 1980 A. Л. Онищик # 
1:9] 
ЖТ Каһет HE ШЙ! И zü, mb Каме 度量 
( Káhler metric ). 
参考 文献 
[AI] Weil, A., Itroduction à 1' ttuie ds waritt kahkinen ~ 


mes, Hermann ，1958 - 沈 -一 其 诺 


Kihler 流 形 [Kahler manifold ; Кэлерово многообразие ] 
容许 Камег 度量 (Kihker marc) 的 复 流 形 


KAHLER MANIFOLD 245 


(compler manitold)、 有 时 它 称 为 Kihier 型 流 形 
( manifold of Kaihler typc )， 而 术语 “Kainker 流 形 " 
专 指 已 确实 具备 -- Kahler 00 ([1]). Kahkr 流 
形 区 任何 复 子 流 形 是 Kihler 流 形 . 特别， 一 切 无 奇 点 
的 射影 复 代 数 能 都 是 Kahler 流 形 ， 而 且 它 们 的 Kiihler 
度量 是 出 复 射 影 空间 上 的 Fubini -Stnqy 度量 ( Fubini - 
Study metric ) 所 诱导 的 ， 类 似 地 ， 仿 射 空间 C" 中 的 
每 个 复 子 流 形 (特别 是 每 个 Ste 流 形 (Stein mani- 
ЮЧ)) 是 Каш 流 形 . 若 考 虞 由 一 КАШ ЖЖ M 
被 保持 Kahler 度量 的 解析 自 同 均 离散 群 r 作用 所 得 
ЕП ЗЇН Mr ， 则 可 得 Kahler 流 形 的 其 他 例子. 特 
别 是 ， 每 个 复 环 面 (complex tons ) 是 Kahker 流 形 . 
任 亿 一 维 的 复 流 形 是 Kihler 的 . 

Ж Kahler 流 形 М .上 的 调和 形式 理论 产生 M 上 
de Rham 和 Dolbeault 上 同调 群 的 下 述 性 质 { 见 [1]， 
[2], 或 [5) ， 在 那里 这 些 性 质 最 时 是 对 射影 代数 簇 
建立 的 ): 

H'(M,C)S O У Hr (M), 
ni 


HM (MI SEH" (M), 
атн? М, C) 是 偶数 ， 
жне, 5. вем, 则 Н”(М, С) #0. 
Ж Каша Р ЕЮ ФАНИ АО. 特别， 
H'(M,C)SA'@ A, 


其 中 4' 是 M 上 所 有 全 纯 1 形式 的 空间 .车 
ат, M = 1， 则 数 


dim A! = + din H'(M, C) 


Ж M fE Riemann ill Iñi Н = 18 ( NW, És ЩН = $ 
(genus of a surface ) Riemam 曲面 (Riemann sur- 
йсе)). БЁН ЕЕ Каһег 的 紧 流 形 提供 了 基 
础 ， 最 简单 的 基 Hopf 曲面 ， 它 微分 同 胚 于 S! x s: 
Kahkr ЖЖ М 被 称 为 Hodge #8 (Hodge vari- 
ety ) ， 若 它 的 Kahler 度量 是 Hodge Ж. 无 奇 点 的 
射影 代数 能 关于 由 Fubini-Study 度量 诱导 的 度量 是 
Hodge #. 反之 , 任何 具备 Kibler -Hodge 度量 у 的 
紧 复 流 形 A4 都 能 冯 全 纯 地 嵌入 复 射影 空间 中 ， 使 得 
Fubini -Study 度量 在 M 上 诱导 的 度量 可 表示 为 kb， 
其 中 k 是 某 个 自然 数 (小 平 射影 嵌 人 定理 (Kodaira 
projective imbedding theorem [1], [3])， 国 此 ， 一 个 
紧 复 流 形 M 同 屋 于 一 射影 代数 馈 ， 当 且 仅 当 它 基 
Hodge Ж. 这 个 特征 的 另 一 形式 是 ， 一 个 紧 复 流 形 M 
是 一 射影 代数 狂 ， 当 日 仅 当 它 容 交 一 个 负 向 量 从 ( nega- 
tive vector bundle )， 小 平定 埋 可 推广 到 复 空 间 (М, 
[4]. [6]) . 在 二 维 复 环 面 中 可 找到 非 Hodge $ 89 Ж 
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Kiihier 流 形 . fJ. ЖШ С?/Г ЖАЫ. ЖК 
ГАНА (1.0), (0,1), (2,030). 
(V5 7) 张 成 的 格 ( 风 [1], 3р). — n 
ЖЖ Kihier 流 形 M 是 射影 的 另 一 充分 必要 条 种 是 
M 上 存在 n 个 代数 独立 的 亚 纯 泛 数 ([8]) . 

具有 正 截面 曲率 (sectional curvature ) 的 任何 非 紧 
完全 Küahlker 流 形 是 Stein 流 形 (Sin manifold )， 对 
十 卡 正 截面 曲 举 的 任何 单 连通 的 完全 Kahler 流 形 . 同 
样 的 论断 也 真 ([7]) ， 
参考 文 南 

[1] Wells, Jr.,R. О.. Differential anabss on complex 
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Сх). А.Л. Онищик {й 
[ЮЕ] 一 个 紧 复 山 面 是 Kiihler 0, ВАЕ 
一 Bett 数 (Betti number ) 是 侦 数 . 

设 M 是 (E) m 维 的 紫 复 流 形 , yg 是 对 的 
Kšhbr ША, „ 是 它 伴随 的 (1，1 ) 形式 . (车 在 局 部 
ау 9.027907", Ж o = Pg y da Ads; 
这 里 使 w 与 所 给 的 g 有 相同 的 分 量 . ) 用 Кс, 表示 
(М, 92) Ricci НЗ, Р y。 是 与 Кс, 相伴 
随 的 (1, 1) 形 式 . 那么 ,， [A1], у, 的 上 同调 类 是 2л 
ЖШ M 的 第 一 陈 类 ; [у„]=2лс(М). 

Ай у (М, o) 土 给 定 的 (1，1) 形式 ， 使 得 
[y] = 2nc (M). Calabi 猜想 说 ， 在 а 的 同一 类 里 恰 
好 存在 一 Kihler 形式 2, 48 у = ys. Е. Calabi 证 
УЖ. 

一 个 相关 的 猜想 是 : 设 M 是 共有 负 第 一 陈 类 的 
紧 复 流 形 ， 则 存在 叭 一 的 Kahler 形式 o 使 得 )。 一 


_ 


这 样 的 度量 称 为 Einsten-Káhler Е Ж. ( 若 
Riemann А 9 使 Ric = kg, k 是 某 个 常 丈 ， 则 g 


称 为 Firstein НЕ.) 

Calabi 猜 炬 (存在 性 ) 被 五 成 桐 (S. Т. Yau) HE 
得 ({A4]. [А5]), ЙЕ T. Aubinf[A6]) 
和 所 成 栖 (1A5] ) 分 别 证 得 . 

3 каһег 流 形 M 的 第 一 陈 类 消失 (因而 M 上 
存在 Ricci ^Ш B), P| M 称 为 Calabi- Ей 
Р. 

Теа rh, ЈЕ Др 10 АИЗО 
“ 剩余 6 维 ” 的 最 佳 候选 者 ， 足 最 普遍 感 兴趣 的 ， 即 
这 个 10 疗 的 载体 空间 甩 乎 症 мех KK、 其 中 M 
Л 4 ЙЕ Minkowski 空间 , K J 6 Ж (“ЛУ”) Ca- 
ҺЫ -Е#ЈЕ. 

САНЕ Бшег ЕА ( = Enkr 示 性 数 ( Euler cha - 
Tacterstic )) 的 ) Calabi - E. WE 8 {ЖТ S ЖЯ Е 5077 
程 机 一 致 的 仅 有 的“ 紧 化 ”M* x 大， 与 这 方面 有 关 的 
部 分 参考 文献 娠 [A8] - [А12]. 
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Kihler 度量 [Xiihler metric; Кэлера метрика] 

Kahler 度量 (Kahierian rnetric )， 复 流 形 ( complex 
manifold) 上 的 一 种 Непше 度量 ( Hermitian metric )， 
它 的 基本 形式 o 巧 闭 的 ， 即 满足 条 件 dw = 0. 例 
+: C* 中 的 Hermite 度量 У, 142,5; 复 射 影 空间 
Cp" 的 Fubini -Shwly 度量 ( Fubini-Study metric ); 在 
C 的 一 个 有 界 域 上 的 Bergman 度量 ( 见 Bergman 核 
(Bergman kemel))， 复 流 形 上 的 Kihler 度量 在 任何 复 
子 流 形 上 诱导 一 个 Kahler 度量 . 一 维 ( 复 ) 流 形 上 的 
任何 Hermie 度量 是 Kahier 度量 、 

这 个 概念 最 时 由 E. Kühkr ([1]) 所 研究 ， 同 
时 ， 在 代数 几何 中 ， 射 影 代数 流 形 上 由 Fubini-Study 
上 度量 诱导 的 度量 得 到 了 系统 的 应 用 ( 见 [5]) ， 这 就 是 
Hodge 度量 ( Hodge metric )， 即 它 的 基本 形式 其 有 整 
ЖОРА. 

复 流 形 上 的 一 个 Hermite 度量 h 是 Kihler Fe 
量 ， 当 内 仅 当 它 满足 下 列 条 件 之 一 : 沿 任何 曲线 的 平 
行 移动 (关于 Levi - Civita 联络 ) Ж НЕКАЯ, Bl 
与 复 结构 算 子 可 交换 ， 作 用 在 微分 形式 上 的 对 应 于 度 
E h АЯ Тарыс Ж РС) 满足 条 件 吾 = D), Ш 
Таріасе 算 子 ( Lapjace operator) 4 恰好 是 2 D); 在 
和 任 一 点 的 邻 域内 可 引 人 局 部 坐标 ， 使 得 的 矩 降 在 二 
ШАБАН А. 
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ИРЕТ 在 复 流 形 上 Hermite 度量 户 可 用 局 前 坐标 表 
示 为 Hermite 对 称 张 量 : 


h= Xh, (2 dz, @dz,, 


其 中 (4,,) 是 正定 的 Hermite (对 称 ) XE RE (EJ 
(ЪТ =(А„) 并 且 对 - 切 woeC" 有 WT(h,) wo> 
0). 于 是 ， 伴 随 的 基本 形式 是 


а= Ñ+ Уза), Adz.. 


就 一 兵 ж 


ЗА ЕЗ8 | Kakutani theorem; Какутани теорема] 

P X 2 R" 的 非 空 紧 子 集 ，X 为 其 子 集 的 集合 ， 
再 设 f: X = ХО ЕЕ А В] (зеп -continaous 
Tnapping) ， 使 得 对 所 有 xe X, f (x) 是 非 空 闭 凹 集 ; 
则 共有 不 动 点 ( 即 存在 点 xe X, #8 хеу(х)). 
ЖЯ КЕШЕШ ([11]): 由 此 定理 可 得 出 有 限 对 策 的 极 小 
化 极 大 原理 ( minimax principle). 

4.4 
[1] Kakutari, 8., А generalization of Brouwer's fixed pot 
theorem Duke Math. Ј., 8 (1944), 3, 457 — 459. 
[2] Fan , Ку, Fixed point and minimax theorems in locally 
conwex topological lincar spaos , Рос. Nar. Acad. Sci. 
USA, B{ 1952), 1271-1. 
[3] Nikaido, Н., Convex structures and eonomic tbeory, 
Acad . Press , 1968. А. Я. Кирута {# 
СЯН] 
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Канторович 方 法 [Kantorovich process; Канторовича 
процесс j 

Ой ЕЕЕ С) 方程 的 根 的 一 
ЖА КОК (Мема Ж (Newton method) 的 一 种 排 
广 )、 对 于 方程 P(x) = 0， 其 中 P 是 从 一 个 Banach 
室 间 到 另 一 个 Banach 空间 的 非 线性 算 子 ， 其 根 的 计 
算 公式 为 

X, х, [P '(x,)] P (x,). 


( 这 里 P' 为 Fnichet 导数 ( Frechet derivative) .) 有 时 
还 使 用 由 下 式 给 则 的 改进 方法 
Tr x [P'(x.)] PE,). 


ВИР P 为 二 次 连续 可 微 有 下 列 短 件 成 立 ( 见 
(20): 
1) Ф p = [P'(x,)] U! Е: 
29 1гаР(х,)1 Sy; 
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З) ГР" (х) < K, 3 |x хі; 
4) = kn < 1/2; 
5) 2 =(1-Jl1-25)qih. 

ЖА, JOE Р(х) = 0 有 解 x`, WE 


Пах 
序列 x, f Z, ЕГУ ТЫ 
lel < 
3 h< 1/2 时 


Їх -Xs 


О -ут- 28)" 
— 


车 P ЖЛ ЖИ. Р(х) 存在， 而 且 初 始 值 xn 
取得 充分 接近 x`, WI Канторович 过 程 次 能 收敛 到 方 
程 P(x) = 0 的 根 х’. 假如 P"(x) 存在 、 连 续 ， 则 
基本 方法 的 收 伍 是 二 次 的 .改进 方法 的 收敛 速度 与 某 
递 降 几何 级 数 相 当 ， 该 级 数 的 通 项 当 x, -> x” 叶 趋 
ШЕЕ 4 
此 方法 是 由 Канторович, Л, B. ([1]) #810. 
参考 文献 
[1] Канторович, Л. В 
(1948), 1237 — 1040. 
[2] Канторович. Л. В., Акилов, Г.П., Функциональ - 
ный анализ в нормированных пространствах, М., 
1959 ( 英 译 本 :Kantorovich, L. V. and Akilov, б. 
В., Functional analysis іп normed spaces, Pergamon , 
1964) 
[3] Краснесельехий, М. А.и gp. , Приближенное реше - 


‚ «Докл АҢ СОРУ, s 


нис операторных уравнений, М., 1969. 
[4] Collatz , L , , Funktional analysis und numerische Mathe - 
mabk , Springer, 1964. И. К Дауавет £ 
DRE] 改进 方法 亦 称 为 Newton-Raphson 法 (Newton- 
Raphson method ). 
参考 文献 
[Al] Denis, 五.].B .and Schnable, R., Numerical me- 
thods for unconstrained optimization and nonlinear 
equations , Prentice - Hall ，1983 . 
ГА2] Опера, J. М. апі Rhembolit , W. 
tion of noniinear equations in several variables, Acad. 
Press, 1970( 中 译本 : 1. М. ЖП, М.С. ЖЕ 
增 尔 特 ， 多 元 非 线性 方程 组 造 代 解 法 ， 科 学 出 版 社 ， 
1983) ЖЕЖ. жыл 


C., Iterative solu - 


к Ё [ карра; каппа] 
ЖОЗЕ КО Ж, АУ BE Descartes 直角 
坐标 中 为 
(xz 二 yy axa; 
在 极 坐标 中 为 
р= a сап. 


坐标 原点 为 结 点 ， 具 有 两 条 重合 的 切线 x — 0( 见 图 ) . 
两 条 渐 近 线 是 直线 y = 土 4. 它 与 所 谓 结 点 有 关 ( 见 几 
何 学 中 的 结 点 ( node )). 
参考 文献 
[1] Сәвеле, А. А., Плоские кривые, М., 1960. 
Д.Д, Соколов 把 
【 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Lawrence, J. D., A catalog of special plane curws, 
Dover , reprint , 1972. ЖЖ Ж 


河口 空间 [Kawaguchi space ; Кавагутн пространство ] 
一 个 光滑 的 n 维 流 形 上 ,， 其 上 正则 曲线 х= 
xf(b (te[to, t ]) ЮЖ ds 可 用 下 列 公式 表示 : 


dx 4” 
Ë £ T” је а) 


其 中 函数 已 满足 Zermelo 条 件 : 
中 so =F, (Б wo 


r=2,., 2, (2) 


这 里 
ЖЕ (2) ВЕЖ ds 与 曲线 x= xft) 的 参数 化 无 
关 . 

河口 室 间 的 一 般 理 论 最 先 由 河口 商 次 提出 〔 见 
[1]). 研究 河 急 空间 的 基础 在 于 在 各 种 齐 性 空间 中 会 
话 到 形 各 (1) 式 的 弧 素 (例如 ， 仿 射 弧 和 射影 驳 ) ， 
后 来 证 实 { 见 [2]): 在 任何 齐 性 空间 ( homogeneous 
space) 中 都 存在 一 不 变 河口 度量 (1) ， 它 的 自 同 构 群 
与 齐 性 空间 的 变换 群 相同 .河口 空间 的 一 般 理论 的 基 
本 原理 是 沿 孝 广 义 张 基 分析 和 平行 移动 的 公式 化 思路 
来 发 展 的 ， 河口 把 纤维 空间 考虑 作 他 的 基本 空间 ， 此 
纤维 谈 间 的 底 空 间 是 g 二 2p 一 1 BUR (x', хоу 
(s 三 1，…, 4) 的 空间 ， 而 它 的 纤维 是 与 V. 相 切 的 
п 维 向 量 空间 Т". ЕЛИНИ V'(x*, ro) ЮЕ 


хон = 


K <Ç 


t 


分 由 下 列 共 变 涩 分 算 子 来 定义 : 


Ше 
Vr adV +t Dr,V dro, 
— 


veza + Аах |, 
ОЧА 

жр. п АЈ ВФ а= 2р 1 ИЖ. 这 
азр ТЕАТ ЧИИ" 
三 重 扩张 来 构造 ， 后 者 也 依赖 于 2p ~ 1 МЕЖ. HI 
用 上 述 构造 ， 河 口 空 间 的 一 般 理 论 并 未 能 十 分 完全 地 
发 展 ， 部 分 因素 是 ， 线 素 底 空 间 的 阶 数 4 表明 它 比 定 
ХИИ РТ p 更 高 ， 而 卫 河 口 空间 
的 所 有 微分 不 变量 也 必定 义 在 后 者 空间 上 . 

研究 河口 空间 的 其 他 可 能 性 是 基于 纤维 空间 的 现 
代理 论 、 射 流 理论 和 非 线 世 联络 理论 ， 沿 着 这 种 思 
路 ， 并 应 用 扩张 和 包 络 多 微分 代数 方法 ， 对 于 一 大 类 
河口 空间 ， 在 适当 选择 的 纤维 空间 下 ， 已 找到 了 一 种 
可 简约 的 线性 联络 ， 这 种 纤维 空间 的 底 空 间 是 p 阶 线 
素 的 空间 ， 这 个 联络 的 【联络 ) 形式 的 结构 方程 给 出 
了 河口 空间 的 张 呈 不 变 重 的 完整 系 ， 在 此 基础 上 人 们 
可 以 对 于 某 些 重要 的 河口 空间 类 氢 述 不 变量 难 则 . 

在 广义 空间 微分 几何 学 中 ， 研 究 具 下 列 形式 的 度 
量 的 特殊 河口 空间 有 着 电大 的 作用 : 

ds=(A,x" Вука, 

其 中 АЯ B E x' 和 x" 的 函数 ， 这 就 使 这 些 空间 
接近 于 Finger 空间 ( Finsler space) . 在 此 情况 下 ， 河 
品 的 一 般 理论 变 得 不 能 适用 ， 因 为 度量 张 量 g,, 是 赔 
Жїз. 所 以 ， 引 人 下 列 不 对 称 张 量 : 


2А, 
G, 22406 — Аар А 


чө ум, 
ТЕННИС. ае Р Ж. 
一 般 型 的 河口 空间 是 高 阶 的 微分 几何 结构 ( differential - 
Eeometric ѕігисіше). 

河口 空间 的 研究 也 被 用 来 寻找 研究 下 列 形状 积分 
的 变 分 问题 的 儿 何 途径 : 


参考 文献 
[1] Kawaguchi ， A., Tieory of connectons in a Kawaguchi 
space of higher order, Proc. Imp. Асай. Tokyo, 13 
(1937), 237 — 240 
[2] Лосик, М. В., в кн., Тр. семинара по pexropsosy 
м тєнзорному анализу, 12 ( 1963) , 213 — 237, 
{3} Близникас, В. И., в кн., Итоти науки. Алгебра 
"Топология. Геометрия ., 1967, M., 1969, 73— 125. 
Л.Е. Емушик Ж 0—5 Ж 
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Келдыш - Лаврентьев 例 [Keldysh- Lavrent’er example ; 
Келдыша -.Йаврентьева пример ] 

复数 z 平 证 中 单 连 通 区 域 A 的 例子 ， 它 由 可 求 长 
Jordan 曲线 转 成 但 不 履 于 Смирнов 区 域 类 S( 见 Смн- 
pasos 区 域 (Smimov domain }). 

Ë z= 了 (w}) 是 一 个 函数 ， 实 现 单位 圆 失 E= {w: 
{| <1} 到 一 个 出 可 求 疼 Jordan 曲线 转 成 的 单 连通 
区 域 D 的 共 形 映射 (contormal mapping). 已 知 f(w} 
API F 内 一 一 连续 月 其 导数 并 的 对 数 | f' (w)| 
在 E 内 可 用 Poisson-Stieltjes 积分 表示 
1- 

р? – 2ро5(ф — 0) йв), 

(0) 
Ж} н 0 E 上 的 规范 化 Borel ЮЖ. |4и(ө) = 1. 
类 S НЕБЕ — f 3 D 所 组 成 : 表示 式 (ж) 中 的 
ЖЕ и 关于 дЕ 上 的 Lebesgue 测度 绝对 连续 ， 积 分 
(*) 成 为 边界 值 I|f'(e'”)] 的 Poisson -Lebesgue 积 
Ж СЯ Poisson 积分 Poisson integral)) ЕНЕ E 上 
几乎 处 处 存在 . 

М. B. Келдыш 5 М. A. Лаврентьев ([1]) 对 
任 一 h, 0< h< 1]， 构 造 出 一 个 单 连通 区 域 A， 它 由 
可 求 长 Jordan 曲线 ГОН, ЕРИ |z|<h 内 ， 
дед, WE A 到 E 的 共 形 映射 下 


z=0 «> w=0, 


nif (oer)l=[ — 


MEB 38 = (w:lw|= 1) БЕЖ г 的 象 是 具 
有 同一 长 度 的 弧 . 这 一 区 域 A 不 属于 类 5， 因为 在 
дЕ 上 几乎 处 处 有 7 (00) = 0. 
5 类 特征 区 域 (Caxpoa 型 区 域 ) 的 问题 的 完全 
和 解答 到 目前 (1989) 为 止 尚未 得 到 { 见 [2], [3]). 
参考 文献 
11] Keldysh, М. У. and Lavent’ev, М. A., Sur la pe- 
sentation confonme des domains limit par des conrtes 
mectifiables , Ann. Ecole Nom Sup ‚54 (1937),1— 38. 
[2] Привалов, И. И. , Граничные саойства аналитичес - 
кик функций, 2 изд., М.-Л., 19%. 
[3] Ловатев, А., Игжн наухи н теним, матем, 
анал., т. 11, М., 1973. 99 - 179 
Е. Д. Солхменцев I 
[ 补 注 】 Келдыш 和 Лаврентьев 的 构造 非常 复杂 . 
一 种 较 易 接受 的 处 置 见 [A1] 和 [А2]. 
参考 文献 
ГАІ) Duen, Р. L., Shapiro, Н. S and Shidds, A. L ., 
Singular measures and domains not of Smirnov буре, 
Duke Math. Ј., 33 ( 1966) , 247 — 254, 
{A2] Piranian , G ., Two monotonic singular , uniformmly al- 
most smooth functions. Duke Ма. J_, 33 (1966), 
29-20. ией ж 
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Ҡелдыш - Лаврентьев 定 理 [Keklysh -Lawent’ ev theo- 
rem; Келдыша Лаврентьева теорема], Ж 1А 
#&— Fih liti) 

为 使 对 于 连续 统 5 上 每 个 连续 复 值 函数 /(:) 与 
每 个 在 作 -- 有 限 区 癌 上 共有 正 下 界 且 当 r — совр 
减 的 正 函数 ef r) (7 > 0)， 存 在 整 函 数 g (5)， 满 足 


1702) — #(=)[< 0121), 26Е, 


其 必要 充分 条 件 是 : Е 没有 内 点 ， 存 在 递增 趋 于 二 中 
的 函数 ?(0 (0 <t < +оо), АМК CE 中 任 一 点 z 
能 为 位 于 ЕНЕР |1] <n(lz]) 外 的 Jordan 
Маа ЖБ. 

М.В Келдыш# 1 M. A. Лаврентьев 的 这 个 结 
Ж ([1]) 概括 了 出 Caremsn 定理 ( Саптап theorem) 
《该 条 第 3 节 ， 亦 见 [2] ) ЖААР ИЕ райт 
许多 研究 ， 


参考 文献 
[1] Келдыш, М. B., Лаврентьев, M. A ., Докл 
AH СССРУ, 23 (1939). 8, 740 — МВ. 
[2] Мергелян, С. Н.. 《Xenexz матем. наук). 7 
(1952), 2, 31 - 112 E. Д. Союменев # 
[ 补 注 】 
参考 文献 


ГАГ; байт, D. , Lecturs on complx approximation , Bir - 
khaiser, 1987( 中 诺 本 : D. Н, ИЛЕР ОМ 
论 ， 潮 南 教育 出 版 社 ，1985) . MAK # 


Желдыш 定理 [ Keldysh theorem ; Келдыша теорема ] 

1) F Ж ҖИ Е 88 ЖОН Келдыш 定理 . 
设 f(z) 是 复 变量 z 的 函数 ,在 区 域 G 内 全 纯 ， 在 闭 
域 上 连续 ， 则 为 使 对 于 每 个 “> 0， 存 在 多 项 式 
P(z), 满足 


{2)— P(z)| <, z€ G, 


其 必要 充分 条 件 为 : 补 集 CG 是 含有 无 穷 远 点 的 单个 
区 域 G. 此 定理 为 М. B. Келдыш 所 建立 ([1]) 
ЖАЛЕ В-ОН 
本 结果 之 一 ( 殉 [2]) . 

2) 位 势 论 中 的 Келдыш е #2 М. В. Келдыш 
于 1938 — 1941 年 章 建 立 的 关于 Dirichiet 3 88 (Dirichlet 
problem) ЛЕЙ Lak s am. 

a) рж Euclid 空间 R"(n 2 2) 中 的 有 界 域 ， 
其 边界 为 工 = 2р. 为 使 在 工 上 存在 由 非 正 则 边界 点 
( irregular boundary point) 构 成 的 一 个 可 数 集 { у, }у. |. 
f D 中 的 在 开 .上 具有 连续 边 值 函数 f(y) 的 Diri - 
се 问题 可 解 ， 当 且 仅 当 此 后 题 在 ys (k==1, 2,…) 
处 可 解 ， 即 当 且 仅 当 


dm x) = 70у), K l.2,. 
єў 

这 里 их) 是 Dirichlet 问题 按 Wiener -Perron 意义 的 
ТУ С Репоп 法 (Perron method) ， 亦 见 [3]， 
14))- 

b) 4 hA г Ба Н C(L) 作用 
到 D 内 有 界 调和 函数 空间 ( 见 调和 阔 数 (harmonic 
function)) ФИЗ, ЖЕТЖ: 1) A(xf + 84) 
=aA(f) + 8A(9). 7. 8ЕС(Т), а, 有 是 实数 ， 即 4 
是 线性 的 ; 2) 如果 /(у)®0, feC(r), M| А(/) 
(х)®0; 3) 如 果 对 fe C(T') 的 Dinchlket 问题 可 解 ， 
则 A(f) 给 出 问题 的 解 . 在 这 些 条 件 下 ， 对 feC(T), 
АВМ. H A(f) 给 出 Dirichlet 问题 按 Wiener - 
Репоп 意义 的 广义 解 ( 见 [5]-[?]) . 

c) 为 使 每 个 在 D 内 可 解 的 Dirichlet 问题 在 D 
上 是 稳定 的 ， 其 必要 充分 条 忻 是 CD 的 非 正 则 边界 点 
集 与 CD 的 非 正 则 边界 点 集 相 同 . Dirichlet 问题 关于 
任 一 函数 feC(r) 在 р ре, УУ СР 
的 属于 工 的 非 正 则 边界 点 的 集合 在 D 中 具有 零 调 和 
测度 (harmonic measure) ( 见 [4] 82 [6]) . 


参考 文献 
11) Келдыш, M. В., < Матем, c6.», 16 (1945). 3, 
249 — 258 
[2] Мергелян, С. Н., < Успехи матем. наук ў, 7 (1952). 
= 122. 
[3] Келдыш, М. В.. «Докл. АН СССР >. 18 (1938), 
315 — 318. 
14] Келдыш. М. В.. € Успехи матем. науку, 8 { 1941), 
171 — 392. 
[5] Келдыш, М. В.. € Докл. АН CCCP y, 32 (1941), 
308 — 309. 


[6] Ландкоф. Н. С., Осшвы современной Tcopimt поте - 
Hunza, М.. 1966, гл. 4, 5 ( Ж1#Җ: Landkof, N. 
9., Fonndations of modem potential theory, Springer , 
1872) 
[7] Brot , M ,, Eléments de la (бое clasique du poten - 
ба, Sorbome Ошу. Сеше Бос. Univ, , Paris , 1969. 
Е. Д. Солоенщев 所 
[ 补 注 】 关于 Келдыш йж ей, 70 [А2], # 30 
ж. 

b) 中 所 说 的 算 子 4 称 为 Келдыш x+ ( Keldysh 
Operator) ， 关 于 Kempmy 算 子 的 公理 位 势 论 论述 ， 
见 [A1]. 
参考 文献 

[A1] Netuka, 1., The classical Dirichlet problem and its 
eeneralizmations ， 载 于 Potential Thcory, Copenhagen, 
1979, ，Lectue notes in math,, Vol. 787, Springer, 
1980, 235 - 266. 

[A2] Gaier, D ., Lectures on çompkx approximation , Bir - 


khšuser. 1987( ТЖК D. ШЖ. тові 
0, ИНС НАЕ, 1985) 
【 详 注 ] 
参考 文献 
[B1] 认 变 吕 ， 复 安 函 数 遂 近 论 ， 科 学 出 版 社 ，1992 . 
АЖ Ж 


Kellogg - Pvans 定理 [Kalogg- Evans theorem; Келлога – 
Эванса Teopema], Kellogg 引 理 ( Kellogg lemma) 
对 于 Байа 空间 В" (я 2 2) 里 任意 一 个 区 域 D。 
关于 Dirichiet 问题 (Dirichlet problem) 在 Wiener -Perr- 
on 意义 下 (无 Pemon 法 ( Peron method )) 的 一 个 广义 
解 ， 其 边界 的 所 有 非 正则 点 的 集合 ( 见 非 正 则 边界 点 
(irregular boundary point)) 具有 和 零 容量 (capacity ), 是 
—## (polar set) 且 为 F, 型 的 ( 见 F,(G,) 型 的 
集合 (set of type F,(G,))). Kellogg -Evans 定理 的 一 个 
推论 : 如 果 K B: R" 一 个 正 容量 的 紧 集 ，D 是 余 集 
CK 的 包含 无 穷 远 点 的 连通 分 支 ， 则 在 边界 3D < K 
上 至 少 有 一 个 正则 点 ，Kellogg -Evans 定理 是 O.D. 
Kellogg 作为 一 个 推测 提出 的 ([1]), 由 G. C. Evans 
首先 证 明 ([2]). 
参考 文献 

11] Kelogg, О. D., Foumdations of potential theory, F 
Ungar 1929. Re - isue : Springer , 1967. 

[2] Evans, G. C., Application of Poincats’s sweeping- 
out prooms, Ргос. Nat. Acad. бег. USA, 19 (1933), 
457-461. 

[3] Келдыш, М. В., {Успехи матем. наук » , 8 (1941). 
171—231. 

[4] Brélot, M., Elements de la théorie dassique du poten- 
бе, Sorbonne Univ. Centre Гос. Univ,, Paris , 1969. 

Е. Д. Соломенцев Ë Ж. 807 详 


Kellogg 定理 [ Kellogg theorem; Келлога теорема] 

设 w= f(z) 是 实现 圆 盘 { zeC: |z| <1} 到 区 域 
D 上 的 单 叶 共 形 映 射 (conformal mapping) 的 函数 ， 
这 里 D Ж Jordan 闭 曲 线 S 所 图 成 ,而 S 的 切 
线 对 实 轴 的 往 角 作为 S ШИЕ 1 的 函数 o (I) 满足 
Hilder 条 件 (Hilder condition ) : 


10(1,)—0(Ф,)| S Kl 1, 0<a<l1. 
这 时 ， 导 数 702) 在 闭 圆 盘 1z| < 1 ЕЖ, НЕШ 
局 1:|=1 上 满足 下 列 关于 同一 指数 а 的 Holder 条 
Ë: 
(е) (ее) Кө, 6.1, 
Пау е) – (ет) S К], — 8,1“. 
上 述 Kellogg 定理 是 О. О. Kellogg : T B 30 ñ 
数 (harmonic function) u ËJ r Br (z 21) 8 930 
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边界 性 态 的 更 一 般 结 果 ( 见 [1], [2]) 的 一 个 直接 推 
论 ， 此 调 种 函数 и 是 关于 Euclid 空间 R"(n 22) 中 
Н Ж ЭБ Ляпунов 曲面 S (n 23 的 情形 ) 或 
Ляпунов 曲线 8(4= 2 的 情形 ) ( 见 Ляпунов 曲面 和 
ФЕ (Lyapunov surfaces and curves )) 所 出 区 域 р 的 
Dirichlet 问题 (Dirichlet problem ) 的 解 ， 而 给 定 函数 了 
也 假定 为 在 边界 5 上 是 充分 光滑 的 - 
在 [3], [4] 中 还 有 关于 上 述 晓 射 函 数 的 导数 的 边 
界 性 态 的 其 他 一 些 结果 . 
参考 文献 
[1] Kellogg , O. D., Наппогс functions апа Green's in- 
Торта], Trans. Amen. Math. Ѕос.. 13 (190), 1, 
109 – 132 
[2] Kelogg, О. D., Or. the derivatives of harmonic fbnc- 
tions on the boundary, Tres. Атег Math. Soc., 3 
(1931), 2, 486 ~ 510. 
[3] Голузин. Г. M., Геомеірическия теория функций 
комплексного переменнко , 2 язд., М., [966(ЕЖ 
本 : Г.М җ@+ аЛ, ӨРЕН 
ЖМ, 3956). 
[4] Warchavwsk ‚ S. Е.. On differentiability at the boun - 
агу їп conformal mapping, Pmc. Атет. Math, Soc., 
12 (1961), 614 — 620. E. Д. Соломенцев 所 
【 补 注 】 亦 见 共 形 映射 的 边界 性 质 ( conformal mapp - 
ing , boundary properties of a) . 
关于 类 似 的 问题 见 [A1], p. 15. 
参考 文献 
ГАІ Brélot, M . , Eléments de la théorie classique du poten - 
Че, Sorbonne Uniy ,Centg ос. Univ., Paris , 1960. 
沈 永 欢 译 


Kelvin 8 # [Kelvin fimctions; Кельвина функцин ], 
“Thomson 8 #8 ( Thomson functions ) 

H FJ ИЕ ЖИЕ ber ( z) 和 bei (2), her (2) 
和 和 heifzj, ker(z) Ж! kei (z): 


ber, (2) + bei,(z) = J, (z e 98), 
her, (2) + ihei,(z) = HO (ге), 
Бег,(2) – iba (2) = H(ze 4), 


ker,(z) +ikei,(z) = 到 нген), 


Ка, (2) ка, (2) = — IE Не"), 


其 中 Н, Ж Hankel 函数 ( Hankel functions ) , J, 是 Bessd 
函数 ( Bessel functions), š v = 0 9, ИЧИНИ, 
Kelvin 函数 构成 方程 


гу +zy (iz + !)у=0 
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的 基本 解 组 (fundamental system of solutions ), Ч z = 
Vi x 时 ， 这 个 方程 化 为 Bessel 方 程 . 
级 数 表示 为 


КИЕК 
(=, уют ， 
< -1 Кіа 


br) TR 


ker C2) 起 - сә + 20) + 


ЕЧ 


2% 1 
к (- 1 ITT т 


к 


еї (2) -2 一 фео 2 ber(z) + 


А , КЕ чап | 
+C 2 [окут ` 
渐 近 表 示 为 
a (z) 
be(z)= БЕ «%8(2), 
ber(z)= eO . 
(5) = = зай(а), 


иге) = [E re9as8(=2), 


мо арса 


а 5 
largz| < Л 


р о - 2.0 _.. 
БИ У 8272 3842572 1282" 


т я 1 1 
HIT та sQ B+ 
ОЮ СЕ Н УУ. Thomson( Lord Кемп [1]) 引 人 的 
参考 文献 
[1] Thomson, W.. Mathematical and ° physical papes , 3, 
Cambridge Univ. Pres , 1980, р. 492 
[2] айас, Б., Emde, F. and Lisch, Е., Tafeln boheren 
Funktionzn , Teubner , 1966. l 
[3] Рыжик, И. М., Градштейн, И. С, Таблицы инге- 
тралон, сумм, рядов и произведений, 3 юд., М 
Л., 1951 (Ж # Ж: Gradshtein, 1. S. and Ryzhik, 
Т. M., Tables of integrals, series and products , Асай. 
Press , 1973) А. Б. Изажа # 
【 补 注 ] 


参考 文献 
[Arí Abramowitz, М. and Stegun, Г. A., Handbook of 
mathematical functions. Dover , reprint, 1965. 
张 鸿 林 详 


Kavin 变换 [Kalvin transfonnation ; Кельвина преобразо- 
ванне ] 

定义 在 Биша 空间 К" (п 2 3) 的 区 域 里 的 函数 
的 一 个 变换 ， 在 这 个 变换 下 ， 调 务 数 变 成 调和 画 数 . 
W. Thomson 得 到 这 个 变换 (Lord Кемп, [1]). 

如 果 н 是 区 域 D < R" 里 的 一 个 调和 函数 (har- 
monic function )， 那 么 它 的 Kelvin 变换 是 函数 


[| 4 | e-o. 
这 个 函数 在 区 域 p' 里 基调 和 的 ，D* 是 p 关于 球面 
Sn= [x:|x|= К} 的 反 演 (ineemion), PW R" 的 映射 
J: 
х” у= Тү 0 9, 
其 中 х= (ж, x), |х|=(хї+ 2 
在 这 个 反 演 下 ， 入 nekcaHmpoay 紧 化 《( Aleksandrov 
compactification ) R 0936397388 oo 变 成 原点 0， 反 之 
亦 然 ,在 Камп 变换 下 ， 包 售 90 的 区 域 D 里 的 调和 
函数 и, МЕЛЕ oo 点 正则 (regular at oo)， 即 满足 
jms s (x) = 0 时 ， 变 成 包含 原点 0 的 有 界 区 域 p° 
里 的 调和 函数 o, E 000) = 0. 由 于 这 个 性 质 ，Keivin 
变换 能 把 位 势 论 的 外 部 问题 变 成 内 部 问题 ， 反 之 亦 然 
(W [2], [3)). 
除了 Kelvin 变换 以 外 ， 在 形 为 v(y) = ф(у)- 
u(0 0) 的 解析 变 元 下 ， 能 保持 R" (n 之 3) 里 函数 
的 调和 性 ， 只 当 这 样 情况 : фу) 1 和 yy 是 一 个 
位 似 变换 ( homothety), 平移 或 者 是 关于 平面 的 对 称 ; 
当 n=2 Bf, ДРВ у 这 一 大 类 具有 这 种 性 质 . 
参考 文献 
[1] Thormmon, W., Extraits de deux letters adressbes а М. 
Liouvile , J. Math. Pures Арр., 12(1847), 256—264. 
[2] Владимиров, В. С., Уравнения математической 
физики, 3 изд., М,, 1976, гл. 5 (35825: Vladimir 
оу, У. S., Equations of mathematical ркук, Mir, 
1984, Chapt. 5) 
[31 Brdot, М., Eléments de la théone dassique du poten- 
Ча, Sorbonne Univ. Семее Doc. Univ. , Paris , 1969. 
Е. Д. Соломенцев Ж 
[ 补 注 】 这 些 结果 当 n = 2 时 也 成 立 . 在 这 种 情况 
T. ú 在 无 穷 远 点 的 调和 性 对 应 于 и 在 0 点 的 有 界 
性 . 例如 ， 见 [AL] 或 [A2]， 
参考 文献 
ТАТ] Напв, L. , L.,, Introduction to potential theory , Wiley, 
(Ж АЖ). 


[A2] Wenmner , J. , Potential theory , Lecture notes in math.. 
408, Springer , 1974. 
[АЗ] Kekgy, O. D., Foundations of potential theory, 
Dover mprint , 1954 
ГАЯ) Doob, J. L.., Classical potenhal theory and йв pro- 
babilistic counterpart . Springer , 1984. 
йй. АМ Ж 


Kendall 等 级 相关 系数 [Kendal coeficient of rank correla- 

боп ; Кендалла коэффициент ранговой корреляции ] 
Wi BB8L EE ОЧЕ) ХЖП Y [JH K Жї PE À JE 

82 —. ЖРЊЖЖ (0), U. (X,Y,) 的 等 级 评 

Ж. 这样 ，Kendall 等 级 相关 系数 属于 铁 统 计量 (rank 

statistic} 并 且 定义 为 

2580 
п(п-1) 


т 


Ж, ХК ТОБЕ СХ, ҮР Y09388. S=2N- 
n(n-1)/2, МВК j> il >, И ЖЗ 0036 3F 
个 数 . B -1<7<1, M.Kendall 广泛 使 用 Kendall 等 
级 相关 系数 做 相依 性 度量 ( 见 [1]) ， 

Kendal] 等 级 相关 系数 被 用 于 检验 随机 痰 其 独立 的 
假设 .如果 独立 性 的 假设 成 立 ， 风 Er=0, Dz=2(2n + 5)у/ 
[9n (nm 一 1)] . 当 样本 容量 较 小 时 (4<n<10)， 独 立 性 
假设 的 统计 检验 借助 于 专门 的 数 表 ( 玉 [3]) 来 进行 ， 
当 n>I0 时 ， 利 用 = 的 分 布 的 正 态 逼近 : 如 果 


2(2n +5 
maa Si 


则 和 否定 关于 独立 的 假设 ， 否 则 接受 假设 . 这 里 ，w 是 
ЕЛО, и, 是 标准 正 态 分 布 的 100 (sf2) 百 分 位 
点 . 像 任何 秩 统 计量 一 样 ，Kendaf 等 级 相关 系数 可 以 
用 于 揭示 两 个 属性 特征 的 相依 性 ， 只 要 样本 的 元 索 可 
以 按 这 些 特 征 评定 等 级 ШЕ ХШ УЖА АЕ ДЖ 
生 相 关系 数 为 p、 则 p 与 Kendall 等 级 相关 系数 育 如 下 
ЖЖ: 


2 . 
Ет= 二 . 
r arcsinp 


亦 见 Speanman 等 级 相关 系数 (Spearman coefficient of 
тапк correlation) ， 秩 检验 (rank ем). 
参考 文献 
[1] Kendall, M.G., Rank comaation methods, Griffin, 1970 
[2] Waerden ,日 .L， van der, Mathematische statistik, Springer, 
1957. 
13) Болылев, Л.Н.,Смирнов, Н.В., Табляпы матема- 
тической статистики, М., 1983. 
[4] Рсапоп, Е.5. алй Hartey, Н.О., Biometrica tables for 
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statisticians , І, Cambridge Univ. Press, 1966 、 
А.В.Прохоров Ж 周 概 容 Ж 


Корее 方程 [Kepler eqntion; Кеплера ураввенне ] 
形式 为 
了 一 csiay 一 工 
的 超越 方程 , 情况 0 和 ec < 工 对 于 应 用 来 说 是 重要 的 ; 
这 里 由 给 定 的 c 和 x 了 唯一 确定 ，J，Kepler ( 1609 ) 在 
研究 行星 运动 问题 时 首先 考 虐 了 这 个 方程 ВИА АОВ 
《 见 图 ) 是 一 行星 轨 章 ， 焦 点 为 卫 ， 外 切 圆 为 4PB， 
这 时 ，Kepler 方程 给 出 了 偏 近 点 角 》= Z POA 和 平均 


ня x 之 间 的 关系 ,< 是 梢 圆 的 离心 率 ， КУ 
当 靖 定 行星 执 道 截面 时 ，Kepler 方程 起 着 重要 的 作用 . 
参考 文献 
[1] Субботин, М. Ф., Курс небесной механики, 2 изд., 
T. 1. JL M., 04). БСЭ-3 
【 补 注 】 平均 近 点 角 是 行星 通过 点 Q 的 时 间 的 线性 函 
Ж. 一 些 详细 情况 ， 包 括 对 应 双 曲 运动 和 抛物 运动 的 
方程 ， 讽 如 见 Al). 
参考 文献 
[Ai ] Fitzpatrick, Р. M ., Principles of oskstial machania , 
Acad Press, 1970. ЖЖ 译 


ЖЯ [Тепе congruenee ; ядернан конгруэнция ] 

КА р: 4 一 4' 的 核 同 余 是 指 由 
满足 g(a)=g (8) 的 所 有 对 (a,b)s4xA4A 组 成 的 4 上 
的 同 余 ( 见 向 余 ( 代 数学 中 的 ) (congmence (in algebra))) 
8. 对 于 一 个 代数 系统 上 的 任何 同 余 9， 存 在 这 个 系统 
的 一 个 同 态 w， 使 得 8 是 它 的 核 同 余 ,如 果 8 是 代数 系 
统 4 到 系统 4 上 的 强 同 术 g 的 核 同 余 ， 则 典范 戏 射 
аір (а). АЖЕ 4/8 到 А" 上 的 同 构 ， 这 里 а/е 
=[xeA:(x,a) ed). 

参考 文献 见 同 态 homomorphism) . 

Д.М ‚Смирнов Ж 陈 公 宁 Ж 


核 函数 [kemel fux-tion ; керифункция ] 
29, Bergman 核 函数 (Bergman kernel function ) . 
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复 序列 的 核 [ kemel of а complex sequence ; ядро коми - 
пексной носледовательностн ] 

对 于 岩 列 { =,} ， 在 扩 双 复 平面 上 如 下 定义 的 点 
集 : Ж R, 是 复 平 面 上 含有 z, + ，zvri，… МЕЛА 
凸 域 ， 如果 不 存在 售 有 这 些 点 的 半 平 面 ， 则 R. 是 包 
ККА 的 整个 复 平面 ; 如 果 存 在 含有 这 些 点 的 半 
平面 ， 则 А, 是 这 些 半 半 面 之 交 ， 如 果 !z ,上 无 措 ， 则 
无 穷 远 点 属于 丸 。， 否 则 无 穷 远 点 不 属于 К,, Ж K= 
ПАК, ЭУЕ) Dz.) 9 Ж (kemi of the se- 
quence) `: 7 

н (с), АНАН OSP Т D 
相同 如 果 {л} O 2, (z о) ДЕИ 
(а). 实 序 列 { 2,} 的 核 《kerel of а real sequence ) 
ЖЕН ЕСЕК 


的 区 问 ， 岸 列 的 核 不 可 能 是 空 集 ， 得 它 可 能 只 含有 无 
ЕЕ йй, Л {г}, 2, =н + н. НН 
33 к} Н) ЖЕ КИЕЗ (с) 8 M Pk E ВО 
(definitely divergent ) 、 对 于 实数 列 ， 这 意味 着 г, - 
+ 102, 
在 元 求 和 性 理论 中 要 考虑 求 和 法 的 核 包含 问题 . 
求 和 法 4 称 为 在 序列 保 U 上 比 求 和 法 B 具有 较 强 


-= = 0 


É, шж (20) U К, СК, ЖН К,, 
K, 分 别 表示 А,В 的 核 Вр 2, 的 平均 序列 的 核 ， 
参考 文献 


ЛА] Knopp, K., Zur Theoric des Jimitkrungsverfahren 
2. Math. 2., 31 (1930), 97 — 127 
[1B] Knopp, K., Zur Theorie des Limitenmgsverfahren 
H, Мий. 2., У (1930). 276 — 305. 
[2] Соже, R. G.. Infinite matrices and gequence sbaces ， 
MaeMillan , 1950. 
[3] Нау, G. H., Divergent series, Claendon Риз, 
1949. И. И. Волков Ж 沈 永 欢 W 


对 第 的 核 [lemal of а game; k - sapo игры] 
见 对 策 论 中 的 核心 (core in the theory of games ) 


线性 算 子 的 核 [kemel of a linear operator ;anmpo лишей- 
вого оператора] 

线性 算 子 定义 域 中 由 所 有 映射 到 零 的 向 量 组 成 的 
线性 子 空间 . 定义 在 拓扑 向 量 空间 (topological vector 
space) 上 的 连续 线性 算 子 的 核 是 该 空间 的 一 个 闭 线性 
子 空间 - з] ДИЛЕР В) (tocally сопуех space) 来 说 ， 一 
个 连续 线性 算 子 具 有 有 零 核 ( 即 它 是 从 定义 域 到 值 域 的 
对 一 映射 )， 当 且 仅 当 翌 随 算 子 (adjoint operator) 具有 
н. Г. Л,Лятьинов 所 


ИНЕ 
参考 文献 
[AL Kaiey,J L. and Naomioka, 1.. Lineae topologieal spa- 
сез, у. Nostrard , 1963 , Chapt. 5, Sec: -21 . 
ашк ж mun 校 


么 拟 群 的 核 [ kernel of а loop, ядро лупы] 
么 拟 和 中 元 索 的 集合， 这 些 元 素 间 时 基 左 ， 右 、 

中 间 结 合 的 【或 等 价 地 ， 21005. ж. Р ЙМ) 
Ж )， 各 的 群 中 元 素 & ОТОН (ЕЛ -associative ), 
车 对 么 拟 群 中 元 b,c же абд = (аБ)с. Её 
ЛЕЖА ЗШЕ ЖЕ (е7: kemel)， 类 似 地 可 
定义 右 结合 元 、 中 间 结 合 元 和 对 应 的 核对 拟 群 也 可 
ХХК, ъи. ШУЛАН ИВЕ. Ж 
ЭШКЕ ЖИ Б ҖЕ ЕЕ ГЕ. JP 么 拟 群 的 三 个 核 
Ж—Ж%), х} Moufang 么 拟 群 {Moufang loop) 它们 
构成 正规 子 勾 拟 群 ( 见 么 拟 群 (loop ) ) - 

О. А. Иванова # (LW Ж 许 以 赵 校 


范畴 中 态 射 的 核 [kemel of a morphism їп а category ; 
ядро морфизма категорни ] 

TB, ТЖЕ ШР АЕО 2. ПЁ] 
态 的 核 ， 坏 同 态 的 核 等 概念 的 推广 设 R 为 一 个 具有 
零 志 射 的 范畴 (category)， 一 个 态 射 :天 一 4 称 为 
态 射 :4 „В 的 核 ， 如 果 pa = 0， 并 日 如 果 每 一 个 
Й Ф, Ч pa =0 时 必 能 唯一 地 站 成 9 = рн. — 
ЛЫН a К ЯД kera. 

如 果 & 5 д’ 都 是 a 的 核 ， 则 有 唯一 的 同 构 (io- 
morphim) z, 6 д" = сн. Ж, ИЛЕ p= Бега 
HB ЯН, Ад = сд 也 是 x 的 一 个 核 , 因 
此 ， 一 个 态 射 «а 的 渚 核 形成 4 的 一 个 子 对 象 ， 表 以 
kera 

ШЖ р = Кега, Жон 是 一 个 单 态 射 (monomorph- 
sm ) .一 般 说 来 ， 反 之 不 真 ， 一 个 单 坊 射 恰 是 一 个 核 时 
就 称 为 一 个 正规 单 态 射 (normal monomorphism)， 零 
态 射 0: 4 B 的 核 是 恒 等 态 射 1. 1, 的 核 存 在 ， 
当 且 仅 当 8 包含 一 个 零 对 象 ( 见 范 圈 的 霍 对 象 (ml 
object of a category)). 

有 零 态 射 的 范畴 中 ， 核 并 不 总 是 存在 的 . 另 一 方 
面 ， 在 一 个 表 零 对 象 的 范畴 t th, КА a:4 > B 

一 个 核 当 且 仅 当 x 与 0:0 一 B £ @ БЕ. 

"БЛВ ”这 个 概念 与 “ 态 射 的 余 核 " 的 概念 
是 对 侦 的 . М.Ш. Цаленко # 
[ 补 注 】 “ — 54804 ° (不 要 同 “ 一 个 态 射 的 核 
Ë” B) 这 个 概念 也 是 经 常用 到 的 . 在 英文 中 ， 这 个 
拔 念 的 通常 名 称 是 等 化 子 《equalizer ). 六 行 的 一 对 态 
Ba, :4 B 的 等 化 子 是 -个 态 射 4: E > АШ 
ha = ир, ЖЕШЕТ gx = og 的 9 部 能 礁 


Ud 


Жс Н ызын / 


一 地 通过 р жуш. 核 是 等 化 子 的 特殊 情况 : д 
是 z ШПМ а 与 0:4-、 及 的 一 个 
等 化 于 ， 反 过 米 ， 在 ~ 个 加 性 范畴 ( additive category), 
th, z 与 月 的 一 个 等 化 了 与 4 一 名 的 本 是 - 回 事 ; Ш 
НОЯ, ЗАСЕДЕ РАВ ША, Аду 
它 并 不 要 求 存在 零 态 射 ， 一 个 单 术 射 愉 是 一 个 等 化 子 时 
称 为 一 个 正则 单 态 射 ( regular monomorphism) 
элй 
[A1] Mitchcll, В., Theory of <ategone, Асай. Pres, 
1965 
[A2] Adimck , f. , Theory of mathematical structures, Ке- 
де, 1983, ШЕ 


ЭНЕНЕ [kernal of а semi- group ; ядро полугруппы} 

半 群 的 最 小 双边 理想 . 不 是 每 个 半 群 有 核 ЖГ 

半 群 核 的 性 质 及 有 习 的 半 群 ， 参 见 极 小 理想 (minimal 

ваг): Archimedes 半 群 ( Archimedean semi-group ); 半 

ЖОБА (wreath product); 以 及 拓扑 半 群 (topolog- 
Cal semi -gtoup ) . 

Л. Н. Шерин Ж 石生 明 Ж йрй 以 


集合 的 核 | kemel of а set; ядро множества], {10 
ЭРЕ (open Кете) of а set) с 
`#@ 的 所 有 内 点 的 集合 《M 》. 如 果 АШ В 
在 拓扑 空间 X 中 互 为 补 集 ， 即 是 说 ， 若 B= XNA, 
Д Х\[4] = <8> А Х\[В]= (А), ЖШ [А] ж 
тА САТАА (созше of a set)) 
М.И. Войцеховский j 
[ 补 注 】《 MM》 道 常 称 为 集合 М 的 内 部 ( interior) ( H. 
集合 的 内 部 (interior of а se)), ЖЖ M° 和 Int M 
表示 - 英文 数学 文献 中 ， 很 少 在 这 种 销 形 使 用 “ 核 "这 
+n. гар, ШК W 


求 和 法 的 核 Кепе! of а sunwnation method : ядро me- 
тода суммировання ] 

一 个 函数 К,(1) (ВТ), ав 
定 的 求 和 法 作 用 于 级 数 

т + 2 сов vt (1) 
的 平均 值 . 

求 和 活 的 核 给 出 该 方法 在 求 Коше 级 数 ( Hourier 
series } 之 和 时 平均 值 的 积分 表示 。 如果 所 给 求 和 法 出 
使 用 年 阵 Па, 1 >, 把 序列 映 为 序列 的 变换 来 定 
义 ， 则 此 录 和 法 的 核 (kernel ) 是 函数 


кд = Хаар), 


其 中 р, (г) 是 级 数 (1) 的 部 分 和 ; 
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Ы sin{(k+ 1/2). 
DufD 一 + + Усов v = аенын ) 


(2) 
此 时 间 期 为 2r Й ВАЎК f B Fourir 级 数 的 平均 人 秆 可 
通过 了 与 核 由 公式 
о | ӘК, dr 


Жл. 特别 地 ， 算 术 平均 法 的 核 ( 见 算术 平均 求 和 法 
( arithmetical averages , summation method of ) ) 具 有 形 


_ 2 8п{(п +1)r/2} 7]? 
K.(0= түү [| ， 


它 称 为 Fejtr Ж (Ес kernel) ，Abal 求 和 法 (АБА 
summaton method ) #1 


1-2 


1 
1 IC ,0g 
Т Tarosttr der<l 


Kl(r, t) = 
ЗА, ЖЛ Poisson kal {Poisson Кете). (2) 中 的 
函数 D,(t) 称 为 Dirichlet 以 { Dirichlet kernel 》. 

其 值 为 一 种 求 和 法 作用 于 级 数 

三 vt 
ЗОЗ В K.(r), ЖО НОК ЖИЕ ЖЕНИШ (con- 


jugate kemel) . 
Ека 
[1] Бари, Н. К., Тригяюметрические ряды. М., 1961 
( PER: Вау, М. K., А uxatise on trigonometric 


Series, Ретратюп. 1964). 
12] Zygmund, А., Trigonometric seris , 1 — 2, Cambridge 
Univ . Press, 1988 M. И. Волков {# 尝 水 欢 PK 


积分 算 子 的 核 [kemel of ап integral operator ; ядро нн. 


зегрального оператора j 
二 元 函数 K(x, ))， 通 过 下 列 等 式 定义 了 一 个 积 
分 算 子 (integral operator) A : 
фу) = А[е(х)] = }К(х, y) ф(х) dn), 


其 中 x 遍及 一 个 测度 空间 (measure space) (X, би), 
而 gp 属于 在 关上 定义 的 某 一 沙 数 空间 . 
Г. Л. Литёинов # 


[ 补 注 ] 
参考 文献 
ГАІ] Gohberg , !. and Goldberg, S .， Basic Operator theory. 
Birkhiuser , 1981. 


[A21 Halmos, Р. Е. and Sunder. У. 5., Boundod integral 
operators on 12 зраоз, Springer, 1978. 
[АЗ ] Јем, K., Lineere Itegmloperatonzn, Teubner 
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[А4] В. И. Омирюв, Курс высшей математики, T. 4. 
199 (WR B. И. 斯 米尔 详 夫 、 商 等 数学 教程 ， 第 
W, 人 民 救 育 由 版 性 ，1958、 

ГАЗ] 7аысуко, Р. P., а al. (eds.), Integral eduations 一 一 
а тетеп text, Noonlhoff , 1975 (š ВХ). 

жщ PE 


核 俑 [kemel pair : ядерная napa]， 范 畴 中 一 个 态 射 的 

一 种 等 价 关 系 在 范畴 中 的 推广 ， 这 种 等 价 关系 是 
由 从 一 个 集合 到 另 一 集合 的 映射 所 引导 出 来 的 ， 一 个 
范畴 (category) ФБА 8 К — À 5% 
М a: A — B ЮНЕ (kereel pair of the morphism), 
如 果 кш = Bag， 有 对 任何 一 对 态 射 р, у:Х— А, 
ЖЧ фа = 东 x ШЖ — SM yi Х— R # o= 
y 与 реу. 

设 9) ле НОЗЕ ИС a — А в, Im 
А2 ПРЕГРАДЕ А Я ФРА, Ж 
设 sy 618 À 3⁄9) P— B ЛА +В —1 
ВИ. TE, Ы s,, с, 所 引出 的 同 态 


& ХЕК AXA 


的 象 就 是 代数 4 上 的 一 个 同 余 (也 见 同 余 ( 代数 学 中 
的 ) congruenoe (in аја). 反之 #АсАхА 
是 4 上 任意 一 个 同 余 ,i R Ах 4 ТЕА, 
而 p. p. 是 AX A 到 А СЁ, ір, 1р,:К 
一 要 这 一 对 同 态 就 是 4 到 商 代数 дук 上 的 自然 同 
态 的 一 个 核 偶 . 

在 一 个 具有 有 限 积 ， 并 且 任 铝 一 对 态 射 都 有 核 ( 见 
范畴 中 态 射 的 核 ( кете! of а morphism іп a category )) 
的 任意 一 个 范畴 中 ， 坊 射 a: 4 一 В 的 核 偶 可 如 下 构 
Ж. 我 们 选取 积 4 x A, Шк 与 n 表 投 射 ， 求 出 
ЕЙ дуо, л,а:АхА "B U n, ЖА, 
ил. ил, 这 一 对 坊 射 就 是 x 的 一 个 核 偶 . 

M. Ш. Цаленко { 
【 补 注 ] EB (cokemel pair) 可 以 对 偶 地 定义 . 
参考 文献 ”“ 
{АІ] Manes, F. G., Algebraic categories , Springer. 1976, 
Chapt, 2, šI, 
TA2] Schubert, Н., Касропеп, 2, Springer, 1970. Sect. 
18.4. 
(A3] Macbane 5., Cutegoris for the working mathermti- 
Чап, Springer, 1971, Sat. 53, 34 周 伯 圳 译 


Kerr 度 规 [Kerr metric ; Керра метрика] 
ЖЕНА т 和 角 动 量 L 的 转动 的 外 引力 声 

的 Einstein 方程 的 解 .根据 А, 3. Петров 的 分 类 ， 

它 属于 类 型 D， 最 简单 的 描述 如 Кеп -Schild Ей: 


9. = He t 2hR, K,, 


其 中 K, 388208 (КК, = 0), 与 内 ( 韭 梯 度 类 
型 ) 转动 的 特殊 主 军 线 汇 相 切 、 而 n, JS Minkowski 
ЖЕКЕ. Kerr 度 规 的 特征 参数 是 a= L / m. 
存在 电荷 e 的 一 般 情 况 ‘Kerr - Newman 度 观 ) F. # 
其 函数 五 其 有 形式 

一 б 


й= (рр) 26 


其 中 
P= ty к(т+1їа)*. 


在 半径 为 a 的 环线 上 (3 0) ИЖТ. 对 a 
= 0 时 奇异 性 收缩 为 一 奇 点 ， 当 a = =0 时 ，Kerr 
度 规 变 成 Schwarzschild 90 ( Schwarzschild metric) , 
Kerr 度 规 是 由 К.Р. Kerr ([1]) 获得 的 . 
参考 文献 
[1] Кет, R. P., Gravitational ficld of a spiming mas as 
an cxample of algebraically special matrics Phys. Аер. 
Lettes, 11 (196), 237—238 
[2] Misner, С. W.. Трог, K. S. and Wheeler J., 
Gravtation , Ememan , 1973 
13] Коз, М., Ruffini, К. and Wheeler, Ј., Black bole , 
Bavitational waws and cosmology, Gordon & Breach . 
1974 А. Я. Бурниский Ш Ф Ж 


Kervaire 不 变量 [ Kervaire imvariant ; Кервера инварнант ] 

维 数 为 天 + 2 的 列 可 平行 光滑 流 形 的 一 个 不 
ЖЕ, жуы МОй 2k + ] 维 间 调 空间 属 上 的 模 2 
二 次 型 的 Ar 不 变量 (Ar - invariant ). 

设 M 是 维 数 为 4k +2 的 单 连通 玛 可 平行 闭 光 
НИЮ, ЕЮШШ ИЖЕ 了 = Hi. (M; Z) 外 ， 
H (M; Z) 3, 0<i<4k+2, 

在 自由 АЫ 群 V F, ЖЛЕ (x. ) Q: V x 
V > Z, 的 斜 对 称 相交 形式 ， 在 V 中 整数 格 的 维 数 
等 于 2m. V БЕЕК Q, V 2,, 定义 如 
F: # xs 、 则 存在 球面 5S**' 到 M 中 的 一 个 光滑 
ШАЛ. M 实现 了 给 是 的 元 素 x(k > 1). 这 个 球面 9824 
在 M 中 的 管状 邻 域 是 可 平行 的 ， 它 可 能 或 者 是 平凡 
的 ， 或 老 同 构 于 积 82*”' x б 中 的 对 角 线 的 管状 
Ф. 这 里 S**' x $1#-1 中 的 对 角 线 的 管状 邻 域 是 
非 平凡 的 , 当 且 仅 当 28& +1 #},3,7 { 见 Hopf 不 变量 
(Hopf invariant)). @ 的 值 是 0 还 是 1 取决 于 M 中 实 
现 x 的 SM 的 管状 名 域 是 不 是 平凡 的 ，2K + 121, 
3,7. ВФ: - Z, 满足 条 件 


(x +у)к=ф,(х) f Ф,(у) + Фф(х,у) mod2. 


@ 的 Arf 不 变量 也 称 为 流 形 МӨ (2 天 + 天 1，3， 
7) 的 Kermire 不 变 最 (Kerwaire invariant ). 


Ер 


« 


P. 


Ж М 的 Kervaire ЖТР, ШЕ U 
Ва Ж (e. f) Ш Ф, (е) =@,(/f) = 0. 此 时 ， 
M1**+? 是 球面 积 的 连通 和 


Мз = (SM! ну ЕБ хор, у. 


另 一 方面 ， 若 М2 的 Kervaire ЛЕ ЕЗЕК, 
УЕ (е, f. Bs 15 1.0, (e) = bo (/.) 
=0, йй Фф, (e) =Ф, (7) = 1. 在 该 情形 中 ， 典 人 
Mt Жж— СЕЧЕ el ,f 的 二 个 оК +1 
ЖАПШЕ ЕК ОНЕШ ТИШ Ku. 它 就 称 为 
Kervaire 流 形 (Kervaire manifold ) ( 见 无 图 流 形 ( dendri- 
te manifold); 它 的 边界 дК'**? 微分 同 胚 于 标准 球 
面 ， 而 流 形 M+*? 水 身 可 表 示 为 连通 和 
м® = 
ИССИ 


其 中 ， 光 滑 闭 流 形 Кез 是 从 K4+2 站 上 一 个 胸腔 
得 到 的 . 

如 果 Mt: (ke 0,1,3) 是 带 同 伦 于 球面 的 边界 
的 光滑 可 平行 2k 连通 流 形 ， 那 么 M*+? 的 Kervaire 
不 变量 恰好 如 上 所 定义 ， 并 且 痊 相 司 的 性 质 ， 差 别 在 
+. # М 分 解 成 单 流 形 的 连通 和 中 ， 分 支 КЇ? 
Ж Kervaire 流 形 ， 具 有 边界 ОК? 0м 一 般 
地 ， 它 不 微分 同 且 于 标准 球面 ) ， 

Ж k=0,1,3 了 时， 初始 流 形 М, М М" 可 以 
表 孙 为 连通 和 (S82**!x ЕЮ! у 50097 х бету 
( 如 果 边界 是 空 的 ) 或 者 (S***' x #6) жее! 
х) оС), Др С x Sg2*+1 
是 通过 从 Sort! x S***' 移动 一 个 于 胞 腔 所 得 到 的 . 

进一步 ， 对 闭 流 形 М, M°, М 可 以 定义 Kerva- 
пе 不 变量 { 见 Понтрягин Ж ft: (Pontyasn jnva- 
Tiant )，Kervaire - Miinor 不 变量 ( Kervaire - Milnor inva- 
папі) 和 在 这 些 维 数 中 ， 依 赖 于 框架 的 选择 ， 换 言 
Z, 在 上 =0,1,3 时 ， 它 是 偶 对 (NMH4+2, 乒 ) 的 框架 
市 补 术 的 一 个 不 变量 ,在 继 数 上 关 0 ,1 ,3 时， 济 形 
M4*? 可 以 政变 到 球面 8%*? SS R I щщ) (M 1 
Л) 在 初始 流 形 М? 上 / 的 任何 选择 下 到 侦 对 
Сео) 有 框架 割 补 术 (ЖЖЖ ЕШР Ж (surpe- 
ry). 

对 任何 稳定 本 平行 流 形 M**?*, 定义 Kervaire 不 
变量 为 框 染 割 补 术 的 不 变量 ， 在 球面 的 稳定 同 伦 群 中 
的 任何 一 个 元 素 或 者 可 以 表示 为 一 个 框架 同 伦 球 面 ， 
或 者 可 以 表示 为 一 个 闭 光滑 框架 Kervaire 流 形 (这 时 
т=4Ё+2,& 0,1,3), 或 者 , 如果 多 =0,1,3, 可 
表示 为 框架 流 形 5201 x sati. 

和 换 音 之 ，Kervaire 不 变量 可 以 被 当 作 “ЖЕ Н” ЖЮ 
上 给 定 的 框架 到 同样 维 数 (上 天 0,1,3) 的 球面 的 一 个 
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障碍 ,在 这 个 意义 上 ，Kervaire 不 变量 起 了 对 值 k= 0， 
1.3 时 同样 的 作用 : S**' x S*'' (k= 人 0.1,3) 上 给 
定 的 检 扣 通常 不 能 通过 框架 割 补 术 “ 延 仲 "到 球面 S 7 
上 (k= 0,1,3). 

Л.С. Понгрягин 是 在 流 形 SET! x S4+1 (对 
k=0) 上 构造 这 样 框架 的 第 一 人 .说 得 更 精确 些 ，2 
Жа (057х561), Л) 上 的 杠 架 不 能 * 延 体 " 到 52 
上 . 在 流 形 S'x SY 和 S' x S' 上 也 存在 这 样 的 框架 
ЮЙ. 

涉及 Kervaire 不 变量 的 基本 问题 如 下 : 对 奇数 n， 
是 否 存在 具 非 零 Kervaire 不 变量 的 偶 对 (М? ,/,)? 对 
пзё2'— 1, 该 问题 的 回答 是 否定 的 、 对 n=2' 一 1， 
АЯТЕ, 其 中 i = 1 (Понтрягин, 见 [2]), i=2， 
3(М.А. Кегуайе #l J.W .Milnor,[5],[6]), i = 4(W. 
Browder [3]), і = 5.6 (M . Barratt, М. Mahowakd , А. 
Milgram ). 对 i 的 其 他 值 ， 回 答 是 未 知 的 【1989) 
参考 文献 

[1] Новиков, С. П., «Изв. АН СССР, Сер, матем У, 
18 (1964), 2, 365 — 474. 

[2] Понтрагив, Л.С., Гладкие мискообразия и ях при- 
менения в теории гомотопий, 2 изд.. М., 1976. 

[3] Вгожіег, W ,,, The Kervaire invariant of framed manifolds 
and its generalimation, Аин. of Math., 90 ( 1960), 157 
— 186. 

[4] Browder , W ., Surgery on simply - connocted manifold , 
Springer , 1972. 

[5] Кегаше, М., A manifold which does not admit апу 
differentiable structure, Сашт. Math. Hely.. 34( 1980). 
257 — 270. 

[6] Кегейе, М. А. and Milnor, J. W., Groups of ho- 
motopy sphere 1, Ат. Mat ., 77 (1963), 3. 500—537 

M. А, Шматко Ж ЖЖ Ж 


Kervaire - Milnor 不 变量 [Keraire -Milnor imariant; Кер - 
вера -Милвора wapapuanr } 

用 6 维 或 14 维 的 框架 流 形 的 框架 市 补 术 ( surgery) 
的 一 个 不 变量 . 

设 M 是 稳定 可 平行 的 二 连通 流 形 ， 其 上 已 给 出 
了 稳定 的 N 维 框架 (M5,U), 即 稳定 的 N 维 法 从 
(normal bundle) 的 平凡 化 . 设 S: 是 一 个 实现 M 的 
三 维 同调 空间 前 基 的 球面 . 通过 将 给 定 的 N 平凡 化 U 
与 M 中 的 球面 Si 的 管状 邻 域 的 其 个 平凡 化 we 
m, (SO, ) 相 加 , 可 以 得 到 球面 SD 上 的 稳定 法 处 的 N + 3 
维 平 凡 化 和 机 应 的 元 素 alex, (80,.;). 对 n=3, 稳 
Ж 5:т, (80...) 一 x,(SO,.,) 的 余 核 同 构 于 
Z,, 使 得 每 个 球面 8; УВ п, (SOw /Ims 的 一 个 
元 素 相 对 应 (依照 通过 al 的 因子 分 解 后 在 群 Z, 中 所 
ЖЫ ЛЖ z МИК). ИККО Ж a, 的 选择 . 
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而 仅 依 赖 二 由 球面 S' АЖА: U BCOK3D0JILDM2S, ш 
8 ea H. (M .Z) + 7, 的 Ar 不 变量 (Arf -invari- 
ant) 满 是 公式 фо (x +y) = ф(х) 十 po (у) + 
@(x,y)mod2, 其 中 ф(х.у) ВЕ М 上 的 3 维 
同调 空间 区 相交 形式 ， 并 卫 它 被 称 为 这 个 具有 框架 UU 
的 流 形 的 Kervaire -Milnor 不 变量 .. 侦 对 (M',U) 关 
+B (5°, V) а РЖ, 49 (Ме, 0) 
Kervairc - Milnor 不 变量 为 零 ， 

А MW 已 得 出 了 类 似 的 结构 ，6 维 情形 的 Kervaire- 
inor 不 变量 是 稳定 的 6 维 椎 保 防 边 的 唯一 不 变量 ， 
З п 27 定义 了 一 个 同 构 ts (S) 2Z,. BI. 
在 Т4 维 情形 中 ， 它 不 是 稳定 的 14 维 框架 配 边 前 唯一 
ЖШ, ШИЛ л,, (57) п > 16, 通过 在 球 画 8 4 
上 上 和 在 S$” x S' 上 的 框架 而 被 定义 . 

£ ЖЕК W, Kervaire 不 变量 ( Kervaire invariant ) . 

M. А. Штанько # AK Ж 


Хинчин 不 等 式 | Khinchin inequality ; Хничнва нераве - 
нство р. Z -TAR3 сб 

ЖАЛБА (5477 Ж (independent functions , 
system of )) 的 和 依 工 , 的 一 个 估计 .假设 {上 为 独 
А, Г p> 2， 有 


sup 17,1, < о, [лод о, 
1 


ж Уос < оо, r (t)= signsin2* ni 为 Rademacher 
两 数 【 见 Rademacher 系 ( Rademacher syslen)), BE 
К) = Xue r (D, ШАНЫ p> 0, 


其 中 В, = 0(/p), 3 p— oo .此 不 等 式 为 A. Я. 
Хинчин 在 [1] 中 建立 . 4， 的 精确 值 是 1172. 

类 似 的 Хинчин 不 等 式 在 Banach 空间 中 成 立 
(14]). 存在 常数 Ср, 4) (0 <р, <), 使 对 
Banach 空间 E 40076 x, 有 


|n (t) 
= 


енор, 


4 ранета зау 
Бек o， 则 对 几乎 所 有 选择 +1 GR 


ру +(a,coskr+ b,sinkt) 


2 
а, 


属于 一 切 L (p< оо) ( B[5)). 


1 , 
<{ лора) “< 


参考 文献 

[1] Кыпсып, A. Ya.., Ucber dyadische Bírüche, Мий 
Z.. 18 (1923). 109—116 

|2] Karlin , 5., Orthogonal properties of independent func - 
tions, Trans Ате. Math. Ѕос., бё (1949), 44 — 64. 

[3] Гапошкин, В. Ф., наук), 2 
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Ханчин 积分 [Khinchin integral ; Хннчнна интеграл } 

由 A. Я. Хинчин 引进 的 【[1] ) 狭义 Denjoy 积 
分 (Demoy integral ) 的 一 种 推广 . 

Ж f 称 为 在 [a, b] 上 依 Хинчин 意义 可 积 ， 
如 果 它 是 广义 Penjoy 可 积 并 且 它 的 不 定 积分 是 几乎 
处 处 可 微 的 Хинчин 积分 有 时 也 称 为 Denjoy -Хинчин 
积分 ( Denjoy -Khinchin integral) . 
参考 文献 


[1] Khinchin, А. Ya.. Sur ure extension de lintégmle do 


M Denjoy, C. R. Acad. Sci. Paris. 162 (1916), 
287 — 291 

12] Xwumg, А. Я., € Матем, сб.ў. 30 (1918), 343 一 
557. 

[3] Лесин, И H., Развитие понятия интеграла, M.. 
16. 

[4] Saks, S., Theory of the mtegral, Hafner , 1952 (Я 


ж=х). 
Т.П. Лукашено Ж ЖФА Ж WARA а 


Хинен 定理 [ Khinchin theoremt; Жинчина теорема ) 

1) 关于 分 布 的 因子 分 解 的 Хинчин 定理 : 任 一 
概率 分 布 都 容许 《在 概率 分 布 的 卷 机 半 群 中 ] А 
分 解 


Р=р, ФР, (+) 


其 中 P, 是 类 1 的 分 布 ( 见 无 穷 可 分 分 布 的 次 子 分 
解 infinitely -divsible distributions , factorization of))， 
M) P, 或 者 是 退化 分 布 ， 或 者 可 表示 成 有 限 或 可 数 个 
不 可 分 解 的 分 布 的 卷 积 【 见 不 可 分 解 的 分 布 (indecom - 
posable distribution )}， 因 子 分 解 (* ) 一 般 不 是 唯 一 
的 ， 

这 个 定理 由 А. Я, Хинчин ([1]) 对 于 直线 上 的 
分 布 给 出 证 明 ， 此 后 成 为 显然 的 是 ， 对 于 相当 一 般 的 
群 上 的 分 布 此 定理 也 是 正 销 的 ( 见 [2]) .现在 已 经 知 
道 ， 在 包括 直线 上 分 布 的 卷 积 半 群 在 内 的 一 大 类 拓扑 
半 群 ( 见 [3] 一 15]) 中 ， 都 成 立 类 似 于 Хинчин 定 


理 的 因子 分 解 定 坦 ， 
ә 

[1] Хинчин, A. Я 
(197), 1, 6-17 

[2] Panhasamthy, К. R., Као, К. Капа, Varadhan , S 
R.., Probability distribution on localy сотрас! Abdlian 
groups . Ninois Ј. Math., 7 (1963), 337— 309. 

[3] Kendal. D . G , , Delphic semi - groups , infintaly м - 
sible phenomena , and the arithmetic of p- functions, Z 
Yahrschenlichkeitstheor Verw. Geb., 9 (1968), 3, 
163 — 195. 

ГА] Dandson, R., Asithmetic and other properties of cer - 
tain Delphic somi -groups, Z, Wahrsehamjiehkatstheor 
Venw бё. 0 (1968), 2, 120 — 172. 

[5] Rusa, 1. 7. Szkely, G. J , Algebraic probatility 
theory, Wiley, 1989. И. В. Островский #8 

СА Ж I, 的 分 布 是 没有 不 可 分 解 因子 的 分 布 . 
参考 文献 
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2) 关于 Diophamine ЖТ] Хинчин 定理 (1 
Diophautine {ИЗЕЛ ЯНЕ} ( Dibphantine approxima - 
Чоп, metric theory of )) . 潘 一 民 译 
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Killing 82 [ Killing form ; Кҥллинга форма] 

由 W. Killing ([1]) 引入 的 有 限 维 Lie 代数 (Lie 
alggbra ) 上 的 一 种 特定 的 双 线 性 型 . 没 G jk k 上 的 
一 个 有 限 维 Lie 代数 . @ 上 Kiling 型 指 双 线 性 型 


B(x,y)=tr(adx + айу), х, уеб, 


其 中 tr 表示 一 个 线性 算 子 的 迹 ，adx 是 x 在 @ ЕБ 
伴随 表示 亦 见 Lic 群 的 伴随 于 示 ( adjoint representa - 
боп of а Пе group )) 下 的 象 ， 即 由 规则 2 — [x, z] 
确定 的 上 上 的 线性 算 子 ， 其 中 [, ] 是 Li 代数 @ W 
换 位 算 子 ，Kiling 型 是 对 称 的 . 算 子 adx (xe 如) 对 
于 Killing ЭрК, 

В([х, у], 2) = B(x, (y, z])， 对 所 有 x, у, теб. 


如 果 @ 是 6 ЮАН, ДАЯ Кїїгє 型 在 8, 
上 的 限制 是 3。 的 Kiling 型 每 个 交换 的 再不 亿 , 都 
包含 在 Kiling ЖРМ. ПЁ Kin 型 是 非 退 化 
的 ， 则 Le 代数 名 是 半 单 的 ( 见 Li 代数 (Lie alge- 
bra ) ， 半 单 (semi -simple )). 

设 域 上 的 特征 为 6， 则 8 的 导 代数 97—160, б] 
相对 于 Kiling 型 的 正 交 补 性 为 G 的 根 . 代数 3 是 可 
解 的 【 见 可 解 Lie 代数 (Lie algebra , solvable }), ЩН. 
仅 当 @ | 节 '， 也 就 是 对 所 有 ху, гє, B (Lx, 
ойегоп)). 如果 @ ЖАИ (ШЕЕ Lie 代数 (Le 
alggbra，mipotent)) ， 则 对 所 有 x, ye @,B(x, y) 


KILLING FORM 259 


= 0. 代数 оа, ЧАЧА Kiling 836 
退化 的 《Cartan 半 单 性 若 别 准则 ( Санап semi -simpli - 
city criterion )) 

每 个 复 半 总 Li 代数 都 包含 一 个 实 型 开 ( 紧 меуі 
型 ， 见 Lie 代数 的 复 化 (complexification of a Lie alpe - 
bra )), Кіпр 型 在 其 上 是 负 定 的 . 
参考 文献 
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Д. H. Желобенко 所 
【编者 注 】 Kiling 型 是 特征 为 0 的 域 x 上 半 单 Lie 代 
Ж Kiling-Caran 分 类 的 关键 性 工具 . 如果 char #0, 
半 单 Lie 代数 上 的 Kiling 型 可 能 基 退 化 的 

Killing 型 也 称 为 Cartan .Kiling 型 ( Cartan -Kiliog 
form) . 

ЖХ, Х, е 代数 二 的 一 个 基 ， 对 应 
的 结构 常数 是 у, Ах, Х|] = рех, 
208 ). 那么 ， Killing 型 可 用 这 些 结构 常数 给 出 

ВХ, X,)= g, “үлүш. 


度量 ( 张 量 ) 2,, 称 为 Carian 度量 (Caran metric)， 
次 见于 理论 物理 的 文献 中 .利用 о, 可 以 降低 指标 ( 见 
向 量 空间 上 的 张 晤 (tensor оп а vector ѕрасе)) 以 得 
В “ШЕ у = аур. ЛЕТНА Е 
全 反对 称 的 【这 是 Jacobi 恒等式 的 一 个 直接 推 沦 且 等 
价 于 算 子 ad ?关于 В(х, 2) 的 反对 称 性 ; 参考 文中 
ИЖ). 
参考 文献 

[AI] O° Raifeartaigh ‚ L. ., Group structure of gauge theories , 

Cambridge Univ. Pres , 1986 
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[A2] Varadaraja. V. 
(hcir representauons , Springer , терїї, 1984. 

[АЗ] Hunjphros, J. Е.. Introduction to Lie algebras and 
representation theory , Springer , 1972 ( 中 译本 : Ј. Е. 
汉 钊 莱 斯 ， 李 代数 及 其 表示 理论 时 引 ， 上 海 科技 出 版 
Ah, 1981) 牛 风 文 详 


S., Lie groups, Lie algebras and 


消灭 空间 ( X. n) [killing space; убнвающее простран - 
ство] 

纤维 空间 ( fibre врасе)р,:(Х, н) > 天 使 同 伦 群 
m (X.n), У Гел ВА, 而 p, w. (X, n) 一 
m (X) i2 n 时 为 同 爸 . 空间 (X, n) 可 以 按 нЗ 
纳 地 构 作 ， 如 果 (X. a 一 1) С, BJ (X, n) 可 
版 为 典 则 喘 射 


{(Х,п-1) + K(x (X),n—1) 


的 同 伦 纤 维 ， 这 里 K(x.,. (X), n — 1) 是 Eilenberg- 
MacLane 空间 ( Eilenberg -MacLane space ) . 空间 ( X, 
n) 和 映射 p, 的 序列 ， 是 喘 射 “一 X 的 Moore- 
Постников 系统 . 
[ 补 注 】 亦 匈 [AL], 第 8 925 3 
参考 文献 
[Al] Spanier , E. H., Algebraic topology , McGraw. Hill , 
1966 MAM 译 余 建 明 校 
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Кін: 向 量 [Killing vector; Киллинга вектор ] 

更 确切 地 说 ，Kiling 向 量 声 (Kiling vector fieki ) 
PR35335 38 81 (infinitesimal motion). Riemann 流 形 
M E (BS) тавана наси. 更 确切 地 说 
M EBR ХУ Kiling 向 量 场 ， 如 果 它 满足 
Killing 方程 ( Kiling equation ) 


Lxg= б, (0) 


其 中 工 是 沿 X BO Lie 导数 (Lie derivative), g 是 М 
的 Riemann 度量 (Riemann rmetric ) ， 这 种 场 最 早 被 
W. Кіе ([1]) 系 续 地 研究 过 ， 他 也 导出 了 它们 的 方 
程 (*) ， 在 完全 Riemanr 流 形 上 任何 Killing 向 量 场 
都 是 完全 的 (complete })， 即 它 是 一 单 参数 运动 群 的 束 
В. М 上 所 有 Кіпр 向 量 场 的 集合 (М) 构成 一 
个 维 数 不 超 过 n{n +1)/2 的 Lie 代数 ， 这 里 n= 
dim M， 并 且 仅 当 常 曲率 空间 时 这 个 维 数 等 于 n(n 
十 1)12， 所 有 完全 Killing 向 量 场 的 集合 构成 (М) 
的 十 代数 ， 它 是 M 上 运动 群 的 Le 代数 . 沿 Killing 
向 量 奶 方向 的 Lie SARA EBE g 消失 ， 而 且 也 使 
一 切 由 度量 规范 构造 的 场 消失 ， 如 Riemann 曲率 张 
Ж. Rkci 算 子 等 这 使 人 们 能 建立 Kiling 向 量 场 和 
曲率 张 量 的 性 质 之 闻 的 联系 .例如 ， 痊 Ricei 算 子 的 
特征 值 均 不 相等 的 点 ，Kiling 向 量 场 不 可 能 消失 


Kiling 向 量 场 X 作为 余 切 从 ТМБ 
Х: Т Мза а (X) 


ж 了 对 上 由 Riman В ff yE BJ ( Hamilton ) 测 地 
流 的 首次 积分 ， 类似 地 ，M 上 一 个 反 变 对 称 张 量 场 S 
称 为 Kiling 张 量 场 (Killing стог feld)， 如 果 与 它 
ж тм 上 的 画 数 《纤维 上 的 多 项 式 ) 


Sia S(z, ,a) 


是 测 地 流 的 首次 积分 . 确定 Kiling 张 量 场 的 方程 也 称 
28 Killing 方程 (Kiling equation), 作为 T'M 上 的 
ў, В Killing 张 量 场 的 集合 ,关于 由 ТМ 上 
标准 辛 结构 定义 的 Poisson 括号 ， 构 成 一 Ше 代数 
【一 般 是 无 限 维 的 ) ， 
更 一 般 地 ， 设 0: Вер м > W 是 流 形 M 二 的 
k Лр. ИОМ 上 k 标 哥 的 流 形 到 空间 W 的 
GL*(n) 等 变 喘 射 ， 这 里 RR"( 保持 原点 不 变 ) 的 微 
分 同 胚 在 零点 的 & 射流 群 GL*(n) 作用 在 W Б. M 
上 向 量 场 大 称 为 对 绢 Q 的 万 穷 小 让 网 构 (infinitesimal 
automorphism ) ¿& Killing % (Killing бей), 如果 M 
上 对 应 的 《局 部 ) 单 参 数 变换 群 o, 诱导 了 标 架 流 形 
Rep M 的 一 个 保持 Q 不 变 的 变换 群 ph: Qo 81 一 
О. 确定 对 象 Q 的 Killing 场 的 方程 称 为 Lie -Kiling 
方程 (Lie - Killing equation) ， 而 对 应 的 算 子 称 为 Lie 
算 子 (Le operator) ([6]). 
参考 文献 
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动 理学 方程 [kinetic equation ; кинетнческоє уравнение } 

非 平衡 统计 物理 中 的 方程 ， 它 被 应 用 于 气体 理论 、 
空气 动力 学 ， 等 离子 体 牺 埋 、 粒 于 穿越 物质 的 理论 ， 以 
及 辆 射 转 移 理论 中 .， 动 理学 方程 的 解 确定 单个 粒子 动 


ЭРЕ ЕЙ ИЖ. ОТО. 坐标 和 速 
Ж. 

1872 年 工 . Bojtzmann 以 公式 表述 了 气体 理论 的 
基本 动 理学 方程 . АНЖЕ (Ж 
Boltzmam 方程 ( Boltzmatm equation)), 1105} f 3 SJ 
搞 述 作为 分 子 两 体 碱 掩 机 理 所 确定 的 某 种 随机 过 程 ， 
进入 方程 中 的 系数 (有 效 截面 } 由 经 典 力学 方程 计算 . 
通过 研究 动 理学 方程 解 的 性 质 ，Boltzmann 给 出 了 热力 
学 第 二 定律 的 分 子 动 理学 解释 ， 并 确立 了 录 概 念 的 统 
7-0 У (Ж, Вашаш Н 定理 (Boltavann Н -ћоог- 
em))， 最 子 统计 物理 中 的 Boltzmann 方程 、 最 简单 情 
滴 下 是 通过 类 比 于 经 典 情况 予以 描述 ， 代 是 要 应 用 量 
子 右 效 截面 和 考虑 到 对 称 性 要 求 。 对 于 相对 论 性 气体 ， 
Войятапп 方程 以 协 变 形式 予以 表述 . 为 了 获得 气体 
理论 中 能 考虑 到 分 子 的 动力 学 态 之 问 关联 的 动 理 学 方 
程 ， 已 经 发 展 了 一 个 系统 方法 〔【 见 Боголюбов 方程 系 
列 ( Bogolyubov chain of equations)). 利用 这 个 方法 ， 
从 Liomile 方程 {Liouville едизбоп) 出 发 ， 车 应 用 授 
气体 密度 的 顺 级 数 展 开 ， 在 最 低级 近似 下 可 以 获得 
Boltzmann 方程 . 

接 相 五 作用 能 强度 的 竹 级 数 虹 开导 致 带 自治 场 的 
Власов 动 理学 方程 ( Viasov kinetic equation); 7 
后 近似 下 ， 空 间 均匀 情况 导致 Jaaaay 动 理学 方程 (Lan- 
dau kinetic equation ), 描述 所 谓 “ 速 典 空间 户 的 扩散 ”. 

已 经 记 道 非 线性 动 理学 方程 的 少数 几 个 站 格 解 . 
关于 数值 求解 ， 即 使 应 用 计算 机 也 很 困难 ， 较 透彻 研 
究 过 前 是 线性 做 动 理学 方程， 它 描述 对 非 线 性 方程 平 
本 解 的 小 偏差 . 它 与 轻 射 转 移 币 中 子 输送 的 理论 ( W 
辐射 转移 理论 (radiative transfer theory)) 中 ， 以 及 与 
六 子 穿越 物质 前 理论 中 ， 出 现 的 线性 输 运 方程 形式 上 


就 其 向 题 和 求解 方法 而 言 ， 与 中 
关 核反应 堆 及 核 辐射 防护 的 计算 
曾 要 求 创造 出 求解 中 子 和 у 量子 输 运 的 动 埋 学 方程 向 
有 效 方法 ， 也 捧 动 了 线性 动 理学 方程 数学 理论 的 创 
31, 18008 Boltzmann 方程 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 定 
理 以 及 其 洛 近 行为 曾经 被 广泛 研究 过 [1])， 冯 于 线 
性 方程 的 稍 况 ， 在 核反应 堆 数 学 理论 疮 最 一 般 表述 中 
涨 得 了 这 些 定理 (12], [3], [4])， 许 多 问题 曾 经 月 
解析 方法 求解 过 ， 而 在 一 般 情况 下 ， 曾 经 发 展 了 对 其 
.求解 前 许多 近似 数值 方法 ， 对 计算 机 上 的 程序 运算 二 
方便 的 《 见 输 远方 程 的 数值 方法 (transport equations, 
numerical methods ) ) 

关于 项 电 粒 子 穿越 物质 的 问题 ， 经 党 明 结 为 存在 
各 向 异性 散射 情况 下 线性 输 进 方程 的 求解 ， 或 者 归结 
为 线性 化 Ландау 方程 的 求解 (例如 ， 在 粒子 从 物体 
素面 散射 的 角 分 布 的 确定 中 ， 或 者 在 物质 中 带电 粒子 
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能 谱 的 确定 中 ) . 
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[6] Силин, В. П., Введени в кинетическую теорию 
тазоз, М., 1971. 
[7] Соболев, В. B.. Перенос лучистой знергии в атм. 
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В.А. Чуявон {# 
【 补 注 】 ЖЕМ, Boltzmarn 方程 (Boltzmarm equaton) 
的 参考 文献 ， 
参考 文献 
[A1] Cercignani , C , , Mathematical methods m kinctic thoory , 
Plenum Pres , 1969. 
[А2] Сскоірпалі, C.. The Boltzmann equation and its app- 


‚ Вопросы матсматической теор- 


стическая теория), М.. 


lications , Springer , 1988. 
[A3] Carleman , Т. , Problemes mathématiques dans іа theorie 
kinetique ds gaz, Mittag - Leffler Inst... 1957 
徐 锡 申 Ж 
Kirchhoff 公式 [Kirchhoff оппа; Кирхгофа формула], 
Kirchhoff 积分 (Kirchhoff integral ) 
公克 


u(x, 1)= Er [= 120 19,+ 


1 1 ди (iT 
(ра 0, er) 
Е ид + 


i ди ағ 
+ Эг Z | о) 
给 出 了 非 齐 次 波动 方程 wave equation ) 
иаи Maa Mua fx, (2) 
的 解 # 在 点 x = (xi, x; x,)e 0 АЙЕ t #h0 48 
u(x, t). MARI T АЕ 了 池 的 推迟 体位 势 
(х. = + [20120 ao, 
п) r : 


у= (ут. Уз, 73) 


以 及 在 区 域 Q 的 边界 с 上 函数 u(y, 1) 及 其 一 阶 导 
数 于 瞬时 * = + -+ 时 的 值 . 此 处 Q 是 三 维 Бис} 空 
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е ОЛМЕЙ ХУШ И o, n 表示 
了 的 外 法 向 ，r= |x 一 站 是 x Ж y ШИШЕ. 


仿 l [1 дд r) 
- KNC SS] t 
b (x, ор t do,, 
2+ 
Е ae, 
此 处 
а рабу Ет) 1 дт драб, т) 
БЫЗ r r ёп дг 
a0 
= (O, t=) Su ， 


积分 v(x, г) 和 o,(x, гу 分 别称 为 单 层 (single lay- 
ег) к ( double layer ) 的 推迟 势 ( retarded potenti - 
ak). 

Kirchhotf 公式 (1) 表示 方程 (2) 的 任何 两 次 连 
续 可 微 的 解 u(x, !)， 可 表示 为 一 个 单 层 ， 一 个 双 层 
及 一 个 体位 势 的 推迟 势 之 和 : 


u(x,t)=u (x, 1) +0,(х, E+ ox, t). 
当 n(x,t)=u(x) E f(x, i) = f(x) 不 依赖 于 
t 时 ，Kirchhoff 公式 表示 为 
и(х) = 去 (> 40, + 


1 1 
t 4 [| 7 
且 它 给 出 了 poisso 方程 (Poisson equation) Au 一 
= f(x) 的 解 
Kirchhoff 公式 广泛 地 应 用 于 一 系列 问题 的 解决 _ 
例如 ， 若 只 是 以 工 为 心 ，! 为 半径 的 球 |y 一 x| Sr, 
"SOS 
щ(х,)у= —— э 11049 ауз 


re 


so ара | 


+IM.,[W] + + МДФ], (3) 
其 中 | 
Мө1= +— 了 px +иу)аз, 
是 ф(х) 在 球面 |y— x| = 上 上 的 平均 值 ， 
ө) VO) = ui 09 


Ж ф(х) р(х) Ж Ж |x| < R 内 给 定 ， 且 分 别 有 
三 次 及 二 次 的 连续 偏 导 数 ，f (x, 1) 对 jx| <R (0 < 
t<R-|x)) 二 次 连 绫 可 微 ， 则 由 (3) 确定 的 函数 
u(x, t) 是 方程 (2) Ж |x|< R(c< R-—|x|) 内 的 
Cauchy 问题 (Cauchy probjem ) (4) 的 一 个 正则 解 . 
公式 (3) 也 称 为 Kirchhoff 公式 ， 


波动 方程 
Аз = de {5) 


的 Kirchhoff 公式 表示 为 


их.) = (M [o] + + ТАС 


此 公式 值 入 注意 ， 央 由 它 可 得 Huygens 原理 ( Huygens 
principle ) : 在 自 变量 ху, х,, x;， £ 的 空间 内 ， 
(5) 在 点 (x, t) 的 解 ( 波 ) а(х, г) 完全 可 站 o, дф/ 
дп Коф ED) x 为 忠心 [о 为 半径 的 球面 |y х= 
{的 值 确定 、 

考虑 如 下 正规 双 蝎 型 《normal hyperboli type ) 方 
= 
“> акл 
ў а(х), 十 >= Вх), + e(x)u = f(x). 

(6) 

Ё а? (х), b'(x), c (x) Ай f(x) 均 在 菜 
(т +) 维 区 域 О... МАЛ. 所谓 此 方程 是 正 
规 双 曲 型 的 ， 是 指 在 任 一 点 xe Q... Ж, {880—701 
奇异 线性 变换 ， 可 将 形式 


У а), 


ыза 


化 为 形式 


当 独 立 变量 хх 的 个 数 m + ] 是 偶数 
If, JJ Kirehhoff 公式 可 推广 到 方程 (6) ([4]). 在 
№, КАЮ А оо 的 构造 ， 此 p 的 作用 
是 要 将 Newton 位 势 (Newton potential ) 1/r 推广 到 
方程 (6) 的 情形 、 对 方程 (6) 的 特殊 稍 形 ， 


u“ Yu. 9, m= 1 (nod2)， (7) 


推广 的 Kirchhoff 公式 是 


мо, тур0 kk. d 
Le 


(8) 
此 处 了 是 -- 正 数 ，o йт 维 有 界 区 域 Q 的 逐 段 光 
滑 的 边界 ， 点 y 包含 在 Q, 的 内 部 ，n 是 o 的 外 法 
向 .进而 
„Фб ви?" пе |р х]; 


„= Ж =, Кд TL, 


Цио. ОТ у(х, 10) 
对 方程 (6) ， 公 式 (8) 有 了 时 称 为 Kirchhoff-Co5oncn 
公式 (Kirchhoff -Sobolev formula ) , 
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[7] Соболев, C Л., «Докл. АН СССР», 1 (1933), 
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Зид. М. ВЎСРЕЖ: В.И. ЖИА, 8 
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[ 补 注 ] 
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[AL] Baker. В. В., Copson, Е Т.. The mathematical 
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[A2] Schwartz , L. . , Thëoric des distributiors , 2, Hermann , 

1951. 
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Kirchhoff 法 [indhof method; Кирхгофа метод ] 
短波 衍射 理论 中 问题 的 一 种 近似 求解 方法 ， 由 G . 
及 ，Kirchhof 提出 . 在 其 最 简单 形式 中 ，Kirhhoff 的 
方法 归结 如 下 : 2 — 3348 H Hdmholtz 方程 (Hel 
mholtz equation ) 来 措 述 ， 并 考虑 平面 波 被 凸 曲面 x 
散射 的 司 题 ， 在 此 曲面 上 经 典 (Dirichlet) 边界 条 件 ul, 
=0 成 立 . 求解 归结 为 疆 水 在 指定 边界 条 件 下 满足 
Нахћо 378 (A + 2 )u = 0 的 函数 ， 它 可 描述 为 和 
жите + U， 其 中 0 满足 Sommerfeld 辖 射 条 件 
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( radiation conditions ) ， 问 题 的 解 存在 ， 它 具有 积分 表示 


-ee Д Фан) e” dr (|, 


ж} ап, 171 
> 


х= (ху, л, 3), х (х, Хх, Х,), 


Pr 


其 中 0 0п,. 是 沿 的 法 线 的 导数 .法 线 取 为 相对 于 
以 у ЭИ ЭН ШИНАЛАР. БЕЛЕ Е 受 平面 波 
e= 所 照 的 部 分 上 ди/ 9n， 近 似 等 于 由 射线 法 (ray 
method) 所 得 到 的 表达 式 . ЕВИНИ дих) дн, 
= 0， 这 样 获 得 的 表达 式 u, 称 为 u 的 КГ 近似 . 
在 受 照 区 ，xux 和 u 的 几何 近似 ( geometric approxi- 
mation ) 在 其 主要 项 上 是 相同 的 ， 在 受 照 区 和 阴影 区 之 
Тарн В. и 的 渐 近 展开 式 的 主要 项 用 Fresnel 
积分 [ay 来 表达 ， 而 在 阴影 区 ú = 0 (8) 
{ 事 实 上 在 阴影 区 4 减 小 得 比 1/k 显著 快 得 多 )， 
Kirchhoff 法 给 出 对 4 的 一 个 公式 ， 它 在 主要 项 
上 是 渐 近 正确 的 ， 并 且 当 [x| 一 co 时 仍 正 确 . 在 到 
的 后 续 各 阶 ，Kitchhoff 近似 已 不 再 适用 . 
参考 文献 
[1] Нӧш, H., Маџе, A,-W. and Westpfahl, K ., The- 
опе der Bevgung, m 5. Fligge {ei.), Handbuch der 
Physik, Vol. 25/1, Spnnger, 1961, 218—573 
В, м, Бабич JR 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[AL] Robinowicz, A., Die Beugungswelle in der Kirchhoff- 
schen Theoric der Bcugung , PWN, 1957， 徐 锡 申 译 


Kleene - Mostowski 分 类 [ Kleme - Mostowski dlassification ; 
Клинн -Мостовского классификация J 

ш 5. С. Кепе ([1]) 和 А. Mostowski ([2]) 
НОЕ НО ЗОЯ 66 — КЖ. 所 有 递归 谓词 
的 类 同时 用 Il。 Ж Z. 表示 . 对 每 一 个 k>0, ЖУ, 
定义 为 由 一 切 能 表示 为 刁 PRCy. ху 7, х„) 形状 的 
谓词 构成 的 类 ， 其 中 习 是 存在 量词 (quantiferj， 并 且 
R(y, xi, "U, x,) 是 类 Па 中 的 一 个 谓词 ; 而 IL. 
ХЮ RAR A V yR (y, x, сз, х,) 形状 
BR 0 8, OP V e t rabi), НИ 


К (у, x, "U, х,) 属于 类 y... 用 这 个 方法 得 到 类 的 
两 个 序列 : E Ei E, sa 
Zo= I 
n H.H, 5-5: 


如 果 一 个 谓词 属于 zg, 或 П, ВАХНЕЖ j > k, 
它 也 属于 I 和 z, ШЕНЕ /> 大 y Хп, 
ЖЕП, Sx (lm. ME k>0, ША у, 中 存在 不 
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属于 п, 的 谓词 ， 3EB TL 中 也 存在 不 属于 Zs 的 谓 
词 ， 即 NU 天 由, 并 且 IA E, Ф. 
于 类 Z, 或 类 п, 之 一 ， 当 且 仅 当 它 亲 以 用 形式 算术 
{anthmetic ,forma]) 的 语言 表示 . 如果 一 个 谓词 
О (51,77, х,) MT E, (В TL), 那么 -Q(x …， 
x.) 属于 IL (Z0、 其 中 是 否定 符号， 一 个 调 词 
Q(x,, 7, х„) 是 递 全 的 ( 见 递 归 调 词 { recursive predi- 
cate ))， 当 量 仅 当 人 Q(x, U, x) 各 一 Q(x х,) 
БЕТЕ, B Z Ym = Хо П. 如 果 上 >0, 那 
(Ein (Ylli) (500) 2 @. 
定义 于 形式 算术 的 语言 中 的 集会 的 分 类 (dassilica - 
Чоп of sets) 依据 谓词 的 分 类 进行 :一 个 集合 M 属于 
kx{( 或 3 )， 如 果 谓 词 "“x EM "属于 这 个 类 . 
参考 文献 
{1] Кепе, 5. С., Ассшзіус prodicates and duantificrs, 
Trans. Amer. Math. Soc., 53 (1943). 41 — 73 
[2] Mostowki, A., On definable sets of positive integer, 
Fund. Math., 34 (1947). 81 — 12. 
В.Е. Плиско }# 
САНЕ IL 站 З А, 表示 ,Kleene -Mostowski 
分 类 一 般 也 叫做 算术 谱系 (arithmetical hierarchy). 
参考 文献 ` 
ГАІ] Enderon, Н. B., Elements of mcursion theory , т]. 
Barwis: ( ей.): Handbook of mathematical logic , Nor- 
th - Holland , 1977, 527 — 56 Шс EE 


Klein 坐标 [Klein coordinates ; Клейна координаты] 
见 Phicker 坐标 ( Plücker coordinates ) . 


Klein - Gordon 方程 Kitin - Gordon equation ; Клейна - rop- 
лона уравненне ] 

描述 零 自 旋 标 量 或 性 标量 粒子 ， 例 如 x 介子 和 
政 介 闻 的 相对 论 性 不 变 的 量子 方程 ， 该 方程 先是 出 
О. Kjein ([1]) 和 稍 后 出 Ф. А. Фок 作为 第 五 个 坐标 
为 循环 坐标 的 条 件 下 的 波动 方程 建立 起 来 的 ， 不 入 以 
后 由 多 位 作者 (例如 ，W . Gordon ([2])) 在 不 用 对 第 
五 个 坐标 的 这 个 亡 求 的 条 件 下 推导 了 出 来 . 

后 来 的 应 用 证 明了 ，KIlein -Gordon 方程 作为 相对 
论 性 量子 方程 只 有 在 趾 于 场 论 (quantum fiek theory ) 
中 才 是 可 能 的 ， 而 不 是 在 基 子 力学 中 ， 在 [3] 中 给 出 
了 Klein -Gordon 方程 作为 零 自 施 粒 子 的 场 的 方程 的 
解释 .Kkin .Gordon 方程 适用 于 描述 x 介子 及 相应 
场 ; 它 作 为 量子 场 论 基 本 方程 之 一 起 作用 . 

Klem -Gordon 方 注 是 常 系数 线性 齐 次 二 芥 偏 微分 
方程 : 


д д? 2 ГЫ 
Тахт ст 


зу? Жолу Корго # |e=0,0 


其 中 p(x, г) ЕТО) БИР. ЖИТ 
Я. де тс/ Ӯ, m ДОЛЕ. 车 p 是 
实 函 数 ， 刀 Klein -Gordon J # ЖР (8) 标量 
Af; ПТ о 是 复 函数 时， 刚 它 描述 带电 粒子 - 
在 后 一 情况 下 ，(1) и ЛЕНИ 
”的 方程 : 
z д А А 
ааг ре |е) 
( 8) 慰 量 粒子 与 电磁 场 的 相互 作用 ， 由 最 省 代 
换 51ax д0 ах" –іел, т 来 描述 , 任何 自 施 粒 
子 波 函数 的 每 个 分 量 也 满足 Klein -Gordon 方程 ， 但 
只 有 对 于 自 旋 为 0 的 情况 ， 函 数 相对 于 Lorentz -Poin- 
сае 群 才 是 不 变 的 . 
Klein-Gordon 方程 可 借助 于 狄 义 相对 论 中 粒子 的 
能 量 ЕЖЕ p 之 间 的 关系 
2 E ру-ру ре т?с, 
通过 将 物理 是 用 算 子 代 蔡 【 见 [4],， [5]): 
жод # Ó 
ЕТТТ аро РУТ у 
而 获得 . 像 所 有 相对 论 考 方程 那样 ，Klein-Gordon 
方程 可 以 表达 成 Dirac 方程 (Dirac equation ) 的 形式 、 
也 就 是 说 ， 它 可 以 化 成 一 阶 线性 方程 ; 
天 总 -小 (3) 
其 中 系数 Г" E 26 T Die Е (Dirac matrices ) у" 
ЕРЕ, Ж Klein -Gordon ей F, EB: r° YW 
足 对 易 关 系 : 

TTT TT Ts tT, . Ф) 
BUMN, (T.)' = n..T. (Kemmer-Duflin ЯЕ ( Kemmer- 
Dufin matrices)). 这 里 4,, 是 Minkawski 空间 ( Min- 
kowski space) 的 度 规 张 量 . 所 有 г? 都 是 退化 移入 
(dar, = 0)， 因 此 ， 它 们 并 不 具有 逆 和 矩阵 ， 

除了 对 (4) КЕЛА Г, =0, у= 0 以 及 描述 标 
量 场 9 本 身 和 其 棉 度 的 四 个 分 量 的 五 行 和 矩阵 形式 的 
МЕШ, ЖЕК (4) 还 有 十 行 矩阵 形式 的 一 个 
解 . 相应 十 分 晤 函数 包括 势 А, 的 四 个 分 量 和 应 力 F., 
= 260..An 的 六 个 分 最 ， 也 就 是 说 ,方程 (3) 和 (4) 
可 以 同时 给 出 描述 具有 自 旋 1 的 矢量 粒子 的 Proca 
方程 的 一 个 表示 ， 对 a= 0 和 实 фр, 它们 给 出 Махней 
方程 组 (Maxwell equations ) 的 一 个 表示 . 

当 按 照 广义 相对 论 考 卉 到 【性 ) 标量 粒子 与 引力 场 
的 相互 作用 时 ，Klein -Gordon 方程 推广 到 任意 Rie- 


mann 空间 为 


1 д МК 
ҮЗ =F Е АЕ) (5) 


其 中 gur 是 度 规 张 量 ，g 是 矩阵 1а, l 的 行列 式 . 在 
方程 15) 中 经 常 加 上 项 Rg/6， 基 六 R 是 标量 出 
率 ， 则 于 此 项 ， 当 == O 时， 上 义 相对 论 性 Klein- 
Gordon 方程 
1 Й ав д Е 
7 7 o= ГЕТ z£] 人 
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[ 补 注 】 在 [AI]，[A2] 中 推导 出 了 Klein -Gordon 方 
E (1) 的 基本 解 的 显示 公式 ， 关 于 对 易 关 系 (4) 的 
推导 亦 见 [A3]， 
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了 ein 解释 [Klein interpretation ; Клейна ннтерпретация | 

实现 Лобачевский 几何 学 ( Lobachewki geometry) 
公理 系统 的 一 个 模型 . 在 Klein 解释 中 Лобазевский ÉE 
面 被 解释 为 Eudid 平面 的 一 个 实 非 退化 绝对 形 二 次 曲 
ЖЕЕ. Лобачевский 平面 的 直线 实现 为 此 绝对 形 二 
次 曲线 的 弦 (不 包含 顶点 ) ， 直线 MN 的 通过 一 点 P 
的 平行 线 由 与 直线 MN 相交 于 绝对 形 二 次 曲线 上 的 点 
ож 了 的 直线 PU 和 PT 实现 {《 见 图 ). 
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Кеп 解释 中 运动 是 保持 绝对 形 二 次 出线 不 变 的 身 
影 灾 换 .与 度量 有 关 的 量 是 作 换 的 数值 不 变量 : Es 
用 四 点 的 交 比 表达 ， 角 度 用 四 直线 的 交 比 表达 . 绝对 
形 二 次 曲线 可 视 为 Jo5aqeBckHi 平面 的 上 义 点 的 集 СО 
ЖАШ ЖЖ). Kikin 解释 可 推广 至 多 维 情形 ， 
Кып 解释 是 下. Kfein([1]) 提出 的 . 
参考 文献 

[1] Кеа, Е., Ueber die sogenannte Nicht - Eukhdische 
Goometrie, Gort, Мат, (1871), 419 — 433, 

[2] Каган, В, Ф., Основания гсометрин, ч. 2. M.. 
1956 

[3] Ефим, H. B., Высшая геометрия, 5 изд., М 
191. 

[41 Погорелов, А. В., Основания геометрия, 3 изд., 
М., 1968 (339628: Родомоу, А. У.. Foundation 
of geometry, МооһоТ. 1966). А. Б. Иванов PE 

ИМЕП Kkin 解释 又 称 为 Klein 异型 (Klein model), 
ЖЕМ. Poincare 模型 (Poincaré model) . 
参考 文献 
[А1] Norden 。A. 了 .，Elementare Einfuhrmg in dic Loba- 
tschewskische Geometrie、Deutsch，Verlag Wissenschaft ., 
1958 (Ж 520), 
[A2] Coxeter Н. 5. М.. Non-Euclidean goometry , Univ . 
Tomrto Press, 1957. м. WR ж 


Klan 空间 [Klein space; Клейна пространство], Зр 
(homogeneous space ) ` 
“一 个 拓扑 空间 ， 在 它 上 面 定义 了 一 个 该 空间 到 其 
自身 的 同 是 映射 构成 的 群 ， 对 恋 空 间 任 意 商 点 4 和 B 
该 群 有 一 变换 将 4 映 至 B. 
Kkin 空间 一 词 的 来 源 与 F， Kjein (1872) 的 埃 尔 
兰 根 纲领 ( Erlangen ргорат) 有 关 ， 其 中 各 种 几何 学 
由 胡 应 的 变换 群 定义 . А.Б. Иванов 所 
【 补 广 】 又 见 齐 性 空间 ( homogeneous space ) 
参考 文献 
[A1] Kiein Е., The Edangen program, Май. Jelligence , 
0 (1977), 22 一 30 юй. BR 译 


Кіп 曲面 [Klein surface ; Клейна поверхиосль ], Klein 
Ж (Klein botle) 
Ж 1 АОРТЕ ТЕТ (ЖАШ 1 ,а,Р). 
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图 2 
Klein 曲面 可 以 从 正方 形 4BCD ( 见 图 2) 沿 半 
行 于 边 Ар WR SOBRE AB 和 CD 的 点 和 关 
于 正方 形 ABCD 的 中 心 对 称 地 得 合 线段 BC 和 AD 


而 得 到 。Klein 曲面 可 以 拓扑 伐 人 4 维 Eucld 空间 ， 
世 不 能 媒人 3 维 空间 、 
F.Kiein 引起 对 Кып 曲面 的 关注 ( 1824). 

Е. В. Шикиң 扎 
【 补 注 】 Klein 瓶 可 出 沿 丙 个 交叉 帽 ( Мониз 带 ( Mbius 
strip ) ) 的 边界 ， 将 其 粘 合 一 起 得 到 - Кетік К 的 同 
调 群 是 H,(K;2) =Z, Н, (K; Z) =Z @Z (2), 
H, (K;Z) = 0. 它 的 Euler 示 性 数 是 (К) = 0. 连同 
环 面 一 起 ， 是 唯一 允许 具有 无 不 动 点 的 恒 同 映射 的 形 
变 的 光滑 2 维 直面 . 


参考 文献 
[A1] Blackett , О. W .、Elementary topology , Асай. Pres ， 
1967. 
[А2] Jinich, K ., Тороюду, Springer , 1984. 
[A3] Mayer, 1].，Algsbmic topology , Prentiee - Hall 1972 
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Klein ## [Kleinian group ; Клейнова груша] 

扩充 的 复 平面 C 中 的 所 有 分 式 线性 映射 (frac - 
Чопа! -linear mapping ) 

y(z)= asta ,ad-bc=1 

的 群 的 离散 子 群 (discrete subgroup ?下 ， 它 是 真 不 连 
续 群 ， 这 是 说 ， 对 所 有 点 гес, 轨道 { y(z0): yeT} 
ЯЕ A(T)， 它 称 为 群 C 的 极限 集 (limit set of 
ёе group)， 是 C 的 真子 集 . 补 集 О(Г)= С\А(Г) 
称 为 工 的 的 间断 集 (discontinuity 1), ЖЖЖ. Н 
有 具有 下 述 性 质 : 它 的 每 一 点 z 有 -- 个 邻 域 О, ЖР 
所 有 уег\г, 都 有 y(U) 站 U,= Фф. ЖФ 


Г, = (z2er:y(z)=z) 


基 了 在 工 中 的 稿 定 化 子 (stabilizer ) . 若 某 点 2E Q(T) 
ЖЖ г 的 椭圆 元 的 不 动 点 ， 则 T, = (7р, KI J 是 
НАМЫН, ОР УНИ а, Г, 是 有 限 循 环 群 
[cyclic group ). Кет 群 的 基本 理论 是 在 19 世纪 时 
Н. Роса 和 Е. Klein 的 基本 文章 [1], [2] 中 奠定 


的 ; Klein 群 的 名 称 要 回潮 到 Poincare ， 

极限 集 АГ) 或 是 空 集 ， 或 由 一 到 一 个 点 组 成 或 
是 无 限 集 ， 前 两 种 情况 对 应 于 初等 群 (elementary 
group) 《特别 地 ， 全 是 循环 群 ) .车 ЛОГ) 是 光 限 集 ， 
则 它 是 С 的 大 处 简 密 的 ， 内 有 下 对 数 容量 (logarithmic 
capacity ) IJ SE W: f (М зе $ (perfect set)). jN 
常 ， 韧 等 桂 不 包括 在 Klsin 群 中 . 

商 空间 О(г)/г 有 有 自然 的 复 ( 保 形 的 ) 结构 ， 到 
它 的 投影 


л:@б(Г)— NDT 


是 全 纯 的 ， 晶 可 表 为 有 限 或 可 数 个 Riemann 有 曲面 5， 
ВОР 1,5; Ва АЯТ ПК ШДЕТ Г, й 
#0О(Г) BFS РЕЛЕ. Q (T) 本 身分 裂 成 连 适 
分 支 Q,， 其 数目 为 1 ,2 或 оо. ФТ 


Га = Í7eriy(Q,)= Q,} 


НОГ, MD О, 称 为 不 变 分 支 (ivariant compo - 
nent )， 最 多 能 有 两 个 不 变 分 支 ， 公 不 变 分 支 的 Klein 
群 状 得 名 称 Kjein 函数 群 (Keinian function groups ) . 

例 1) Fuchs Ё Fuchsian goup). 每 个 这 样 的 
ЖЕТЕ (或 线 ) ! 不 亚 ， 保 持 环 流 的 定向 并 且 
А(Г)с І. 为 使 (下 - 初等 ) Кол 群 工 是 Fuchs 
群 ， 其 必要 和 充分 条 件 是 它 不 含 侧 观 元 索 . 按照 Klei- 
пап -Poincan 单 值 化 定理 ， 除 少数 简单 情况 外 每 个 
Riemann 曲面 (Riemann surface ) 可 被 例如 作用 在 上 
半 平 而 H = {zeEC: Imz > 0} 的 一 个 Fuchs 群 所 单 
值 化 ， 也 即 精确 到 保 形 等 价 它 果 表 威 形式 НҤ/Г. £ 
在 及 上 引进 双 曲 的 Poincaré R ВЕ 


s= 141 


#55 mz 


А Гг 的 元 案 成 为 非 Euclid ( 双 曲 ) 运动 - 
据 Г 的 作用 在 半空 间 


ВЗ = {х= (хх, Xi): х Tix,eC,x,>0) 


上 的 延 拓 ， 也 对 任意 Кеп # Г вен — Я 
释 H. B+ Г 的 每 个 元 是 对 于 贺 L= C 的 可 数 个 
反 演 的 合成 ， 故 可 考虑 R) 中 由 L 支撑 的 半球 相应 
ЛН. БЖИ Г 不 连续 地 作用 在 К 上 
且 它 的 元 索 成 为 R) 的 双 曲 运动 . 

2) 拟 Fuchs 群 (quasi -Fuchsian groups). Fuchs 
群 的 直接 推广 . 拟 Fuchs 群 是 Klein Ë T, 且 它 使 某 个 
有 向 的 Jordan 曲线 (Jordan curve) Tc C ЖЖ. 于 是 
A(T)cL # А(Г) 1, M r 8093548 Ж 
B, 车 INAGT) @, ЖЕЗ 2 0}. Riemann 
曲面 DAT 和 D, T 是 同 胚 的 ， 其 中 D, 是 1 的 内 
部 而 р, L 的 外 部 进而， 例如， 两 个 同 凸 的 有 限 


Poincars Ж 


型 Remann ШЙ (ШАЛГА TU BB IS ) 可 用 同 
—1МИ Fuchs АМАЛЫ. ЯТЫ ЕАН Fuchs 群 可 用 
ЖЕЗ Н al 8 4 Ñ Fuchs ВЕ (ҖИ НҮП). 

3) Schottky ## ( Schottky group ) .共有 和 牛 成 元 р, 
стэр) М Klein ЕГ. Ú £t 2р 个 不 相交 
的 Jordan 有 曲线 了, 了 1，…, 1, 1,， 界定 了 一 个 2p 
连通 的 区 域 DD， 满 足 


y (DOD =, у, (1) =1,,ј= 1, p. 


这 里 T 总 自由 群 ，Q(T) R 54823 р АЕТ 
жж ?eT\ (л) 是 双 遇 的 或 斜 驶 的 ， 所 有 闭 
Riemann Il ВГ Schottky 群 单 信 化 (这 是 Koebe 
单 值 化 【Koebe uniforrnization )) . 
` 4) ЗД (degenerate group )， 非 初等 有 限 牛 成 
Klein 群 朋 它 的 间断 集 是 单 连通 区 域 ， 这 类 群 的 存在 
性 的 证 明 极端 复杂 ;同时 还 未 构造 出 明显 的 例子 
(1978) ， 退 化 群 是 共有 一 个 不 变 单 连通 分 支 的 群 的 畦 
ЖӨ. ИЯЛ В 群 Cb-group ) 

研究 Klein 群 的 几何 方法 的 基点 大 基本 域 (fonda - 
mental domain) ， 它 昆 一 个 集合 оет), 包含 每 个 
йй r. (za eQ(T)) 中 的 一 个 点 ， 且 它 的 每 个 非 空 分 支 
(р, 是 连 道 的 ， 例 如 ， 对 Sehottky 群 可 取 它 的 定义 
中 指出 的 区 域 D. ШЕШӘ Т ,1 ，…， 上 的 点 
来 作为 o， 通 常 仅 将 o 的 为 郁 作 为 基本 区 域 .对 任何 
Кып 群 ， 都 能 选择 标准 的 基本 区 域 ， 它 由 回 弧 所 界定 、 
基本 区 域 的 性 质 使 人 们 能 阐明 Klein 8 Г 的 结构 ， 作 
出 Klein 群 的 方法 之 一 是 所 谓 组 合 定理 ( combination 
theorem )， 它 指出 了 出 若干 Kien 群生 成 的 群 Г 在 何 
种 条 件 下 仍 为 Klein BE. д, Ий Fuehs 群 T， 
…, 本 ,， 它 们 分 别 作用 在 离开 得 足够 远 的 罗盘 了, 
0, 上， 又 设 取代 表 它们 的 紧 曲 面 DAT,， 分 着 
AÉ ру, M| 下 = 《Ti，…，T, > 是 函数 群 ， 它 代表 
了 与 格 为 pi pa Up. ЯЯ р + tp, É n+ 1 + 
ШШ. 3 维 流 形 (АО) О(Г))/г 的 研究 中 ， 当 
Q(T)/T 是 边界 时 ， 三 维 拓扑 的 方法 基 很 合适 的 

Klem 群 理论 的 解析 处 理 与 自 守 形式 ( automorphic 
form) 有 关 . # 工 是 非 初等 Кып ЊН oo e Q(T)， 
则 对 糙 数 9 > 2， 级 数 Y a ly (2) К (Е Г, = 
{Чүй Дд zEQ(T) E); 相应 的 Poincaré 9 级 数 


2 Лу") 


给 出 权 为 ( 一 2g) 的 自 守 形式 ， 其 中 f 是 QCT) 中 的 
亚 纯 函数 .对 有 限 生 成 的 Кеш 群 ， 这 种 形式 的 空间 
的 维 数 能 利用 Riemmm- Roch 定理 {Riemann -Roch 
theorem) 来 计算 . 这 样 的 群 T 的 几何 结构 由 АЫ 
定理 ( Ahlfors theorem ) 所 描述 ， 按 照 该 定理 ， 对 这 些 
Г. 58 Q(T)JT 由 有 限 个 有 限 型 曲面 S... S. 
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所 组 成 ,内 x ” 在 每 个 5, 上 仅 在 有 限 个 点 上 分 歧 . 
该 结果 准许 定量 方面 的 改进 ,同调 的 方法 也 被 用 到 ， 
这 是 基于 了 在 多 项 式 的 向 量 空间 上 作用 的 研究 ( 见 
[5]) . ЖЕЕ ( quasi -conformal mapping ) 理论 的 
方法 [6], [7]) 在 平面 上 Klein 群 的 理论 中 起 了 主要 
的 作用 . 特别 地 ，Kkin 群 的 形变 理论 依赖 于 这 些 方 
法 ， 而 形变 理论 是 与 Riemann 曲面 的 参 异 理论 密切 联 
系 的 ( 31, Riemarm 尚 面 的 参 模 (moduli of a Riemann 
Surface ) 与 Riemam 曲面 的 共 形 类 ( Rismarn surfaces, 
conformal classes of) ). 沿 着 这 些 方向 出 现 了 Klein Ж 
的 其 些 新 的 类 ， 然而 未 得 到 完全 分 类 甚至 对 有 限 生 成 
的 Klein ВНЖ. 
НЕ Е Кеп 群 相 类 比 . 多维 Euclid 空间 R" 
(n >2) 中 的 Kein 群 被 定义 成 空间 R" = R*U (co) 
的 如 形 自 同 构 群 的 真 不 连续 子 群 ， 它 研究 得 很 不 深 
^з 此 中 出 现 了 完全 新 的 现象 . 
参考 文献 
[1] Ройсагё, H , , Mémoin: sur jg groupes Kicinšens , Айа 
Math., 3 (1883), 49 — 92 
[2] Klein, Р, Neue Beütráge аш Riemannschen Funktion - 
entheonie, Math. Аял., 21 (183), I4{ — 218. 
[3] Ford L.R ., Automorphic functions , Chelsea , repr - 
int, 195) 
[4] Lebner, Ј., Diseontinues groups and automorphic func - 
tons, Amer . Math, Soc ., 1964. 
[S$] Km, 1., Automorphic forms and Kleinian groups , Ben - 
jamin. 1922. 
{ 6] Крушкаль, C. Л., Квазикойформные отображения 
ж римановы поверхности. Иосиб.. 1975. 
17] Bers, L. and Кла. 1. (eds,), А стай course оп 
Kleinian groups, Lecture notes in math, , 40, Springer , 
1974 
[8] Maskit, В., Кап groups , Springer, 1988. 
C, Л, Крушкаль # 
СФР 2461309, ЖШН. ХНЕУ, 5, Е 
变换 等 定义 ， 见 分 式 线性 蜀 射 ( fractional -linear map - 
ріпв). 
Ahifors 布 限 性 定理 的 “量化 的 ” 或 更 精确 地 ， 定 
重 的 推广 的 结果 之 一 为 Bers 面积 不 等 式 ( Bere area 
inequality ) ` 


去 (о\г ший }<2(М-1), 


其 中 N Ж г Вот Ой) Н. 
参考 文献 
ГАН Km. 1. and Maskit, В. (eds.), Riomann surfaces 
and related topics, Proc. 1978 Stony Brook Conf., 
Pnnçetop Univ, Piess, 1981. 
[А2] Ғаҝаѕ, Н. М. and Кта, 1,, Riemann surfaces, 
Springer, 1980. 石生 明 # 许 以 超 校 
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Knaster 连续 统 [Kmster contimmm; Kaacrepa контизу- 
ум], 遗传 连续 统 ( hereditarily indecomposabie 
continutim) ` 

08, Z OF Ж ЫЫ ЖИИ 
前 .一 个 空间 X 称 为 不 可 分 解 的 (indecomposable)， 
тжен, ПЖ ЕН ИМЕШ ИИИ Р 
久之 并 集 . 

这 种 连续 统 存在 性 的 第 一 个 证 明 由 В. Knaster 
《[I]) 给 出 ， 在 普通 正方 形 P 的 所 有 子 连续 统 组 成 
的 空间 中 ， 所 有 Knaster 达 续 统 的 集合 是 一 个 处 处 


и С, 集 ([2]). 
参考 文献 
[1] Кпайег, В,, Un contina dont tout зош .oontinu et 


indécomposable, Fund. Math. , 341922), 247 — 286 
[2] Mazkiewicz . S. , Sur JS continus absolument ndéeom- 
posables, Fund, Май. ‚ 16( 1990), 151-139 
Л. Г. Замбахидзе 所 
【 补 注 】 ЯД ( pseudo ~arc ) 和 遗传 不 可 分 解 连续 
9: { hereditarily indecomposable continuum ) . 
ПЖ, ЭЙЕ Ж 


Kneser 定理 [ Kneser theorem ; Киезера теорема], —+J⁄ 
3 Же B| b @ БА а Ею 

Жз T KM Bin КИН Ж) ШЖ В БЕГЕ ЖЕЕ 
结构 (foliation ) 性 质 的 定理 ， 并 且 描述 了 在 以 闭 叶 子 
为 边关 的 区 域 中 的 非 闭 叶子 的 性 状 ， 这 个 定理 杂 荔 于 
H. Kaeser ( 他 宁 可 说 “ 山 夯 上 的 正规 曲线 族 * 而 不 说 叶 
状 结构 (111). 对 Kneser 定理 的 基本 状况 的 近代 缀 
述 ， 见 [2],[3]), Kneser 定理 最 常见 用 于 与 环 面 或 
Klein ЖЕ ЕЮ РФ А И ЖЫЙ Ж ЕЛГЫ (И. 
Кып 曲面 ( Klein зшїшє)). 轨道 形成 了 在 Kneser Ж 
理 中 所 考虑 的 型 的 叶 状 结构 

曲面 上 一 个 一 维 叶 状 结构 (опо -dimensiomal folia- 
ton) (СБа) 娠 完全 充满 曲面 的 一 族 不 交 曲线 (fH 
子 ")， 使 得 在 每 一 点 ， 存 在 一 个 有 叶 状 结构 出 现 的 从 
нен О, 按照 相应 的 局 部 坐标 хох, 为 一 族 直 线 

= 常数 (更 精 俏 地 说 ， 是 叶子 与 U 相交 的 连通 分 
жуя). 一 个 叶 状 结构 称 为 可 定向 的 {orientable)， 
如 果 在 它 的 每 个 叶子 上 可 以 定义 * 正 "向 (使 叶 地 定 
向 ), 使 对 不 同 的 叶子 ,这些 方 向 是 相 容 的 ( compatible )， 
也 就 是 ， 在 从 叶子 到 叶子 的 连续 变动 下 ， 正 向 永 不 改 
变 符号 . 只 有 可 定 何 的 叶 状 结构 是 由 没有 平衡 位 置 的 
一 些 流 的 轨 进 所 组 成 的 . 

МЕТЕ М ЕЯ X T 35 i 35 ( direction field ) 
сали (беа of line elements )), 也 就 是 说 ， 与 每 一 
个 点 xE M 相 联 系 的 是 在 这 个 点 处 的 切 平 配 T. M D 1 
维 子 空间 1(x) (如 果 M 在 Euclid 空间 中 , 那么 1(x) 
可 以 用 在 x 处 与 M 相 切 的 直线 来 表示 ， 见 图 1) . 如 


果 1(х) 光滑 地 依赖 于 x， 则 这 个 方 启 场 的 积分 曲线 
组 成 了 可 定向 或 不 可 定向 的 一 维 叶 状 结构 . 


图 1 
Kneser 定理 的 主要 内 容 与 叶子 具有 闭 和 非 闭 丽 者 


ЮЖ Ж, ЙЫ Ж ЖИТ НИЖЕ ЧЫ, 
其 中 这 些 区 域内 能 有 三 种 类 型 《 见 图 2， 它 被 理解 成 
长 方形 a )，b) Жс) 站 的 每 一 个 ， 上 面 的 边 必须 与 下 
面 的 边 烙 合 ， 使 4 与 А,В 与 8' 相 粘 合 , 例如 ， 从 
а) 可 以 得 到 “Kneser Б”, 见 环 面 上 的 微分 方程 ( differe- 
ntial equations on а torus) ЖФА). ЖЕНА 
一 片 肝 叶子， 那么 ， 在 长 方形 中 ， 必 须 再 加 上 后 合 
#. ABB. 


А 8' ВТ д 2 日 


a) b) 9 


в 2 

著 处 于 这 些 区 域 之 一 中 的 非 闭 叶子 可 沿 一 个 方向 
无限 地 扩张 ， 则 它 越 来 越 紧 地 将 自己 卷 到 给 定 区 域 的 
闭 叶 上 或 者 到 转 成 该 区 域 的 两 个 闭 叶 中 的 一 个 上 ， 车 
非 闭 时 子 扩张 到 另 一 边 ， 则 它 将 自己 着 到 同一 闭 叶 
上 (在 另 一 边 ) 或 卷 到 上 述 第 二 个 闭 叶 上 . 

只 能 存在 有 限 个 类 型 a] 和 b) 的 区 域 , 类 型 b) 
的 一 个 不 可 定向 的 区 域 只 能 在 Klein Е ЯЯ Яа 
定向 的 叶 状 结构 ; 类 型 “) 的 区 城 可 以 是 有 限 或 可 数 
+. 

Kneser 还 证 明了 叶 状 结构 没有 闭 叶子 的 情形 只 对 
环 面 上 的 不 可 定向 的 叶 状 结构 是 可 能 的 ， 并 入 在 此 情 
撒 中 ， 存 在 一 闭 直 线 L 模 截 于 该 叶 状 结构 并 与 所 有 的 
叶子 相交 ，[ 在 一 般 情 况 下 ， 当 不 假设 叶子 是 光滑 的 和 
时 状 结构 由 革 些 方 商场 定义 时 ， 机 截 理解 为 ; JE L 的 
每 个 点 上 ， 存 在 一 个 坐标 分 域 ， 在 其 中 ， 叶 子 是 由 方 
Ë x, = 常数 定义 的 . L 是 由 方程 x, = 0 定义 的 ,) 
有 关 这 方面 ， 也 可 见 环 面 上 的 微分 方程 ( differential equ- 
ations on a torus). 
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Д.В. Auocoa Ж 
【 补 注 ] 在 文献 中 ， 上 面 所 涉及 的 分 类 的 以 下 结果 背 称 
为 Kneser 定理 : Klein 版 的 任何 叶 状 结构 都 具有 紧 的 
对 子 . 

上 面 提 到 的 "Kneser 环 "也 称 为 二 维 Reeb ЖЖ 
(two-dimensional Reeb components ), 例如 见 [A1] 和 
[A2] 
参考 文献 
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кей W 
Kneser - Tits 假设 [ Kneser - Tits hypothesis ; Кнезера-Тнтса 
Kneser- Tis 猜想 (Kneser-Tits conjec- 


,Geometric огу 


гипотеза), 
ше) 

与 域 k 上 迷 向 的 ， 单 连通 ,，k 单 代数 群 结构 有 关 
的 一 个 狂想 ,这 个 猜想 说 ; 域 上 上 关 向 的 ， 单 连通 ,大 
单 代数 群 (algebraic group ) G 的 k 有 理 点 的 群 G, 出 
它 前 震 么 元 生成 ， 此 猜想 的 稍 欠 一 般 的 形式 是 M . 
Kneser 0600), — ЖЕЕ 1. Tis ([1]). 对 A, 
型 群 ( 见 半 单 代数 群 【scmi .simpk algebraic group ))， 
Kneser - Tits 猜想 等 价 于 淡 中 - Artin 问题 (Tannaka - 
Artin problem ): 有 限 维 体 D 上 的 简约 范 娄 为 1 的 元 
素 的 群 SL{1. D) 与 飞 法 群 D' 的 换 位 子 群 [D', D'] 
是 否 重合 7 Kneser- Tits 猜想 与 代数 类 中 的 融 近 问题 ， 
群 知 的 有 理性 问题 及 代数 K 理论 有 密切 联系 . 

Kneser - Tits 猜想 在 局 部 紧 域 ([2] ) 以 及 全 局 函数 
域 《[3] ) 的 情形 已 被 证 明 ， 进 而 对 特征 等 的 全 局 域 ， 
用 [2] 中 的 下 降 法 证 明了 ，Kneser -Tits 狂想 对 所 有 代 
数 群 除去 E, 和 E, 型 痛 成 立 . 然 而， 出 淡 中 -Artin 
问题 的 否定 解答 知 Kneser-Tits 猜想 一 般 是 不 对 的 
([4)). 由 此 而 对 SL{1, D) 与 [D', D'] 偏差 的 尺 
度 问 题 的 研究 取得 进展 ， 这 个 尺 炭 被 表示 为 简约 Whi - 
tehead 群 (Whitehead group) ( 亦 见 线性 群 (linear 
group )) ， 这 条 路 线 上 所 取得 的 成 果 【[5] - [6]) 构 成 了 
简约 K 理论 的 基础 . [7] 中 证 明了 Kenser -Ti 猜想 
对 西 群 也 不 对 ， 这 转 而 为 简约 西 下 理论 的 发 展 闻 群 了 
一 条 道路 ， 
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【 社 注 】 
参考 文献 
[A1] Prasad, С. and Raghunathan , М. $., On the Kanc - 
ser=Tits problem, Моћ. Halv., 60 (1985), 107— 
121 
[A2] "fits, Ј., Сїгошрез de Whitehead de groupes algëbriques 
Simples sur un corps (Фарз У. Р. Platonov et a!.), 
іп Sém. Bourbaki Exp. 505 (1976/77), Lecture 
Notes in Math., Мої. 677, Springer, 1978, 218 一 
236. БЕЙ # 许 以 超 в 


Kuopp ЗП} [Knopp sanmation method ; Knonna метод 
суммирования } 

ОЛИНА ЖОЙ ВКА Ж — , + Ешег 
求 和 法 的 推广 ， 在 文献 中 也 称 为 Euler-Knopp 求 和 法 
(Eukr-Knopp summation method), B, Euer 求 和 法 
( Euler summation method ). 

M. И. Волков КЖ PE 


纽 结 图 和 连接 图 [ knot and link diagrams ; узлов н заце- 
пленнй днаграммы] 

аен М т. 基本 上 由 平面 投影 组 成 . 
Ë kc R 是 一 个 连接 (link) 和 设 x:R! R: cC R: 
是 投影 x (x,y,2) = (x,y,0). 点 pe x(k) 的 阶 定 
义 为 集合 л (р) ПЕ 中 元 未 的 数目 . 一 个 2 阶 点 称 
为 二 重点 (double point) 阶 大 于 1 的 点 为 多 重点 (mul - 
бре point). 所 谓 多 角 连 接 k йш “(regular 
positon), 如 果 ，1) 它 的 所 有 的 重点 是 二 重点 且 它 们 
的 数目 是 有 限 的 ; 2) 没有 一 个 二 重点 是 顶点 的 象 ， 每 
一 个 连 搂 可 以 通过 一 个 任意 小 的 空间 旋转 变 到 正则 位 
Ж. ШЖ k 在 正则 位 帝 ， 则 对 每 个 二 重点 ， 位 于 它 上 
面 的 分 支 [在 z 轴 方 向 ) 称 为 上 过 桥 【overpass ), 位 于 
它 下 面 的 分 支 称 为 下 过 桥 (underpass ), 为 给 出 在 正则 
位 置 的 连接 图 (diagramj 给 当 它 的 投影 r(k)< R 
和 在 二 重点 截取 一 个 下 过 桥 的 象 ( EL 1) 是 必要 的 - 
如 果 过 接 是 定向 的 ， 即 模 截 每 一 个 分 支 的 方式 已 给 出 ， 
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FI 

则 在 图 解 D ра вела. па ЕН А 
分 支 的 这 种 横 截面 ， 上 过 桥 和 下 过 桥 在 它 的 投影 中 交 
错 ， 则 该 图 称 为 交错 的 (altemating) .至 少 有 一 个 交 
错 图 的 还 搂 称 为 交错 连接 (alternating link) ( 见 交错 
组 结 和 连接 (attemating КаоБ and inks )). 

每 一 个 区 域 .， 喘 到 其 中 多 连接 的 投影 划分 平面 
RR' ,六 有 相应 的 指数 (Л), 等 于 通过 在 у, 的 内 点 附 
近 的 连接 的 每 一 个 分 支 的 投影 所 得 到 的 回路 的 数目 之 
A. 通过 对 相 邻 的 区 域 的 转变 ， 指 效 变化 到 工 为 
止 ， 这 蕴 普 着 每 个 区 域 f. ВРЕ АА Я 
色 . 

平面 上 所 有 图 的 集合 中 ， 等 价 关系 可 以 引 人 ， 其 
中 两 个 图 称 为 等 价 的 ， 当 且 仅 当 相 应 于 它们 的 连接 是 
БИЙ ( 见 同 痕 { sotopy )). 这 使 得 将 纽 结 的 研究 简化 
ЭРЕШЕ ЕЖЕ. БИЖ, ПЖ р, WU D, 通过 
应 用 图 2 中 显示 的 有 限 次 初等 运算 1 —Ш ЖИЕ 
得 到 ， 则 D, — D.. 用 这 种 方法 建立 起 来 的 对 组 结 理 


Уу ГАК 


"I 

论 ( knot thsory) 的 探讨 是 织 合 拓扑 学 的 典型 . 它 出 
现 十 组 结 理论 发 展 的 第 一 阶段 (大约 直 到 20 世纪 40 
年 代 ) - 在 这 个 探讨 的 构架 工程 中 ， 弓 结 的 不 变量 从 
图 开始 定义 ， 然 后 证 明了 结果 不 依 帧 于 图 的 选择 (М 
[1]). 在 现代 发 展 中 ， 不 变量 的 定义 由 代数 折 扑 更 好 地 
给 出 ， 这 使 它 首先 从 几何 实体 中 脱离 开 来 . 

定向 连接 的 图 通常 在 它 的 Seifer 曲面 (Seifer sur 
йе) 的 结构 之 中 , ЩЩ x 是 连接 k 的 定向 区 域 D 中 
任意 一 点 ( 非 二 重点 ) .在 从 x 出 发 的 给 定 定向 的 方 
疝 中 ， 图 D 被 异 截 ， 在 第 一 次 遇 列 二 重点 时 ， 产 后 了 
转向 并 且 运动 在 D 的 定岗 的 方向 中 是 过 续 的 ， 直 到 再 
一 次 回 到 x; 因此 ， 画 出 了 简单 的 闭 国道 ， 称 作 Sei- 
еи 圆 ( Seifert circle ) 图 DD 被 分 成 这 些 Scifet С, 
ЖИПАШҤШРИ@. 对 每 一 个 贺 С. 用 D, 表示 处 十 
六 行 于 R? 的 平 向 中 的 圈 盘 ， 使 得 它 的 边界 投影 在 
С, 上 ,对 每 个 二 重点 a, ЖЕНАТ а, 上 的 全 


JÉ 所 ,, 握 昌 90", 以 使 上 面 的 边 位 于 D. 的 边界 上 ， 而 
下 面 的 边 位 于 ,的 边界 上 ， 如 果 C, BU C, 是 在 
x, 中 相 肖 的 Scifert 下， 如 果 竺 一 次 转变 到 一 个 合适 的 
0. ШАШ 下 = J, D.U U, H, РЕЙД ЖИЙ 
于 连接 k. 这 样 得 到 的 时 曾 是 可 定向 的 ， 一 个 较 简 单 
的 亿 可 能 不 可 定向 的 连接 张 成 的 曲面 可 以 由 在 棋盘 图 
ажр E k Д g 9), 3E BR m ЕШ 
加 ， 转 过 一 个 直角 . 

通过 连接 的 图 来 刻画 连接 前 群 的 表示 的 各 种 方法 
为 大 家 所 知 . 为 得 到 Wirtinger 表示 ( Wirtinger presen- 
we, Еа {上 过 桥 集 ) 的 图 的 连通 分 支 

…, 4 的 集合 ， 它 们 是 依照 由 定向 给 出 的 方向 中 的 连 
КИРИШ Уе е 5509. Ë y 是 与 
t, 相关 的 其 个 符号 ， 对 每 一 个 二 重点 有 y роуа. 
ЖЖ у= Y у, 依赖 于 这 个 二 重点 的 邻 域 中 的 
连接 的 图 是 图 34 还 是 图 3b 所 表示 的 形式 Е 
ЖО у, с „(ФР АНЕ) 表示 和 .上 而 所 提 及 
的 关系 {对 每 个 二 重点 ) 所 给 出 的 群 同 构 于 所 考虑 的 连 
接 的 群 ， 这 样 所 得 的 表示 称 为 上 Wirtinger #2 ( upper 
Wirtinger presentation ) БОТЫН Wirtinger 表示 
(Помет Wirtinger presentation ). 
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18 за 图 3b 

为 寻找 Dehn 表示 ( Dehn рхвсшайоп), ЖИШШ 
/,， 连 接 在 其 中 的 投影 分 开本 平面 并 且 对 每 个 区 域 y. 5] 
进 符号 Г. 符号 7,7. 取 作 村 成 元 ， 而 关系 从 开始 
于 点 e АЛЯ: 一 个 接 一 个 地 等 相应 于 切 于 a, 
的 区 域 的 符号 ， 其 中 ， 如 果 fi 和 7, ИЕР 
桥 的 左边 ， 则 f 和 无 的 度数 是 一 1,， W f, HL f, % 

L. 更 进一步 , 设 = 1， 其 中 f, 是 外 部 区 域 ， 

将 连接 变 找到 闭关 中 的 纽 结 和 连接 图 的 用 途 , ( 见 
ЗЕ ( braid theory)) 在 D 外 选取 一 点 оеп ФА о 
出 发 的 射线 不 包含 二 重点 或 离开 D КЕЕ. ЯЕ 
的 分 支 人 ,之 一 的 完全 模 截 可 以 产后 上 航 投 影 中 的 相 
ЛЕВА ЕЕ o 的 机 同方 向 ， 设 了 是 相反 方向 的 
Myo BE RURA c 使 得 三 角形 cab 将 o 包含 在 它 的 内 
АТ. 其 中 a 和 睫 是 1 的 端点 边 ac 和 pc Ж 
торк) ЖТ - 般 位 置 - 可 以 评 明 ， 在 ! 上 至 多 存在 
一 个 二 重点 . 用 acU bc 代替 D(k》 中 前 1, ДФ, 
如 果 上 不 包含 二 重点 或 是 一 个 上 过 恬 ， 那 么 ， 可 设想 
ac 和 bc 在 以 D(k) 为 它们 的 交 的 所 有 点 处 是 上 过 
桥 .如果 [有 … 下 过 桥 ， 则 取 它 们 为 下 过 桥 . 拓展 k, 
的 结构 并 一 个 接 一 个 地 将 它 应 用 到 所 有 的 分 支 ; 则 得 


#J 的 一 

о 在 同一 边 运 动 ， 
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АМҮ) E Al 表明 了 Seifert НА: 在 嵌 人 一 贺 

盘 之 后 ， 在 每 个 "分裂 " 二 重点 ， 正 如 图 Al 中 所 指出 

ЛЕЕ, ИЛ е. 


个 新 的 图， 在 其 中 ， 等 个 分 支 的 投影 - -直线 
即 К #ЕЖ оК ЯИК ЗК ([2 |). 


图 Al 
对 每 一 个 连接 像 用 辫 一 样 可 以 得到 的 Alexander 
定理 的 详细 证 明 见 [Al] ЖП Ж. 
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Introduction to 


纽 结 群 和 连接 群 [knot and link groups; узлов и зацеп. 
лений труппы] 

阿 构 于 球面 S" 中 的 维 数 为 2 的 连接 (link )k 的 补 
空间 M (k) = 5"\k BU Б ЖЕ (fundamental group ) 
G(k)=xm,(M(k)) 的 一 类 群 . 

对 nn 学 5 的 情形 ， 重 数 的 光滑 连接 的 群 G 以 
有 具有 下 列 性 质 ([31) 而 被 识别 : 1)G 由 и 个 元 素 形 成 为 
正规 子 群 ; 2)G 的 具有 整 系数 的 ПЕЕ H,(G;Z) 
和 G # Z 上 的 平 儿 作用 为 0;3)G 除 以 它 的 换 位 子 
群 G' 的 商 群 是 秩 为 a 的 自由 АБ 群 J. 如 果 G E 
连接 k 的 群 ， 那 么 由 于 在 使 子午 线 等 于 1 后 ，G 变 成 
平凡 群 ， 则 性 质 1) ЁЗ (ЖОК), {Е 2) 从 Hopf 
定理 (Hopf theorem) Ф, ЖТ, B)'(G;Z) 是 
B (Mk); Z) 的 商 群 ， 由 Alexanker 对 偶 性 ( Alex- 
ander duality), 它 等 于 0; 性 质 3) 从 事实 б/с = 
H,(M(k);Z.) 和 Н, (МК) Z.) = J“ 通过 Alcxander 
对 得 得 出 ， 

Ж пе 3 或 4 时 ， 充 分 必要 条 件 还 未 找到 (1984) 
ШЖ n= 3, 则 下 不 分 殊 当 且 仅 当 M (k) 是 非 球面 
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的 , 即 是 型 KK(G ,1) 的 Eilenberg - MacLane 空间 ( Eilen- 
berg -MacLane зра). 连接 分裂 当 昌 仅 当 群 G АХ 
于 1 的 却 格 的 表示 《13]). 有 多 于 一 个 分 支 的 高 维 
(n 24) Жаа тау. ЯЕ Я, 
在 G = Z їй E F ОП] Ë É 4k PR mU ([5]). 更 进 -~ 
Ж. арп 6, 每 一 个 具有 非 球面 补 的 n 维 纽 结 是 平 
АЙ. ЖАШ. Жо n = 3. 84853 UU Ч ВУ 34 g 80 
群 是 自由 的 【[3]). WB л = 3. 为 了 通过 一 般 的 规 
ШЕЕ G (k) 的 表示 ( 见 基 本 群 (fundamental 
Eroup)), Е $° 中 建立 包含 初始 纽 结 的 2 维 复 形 КП 
使 (3 一 并) =1. 之 后 ,KK 的 2 链 为 G(K) 给 出 
的 一 组 生成 元 和 在 K\k 中 提供 1 链 结 出 了 关系 .如 
果 为 反 在 大 上 从 射影 平面 下 面 的 一 个 点 发 出 取 一 个 
狼 ， 就 得 到 Wirtinger 表示 ( 见 纽 结 图 和 连接 图 (knot 
and link бартат )). И КОКА А АВ (ЖЕ ЫЛ] 
部 区 域 ) (8 9100 А ШЕТ АЗЕ, ТТ KAQ Dehn 
表示 . 

k fE 3] 3 (НО (бга согу), 纽 结 图 和 连接 图 
(knot and jink diagrams )) 形 式 中 的 详 述 导致 三 G(k)》 
在 形式 {s:$i= Ls 1 ) 中 的 表示 ， 其 中 О 是 自由 
群 {5,} 中 的 字母 表 s.s ПА, (L. s Lo) = 
П 15, 上 的 一 个 词 ， 此 外 ， 这 种 类 浒 的 每 个 表示 基 从 
闭关 中 得 到 的 . 另外 的 表示 见 [1},[2],[4],[7],[8]， 
+. СЕ Wirtinger 表示 的 对 照 导致 了 G (k) 中 特殊 类 
型 的 对 偶 ( 7). 这 可 以 按照 Fox 计算 用 公式 来 表 
Ж: СОК) 有 而 种 表示 (x;;r,) 和 (y; s.) 使 得 对 一 些 
等 价 B:(x3n) (7355) 有 Өх, = у! Ж 0(ór,/ 
дх,(х,-— )))=е (05, /0у,)(у, 1), 其 中 , 等 式 取 模 
自由 群 的 群 环 到 群 环 GYG "上 的 同 态 核 ， 这 个 对 偶 萄 洱 
着 Alexander 不 变量 ( Alexander invariants ) 的 对 称 性 ， 

便 等 向 题 只 对 纽 结 的 孤立 类 ( 例如 环 画 和 一 些 椒 
ШЕЙК, л, [6], 等 ) 已 解决 .没有 算法 ( 见 
[1]) 区 别 3 维 纽 结 群 和 它们 的 表示 . k 的 更 强 的 不 变 
量 是 由 G(k) ЖЕТИ ЖИ ЖЖ T. 组 成 的 群 系统 
<G,T,> .T, 中 的 子 群 5, 称 为 分 支 k, ЮЛЕ 
( peripheral subgroup ); 它 是 在 基本 群 x, (0 (КЮ 
漫 入 同 态 下 的 象 ， 它 的 边界 是 分 支 k= k ВОЕН А 
МО) 如 果 k, 不 是 从 另外 的 2 球面 的 分 支 上 分 离 出 
来 的 平凡 纽 结 ， 那 么 5, zx,{6NCk)).3N (К) 中 的 
子午 线 和 平行 线 在 s, 中 生成 二 个 元 案 ， 称 为 在 群 系统 
ТЕШ К, 的 子午 线 (meridian )m 和 半 行 线 (pamallel] 1,. 
在 j= 工时 ， 平 行 钱 为 群 G 本 身 在 子 群 s; 中 唯一 地 
决定 ， 但 子午 线 内 是 决定 到 形式 1 的 因子 . 对 < G, 
T, > 作为 不 变量 见 纽 结 理论 (knot theory). Ë G 的 
自 同 构 群 只 对 环 面 连接 ， 对 8 29128 (jstng knot) 和 
对 商 阶 的 ， 关 于 Neuwirth 组 结 ( Neuwirth knot )([2]) 
有 完全 的 研究 ，G 在 不 同 的 群 中 .尤其 关于 < G.T, > 
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的 表示 是 非常 春意 义 的 特异 纽 结 
六 向 的 运 吉 群 中 的 表示 允许 刻画 卡 可 逆 纽 结 . 
的 表示 已 系统 地 研究 过 ， 

如 果 k 不 分 型 ， 则 对 оона Е, K( F; 
1) 的 空间 通常 作为 M Айй, + ( 像 M) 有 2 维 复 
形 的 司 伦 型 ( homotopy Туре). зит, G(k) 的 Abel 
子 群 出 构 于 J R УФ, 特别 地 ，CGUE) 不 包含 有 限 
阶 的 非 平 凡 元 素 ， 对 a= 1, 边缘 子 群 5, 是 АЫ + 
群 的 集合 中 的 极 大 的 ， 只 有 超 环 面 连接 的 群 能 有 中 心 
([10]), 基本 作用 由 包含 G (k) Ж +E L (k) 
起 到 ， 它 的 其 有 定向 分 支 k, 的 并 的 连接 系 教 是 0. йг 
Ж k=1, 那么 ІСК) 是 换 位 子 昔 ;一 般 地 ，G{K) 1 
100) 2. Wb, L(k) 可 以 取 作 МОК) FOR М, 
的 群 ，M (k) 带 有 预 倒 变换 的 泡 限 循环 群 J. 如 果 
F(k) 是 5° 中 以 k 为 边界 的 连通 定向 曲面 ， 那 么 它 
在 M, 中 被 可 数 多 个 曲面 F. 所 覆盖 ， 并 将 M. Pn 
为 可 数 片 Mi ( 其 中 SM, = EU Р,,,). 因 此 。 得 到 
L (k) 是 图 


.例如 Лобачевский 


i j. Ш Н 
" ПАМ 
а тм, ав U 


的 极限 ， 其 中 所 有 i. , 让。 是 诱导 包含 ， 结 果 是 或 者 
它们 都 是 向 构 或 者 设 有 两 个 是 满 同 态 的 ([2])， 如 果 
连接 F(k) 的 号 格 等 于 它 的 连接 的 亏 格 y(k)( 这 样 的 
k 称 为 完全 非 分 裂 的 )， 则 所 有 1,1. 是 同 态 ， 
ЫК) 或 者 是 秩 为 2y+ p 一 1 的 自由 群 ， 工 者 不 是 有 
限 生 成 元 《并 且 不 自由 ， 如 果 约 化 Alexander д 
不 是 零 ， 特 别 地 ， 纽 结 就 是 这 样 的 } ， 一 个 完全 非 分 裂 
有 有 限 生成 元 的 L (k) 的 连接 称 为 Neuwirth 连接 
( Neuvárth ШК). 2 
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А.В Чернавский 撰 
САМЕ — n 连接 Бет PL И (splittable ), 
如 果 存 左 一 个 (n+ 1) 球面 8 SS AL 使 得 L 
碰 到 S"*?\5"+! 的 两 个 分 支 中 的 每 “个 ， 
由 全 成 元 x1,…,x, 和 关系 мое, 得 的 群 的 
ж 0 5 {8 (deficiency of a presentation》 是 n— m 
([A1]). 
参考 文献 
[А1] Lyndon, R. С. and Ѕсһарр, Р. Е., 
Boup theory, Springer, 1977, p. Chapt , H, 8ей. 2. 
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Princeton Ошу. Рт, 1974 
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Combinatorial 


纽 结 表 [knot table; узлов таблица ] 
允许 具有 不 多 于 9 个 重点 的 平面 上 前 投影 的 所 有 
三 叶 纽 结 图 的 表 . 在 这 个 表 中 ， 纽 结 前 记号 是 标准 


ое ®чРЕ a o Ә 


ооб Оррао 


усе 


QO "8 кыру 


коо 


@ g 902 


的 ; 第 一 个 数 日 表示 重点 的 个 数 ， 第 二 个 数 自 ( 注 在 
ТЖ) 表示 组 结 的 序数 ， 例 如 ， 纽 结 7; E R his 5 


个 具有 ?个 交叉 的 组 结 . 在 每 个 弓 结 旁边 用 编码 形式 
ЖИН ТЮ Alexander 多 项 式 A(t) = аы "+ + а" 
+5 +ae (М Alexander 不 变量 ( Alexander invaria- 
nis)). 出 于 每 个 组 结 的 Alexander # 项 式 是 偶数 阶 的 
并 且 是 互 换 的 《 即 a = en-,j， 因 此 ， 给 出 后 面 的 系数 


集合 4a,，… ,qo 就 是 够 了 ;它们 在 表 中 被 表明 ， РИШ. 
ЖЕЙЛИ 8, 写 着 7 一 5 + 3— 1. 这 意味 着 Alexander 
多 项 式 等 于 A (0) = 06317 55+ 705—5 1+ 


3t— ]， 非 交错 纽 结 用 星 号 标明 ( 见 交 错 纽 结 和 连 
ЗЕ ( allernating, knots апа links )). #2£5 83& ñ [1], 
并 作 了 较 小 的 收 正 . 
参考 文献 
[1] Burde , ©, Knoten ，Jahrbuch Ucberbficke Mathematik , 
В.Т. Mannheim 1978, 131—147. М.Ш, Фарфр # 
[ 补 注 】 直 到 10 个 交叉 的 纽 结 表 可 在 [ A1J 中 找到 . 
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纽 结 理论 [knot theory ; узлов теория ) 

一 维 流 形 在 三 维 Euclid 空间 或 球面 5; 中 的 柑 人 
的 研究 . 在 更 广泛 的 意义 上 ， 纽 结 理论 研究 的 课题 是 
球面 在 流 形 中 的 嵌 人 ( 见 多 维 纽 结 (multi-dimensional 
knot)) 和 流 形 的 一 般 柑 人 . 

组 结 理论 的 基本 概念 ，? 或 S' 中 的 一 个 加 的 н 
片 不 交 并 的 柑 人 ( 更 常用 一 它 的 象 ) 称 为 重 数 为 6 
连接 (link of multiplicityp). 重 数 六 = 1 的 连接 称 为 组 
З (оюп). 造 出 一 个 给 定 的 连接 的 纽 结 称 作 它 的 分 志 
(components ). — УЕ ВМИ 225 1828 ( ЕНЕ ( Бо- 
topy)) 82972 038 (type). жт ну 等 价 的 
(equivalent). 位 于 В 中 平面 上 的 连接 “0,…,0" 的 型 
殊 为 平凡 的 《trivial )， хатаана. 
例如 前 结 3, ( 见 纽 结 农 (knot абе) 是 三 раа 
(trefoil Ком), 4, 是 8 字 图 或 八字 组 结 (ев knot). 
由 连接 了 的 一 些 分 支 组 成 的 连接 称 为 工 的 部 分 过 
Ë (partial link). 说 连 措 L ЖИ Сор) 或 分 解 
((decomposss)), ИПЖ НЬ PE IE ПИЕ 52 а 
一 个 2 维 球面 分 离开 . 一 个 连接 称 为 Bnmn (Brunn), 
如 归 每 一 个 部 分 连接 除 它 本 身 外 分裂 

最 多 研究 的 是 分 片 线性 纽 结 ， 明 过 考虑 вр 
请 的 或 局 部 平坦 的 拓扑 柑 人 ， 理 论 本 质 上 归于 分 片 线 
и. 

连接 通常 是 通过 图 来 说 明 的 ( 见 纽 结 图 和 连接 图 
( knot апі link diagrams )). 如 果 在 一 条 有 2n 条 线 的 
办 子 中 СНВ { braid theory)) 上 下 连接 是 由 n 对 线 
身 的 相 邻 喘 点 作出 的 ， 则 得 到 一 个 称 为 2n 交错 (in- 
terlacing ) 的 连接 .从 一 条 办 子 造 出 一 个 连接 的 另 一 个 
方法 组 成 了 办 子 的 闭 包 ， 如 果 R) 中 在 二 个 平行 平面 Tl, 
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和 [1, 之 间 ， 取 2m 条 正 交 的 线 自 并 且 通 过 ПР 
的 m 条 和 IT 中 的 m Ж ЖЕРШ ЕЕ ПРЕ 
起 来 ， 那 么 ， 所 有 这 些 弧 及 线段 的 和 形成 了 一 个 连 
接 .容许 如 此 表示 的 连接 称 为 具有 m 雌 荆 的 连接 ( ink 
wih m bridges ), 每 个 连接 可 以 由 R° 中 一 Генк 
人 安装 在 一 个 闭 曲面 上 ;如 果 连 接 可 以 安装 到 一 

Hiss ti aR k a E, ИИК ЭУЕ (ons) SAR 
盐 郑 镑 状 的 { pretze -了 ke)( 见 环 面 纽 结 (iorus knot ))., 位 
守 一 个 组 结 k 的 管状 邻 域 的 边界 上 的 连接 称 为 上 的 
ЖЖ. {winding). 通过 从 一 个 半 凡 纽 结 出 发 的 重复 分 支 
得 到 的 组 结 人 为 管状 组 结 tubular knot) 或 复杂 的 案 
(compkx cable)” 这 样 的 连接 在 代数 曲线 的 奇 点 研究 
фей; 它们 可 以 解析 地 定 久 为 二 个 变量 的 多 项 式 
ЗЕР ДЕГ ([2]). 

一 个 定向 连接 1, 的 Seifert ШШ (Seiert swface) 
是 紧 定 向 曲面 3;, 3F = L, Ro. #Ж L 的 定 
向 为 下 的 定向 扩 话 导 . 一 个 定向 连接 L 的 写 党 
(вети) 基 L 的 Seifert 曲面 的 最 小 的 气 格 ， 一 股 地 
说 , 亏 可 依赖 于 分 支 的 定向 、 为 了 从 图 ( 见 纽 结 图 和 过 
接 图 (knot and link diagams)) 构造 一 个 Seifert IB 
面 ， 一 个 算法 是 众所周知 的 ; 在 其 些 情形 【例如 对 突 
错 纽 结 和 连接 ( altemating knots and links )), 立即 得 出 
最 小 亏 阁 的 曲面 ， 平 凡 纽 结 〔 但 不 是 连接 ) 的 特性 由 亏 
格 为 替 这 个 事实 所 刻画 . 

在 纽 结 的 型 的 集合 K 中 ， 有 一 个 连通 和 的 运算 
(粗略 地 讲 来 ， 将 一 个 组 结 系 在 另 一 个 组 结 的 后 面 ); 
这 给 出 了 一 个 带 鹤 元 案 的 Abd 半 群 结构 的 K. S 
定义 了 一 个 从 下 到 非 负 整 数 的 加 法 半 群 的 满 同 术 ， 这 
导致 了 非 溯 凡 纽 续 不 能 有 与 连通 和 有 关 的 反 级 结 和 每 
一 个 纽 结 是 简单 《simple)( 妈 不 可 分 解 ) 纽 结 的 和 
如 所 新 知 ， 这 个 分 解 是 唯一 的 ， 因 此 ，K 同 构 于 自然 
йерек. 

S и 的 连接 L= kU: U k, S R) 的 正则 名 
Жш 4 个 完全 环 面 N, 组 成 . 空间 M (L) = 
ишу, 称 为 ( 余 ) 空间 (( complementary ) space ) 或 连 
# L 的 外 部 《exterior). 在 F,= ON, ( 它 的 具 K, 的 
连接 系数 (jnking coeficient) 为 零 ) 上 的 简单 闲 曲 线 上 
都 是 彼此 同 痕 的 并 称 作 第 i 分 支 的 平行 线 (paralles ). 
在 N, 中 但 不 在 F, 上 同调 于 零 的 F. ЕГИ W ti 80 
т, 也 其 彼 此 同 痕 的 ， 并 且 称 为 第 i 个 分 支 的 子午 线 
《meridians ). 一 个 连接 的 空间 M (L ) ЖЕТЕ тү, 
`=, m, S ом (L) 一 起 决定 了 L 的 型 . 这 是 连接 的 主 
要 的 几何 不 变量 ， 存 在 一 个 狂想 : 对 于 一 个 钮 结 k, 
外 部 M(K) 的 拓扑 型 决定 了 上 的 型 ， 对 所 有 的 三 叶 
纽 结 ， 所 有 的 环 量 组 结 ， 对 大 多 数 分 支 和 对 级 结 的 许 
多 其 他 类 都 已 被 证 明了 《 见 [10]) .然而 存在 具有 同 凸 
杂 空 间 的 不 等 价 的 连接 (1). 
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除了 包 络 癌 痕 的 关系 ， 在 纽 结 理论 中 ， 还 研究 了 
其 他 关系 ， 粗 略 地 江 . 连接 之 问 的 等 价 关系 . 两 个 过 
Ж {和 有 相同 数目 的 分 支 ) 称 为 同 瘦 的 ( isotopic) ( 没有 
包 络 的 词 )， 如 果 它 们 作为 赔 信 是 同 疗 的 . 图 1 所 显示 
ЕНДЕР, ШЕЕЙ, 


1 
ж, енотов Г "小 " 纽 结 ， 并 因此 它 的 
研究 可 以 看 作 是 连接 理论 模 纽 结 埋 论 ， 该 陈述 在 下 面 
的 Коеп 的 定理 (theorem of Rolsen) (| 12]) Б 
地 用 公式 表达 了 出 来 : 如 果 两 个 同 痕 连 接 相应 的 分 支 
是 等 优 的 【作为 定向 纽 结 ) ， 则 它们 是 包 络 同 痕 的 ， 监 
于 这 个 结果 ， 同 痕 的 全 究 简化 为 色 络 同 六 
在 纽 结 理论 中 研究 的 另 一 个 等 价 关 系 是 和 谐 性 
(concordance ) 或 配 边 【cobordism ) 流 形 X 在 党 形 了 
中 的 两 个 局 部 学 坦 徐 人 i， 和 i 称 为 和 谐 的 (concor- 
дап) ЕЕН А, 


ЕХх[0,1]) = Yx|0,1] 


使 得 对 所 有 хе X. їх, 0) = (1 (х), 0), іх, 0) = 
(i (x),1). Ж Ж ХЛИ, Y 是 R3 或 
5°, 则 得 到 和 谐 连接 的 定义 .这 个 连通 和 提供 了 具有 
Abel 群 结构 的 纽 结 的 利 谐 类 的 集合 - 该 群 的 零 元 素 是 
含有 平凡 纽 结 的 类 . 与 平凡 纽 结 机 和 谐 的 纽 结 称 为 片 
组 结 (slice knot). 组 结 k 的 类 的 负 元 是 如 下 得 到 的 纽 
结 类 : 改变 K 的 定向 ， 并 取 它 在 任何 平面 中 的 反射 的 
象 . 关于 和 谐 类 的 群 的 结构 见 纽 结 前 配 边 (cobordsm 
of knots). 为 了 构 尘 一 个 片 纽 结 ， 简 单 地 取 平 凡 的 2 分 
支 连 接 ， 在 其 中 任何 一 个 分 支 上 粘 一 根 带子 ， 用 某 种 
方法 扭 动 它 ， 越 过 最 初 的 连接 ， 之 后 把 它 粘 到 第 二 分 
支 上 .在 此 之 后 ， 必 须 移动 带子 的 所 有 的 内 点 以 及 移 
动 已 粘 过 的 边界 点 . ЕЮ. Иш ЫТ ( 例 
如 、 见 图 2). 


CD 


2 
这 个 均 造 的 推广 导致 带 状 组 结 ( ribbon knot) 的 概 
念 ([1]). 有 一 个 猜想 : 每 一 个 片 纽 结 是 一 个 带 状 组 
结 . 连接 的 问 痕 不 蕴涵 它们 的 御 谐 [事实 上 ， 每 个 组 
结 同 痕 于 平凡 妞 结 ， 但 不 是 每 个 级 结 是 片 的 ) ， 然而， 
同 痕 的 连接 是 和 谐 的 ， 如 果 所 有 它们 对 应 的 分 支 是 两 


两 和 谐 的 {[12] ). 

在 连接 之 问 的 另 一 此 等 价 关系 也 巴 经 被 研究 过 ， 
便 如 ， 同 伦 和 等 价 ( 见 [8])- 

纽 结 理论 的 注解 . 余 空间 M(L) 的 基本 群 {furd- 
amental group) G {上 ) 称 为 连接 L 的 群 (group of the 
ink L). 它 是 连接 的 一 个 最 重要 的 代数 不 变量 ， 在 纽 
结 和 不 可 分 解 连 搂 的 条 外 下 ， 外 部 M (L) 是 非 球面 
的 ， 因 此 它 的 同 伦 型 (homctopy type) 决定 了 G (LY) 
连接 是 平凡 的 当 里 仅 当 它 的 群 是 自由 的 〔[8]). 两 个 环 
面 组 结 是 等 价 的 当 旦 仅 当 它们 有 同 构 的 群 ， 更 进 一 
步 ， 群 决定 了 连接 钓 型 这 个 断言 对 组 结 早已 不 正确 
([ 1]). 为 了 从 其 图 来 表示 连接 的 群 ， 有 一 些 算法 的 满 
述 ， 最 广 为 知 道 的 是 Wirtinger 表现 ( Wirtinger presen ~ 
tation). 对 于 连 搁 群 的 性 质 见 纽 结 和 连接 群 ( knot and 
jnk groups ). 

连接 的 更 强 的 不 变量 是 В (group system ) 
«абут с > ,出 连接 群 @( 工 ) 和 通过 子午 线 
类 和 第 i 分 支 的 平行 线 生成 的 子 群 了 ЖОШ ЖОН 
成 ， 纽 结 的 群 系 决定 了 它 的 分 支 的 拓 外 型 ， 一 个 完全 
паалан а С, Н СЕ 
和 连 换 群 )T = G 和 子午 线 ms 了 组 成 的 三 元 组 ( G,T， 
m) 提供 : 两 个 组 结 是 等 价 的 当 且 仅 当 企 它们 的 群 之 
问 有 一 个 同 构 ， 保 持 了 边缘 子 群 和 将 一 个 妊 的 子午 线 
转 到 另 一 个 群 的 子午 线 或 到 k 的 反面 ， 如 何 将 用 纽 结 
的 群 记 表 示 的 它们 的 不 变量 分 类 是 众所周知 的 .与 组 
# k 相连 的 一 个 如 此 的 不 变量 ([11]) 8 k Ж 
八字 组 结 4, 的 连 适 和 的 某 些 分 支 的 群 的 自由 积 ， 在 
这 个 定义 沾 , 可 以 用 任何 男 一 个 纽 结 来 着 代 纽 结 4, 
并 且 这 样 得 到 的 群 意 然 有 了 改变， 但 依旧 是 一 个 完全 不 
变量 . 

可 以 找到 ( 8.|5J) ЖААЙ ЖЕККЕН ЖЕ 
Ж. ЖЕН k 由 它 在 平面 上 的 正则 投影 给 出 ， 并 设 它 
的 所 有 上 过 桥 是 从 1 数 到 n. 进一步 假设 在 某 个 二 重 
点 中 ， 如 图 3 所 示 ， 编 号 p,g,r 的 桥 相遇 ， 叉 设 
I(K) 是 由 具有 关系 4,。 a, = qa, ( 每 个 工 重 点 之 一 ) 
的 生成 元 a，，,…,a,( 它们 的 数目 等 于 桥 的 数目) 给 出 
的 分 配 广 群 . 


“, 
з 
可 以 证 明 { 见 [5]), 首先 ， 广 群 T (k) AF812809 
一 个 不 变量 ， 即 不 依赖 丁 投影 的 选择 ， 其 次 ， 具 有 同 
槐 的 广 群 的 纽 结 是 等 价 的 . 
弓 结 的 群 ， 群 系 和 广 群 其 十 分 复杂 的 代数 对 煞 


并 旦 区 分 它们 常常 不 是 一 体 容 易 的 事 ， 在 计算 中 ， 用 
组 结 和 连接 的 Abcl 不 变量 《 Abelian invariants ) 是 方便 
的 ， 用 了 它 ， 操 作 比 较 容易 〔 例 如 ， 它 们 可 以 用 交换 
代数 来 描述 )， 而 同时 ， 它 提供 了 足够 的 信息 ， 最 主要 
的 代数 不 变量 是 定义 如 下 的 Alexander 模 (Alexander 

Ше). 重 数 и 的 连接 的 外 部 的 同调 群 (homology 
gmup) Hi (M (L)) Ж j {这 里 是 Alexander 对 偶 
( Alexander duality ) 的 结果 》 的 自由 Ара 群 ， 因 此 ， 
对 应 于 G (L) ЮЗА НАВ р: (L) ~ 
м) Z“ 作为 预 梧 变 换 的 群 . 如 果 хем (L) 是 
一 个 基点 及 X, р(х), ME H (ML), X.) # 
在 A, = Z[Z“] ЕМЕА ЯН (有 н 个 变量 
Е Ташен 多 项 式 的 环 )， 该 结构 称 为 连接 L 
的 Alexander 模 ( Alexander module). 在 и = 1 的 条 件 
Т.НИ), X.) ВЕТ н) fa A, 的 
直 和 ; НИНЕ, Gf A Ë Н, СИС) 
为 Alexander #. З Alexander ЇЙ) ЖЕЛЕ š ç Ж 
Ж Alexander ЯУ: С Alexander matrix). ЖТ АЙЕ G ( L) 
的 表现 中 找 出 Alexander 805, АРНЕ Fox 的 自由 
微 积分 (free diflerential calculus of Кох )([1 ]).Alexander 
模 按 标准 方式 (N, Alexanier 不 变量 {Alexander 
invariants )) 给 出 环 А, 的 理想 ( 称 作 初等 理想 ( elemen- 
шу нану ньня л КО 
t) A2 (6), 定义 直到 A， 中 的 单位 . 第 一 
个 多 项 式 AG. U.) 称 为 Alexander 多 项 式 ( Alcxa- 
nder polynomial ). Alexander 模 也 定义 了 理 ; 的 Stcinitz- 
Fox -Smythe 类 ( Steinitz - Fox - Smythe tass of jdeals ) 
{《[8])， 藉 此 帮助 ， 能 够 证 明 ， 例 如 ， 某 些 纽 结 的 不 可 送 
性 (BES k C S° 称 为 可 递 的 (invertable), 如 果 存 在 一 
+ 8° 8) B АЕН 05 ШИЕ, 使 得 将 变 到 相反 
定向 的 上 》 ЯГО ЗА АА Alexander #10 
下 列 性 质 : 存在 一 个 群 自 同 构 f: Н, (M (K) - 
H,(M(k )) 对 任何 ae H.(M(k y, Ж га) = fa) 

连接 多 项 式 有 以 下 的 互 反 人 性质， 对 任意 (21, 出 
A.G.) ВА тр) 全 成 的 坏 A, 的 主 
理想 重合 ， 这 个 事实 揭示 了 在 连接 的 外 部 的 万 有 Abel 
法 大 的 同调 中 的 一 种 基本 奖 的 对 偶 性 (duatity). 对 介 
性 不 仅 给 Alexander 模 强加 了 一 个 限制 ， 而 且 也 赋 计 
它 附加 的 锚 法 结构 例如， 在 组 结 条 件 下 ， 有 一 个 称 
为 Blanchfield 形式 【Bianchfield form) 的 恒定 的 非 退 
化 Hermite 形式 “ 


H (M(L) x H (Й) ~ QCANA 


这 里 A = A, 和 Q (A) 是 信 的 分 式 的 域 ， 关于 这 个 
定义 和 连接 的 该 形式 的 奖 似 性 质 见 [8], 与 Blanchfield 
形式 紧密 相连 的 是 Milno: 形式 (Minor form). 它 在 0 
中 取 值 ( 见 [61). 对 应 于 一 个 纽 结 的 任何 一 个 Seifert 
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出 面 的 Seifart RE DE (Seitert matrix ) 决定 了 在 它 上 的 
Alexander ҜП Blanchfiek 和 Milnor 形式 ([13]). 如 
果 к, ЖЕ, 是 两 个 纽 结 , 那么 下 列 性 质 是 等 价 的 : 1) 
k, 和 大; 有 同 构 的 Blanchiield 形式 ;2)k， 和 k. 有 
同 构 的 Milnor 26; 3)к #1 К, 的 Seifert 矩阵 是 5 
等 价 的 ( 见 [6]) 

连接 的 群 G(L) 到 任何 群 H ЕН ASIS о 
定义 了 -个 以 H AW EYER M (L) 的 正则 
ТИФ (covering). 如 果 Н 是 有 限 群 ， 则 通过 给 蔬 亚 的 
边界 粘 进 一 个 相应 模式 的 半 坏 面 ， 就 得 到 流 形 y.CL) 
各 映射 х (0) 一 51, 它 是 在 上 БТБА РВИ 
ЖЁН ТЕНЕ y (L) L. Bf. B,= НУ) 
是 一 个 Z[B] Ж. 更 进一步 ， 由 于 x. (L) 是 团 的 定 
向 3 维 流 形 ， 因 此 ， 它 定义 了 连接 系数 的 形式 


B Q/Z, 


这 样 ， 对 有 限 群 H 上 的 每 一 个 表现 pg:G(L) -=> H 
对 应 着 一 个 Z[H) 模 号 。 和 配对 {，} 

循环 中 连接 的 群 及 亚 循 环 悦 的 表现 已 经 彻底 地 坪 
究 过 ， 一 个 定向 连接 的 群 允许 安 循环 群 Z ,一 有 一 个 
典型 表现 (图 a 的 类 申 带 工 0) a 的 连接 系数 的 模 п 
ЕНА). 这 个 表现 对 应 于 分 歧 福 登 у (L)— S', 
称 为 连接 工 的 一 Тп ЛАЗУР ЗЬ (mn-sheeted cyclic 
ramified oovering of the link 1). 它 对 应 子 一 个 不 变量 
Св... ЖЖ ИСРА, ТЕШ Seifert 15 Е, BJ 
而 用 具有 Blanchfield 配对 的 Аат 模 来 表示 . 

纽 结 和 连接 的 非常 有 效 的 不 变量 是 Conway 多 项 
式 《Conway polynomial ). 它 的 计算 大 大 地 简单 于 
Alexander 多 项 式 的 计算 (不 必 提 Alexander 敌阵 计算 
它 的 行列 式 ， 等 等 ). 为 了 计算 Conway 多 项 式 ， 
不 需要 它 的 定 久 ， 仅 只 需 下 面前 二 个 性 质 ， 1 Conway 
ЯЙ Vv, (Z) 是 定向 连接 L 的 包 络 同 痕 型 的 -一 个 不 
变量 ; 2) 如 果 工 是 平凡 组 结 , 那么 ү,(7)=1;3) 
如 果 三 个 连接 L.L. 和 La 有 疼 解 ， 它 除 在 图 4 由 
所 显示 的 部 分 外 相 重合 ， 则 


{,}: Тов, В, x Тоз, 


V ..(z)— 


К: 

ХХА 

i ИГ 

84 
САЕНА, П, ЗЕ ВЕ Conway 多 项 式 
等 于 等 . 感谢 性 质 3), 在 分 离 的 二 重点 中 ， 当 图 表 改 
变 时 ， 可 以 导出 Conway 多 项 式 的 变化 ; 清楚 地 ， 在 

有 限 次 这 样 的 修正 后 、 连 接 变 成 平凡 的 了 ， 并 且 在 那 
个 点 ， 计 算 完 成 了 ， 使 得 能 容易 地 找 出 Conway 多 项 
式 的 理论 在 [14] 中 已 得 到 发 展 、 对 于 组 结 ，Conway 


у, (2) = 2%,.(2). 
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和 Alexander 多 项 式 彼此 唯一 地 决定 ， 例如， 从 Co- 
nway 多 项 式 的 知识 ，Alexander 多 项 式 А (г) 由 等 式 
АО) = 0" (1077) 所 确定 ， 

纽 结 和 连接 的 分 类 以上， 出 识别 不 同 的 纽 结 简 
化 到 代数 的 帮助， 完全 代数 纽 结 不 变量 已 受到 注意 . 
计算 弓 结 的 号 格 的 算法 由 Н. Haken 造 出 ， 但 这 不 很 
实际 . 对 某 些 关 ， 例 如 对 变 错 纽 绪 和 连接 ， 有 简单 的 
算法 (也 见 Neuwirth 纽 结 《Neuwirth knot)). 

所 有 几 图 表示 的 至 多 有 1 个 重点 的 组 结 已 被 列 
举 ， 对 少 于 11 个 交叉 的 所 有 纽 结 也 一 样 ( 见 117]). 但 
是 ， 还 没有 证 明 在 这 个 类 上 的 有 11 个 交叉 的 组 结 中 间 
不 存在 重复 ， 对 有 9 个 或 更 少 交 叉 的 三 叶 组 结 的 表 ， 
见 纽 结束 ( knot table) . 

坏 面 弓 结 ， 作 为 具有 二 座 桥 的 组 结 ， 已 完全 分 类 
(ML[16]). 

与 流 形 的 拓扑 学 发 展 有 关 ， 对 多 维 纽 结 和 连接 有 
研究 ;多 维 纽 结 理论 在 几 个 方面 的 发 展 已 优 于 经 典 理 
论 ， 因 此， 通过 配 边 { 见 组 结 的 配 边 (cobordism of 
knots )), 多 纺 组 结 的 分 类 问题 的 解决 是 完全 的 ， 根 据 
АИО. ЖЕНЫ ай 25 ИШ ë P) 5998] 
([15]), 多 维 组 结 最 重要 的 形式 已 被 代数 不 变量 区 分 
开 了 ([6]) . 更 进一步 ， 多 维 组 结 的 同调 不 变量 已 被 发 
现 ， 间 决定 了 它们 的 型 直到 有 限 多 个 可 能 性 . 

组 结 理论 的 应 用 . 纪 结 理论 的 价值 对 3 维 流 形 的 
研究 首先 在 于 每 一 个 闭 定向 3 继 流 形 能 表示 为 球面 9 
的 柳 状 使 得 在 某 个 连接 上 分 又 【Alexander 定理 ( Alexan- 
der theorem)) .进一步 { 见 [16]), 每 个 亏 格 | ( 即 一 个 
透镜 空间 (ens space )) 的 定向 连通 З ИВЕ 
个 带 2 座 桥 的 某 个 连接 的 二 层 分 愤 覆 各 ， 带 2 座 桥 的 
连接 等 价 当 且 仅 当 它们 的 二 层 分 层 覆 盈 同 构 ， 这 个 事 
实在 3 维 流 形 的 描述 中 以 及 在 纪 结 的 分 奖 中 是 有 用 的 

Н 2 的 定向 迷 通 3 8 MUOE JEE TAB з 
ЖЕННИ ЕЛЕЕ; БЕР ВЕНЕ 
is 3 Brio ЖЕГИН ЕКИ + t) ЕНЕН (BL [ 4)). 

由 纽 结 理论 在 3 ЖЕЙ ЕЕЕ P RS — E 
要 结果 是 К. C. Kirby 的 框架 连接 的 计算 (caloulation 


ЛЕВЫЕ L. 一 个 框架 连接 上 定义 了 一 个 4 维 
MU М,, 通过 在 一 个 4 维 球面 上 粘 上 指数 2 的 环 柄 ， 
其 中 第 工 个 环 柄 的 站 合 呐 射 :5S x pi — 55 具有 性 
Ж: 1)6(S'X0)=1;2) 对 任何 x€ ро, É t, 
的 曲线 /.(S' x {х}) 的 连接 系数 是 n, 边界 W, = 
2м, 是 一 个 闭 定向 3 维 流 形 ， 结 果 是 ， 首 先 对 某 个 框 
жиё 工 , 每 一 个 闭 定向 3 维 流 形 同 胚 于 W,, 其 次 、 
Hi 和 W,, 同 胚 当 且 仅 当 框架 连接 L. 能 从 L, 通过 
下 面 氢 述 的 变换 о, 和 2, 或 者 它们 的 道 得 到 ， 变换 л 


出 用 一 个 不 打 结 的 贺 增 补 一 个 框架 连接 组 成 ， 隔 开 嵌 
和 2 球面 的 余 留 分 支取 +1 Ж 一 1. 变换 2, 用 下 面 的 
方式 产生 了 2 个 分 支 [和 1 的 “合成 ": Sl É L Ж 
S: 中 的 小 管状 分 域 的 边界 上 的 一 条 曲线 ， 在 该 管状 邻 
NP, PDRT L 和 1 的 连接 系数 为 n,， 用 圆周 
让 二 村 ,代替 分 支 1, 其 中 b 是 某 个 联系 L B T, 
但 不 接触 连接 上 的 剩余 部 分 的 带子 ， 且 如 果 新 分 区 
1 分 配给 了 数目 n! = ni + n £ 2а, 就 得 到 一 个 新 的 
连接 D. 这 里 a, 是 1 和 1 (用 任何 方式 定向 ) 的 连 
接 系数 ， 符 号 + 还 是 - 的 选择 只 依赖 于 带子 的 定向 
的 方式 . 例如 ， 对 图 5 中 所 示 的 框架 连接 ， 流 
Jë W, 在 情形 a) 中 是 相应 的 透镜 空间 L(n,1), 在 情 
形 b) 中 是 透镜 空 人 LL(pqg 一 1, р) =L (pq — 1, a), 
WE c) 和 d) 中 是 十 二 面体 空间 (dodecahedral space). 


о Ф 
а) b) 


® @ 
с) 4) 
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ТЗН ТЕ ЕР ЕЛЕЕ НАЯ 
途 ， 它 的 应 用 还 包括 平面 代数 曲线 的 奇 点 的 研究 ， 以 
及 在 多 维 情形 中 ， 复 超出 面 沂 立 奇 点 的 研究 ([2]), Ж 
画 上 的 光滑 结构 和 动力 系统 及 层 化 的 结构 . 存在 将 级 
结 理论 用 于 动力 系统 (118]) 和 油 流 的 数学 理论 的 尝试 
([19]). 

历史 信息 . 显而易见 ， 是 C.F.Gaus НАШИ 
结 认 作为 数学 对 象 . 他 认为 弓 结 和 连接 的 分 析 是 “几何 
部 位 "的 基本 对 象 之 一 - Gauss 本 人 凡 乎 没 写 过 有 关 组 
结 和 连结 的 文章 ( 见 连 接 系数 (lnking coefficient)), 但 
是 他 的 学 生 了 .B. Listing 贡献 了 很 多 纽 结 的 专题 文章 
([7])- 

19 世 纪 末 ， 至 少 有 10 个 交叉 点 的 三 叶 纽 结 表 通 过 
Р.С.Тай # C. Little 的 努力 已 遗 出 . 至少 具有 11 个 
交叉 的 交错 三 叶 纽 结 表 也 同样 被 造 出 ， 将 纽 结 列表 的 
问题 有 二 个 方面 : 第 一 必须 自己 确信 列表 表示 是 完全 
前， 第 二 必须 证 明 表 中 列举 的 所 有 纽 结 确实 是 不 同 的 . 
那 时 ， 第 一 个 问题 的 解答 只 需要 组 合 的 推理 (虽然 足 
况 麻 烦 )， 对 第 二 个 问题 的 问答 ， 代 数 拓扑 学 的 不 变 最 
是 必要 的 . 这样 的 不 变量 在 19 世 纪 不 存在 ， 所 以 ， 素 
中 所 列 的 纽 结 的 不 等 价 被 经 验 式 地 证 明 .， 随后 ， 分 析 
ВИТО ШЛИ. 

19% &, H Tiet: 第 一 个 将 基本 群 应 用 于 纽 结 的 
非 平 凡 性 的 证 明 ，1927 E, J.W. Alexander 和 С.В. 


Briggs 应 用 2 或 3 度 分 此 循环 古 杰 的 同调 掩 系 教 区 分 了 
具有 8 个 交叉 的 列 入 表 中 的 纽 结 和 具有 9 个 交叉 的 除 
3 以 外 的 所 有 纽 结 . 1928 年 ， Alexander 多 项 式 出 现 了 ， 
但 它 的 帮助 仍 不 能 消除 关于 84 个 至 多 有 9 个 交 灵 的 纽 
ВАНИ F5E. 最 后 一 步 是 出 К. Reiklemeister 通 
过 考虑 在 出 二 个 半 面 构成 的 分 歧 覆 受 中 的 连接 系数 得 
到 的 . 
纽 结 理论 当前 的 叙述 的 表 泵 在 问题 ({10]) 的 
表 中 给 出 ， 其 中 ， 注 释 和 参考 文献 也 能 或 到 . 关于 纽 
结 理论 的 类 似 的 文献 也 能 在 {1],[8],[9] Ф). 
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log. 22( 1983), 47—82 
M. Ш. Фарбер, А. В. Чернавский j 
【 补 广 〗】 在 纽 结 理论 中 ， 最 近 已 发 生 了 非凡 的 罕 破 性 的 
进展 .这 开始 于 1984 年 ， 发 现 了 一 个 新 的 《二 个 变量 
的 ) 多 项 式 不 变量 ，Jones 多 项 式 (Jones polmomia )， 
能 区 分 开 有 相 疝 的 Alexander 多 项 式 的 一 些 纽 结 ( [A4]， 
[А5]). 继 Јо 多项式 之 后 ， 立 即 又 有 另 一 些 新 多 项 
式 不 变量 ， 第 一 个 是 所 谓 HOMEFLY 多 项 式 (HOMFLY 
polynomial )([A9]), 不 久之 后 ， 又 有 几 个 其 他 的 独立 
发 现 、 
这 些 "来 自 "数学 中 的 域 的 多 项 式 ， 以 前 主要 认为 
不 涉及 到 纽 结 理论 ，von Neumann 代数 ( Jones 多 项 
式 ), 格子 统计 力学 中 的 精确 -可 解 模型 ， 量 子 场 论 . 
№, ВЛА Јоле 多 项 式 * 属于 ”Potts 模 ( Potts 
moda), B. HOMFLY 多 项 式 和 Kauffinan 多 项 式 
(Kauffman polynomial ) 两 者 都 有 属于 另 一 个 “ Yang - 
Вахісг 模 ”( Yang - Baxter models) 的 特性 . 在 所 有 这 些 
中 ，Yang - Baxter 方程 (Yang - Baxter equation ) 起 了 中 
心 的 作用 ， 
有 关 这 些 内 容 的 最近 的 文献 选集 是 [A4] -- ГА. 
像 Conway 多 项 式 【 见 上 面 的 主体 文章 }，Jones 
多 项 式 能 用 某 些 “运动 " 来 说 明 变 化 的 纽 结 ， 明 显 地 ， 
在 复制 DNA 中 ， 本 身 出 现 不 打 结 和 打 绪 ， 这 些 运动 
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纽 结 和 连接 的 二 次 型 [ knots and links, quadmatic forms 
оГ, узлов и зацепленнй квадратичвые формы} 

与 三 维 纽 结 和 连接 有 关 的 形式 ， 这 些 形式 的 某 此 
不 变量 是 纽 结 彻 连接 的 间 痕 型 的 折 扑 不 变量 ， 纽 结 和 
连接 的 一 次 型 是 作为 Seifert ЙЫ ( W, Seifert 矩阵 ( Sei 
fert matrix )) 的 对 称 化 的 结果 产生 的 .如果 У 是 连接 
Clink) 工 一 (3 .1) 的 байге 流 形 (Sefert шапкі), 
而 


0:H (V:Z)@H,(V;Z)-- Z 
是 Seifert Мз], ДА 
alo 90.) = 000, @u,) + 0(,@ 5.) 
给 出 的 对 称 双 线性 形式 
4:H,(V;Z)@ H. (V;Z) — Z 


称 为 连接 L 的 二 次 型 《quadratic form of the link). JÉ 
д НЕМА 所 描述 ， 其 中 M t Seifert W: 
ИНВ” ЖИН. Ж у 本 身 不 是 连接 工 的 不 
变量 ， 然 而 它 的 符号 差 ¿(q)eZ 和 Minkowski 单位 
©,(дуе{ 一 1,1}) 不 依赖 于 Seifert 流 形 的 选择 ， 其 中 
了 是 一 个 素数 ， 它 们 分 别称 为 连接 L 的 符 号 差 (signa- 
ture) 和 Minkowski 单位 (Minkowski шй) 并 表示 为 
stL)= в{4),С,(1.) = С,(9), 形式 q 的 根基 的 维 数 
n(q) 也 是 L тав. Жп) =п(4) +1 Ж 
为 连接 L 的 零 化 度 ( nullity of the nk), 有 不 等 式 : 
уж <x(L) SA(L), 其 中 d( 上 ) 是 连 楼 上 的 Seifert 
流 形 可 能 有 的 连通 分 支 的 最 大 数 ，K{ 工 ) 是 重 数 ， 即 
连接 上 的 分 支 数 . 

Ë 入 是 具有 NN 人 门 81=6N = 的 球 р 的 局 部 
平地 БРЕ. N 的 等 格 h(N) 由 下 面 的 不 等 
ҖИ: 


2h(N)+ n(L)—-nR(N)2> 


2 |e(L)|+In(L)-n(N)|, 


其 中 АМ 是 N 的 分 支 数 是 ， АСМ) 的 下 界 称 为 上 
84548 (4-gems) Ж 格 (lower penus ). 计算 各 
种 连接 的 低 三 格 的 任务 忆 最 小 可 能 气 3 格 的 闭 定名 曲 
面 所 实现 前 4 维 流 形 的 2 维 同 滑 类 的 问题 密切 相关 、 


KNOTS AND LINKS, QUADRATIC FORMS OF 


每 一 个 特殊 的 交错 组 结 ( 见 交 错 纽 结 和 连接 ( alternating 
knots and links )) 的 低 亏 格 等 于 它 的 亏 格 .省 半 与 Ale- 
xander 多 项 式 ( 见 Alexander 不 变量 (Alexander 
invariants )) 的 度数 的 一 半 相 一 收 . 一 个 片 纽 结 ( 见 纽 
结 的 配 边 (cobordism of knots )) А05 5 В 2 89 di 5 . 
一 个 组 结 的 符号 差 和 Minkowski 单位 出 它 的 配 边 类 所 
Buz. 在 Z 中 取 值 的 S 中 的 1 ЖИН ШЕ МЫЛ ЕЙ 
“в, Е НОЕ АРЕ, Е 


ТПА, АВО ge. 一 个 纽 结 所 组 的 次 数 
不 小 于 符号 六 的 oF. 
钮 结 和 连接 的 二 次 型 与 球 ре ВВ y: 


紧 窗 相关 ，D* ЯЯ NOS = DN =] 的 定向 2 
ЖЕНШ N cD* 上 面 的 分 此 . 特别 地 ， 连 接 L= (57, 
Т) 的 符号 差 和 和 Minkowski 单位 等 于 流 撒 三 “的 相应 
的 符号 差 和 Minkowski 单位 . 边界 дуб= yt, dk 
在 上 上 的 球面 8; ЈИ, АІ 的 一 个 不 变量 
在 组 结 情形 ，FH,{*; Z) 是 有 有限 群 ， 这 个 群 ， 与 连接 
的 条 数 的 形式 


НЕ 7)®Н (z); Z) ~ 0/7. 


一 样 ， 用 下 面 的 方法 定义 了 纽 结 的 二 次 型 .具有 侦 对 
的 群 , 或 Va (V- group) 其 由 有 限 Abel 群 G 和 非 退 
化 对 称 双 线 性 形式 n; G @ G —Q/Z 纪 成 的 偶 对 (G， 
Н). 每 一 个 对 称 的 非 退化 整数 n x 矩阵 4 决定 了 如 
ТИВ (О, п): Ë G 由 下 面 定义 的 关系 式 的 
ЖЖ gg 生成: Уа, =0,i=1,…,n, 其 
НА = ра, |, Miz(9.g2,) 8 1 P| P А, 
1) 个 数 ， 结 果 是 , 通过 纽 结 的 二 次 型 前 年 陈 M +M' 
用 这 种 方法 定义 的 V WS T WJE ТЙРЙ 
(B.(z'; 4)X( М [4],[9]). V 群 的 数值 不 变数 用 ВЫ - 
nchfield -Fox 方法 找到 ([5]). 大 助 于 它们 的 帮助 ， 在 
某 些 情况 下 ， 可 以 找到 有 辐 构 群 的 不 闻 的 纽 结 

在 纪 结 上 分 战 的 89 ЖС БИЕШ ПЕ НЕШ Л 
ЯНЕ ЕТ 该 不 变 
жетинин 
fam of knot). 一 个 纽 结 的 正则 找 影 分 平面 为 区 域 ， 可 以 
用 唯一 的 方法 ， 着 上 黑色 种 白色， 使 得 无 限 区 域 с, Е 
黑色 , Н{Е ИЮ АО О Z E] 5 Bi 设 Ch， 
7,6, 是 所 有 蛙 色 区 域 ， 纽 结 图 的 每 一 个 二 重点 x 用 
上 面 的 方法 对 应 于 某 个 数 4 (x)e {一 1,0,1}. Ë x 
ЕЙТЕК С, 和 G, 的 公共 边界 上 的 一 点 . 如 
Жік, у(х) = 0. 如果 19 А, ДШ у(х) = 1 4 
НОН @ ЖОЙЫ УТО А E 34 ВЕ ЮГЕ 
B; 在 相反 情形 、n(x) = 一 1 人 们 可 构造 下 面 的 
пхп A= а, 1. 其 中 a, EA F akar P sa G, 
的 边界 上 的 二 重点 x 的 所 有 数 (x) n, 而 对 iw k, 
wx 通过 到 所 有 数 jy (xXx) 的 和 的 相反 符号 得 到 ， 其 中 x 


NGB G, Ж G, 的 所 有 公共 边界 点 ,形式 也 = Уг а„х,х, 
你 为 组 结 图 的 二 次 型 . OB A= Па, 由 组 结 的 类 型 
决定 ， ара 个 应 下 的 连通 关系 : BBW ОЕ а 
连通 的 {connected ) 是 指 可 以 止 下 列 的 有 限 次 运算 从 
二 个 得 到 男 一 个 : Q1:4 + тат, ШР 是 整数 
么 模 矩阵 ， 


‘hea 

和 和 它们 的 递 ，4 的 行列 式 的 模 是 纽 结 的 - - 人 
称 为 纽 结 的 行列 式 ( determinant of the knot). 对 每 

а, бле Нат |a (— 1), 其 中 A (t) 是 АК 
xander 多项式 ( Ж. Alexander 不 变量 ( Alexander invaria- 
nt). 通过 仔 何 图 的 .二 次 型 的 矩 降 ， 用 上 述 的 方式 定 多 
的 V 群 巧 纪 结 的 一 个 不 变量 .更 进一步 ， 该 V 群 同 
构 于 在 连接 K 上 分 歧 的 球面 S' 00 2 БОЯН V BE 
(H (Z); Z), A). 
в=ха 
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ИМ 7 上 的 次 型 了 的 根基 (radical of a quadratic 
form q) 起 所 有 аср 的 空间 ， 使 得 对 所 有 bey， 
9(a,b)= 0, 这 里 p 是 连结 q 的 对 称 双 线性 形式 . 

二 次 型 4 的 Minkowski 单位 ( Minkowski unit of 
a quadratic form q) 与 q 的 Hasse 不 变量 相同 ， 也 称 
为 Hasse - Minkowski 不 变量 ，Hasse 符号 和 Hasse - 
Minkowski 符号 ， 对 其 定义 ， 见 Наво 不 变量 ( Насс 


invariant ). 
参考 文献 
[Al] Rolfsen , D... Knots and links, Publish or Perish ， 
1976. MW 详 


З 9018 [ knotted sphere ;заузленная сфера) 
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4 维 Eudid 空间 Е 中 的 非 平 几 二 维 纽 结 ( two- 
dimersional knot ); 球面 5°, 它 不 能 用 位 于 半空 间 E? 
中 的 纽 结 弧 k 绕 以 此 半空 间 为 界 的 半 面 在 Et 中 的 旋 
转 而 得 到 ， 纽 结 球面 的 基本 群 теве 52) ЖНА 
( 见 纽 结 群 和 连接 群 ( knol and link groups)). 
参考 文献 

[1] Cosel, R. H. ам Fox, R. Н., 
knot theory , Ginn , 1963 
M. И. Войцеховский Ë ФК 译 


Introduction to 


小 平 维 数 [Kodaira dimension ; Коданры размераость] 

以 小 乎 邦 庆 命 名 的 代数 往 (algebmic variety) 的 一 
个 数值 术 变 量 ， 他 首先 指出 这 个 不 变量 在 代数 租 分 类 
理论 中 的 重要 性 . 

Ë VE dEB UR, Oo. TY = P(n) 是 出 线性 系 
(linear system)|m K,| тж X Й # EB Bh BF (таболаї 
mapping), 其 中 K, М 上 的 典范 类 ( canonical dass ). V 
的 小 平权 数 (У) 被 定义 为 max, , (dimp, (И) I 
ЖАЙ и> аку, ИЛЯ ки) = 一 oo， 

ЛЕЕ OE ИЖА, ажа. тыуа 
价 类 的 代表 元 无 关 ， 
БИЛЕМЕН С.ч m 充分 大 时 ， 有 估计 式 


mm") < dim|mK,| & но, 


这 里 a, 8 是 某 个 正 数 . 如 果 кеу) > 0, ЛЕЕВ 
的 满 态 射 f: V — W 使 得 : a) 双 有 理 等 价 于 V;b) 
к{У)= dim W; 对 其 个 稠密 开 集 U = W , 所 有 的 纤 
维 f (о), oe U, e 055838 ( 即 小 平 维 数 为 零 ) , 
小 半 维 数 的 概念 已 经 被 推广 到 把 线性 系 |m K, | Ë 
的 典范 Ж K, 更 换 成 任意 除 子 (divsor)D 的 情形 ( 见 
21). 
参考 文献 
[1] Алгебраические поверхности, M., 1965. (Tp. 
Матем. ин-та АН СССР, т. 75). 
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t. Soc. Japan , 23 ( 1971), 356—373. 
И.В. Долгачев 所 
【 补 注 】 设 ХОЗЕ ЯТ ЯНИ ( complex manifold ), zy 
是 天 上 的 典范 从 .截面 的 典范 配对 


ГОХ, 9") OT (KBE ) > ГОХ) 


使 得 C@ ps ГОХ, ж) 成 为 一 个 交换 环 КОХ), 被 
称 为 X 的 典范 环 (canonical ring). 可 以 证 明 R (X): 
有 限 超 赵 次 数 ，tr deg 《R(X)) ох tiep pakan 
在 可 以 拱 述 为: 

kK{X)= 一 四 ,者 R(Xy#= C, 


280 КОРАТКА THEOREM 


к(Х) = 1с дев(А(Х)) -1, 否则 . 
不 等 式 c(X)<a(X)<dim(X) 总 是 成 立 的 ， 这 里 
а(х) X По СИЕ ( {algebraic dimension), B| X F 
СПО K 3k. E P. (X) = һ°( ж") = 
dmH"( 94%") É ХЮ тї (ты plurigenus ), ЖИТ 
ik (X) = == , 当 且 仅 当 P， Ху 二 0 对 所 有 的 m > 
l;H)<(X)= 0, SHR0032Dm 21, Р, ( X) = 
8 0й)к( Х) = k,1 < k < dim (X), ЧНЧ 
P. (X) m* 增长 ， 即 当 县 仅 当 存在 整数 k 以 及 严格 
下 的 常数 а,Ь, 使 得 ат‘ < Р(Х) <Ьт 对 大 的 m. 
公平 维 数 也 称 为 典范 维 数 (canonical dimension ). 
关于 对 数 小 平 维 数 ( (орали Kodaira dimension) 的 
на, Бя ТА], 第 11 章 . 
参考 文献 
[Al]Barth, W., Petes, С. and Ven, А. van Фо. Compact 
complex surfaces , Springer , 1984. 
[A2] Мака, S ., Algebraic geometry , Springer , 1982, Chapt , 
10 . ил 详 


小 平定 理 | Kodaira theorem ; Коданры теорема ], 小 平 
HK SE B { Kodaira vanishing theorem ) 

类 于 上 同调 群 нех) < йш X) 消灭 为 堆 
的 定理 ， 这 里 ZL 上 L) 是 紧 复 流 形 (complex manifold ) X 
上 上 秩 1 的 负 向 量 从 《negative vector bundle ) #8 &# 
ИА. 小 平 的 上 回调 销 灭 定理 的 等 价 叙述 是 : 


H'(X, (L @ KR) =0,1>0, 


ЕТК 1 的 正 向 量 愉 (positiv vector bundle)( 这 里 К, 
Ж ХЕШ ЖТ). ЛВ ( divisor) 的 语言 ， 小 平 
的 上 少 灭 定理 可 以 表达 为 矿 (X.A( ~D))=0 对 
1< dm X 以 太 任 何 满足 以 下 条 件 的 除 子 D: 对 某 个 
п>. aD 是 X 在 某 个 射影 伐 人 里 的 超 平面 截 口 ， 
ЕЗ О(1]у( 亦 见 [2]) 用 超越 方法 证 明了 这 
个 定理 ， 把 它 作为 关于 代数 曲面 上 伴随 系 前 正 则 性 的 
经 典 定理 同 任意 维 数 的 推广 . 存在 有 正 特征 数 的 域 上 
的 正规 代数 曲面 的 合子 ， 对 地 这 个 曲面 ， 小 平 的 上 同 
Н ЕТ ЗЕ C[4]). 
对 于 任意 向 的 全 纯 向 量 从 ， 当 它们 在 J. Макато 
OD 的 膏 义 下 为 负 时 ， 小 平定 理 仍 成立 .以 下 的 
结果 也 是 小 平定 理 的 推广 


НХ, О) = 0 ўрта, 


这 里 ВИШ X 上 前 ， ЖЕ ТАВА, О (у= 
От 2 上) 是 联 值 在 L 里 的 p 次 全 纯 形 式 ( hobmor- 
Phic form) 的 层 ， 对 于 弱 负 向 其 从 L, p + i < dim X 
一 上 时 上 同调 消失 . 对 于 83236 ( weakly-complete 
manifolds ) X, 3 26482] T ЕЕЕ РРР зле 


ИЛЕ ЕГ ЭСН ЖАЛП & ( рішіћагтопіс 
function) ç ЁО й, 使 得 对 所 有 的 ceR 以 及 对 其 
£ n = dim X 个 已 数 无 关 半 纯 函 数 的 紧 复 空间 X, Ж 
@{хеХКа(х)<с} Ж ХН ( 见 [5])， 
参考 文献 
11] Kogdaira, К., On a differential peometric method in the 
theory of analytic stacks, Proc. Nat. Acad. Sei USA, 
39( 1953), 1268 — 1273 
[2] Wels.R .O ., Јг., Diffeential analysis оп complex mani- 
folds , Springer , 1980 . 
13] Mumford , О., Рибююр® Ш. Ате J. Маћ., 89 
(1967),1 ,94— 104 
[4] Zarski, О., Alpebraic surfaoss , Springer , 1971. 
[5] Итоги ызуки. Алгебра. Топология. Геометрия, 
15 {1977),M „93—171. И.В. Долгачев 所 
САМЕ ТРОЕ ЛЕККЕ А E 3E50 48869 Ура ER 89 5 #|. 
是 M ,Raynaud ([ A1]) 8810. Е. Viehweg 各 川 又 雄 
二 部 给 出 了 小 平定 理 的 更 强 的 版 本 ([A2] ) 
最 近 又 得 到 了 小 平定 理 许多 排 广 ， 参 见 [A3] 
参考 文献 
ГАІ] Raynaud ，M ., Сопіњехалріе du “vanishing theo- 
mem” еп Cauctéritique р> 0,in С.Р. Ramanujam À 
Tribute , Ѕрппвег, 1978, 273—278. 
1 A2] Viehwe , E.., Vanishing theorems and positivity іп algeb- 
mic fibre spaces ,in Proc, Intemat . Congress Mathema- 
ticians Berkeley, 1986, Vo]. 1, Алег. Math ,Soc ‚1987, 
682 — 688 
(АЗ ] Колаг, J ., Vanishing theorems for cohomology groups, 
in 5.7. Bloch (ed.): Аргас Geometry Boudoin, 
1985, Ртос. Symp. Pure Math., Vol. 46, Алет. Math. 
Ѕос., 1987.233—243. 陈 志 杰 ж 


Кофе ФЙ [Kosbe finwtion; Кебе функция] 
函数 


w=fG)= (= TS = 


= z+ пе" От 
= 


其 中 ӨЄ[0,2л). 这 一 函数 首先 被 P. Koebe 所 研究 
СТ). Koebe ИНЕ 1z| < 1 映射 成 具有 一 条 裂 
纹 前 w 平面 裂纹 是 从 点 -ea /4 出 发 的 射线 ， 它 
的 延长 线 包含 点 w = 0. Koebe 函数 是 单 叶 函 数论 中 
一 系列 问题 的 极 信 活 数 ( 见 Biberbach 猜想 (Bieber - 
bach conjecture ) ; 单 叶 酒 数 ( univalent flinction) ). 
参考 文献 
[1] Кое, Р., Ucber die Unifommisienmg belicbiger analy- 
tischen Kurver, Math Ana., 69 (1910), 1—81 
[2] Hayman. W. К... Coefficiert problems for univalent 
functions and related function Slasses, J. London Math. 
Soc., 40 (1965), 3, 385 — 46 


[3] Голузин, Г М., Геометрическая теория функций ко- 
мипеконого переменного. 2 изд., М., 1966 ( Ж#Ж: 
Союп. С, М., Geometre theory оѓ functions of a 
complex уапаЫс. Amer. Math . 8ос., 1969) 

E ж 


Кофе 定理 [Koebe theorem; Кёбе теорема ] 

1) Косе 覆盖 定理 (Koebe covering theorem ): 
存在 绝对 常数 K > 0(Kocbc 常数 (Косе constant ))， 
使 得 车 fe 3( 其 中 $ 是 |z| < 1 内 正则 单 叶 函 数 f(z) 
一 十 … 组 成 的 类 )， 则 函数 w = f(z) 关于 lz <1 
的 值 集 填 满 图 盘 1w| < K, th K 是 使 此 事实 成 立 的 
最 人 数 . L.. Bieberbach (1916) 证 明 K = 1/4 并 且 仅 当 


К Te 


时 在 圆周 jw| = 1/4 上 存在 不 属于 图 盘 |z] < ] 在 w 
=7(2) ЗГЕ ЖЫК. ҖОР а 是 实数 . Koebe W 
盖 定理 有 时 被 氢 述 成 如 下 形式 ; Й w = (г) 在 
(21 < 1 ЙЕР, /(0)=0, ВЯ || < 1 Ж 
射 成 不 省 点 c COM, Mj |f'(0|< 4c. 

2) Koebe 畸变 定理 ( Koebe distortion theorems ) 
a) 存在 仅 依赖 二 y 的 正 数 míi(r), M (r), В 
于 任何 fes,|z]= ғ, 有 


m. (r) S |/(z)| S M.(r). 


b) ЖЛЕ r 的 数 M(r), В УЄ$, |2,), 1231 
< 


|м. 


ЖЕЛЕЛЕР n F: 存在 仅 依 顿 于 r 的 正 数 m,(r), 
M,(r), ВНЕ е5, 121 < r, Ж 


m.(r) И M,(r). 
Bieberbach ЕН) Кофе 偏差 定理 中 的 最 佳 界限 是 


т рр 009 ру 
1- 
“тн. м1 у. 


š £ B EBR POR ( Bia ЖШ та 
机 此 处 这 些 阿 周 的 某 一 些 可 
以 退化 为 一 个 点 ) .在 这 类 映射 中 恰好 存在 一 个 规范 
化 机 人 天 证 ， z = G€ B МЖ у= co 并 使 该 映射 函 
数 在 > = a 邻 域 的 展开 式 依照 a PS 3485883538 2346 
而 具有 形式 
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1 

т-а 
b) z 平面 上 和 鲜 个 具有 边界 连续 统 K... K, п 
КЫ p 可 以 单 叶 映 射 成 具有 п жаа 
的 了 平面， 这 些 螺 线 缀 对 径 向 的 倾角 分 别 为 9,，…， 
б, 0&8, Sm/2, y= 1, 57, ma， 此 外 并 使 连续 统 
K, v=1, ‚п, Ж Жз ө, ЖЯ, ЗЕЙД а, 
beB 映 为 0 和 ©, БЫ ЖАРАЙТ ТЕ : = b АА 
展开 式 依照 b 33333 m POR E zt. 


жа бата)ж т 


рата сю 


[4 
或 z+ ua, + 一 + 
ў Ы+ = . 


这 种 映射 是 唯一 的 . 
定理 1)- 3) P. Koebe 建立 的 ( 见 [1] [4]). 
参考 文献 

[1] Кофе, Р., Ueber die Uniformisierung beliebiger analyti- 
Scher Kurven, Nach. К. Ges. Wissenschaft. Сїйлєп. 
Math. Phys. Kl., 2 (1907), 191 — 210. 

[2] Кофе, Р., Ueber die Unifonnisieng der algebraischen 
Kurven durch ашіопютрће Funktionen mit imapinñren 
Substitutionsguppe, Майк. К. без. Wissenschaft _ Gor ~ 
биреп Math. Plys. 网.，4 (1908), 68 — 76 

13] Кофе, Р., Abhardiung zur Theorie der konfpimen 
Abbildmg IV, Аша Маћ., 41 (1918), 305 — 344 

[4] Кофе, P., Abbandhmg zur Theorie der konfommm 
Abbildung V, Mah. Z., 2 (1918), 198 — 236, 

[5] Голузин, Г. М., & Успехи матем. науку, 1939, в. 
6. 26 – 89. 

[61 Голузиа, Г М., Геометрическая теория функций 
комплексного переменнско, 2 изд., М., 1966 (32 
译本 : Сошіп, G. М., Geomeric theory of func- 
tions of a complex variable , Апет. Math . Soe ., 1969). 

[71 Jenkins, J. A., Univalent functions and conformal 
mapping , Springer, 1958. E. Г. Голузина # 

【 补 注 】 Koebe ЯВ Ж Bloch 定理 ( Bloch the - 
отп): 存在 绝对 常数 B ЖЕЕ f(z) + аг + 
在 DD={z: |z| <1} 内 是 解析 的 ， 则 лр) 包含 一 个 
半径 为 B 的 圆 盘 ， 该 圆 盘 是 D 的 一 个 子 区 域 的 一 一 
P. B 的 最 佳 值 (最 大 值 ) 称 为 Bloch 常数 《Bloch 
corstant}， 已 知 
p< ГО/3)Г(П1/12) 
3 TCU74 


并 铺 测 等 导 成 立 . 关于 这 方面 的 最 近 的 讨论 见 [Al1]. 
ЖЕЙ, Landau 定理 ， 
参考 文献 
[А1] Minda, С. D. , Bloch oonstants, /. 2'Analyse Мин. 
4 (1982). 54 8. 
[А2] Сопжау, J. B., 
Springer, 1978. 
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Колмогоров 公 理 [ Kolmogorov axiom ; Колмогорова 
акснома], Т, ХВ (Т, -акот). 
一 般 拓 扑 学 的 所 有 分 离 公理 ( separation axiom) 中 
最 弱 的 - 个; 由 А. Н. Колмогоров 引入 ， 称 一 个 拓 
扑 空间 满足 此 公理 ， 或 称 之 为 T, 空间 (T,-space) 或 
Колмогоров 空间 ( Койпорогоу врасс), 如 果 对 此 空间 
的 任意 两 个 不 同 点 ， 存 在 包含 其 中 一 点 而 不 含 另 -- 点 
前 许 集 ， 如 果 要 求 这 《【 任 给 的 ) 两 点 中 每 一 点 都 合十 
不 包 食 另 一 点 的 一 个 开 集 ， 则 得 到 下 一 个 较 强 的 分 离 
公理 ， 称 为 T, 085 满足 Т, 公理 的 拓扑 空间 称 为 
T, 空间 . 是 T, 空间 但 不 是 T, 空间 的 最 简单 的 例 茸 
是 连 道 的 二 角形 (роп). 
在 T, 空间 中 ， 单 点 全 不 必 是 闭 集 ;， T, 空间 可 
以 定义 为 这 样 的 Т, 空间 ， 它 的 所 有 单 点 集 都 是 闭 的 . 
其 任意 多 个 开 集 之 交集 为 开 焦 的 T, 空 间 称 为 离散 空 
ЙІ (discrete space) ( 广义 地 ) ， 确切 地 说 ， 在 这 些 空间 
中 ， 任 意 一 族 集 合 的 并 集 的 闭 包 等 于 这 些 集 合 的 闭 包 
的 并 集 ， 在 任意 离散 空间 中 ， 甚 至 在 任意 Kanworopos 
空间 中 ， 可 以 定义 它 前 点 x 和 y ЖЫРЫ CR) E: x 
<), IE x 会 于 由 点 》 构 成 的 单 点 集 的 闭 包 ， 反 之 ， 
如 果 在 任 一 偏 序 集中 把 任意 点 x 的 闭 包 定 义 为 所 有 点 
x' <x 的 集合 ， 且 把 集合 的 闭 包 定义 为 它 的 所 有 点 的 
闭 包 的 并 集 ， 则 得 一 离散 空间 . 于是， 对 离散 空间 的 
研究 就 等 价 于 对 偏 序 集 的 研究 ,离散 空间 的 重要 例子 
是 组 合 拓扑 学 中 的 单纯 ( 及 更 一 般 的 ) 复 形 ， 对 于 两 
个 单 形 x, y， 序 关系 x < y 表示 x 是 单 形 》 的 一 个 
画 ( 可 能 大 下 正常 的 )、 
参考 文献 
ГЫ Алексавдров, 11,С,, Введенне р теорию» множеств 
и общую топологию, М., 1977 В. И. Зайцев JE 
Ока) 是 T, 但 不 是 T, 的 “自然 的 "空间 道 常 是 信 
ИЕ Spec( A), 4 是 具有 单位 元 的 交换 代数 ， 见 仿 
射 概 形 (affine scheme ) . 
上 面 提 到 的 “广义 离散 空间 7 ШЕЙК Александ. 
ров 离散 空间 ( Aleksandrov -discrete spaces ); 它们 最 时 
在 [Al] 中 得 到 研究 . 
参考 文献 
{ А1] Асхапітюу, P.S., Diskrete Кїше, Маг. Sb. (1), 
43 (1937), 501 – 519 АЕ. Л 16 
Колмогоров -Chapenan 方程 [Koimogoroy - Chapman еа 
tion; Колмогорова -Челмена Уравненне] 


一 个 形 如 
P(s,xiu,r)= {Pssstdy) Py; wT) seten, 
Н 
ОЕ. ТТЕ Е 8 aB Bs ( transition function) P (s , 


UTINOS st 0, xeE,TEN,(E,Y) -个 
可 测 空 间 ) 上 的 条 件 ， 使 得 我 们 ( 在 某 些 关于 (E, 


%%) 的 假定 下 ) 能 构造 一 个 Марков 过 程 (Markov pro- 
cess ) , 它 的 条 件 概率 P (xe) q P(s.x;t, Г) ЖН 
FJ. 反之 ， 出 条 件 报章 的 一 般 性 质 即 得 Mapxos 过 程 的 
转移 函数 P(3.x;t, 了) (根据 定义 等 于 Р. (xseT))， 
满 是 Колмогоров -Chapman ДЖ. 这 -事实 山 Chapman 
指出 { [1]), А1931 #9 А .Н. Колмогоров 加 以 研 
究 ([2]) 
参考 文献 
[1] Chapmar, 5.. Proc. Roy. Soe 
34-54 
[2] Kolmopotoff , А.., Ueber die analytsches Methoden in 
der Wahrscheinlichkeitsnchnung, Mam. Am., 104 
(1931). 415 — 458. 

13] Гихман, И. И., Скороход. А В, Теория случ- 
зов: И.И. 
АНЧО. 随机 过 程 论 ， 科 学 出 版 村 ，]986). 

А.Н. Ширяев J 
【 补 注 】 在 两 方 文献 中 这 一 方程 通常 称 为 Chapman- 
Колмогоров 方程 (Chaprnan - Kolmoporov equation ). 
sex 。 
[AI] Lëvy, Р... Processus stochastiques et mouvement Brow- 
nien, Gauthier-Villas , 1965. 
[A2] Дынкин, E. Б., Марховские прощессы, M., 
1963 (ЖЖ: Dynkin, Е. B., Markov processes, 
1, Springer. 1965, Set. 5. 26). 
ГАЗ] Fdler, W., Ап introduction to probability theory and 
йв app'cations, 1, Wiley, 1966. Сар. XV , 13 
(中 详 本 : W. BAB. SmORIDAEMREH, МСЖ 
上 ， 下 及， 科学 出 版 社 ，1964 ,1979 ) ， 刘 秀 芳 译 


Sm. А, 119019), 


айных продессов, т. 2, М 


Колмогоров 对 偶 性 [Kolmogorov duality , Колмогорова 
двойствевность | 

代数 拓扑 学 ( algebraic topology ) 中 的 一 种 对 侦 性 
( duality )， 它 可 以 指 阅 构 


H,(A.G)— Н,, (К\А, G), 
也 可 以 指 同 构 
H'(A,Gy— H' (RNA, G) 


这 里 R 是 局 部 紧 的 Hausdorif 空间 ，4 а-а. 
同调 的 情形 (第 一 个 间 构 ) ,在 RR 的 :维和 (r+1) 
礁 同调 群 为 0 时 成 立 ; 而 上 同调 的 情形 (第 二 个 同 
Ж), 在 H'(R, G) =0 ШОН (R. G) = 0 时 成 
立 ， 其 中 系数 群 G 为 可 换 群 , 

上 面 折 提 到 的 向 调 群 和 上 同调 群 ， 其 定义 如 下 ; е 
ЗЕЕ (7 -dimensional chain ) 是 空间 А й (г 1) 个 其 
有 紧 闭 包 的 子 集 上 的 一 个 斜 对 称 冰 数 c,(e。，…, e,)， 
它 对 每 个 变 元 可 加 ， 值 取 在 可 换 群 G P. JER 5368 
2.05 Пе, аф, 200. А У (Ьошкіау 
operatpr ) д 由 下 式 决定 : 777 


fe, (ew Ei) 0,00, еы. 77, e, 4), 


这 里 U 是 RR 的 任意 一 个 包 合 有 EU 的 其 
紧 财 包 的 开 集 ， 闭 链 (cycles ) 是 边缘 为 0(6c,=0) 
的 链 . тїй + 0 意 指 它 为 边缘 (c, = дс,.,) 
ЖЕЛЕП ОНЕГЕ, г 维 闭 链 念 休 所 成 的 群 Z (R, 
б) 包含 全 体 + 维 边 罕 所 构成 的 群 B (R, G) 作为 
其 了 群 . 商 群 Z (К, С)/В, (К, б) 就 是 群 H (R 
б). А. Н. Колмогоров 总 假定 群 G 是 紧 的， ШЕ 
还 给 同调 群 以 紧 化 拓扑 ， 然 而， 系数 群 的 拓扑 ， 并 不 
影响 同调 群 的 结构 ， 并 如 同调 群 的 系数 心 可 以 取 任 意 
的 可 换 群 ， 

为 了 定义 上 链 ， 考 虑 空间 R 的 r+ Ах, 

x， 上 的 、 信 取 在 G 中 的 你 对称 函数 / (ху, с. 
X,)， 这 时 对 每 个 广 ， 存 在 R 的 具有 紧 闭 包 的 两 两 不 
交 子 集 的 有 限 组 S. @ x 和 又 (对 每 个 i 属于 组 
Sj ИЖ, 4 f(x сс, x) 一 
РО, 77. X,). M MIRA AK x, 不 属于 Sr 的 
任 一 元 素 ， 则 f(x... x= 0. 上 边缘 算 子 3 由 
下 式 决定 ; 


óáf'(x6 х) = 


ЕТ 

= ро т 
两 全 函数 у 和 f; 视 为 等 价 ， 如 果 R 的 每 个 点 均 有 
一 部 域 U， 使 得 当 所 有 的 x, 都 属于 U 时 ， 就 有 
fix, U x.) = f(x, се, x,). 函数 的 等 价 燃 就 
是 上 链 (сосап). Бана ЮЕ 
«йз. 上 闭 链 ({сосусе ) 是 上 边缘 为 0 的 上 链 

. 又 上 闭 链 上 向 调子 0， 如 果 它 是 一 个 上 边缘 : ec" 
5c 王 :所 有 上 维 上 边缘 所 构成 的 群 В'(Е, G) 是 所 
有 上 闭 链 所 构成 的 箭 Z'(R, G) TË. W Z'(R, 
G)IB'(R, G) 就 是 群 H'(R, G). 
ХИ зе ХИ ГЕЛИП. EJ ТИЛЕ, 通常 称 为 函数 方 
Ж. ( functional way ) 的 定义 ， 是 由 Колмогоров 引进 的 
(D). 他 除了 证 明 已 经 提 到 的 对 偶 同 构 外 ， 还 证 
明了 ， 在 同调 群 H.(R, G') ЖЕЕ Е H'(R, G) 
间 ， 存 在 着 Понтрягин 特征 论 意义 下 的 对 偶 性 . 这 
H, BR G” 和 群 G 对 偶 ， 又 有 Poincart *H8 ( Poin - 
carg duality 》. 
H.(R,G')— H"“'(R, G'), 
H'(R, G) ~ Н.ДА, G), 

这 里 R 是 n 维 开 流 形 ，H,(R, G') 和 H'(R, G) 
是 紧 ( 或 离散 ) 群 G'( 或 G) 上 的 函数 式 (上 } 同调 
群 . тйк, сг) Е, (К,6) Ж КЕ 
胞 腔 分 解 的 无 穷 上 链 (有 限 链 }) 的 上 同调 (同调 ) 
群 . 


XN Xe) 
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在 R Ë n Ж Eulid 空间 这 种 情形 ， 由 上 述 对 侦 
性 可 以 得 到 Понтрягин 对 偶 性 定理 ( 见 Alexander 对 
慢性 ( Alexander duality)). 由 于 Колмогоров Ё 
对 任意 系数 群 的 同调 也 成 立 ([2])， 所 以 Steenrod 对 
偶 性 定理 是 这 些 对 偶 性 的 一 个 特殊 情形 ( 见 代数 拓扑 
中 的 对 偶 性 (duality )). 

函数 式 同调 群 在 紧 尺度 空间 和 紧 系数 群 的 情形 与 
Vietoris ЖЕ ( W, Vietoris 同调 { Vietors homology ) ) F] 
构 ; 在 局 部 紧 空 间 和 紧 系 数 群 的 情形 ， 与 相对 于 吞 蜡 
子 复 形 的 Александров 谱 癌 调 群 ([3] ) 同 均 ([4]) ， 
因此 也 和 局 部 紧 空间 的 单 点 紧 化 的 Алексаңдров -Cech 
同调 群 同 构 ([5])， 也 和 紧 尺 度 空 间 以 及 任意 群 的 Ste - 
entod 同调 ([8]) 同 构 ([7]) . ЮЖ, Колмогоров 同 
调 群 比 Steenzod 同调 群 单 四 年 出 现 ， 而 适用 的 空间 比 
后 者 更 三 . 

函数 式 同调 群 和 上 同调 群 ， 在 局 部 紧 空 间 和 逆 紧 
映射 ( 即 每 个 紧 集 的 原 象 为 紧 ) 的 范畴 内 ， 潢 足 全 部 
Steemrod -Filenberg 公理 《Steenrod -Elenberg axioms ) 
([6]) . 在 紧 尺 度 空间 范畴 内 ， 还 满足 两 条 Milnor 公 
B (17]). 
参考 文献 

[1А] Кошюргоу, А, N,, Les groupes de Betti des 
espaces localement bicompacts, С. А. Acad. Sei., 
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[18] Кою ту, А. N , Ргорп#в des groupes de Betti 
des espaces localement bicompacts, С. R. Ашай 
Sci., 202 (1936), 1325 — 1327 
11С] Kolmogorov, А. N. , Les gmupes de Betti de espa - 
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Г. С, Чогошвили 所 
( 补 注 1 FEE ЯЫ ЕПП SSE 
Колмогоров -Alexander FM ([1], [А1]) 与 Kon- 
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могоров-$рашет 上 同调 群 ([1]，[A2])， 
参考 文献 
[AL Alexander, J. W. , On the chans of a complex and 
their duals, Proc. Nai. Acad. Se. USA. 21 (1935), 
509 — 512 
EA2] Spanier, Е. Н.. Cohomology theory for general 
spaces, Ани. of Math.. 49 (198), 407 ~ 407. 
ГАЗ] Milnor, ). W., On ахотайс homology theory, 
Pacifi 1. Marh., 12 ( 1962), 337 一 3⁄4 
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Колмогоров 方程 [Kolmogoroy equation ; Колмогорова 
уравненне ] 

ЭЕТ Й ( transition function)f = Р(з,х; 
t,T)(Ogs <t< о, хЄЕ, ГЄ8%((Е, 5) 是 可 测 空 
间 )) 或 其 密度 了 = p(s,x;t,y)( 如 果 它 存在 ) 的 形 如 


ЭЛ - - 

51 = -АЈ а) 
(383588, ЫЛ ДЖЫ: 

Of _ 

A; f (2) 


( 正 向 方程 ， 称 为 向 前 或 第 二 方程 ，! > 3) 的 方程 . 对 
于 转移 函数 P(s,xit, 工 )， 伴 随 方程 (1) 有 条 件 


йи Р(з,хуг,г)= 1(х), 


аг (2) 有 条 件 
lm P(s,x3t,T) = (x), 


其 中 Г(х) 是 集合 工 的 指示 函数 ， 在 这 种 情形 下 ，4， 
是 作用 在 函数 从 同上 的 一 个 算 子 ， 而 А 作用 在 广义 测 
度 空间 上 . 

对 具有 可 数 状 态 集 的 Марков 过 程 ( Markov pro- 
cess }， 其 转移 函数 完全 由 转移 概率 p(s,t)=P(s,i; 
с ЛОСЕВ s 处 于 状态 i 到 时 刻 C 转 到 状 杰 ;) 
决定 ， 对 这 种 情形 ， 在 某 些 进一步 假定 下 ， 向 后 和 
向 前 Колмогоров 方程 有 如 下 形式 : 


ED уаз) к< (3) 


880) QY p (sas), t>s, (4) 
其 中 _ 
а= ва Вб р) 


ШЕ 5—5 
КИ 2 


在 有 限 状态 征 形 下 ， 上 只 要 (5) 中 极限 存在 ， 方 程 (3) 
各 (4) 就 成 立 . 

另 一 类 其 方程 (1) 和 (2) 的 有 效 性 问题 被 仔细 
研究 过 的 重要 过 程 是 扩散 型 过 秩 ， 它 们 的 定义 是 其 转 
移 函 数 P(:,x;1,[T)(xER,TeWwB(R)) 满足 下 述 条 
га 


a) 对 每 一 xER Н e>0， 
P(s,x;t.dy)= o(t — sy, 
ЫЫ 
关于 5, зі - А: 
b} 存 在 函数 afs,x) 和 b(s,x)， 使 得 对 每 一 x 
Ж e > 0, 
Í (оу-хр(з,хи,4у)= 


=a(s,x)(t —s)+o(t— 5), 
Í оэ-хуУР@,хи,4у)= 
n 
= b(s.x)(t —s)'to(t— s), 
关于 s ，s <1 Яй. ШАРЕ p= p(s,x;t,y) 
存在 ， 由 在 革 些 假定 下 向 前 方程 
др 0 „+! -87 
ЗР = gy (90+ y зу (bp) 
成 立 ( 对 于 t> s 和 yeR) (此 方程 亦 称 为 Fokker- 
Planck 方 各 )， 而 向 后 方程 (对 s <t 和 хек) 有 如 
下 形式 : 


_ dpo p u Lpop 
ар 225 * 2 0? 


参考 文献 
[1] Kolmogorov, А. N., Ueber die aralytischen Methoden 
їп der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Май. Ann., 104 
(1931), 415 — 458 
12] Гихман, И. И., Скороход, А. В., Теория случ- 
айных процессов, 2, М., 1973 ( 中 译本 : И.И. Ж 
赫 曼 等 ， 随 机 过 程 论 ， 科 学 出 版 社 ，!986) . 
А.Н. Ширяев #8 
【 补 注 ] ЖЖЖ Ж Т, Колмогоров 方程 也 出 现 
在 建立 实际 扩散 模型 的 方程 中 ， 诸 如 通过 多 和 孔 材 料 的 
一 各 物质 的 分 于 的 扩散 或 者 一 种 生物 群体 的 某 种 性 
质 的 传播 等 〔 亦 见 Finstein -Смолучовский 方程 { Fins - 
tein -Srnoluchowski equation ) 的 [ 补 注 ]). 
参考 文献 
[Al] Lévy ，P .， Procssus stochastiqwes tt mouvement 
Brownien , Gauthier - Villars , 1965. 
[А2] Дынкин ‚ Е.Б., Марковскке процессы , М.,1963 
( 英 译 本 : Dynkin, E. B ‚ Мажоу prooesses, 1, 
Springer, 1965 ，Sect 5. 26) 
ТАЗ] Fdler, W ., An introduction to pmobabiity theory and 
its applications , 1, Wiley , 1966, Capt. XV, 13 
( 中 译本 : W. 0. BEDE M. 8—81 
КИ. ЭРЕНДЕН. 1964 , 1979) Ай ж 


Колмогоров 不 等 式 [Kolmogorov inequality ; Колмого- 


рова неравенство | 


实 轴 ) 上 函数 及 其 导数 空间 1, (J) Ей ЖОНИ — Ж 


жижа: 
Ги СР хо 
其 中 
pa 
о<к<п, у= 2Кр +a 


n—p +r™! 
В СЖ x. G .H Hardy (1912), J.E .Litlewood 
(1912), Е. Landau ( 1913) 和 }. Hadamard (1914) 最 
早 钙 究 了 此 类 不 等 式 , А. Н. Колмогоров ([1]) 就 
{=(— ®,+%),р=ф=т= о 及 任意 的 k,n 这 
个 最 重要 的 情形 获得 了 最 小 常数 С. 

Колмогоров 不 等 式 与 最 佳 数值 微分 问题 及 大 重 微 
分 (无 界 ) ЯТ D' 的 稳定 计算 问题 有 关 . БИЕ, 
数 类 {xeL, 1х1, <1) .上 算 子 D* 的 连续 模 

ot{6)=sup {hx (|, xl, <s. П, <1} 
可 由 公式 w (5)= o(1)ó 表示 ， 亦 即 Колмогоров 不 
等 式 对 常数 С=о(1) 成 立 . 

Колмогоров 不 等 式 是 可 微 函 数 类 的 红 人 性 质 所 
涉及 的 有 关 不 等 式 的 特例 { 见 嵌入 定理 { imbedding 
thecrems ) ) . 
参考 文献 


[1] Колмогоров, А.Н., {Ученые зап, Моск. ун-та, 
математика 9, 1939, В. 30, кн.3, 3—16 
[2] Стечкин, С. Б., { Матем. заметки, 1 (1967), 2, 


137-148. 

13] Тайков, Л. В., { Матем. заметки 9, 4(1968),2, 
232—238. 

[4] Арестов, В. B.. {Аса Sd, Math. 3, 33 (1972), 


243—267 . Ю. Н. Субботин #2 
[【 补 注 】 8233838322) Landau 的 工作 ( [AL])， 李 在 
1913 年 提出 了 一 种 新 的 极 值 问题 ， 即 找 出 导 函 数 上 确 
界 范 数 之 间 的 严格 不 等 式 . 就 半 实 轴 R. 而 言 ， 与 
Колмогоров 定理 类 似 的 结果 已 由 I. 1. Schoenberg 和 
А. Cavaretta ЖЕ [АЗ] 中 得 到 ， 亦 见 [A2]】 ， 有关 这 些 问 
题 前 极 好 的 综述 ， 见 [A4]， 关 于 差分 算 子 的 范 数 不 
等 式 ， 近 来 已 有 相当 的 研究 ; ИШ. W [AS] , 
参考 文献 
[Al] Landau , E., Binige Ungeichmgen fur zwemal 
differentierbare Funktionen , Pros , London Май, Spe., 
13{1913),43—49. 

[A2] Morsche , Н. G. ter, Interpolation and cxtmmal 

properties of 2 -spline functions , Univ , Ejndhown , 
1982. Thesis 、 

[АЗ] Schoenberg . 1. J. and Cavaretta , А., Solution of 
Landau's problem conceming higher derivatives on the 
halfiine, іп Proc. Iptemat. Conf. Constructive Function 
“Theory, Вшрапап Acad . Sci ., 1972 , 297—30%. 

[А4] Schoenberg , 1. J, The clementary cases of Landau's 
Problem of inequalitis between derivatives , Ame 
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Math, Monthly , 80( 19733, 121-158. 
[A5F Kaper . Н.О. and Spellman . В.Е., Best oonstants 
in norm mequalitics Гог the differenoe operator , Trans. 

Ате. Май. Soc ., 299 (1987). 351—372 
KC. а 译 
2) ШЕЮ 0 Колмогоров 不 等 式 是 “个 关于 
独立 瞧 机 变量 立 和 和 的 最 大 值 的 不 等 式 : 它 量 概 率 论 中 
经 典 的 Чебышев 不 等 式 ( Chebyshev inequality ) 的 一 
个 推广 . 令 Х.Х, 是 一 组 具有 有 限 数学 期 组 а, = 
EX, 和 方差 s= D X, 的 独立 随机 变量 ， 此 时 ， 对 

任意 :>0. 


， 
| „Ах 
"|. 4да 


成 立 ， 并 且 如 果 各 变量 有 界 (| X| <S c 的 概率 为 1)， 


则 有 
> 中 


105007 | ma, 

这 些 不 等 式 是 由 А H. Колмогоров 在 [1] 中 建 
ЖЕ]. Колмогоров 不 等 式 的 绝妙 之 处 ， 不 仅 在 于 它 的 
HEH (采用 概率 论 中 全 新 的 论证 方法 ]， 而 有 在 于 其 
缚 果 本 身 ( 对 和 式 最 大 值 的 估计 与 de6buues 不 等 式 最 
后 …- 项 和 式 的 居 让 相 | 司 ). 

在 Колмогоров 不 等 式 的 证 胃 中 ， 实 质 上 用 到 了 
хоу X. йди, ЖШ S,.， 条 件数 学 期 户 的 - 
кй. 这些 性 质 是 由 X, 的 独立 性 所 本 后 的 。 

Колмогоров 不 等 式 有 多 种 措 /， 兹 列举 其 中 几 种 
如 下 : 

I n x, 是 独立 变量 这 一 条 件 用 { X.) 是 绝对 
无 偏 序列 (absolutely - unbiased sequence ) 取而代之 的 
话 ， 亦 即 如 果 由 和 式 S =)... X, 产生 的 序列 形成 一 
革 (martingale) ， 则 Колмогоров 不 等 式 仍 不 失 为 真 . 

2) 如果 g{t) 20 是 一 个 凸 单调 函数 且 Eg (13,|) 
< oo ， 则 有 


"Í „пах ае евз, Da 


3) 如 果 XZ (k=1 ,2 , -… , n) 关于 原点 对 称 ， 
则 有 


°{ „лихе вэ} <2P(|S,| 2). 


见 Ley 不 等 式 ( Lévy inequality ) . 
4) 对 任意 独立 随机 变量 X ,X ，… ， 


P. max 
1<m <a 


成 立 ， 只 要 选取 ó> 0 和 0 < p<1 使 其 满足 对 所 有 


501-9) 


1 
IS, as PIIS,|> 1 
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m(1<m =n) Ж P(IS. >a] Sp 
在 各 种 形式 的 Колмогоров 不 等 式 中 ， 均 可 见 到 
独立 变量 之 和 的 下 述 性 质 : 最 大 番 的 “振幅 ”与 最 后 
和 式 的 “振幅 ” 同 阶 
正如 Чебышев 不 等 式 用 于 推导 大 数 律 (law of 
large numbers) — е, Колмогоров 不 等 式 可 用 来 证 其 
强大 数 律 ( strong law of large number ) ( 几乎 处 处 
5,/п — 0 的 Колмогоров {Йй Ж ЖЕШ). 利用 
Колмогоров 不 等 式 ， 可 以 证 明 有 关 隐 机 变量 级 数 的 收 
参考 文献 
11А] Kolmogomy , A. №., Ueber die Summen durch den 
Zufall bestimmter unabhiingiger Grissen , Май. Am... 
99 (1908), 309—319 
(18 ] Kolmogorov , А.М., Bemerkungen zur meiner Arbeit 
“Ueber die Summen durch den Zufall bestimmter 
unabhingiger Grossen’, Mah. Am.. 102 (1929). 
484—488 . 


[2] Колмогоров, А. Н.,Основныг понятия теории Be- 


роятностей, 2 изд., М., 1974 
[3] оёж, М., Probability (соу, Ріполоп Univ 
Press , 1963 A. В. Прохоров 所 
САМЕ 
参考 文献 
[A1] Feler , W ., An intmduction to probability соту and 
из applications , 2 ，Wiley , 1966 ( Ж: W. W 
8), ВРЛО, ЖЕШНЕН. БВ 964. `F 
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Колмогоров 积分 [ Kolmogorov integral; Колмогорова 
интеграл | 
ЖЕ -种 包括 Lebesme-Stichjss ЯЙ (Lebesgue- 
Stielties mtegral ), Burkill 积分 (Burkill mtegral), He - 
linger 积分 ( Hellinger integral ) 等 在 内 的 一 般 积 分 格 
Ж. 由 А. Н. Колмогоров 引进 ([1]) . 考虑 任意 
性 质 空间 £ 的 分 划 的 一 有 向 族 . ЯНЕ Ф (一般 是 多 
值 的 ) 定义 在 分 划 的 元 之 上 . 此 函数 取 遍 分 划 的 所 有 
元 案 的 值 的 各 给 出 分 划 的 多 值 英 数 . 特别 地 ， 这 种 和 
是 Riemann 和 站 ,f(&,) ax, 的 推广 这 里 多 值 性 是 
点 名 ,在 分 划 的 元 察 上 的 选择 的 任意 性 钧 推论 ,于 是 
分 划 丽 数 的 有 向 极限 定义 了 Колмогоров 积分 5d 中 
Колмогоров 积分 对 有 限 与 可 数 分 划 均 可 考虑 ,也 可 
以 对 取 伪 于 可 换 拓 扑 群 上 的 函数 进行 考 嵌 . 
参考 文献 
[i] Kolmogoroff, А. N. , Untersuchungen iiber den Integ - 
ralbegníf , Math. Алн., 103 (1930), 654 — 696. 
В. А. Скворлов Ж 郑 维 行 译 沈 相 和 校 
Колмогоров - Селиверстов 定理 [ Койтюрогоу -Seliverstov 
theorem ; Колмогорова -Селиверстова теорема ] 


如 果 条 件 
Указ +b) wn) ао 
成 立 ， 其 中 的 (н) = logn， 则 Fouricr 级 数 


56 + Ў, (а„собпх + b,sinnx) 


ЛУК. 这 是 由 А. Н. Колмогоров ЯП Г. А. 
Селиверстов ЙРЙ (k. [1], [2]). 在 [1] 中 实际 上 
证 明了 W (n) 可 以 取 成 iog nm, 6 > 0 任意， 再 在 
[2] 中 这 一 结论 得 到 了 加 强 ， 当 5 = 0 时 也 成 羔 .这 一 
加 强 的 结论 也 被 А. I. Plesner 得 到 ([3]) . 在 Кол. 
могоров Селиверстов 定理 之 前 ， 已 经 有 了 G .H . Har- 
dy 的 定理 (1916) ， 其 中 的 W (n) = р?п. 直到 
1966 年 Canleson 定理 {Carkson tpeorem ) 被 证 昌之 
Bi, Колмогоров -Селиверстов 定理 - - 直 是 这 一 方向 上 
最 强 的 结果 ， 而 根据 Carleson 定理 ， 可 以 取 WW(n) = 
1. S. Kaczmarz ([4]) 将 Колмогоров - Селиверсгов 
定理 从 三 角 函 数 系 转移 到 任意 一 个 正 交 函数 系 ， 他 证 
H: 为 了 关于 这 种 正 交 函数 系 般 级 数 在 某 个 集合 上 的 
几乎 处 处 收 伍 性 ， 可 久 取 这 个 集合 上 的 Lebesgue 函数 
( Lebesgue function ) 的 单调 强 函 数 作为 W (n). 
参考 文献 
11] Kolmogorov, А. N. and Seliverstov , G. А., Sur la 
convergence des séries de Кошег, С. К. Ad. Sei 
Paris , 178 (1924). 303 — 306. 
[2] Kolmogorov, А. №. and Sclventov, С. А., Sur 1а 
convergenee des séries de Founer, Ані Ассай. Маг. Li - 
Hee, 3 (1926), 307 — 310 
[3] Plessner, A. 1., Ucber Konvergenz von trigonometris - 
Чеп Reihen, J. Reine Anges. Maih.. 155 (1975). 
15- 25 
14] Kaczmarz, 5., 
développements orthogonaux, Studia Мањ. , í (1929). 
87-121, 
С.А. Телякорский 把 Ж Ж # УЛ 校 


Sur іа convergence et la sommabilité des 


Колмогоров. Смирнов 检验 [Kotmogoroy-Smimoy test ; 
Колмогорова-Смирнова критерий | 

一 种 非 参 数 检验 (non-parametric test)， 用 于 检验 
Б H. 独立 随机 变量 X... X. АЖИ n E 
型 分 布 函数 F(x)， 其 单 侧 备 选 假设 为 Hor:Sup[EF, (x) 
一 F(x)]>0， 其 中 E(x) 是 经 验 分 布尔 数 P(x) 的 数 
SE3BI8 . Колмогоров-Смирнов 检验 基于 统计 量 


+ 一 一 = m 一 
p; = ор [F,0)-F00)= mas | Кд), 


ОА ЖЕЙ X. <. < Y, RIBET 
量 序列 (variationa] series) ТРЕ. XI. Кол. 
могоров-Смирнов 检验 是 假设 H, 对 单 侧 备 选 假设 呆 ” 


Ший BF ре зене Z ti 


+ 


B) Колмогоров # 3 (Kolmogorov 151) № — Fh 3⁄ 5 . 
Н.В. Смирнов 研究 了 统计 量 D: ， 并 在 [11 中 证 明了 


P[Dr>2)= 

мыз шүр рар кле 

БЫ] [кек в 
Ж 0<ду<1, і [а] л аб КЛ. 除 统计 量 
D: 的 精确 分 布 {0) F, Н.В.Смирнов 还 得 到 它 的 极 
限 分 布 : 若 n-* о Н О<да<д= 0(n!*), Hl 

А ар. 1 
PIpt>1)=e г? Ë (7 |. 


Дд — E . 利用 渐 近 Pearson 变换 方法 证 明 
([2]):# n— ю B.0<2,<41=O (n), MM 


P [р @тө: >з} -е-[+о(4\] 03 
ЗЕ Колмоторов-Смирнов 检验 ， 在 水 平 xK 下 理 定 假 


йн, ШЖ 
os 
其 中 由 (2) 知 


—{(6пру +1) _ 1 
L р. =) -so 全 )]. 
可 以 同样 进行 假设 НЫ, 对 备 选 假设 Нг: Ма, ГЕР, (х) 
Е(х)]<0 的 检验 . # 2 {ИЖ F. Колмогоров- 
Смирнов 检验 的 统计 量 是 如 下 随机 变量 


ee A ee 


其 分 布 在 假设 五 ,成 立 的 情形 下 与 统计 量 D+ 的 分 布 相 
m. 
参考 文献 
[11 ©мжрнов, H. В., € Успехи метем. myx), 10(1944), 
19 — х9. 
[2] Болышев ,Л.Н., «Теория вероятностей и cë при- 
менения?, 8(1963),2, 129 — 135. 


[3] Бальшев, Л.Н.,Смирнов,Н.В „Таблицы математи. 


ческой статистики, М., 1983. 
[4] Waeniden, B.L , van der, Mathematische statisik, Springer, 
1957 М,‚С.Някулин {# 
[ 补 注 】 还 存在 双 样 本 Колмогоров-Смирнов 检验 ， 
М, Колмогоров 检验 (Kolmogorov 1050) КАНЕ, ЁЛ. 
[Ai ,42] ， 
参考 文献 
[AL] Nocther, G,E., A brief survey of nonparametric statis- 
ties,in R. V. Hogg (ed.). Studies за statistics, Marh . 
Азос. Amer., 1978,39 — 65. 
[ А2 ] Hollander, М. and Wolfe, Ю.А. , Nonparametric statis- 
tical methods, Wiley, 1975. 周 根 窜 译 
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Колмогоров 空间 [Koimogoroy space; Колмогорова 


пространство J 
满足 Колмогоров 公理 ( Kolmogorov axiom) 的 
ӨИК. 


Колмогоров 检验 [Kolmogorov test;Komworopoaa хри - 
терий] 

一 种 统计 检验 (statistical tssbj， 用 于 检验 简单 非 参 
ЖН Н,: АЧРИ Х.Х, АЕ 
的 连续 型 分 布 函 数 下 (x)， 且 备 选 假设 Н, 是 双 侧 的 : 


ЕЕ, (х)-Е(х)1>0. 
ҖОР ЕР, (Xx) 是 经 验 分 布 函 数 F, (х) BB PS53838 (mathe- 
matical ехресїайоп) . Колмогоров 检验 的 临界 集 决定 
于 不 等 式 
D,= sup |F, (ху-К(х)| > А, 


并 基于 А.Н. Колмогоров 在 1933 年 证 明 的 定理 ; 当 假 
设 印 成 立时 统计 量 D, 的 分 布 不 依赖 于 函数 F(x)， 并 
B. n + co if, 有 


Рр, < ¿) = КО) 4>0, 
其 中 


ко) У (тетей, 
Н В, Смирнов ([4]) fE 1948 #817 Колмогоров 分 
# (Кошюрогоу distribution function) КОД) #. Ж 
据 显著 性 水 平 为 ec (0<a<0.5) 的 Колмогоров 检验 ， 
3D.21 (018 И Н,. Kh, (0) 是 对 应 于 给 
定 显著 性 水 平 4 的 Komaoropoa ЙЯ, ЗА 
SEP [D 21)=a R . 

为 录 4,(m), 可 以 用 Колмогоров 统计 量 D, Ë 
限 分 布 来 通 近 它 的 精确 分 布 ， 见 [3], 其 中 证 明了 当 
п wm 有 0<4<A=0O(n' 3) 时 ， 有 


1 әд] 
eÍ тву (бпЮ,+1) ?> 中- 


ШОШО: 


ЗАД (Г) PJ 148230 F it lk ЭЦК 


Rin 282388 1- K(/z/2 )=a 的 根 ， 
实际 中 为 计算 统计 量 D, 的 值 、 利 用 如 下 事实 : 


D, =max (Dt, D;), 
其 中 
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= ек| Ж-О], 


0;= үлек [О )- 2—1 |. 


而 X a < S< X ШЖ Ху, X, Н Edi Pr ЭП 
(variational series) 或 顺序 统计 量 Колмогоров 检验 有 
如 下 儿 何 解释 ( 见 下 图 ) . 


ЖЕ, (x), Е, (х) 61, (x) 的 图 形 描绘 在 хОу 
平面 上 . 画 有 阴影 的 区 域 是 分 布 西数 F (x) 水 平 为 
1-& 的 恒信 带 ， 因 为 当 假设 玉成 立时 ,根据 Kornmo- 
ropos 定理 ， 有 


PIF,(x) 1 (a)< Ех) Е, (х) +д,(а))} а 1-а. 


ЛЖ F (x) РАВНИНИ, ЖШШЕ 
ЖУ о Колмогоров 6 82 2 ЗЧ Но. 88 
则 否定 假设 万, . 
Колмогоров 检验 给 数理 统计 的 发 展 以 强 有 为 的 推 
动 ， 由 此 引出 全 新 的 统计 分 析 方法 ， 空 成 为 非 参数 统 
计 的 基础 ， 
参考 文献 
[1] Колмогоров, A.H., €Giom. Instit. Hal. АйшапУ, 4 
(1933), 83 — 91. 
[2] Смирнов, Н.В., &Бюлл, МГУ), секц À ,2 (1939, 2, 
3- 14. 
[3] Большев , Л. Н., { Теория верояти, и cë примен ӯ, 
8(1963), 129 — 155. 
[4] Больпев, Л.Н., Смирнсв, Н.В., Таблицы математя- 
ческой статистики, М. , 19983. М, С. Никулин Ж 
{ 补 注 】 ЖТАЗРА D 2, вир [F(x) 一 FX) 的 检 
验 ， 以 及 基于 统计 量 Da=suplPsfx)- Gu()1 和 5, 
=sup [Fu 0x) 一 G, (x)] 的 双 样 本 问题 的 检验 ， 亦 称 为 
Ҡолмогоров - Смирнов 检验 (Kolmogorov-Smirnov test), 
其 中 G6, 是 基于 来 自分 布衣 数 为 G 的 总 体 的 ， 容 量 为 n 
的 样本 的 经 验 分 布 函数 . 
参考 文献 
[Ai] Nosther, G.E., A brief survey of non- parametric sta- 
tistics, їп К.У. Hogg(ed ), Studies in statistics, Math 
Assoc Апет.» 1978,3 — 65. 
ТА2] Hollander, М. and Wolfe, 0. A., Моп-раштешс sta- 
tistical methods, Wiley, 1973. MARS ж 


Kimig 定 理 [ Kinig theorem ; Kaamra теорема] 

如 果 一 个 长 方 逢 阵 的 元 素 均 为 零 与 1， 则 包含 所 
有 上 的 直线 的 最 小 数目 等 于 那些 1 的 最 大 数目 ， 这 些 ] 
可 选择 使 得 它们 之 问 没 有 两 个 位 于 相同 的 直线 上 .( 在 
这 里 ， 术语“ 直线 ”表示 该 秆 隆 的 一 行 或 一 列 ) КЕ 
理由 DD.Kénig ([1]) 给 出 并 证 明 . 它 是 组 合 数学 中 基本 
定理 之 一 ， 且 是 一 个 有 限 扩 的 子 集 族 的 不 同 表示 系统 
存在 性 的 Hall 准则 的 矩阵 类 似 ( 见 选 择 定理 (selection the- 
orem)) . 也 存在 King 定 理 用 图 语言 表达 的 广 为 流传 
的 一 个 命题 ， 在 一个 二 部 图 (graph, bipartite) 内 ， 极 大 
区 配 中 的 边 数 等 于 最 小 顶点 覆盖 的 元 素 个 数 . 

Kinig 定 理 常用 于 有 关 选 择 与 极 值 问题 的 各 种 组 
合 问题 中 . 对 雹 穷 耸 阵 情况 的 推广 也 已 知道 [3]) - 
参考 文献 


[1] Kinig, D., Graphs and matrices, Маг. Lapok, 38 (1931), 


16-119. 
[2] Наташу, F., Graph theory, Addion - Wesiey, 1969. 
[3] Lewin, M., Essential covenngs of а matrix, Proc. Cam- 
bridge Pialos Soc., 67 (1970), 265—267. 
В.Е. Тараканов JE 
[ 补 注 ]】 图 G 的 一 个 顶点 覆盖 (verex covering) ЛЖ 
通 集 (discomecting set) 是 某 些 顶点 的 整体 C， 使 得 G 
前 每 一 边 与 @ 的 某 个 项 点 关联 (就 是 说 ， 与 已 的 一 个 
顶点 关联 的 边 巴 其 G) ,~ 个 最 小 顶点 覆盖 是 一 个 割 集 
(сш se). ` 
由 0 与 1 组 成 的 抱 阵 的 项 区 (term тапк) 被 定义 为 
这 样 的 1 的 最 天 个 数 ， 这 些 1 中 没有 两 个 位 于 同一 行 
或 同一 列 上 . B k, Кона ДЕ (也 称 为 Künig - Eeer- 
уйу 定理 (Kënig -Egervóry theorem)) 也 可 表达 如 
下 : 一 个 (0, 1) 矩阵 4 的 项 秩 等 于 一 起 覆盖 4 的 所 
有 1 的 行 与 列 的 最 小 教 目 . 
参考 文献 
[АЦ] Wilson, R. J., Introduction to graph theory, Long- 
тап, 1972, $ 27. 
[А2] Waltber, Hj ., Ten applications of graph theory, Rei- 
del, 1984, Sect. 6.1, 陈 公 宁 详 


`Конторович- Лебедев 变换 [Kontorovich -Lebellev trans- 
fom ; Конторовкча - Лебедева преобралованпе ] 
积分 变换 


Е(т)= јк. солода», 


其 中 К, 是 Mactomala 函数 (Macdonald funqion ). 
如 果 了 在 点 x = x, > 0 的 邻 域内 具有 有 界 变 差 ， 
тн 


уњ о, 2) ‚ух |} ©} 


ма 


ае аин али 


ж 


则 下 列 反 演 公式 成 立 : 


Гоа +) +7032) _ 
2 


= = [к )тшйлтЁ(т)@т. 


W@fG = 1,28 348888. жа 
руе (0, ®), f (x)eL,(0, ®); 
并 日 设 
к) = | ШЁл_ т лө. 
这 时 有 . 
[сла | л ооло)» 


(Parsevq 恒等式 { Parseval identity )) - 
有 限 的 Конторович. Лебедев 变换 具有 下 列 形式 


2 пуш x+ 


ЕО) = l Oy 


х ок, (аја (к) Сок, 01А) 4 , 


т> 0, 其 中 工 是 变形 Bessel Юй ( М, [3]). 
这 种 变换 的 研究 开始 于 М. И. Конторовия ЖН. 
Н. Je6e2eB (BL [1], [2]). 
参考 文献 
[1] Конторович, М. И., Лебедев, H. Н., € Ж. экспер. 
и теор. физ. ў, 8(1938), 10—11, 1192 — 1206. 
[2] Лебедев, Н. Н., «Докл. АН СССР», 52 ( 1946), 
5, 395 — 398 
13] Уфлянд, Я, C,, Юшкова, Е. А., 
СССР Ӯ, 164(1965), 1, 70 — 72. 
{4] Диткин, В, А,, Прудников, А, П,, Интегральаые 
преобразования и операционное исчисление, 2 изд., 
M , 1974 (33828: Ditkin, У. А. and Pnxinikov. 
A. P., [Шс] tansfoms and operational calculus, 
Pergamon , 1965). 
Ю, А, Брычков, А. П. Hpymoxos 8 
【 补 注 】 关于 Конторович.Лебелев 变换 的 变换 表 ， 见 
[Al]. 关于 这 种 变换 的 较 详细 的 研究 ， 见 [ A2]. 
参考 文献 
[AN] Erdelyi, A., Magnus, У/. and Oberhettinger, F., 
Tables of integral {тапйотв, 1-2, MoGraw-Hil, 


«Дол. АН 


1954. 
[A2] Sneddon. І. N. , The use of integral transform Мо- 
Graw-Hill 1972. кай ж 


Kom 不 等 式 [Кот ineqmlity; Корва неравенство ] 
定义 在 R" 中 某 有 界 域 4 上 的 向 量 函 数 o. (<!) 
(i j= 1,57, nn} 及 其 导数 的 一 个 不 等 式 ; 
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@) 


ња) + РО sila. {2) 


Кот 不等式 对 空间 H, (A) 中 的 向 量 函 数 也 成 立 ， 这 
里 H,(A) 是 空间 C'(4) ЖТ (2) 的 完全 化 . 
不 等 式 (1) 有 时 称 为 第 二 Кот 不 等 式 (second Кот 
inequality ); 第 一 Kom 不 等 式 (fist Кот inequakty) 
指 的 是 不 含 (1) 中 积分 内 第 二 项 的 不 等 式 {1) ， 
此 不 等 式 曾 由 A. Кот (1908) 提出 ， 肯 的 在 于 
获得 弹性 理论 中 非 齐 次 方程 的 解 的 先 验 估 计 ， 
参考 文献 
[1] Fichera , G., Existerce theorems іп elasticity theory, in 
Handbuch der physik, Vol. М a/2, Springer, 1972, 
347 - 389 
М. И. Войеховский Ж ЖИТ 译 ФОНЫ 校 


Korteweg-de Vries 方程 [Korteweg -de Vries equation; 
Кортевега -де фриса уравнения |], Кау 方程 (KdV 
equation ) ` 
方程 
ди Ou 


е 769 әх 1 Gx 


x, teR!, u(x, 1)ЄВ'. 
它 是 由 卫 ，Kortewsg 和 О. de Vries ([1]) 为 描述 在 
浅水 的 曲面 上 波 的 传播 而 提出 的 .这 能 用 反 散 射 方法 
来 解释， 它 是 基于 下 面 形 式 


1 =. MI=LM- ML 


Кау s. кв 工 = 一 六 /xz2 +и(х, t) 是 一 维 
Schródinger 算 子 ， 且 


， 
ма а) 


=0; 


дх 


Кау 方程 带 有 初始 条 件 u eS (R ') (Schwartz 空 
间 ) 的 Саку 问题 ( Cauchy problem ) 在 急 焉 函数 类 
中 是 唯一 可 解 的 . Ф 


= (r(k)eS(R'); ку, m, > 0, Rn É Kh, 
жрт, п) 


是 具 位 势 efx] 的 Schrodinger 算 于 的 散射 数据 ，{x，}》 
是 离散 谱 ，{k ] 是 连续 谱 且 m, 是 水 征 函数 的 正规 化 
系数 . 于 是 


s(t) ={r(k, t) = e", (k), m (ty = erm,, 
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K (=k; 
是 具 位 势 u(x,t) 的 Schródinger 方程 的 散射 数据 ， 
Rf u (x, г) 可 用 某 一 积分 方程 由 散射 数据 s(t) 所 确 
ж. 车 r(k) = 0， 则 后 面 的 方程 能 明显 地 解 出 ;于 是 
所 得 的 位 势 是 称 为 无 反射 的 《reflection -free ), E Kav 


方程 的 对 应 的 解 为 户 知 的 mn З СОСЕ (soi 


ton)). 
KdV 方程 可 以 写成 Hamiton 形式 
ди _ 02 5н 


дг dx ди’ 


Н(а) = ПЕ +[& [Jes 


此 处 相 空间 是 5S{R ') Н Poisson 括号 由 算 子 3 1ax 的 
ЖӨӨК АДЕ Ж. БЫН а(х) = s 是 一 个 到 角 作 用 型 
变量 的 典型 变换 ， 利 用 这 些 新 变量 ， 此 Hamikon 方程 
可 被 明显 地 求 积 ，KdV 方程 具有 无 限 多 个 运动 的 积分 


„> , эз 
САС е: 
Р, =u, р, = - дш. +}, ,Pn>!. 


所 有 这 些 运动 的 积分 均 是 对 合 积分 (integralks in involu - 
tion ) ， 且 它们 生成 的 Hamilton 组 (作为 高 级 Korte - 
weg-de Мі 方程 (higher Korieweg -de Vries equa- 


бов) ) 是 完全 可 积 的 . 
用 反问 题 的 积分 方程 ， 人 们 同样 能 找 只 阶梯 型 初 
м: 


lm и(х)=с<0, 


的 Cauchy 问题 的 解 ， 在 前 面 的 邻 域内 ， 当 г 一 +o 
时 ， 解 &(>，0 分 解 为 若干 个 非 干扰 的 孤立 子 一 这 
是 阶梯 分 解 的 过 程 . 

在 具 周 期 初始 数据 u (x+ T) = и(х) {xeR') 
的 Cauchy 问题 中 ， 无 反射 5 位 势 的 类 似 物 由 这 样 一 
些 位 势 担 供 ， 对 于 这 些 位 势 ，Schrdinger 算 于 有 无 限 
多 个 禁 戒 地 带 一 ЖГ Н BU 85 (бов -gxp poten- 
tas ) ,局 期 和 站 周期 的 有 限 间 职位 势 是 高 级 Кау 方 
程 的 稳 态 解 ， 后 者 构成 完全 可 积 的 有 限 维 Hamilton 
组 、 仔 意 一 个 周期 位 势 可 用 一 个 有 限 间 踪 位 势 去 近 
D. $ E,ER', Е.Е, Ë j, #j, (j= 
6+1) жиа, Hú T mm синет 
Е 


,bm u(x)=0 
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= -a). 


则 员 有 上 玫 带 棱 边 的 实 值 玛 周 期 位 势 以 及 Cauchy [8 
题 的 解 可 利用 曲线 Г 的 Jacoti f Лг) 上 的 о 函数 


来 表示 . 对 校 边 作 一 些 假定 后 ， 所 得 的 解 将 是 周期 
的 . 车 人 们 放弃 E eR' 的 条 件 ， 可 以 得 到 KdV 方 
程 的 复 信和 解 { 可 能 带 有 一 些 极点 ，， 它 们 同样 也 称 为 
有 限 间 院 位 势 . 
参考 文献 
[1] Копеқер, D.. Vries. б. de. , On the change of form 
of long waves advancing in a rectangular canal , and оп 
а new type of long stationary wayes, Phil. Mag., ® 
(1895), 422 — 443. 
[2] багїпег, С. 5., Greene, J. М., Krskal, M.D., 
Міша, К. М., Method for Solving the Korteweg- de 
Viies equation, Phys. Reo. Letters, 19 (1967), 1095 一 
1097, 
[3] Захаров, В. В., Фаддеев, Л. Д., {Фушциюаль- 
ный анализ и его прилокения y, 5 (1911), 4, 
18 – 27 
[4] Марченко, В. А,, Спектральная теория операторов , 
Штурма - Лиувилля, К., 1972 
[5] Дубровин, Б. А., Матвеев, В. Б.. Новиков, С. 
П., {Успехт матем. науку, 31 (1976), !, 
55 – 136 
[6] Кунин, И. А., Teopm упругих сред с микростру- 
ктурой, М., 1975 Л. А. Тахтаджян B 
[ 补 注 】 Poison 5517, С) 明显 地 表示 为 


下 


£F — 40 dx 


2. ó дх би 

这 是 上 面 提 及 的 “ 算 子 3/0x 的 双 线性 形式 ” 

较 详 细 地 说 ，Schrodinger 算 子 ( Schródinger opera- 
tor) L, = —4°[4х? + u (x, t) 的 散射 数据 (scattering 
data) 由 如 下 组 成 : i) # BU Sk j HCB 05 2 tE (ñ 
10,68); š) 由 离散 谱 中 每 个 k。 所 对 应 的 本 征 
函数 岁 , 所 定义 的 正规 化 系数 m ,= cz， 而 此 处 对 应 
+ x, > 0 ЖЕШ у, ЖЖ у> o 时 р, ~ 
с.е) Ш) 连续 谱 (к ед2: 45R\0} 中 每 一 个 的 
正规 化 系数 ， 此 系数 由 相应 的 本 征 函数 у, (х) 确 
定 ， 此 外 p (x) 要 求 星 现 如 下 性 态 : 当 x 一 ae 时 
j (x) — ет (куе, 而 当 x 一 一 oo 时 
р(х) ~ (кета, Ж r(k) 称 为 反射 系数 (re - 
flection coeficient), a(k) 是 对 应 的 传输 系数 Ctransmi - 
ssion coefficient ) ，( 这 个 术语 以 及 短语 “散射 数据 
来 自 于 “物理 图 形 "， 在 此 图 形 中 将 来 自 + oo 的 平 
面 波 考虑 为 被 位 势 и 所 散射 ; 波 的 一 部 分 是 被 反射 
了 ， 部 分 被 传输 ， 征 事实 上 ар + |р = 1). 

现在 若 u(x,t) 按照 КАУ 方程 发 生 演变 ， 工 (1) 
二 一 fdx? +w{x,t) 的 谱 保持 常数 ， 即 KdV 方 
程 是 一 个 等 湾 方 程 (isospectral eqvation ) 且 定义 一 个 
等 洋流 (jsospeciral Пон). 这 可 以 由 КАУ 方程 的 Lax 
表示 (Тах presentation) L, = [L , М] 容易 得 到 . 


(F,G)= 


当 4 按 KdV 方程 演变 时 ， 谱 数据 的 其 他 部 分 如 

上 指示 的 那样 演变 将 位 努 u 赋予 其 谱 数 据 的 ( 非 线 

性 ) ЖЕН БЕРИЛЕ Ё (spectal навот). 87 

Гельфанд - Левитан - Марчинх 77 # ( Gel fand Levitan- 

Marchenko equation ) (或 Гельфанд -Левитан 方程 

(Gel'fand -Levitan equation )): 
K(x,y,t) T M(x+ y, t)+ 


{можа 0)К(х, z, t)dz = 0, 
3903898 (еле spectral -transform ) ЭЁ К 313 Ж 


( inverse Scattering transform ) 可 由 散射 数据 恢复 原 位 
势 . 此 处 


te 
м, = Ўт, е 1 [ к. дечак. 
名 2л 4, 


于 是 щх, 日 由 = —2(8}дх)К(х, x, t) 找到 ， 
我 们 知道 这 个 解 Кау 方程 的 全 过 召 称 为 逆 谱 变换 法 
(inverse spectral-transform method 或 IST- -inethod ), 
逆 散 射 法 (inverse -scattering method )， 并 且 可 看 到 它 
是 解 党 系数 眶 性 依 微 分 方程 的 Fourier ЖНА ( Fourier - 
transform method ) 的 一 个 非 线性 类 位 物事 实 上 ， 
Fourier 变 接 能 被 视 作为 谱 变换 的 一 个 极限 . 

修正 的 Korteweg -de Vries 27 (modified Korteweg - 
de Убе ошоп таїКкду- -equation } 是 

о з 
СОЗГЕ 

ЕЕЕ IST затна. 但 此 时 要 用 一 个 二 
维 的 " 工 算 子 ”， 这 两 个 方程 由 Miura 变换 (Miura 
transformation ju = v! — о, Ж. Кау 方程 同样 是 
若干 个 分 层 的 完全 可 积 方程 ， 且 存在 高 级 mKdY 和 商 
级 KdY 方程 名 的 相应 的 Мїша 变换 . 

更 一 般 地 ， 存 在 连结 每 个 Кас -Moody Lie 代数 
СЯ Кас-Моойу 代数 (Kac-Moody alggbra)) 9 的 一 
族 分 层 类 mKdV 方程 ， 并 且 对 ° 的 每 一 个 单 根 ， 
于 是 存在 一 族 与 对 应 的 Міша 变换 一 起 的 分 层 Kdy 
方程 ([A5]). 这 些 方程 有 时 称 为 Jlpusbem,sn-Cokonos 
те ( Drinfel'd - Ѕокоюу едпайопѕ). 通常 的 mKdV 
和 КПУ 方程 对 应 于 Kac -Moody Lie 代数 s), = At 

人 们 同样 可 连结 简单 的 Lie 代数 于 另 一 族 完 全 可 
ЖЕ: 二 维 Toda Ж (two-dimensional Toda lat- 
се), 它 有 时 称 为 Лезнов -Савелиев 组 ( Leznov - 
Saveliev systems ) ， 最 简单 (连结 sl,) 的 是 sne-Gor- 
боп 方程 (Sine - Gordon equation ); 


д? д? ， 
证 


Ж (0']дхд:)и =зїпн. 
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在 类 似 mKdV 方程 和 对 应 的 Toda 组 之 间 存 在 如 
下 的 “对 侦 性 ”: 若 ulx, 1, с) 作为 {x, т) 的 函数 
满足 t=0 时 的 Toda 格 方程 ， 且 u(x,t, +) 作 (x， 
t) 的 函数 按 对 应 的 类 似 mKdY 方程 而 演变 ， 则 u(x, 
L, т) 对 所 有 上 满足 Toda ж, АБАЛ. 

存在 道 散射 方法 的 一 个 量子 类 似 物 ， 它 称 为 量子 
逆 散 射 (quantam inverse scattering) ([A6], [A7]1. 
【量子 ) Yang -Baxter 方程 (Yang-Baxter equalion ) 在 
此 方法 中 起 着 重要 的 作用 , 
参考 文献 

[A1] Ablowitz, M. Ј., берш, H., Solitons and the inverse 
scattering transform ，SIAM , 1981 

ТА2} Lamb, G. L. Elements of soliton theory, Wiley, 
1980. 

ГАЗ] Мерей, А. С., Solitons m mathernatics and physies , 
SIAM , 1985. 

[A4] Caligero 。F ., Degasperis , A., Spectra] transform and 
solitors, 1, North - Holland , 1982. 

[А5] Drinfeld , У. G,, Sokolov, У. У., Lie algebras and 
equations of Kortcweg -de Міс type, J. Soviet 
Math., 30 (1985), 1975 — Х05. (Ной Машк. 
i Tekhn. Sovrem . Probl. Mat. , 24 (1984), 81—180). 

[А6] Faddeey, L. D., Takhtajan, L. A., ，Hamiltonian 
methods in the theory of solitons, Springer , 1987 ( Ф 
BX). 

[А7] Takhtajan, L. А., Integrable models in classicaj and 
quantum бей theory, in Proc. Intemat. Congress 
Mathematicians Warszawa , 1983, PWN & North- 
Holland, 1984, 1331 — 1346 

[ABY Toda, М., Noniinear waves and solitons Kluwer, 
1989 . 

{A9} Marchenko, У. A., Nonlinear equations and operator 
algebras , Reidel , 1988. 

ГАЮ ] Novikov , $., Мапакоу, S. V., Рей, L.P 
Zakharov, V. E., Theory of solitors , Consultants 
Bureau, 1984( 译 自 俄 文 ) ， ADA Ж 


Каєлі 复 形 [Koszml complex; Козюля комилекс] 
DRE) i RA АЙ 3F4838 (commutatve ring), 
ж = (x, x) 是 R 的 元 素 的 一 个 序列 .由 这 些 次 
料 所 定义 的 Кой Я К, (x; R) = A? (R') = 
Ф  R(e, A Л e,) 和 微分 


4,:K,(x;R) — К, (x; R), 
s A A e r= Ё‹- Туе AA АЛА e, 
组 成 ， 其 中 {e, ,…, e,} 是 尺 模 R" 的 一 组 典范 基 ， 在 
一 个 符号 上 方 的 ~ 像 通 常 一 样 表 示 珊 除 、 更 一 般 地 ， 


人 们 考 虐 链 复 形 K,(x; M) = K,(x; R) Ba M 和 上 链 
Я Кх; M) = Нот, (К,(х; M); М). ШЖ к= 1, 
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АК, (х; R)IR R tE 0 维和 1 维 处 的 两 个 模 非 零 R 
和 R 组 成， 并 及 非 零 微分 只 是 在 R = R 中 用 x, 所 
ЖЕЗ. 一 般 的 Ковш 复 形 可 鹤 视 为 由 这 种 初等 的 
成 份 组 建 起 来 的 : 


К.А) = K. (x; R)@, ° 


对 于 xie 只 ,定义 链 复 形 的 态 射 hh,: K. (х: R) 一 
К, (x1; R) УТЕ s Ab3R х 以 及 在 1 维 处 的 恒 同 
ЮЙ. OKB AD ЕЖЕ X H Ж ИМ БЛ] 


Ba K.(x; R) 


ВК, (х7) К.т), 


其 中 和 = (хт, хт) И H'(x; M) 表示 上 链 复 形 
Кх: М) РТН Е. 对 于 Noether SK ( Noethe- 
Tian ring) К, Ё Ж MM 关于 理想 а 的 局 部 上 同调 (local 
cohomology) Н, (M), А = V (a) = (9 7р 是 索 理想 
Ярэоа}, И КАЙ: 


Н.М) = танх; М), 


ЖФ ху, 7, х, 是 а 的 一 个 生成 元 集 ， 

Мер x€ R ЎЎ МЕЛІ ( M- regular element ) 
(其 中 ME — ^к), ШЖ хЖЕМЕЮЖИ, 
即 如 果 M 2 M 是 单 射 。 元 案 的 一 个 序列 x,,… ,x, 称 
为 元 察 的 M 正则 序列 (M-regular sequence ) 或 м) 
(м- -sequence )， TE x, 不 是 M xi M ++ +x IM) 
上 的 零 因 子 ， 妈 如果 xO E M /(х,М + +x I M) 
正则 的 . 设 ! 是 及 的 一 个 理想 ， 一 个 好 正则 序列 xi ， 

ох, 称 作 了 中 的 M 正则 序列 ， 如 果 对 于 让 = 1,，…,r， 
都 有 xs .1 中 的 极 大 M 正则 序列 (maximal M -regular 
sequence) 8 | 中 的 一 个 好 正则 序列 ， 它 满足 ， 不 存 
在 yel, 使 得 x1…,x,,y 是 M 正则 序列 ， 

设 4 是 Noether 环 ，M 是 有 限 生成 АЙ. [是 一 个 
理想 ， 则 下 述 诸 条 等 价 ，i) 对 于 所 有 的 i= 0,…,r 以 
及 所 有 的 安 企 在 1 中 的 有 限 生成 4 模 N( 见 模 的 支 所 
(support of a module)) ,都 有 Ext (N, M) = 0; 这 对 
于 i=0,…,r, 有 有 Ext (А/Е, Му = 0; 二) 在 1 中 
存在 MM 正则 序列 . 

模 寻 的 ! 深度 (1-dep 耻 ) 是 ?中 的 最 长 的 МАЕ 
列 的 长 度 . 它 也 被 称 为 理想 1 在 M 上 的 级 (grade) . 
模 的 深度 (depth of a module) 08 А 深度. 

与 杂 正 则 序列 相伴 的 Kosz 复 形 K, (x ; Муй 
WWE: 当 i> Оов, H (K,(x; M) =0D E H.(K. 
(x;M)) = МУЎ x, M. 这 个 事实 (连同 上 面 的 论 
Ж ) 使 得 Koszul 复 形 成 为 交换 代数 和 同调 代数 中 的 重 
要 工具 ， 例 如 ， 在 维 数理 论 和 重 数理 论 { 以 及 相交 理论 
( intersection theory)) 中 , 省 见 [A1] ,[A2],[A3],{ A4]; 
亦 见 模 的 深度 ( depth of a module ) 和 Cohen -Macanlay 
环 (Coben -Macaulay пшр). 


参考 文献 
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Котельников 解释 [Kota'mikov intepretation Котельни - 
кова нитерпретация | 
= # Лобачевский 空间 ( Lobachevskü space ) ' S, 
中 的 直线 流 形 在 复 六 面 S,(i) (或 'S.(i))】 上 的 一 个 解 
Ë. 将 '5 每 一 条 直线 和 它 的 Рег 坐标 (Plicker 
coordinates ) 相 联 系 ， 后 者 除 一 个 符号 外 是 完全 确定 的 ， 
使 用 这 些 线 坐 标 建立 了 直线 与 它 在 8 中 的 极 的 对 应 
关系 ， 也 定义 了 直线 的 向 量 和 它们 的 极 ， 两 条 互 极 直 线 
之 中 一 条 表示 为 一 个 单位 长 度 的 向 量 ， 另 一 条 表示 为 
一 个 虚 单 位 长 度 的 向 量 .'S 中 的 互 极 直线 对 组 成 的 流 
形 表示 为 曲率 半 和 从 为 1 或 i 的 平面 3,(i)， 而 且 此 对 
应 是 连续 的 .'$, 中 的 迷 向 直线 表示 为 5; (i) 中 绝对 
形 上 的 点 ， 空 间 'S, (i) 中 运动 的 连通 群 同 构 于 平面 
5,(1) 的 运动 群 . 
Котельников 解释 有 时 作 广义 理解 ， 即 三 维 空间 
中 的 直线 流 形 用 复 平 面 或 者 其 他 二 维 平 面 所 作 的 解释 
( 见 Fubini 模型 ( Fubini model) 1. 
Котельников 解释 最 先 由 А. Р. Котельников 提 
出 { 见 [1])， 而 后 又 由 E. Study 独立 提出 ( 见 [2])， 
参考 文献 
11] Котельников, А, П., Проективная теория векторов, 
Казань, 1899 
[2] Study, Е., Geometrie der Dynarnen , Teubner , 1903. 
[3] Розенфельд, Б. А., Ноєвклыдовы пространства, 
М., 199. Л. А, Сидоров 所 
ГАК Котельников 解释 有 时 又 称 作 Котельников 
模型 (Кое nikov model) , 
参考 文献 
[A1] Rozenfel'd, B. A., А history of non-Buslidean goo - 
тену, Springer ，1988【〔 译 自 俄 文 ), 杨 路 、 曾 振 柄 译 


Krawichouk 多 项 式 [ Krawtchouk polynomials; Кравчука 
миогочлены ] 

在 由 N + 1 个 整数 点 组 成 的 有 限 点 组 上 正 交 的 多 
ж, АЛАА в (zj 是 一 个 具有 如 下 间断 性 的 阶 
вей : 


st) -oY je х0, М, 


其 中 (7) 是 二 项 式 系 数 binomial соейсепв)„ p, а > 
0, p + q = 1. Krawtchouk 多 项 式 由 公式 


Ро) (( s) вау 


ве 


给 出 . 这 个 概念 属于 М. Е. Krawtchouk ([1]). 
参考 文献 
[1] Krawtchouk, М. F ,, Sur une genéralisation des poly- 
nómes d` Hermite, C. R. Acad. Sci. Paris, 189 
(1929), 620 一 622 
[2] $зерб, G., Orthogonal polynomials, Amer, Math Soc ， 
1975 H. K. Сустин 所 
[ 补 注 ] Krawtchouk 多 项 式 可 以 写成 型 为 ; F, 的 超 几 何 
Ж (hypergeometric function ). ## SU (2) 的 不 可 约 酉 
ЯЕ ЖЕ ЗС ДЕ Д А Кравчук 多 项 
式 的 正 交 关系 ， 见 [A2], [А3]. 这些 多 项 式 也 可 解释 
成 对 称 群 的 图 积 ( wreath product) 上 的 球 沙 数 ， 见 
[A4], 其 中 9-Krawichouk 多 项 式 也 得 到 讨论 . 编码 学 
家 宁愿 把 它们 种 Hamming 方 宾 ( 等 价 地 ) 联 系 起 来 ， 这 
里 Krawtchouk 多 项 式 被 用 来 处 理 关 于 完全 码 的 一 些 问 
题 ， 见 [Al]. 


хи 
ГАІ] Lint, 2. Н. зап, Introduction to coding theory , Sp - 
inger, 1982. 


[A2] Koomwinder, Т. H., Krawtcbouk polynomials а 
unification of two different group theoretic interpreta - 
tions, SIAM J. Math. Aral., 13( 1982), 1011 — 1023. 

[А3] Nikiforov, А. Е. and Uvarov, У. В., Special fun - 
ctions of mathematical physics , Birkhšuser , 1988 ( 译 
А). 

ГА4] Stanton , D ., Orthogonal polynornials арі Chevalley 
groups, їп R. А. Askey, T. Н. Koornwinder and 
W. Schempp (eds .): Special functions: group ћео- 
retical aspects and appliations, Reidel , 1984, 87 一 
18. 陈 怀 惠 W 


Крейн 空间 [ Krein space ; Крейново пространство | 
[ 补 注 】 ë .x 是 复线 性 空间 ， 在 其 上 定义 了 一 个 Her- 
mite З 00 88 Ж 9 ( Нетійап sesquilinear form) 
Г CM OBRA, J: asr С, ЖА 
[ах +азх,, у] = ах, у]+а,[х;, y] B [x, 
у]=[у,х]. PBH х.х, X. у©Є Ж, ду, mE 
С), WI, ж (或 更 确切 地 (Го. ° ]) ， 称 为 
Кройн 空间， 如 果 在 ж 中 有 两 个 线性 流 形 >, 使 得 
ЕРА (АІ) 


(ж,['.'б р бж. 16, ' ]) É Hibert 空间 


KREIN SPACE 293 


{Hilbert space ) А [,, r] = (0). 总 是 假定 #*,, 
жж (ор Ся, г ° рай Ся [5 
，]) Ë Hibert 空间 ) ; [ * ] 称 为 Kpeiia 空间 3 
的 不 定 内 积 ( indefinite inner product) ， 特 别 地 ， 如 
sm w min (тя, тж) < oo, M ж 是 
п, 空间 或 指数 为 < 的 Понтрягин 空间 (Pontryagin 
space ) ， 以 后 ， 对 一 个 л, 空间 ， 总 假定 < = dim z, . 

用 分 解 式 {Al1) ,在 Крейн 空间 (9, [+ .,› р 
上 能 定义 一 个 Hiber 内 积 (" ，，) 如 下 : 


[x-,7-], (А2) 
X=x,+xX.,y=y, Ty-, X. уе 
虽然 分 解 式 ( A1) 不 是 唯一 的 ， 分 量 ж, 的 分 解 是 唯一 
决定 的 ， 而 由 不 同 的 分 解 式 按照 (A2) 产生 的 Hilbert 
范 数 是 等 价 的 . Крейн 空间 中 所 有 拓扑 概念 ， 如 果 不 
明显 地 另外 说 明 ， 都 是 措 这 种 插 扑 . 在 Hilbert 空间 
(ж, (+,,б ))+. 8 Ж, ж 上 的 正 交 投 影 分 别 
用 P. 和 P. ЖА. 这 时 ， 对 称 为 基本 对 称 算 子 (fun - 

damental symmetry орегаог} = Р, Р, Ж 


(х,у)=[х„,у,] 


[x,y] (7х, у), x, ує#, (A3) 


HB J 有 性 质 : 让 = 了 ,J 了 =J'， 反之， 给 定 一 个 Hil- 
bert С (ее) 和 其 中 的 一 个 有 这 些 性 质 的 
жт J( 或 更 一 般 地 ， 一 算 子 G 有 性 质 G= G ,0e 
ю(б)), ШЕ ж EB САЗ) 定义 一 个 不 定 内 积 《或 分 
别 地 ， 由 以 下 关系 式 定义 ; 


[x, у}=(бх, у), x, ує.ж), {A4) 


B (m: ]) 3 Крейн 空间 .由 于 这 个 构造 ， 
Крейн 空间 有 时 称 为 J 空间. 

更 一 般 地 ， 如 果 一 个 Hilbert 空间 (#,(-.,- )) 
和 KK 中 一 个 自 伴 的 非 半 定 算 子 G 已 给 定 ， 则 关子 x, 
уеб МЖЖ (A4) 定义 一 个 . 光 上 的 半 双 线性 型 
[，,，]， 此 型 能 按 范 数 ЦСО (xe) 连续 
地 延 折 到 商 空 间 .%/ ker G 的 完全 化 上 、 此 完全 化 ， 装 
А015. 122—0 Крейн 空间 、 包 含 ж]Кегб 作 
为 其 稠密 子 集 - 

如 果 ;是 一 个 R 上 实 的 局 部 可 和 函数， 在 Lb- 
espe 测度 ( Lebesque measure ) 为 正 的 集合 上 取 正 的 和 
负 的 值 ， 则 所 有 满足 1 lflzlrlax < oo 的 及 上 可 
测 函 数 ( measurable function ) (28) f 的 空间 L. , W& 
予 不 定 内 积 [f, 9] = 了。 fgrdx (f. ае, „), Ж 
是 一 个 Крейн 空间 . 更 一 般 地 ， 如 果 o 是 一 个 R 上 
аии, ЕЕЕ ЙЕН ЭЛЕЕ Н ЖЕЛЕ, Ж 101 
表示 它 的 全 变 差 ， 则 所 有 使 得 jfl?4lel<om 的 
иш /的 空间 І, (oc)， 同 予 不 定 内 积 [f, 9] = 
12 fga; (fgsL,(o))， 就 是 一 个 Kpeii 空间 - 
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此 外 ， 带 有 Hermite 半 冯 钱 生 型 [ ，] 的 复线 
空间 ， 如 有 к 负 平 方 ( 即 每 一 in +< ж, 
шх хет, x 关 0、 有 [x, x]<0， 则 其 维 数 <к, 
且 至 少 有 一 个 这 样 的 к 维 流 形 ) ， 就 能 苦 助 于 取 一 商 


空间 并 使 它 完 全 化 ， 把 它 典 范 地 赔 人 到 一 个 x, 空间 
中 ( 见 [A4], [А2], [А9]. [All]) . 
Крейн 空间 .关上 的 不 定 内 积 ['， ，，] 引出 交 


中 元 索 的 一 种 分 类 : xe 称 为 正 的 (ровів). Е 
负 的 (non .negative ) 、 中 性 的 (neutral ) 等 等 ， 如 果 
[x, x] >0, [x, x]> 0, [x, x] = 0 等 等 . СИ 
线性 流 形 或 子 空间 se 称 为 正 前 (Positive )、 非 负 的 
(ооп -negative ) 、 中 性 的 (вешта!) 等 等 ， 如 果 它 的 所 
有 非 零 元 案 是 正 的 、 非 从 的 ， 中 性 的 等 等 .区 如 说 ， 所 
有 非 负 元 素 的 集合 不 是 线性 的 ， 但 它 包含 子 空间 ， 其 
中 极 大 考 称 为 极 大 非 负 子 空间 (maximal non -negative 
subspaces ) . Крейн 空间 ,区 的 所 有 地 大 非 负 子 空间 有 
同样 的 维 数 (如 同 .多 , ) ，.Y( 有 分 解 式 (Al1) ) 的 子 
空间 多 是 极 大 非 负 的 ， 当 且 仅 当 它 能 写成 2= (х, 十 
К.х,:х.ея, }， 这 里 к, Ж Ф ЮТ (angular 
operator), ЖА (ж, 1. ])Ю(ж#_.[+,, ]) 
中 的 压缩 (contraction ) . татава (ва 

раї) (7,7) 定义 如 下 : g, ЖАЙ ТЕЦ, 2 
是 非 正 于 空间 且 [2 , е ]= {0}. 任 一 对 偶 对 是 包 
含 在 一 极 大 对 偶 对 ( 对偶 对 的 极 大 性 用 包含 关系 按 自 
然 方 式 定义 ) B; ТКА (30, 2.) 中 于 空间 
Z, 《分别 地 ，Z_ ) 是 极 大 非 负 (分别 地 ， 非 正 ) 的 
(R.S. Phillips) . 

利用 不 定 肉 积 ， 在 .% 中 能 定义 正 交 性 : x, ye y 
称 为 正 交 的 《orthogonal ) ， 如 果 [х, у]=0; ШЖ 
= z, et = (x: [x,]= {0}}. Нйеп 空间 中 
某 些 正 交 性 质 仍 保 持 ; 然而 也 有 本 质 的 差别 ; 例如 ， 
Пет 能 包含 非 零 向 量 ; 如 果 多 是 中 性 的 ， 则 < (Y 
2 与 多 重合 ， 且 уйе! = 10} 等 价 于 2+ z+ 
= x. 

对 Крейн 空间 (3, [，，，]) ЖЕЙК K+ 
(linear operator) T， 伴 随 (айош) ЖТ T ( 有 时 
称 为 伴随 的 ) 用 [Tx, y] = [x, Ту] (xeə(T), 
yeg(T+)) ЖХ. 如果 Т 表示 在 Hilbett 空间 {多 
(+ O САСА) Ф ТЮ, ШЕ Т 
JT'J. 现在 Крейн 空间 多 中 的 算 子 类 或 多 或 少 
地 类 似 于 Hilbert 空间 情况 来 加 以 定义 : 工 是 对 称 
的 symmetric) ， 如 果 Tc T+, т НЕК) (sdí- 
adjont), МЖ Тет", ТАЮ (Фрање ), 
如 果 Im[Tx, х] 2 0 (xe 2(T)), тане (сод - 
tractiwe ) ， 如 果 [Tx，Tx] (х, х] (x=), ТЖ 
西 的 《unitary ) ， 如 果 卫 有 界 ， 多 (了 一 和 区 ЕТТ 
=1= TT* ， 等 等 . 也 有 新 的 算 子 类 出 现 ; 例如 ， 了 


是 加 算 子 (plus-operator), 如果 [x, x] > 0 ЕТТУ, 
Tx]2 0, T 是 双 加 算 子 (doubly plus - -operator )， 如 果 
了 利 T+ R ME F. Крейн 空间 中 圈定 等 趾 算 于 
(isometric operator) T'( El [ Tx, Ty] = [x, y] 对 所 
有 的 x, yes#(T)) 不 必 是 连续 的 ， 和 Hilbert 空间 中 
一 样 ， 自 伴 和 西 算 子 ， 对 称 和 等 上 距 算 子 ， 耗 散 和 压缩 
算 子 由 Cayley 变换 ( Cayley transform) 联系 在 一 起 ， 
Й, Ш A= At, z 天 7 B ze p (A), MU = 
А-—,) (4-2,1) ROF. 

Крейн 空间 中 自 伴 算 子 的 谱 不 必 是 实 的 ( 它 其 至 
能 秆 盖 全 平面 ) ， 但 它 关于 实 轴 对 称 . 类 似 地 ， 西 算 
子 的 谱 关于 单位 圆 戏称 

不 定 内 积 有 时 给 出 算 子 谱 的 点 的 一 种 分 类 : 
本 征 便 称 为 是 下 型 ( positive type ) (9179 Cnegative эмэ 
等 等 ) 的 ， 如 果 相 应 的 本 征 空间 间 是 正 的 ( 负 的 ， 等 
等 ). 

如 果 1, JE Крейн 空间 中 自 伴 算 子 4 的 孤立 
本 征 值 ， 则 对 相应 的 Riesz 投影 E; ,£7 有 Е, = El, 
又 如 果 dim R(E,) < o， 则 限制 А}, 和 Аас 
有 同样 的 Jordan 结构 如果 在 п, 空间 中 对 称 算 子 
A 有 实 非 半 单 本 征 值 1， 则 相应 的 代数 本 征 空间 能 分 
解 成 直接 正 交 和 : sj 一 si + 6; ， 这 里 с ЖЕДЕ A 
在 4 的 几何 本 征 空间 中 的 还 子 空间 ,而 є = (0) 是 
在 4 下 不 变 的 ， 带 有 dims; < со; 如 果 4,, o, d, 
是 Al, 的 Jordan 链 的 长 度 ， 令 рд) = 7, 1.1[4,/2]; 
如 果 1 А 的 非 实 本 征 值 ， 定 义 p (A) 为 相应 代数 
本 征 空间 的 维 数 、 Д У р(д) 所 x， 这 里 是 对 4 {ЕЙ 
上 半 平 面 中 所 有 的 本 征 值 4 求 和 . 特别 地 ，A 的 任 一 
个 Jordan 链 的 长 度 所 2x +1, 3 4 在 开 上 半 平 面 
内 的 本 征 值 个 数 和 4 的 非 半 单 本 征 值 个 数 均 不 超过 
к. 

对 Крейн 空间 的 特殊 结果 是 关于 极 大 非 负 ( 或 极 
大 非 正 ) 子 空间 存在 性 的 命题 ， 这 些 子 空间 在 给 定 算 
子 作用 下 是 不 变 的 ， 这 类 型 的 第 一 个 一 般 结果 是 由 Л. 
C. Понгрягин 于 1944 ЕВ АЧ, ЖЯ x, 空间 中 自 
伴 算 子 有 一 个 x 维 非 正 ( 即 是 极 大 非 正 ) 不 变 子 空 
BJ. Ш, x$ Крейн 空间 中 各 类 算 子 的 类 似 结果 也 被 
证 明 . И, Крейн 空间 中 有 界线 性 算 子 了 有 极 大 非 
负 不 变 于 空间 ， 如 果 Р.ТР. 是 紧 的 再 加 上 条 件 T 
是 自 伴 的 或 耗 贡 的 或 本 的 或 加 算 子 ， 等 等 .( B [A2]， 
{A4]) . 证 明 这 种 结果 的 一 种 可 能 的 方法 ， 例 如 对 西 
算 子 了 ， 是 确定 分 式 线性 变换 


К (Ty + TxaK) (Ti + ТК)! 


存在 不 动 点 Ку, ЖШ K 是 从 ж, 到 .党 . 中 的 压缩 
(一 个 角 算 子 ) 且 (TT,)? 是 ТЭТ (АЕ 
ж. 用 不 同方 法 其 他 情形 下 极 大 非 负 不 变 子 空间 的 存 


在 性 也 己 得 到 证 明 ， 例 如 : 1) 人 了 起 酉 算 子 而 1 T" 对 
所 有 的 n 一 0,],…， 一 致 有 界 ; 2) 对 所 有 的 хе 
ж. x#0, [Tx, Tx] >[x, х]. E c (T) б 
(101= 1 二， 和 3) 个 有 界 自 伴 ， 且 存在 多 项 式 P 
使 得 [P{T}x, x] 之 0(xe%)， 在 很 多 情形 下 这 些 极 
大 非 正 不 变 子 空间 2 能 用 A|, 的 谱 的 性 质 来 刻画 
例如 ， 如 果 T 是 有 界 自 伴 的 而 P ,TP . 是 紧 的 ， 则 
能 选取 之 使 得 Im (A|,) 守 0， 也 有 关于 算 子 的 交 
换 族 的 公共 不 变 极 大 非 正 子 空间 的 存在 性 的 结果 ， 例 
如 : z, 空间 中 有 界 自 伴 算 子 交换 族 有 公共 极 大 非 负 不 
变 子 空间 (M. А. Наямарк; 在 x, 空间 中 群 表示 论 
中 的 应 用 ， 见 [A19]) . Phillips 提出 同 题 ( [ A16]) : 
如 果 Крейн 空间 ж 中 一 个 子 空间 对 侦 对 在 .% 中 对 有 
界 自 伴 算 子 创 一 交换 代数 4 是 不 变 的 ， 是 可 总 能 扩张 
成 一 极 大 对 侦 对 而 其 子 空间 仍 对 4 不 变 ?【 肯 定 的 答 
案 能 推出 .关中 任 “有 界 自 伴 算 子 有 极 大 非 负 不 变 子 空 
同 .) 对 这 阿 题 只 有 部 分 的 解答 已 知 { 见 [A4], [A2]， 
[Al4]) . 

Крейн 空间 жн ТАН 4 称 为 可 定 化 的 
(difinitiaable 】 ([A4] 中 可 正 化 的 《positzable) ) , fn 
Ж p(A) 到 四 且 存 在 多 项 式 p 使 得 [p(4)x, x]>0 
(x€2(p(A)). п, 空间 中 任 一 自 伴 算 子 有 此 性 质 (这 
里 可 选取 qz 作为 p， 其 中 q 是 A|, 的 最 小 多 项 
式 , ей 4 的 一 个 x 维 非 正 不 变 子 空间 ) ; 还 有 ， 
Крейн 空间 中 任 一 自 伴 竺 子 А, ШЖ p (A) 08. 
JHermite 半 双 线性 型 [4x, y] (x, y89(A)) 有 有 限 
个 负 平 方 ， 则 是 可 定 化 的 

可 定 化 算 于 4 的 非 实 谱 oo(A4) 由 至 多 有 限 多 个 
本 征 值 组 成 ， 旦 4 有 一 个 谐 西数 《spectral function ) , 
带 可 能 确定 网 临界 点 【[A13]，[A2]) .这 就 是 说 有 一 
个 (临界 点 的 ) 有 限 集 c(4) ВА {оо}, 使 得 由 端 
点 不 在 c(A) Йй R 中 所 有 有 界 区 间 及 其 补 集 组 成 的 
ЗЫ R, 上 ， 定 义 一 个 取 值 在 Крейн 空间 .% 中 所 有 
自 伴 投影 的 集合 中 的 同 坊 BE， 对 ACR, #8: a) 
Е(А) жЕ (Д) 子 空间 ， 如 果 对 4 的 某 一 定 化 多 项 
式 p 在 4mc(4) 上 P>0( 分 别 地 ,pp<0];b) 
E(A) 在 4 的 预 解 式 【resolvent ) 的 二 次 交换 子 中 ; 
以 及 c) 如 果 A 有 界 ， 则 BE(A).% S o (A) B 
a(ÁAlsaz) А, ofd-sons (К\А) Оо, (А). 
特别 地 ， 如 果 4 有 界 且 [4x, x]2 0 (xe), MUJ 
с(4) с {0}, ВЖЕ N= Nt, N?=0,[Nx， 
x]2 0 (хе) BJA UW N. ж 


[РП 
Ax= | 
-in 
如 果 可 定 化 算 子 А 的 谱 是 离散 的 ， 则 它 的 代数 本 
征 空间 的 线性 张 《linear span), 在 天 中 是 稠密 的 ; 如 


AE(dA)x+ Мх. 
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Ë 4 在 一 个 rx 空间 2 上 是 紧 的 和 自 伴 的 县 дє 
5。《4)， 则 存在 由 А 的 本 征 向 量 和 相伴 向 量 组 成 的 .x 
的 Riesz 基 (Riesz bass) (И. С. Jloxsunom ) . 

在 x, 空间 和 Крейн 空间 中 。 有 对 称 算 子 扩张 成 
自 伴 算 于 的 理论 ， 也 有 广义 预 解 式 理 论 ， 这 和 Hilbert 
空间 的 情况 是 类 似 的 .对 膨胀 理论 同样 也 对 : Крейн 
空间 中 任 一 有 界线 生 算 子 T 有 一 个 在 某 Kpekn 空间 
я отт T((A2]). 在 这 方面 有 以 下 结 
Ж: W ®,, 多, 是 Крейн 空间 ， 多 是 有 光滑 边界 的 
单 连通 开 区 域 ， 且 069, Fc {2: |z| <1}, ҢӨ 
Ж а 内 全 纯 冰 数 ， 其 值 为 从 жу 到 ж, 的 有 界线 性 
算 子 ， 则 存在 一 个 Крейн 空间 ж 和 一 个 丁 算 子 

U, бы], А, 

[E оа |: f @ x, ЖФ #,, 
使 得 

ө(2)= U, +zU,(I-zU,) U, (269) 
(Т.Я. ажо, Л [А2], [A6]; 这 里 西 的 是 指 U 
把 Крейн 空间 22, 连续 地 映射 到 Крейн 空间 
#@лж, 上 ， 且 保持 不 定 内 积 ). 

关子 Крейн 空间 ， 或 更 一 般 地 关于 不 定 内 积 空间 
的 第 一 批文 章 中 有 些 是 由 【量子 ) 力学 问题 激发 起 来 
的 ([A4], {A2]; ЖЯ [А18], [A17]) . Крейн 空间 
中 的 算 子 也 由 数学 分 析 中 的 问题 按 自然 的 方式 引起 .这 
些 问 题 的 例子 有 : 1) 考虑 [0，o ) 上 的 典范 微分 方程 
组 JX G) =iH (t) х (t), ЖШ H (3), J E 
(пхп) Ж, H(t)20,J=J'=J ', Bit U(t) 
ЖЕ 6938 БЕЙТ (matrizant ) (Ж Cauchy ЖР ( Cau - 
chy operator) ) : JÜ(t) = iH(t) U(t), U(0) =1,. 
则 о(е) 是 了 本 的 【 即 在 和 ”中 关于 出 矩阵 定义 的 内 
1, А (А3) ), ХИИ (Н) = 
H(T+ t)) 的 稳定 性 理论 中 ， 070г) 的 本 征 值 分 类 成 
正 或 负 型 的 起 车 本 质 的 作用 〔[A5] , [АВ]). 2) 积分 
算 于 x(，) К ‚озу (з) йо (8), Ч сй 
КЭ [а, b] ЕЖИК, К(5, г) = К, 5) 
(s,t€[a, b]) 时 ， 是 Кройн 空间 L, (c) ЖЕФ 
+. 3) Крейв 空间 的 子 空间 的 对 侦 对 及 它们 扩张 成 极 
大 对 偶 对 的 理论 是 与 Hilbert 空间 中 耗 散 算 子 扩张 成 极 
大 耗 散 算 子 理论 中 某 些 问 题 相 关 的 。 Philips 与 耗 散 的 
双 曲 和 抛物 组 的 Cauchy 问题 相 联 系 开展 这 些 研究 ， 
4) 对 首 一 算 子 多 项 式 (у= "I+ "lB, + 
TAB +В, B, 是 某 Hilbert 空间 3 реА 
算 于 ， 能 联系 着 一 个 所 谓 的 友 算 子 (companion op- 


erator } 
=В,, -B-, —В, -В, 


1 0 0 0 


0 0 1 о 
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在 Крейн 空间 ж ,[x,y]= (бх, y) (x, ye 
Ж) 中 ，A 是 自 伴 的 ， 这 里 (。,，) 是 жр 
而 


о O 1 

° о В, 
G= 

1 Bi B, 


举例 说 ， 如 果 n = 2 而 В, 是 紧 的 且 关 0， 上 面 提 到 
的 关于 极 大 非 负 不 变 子 空间 的 存在 性 曹 涵 存 在 > 中 
有 界线 性 算 子 Z 满足 Z'+ B Z+B,=0,Z'Z < 
B, А Imç(Z) 20([A12]). 按 类 似 的 方式 ， 如 果 
В>0,С=С' B AB (n Xn) ЖЖ, 使 得 G = 
(72 4 ) 有 n 个 正 的 和 n +A ЖАШАЙ. ДГ 
条 件 (X' 一 X) (A+ BX) 20 Е Rica 方程 
( Riccati equation ) 


XBX+XA+A`X-C=0 


的 诸 解 X 是 一 一 对 应 于 2n 维 Крейн 空间 # = С?" 


中 自 伴 算 子 二 i 的 2) 作用 下 不 变 的 所 有 极 大 
非 负 子 空间 ， 光 装备 着 不 定 内 积 (A4) { 见 [A8]) . 
5) 如 果 L 是 区 间 [a, b] 上 形式 对 称 正则 常 微分 算 
子 ， 带 有 在 a 和 点 的 对 称 边 界 条 件 ， 且 r 是 [a， 
b] 上 可 和 函数 ， 且 在 [a, b 上 不 取 常 符号 (a, 
e.) ， 则 微分 方程 Ly 一 4ry= гу 引出 一 个 Крейн 
空间 ж 一 也 ,中 的 自 伴 算 子 А, 带 内 积 [f ,9] = 
латах. 如果 L ROF RAP. ЩТ 4 是 可 定 化 
#0. 6) Крейн 空间 能 与 边界 条 件 中 包 依 本 征 值 参数 
的 给 分 算 子 的 某 些 林 征 值 问题 相 联系 ， 例如， 考虑 
L,= L,[0, eo) 中 间 题 
2 
t +ау-йу=], 
又 假定 在 о 有 一 极限 点 且 在 x=0 有 边界 条 件 
a(2)y(0)+ 0(A)y'(0)=0 (<, ВАЖКА p. , = C 
上 的 全 纯 函 孝 且 满足 对 称 条 件 》 ， 这 问题 的 解 能 表 成 
у=Р(А- А) f (feL,), KE, 一 般 地 ，4 是 
ЖАЎ Крейн 空间 .和 = L, Ф я, 中 自 伴 算 子 而 Р 是 
从 2 9J L, 上 的 正 交 投影 {[A17]) 7) Жад 
析 函 数 是 与 x, 空间 中 算 于 理论 有 关 的 . 例如 ， 这 小 
及 这 样 定义 在 上 半 平 面 ( 或 单位 图 盘 ) КЕША у, 
ë ШИ 
мда, p= ЖОЕЛ). 
《或 
зг, р) = (D). ) 


1- zp 


有 < 负 平方 ( 即 对 作 意 п 和 2,07, 2, ШЇ 
(Мда, zj))? 有 至 多 к ЖН, Ва н, 
2,7,2, 的 一 种 选取 它 有 x 个 负 本 征 值 ) 相应 的 
外 推 或 怎 问 题 ， 能 用 w, 空间 中 对称 或 等 虐 算 子 理论 
的 结果 来 处 理 ( 见 [Al2], [A2]) . 
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Kripke 模型 [ Kripke models ; Крипке модели | 

ШЕТА ЕДЕ ЖИН l — r. 该 集 
合 被 基 一 个 关系 定义 了 一 个 序 . 它 的 作用 主要 是 为 各 
种 非 经 典 尼 辑 ( 直 沉 主义 轴 辑 ， 模 态 逮 辑 ， 等 等 ) 提 
供 一 个 解释 . 准确 地 说 : 一 个 语言 L 的 一 个 Карк 
模型 是 一 个 结构 

K=(S, R, D, W), 

这 里 5 是 一 个 非 空 集合 ， 其 中 的 元 素 称 为 “世界 ”， 
“局 势 "; R 是 S 上 的 一 个 二 元 关系 {例如 ， 对 直 党 
ЖУЛ 《intuitionistic logic ) 系统 Е. R 是 一 个 
偏 序 ; ЕДРИ S4( 见 权 态 逻辑 (modal lo - 
ge)) ПЕ, R 是 一 拟 序 ， 而 对 系统 SS, R 是 一 等 价 
ЖЖ); D 是 一 个 典 射 ， 对 任 一 S МЖ о, МТ— 
个 域 D,， 使 得 车 aRB， 则 D.C D,; W 是 一 个 赋 
f: 对 L 的 任 一 常 项 符号 а, АТ Пр, 中 的 一 
ЛЖ W(a); 对 L 的 每 一 个 个 体 变 元 符号 x, М 
F U, D, 中 的 一 个 元 素 W (x); 同时 ， 对 $ 中 的 
每 一 个 元 素 a ( 被 认为 是 “世界 ",“ 局 势 ")， 王 对 
L 的 每 一 个 命 器 变 元 符号 P， РИН И, (Р)є 
(Т.Е) (对 系统 J， 还 应 要 求 :车 “Rp W B 
W.(P)= T, B| 所 ,(P) = 下 )， 对 每 一 个 n 元 谓词 
符号 P， 赋 予 一 个 子 集 合 W.(P)S(D,)" (对 系 
统 1, #аКв, M| И.Р) Wi,(P))， 对 每 一 个 
元 函数 符号 f. Тт (р,) "8 D, ЮЖ 
W.(f) (对 系统 J WË, # „Кз, Д W.(f) 是 
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W,(f) 在 D。 上 的 限制 ). 

对 任 一 xsS， 任 一 工 的 公式 А, 车 4 中 的 每 
一 自由 变 元 符号 x 都 满 是 信 (x)eD, 的 话 ， 则 
W,(A)e (T, F) 的 真 很 值 可 归纳 地 定义 出 来 ， 对 系 
ЕТТЙ, ИСА) 的 定义 如 下 

a) 车 4 是 一 原子 公式 ，W.(4) 在 该 异型 中 时 
сей: 

b) W.(B&C)=T (W,(B)=T B W,( C) 
= Т); 

c)W.(BV С)= Т=(И,(В)= ТС) = 
T); 

d) W,(B>C)=T = ( W4E— е5, # АВ 
B W,(8)=T, MJ W,(C)= T); 

e) W.(—B) = T = ( #HE— е, ЖА, 
M W ,(B)= F); 

f) W,(V xB) = T СНЕЖ W'= W H 
Веб, # ЕВ B W'(x)eD,, Ж W,(B)= T); 

в) W,(BxB)=T = (存在 一个 W'= ,W 使 
И (х)єр, П W.(B)= T). 

( 这 里 W = , W 是 指 除了 变 元 符号 x 可 能 不 一 
样 以 外 ，W' 与 W 的 峰值 处 处 相同 ), #„(А)=Т 
有 时 也 可 写作 а А. 

ХЕТАЛ, И (А) 的 定义 仅 在 情形 а, е, в 
有 所 不 同 : 

4) W.(A) (BƏC)=T = (W, (В) =F 3 
W.(C)=T); 

e') W.(3B)=T = (W,(B)=F); 

g) W,( V xB)=T = (M f£— W' =, W, 
ЖЯ W'(x)eD,., Ш W.(B)= T); 
另外 ， 再 加 上 另 一 条 归纳 规则 ; 

h) W,(L) B) =Т= (МЕЖ реБ, Ë КД, 
B| W,(8)= T). 

一 个 公式 À 被 认为 在 一 个 Kripke 模型 K (5, 
R, р, W) ФУД (059 KE 4， 如 果 对 所 有 的 
ze8， 隐 (4) = 工 .对 系统 /，34,，55 而 言 ， 完 全 
性 定理 (completeness theorem ) 都 成 立 : 一 个 公式 在 
该 条 统 中 是 可 导出 的 ， 当 且 仅 当 它 在 所 有 的 相应 的 
Kripke 模型 中 都 为 真 ， 如 下 事实 十 分 重要 : 一 般 说 
Ж, Жр, 是 不 同 的 ，&sS， 因为 如 下 公式 


М ох(А\/ B(x) AVY хВ(х) (ж) 


(x 在 4 中 不 自由 出 现 ) 不 能 由 J 推导 出 来 ， 但 它 在 
所 有 的 D. 是 恒 同 的 Kripke 模型 中 为 真 ， 如 果 将 
(*) 加 到 了 中 ， 得 到 的 系统 相对 于 带 恒 同 的 域 р, 的 
Kiipke 模型 而 言 是 完全 的 ( 见 [3]). 系统 J, 54, 55 
中 的 命题 演算 部 分 都 是 有 穷 可 估 值 的 。 即 是 说 ， 任 何 
无 法 从 该 系统 推导 出 来 的 一 个 公式 ， 一 定 窒 相 应 类 中 
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某 一 个 有 穷 Kripke 模型 中 为 很， 

“Kripke 模型 ”的 概念 是 由 5. A. Kripke 提出 
来 的 ， 它 与 力 迫 的 概念 有 联系 ( 见 力 迫 法 ( forcing meth - 
od)). 
参考 文献 
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8 (1962), 113 — 116. 

[1С] Kripke, $. А., Semantical analysis of modal logic , 
1. Z. Math. Logik Gnmdl. Math., 9 (1963), 
67 — 96. 

[10] Kripke, 8. А., Semantical analysis of moda] logie , 
H. їп ]. W. Addion, L. Непкіп and А. Tamnki 
( eds ) : Тһе theory of models, North - Holland , 1965, 
206 — 20. 

[2] Schüte, К., Volistindige Systeme modaler und intui - 

tionistischer Logik , Springer , 1968. 
[3] Gomemann, S., А logic stronger than intuitionism J. 
Symbolic Logic, 36 (1971), 249 — 261. 
[4] Соћп, Р. Ј., Set theory and е continuum hypothesis , 
Benjamin , 1965. C. K. Соболев Ж 
【 补 注 】 Kripke 模型 是 拓扑 斯 (topos) 理论 模型 的 一 
种 特例 . 具体 地 说 ， 以 上 定义 中 的 函数 D 可 以 被 看 作 
一 个 巴 层 (pre -sheaf) ( 即 是 一 个 取 集 合 为 秆 的 函 
子 )， 它 的 定义 域 是 半 序 集 (S, R); # (S, R) L 
的 牟 层 的 拓扑 斯 的 肉 部， 函数 УКТА 
的 语言 上 的 结构 ， 而 上 面 给 出 的 有 效 性 的 归纳 定义 ， 
正 是 这 个 拓扑 斯 内 部 有 效 性 的 一 个 外 部 解释 。 对 于 预 层 
的 拓扑 斯 里 的 模型 来 说 一 一 即 是 说 ， 如 果 以 一 个 性 意 
的 小 范畴 ” 来 代替 尽 序 (5, R)—Krpke 语文 仍 
是 可 车 的 ( 亦 见 可 靠 规则 (sound mie)) . 要 做 到 这 
m ЕЛЖ d, е, 了 中 改变 满足 z RA 的 那些 结 
点 万 上 的 量词 域 ， 将 量词 域 改 为 定义 在 9 上 ， 域 在 
x 上 的 态 射 族 . 然而 ， 如 果 考 瞄 畏 的 拓扑 斯 中 的 模 
型 ( 即 ， 如 果 在 范畴 ç 上 引入 一 个 Grothendieck 拓 
+), А с) 及 g) 必须 使 用 拓扑 中 的 覆盖 族 ， 因 
而 需 作 一 定 的 修改 .例如 ，e)】 将 是 ; 

c W,(B V C)= ( #fE—4- о 的 态 射 组 
MON К, ES —JEth ÉS R A 了 都 有 W. (B)= T 
或 者 fear (C) = T. 

这 样 产 生 的 解释 通常 称 为 Kripke -Joyal 语义 
(Ksipke -Joyal semantics) (该 概念 由 А. Joyal 首先 所 
H). 

欲 知 更 多 的 详细 情况 ， 参 见 [АТ] 或 [A2]. 
参考 文献 

[A1] Goldblatt, Е. I., Торой: the categorical analysis of 
logic , Worth - Holland , 1979. 


[А2] Вей, J. L., Toposes and Iocal set theoris ,Oxford 
Univ. Pres , 1988. 

ГАЗІ Dummett, M. А. E., Elements of intuitionism , Ox - 
ford Univ, Pres, 1977. 

[A4] Kripke ，8 . , Semantical considerations on modal апай 
intuitionitic logic , Acta Philos, Femica, 16 (1963), 
83—94. 

[А5] Knpke, 5. А., Semantical analysis of intuitionistic 
logo, І. in J. М. Cosleyand М.А. В. Dum - 
пен (cds): Formal systems and mcumive functions , 
North - Holland , 1965, 92 — 130. ж зж 


Kronecker -Capslli 定理 [ Kronecker - Capslli theorem ; Кро - 
некера - Канелли теорема] ， 线 性 方程 组 相 容 性 准则 
(compatibility criterion for a system of iinear equa- 
tions ) 
方程 组 
ax t'u +а,х,= 6, 


Ха 


ахуа, х, =b, 


是 想 春 的 ， 当 且 仅 当 其 系数 矩阵 4 = 1а 1 
(тапк) 等 于 4 添加 自由 项 b ЙБ БТ БЕ 
A Ев. 

Kronecker 关于 这 一 定理 的 阐述 出 现 于 他 1883 一 
1891 在 柏林 大 学 所 授课 程 中 ( 见 [1]) ， 看 来 A. 
Capeli 首次 用 “矩阵 的 秩 ” 这 一 术语 以 条 中 所 述 形式 
陈述 了 本 定理 ( 见 [2] ) . 
参考 文献 

[1] Kronecker, L. , Vorlestingen uber die Theorie der 
Determinanten , Leipzig, 1903. 

[2] Саран, A., Sopra la compatibilitá o incompatibilitá 
di pi equaziom di primo grdo ба рісі incognite, 
Resista di Matematica, 2 (1892), 54 — 58 

[3] Курош, А. Г., Курс высшей алгебры, 11 нэд., М., 
1975( 中 译本 : А.Г. 库 洛 什 ， 高 等 代数 教程 ， 人 民 
教育 出 版 社 ，1962 ) ， 
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Kronecker 公式 | Kronecker formnla , Кронекера 中 opMy- 
m] 

一 函数 在 某 方 程 组 之 根 的 集合 上 之 值 的 代数 和 的 
公式 ; 它 是 L.Kronecker 建立 的 ([1],[2]) . + F* (x, 
(0,…,n)，f(x1，…,x") Жн" ЕЗДЖ 
Зри, тая 


(о, ,х'у=б, sl, ,mh а) 
жатат. 设 方程 
F(X ,x )=0 


定义 一 个 不 经 过 方程 组 (1) 之 根 的 闭 曲面 忆 ШЕР 
围 的 内 域 中 严 " <0 . 车 将 函数 "(5 一 1,…,n) 看 作 R' 
上 的 一 个 向 量 场 的 分 量 ， 刘 其 奇 点 ( 按 定 义 ) 即 方程 组 
(1} 的 根 , 令 x 为 一 根 ， 而 x(x。) 是 此 奇 点 的 指标 
(singular point , index of а). 于 是 有 


З= ло зое | Ави {Рав (э) 
ко Бе 


《对 所 有 的 要 求 和 )， 政 "是 单位 球 而 8" 的 面积 ， 


к= Ру о ЈР. 


ойо), F° FJ ЕР? 

Fri F) ЕЕЕ 
A= . . р p= а б, u 

ЕРІ Ft КОКЕ 


ИЕ ФЕЕЖАЖ, ФЕТ оох. А 
(就 十 Kronecker 公式 (Kronecker formula), 
3 f = 1, (2) 中 的 空间 积分 消失 ， 即 得 到 向 量 场 
企 和 在 曲面 王 所 国 的 内 域 中 的 奇 点 之 指标 Xr 之 和 的 表 
达 式 ， 即 由 曲面 P 到 球面 8" 内 的 一 个 晓 射 之 映射 度 
的 表达 式 ， 此 映射 是 将 蚁 射 P= РК (51,5, п) 限 
制 到 上 而 得 . 在 某 些 附 加 的 假设 下 ，xr 等 于 函数 组 
F, Е', 7, Е" ТЯ Kronecker ЖЕК (W, [3]) . 
参考 文献 
[1A] Kronecker, L., Usber Systeme von Funktionen mehrer 
УапаЫеп. Erster Abhandlung, Aonatsherichte (1869) , 
159 = 193. 
[IB ] Кхолескег, L., Ueber Systeme von Funktionen mehier 
Variablen. Zweite Abhandlung, Monatsberichte ( 1869), 
685 — 698 , 
[2] Kronecker, L., Ueber Sturm'sche Funktionen, Monats- 
berichte ( 1878), 95 — 121 , 
[3] Четаев, Н.Г., Устойчивость движения, Работы по 
аналитической механике, М., 1962, 273 — 313. 
[4А] Poincaré, H,, Mémoire sur les courbes définiés раг une 
équation differentielle, J. de Math., 7(1881), 375—422 
[48 ] Poincaré, H., Mémoite sur les courbes définiós par uns 
equation differenticlle, J. de Math., 8 (1882), 251—296. 
[4С] Poincaré, Н., Mémoire sur ks courbes dófiniés par une 
equation differenticlle, J, de Math. , 1 (1885), 167—244. 
[40] Poincars, Н., Mémoire sur 165 courbes définiés раг une 
equation differenticile, J. de Math., 2 1886), 151—217 
М.И.Войцоховский # 
【 补 注 】 函数 组 的 Kronecker 示 性 数 (Kronecker char- 
acteristic of a system of functions) 0:88 ЯНВ (дерес 
of а mapping } 概 念 的 起 源 . 关于 历史 的 说 明 ， 见 [Al ] . 
参考 文献 
【Al] Hisch，M.，Differential topology, Springer, 1976, 
Chapt, 5, Sect. 3 . 齐 民 友 в 
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Kronecker 法 [Kronecker method ; Kpobekepa метод] 

一 种 将 有 理 系 数 多 项 式 分 解 为 有 理 数 城中 不 可 约 
因子 的 方法 ， 此 法 于 1882 年 由 L ,Kronecker ФН. 设 4 
是 多项式 ф(х) 系数 的 一 个 公分 母 , 则 /(х)=4ф(х) 
是 整 系数 多 项 式 ， 再 则 ， 任 一 将 gp (x) 分 为 有 理 系数 
的 不 可 约 因 子 的 分 解 都 引出 将 f(x) 分 为 整 系数 的 不 可 
约 因 子 的 分 解 。 这 些 因 子 与 ф(х) 的 相应 因子 只 其 一 
个 常数 因子 . 反之 亦 是 - 

设 f(x) 次 数 为 n> 了 ， 叉 设 上 为 nj2 的 最 
ХАМЖ. 设 f(x)=g(x)h{x) 为 f(x) 的 整 系数 
因子 分 解 ，g(x) 的 次 数 小 于 等 于 h(x) 的 次 数 ， 于 是 
g(x) 的 次 数 至 多 为 k. 给 x 指定 任意 上 + ] 个 不 同 
的 整数 值 x = c ,(i = 1 ，… k + 1)， 我 们 得 到 等 式 : 


fé(e)=g(c)h(c). i= 1,5, ЕФТ, 


я(с,), В(с,) ВК. а (с) 170). 0—0 ус) 
的 因子 4, 


g9(c)=4,i=1 


多 项 式 g (x) 可 利用 Lagrange 插值 公式 (Lagauge 
interpolation forma ) 由 这 些 等 式 得 出 ， 或 更 简单 ， 由 
系数 的 方程 得 出 .然后 检验 如 此 得 出 的 g(x) ESE 
得 尽 护 x) ,上述 构造 与 检验 须 对 所 有 可 能 选取 的 /(с,) 
的 因子 一 一 实施 . 

接 下 来 同样 的 过 程 应 用 于 g(x), h(x)， 如 此 等 等 ， 
直至 得 到 不 可 约 因子 . 

Kronecker 方法 中 有 大 量 繁 珊 的 演算 ， 我 们 可 以 通 
ЖЕНЕН, НЫҢ f(x) 的 次 数 以 简化 计算 ( 见 [3]) 

例 . (x) 二 x’; 一 x* 一 2x; 一 8x? +6х- 1,8 
一 个 整 系数 多 项 式 ， 没 有 有 理 根 . 车 (x) 一 g(x )h(x)， 
其 中 degg (х) =k<degh (х), M 2Sk<5/2, 
即 上 = 2. 对 于 cl = 0，c = 1, с,=2, 我 人 有 /(0) 
一 1, 了 (1) = 一 5, 7(2) = -21， 这 些 数 的 因子 为 由 = 
Ж1; d,= +1, #5;4,= +1,£3,+7,+21. 一 共 
有 2 x 4 x 8 一 64 种 组 侣 ,由 于 两 种 组 合 4 只 差 符 
号 ， 算 出 的 多 项 式 是 +g (x)， 琢 内 须 检验 9 (0) = 
+1. 还 有 32 种 情形 ， 遍 历 所 有 这 些 情形 ， 发 现 仅 有 一 
个 2 {КФ} f(x): g(x) 二 x? 一 3x 十 1. 因此 


,k+l 


fx)= (x 3x+t Nx +2x +3x- 1). 


这 两 个 因子 都 是 不 可 约 的 {因为 次 数 汶 2 或 3， АШ 
有 有 理 根 ) . 
参考 文献 
[1] Kronecker, L., Grundziige einer arithmetischen Theorie 
der algebraischen Grossen, J. Reine Angew . Math,, 92 
(1882). 1—122. 
[2] Охунев, Л. Я., Высшая алгебра, M. , 1937. 
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[3] Курош, А.Г., Курс высшей алгебры, 11 изд.,М., 
1975 ( Ж# Ж: Кшоћ, А. G., Higher деа, Mir , 


1972). И. В. Проскуряков #8 
【 补 注 ] 
参考 文献 
ГАІ] Waerden, B.L. van der, Algebra, 1—2, Springer, 
1967—1971 (Ж А50). Бат 译 


Kromcker #9 [Kronecker product; Кронекерово пронз - 
ведение], ж, Аар 
同 张 最 积 (tensor product ) . 


Kronecker 符号 [ Kronecker symbol; Кронекера символ} 


由 о 如果 i=j, 
! -人 如 果 J, 

р, 2,… 定义 的 数 下 . 4 1S; jn 时 ，Kronecker 
符号 5) л, ПН ооз а ЗЕ. 
Kronecker 符号 首先 由 L. Kronecker (1866) 采用 . 

可 以 推广 Kronecker 符号 ， 代 之 考虑 合 有 有 名 个 可 
数 (上 与 下 ) 指 标的 数量 оо 的 集合 ， л, А 

‚жиш ойс), АРС, 
ЖИНЕЛ. аса ва, ФЕТ. 
数量 ое ( 当 р>}, RBN оп УЭ Kroneo- 
ker 符号 的 分 量 (components of the Kronecker symbol) . 
关于 某 个 基 其 分 量 等 子 Kronecker 符号 的 分 量 的 Cp, p) 
型 仿 射 张 量 (affine tensor) 关 于 任意 另外 的 基 有 相同 的 
AR. 

在 张 重演 算 的 各 种 问题 里 ， 应 用 Kronecker 符 号 十 
分 方便 . 例如， 行列 式 


等 于 和 
Toa аў, al, 
Kh, X 对 数列 1,…,n 的 所 有 n! 和 置换 求 和 . 张 基 
(ае ее Та, а даке тан: 
аб" = Dan mann. 
参考 文献 
[1] Kronecker, L., Vorlssungen Gber фе Theorie der Deter- 
minanten, Leipzig, 1903. 
Л.П.Кушв Ë ЖДТ 评 
Kronecker 定理 [ Kronecker theorem; Кронекера теорема ] 
设 给 定 а =(a,, са) SR"(i= 1, m) b= 
(® ,psR"，, 则 对 任何 >0 存 在 整数 q (i = 1, 


m) R рО = 1, n), 适合 


ap b| < я, 


ЕЕЕ Ее ШЕ £ 
Ў а r 8Z,i=1, m 


„з 


йт, :rs 乙 ， 数 


уу, 
К. 这 个 定理 是 L .Kronecker 在 1884 年 首先 证 
ЮС [1]) 

Kronecker 定理 是 下 列 定理 ([2]) 的 特殊 情形 ， 这 
Лаа Гл а + Z"(i=1," ,m) ЯЙ 
面 T"= R'/Z" 的 子 群 的 财 包 : 这 个 闭 包 正 是 所 有 这 
样 的 类 b+ Z° 的 集合 ， 即 对 于 任何 使 

Ў апер, {= l, n 


的 数 7 ,… ,r,s 多， 我 们 也 有 


Ў brez, 
А 


(Ж. [2]). 在 Kronecker 定理 的 假设 下 ， 这 个 闭 包 就 是 
Т". 这 意味 闭 所 有 形 如 


Ў аа +2), ад 
的 元 素 组 成 的 子 群 在 тезе, ШЕШ 
Ў да + p, Ж ре?" 


组 成 的 于 群 却 在 R" BMS. Kronecker 定理 可 以 从 交 
换 拓扑 群 (topological group ) 的 对 偶 性 (duality ) 理论 
推出 来 ( 见 [3]) . 
在 т=1 的 情形 下 ，Kronecker 定理 成 为 下 列 命 
8: 车 四 = (0,77, 0,)ЄК", ШУА 1,0, 
… ,0 在 有 埋 数 域 Q 上 线性 无 关 时 ， 类 o + Z" ЫЕ 
Т" (ЕЗЕР). .特别 地 ， 环 面 T" 作 为 拓扑 群 是 单 
二 生成 的 (monothetic)， 亦 即 它 由 单个 元 素 生 成 ， 
参考 文献 
[11 Kronecker, L., Nihemngsweise ganzzahlige Ашид 
асат Gleichungen, їп Мейе, Vol. 3, Chelsea, 
Tepmnt , 1968, 47 ~ 109. 
[2] Houbaki, Мо, Elments of mathematics ， Generat 
topolopy , AGdison - Wesley, 1966( Ж 30). 
[3] Понтрягин, Л. С., Непрерывные грушы, 3 изд., 
M., 1973 ( 中 译本 : Л.С. 部 德 列 雅 金 , ЖШ. 
和 学 出 版 社 ，1957( 上 册 ) ，1958 (下 天 ) ) ， 
A. Л. Онишнк 所 
【 补 注 】 上 文 最 后 一 段 可 以 改 术 为: 若 ol, U. Q, 在 中 
上 线性 无 关 ， 则 集合 B= (ко), (ko,D: kez) 
在 (0,1) РНЕ 此 处 {x} = x 一 [x] 表示 数 x 的 


分 数 部 分 ( fractional рап of a number). ЖЕ, #6 
B 其 至 是 一 致 分 布 (uniform distribution ) 的 . 
参考 文献 
[A1] Hardy, б. Н. and Wright, Е. М., Ап introduction 
to the theory of numbers, Oxsford Univ . Pres . 1979, 
Chapt 23 
[А2] Cassels, J. W. 8., Ап introduclion to diophantine 
approximation , Cambridge Univ , Press , 1957. 
ка Ж 


Krull - Remak - Schmidt 定理 [ Krul - Remak - Schmidt the- 
orem; Крулля - Ремака - Шмидта теорема ] 

一 系列 关于 群 或 环 的 直 分 解 之 问 关 系 的 傅 题 . 该 
结果 的 格 论 叙 述 是 熟知 的 Dr 定理 (MS SE (modular 
jattioe )) . 对 于 带 有 任 一 算 子 系统 的 群 来 说 ， 有 下 述 Sch- 
тшй: ДЕ 8 ( Schmidt theorem) (R ,Remak 对 有 限 群 证 明 
ТЖЕ ([2]), W.Krul 草 对 环 证 明了 ([1])): # G 
容许 一 主 系列 (principal series )， 则 G 表 为 不 可 分 解 
因子 的 直接 积 的 任意 两 个 这 种 分 解 症 中 心 同 榴 的 ， 即 
在 这 两 种 分 解 的 因子 中 ， 存 在 着 一 一 对 应 ， 且 旭 A 
和 4 是 对 应 的 因子 ， 则 存在 着 同 构 gp :4 一 4'， 使 得 
对 每 一 ae4，a-le(a] 在 G 的 中 心里 ([3] 及 [41). 
Schmidt 定理 是 关于 带 算 子 的 群 的 定理 ， 特 别 地 ， 它 对 
环 上 的 异 也 成 立 . — Ë M 不 可 分 解 ， 如 果 它 的 自 同 态 
环 是 局 部 环 (local ring) 且 在 其 些 限制 下 ( 例如 ， 若 М 
是 有 限 长 模 )， 其 道 也 是 对 的 .在 这 种 联系 下 ， 基 于 模 
的 Каші -Remak -Schmidt 定理 可 叙述 如 下 : 两 个 分 解 

м=Ум,-Ум;, 

Е. ДЖ M. 和 М; НАИ й. 
更 进一步 ， 一 个 分 解 中 的 各 项 可 用 另 一 个 分 解 的 某 一 
项 来 代替 在 其 些 情况 下 ， 对 无 限 项 集合 也 可 以 作 这 
种 代替 ， 为 研究 与 Krmll - Remak -Schmidt 定理 有 关 的 
问题 ， 范 团 论 方法 也 有 所 发 展 . 在 问题 中 使 用 模 的 直 
和 的 子 模范 畴 . 

参考 文献 

11] Каш, W., Algebraische Theorie der Ringe П, Мал. 
Am., 91(1924), 1 — 46 

[2] Кепик, К., Ucber dic Zerlegung der endlichen Gruppen 
in direkte unzerlegbare Faktoren, J. Reine. Angew 

їй. ‚ 139(1911), 293 — 308. 

[3] Schmidt, О. J, , Ueber unendiiche Gruppen шй endli- 
cher кейе, Май. 2., 29 (1929) ,34 4. 

[4] Курош, А.Г., Теория груш, 3 иэд., М., 1967 (Ж 
译本 : Kurosh, А. G... The theory of groups, 1-2, 
Chelsea , 1955 — 1956). 

[5] Lambek J., Бейше on rings and modules, Blaisdell , 
1966. 

[%] Faith, C., Algebra: rings, module and categories, 1 一 
2, Springer, 1973 ~ 1976. 
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[7] Итоги науки и техники , Алгебра , Топология , Геомет- 
рия, 2. 14, М., 1976, 57 — 190. 
Л.А. Скорняков #8 
DRE] Кош -Remak -Schmidt 定理 也 称 为 Куш -Sch- 
midt 定理 ( Kmll - Schmidt. theorem ) 
可 以 说 ，Euclid 分 解 定理 是 讲 每 个 自然 数 唯一 分 
Ë NR KORU stn ( 除了 因子 排列 次 岸 外 ) 、 这 与 下 面 
一 个 事实 相符 ， 亦 邮 ; 车 gcd (m,n)=1， 则 /mt) 
= 2{(т}@ 2,1 (п). Lasker-Noether 定 埋 ( Lasker-Noe- 
ther theorem ) 将 这 推广 为 : 在 有 单位 元 的 交换 环 中 ， 
每 个 理想 都 是 有 限 个 准 素 理 想 的 无 装 交 ( izedundant 
intersection of primary ideals ). ХЖ а= 
По, 是 无 多 余 的 ， 是 指 没有 一 个 о, 能 包含 其 他 理想 之 
交 昌 与 每 个 ui 相对 应 的 串 理 想 4 各 不 相同 . „ Ша 


“唯一 确定 ([Al1]) ( 亦 见 Lasker Ж ( Lasker ring)). 


关于 分 解 理 论 ( decomposition theories ) 的 公理 化 级 
见 [A2]- 
分 解 理论 可 以 自然 地 放 在 Abe [范畴 中 考虑 ， 即 所 
谓 局 部 余 可 约 范畴 《locally co -irreducible categories ) 
它 与 Krl -Remak - Schmidt - Gabriel Д А ЗЕ ЗА 
Noether 环 的 第 三 分 解 (tertiary decomposition ) 的 关系 
的 讨论 见 [A3]，“ 
参考 文献 
ГАТ] Zariski, О. and Samuel Р., Commutative algebra , 
1,у. Nostrand, 1958. Chapt. IV, $4- 5. 
[А2] Riley , }. A... Axiomatic primary and tertiary decompo- 
sition theory, 105, 1962, 177 — 201. 
[АЗ] Popescu, N., АБейап catogones with applications to 
sings and modules, Агай. Pres , 1973, зар. У. 
шт 译 
Kral [Кей ring ; Крулля кольцо] 
— 336388 ( integral domain) 4， 具 有 如 下 性 质 : 
在 4 的 分 式 域 ( 见 分 式 环 ( fractors , ring of) ) КФ 
存在 一 族 离 散 赋 值 (v,) .。,, 使 得 : а) МЕЖ xe KN(0) 
及 一 切 i, 除了 有 限 个 例外 ， 都 有 w(x)= 0; b) 对 任 
意 xeK\(0}(xe A), ЧЕН Hlie 1, ж u(x)2 0. 
在 这 样 条 件 下 ，ay 称 为 本 质 赋值 ( essential valuation ) . 
Krull 环 首先 是 W .Kmili ([1]) 研究 的 ， 他 称 之 为 
主 序 环 (rings of finite discrete principal order ) . 
理论 的 最 自然 的 一 类 环 ( 亦 见 除 于 理想 (а. 
visorial ед); 除 子 类 群 {divisor class group)). 
Krul 环 除 子 的 序 群 典范 地 同 构 于 序 群 ZO. Кеш 环 
中 基本 峰值 可 等 同 于 高 度 为 | 的 素 理 想 集 合 . Krull 环 
是 完全 整 团 的 . 任 一 整 团 的 Noether 整 环 ， 特 别 地 ， 
Dedekind 环 ( Dedekind ring) 是 Кош 环 ， 无 限 多 个 变 
元 的 多 项 式 环 k[X ，…, 已 ，…] 不 是 Noether 环 而 是 
Krull 环 的 一 个 例子 .一般 地 ， 尾 一 唯一 分 解 环 (factor - 
这 ring) Ë Krull #. Кай 环 是 分 解 环 ， 当 且 仅 当 每 


有 限 
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个 高 度 1 的 索 理想 古 主 理想 , 
Kmll 末 的 局 部 化 ， 其 上 的 多 芯 式 环 、 形 式 疾 级 数 
环 以 及 它 在 其 商 域 K 有 限 扩张 中 的 整 闭 包 都 是 Krull ж. 
参考 文献 
[1] Кш, W., Allgemeine Bewertungstheone, J Reine An- 
бее. Маћ., 167(1931), 1@ — 196. 
[2] Zanski, О. and Samvue] Р., Commutative algebra , 2, 
Springer, 1975. 
131 Bourbaki, N., Elements of mathematis , Commutative 
algebra , Addison - Wesley , 1972 ( 译 自 法 文 ) . 
В, И. Данилов # 
【 补 注 ] 
参考 文献 
[А1] Fossum, R., The divisor dass group of a Kmll dom. 
ай, Springer, 1973 ат # 
Крылов - Боголюбов 平均 方法 [Krylev - Вороіуфюу 
method of averaging ; Крылова- Боголюбова метод 
усреднения] 
非 线性 振动 理论 中 研究 振动 过 程 的 一 种 方法 ， 它 
是 基于 一 个 平均 原则 ， 即 运动 的 精确 微分 方程 被 平均 
方程 所 代 蔡 ， 
在 日 . М. Крылов ЖІН. Н. Боголюбов 的 工作 以 
前 很 入， 在 天 体力 学 中 曾 广泛 应 用 各 种 半 均 格式 ( Gau - 
ss, Fatou , Delone -Hi ,等 等 ) , 他 们 两 个 人 发 展 了 称 为 
Крылов -Boromoton 平均 方法 的 一 般 算法 ， 并 证 明了 平 
均 方程 组 的 解 通 近 准 确 方程 组 的 解 的 定理 ([ 见 [1j , [2]) ， 
方法 的 严格 理论 和 对 于 一 般 平均 原则 的 本 质 的 详尽 解 
Ж28 H. H. Боголюбов 完成 的 ( 见 [3], [4]), 他 
证 明了 平均 方法 是 与 一 定 的 变量 变换 相关 的 ， 此 变换 
使 得 我 们 可 以 将 方程 右 端的 时 间 上 消去 ， 准 确 到 以 小 
参数 s 表达 的 给 定 精度 ， 他 还 对 方法 的 近似 的 渐 近 性 
质 加 以 证 明 ， 并 建立 了 无 限时 间 区 间 中 准确 方程 和 平 
均 方程 解 之 间 的 关系 .这 些 结果 后 来 为 Ю. A. Marp- 
опольсхий 及 其 他 人 进一步 发 展 ( 见 [5] 一 [8]), 并 用 
于 研究 非 线 性 振动 . 
Крылов . Боголюбов 平均 方法 被 发 展 来 研究 的 方 


程 组 有 如 下 标准 形式 : 
学 = X(t, x), xeR", (1) 


其 中 1 为 时 间 ， 而 ge 是 正 的 小 参数 .对 于 这 一 方程 组 所 

做 的 基本 假设 是 ， 是 1:，x 的 一 个 光滑 汕 数 ， 而 这 一 

钞 数 在 蘑 种 意义 上 对 + 是 * 回归 性 的 ”， 使 得 有 平均 值 
А 

lim + [| XG, хуй = X, (x) 


т-=® 


i 
存在 ， 即 X 对 为 周期 性 的 或 几乎 周期 性 的 . 

根据 方法 ， 方 程 组 (1) 的 解 的 m 级 近似 用 下 式 
决定 : 


хе EteF (t. E+ te F(t, Ф), (2) 


其 中 5 = (t) 是 “六 均 " 方 和 
Te 


а 
М.Р, F, P C =2, 7, mh) 是 如 此 选 定 的 函 
数 ， 使 得 表达 式 (2 ) 应 满足 方程 (1) 直至 е" ИЖ, 
并 且 函 数 ,应 满足 与 方程 ( 1 ) 的 右 映 项 同样 的 回归 性 . 
F, 函数 的 确定 很 简单 ，P, 函数 通过 将 x 已 为 (2) 所 
代 赫 了 的 方程 (1) 的 右 端 项 求 平均 而 得 到 . 特别 地 ， 
如 果 X É t 的 周期 函数 ， 


X(t x)= Х((+2л,х)= Y X,(x)e*#, 
9 
(3) 
函数 Pi 从 (3) 得 到 
рг, = y МӘ „м, 
K ik 


而 函数 Е„, P. (m > 2) 通 过 相似 的 关系 式 决 定 ， 利 用 


区 (+ 二 


二 二 же 


жатт Ё к,г). 


平均 方法 的 正确 性 的 证 明 归 纳 如 下 . 1) 建立 估 值 
Пасо) et En), гео, = ] 
其 中 泊 a 一 0 时 w(e)-~ 0, 工 是 与 с ЗН. x(0) 
二 6(0); 2) 证 明 有 方 吾 组 (1) 的 解 x = xs (t) 存在 ， 
此 解 位 于 平均 方程 组 的 平衡 位 置 £= с, X (6 ) = 0 

的 足够 小 的 邻 域内 
sup Їх(Ф)— tl <n(e), 
fe(=%, а) 
并 证 明 此 解 的 稳定 性 ， 周 期 性 或 几乎 周期 性 ; З) 证 明 
在 平均 方程 组 的 周期 轨道 《= б(ф),Ф=ву,у= Ж 
数 附近 ， 存 在 着 方程 组 (1) 的 积分 做 fr: 
x= f(t,@, в) e+2r e)=f(t, o, s), 
зур Е Фф, в) &(Ф)Ї < (е). 
ыа 
并 研究 СТЭН + 附近 的 解 的 行为 ， 
参考 文献 
11} Крылов, H. M., Боголюбов, Н. H., Прилож- 
ение методов нелинейной механики к теории ста- 
ционарных колебаний, K ., 1934, 
[2] Клылов, Н. М., Боголюбов, Н. Н., Введение 
в пслинейную механику, К., 197. 
[3] Боолобњ, Н. Н., О некоторых статических мето- 
дах в математической физике, К., 1945. 


[4] Боголюбов, H. H. , £ C6. трудов Ин-та crposren - 
ьной механики АН УССРУ, 1950, No. 14, 9 - У 

[51 Боголюбов, H. Н., Митрополский. IO. А., Асн- 
млтотические методы в теории нелинейных коп - 
ебаный, 3 изд.. M... 1963 ( 甘 译 本 : Вовоуцох, №. 
N. and Mitropol'skit Үш. А., Asymptotic methods 
m the theory of nonlinear oscillations , Сооп & Brea - 
ch, 1961) 

[5] Митроюльский, К). А., Метод усреднения в нел- 
инейной механике, К., 1971. 

17] Митропольский, ID. А., Нестациоњрные процессы 
в нелинейных колсбательных системах, К., 1955 

{8] Волосов, В. М., в ки. : Механика в СССР за 50 
лет, т. 1, M., 1968, 115 — 135. 

А. М. Самойленко 所 


【 补 注 】 对 于 如 下 形式 的 方程 
х= Ах+ЕХ(Х, t, в) (А1) 


(代替 方程 (1)) 的 Крылов - Боголюбов y Ей Ё 
广 ， 可 以 参见 [Al]. 
参考 文献 
ТАТ] Hale, J. K., Oscillations in nonlinear systems 
MoGraw -Hi , 1963 
1А2] Nayfeh, A., Perturbation methods, Wiley, 1973, 
Sect. 5.2, 5.4 
[АЗ] Volosov, У. M., Averaging in systems of oninary 
differential eduations, Russian Math Surveys, 7 
(1962), 1-26 
ГАЯ] Mitropolsky , Үз. A., Problems of the asymptotic the - 
огу of nomtationary vibratons , 0. Davey, 1965 (Ж 
ВЖ). и яж 


Kmmmer 准则 [ Kummer criterion; Куммера признак] 
ТЕЛИН — СНЕ ЛИ, Е Е. Kummer 提出 . 
给 定 级 数 


Уа, ана, e (s) 
和 任意 正 数 序列 с, эз, с, 5, ВВ YU 1с, 
是 发 散 的 ， 如 朵 存在 和 N， 使 得 当 n > N 时 有 
K,= 6 -co 28, 
а 


其 中 5 是 一 个 正 的 常数 ， 则 级 数 【《* ) 是 收 敏 的 .如果 
当 n> 时 天 , 么 0， 则 级 数 ( * ) 是 发 散 的 . 
通过 极限 ， 区 ummer 准则 可 以 叙述 如 下 : 
设 
ЖАК, =К; 
Л КРОВ (w) КОН (ж) 
яж. 
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参考 文献 
[1] uxrenronsa, Г. М.. Курс дифференцизлыюжо и ин- 
тегрального исчисления, 7 изд, т, 2, М,, 1970 
(中 译本 : Г, M.F ЖИ, МЕНЕНЕ. А 
Sa WiahRil. 1935). E. Г. Соболевская 撰 
[#1 


px 
[АТТ Rainvile E. D., Infinite series, Macmillan, 1967 


Kommer 扩张 [ Kummer extension ; Куммерар асширенне] 
特征 р> 0 的 域 上 的 扩张 ( 蜗 寺 的 扩张 {extension 
of a field)) 形式 如 下 : 
Ке (ата), (1) 
ДР а, "0.6, пж 个 自然 数 ， 并 且 假 定 上 B 
Я Е ”次 单位 根 “特别 地 ， 如 果 p= 0. M| 
п р ЕЖ). Кїшшкт 扩张 是 以 E. Kummer 命名 
的 ,他 第 一 个 研究 了 形 如 Q(t,a'") 的 扩张 ， 这 里 Q 
是 有 理 数 域 , x EQ. 

Kummer 扩张 理论 的 主要 结 困 : 如 果 域 上 包 食 一 
个 本 原 根 ,那么 一 个 有 限 扩张 К/К 是 Kummer 扩 
ЖОТА Н п), МАЧ К/К 是 一 个 正规 
Abel Ф, А Galois # G(K/k) 被 x 4k. 一 个 
Ж k 的 任 一 Kummer 扩张 被 其 Kummer 群 (Kummer 
вопр ) A( KIk) = В/К 完全 决定 ， 其 中 К 是 д 的 
жй. Н 


В={хєК': х"єК`}. 


存在 一 个 非 退 化 的 Kummer 配对 (Kummer pairing)， 
一 一 个 映射 


G(Kik)x A(K/k) = pln), 


其 中 p(n) 是 КОРЕ Гг, ЕМЕЙ. 若 a £ G(K/ 
k), авд (Ку k), Kummer Ж ЖУ (с, а) = 
(а'")°°! ep{m)， 其 中 ask, 日 we 有 是 元 素 a 
的 某 个 代表 元 ，Kummer 配对 定义 了 一 个 典范 同 构 : 


б(кук)® Нош(А(К/®), p(n). (2) 


换言之 ， 任 意 自 同 构 o eG(K/k) 被 其 在 (1) 中 的 
根 a)" 上 的 作用 决定 ， 并 王 只 要 这 些 根 aj" 是 独立 
的 ， 这 个 作用 可 以 是 任意 的 ， 特 别 地 ， 如 果 G(K/k) 
是 循环 群 ， 则 K = (а), Ит сєк’. 

设 k 是 域 k, 的 一 个 正规 扩张 【normal extension), 
B Кок }#— Kummer 扩张 则 当 目 仅 当 A(K/k) 
被 G(k/k,) 映 到 自身 时 ，K 在 k, 上 正规 . 这 时 ， 同 
构 (2) 是 -个 G (k/k,) А. В Ж те 
С(к/к,), cEG(KIK), 2 
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Ф(а)= у: A(K/k)— u(n), 

则 (97) = тх, Ж (тд) (а) = (х (т 1а). О 
G(k/k) 以 G(K/k,) 中 的 共 思 作用 在 G(K/k,) 
L.) 利用 上 这 结论 ， 许 多 关于 域 k 的 指数 为 n 的 Abel 
扩张 的 问题 都 能 归结 于 Kummer 扩张 理论 ， 即 使 1 # 
k. 诡 切 邮 说 ， 如 果 К/К ДКР, ДЕКО.) 
КСС.) 是 一 个 Kummer 扩张 ， 并 上 且 其 Kummer 群 由 下 
ЖАШ: 车 тес (к (0,910) 及 авд (KC) 
k(()), (а) = т, Ж-а, Н 
imodn 由 条 件 гї у=, Prog 

Kummer 扩张 的 主要 结果 也 可 以 看 成 循环 扩张 的 
Hilbert 定理 ( Набегі theorem ) 的 推论 .根据 该 定理 ， 
—# Сав 上 同调 ( Galos cohomology ) # H'(G(K / 
k), K') 是 平凡 的 . 

Kummer 扩张 理论 可 推广 到 指数 n 的 天 限 Abel 
扩张 的 情形 ， 这 时 ，Kmmmer 偶 对 在 投射 有 限 群 
СОКА) САН Kn 由 拓扑 ) 和 离散 群 А(К/Е) 2 
建立 了 一 个 ТЮюнтрягин 对 惕 性 (Pontryagin duality )( 见 
[1], [22). 

扩张 (1) 在 n = p 的 情形 下 ，Kummer 扩张 理论 
即 所 谓 Kummer 理论 (Kummer theory) 有 一 个 类 似 
的 理论 ( Artin Sehrejer 理论 ( Artin -Sehreier theory)) 
这 时 ， 群 p(n) 由 k ЖТ Р, 的 加 法 群 代替 . 这 
个 理论 的 主要 结果 : 一 个 域 k 的 指数 p 的 尾 意 Abel 
扩张 K 都 具有 形式 АВ, B.) 其 中 p,,…, В, 
是 形 如 x 一 x =a 的 方程 的 根 { 见 [1]). E. УЛИ Ж] 
用 Witt 向 量 ( Witt vector) 把 这 个 理论 推广 到 n = 严 
(s > 1) 的 情形 . 

最 后 ， 也 有 建立 不 Abel “ Kummer 理论 "的 尝试 
{[3])， 这 时 域 的 飞 法 群 由 矩阵 群 GL (п, k) Кае. 
参考 文献 

[1] Lang, 5., Algebra, Addison- Wesley , 1974. 
[2] Casels, J.W .S. and Frohlich, А. (eds.), Algebraic 
number theory, Асай. Pres , 1968 
[3] Takahashi, S., Generation of Galois extensions by ma- 
trix roots, J. Math. Soc. Jam, 20 (1968), 1—2, 
365 — 310 Л.В. Кузьмин # 
[ 补 注 】 当然 ，Kummer 扩张 理论 适合 类 域 论 《dass 
field theory) 的 一 般 框 架 - 
参考 文献 
ГАІ] Neukirch, Ј., Class [йй theory, Springer, 1986, 
Сар. 4, 34. 缆 定 一 译 起 春来 校 


Kunaner 假设 [Kammer hypotiesis; Куммера гипотеза ] 
一 个 与 三 次 Gauss 和 (Саш sum) 


0) = 到 Km 站 en 


的 性 态 有 闫 的 假设 , 此 处 у(п, р) = exp(2xiind n/3) 
是 模 P 兰 1(mod3) 的 三 次 特征 标 ， 而 p Е. 已 知 


OF VP эчә, 


因此 арт(х) 处 于 六 等 分 加 周记 得 到 的 第 -， 第 三 或 
者 第 五 部 分 . 据 此 ，E. Kummer 把 全 部 素数 p = 
1Cmod 3) 分 成 三 类 , P,P; 和 了 ;. Kummer 假 设 是 P,P 
和 P, 中 的 每 一 类 于 有 有 无穷 多 个 球 数 ， 而 它们 各 自 的 渐 
近 密 度 分 别 是 112.1/3 和 1/6. 对 于 次 数 商 于 3 的 特 
征 标 有 Kummer 假设 的 各 种 推广 .假设 的 一 种 修改 形 
式 已 经 被 证 明 ( 见 3] ). 

参考 文献 

[1] Hase, H., Yoresungen uber Zahlentheorie, Springer, 
1950 

12] Dawnpon , 日 ,Mnltipliativ number theory , Springer , 
1980. 

[3] Heath-Brown , 0. А. and Patteson , 8. 1., The distribu- 
tion of Kummer sums at prine amuments, J. Rene 
Ауу. Math., 31041979), 111—130. 

B. M. Бредихин Ë йб ж ЖЕК 校 


Кшпнпег 曲面 [Kummer snface; KywMmepa поверхность] 
次 数 和 类 数 都 等 于 4 的 自 反 的 代数 曲面 它 有 16 
个 二 重点 ， 其 中 16 个 群 (每 个 食 6 个 点 ) 位 于 期 面 的 
一 个 二 重 切 面 上 〔 即 与 曲面 沿 着 一 条 圆锥 截 线 相 切 的 
ЖЕ). 定 尽 这 个 二 重 元 的 16 次 方程 可 化 为 一 个 单独 
的 6 次 方程 以 及 п 个 二 次 方程 ,为 Е. Xummer ( ]864) 
所 发 现 . Kummer 其 面 基 一 种 特殊 的 大 3 曲面 
(K3-surface ). 在 КЗ 曲面 的 类 中 ， 它 通过 下 述 条 件 被 确 
ж: 它 含有 16 条 不 可 约 有 理 晤 线 . 
参考 文献 
[1] Klein Е., Devdopment of mathematics in the 19th cen- 
tury , Math . Sci , Pres , 1979. 
12] Hudson ,R.W H .Т., Kumrner s quartic surface , Camb- 
ridge , 1905. 
13] Enriques , F , , Le superficie algebrajche , Bologna , 1949 
М.И. Войцеховский }% 
【 补 注 ] P? 中 4 次 曲面 至 多 有 16 个 二 重点 ( 正如 Kum- 
mer 曲面 ). 
从 现代 的 观点 看 ，Kummer 曲面 可 如 下 得 到 : 取 
299 Т, ТКН о{х) = 一 x 所 定义 的 对 合 o, 
再 取 了 关于 这 个 对 合 的 商 ， 最 后 再 解 消 所 得 曲面 的 16 
个 二 重点 
参考 文献 
ГАІ Вайл, W,, Poes C and Уса, А .van de ,Compact oo- 
mplex surfaces, Springer , 1984, КЕЛ Ж 
Rnmmer 定理 [ Кипнпег theorem ; Куммера теорема] 
Ж А 23 Dedekind 环 ( Dedekind ring ) 4 的 分 式 城 ， 


玉 为 大 的 ”次 扩张 ( 见 域 的 扩张 【extersion of a бе- 
юа). В 为 4 在 下 中 的 整 闭 包 ，P 为 4 的 一 个 素 理 
想 ; 设 玉 二 k[g]， 其 中 geB 且 1,9,9,…,9""' 组 
成 4 É B 的 基 ; 最 后 ， 设 f(x) 为 9 的 不 可 约 多 项 
式 , (хуй f(x) ЕЕ 4/p[x] P y B. f (x) = 
РО f(x) У (x) 在 АГУ х] ФАТ 
子 分 解 . 则 理想 pB B 中 的 内 理想 因子 分 解 为 


日 一 六 上， 


而 且 多 硕 式 f; (ху 的 次 数 等 于 剩余 类 域 扩张 的 次 数 
[BAp,4Ap]. 
Kummer 定 更 使 得 有 可 能 利用 扩 域 中 适当 的 本 原 
元 的 不 可 约 多 项 式 在 剩余 类 域 中 的 因子 分 解 ， 来 风 定 
一 个 素 理想 在 其 域 的 扩 城中 的 因子 分 解 . 
E.E,Kummer([1)) 首先 在 一 些 特殊 情况 下 证 明 
了 本 定理 ， 他 利用 它 确 定 了 分 贺 域 及 分 圆 域 的 某 些 特 
环 扩 张 中 的 因子 分 解 定律 ( 见 分 团 域 (cyclotomic Бей )). 
参考 文献 
11] Kummer, E. Е., Zur lheore der complexen Zahlen , 
4. Кепе Angew Math. , 35 (1847) , 319 — 326 
[2] Сазе, J.W. 8. and Frohlich, А. (eds.), Algebraic 
mumber theory, Acad, Press. 1986. Л.В. Кузьмин 所 
[ 补 注 】 


参考 文献 
[Al] Wes, E., Algebraic number theory, MeGraw-Hill , 
1963, Secs . 4-9. йт—# ЖЕЖ К 


Kummer 变换 [ Kummer transformation; Куммера npeo6- 
разование ] 

数 项 级 数 的 一 种 变 措 ， 可 以 改进 其 收敛 性 ， 是 卫 . 
Kummer 提出 的 ， 设 两 个 级 数 


Za, = A, 而 Pb = B 


= 


是 收 敏 的 ， 并 且 设 极限 


如 果 和 了 是 已 知 的 ， 则 Kummer 变换 在 计算 中 可 能 是 
有 用 的 ， 办 为 右 端 的 级 数 比 左 端的 级 数 收 伍 得 快 . 
参考 文献 
[1] Фихтенгольц, Г. M. , Курс majbepesusorsopo и иы. 
тегралыного исчисления, 7 нэд., т. 2，M .，1970( 中 
жж: Г. М, йен, Иоса, дон 
育 出 版 社 ，1955)、 B. В. Cena 损 
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【 补 注 了 
参考 文献 
[Ai] Кпорр. K., Infinite sequenoes and вебе, Dove , me- 
рїї, 1956. кюй ж 


Кїйшєй 公式 [Kinneth formuls ; Кюннета формула 

将 复 形 的 张 量 积 ， 或 空间 的 直 积 的 《上 ) 同调 用 
诸 因子 的 (上 ) 闻 调 表示 的 一 个 公式 

设 A 是 有 单位 的 结合 环 ( 见 结合 环 与 代数 ( asso - 
ciative rings and alpebms )， 又 设 A 和 C 分 别 为 右 和 
左 的 人 模 . 设 4@ C E À B C 在 A 上 的 张 量 积 
(tensor product) ， 如 果 

Tor, (B(A), B(C)) = Тог, (H.(A), В(С)) = 

=Tor, (B(A), Z(C)) = Tor, (H.(A), Z(C)) = 0, 
那么 有 以 下 的 分 次 模 的 正 合 列 

о н.(А)®н.(с) ® Ra A@ C) Ё 

#т=(Н.(А),Н(Суу— 0, (D 

其 中 m 和 月 分 别 为 0 次 和 (一 1) 次 的 同 坊 ( 见 
[2]). 对 于 上 链 复 形 ， 有 一 个 同 术 有 为 1 次 的 类 似 
正 合 列 . 如果 H.(Tor (A, C)) =0 (例如 ，4 或 
忆 为 平坦 A). X 入 ЭНЕМИ, ША (1) 存在 县 
йа (D), [3]), 于 是 


H(ABC)= > H,(A)Q B,(C)+ 
э» 


+, У Тог, (B,(A), Н,(С)). 


这 就 是 Kiinneth 公式 ， 术语 Künneth 公式 (或 Kiin- 
пей ЭЖ ( Künreth eiation )) 有 时 也 用 于 指正 合 列 
(1). 育 列 (1) 可 推广 ， 这 时 代 蔡 张 量 积 的 是 任意 一 
个 二 元 阔 子 T( 4, C)， 它 是 A 模范 畴 到 自身 的 一 个 
对 А ЮЕ. СЕЮТ. #9, Ж T(A, 
С) = Hom(A, С) 导出 一 个 公式 ， 这 个 公式 将 右 链 复 
形 4 和 左 链 复 形 С 所 决定 的 上 同调 Н” (Hom {4， 
C)) Ж Н.(А) ВНС) 表 出 . 其 实 , 车 A 为 遗传 
0. X 本 "(Bxt'(4,C))= 0( 例如 лан), 那么 
有 分 裂 的 正 合 序列 
0— Ex (CH,(A), н'(С)) Ë H `(Hom(a, 
C)) © Ноти .(4), Н'(С)) — 0, 

ЖШ „' р 分 别 为 次 数 0 和 1 的 同 杰 ( 见 [2], 
[3)). 

设 X, 了 为 拓扑 空间 ， 又 设 L, М 为 主 理想 环 及 
БЮ, #8 Тог, (L, M)= 0. 那么 空间 X, Y. X x 
芯 的 奇异 同调 向 有 以 下 的 分 裂 正 合 序列 存在 : 

0 H.(X. LIBH(Y, M) B.(Xx Y, 
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L@ м) 2 Tor (HK, L), НУ М) > 0. 
这 里 x 和 记分 别 为 次 数 0 和 (一 1) ЮЕ. 如果 
还 假定 Н,(Х, R) 和 H ,(Y. R) 全 是 有 限 生成 的 ， 
或 者 Н,(Ү, R) 全 体 和 M 晤 有 限 朱 成 物 ， 那 入 对 于 
奇异 上 同调 ， 类 似 的 正 合 序列 成 立 : 


о НХ, DOH'(Y, M) Š H'(Xx Y, 
L@M)Ë Tor (H (X, L, НУ. Му 0, 


这 里 x 和 p 分 别 是 次 数 6 和 1 的 同 态 . 例如 ， 若 R 
是 一 个 域 ， 则 


H.(Xx Y, R)ZH.(X, К) ®Н.(Ү, R), 
生 著 所 有 的 Н,(Х, R), ЕВНА B.(Y. R) 是 有 
限 维 的 也 真 ， 则 

H'(Xx Y, R)#H (X. R) H (Y, R). 


对 于 相对 同调 和 上 同调 ， 也 有 类 似 的 公式 成 立 ([3]， 
14р). 

当 工 = M=R ñ. НХ, R) OH (Y, R) 
具有 代数 (这 时 < 为 代数 的 同 态 ) Н ИН 
САФЫНА (экем product)). 因此 ， 如 果 Tor, (H (X, 
R), Н'(Ү, R)) =0, X HB,(X, В) 爹 体 ， 或 
H,(Y, R) 全 体 是 有 限 生成 的 ， 则 有 代数 间 的 同 构 
([3])) 

H`I(XxXY, Ву Н`(Х, R)&H (Y, R). 

如 果 X 和 卫 均 为 有 限 多 面体 ,那么 Kiinneth 2 
式 担 供 了 用 X 和 Y Ван 数 和 挠 系数 来 计算 多 面 
体 X x 了 的 Betti 数 和 挠 系数 的 一 个 方法 ， 实 际 .上 ， 
Kiinneth 本 人 的 最 初 结果 就 是 这 样 说 的 {[1])， 竺 
别 ， 若 b,(X) 表示 多 面体 X 的 第 k 个 Betti 数 ， 而 

PX)= Z 6,000 
为 它 的 Poincare 多 项 式 (Poincar polynomial )， 那 么 
P(XX Y)= p(X)p( Y). 

对 于 系数 取 自 层 的 上 间 调理 论 ， 也 有 Kiinneth 公 
Е ое 和 了 是 有 可 数 基 的 拓扑 空 
В, 又 设 和 wz ХҮ 6 Бесе (ИЖ 
聚 解析 层 (coherent analytic sheaf)). # ж (юс) 
为 核 层 {nuckar sheaf) ( 即 对 所 有 的 开 集 U < X, 
(U) 为 核 空间 ) ,那么 在 Xx Y 上 可 定义 Еле 
层 .7 信使 

(бе) (U x V) OG), 
这 里 @ 是 完全 张 量 积 ， 而 Uc X. VC Y 均 为 开 
Ж. 如 果 空间 及 "(X,Y ) 和 H'(Y, 多) 均 为 可 分 
的 ， 那 么 有 Kinneth 公式 


H'(Xx Y. ябу нх, ғ) нҮ, х). 


31, НАГОН М ТОН X, Y КД ИША 
х.х ЖЕ, ЭҢ 


“бе Z @ а. 


这 里 .= ie йу 和 人 在 投射 多 xy ХА 
XxY * УТА ЯЕ. 因此 ， 著 НУХ, ) 和 
НУ, є) 是 可 分 的 ， 那么 


H'IXX Y, ен х, GH (Y, O). 


在 代数 几何 里 面 ， 道 常 有 以 下 形式 的 Kiinneth 公 
式 . 设 X BL Y RR k КЕ ХИ Ае 
别 是 并 和 YY 上 的 凝 聂 代 数 层 (coherent algebraic 
sheaf)， 那 么 ([9]) 


НХХ Y, Өе H'(X. #)@ H (Y, ©). 
* £ 


这 里 едж Xx 了 上 的 层 , ФЕ U x V(U 3 X 
的 开 仿 射 子 集 ，F 为 了 的 严 仿 射 子 集 ) 上 的 截面 模 为 


T(U, “BI, z) 


更 广 些 , R p: X > S 和 4: Y — 9 为 概 形 范 
畴 里 的 态 射 (morphismj， 而 h: X xY — S 为 它们 
的 纤维 积 ， 又 设 Уже 是 X E 了 上 的 模 的 拟 凝 聚 
层 ( quasi -coherent sheaf) ， 将 层 .x Ө, АЕР 
推广 ， 可 以 引进 Xx Y 上 的 模 Тога (и, Z) E, xf 
于 仿 射 的 S. ХАУ, ЕЙ Тогд(Г(Х, z). 
ГОУ), 这 里 4 =T(S, с). 于 是 ([7]) 
存在 着 两 个 谱 序列 СЕТЕ СЕ"), РАБА 


El = Rh.(Tors(s, z )) 


ЕЈ. ® 


但 极限 一 样 .利用 时 出 函 子 ， 这 个 不 好 用 的 Kiinneth 
公式 其 有 更 熟 赤 的 形式 (F11]) : 


L L 
Ер. ) 作 Ra)= Ril @ т]. 


Тог (Е рае, Кта). 


如 时 在 S 上 的 层 < 和 2 Рн, ДАЈ 
СЕТ) ЖИЕН). ЖД. ЖИЕ S 上 ， 所 有 的 Кр.) 
《或 所 有 的 R*q.(2)) 全 为 平井 的 ， 则 (E'") Wk. 
如 果 两 个 谱 序 列 《 E') Ж ( E”) 都 是 赔 化 的 ，Kiinneth 
公式 变 威 

RAL 9 Јак ро) К.) 


对 于 概 形 X 和 了 二 的 4 模 艾 达尔 层 ， 也 有 一 
个 Kinneth 公式 ， 这 里 4 为 有 限 环 ， 它 可 以 写成 


L L 
Rp. (z 2984 (2) = АЮ LY 901], 


кшй БН. 特别 ( 见 [8]), # ХАУ 
БАКЕ, 那么 1 进 上 同调 的 Kunneth 公式 为 


于 (XxY, Q,)=H"(X, QI OH CQ 


这 个 公式 对 人 性 意 悉 均 成 立 ， 条 件 是 奇 点 可 消解 ， 饮 
ш. КОНЫЕ. 

在 天 理论 (天 -theory) 中 ， 也 成 立 一 个 Kunneth 
公式 . 设 区 是 这 样 一 个 空间 ， 它 使 群 КОХ) 为 有 限 
生成 的 ， 又 设 Y 为 胞 腑 式 空间 . 那么 存在 着 一 个 Z., 
分 次 模 的 正 合 列 

о КО(Х)®К'(Ү)& K'(X x YY] 有 
& Тог, (КОХ), K'(Y)) * 0, 
这 里 x 和 8 分 别 是 次 数 为 0 和 1 W СА [5]). 
这 个 结论 的 一 个 特殊 情形 是 复 向 量 从 的 Bott 周期 定理 
(Bott periodicity theorem ). 在 配 边 理论 中 也 有 一 个 
Kiinneth 226. 
参考 文献 
ПА] Ktinneth. H., Ucber die Bettische Zahlen einer Pro - 
duktmannigfaltigkcit , Man. Али. 90 (1923), @ ~ 85. 
[ЇВ] Künnah, H., Ucber die Torsionszahlen von Produk - 
tmannigfal bgkeit, Math. Am. 91 ( 1924), 125 ~ 134. 

[2] Caran Н. and Flenberg, S., Homological alpebra 
Princeton Оду. Press, 1936. 

[3] Dold, А., Lectues оп algebrak topology. Springer, 
1980. 

[4] Spanier, Е. н 
166. 

[5] Atiyah, М. Е., K- theory : Lectumes , Benjamin , 1967 

[6] Кашр, L., Eine Kinnethformel für Fréchetgarben, 
Math. Z, 97 (1967), 2, 158 — 168. 

171 Стоћелфеск, А and Dicudonnt, J . , Elëments de gë - 
отеїпе аі Ълаце , Publ. Math. IHES, 17 (1963), 
Chapt 3, Part 2. 

18] Arin, M., et al. (eds. ), Thšorie des topos et coho - 
mologis étale des schémas , 2, Springer, 1973 

19] Sampson , У. and Washnitaer, С, A Künaeth Боша 
for coherent algcbraic sheaves, flinois J. Matk., 3 
(1959), 3, 389 一 402 

110] Соллег, Р. В. and Floyd , E. E., Differentiable peri- 
odíc maps , Springer , 1964 

ГШ] Harshome . К. , Residues and duality, Springer , 1966 

В.И. Данилов, А. Л. Озищик # 
DHE] 更 一 般 地 ， 当 六 和 是 正文 中 最 后 一 节 所 提 
到 前 那 种 空间 时 ， 广 义 上 同调 论 中 有 一 个 h'(X x Y) 
的 谱 序 列 形 式 的 Kunneth 公式 (何如 。 等 谈 下 理论 
的 情形 见 [Al1]) - 
参考 文献 


, Algebraic topology , McGraw - Hill 、 
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ТАГ) Hodgkin 1... The equivarant Kinnah сот in 
K-theory, Lecture notes іп math.. 496, Springer, 
1975. ШЕШ Ж WI 校 


Kuratowski Р ( Kuratowski graph ; Куратовскоғо полнэлдр | 
三 维 空间 中 的 一 种 一 维 图 形 ， 第 一 型 的 Kuratowski 
图 出 四 面体 的 边 以 及 一 -连接 其 不 相交 两 边 的 中 点 的 线 
段 组 成 . 第 二 型 的 Kuratowski 岗 是 一 个 出 四 面体 的 顶 
点 和 它 的 一 个 内 点 所 生成 的 完全 图 . 一 个 图 G 是 可 平 
ШШ ( graph, planar )， 当 且 仅 当 它 不 包 全 第 一 型 或 第 
二 型 的 Kuratowski 图 (Kuratowski-IIorrpgraa 定理 
( Kuratowski -Pontryagin theorem ) ). 
参考 文献 
[1] Kuratowski , С.. Sur lc problëme des courbes gauches en 
topologie. Рай. Math... 15 (1930). 271 — 283 
[2] Нату, Е.. Graph theory , Addison - Wesley , 1969 
Б А. Ефимов 可 
[ 补 注 】 上 述 第 一 型 的 Kuratowski 图 是 -个 完全 二 分 
图 大 4， 第 二 型 的 是 5 个 顶点 的 完全 国 К,. 
Kuratowski - Понтрягин 定理 又 称 为 Kuratowski 定 
EB (Kuratowski theorem).. ` 
ВЕНИ Riemann 曲面 ， 特 划 芋 在 射影 半 面 或 环 
面 中 可 嵌 人 性 结果 ， 见 于 文献 [Al1], [A2]. HI ñ ik 
人 定理 (imbedding theorems) 9 ННН 
作用 ， 见 ， 例 如 ，[A3] 
参考 文献 
ТАТ] Bodendwck, К. and Wagner. K... A charaqerization 
of the minimal basis of the tons. Cumbinatorica, 6 
(1986), 245 — 260 
[A2] Boland, 1. Ch ., Етіхайір of gaphs into oricntatle 
Surfaces, Риз. Math.. ТО (1967), 33 — 44 
[АЗ] Houg, J., Mehlkom , К. and Rosenberg, Á. 1 
Cost trackoffs in yraph embedding , with applications , 
J. Аѕәюс. Comp. Machinery, 30 (19831. 709 — 728 
Bi. WARMI 


Kuratowski - Knaster 扇形 [ Kuratovski - Kaster fan ; Kypa- 
товского -Кнастера веер], Knaster -Kuratowski Ж № 
(Knaster - Kuratowski fan ) 

Рахатка. Вп АЙШЕ 
威 为 连通 的 ，B .Knaster 和 С. Kuratovski С[1]) 的 构 
造 法 如 下 ， 设 C 为 完满 Cantor 3E (Cantor set) , P 为 
C 的 子 集 ， 内 点 p= Ye. a, 73" 组 成 ， 这 里 从 某 个 
n Ë, Жа 要 勾 全 为 0， 要 么 全 为 2; 再 设 Q 是 所 
有 其 余 点 的 集合 .现在 设 a 为 平面 上 坐标 为 (1/2， 
172) 的 点 ，L(e) 为 连接 C 中 变动 点 c 与 4 的 线段 . 
最 后 ， 再 设 L'(p) 为 当 peP 时 L(p) 由 所 有 有 有理 点 
的 集合 ，L"(9) 为 gEQ 时 L{4) 中 所 有 无 埋 点 的 集 
合 . 这 时 
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х [ого o| e) | 


是 连通 的 ， 而 XNa 是 全 不 连通 的 故 XNa 是 Knas- 
ter-Kuratowski 13. 
参考 文献 
11] Knaste:, В. and Kuratowski , С., Sur les ensembles со- 
mnexes, Fund. Маћ., 2 ( 1921). 206 — 255. 
Л.Г. Замбахидэс Ж БІЎ. URI 译 


Kuratowski 多 面体 [ Kuratowski polyhedron; Куратовский 
полиэдр ] 

[ 补 注 】 Kuratowdd 图 (Kuratowski graph》 的 一 个 不 
当 的 和 名称. “ Kuratowski 图 " 这 个 名 称 有 时 又 不 当地 用 
于 Kuratowski $Ë (Kuratowski set), КАР, ЭИУ Ж 


Kuratowski 集 [ Kuratowski set; Кураговского график] 

平面 上 的 一 个 一 维 集 合 ， 除 开 一 个 可 数 集 外 ， 它 
在 其 余 所 有 点 都 是 零 准 的 . 此 集合 最 早 是 由 С. Кшаю- 
wski ([1]) 构造 的 ， 用 于 给 定 n 维 空间 X 中 满足 

indzX =indX=n 
的 所 有 点 zeX 构成 的 子 集 N (X) 的 维 数 问 题 
(N ( X) 称 为 站 的 维 数 核 {dimensional kernel)). 对 于 
其 可 数 基 的 度量 空间 X， 总 有 
id N(X)> indX—1. 


Kwalowski 集 表 明 此 结果 是 最 好 的 . 
Kuratowski 集 构造 如 下 : ПР Е Descartes 
坐 慰 系 中 模 轴 上 的 闭 区 阿 [0，1] 中 的 Cantor 集 (Can- 


tor set ]， 对 每 个 
хеп, x= 2 2 
„х= з + г + k. <k,< 
Ф 
ре рук 


Н f(0)= 0. ЖЕТТ, ШЕЗР БЕ (x, /(х)) 
(xe) 的 集合 K, ЖЕ Kuratowski Ж. 如 果 x Ж 
邻接 于 U 的 区 间 的 有 端点 , 记 := (x, f(x), ДІ 
ind,K = 1, 但 在 其 祭 所 有 点 id, K = 0, 
参考 文献 
11] Kumtowski , С. , Une application des images de fonctions 
à la construction de oertains ensembles singuliers, Marhe- 
тайса, 6 ( 1932), 120 一 123 
[2] Александров, П.С., Пасынков, Б.А., Введение в 
теория размерности ~, М., 1973. 
А. А. Мальцев EE 
【 补 注 】 Kuratowski 集 不 是 连续 统 (continuum )， 因 为 
它 既 不 是 紧 的 (对 于 紧 庶 遇 空 间 ， 等 式 indN (x) = 
jnd XX 成立), 也 不 是 连 道 的 ( 甚至 是 全 不 连通 的 ， 因 为 


ЯУ П 上 的 连续 一 一 映射 : (х,/[(х)) "= x) 
但 是 ，Kuratowski 集 是 完全 可 上 度量 化 的 . 
满足 indXX=n 之 1 B X B tš kE п 1 维 的 
可 分 度量 空间 X 有 时 称 为 里 n 维 的 (weak n-dimen- 
sional) . 
Kuratowski #99 1 维 的 . 
УМ. Sierpifiski | A2] 给 出 了 这 杆 空 间 的 第 一 个 实 
例 , n =2, 3,… D69889 n #28107, [АЗ], [A4] 
参考 文献 
[АТ] Engelking, Е... Dimension theory, PWN & North - 
Holland, 1578, р. 19; 50. 
[А2] Sierpifski , W ., Sur les ensembles oonnexes et noncon- 
nexes, Pund. Меһ., 2 (1921), 81 ~ 95 
[A3] Marngkiewic2 , S ., Sur les ensembles de dimension fai- 
bs, Fmd. Math., 13 (1929), 210 — 217. 
[А4] Tomaszwski, В., On weakly n-dimensional spaces , 
Fund Math... 103(199)., 1—8. БЭК, ЭНИ 译 


Kutta- Merson Ж [ Kutta-Merson method ; Кутта-Мерсо- 
на метод] 

ИЯТ fÉ) ЕР Runge-Kutta 法 (Runge-Kutta 
method) .该 方法 应 用 于 Cauchy 问题 


у'(х)=/(х,у(х)), ха Х, у(х)=ә (1) 
ЖШТ: 
= (хо, у), у(х) (2) 


ТЕТЕ к} 


1 
3 
Бх в wt = kt + k] 
有 [xot+ бср kt Ç Б, 


З, 


1 1 
k=hflx t чу h, уо t ra 上 8 


1623 
к=] ху, уу с 2) 


3 


1 
y'(xath)=y,- Th yk t2k, 


у (нА) уун Е +h . 
É R=021|y'- y| P| ЗЕ 00 — МАЗЫРА 
РО B З. # 是 指定 的 计算 精度 ， 则 积分 步 
长 可 选取 如 下 . 首先 选取 某 个 初始 步 长 并 开始 用 (2) 计 
算得 出 数 尺 . 车 有 >s， 则 将 积分 步 长 除 以 2， 若 R< 
5164, ДИРЯ 2. 车 /4< Re、 则 所 选 的 积分 步 
长 是 合适 的 . 再 用 xo。+h 代 蔡 初 始点 x, 并 重复 这 个 过 
ж . 这 就 产生 出 近似 解 y; 量 风 主 要 作 辅助 用 . 

因为 

уб 


2 


如 二 本 


kt ТАВ у G th), 


БАЗУ 


га 


即 对 于 И ЭЩ” ЕР 六 的 公式 中 ， 所 
以 这 里 缸 述 的 误差 估计 和 积分 步 长 选取 的 方法 称 为 全 
А Rungc- Кипа 法 ( imbedded Runge-Kutta method) , 
` Kuta-Merson g819 387 В ар: Ар! И [1], 
[2] 中 找到 . 
参考 文献 

[1] Christiansen, J. Numernical solution of ordinary simultan- 

eo differential equations of (hc Ist order using а me- 


thod for automatic step change , Numer. Math., 14 (1970), 


17—34. 
Т2] Lukehart, P.M ., Algorithm 218. Kutta Merson, Сянт 
Азос.Сотри.Масн. ,6(1963\, 2, 737 —738 . 
[3] Fox, L., Numencal solution of ordinary and рага! Ф. 

Tferential oquations, Pemazaon,, 1962. 

[4] Lance. G. N., Numerical methods for high эрсе} сот 

рше, Шс, 1960. В.В. Поспелов # 

[ 补 注 】 通常 应 加 上 Runge 的 名 字 : Rimpe- Кийа- 
Merson 法 {Runge-Kuitta-Merson method) . 

CRunge-) Kutta-Merson 法 属于 К.Н. Merson 
(ТАЄ). 由 六 定义 的 数值 逼近 的 阶 是 四 ， 而 辅助 ( 参 
考 ) 解 y ВОИ. 因此 这 两 数值 遇 近 的 差 一 般 说 来 
仅 有 阶 三 ， 这 样 就 得 出 了 一 个 保守 的 误差 估计 ( 亦 即 ， 
对 于 小 的 户 它 过 度 估 计 了 局 部 误差 y (x +й)-у'). 不 
过 ， 对 于 线性 常 系 数 方 程 而 言 ， 当 h 一 0 时 ， 可 得 到 
一 个 局 部 误 差 的 正确 估计 . 这 可 由 考虑 如 下 线性 方程 
而 得 到 证 明 : 


这 样 
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а] о 
›бу+ю-у=| 0-40 оо ро 


所 以 尺 与 局 部 误差 y(xoth) 一 大 在 误差 阶 直 之 内 相 
等 . 这 个 方法 的 进一步 讨论 可 在 [Al1] 和 [A5] 中 找 
到 . Kutta-Merson 法 的 Еопгал 程序 由 МАС # F ЕШ 
殿 . Kutta-Merson 法 是 典 入 式 方法 中 最 早 给 出 的 . 对 
局 部 误差 提供 渐 近 精确 逼近 的 一 些 较 高 阶 嵌 人 公式 已 
由 EE.Fehlberg ({A3],[A4]) 得 出 ; 该 公式 还 有 另外 的 
优点 ， 即 主 式 (最 高 阶 的 公式 ) 的 误差 常数 为 最 小 . 但 
是 ， 因 为 真实 (整体) 误差 和 局 部 误差 间 的 关系 一 般 是 
不 知道 的 ， 所 以 是 否 应 将 最 高 阶 的 公式 月 作 主 式 是 有 
疑问 的 ， 而 且 现代 的 观点 倾向 于 交换 主 式 与 参 式 的 角 
@ (М, [А5]). 由 上 及 .Dormand 和 P.J.Prince ([A2]) 新 
近 发 展 起 来 的 媒人 方法 ， 它 结合 了 一 个 八 阶 公式 与 一 
个 七 阶 参 式 ， 被 认为 其 当今 最 有 效 的 商 精 度 方法 之 一 
([А5]). 
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4 BR [¿-calculus 或 ambda cakulus ; 4 -всчисленне ] 
[#МЕ) 5ш л ЖИТ 1932 — 1933 年 出 А. Church 
([A3]) 提出 的 ， 当 时 试图 把 它 作为 数学 基础 的 理论 
部 分 之 一 . 此 理论 部 分 包括 两 个 内 容 : Р Н 
符 吴 与 规则 ， 一 是 作 月 于 这 些 符号 上 的 算法 . ХЕ 5. 
C. Кесте 和 J. В. Rosser (LA7]) 发 现 这 一 理论 体 
系 是 不 协调 的 之 后 ， 关 于 算法 的 这 一 部 分 从 原先 理论 
中 分 离 出 来 称 为 《类 型 无 关 的 ) 4 演算 . 它 被 证 明 在 
反映 可 计算 函数 (computable function) 的 直观 概念 方 
面 是 相当 战功 的 . Kleene ([A6]) ЗЕЕ ДЕА (Tec - 
ursive function) 恰好 是 有 可 定义 的 《其 意义 见 下 
Ж). 接着 ，A、M .Turing ([A10]) 引入 了 他 自己 定 
义 的 一 种 机 器 【 兄 Turing 机 (Turing machine) ). JE 
证 明了 Turing ПГ ЖЯ 4 可 定义 是 等 价 的 .这 便 是 
有 关 Church -Turing 论题 的 讨论 ， 寻 可 计算 的 直觉 概 
念 被 正确 地 形式 化 为 4 可 定义 ，Turing 可 计算 ， 或 者 
递归 (也 见 : Church 论题 (Church thesis ) ) . 虽然 许 
多 程序 设计 语言 是 某 于 Turing 的 可 计算 模型 (强制 式 
程 岸 设计 ) ,但 日 前 在 函数 式 程序 设计 领域 Church 
的 模型 受到 很 大 关注 ， 

4 项 设 VV 是 变量 的 无 限 集 .1 项 的 集 台 《 记 为 
A) 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 集合 : 若 хер, Д хел; 
# M, NEA, MJ (MN) eA; # Мел Ë хел, 
则 (¿x М) Єл. 其 中 项 MN 的 含义 为 : M 是 作用 于 
N 的 函数 ，NN 是 参数 ; ¿xM 去 示 把 值 Mt 可 能 包含 
x) 指派 给 对 x 的 直接 作用 ， 用 三 表示 项 之 癌 的 语法 相 
Ф. ШЖ. дхх = ¿xx= xy ПА (Axx)a=a, 
以 下 是 项 的 几 个 例子 : 1 ¿xx ЖЇР; ¿xy 
为 具有 常 值 y МЕЙ: 以 及 ¿xI ЖАЯ ЖЕ га 
Ж. 自 施用 是 允许 的 ， 如 ;x(xx) 是 合法 的 1 项， 


在 表达 式 1x M 中 ， 变 量 x 的 出 现 称 为 被 4 约束 的 
(bound ) ， 如 果 一 个 变 基 的 出 现 不 是 约束 的 ， 那 么 称 
为 在 M 中 娠 自由 的 free ) ,4 项 M 称 为 闭 的 《clo - 
эй), ШЖ РРСМ) = Ф. ЙД, ЖЕ (¿xx) ух 
Ф, 变量 x 有 自 出 出 现 也 有 约束 出 现 、 而 变量 y 是 
自由 出 现 ， 了 是 一 个 著 项 . 仅仅 约束 变量 名 不 同 的 项 
ААНАЙ, ИШ: удас) = у(дхх) % w(Axx). 

转换 根据 4 表达 式 的 含义 ， 下 面 所 谓 的 8 规 
М (б-т) 被 设 为 公理 : (¿xM)x= M, 3 — 
8. (xM) N= M[x:= N]， 这 里 等 式 右边 表 
ЖИ МЖ M 中 白 由 出 现 的 x 所 得 的 结果 ， 在 作 
替换 M [x := N] 时 ， 应 特别 小 心 N 中 的 自由 变量 
净 不 能 变 为 约束 的 .这 一 点 可 以 通过 村 M 中 的 所 有 
约束 变量 实行 换 名 来 保证 . 例如 ，(24z(xz)) [x:= 
т] = (¿z'.(xz'))[x:=zz]= (22 (( )= 
4z((zz)s). 如 果 等 式 M = N 仅 使 用 8 规则 就 可 得 
证 ， 那 么 就 称 M 可 转换 为 N. 

Ску 算 子 ”入 然 上 曾 的 抽象 作用 仅 给 出 了 一 元 
函数 ,但 多 个 元 函数 也 可 以 通过 重复 作用 的 4 演算 来 
表示 . 例如 F = (¿x (¿y (yx))) É — 4 W 
(ЕА)В= ВА 的 项 {更 方便 的 i 册 号 是 用 4x x, 
M 表示 (Ax (Xx (Ax M): )), ПАН РА 
А, ЖЛ (C ((FA,)A;) А „); 这 样 此 式 就 可 以 写 
Ж (¿xy.yx) dB=B4.) 此 方法 出 白 M.Schbn- 
fkel ([A9]), 但 在 Н.В. Сшту 使 它 流行 起 来 后 就 
被 称 为 Curry 算 子 (curying ) ， 

计算 的 表达 是 8 规则 可 证 明 下 列 不 动 点 定理 
对 所 有 4 项 下， 存在 АЙ X {Ө FX=X. (下面 
是 一 种 证 明 : R W = ¿x.F(xx) ША X = WW, 
ВА X = (¿x.F(xx))W=F(WW)= ЕХ.) 


жите аач ЮДОН 


结果 被 用 来 表示 递归 . 令 M'N= N 以 及 МА 
M(M*N). 对 于 keN(N 为 自然 数 集合 )， 定 义 
Д с, = Afx.ftx. c, 称 为 Church # 8 (Church 
函数 f/: N - МЖА 可 定义 的 (有 4- 


rumerals ) . 


definable) ， 如 果 存 在 - -个 д 项 下 使 得 对 所 有 КЄМ 
部 有 : Рс, = cjwy， 此 定义 可 根据 需要 扩展 到 多 元 函 


数 的 情形 ， 如 下 cu cu = сла, ny， 整 数 加 法 是 д 可 定 
义 的 ， 可 以 用 项 Риз = ¿pefx.pf(afx) 来 定义 . 
前 趋 函 数 可 用 Q = A¿pfx.pllab.b(af)) (4q.x)1 
作为 其 L 定义. 记 了 为 Qx. © tme = ¿xy.x fli 
fake == ¿xy.y. 2 “1 В then X eke Y" 可 民 达 
为 ВХҮ. 令 zeo,= p.p (Ax.fae)true, ЙЯ 
zero, c, = іле 以 及 zero с, = бе. 现 假定 三 是 
递归 定义 的 函数 ， 例 如 : /(0,х)=0, ДЕ+1,х)= 
f(k,x)+ x. ТЕДА ЛЕН 4 定义. -个 
Е, 使 得 Fkx = if zero. k then c, else (Phs( Fk х)х). 
R R # Ф F=ikx, i zero, k hen co «Бе 
(Рі (РАТ х) х) = (Afkx. if zero, k then c, che 
(Phus (ГК х)х))Е Г. 现在 F 可 使 用 不 动 点 定 
理 求 得 . 用 类 似 的 方法 ， 极 小 化 运算 (搜索) 也 可 用 4 
项 表达 

归 约 策略 ШЕ РЕШШ 了 的 4 定义， 那么 
ГОК) 可 通过 对 Рс, 赋值 来 计算 . 此 项 的 赋值 可 以 
采用 不 同 的 策略 ， 这 些 策略 对 于 将 子 表 达 式 (ix 
М) МЎ M[x: = N] (此 替换 称 为 妇 约 (reduc - 
tion) ) 采用 了 不 同 的 优先 级 ， 若 最 内 的 表达 式 优先 站 
算 ， 则 称 为 。 МЧБ (савет evaluation) ; 若是 最 外 的 表 
达 式 优先 处 理 ， 则 称 为 1 赋值 (lazy evaluation 》. 对 
各 羔 妇 约 策略 ，[Al] 第 13 半 给 出 了 它们 的 理论 性 
Bü [А4] 第 9 章 中 讨论 了 实现 方面 的 问题 . 

类 型 ”在 用 4 项 表达 算法 时 ， 类 型 可 以 为 这 些 项 
规定 一 个 次 序 { 所 起 的 作用 类 似 于 规定 物体 的 大 小 ) 
设 V 直 原 泣 类 型 的 符号 集合 【 酌 如 ，T 可 以 包 售 nat 
和 bool ) ， 类 型 形成 满足 下 列 条 件 的 最 小 集合 Т: x 
V, 则 xeT; 车 czeT, (о — r )e T. 一 条 语 
名 (statement) 具有 形式 M: о, ЖР Me A 及 ce T. 
在 M: o 中 ,项 M 称 为 主 词 (subject) ，o ЖАЛИ 
(predicate ) Ж (basis) 是 侈 由 变 基 作 为 主将 的 次 名 
的 集合 шег, 那么 гЬ М: oa( 读 作 在 
ат 和解 是 可 以 了 推导 的 ， 或 者 在 сн Г ЕҢ Н М) 
表示 满足 以 下 条 忻 的 最 小 关系 : 车 (x: б)егкхсв, 
#TrM:(e— r) B F N: z, MT r (MN): 
т Ж PU[x: о} M: z. WJ p (¿x.M): (a — 
т), ПЕВАЛА ЛАЙТ: {хс} юх: 
о, (х.х): (e * о), C (¿xy.x): (e > (z — 
в)), M r(ÀAxy.y): (о (тн т)). B 
Ах. хх 是 不 能 被 类 型 化 的 . 


4-CALCULUS ЗИ 


以 下 两 条 定理 成 立 : 1) E rr M: о, ЖА 
所 有 开始 于 M 的 归 约 是 可 终止 的 . 2) 对 于 给 定 的 项 
М, 是 否 存在 下 和 o Н ГЕМ: о 是 可 判定 的 ; 
进一步 ， 如果 工 和 g 存在 ， 它 们 是 可 以 构造 出 来 
的 ， 证 明 参 见 [A5] 中 的 例子 . 
程序 设计 语言 ML( 见 [A8]) 是 基于 类 型 无 关 的 4 
演算 ， 其 中 类 型 就 像 上 面 一 样 指派 于 某 些 项 ， 上 述 第 
二 条 定理 使 得 程 片 员 不 必 去 编写 类 型 ， 内 为 编译 器 可 
以 构造 它们 . 
语义 ”由 于 4 项 同时 可 作为 函数 又 可 作为 变 元 ， 
为 了 给 出 1 项 的 语义 ， 人 们 自然 会 想到 定义 一 个 集合 
D, АЖ БЕ D "了 与 D 本 身 存在 一 一 对 应 关 
Ж. 但 由 于 基数 的 原因 ， 这 是 不 可 能 做 到 的 ，D, S. 
Scott 为 д 项 构造 的 模型 是 把 D ~ D 限制 到 DD 到 DD 
的 连续 函数 空间 (对 于 一 种 适当 的 连续 性 概念 ) ， 这 
类 连续 函数 与 D 有 相同 基数 . Е. Engeler Ват 
个 县 有 这 种 形式 的 简单 模型 ， 设 4 为 非 空 集合 ， 
是 满足 下 列 条 件 的 最 小 集合 : B 包含 A; 对 БЕВ я 
ЖЮ дев, ж (5, д)єв. R D, 为 в мйне 
集 的 集合 Лр, = D. ЭЕ (contnu- 
us ) ， 如 果 f(d) = U(f(8) 8 Sd. 6 有 限 }; 对 
于 这 样 的 了 ,定义 2x. 了 (x) = ((b, g): bef(8)}e 
р,. ЖЕН f, 构造 ix.f(x)， 且 对 "d, гер, = 
ЖЕЛ d.e ={beB: 3BSe(b, p)ed). ШЙ (4х. 
f(x)).e= f(e). 现在 Айй р, фт 
Т. ЗЯ р: V = D ( 称 为 环境 (emáronm - 
ent)); 对 于 МЕА, ж Хоб Ж М], = ILM11, 
ПУ), [L ax. М), = 441М оссо 这 里 р(х: 
=4) WWE р'(х)=4 ЮЖ р'{у) =p (y) (y Ф x 
时 ) 的 环境 р. 为 使 该 定义 有 意义 ， 应 当 验 证 
ПЦМ, -а 关于 4 是 连续 的 . 这 是 对 的 ， 因为 施用 
函数 对 于 其 每 一 个 变量 都 是 连续 的 . 由 于 对 每 一 个 
б, ШЖ М=М 是 可 证 的 ， 那 么 就 有 {[M]], = 
ПА, К р, 是 1 演算 的 一 个 模型 ， 能 够 证 
明 ， 对 计算 结果 不 产生 实质 影响 的 项 如 《1x， хх) - 
(дх. хх) р, 中 的 象 是 空 集 ， 
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4 环 [4-ring; Д-кольцо) 
[НЕ] Hü 3 (pre-2-rng) 是 阴 有 满足 下 述 性 质 的 
一 组 映射 42":RR-~RCn 一 0, 1,2，…) 的 有 勾 元 的 交 
жк 

i) боза, 对 于 所 有 的 xcR; 

н) (x) 二 XxX， 对 于 所 有 的 xER; 

i Ax +y) =). 0) (у). 
这 种 环 的 例子 有 , ШЙ. ФЬ КЕРКОМ) КМ). 
其 中 G 是 紧 Lie 群 ( 见 玉 理论 ( K-thory)), 以 及 有 限 群 
G 的 复 表示 环 R(G)( 见 紧 群 的 表示 ( representation of a 
compact group ))， 在 所 有 这 些 情形 下 ， 心 都 是 由 外 条 
诱导 出 来 的 、 比 如 ，M = KW. КОМ) =Z Ú E 
Ат) = ( P )( 二 项 式 系数 ; 公式 ("i Tm) = 
X... (C тая уут (K+ Үү" 
* (X + Y)” 利用 二 项 式 展开 定理 得 到 ). 

设 R 是 有 单位 元 ] 的 任 一 交换 环 . 考虑 RR 上 以 
1 为 变 元 的 常数 项 为 1 的 等 级 教 的 集合 A(R) = 1 十 
tR[[t]]. 宕 级 数 的 乘法 使 得 A( 尺 ) 成 为 一 个 Abel 群 . 
КЮЛ 环 结构 定义 出 АБЫ 群 的 ~ 个 同 术 : 
АСК AGR) д (х) 1+ Д(х)г+ (ху? +, 
反之 亦 然 ， 

Wra(r)=l-+at+af +, p(t)=1+bt+ 
b, АСА) 的 两 人 元吉. 形式 地 ， 写 成 


җоө=Да-о, 


в) = ЦО т), 
并 且 考虑 表达 式 一 
П (т-де) 1+ Pe +P, +, 


ЕЕ 


H OQ- 


ЖЮРІ, 是 5 和 # 的 对 称 多 项 式 表达 式 ， 所 
以 可 以 写成 那些 a 和 b 的 泛 多 项 式 表达 式 . 现在 定 
X A(R) ЕКЕ 
(AWB = 1+P (a, b)t + P,(a, Б)? + 
(а= (аа), b= (b ,b,,-)). ЖН ХЕШ 
(ЖШ) ACR) АСА) 5 
дб) = 1+ L. .(a)t + L, (а) + 


附 有 这 些 运 算 的 坏 A (R) g ЁЛ Ж. 给 定 两 个 

预 4 坏 R,, К,, ~ 2 坏 同 态 p: R, =R, ВЕЙ 

R F 3 ЖЕЕ ЕН: 对 所 有 的 xe R, п=0, 1,2, 
К Ф(А (х) =" (e(x)) 

—1# АЖ АЖ (1-ппд). 如 果 L. IR АСК), 
д) А) 0х) АЙЛ. 
环 A(R) 总 是 4 环 ， 前 面 提 到 的 预 4 环 的 标准 的 例 
F K(M), К.(М), К(С) 也 都 是 2 Ж. 

另 一 方面 ， 考 虑 一 个 有 限 群 G. 一 有 限 СЕ (finite 
人 -set) 是 措 在 其 上 山 有 和 群 怠 的 作用 的 有 限 集 - 应 用 无 
交 并 和 Descartes 积 作为 运算 ， 在 此 积 上 峰 以 对 角 线 作 
用 .有限 台 集 合 的 所 有 同 构 类 构成 一 个 半 环 (semi-ring ) 
4+(G) ,与 之 相伴 的 Grothendieck 环 4( G)( B, Grothend- 
jeck ВЕ (Grothendieck group)) 称 作 Burrside Ж (Ви- 
mside ір) ЖАО) ЖХ А6) А'{(О) 
为 (5) 二 (5 的 n 元 子 集 的 集合 ){ 附 以 自然 诱导 的 
G 作用 ). 这 推广 了 Nc 名 上 的 i 运算 和 :4(m) =(Ш). 
БЕШ), 将 д" 扩充 到 4(G) 上 ， 这 使 得 Burnside ЖД 
为 预 1 环 ， 通常 ， 这 种 预 4 环 不 是 1 Ж ([А9]). 

人 们 在 文献 中 会 见 到 用 短语 1 环 和 特殊 4 环 
(special 4-ring) ЯНОВ д жд. O “ 

设 R 是 一 个 预 ж. 用 下 述 公式 定义 新 的 运算 
gi: R--R: 


БЕТТЕР 


manay АЙ k. Bj Adams 运算 ( Adams орега- 
， 它 们 是 J.F. Adanms 在 R — КОМ) 的 情形 下 

ЖАН ([A10]). 

Adams 运算 满足 : 

м) (х) = х; 

v) 于 (x+ y)=g'(x) (у). 

Ж RJE— A XH Д, DL R 是 1 环 ， 当 
НАХ Adams 运算 还 满足 

м) g'(1)= 1; 

Үй) Ч' (ху) = (х) (у) 

үш) (у (x) = (х). 

Айд) ми) ч 的 环 有 时 被 称 作 w 


+в 


Ж (p ring). 
HOA (R) 同 构 于 (大 ) Witt | BE ИСА) (Н 
Witt 向 量 ( Witl vector) 的 补 注 ) ; 
E:W(R) = A(R) 


) lu a. 


йар. 


在 此 同 构 下 、 入 ({R) 上 的 Adams 运算 对 应 于 Frobenius 
运算 { Frobenius operations) f, :W (R) + W(R). 
` 环 A(R) 上 的 结构 定 欠 了 一 -个 取 值 为 环 的 浮子 
上 的 函 子 态 射 4-( 一 ): 和 (一 ) ”A(A( 一 )). 它 连 间 
A(R)=>R,l+at+ta, + -— a 一起， 定义 了 
ТЛ 上 的 余 三 元 组 (co -tuiple) 8539, Til 环 从 好 是 这 
个 祭 三 元 组 的 余 代 数 (co -algebras ) ( 见 三 元 组 ( tiple )). 
通过 同 构 E TT A 0831 ` РТА" 
E:W(R)— W(W(R)), 
B°:W(R)— A(W(R)), 


它们 可 被 视 为 { 广 义 的 ) 所 谓 Arin -Hasse ін НБ 
Апіл -Hasse ехропепіаї homomorphism) ([АП], 
[А12]) 

$ w.(R):W(R) > R 是 环 同 态 


®„(а,,а,,)= Y day, 
£ 


则 Artin -Hasse 指数 E(R): W(W(R)) Ят Ж 
ЕН 
v,.(W(R))°E(R)= £.(R), 


ҖИР, (А): ИК) W (R)Jš Frobenis F] 2 ( Frobe- 
nis homomorphism ) ` 

Ф V:A-Rimg — Ring ЖАБА, ШАРА: 
Ring = ¿-Ring 是 Р 的 右 伴随 ( 见 伴随 沙子 (adjoint 
functor)): 


Віш (И (5), К) = A- Ring (S, A(R)) 
(Ж [А5], р. 20). 

Аба А (К) = 1 +:RI[[:]] (Вар ВАНЯ ) 有 
=+ НЖЕ B PB, ЕАН —, “И” 
а()к auf 人 以 及 这 两 上 自 同 构 的 复合 给 出 与 此 
相应 地 在 A(RR) 上 有 四 种 自然 的 方法 引入 环 结 构 、 相 
Ву оода г, е, (1 一 站 ,1 一 1 所 
有 这 四 种 情形 都 在 文献 中 出 现 . ЖИЙДЕШ Y 一 或 
1 [作为 各 元 的 情形 一 -其 中 1 :是 上 文中 的 么 
ж. 而 {1 十 1) ”似乎 是 最 不 常见 的 情形 . 

АЕ A，Grothendieck 在 建立 代数 几何 时 引 人 的 
([A2]), ЖАЎ M .F .Atyah #l D , O .Tal 应 用 
于 群 表示 论 ([ Al]). 
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ШЖ хед 2 — Ий, а> 2, 4" (х) = 0. Т 
Ш{ЖЕЖШТ R = КОМ) R 二 RR(G) 的 情形 ， 此 
If W (x) = x". Pr 28 a fb £ 236 35 3 (power 
operitions). 在 A(R) 上 中 " 直接 定义 为 


”lio -]+П а-о. 
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[Al] Atiyah. М.Е ang Tal. D. O.. Group representa- 
tons, ¿-rings and the J-homomormphism Topology, 
8 (1969) , 253 — 297. 
ГА2] Grothendieck, А., La théore de dlasses de Chern, 
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赵 春 来 ш 


! 进 上 同调 [1-adic cohomology ; 1-эдическме когомологин } 

抽象 代数 簇 利 概 形 的 一 种 上 同调 结构 . ВОЗЕ 
达尔 上 同调 ( ¿tale cohomology ) Ф . 系数 到 在 特征 
数 零 的 坏 里 的 上 问 调 被 用 于 各 种 日 的 ， 主 要 是 Lefschetz 
公式 (Lefschetz formula) ЕД у 函数 的 应 
用 .1 进 上 间 调 是 对 艾 达 尔 .上 间 调 取 射 影 极限 而 得 到 
的 
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та, ВР X 上 的 1 进 层 ( Ladic sheaf ) 
Жз: Abel J: p, 的 一 个 射影 系 (F), ,使 得 对 所 
有 的 п, 转 殉 同志 Р, > F, 等 价 于 典范 态 射 ，， 
> F, F... ,如果 所 有 的 层 F. 邦 是 可 构造 的 (或 
局 部 常 能 ) 县 达尔 层 ， 就 称 1 进展 下 为 可 构造 的 【cors- 
tructible )( 相应 地 、 局 部 常 的 《jocally constant), ЖШ 
J x 上 的 局 部 常 可 构造 层 的 范畴 自然 等 从 于 ! 进 整 数 
坏 Z, А НЕВЕ, ЭК ҤЕ X 的 基本 群 从 左 
边 连 续 地 作用 在 这 些 模 上 . 这 就 正明 了 局 部 常 可 
构造 层 抽象 相似 于 拓扑 中 的 局 部 系数 系统 . 可 构造 上 
进 层 的 例子 有 ; 层 Z, = (Z /I"Z)ç), a 以 及 Tate J2 
(Tate sheaf)Z, (т), = (uz), (这 里 的 (2/72)y 
Ë X SW ZI PZ 相 联系 的 常 展 ， y 是 X E PP 次 
单位 根 的 层 ) . 如 果 4 是 区 上 的 Abe 概 形 ( Abelian 
scheme }, Ж T, (A) = (А) ( Z Ë Aa Ë A АГН 
ЖЕНЕ) 成 为 X ЕНИ ИНЕ 1 进展 ， 称 为 4 的 
Tate 模 (Tate module), 
ахак ЮВЕ, Е КВОТ НЕ, а 
=х9,1, з X38339 А k ЯЙ E, ВАА u 3 Sl t0 8: 
É, H F= (F.)E ХЕП, ШЖК EFJ H' 
(Х,Ё,) ЖТ Оа (Е К) ШЕ НЕЖСН(Х,Р )), к. 
射影 极限 НХ, Р) =. H'(X,F.) АНТ — Z, 
模 结构 ，Galt k. k ) 连续 地 { 相对 于 车 进 拓扑 》 作 用 
其 上 . 它 被 称 为 XX 上层 FP 的 第 i 个 1 进 上 同调 . 当 
З H'(X.F) = H'(X, F). ESA ЫҢ 
调 的 基本 定理 可 应 用 于 可 移 造 ! 进 层 的 了 进 上 同调 . 如 
A Q, нж R. Шон (Хх) = H'(X, 
Z,)@ ФЯ ХЭ 1 进 上 同调 (mational 上 
айс cohomology ). {Ж Б, (САП 知 果 有 定义 
的 话 ) Вр X 6988 ғ 1 Betti 数 (地 Beti number). жї 
3 k KJE. Wb C(X;1) 有 定义 而 及 与 了 无 关 (1 96 
Фаг). 如果 上 是 特征 数 p 的 代数 闭 域 ，f = p, 则 与 光滑 
Э За а НСК Т ма ЕН (Уей 
cohomology ). `5 к = СДА, ШЕЯ ( compa - 
твоп theorem) Н; = HH'(X,Q)@Q Г" 
参考 文献 
[1] Grothendieck , А., Fopmale de Lefschetz ct гайопаййе des 
fonctions J, , in Sem . Bonrbuki . Уо}. 17, 1964— 1965. 
И.В.Долгачев # 
ОКЕ 上 面 提 到 的 对 于 完全 К 概 形 ，Betti 数 与 1 元 
关 这 一 事实 是 来 当 Deligne 对 Weil 猪 测 的 证 明 ( h I, ¿ 
函数 ( zeta-function ))， 
参考 文献 
ТАТ) Grothendieck , À ., Cohomologie I-adique et fpnctions 工 ， 
їп SGA 5, Lecture notes in math ., Үр]. 589 ,Springer . 
1977. 
iA2] Milne +. S., Etale cohomology, Princeton Univ. 
Pres. 1980. 


{ АЗ] Fretag ,E .and Kichi. R.. Etale cohomology and the 
Wel conjectums . Spnnger , 1988 
[A4] Detigne , P... La conjectue de Weil Е. Publ. Math 
IHES „43 (1974), 273—307. 
ТАЗ Desgne, Р... La солодше de Wel Пр. Publ. Май 
JHIES.52 ( 1980). 117—252 陈 志 杰 译 
L ñB [ L. -function ; L, -функдия ] 
引 人 竺 征 标 后 5 函数 (zeta -function ) 的 推广 ( 见 群 
的 特征 标 character of a group )). 上 函数 把 成 一 类 很 复 
杂 的 特 疾 的 单 复 变 函 数 ， 它 是 频 用 特征 由 Dirichlet 级 
数 《Dirichlet series ) 或 者 Ешет 积 { Eubr prodvet) BË 
多 ， 是 用 分 析 方 法 研究 相应 数学 对 象 的 算术 性 质 的 基 
ЖА. жала: сы). (йй. SUR E 
的 代数 簇 等 等 . L 西数 的 最 简单 的 表示 是 Dirichiet L. 
函数 ( Dirichlet 7-function ). 其 余 的 L 函数 或 多 或 少 是 
这 些 р, 遂 数 的 类似 和 推广 ， А. Ф. Лаврик 所 
【 补 注 ] 现在 1, 函 教 包含 了 与 Galois 群 (Galok group ) 
Gal (Q /Q ) 的 表示 有 关 的 很 大 -类 函数 . 例如 、 选 取 
代数 数 域 K 上 Galos Ф G 的 表示 p:6 + GL(n ,C) 
( 匈 群 的 表示 ( repicsentation of a group ))， 对 每 个 素 
Жр, Ë F, Ë G ЧӨ Frobenius ЖЖ, ШШ 
Llpss) = Паг (а -Р(Р,) эру 
是 对 应 于 p 的 Асіп L 级 数 ( Artin 上 -series ), 类 伏地， 
Gal (0/0) 作用 于 定义 在 Q ЕЧЕН Е 的 1 
挠 点 就 产生 E 的 Hasse -Weil L 函数 (Hasse -Weil 工 - 
function )， 关 于 这 些 L 函数 有 大 基 迷 人 的 狂想 、 一 方 
面 它们 显示 了 上 基数 与 自学 形式 的 关系 (Langlands 
猜想 (Langiands conjeciures ), 2—3 0А L 函数 
在 整 点 上 的 值 与 代数 几何 不 变 式 有 关 ( Beilinson 猜想 
( Beilinson conjectures )). 
参考 文献 
[А1] Gelbart , 5., An clernentary mtroduction to the Larg- 
lands program, Buli. Amer. Math. Soc., 10( 1984), 
17 — 20, 
ГА2] Rapoport, M., Schappacher, N. and Schneider, Р. 
{0ds .), Beilinson’s conjectures on special values of L- 
functions. Асай. Press, 1985. 41% Ж ЖЕЛ Б 


上 写 格 [上 -genus; L -pon ] 
相应 于 Hirzebruch 上 Ж ( 兄 Понтрягин Ж ( Pontr- 
yagin class )) 的 示 姓 数 . А Ф. Харшиладзе 所 
【 补 注 了 
参考 文献 
ГАГ) Hirzbngh , F .. Topological methods in algebraxc geo- 
metry , Springer , 1966 ( translated from the German ). 
OA PF 
工 系统 [L -sysdem; 1,-система | 
【 补 注 】 ЖЖ ТР A. Lindenmayer 的 工 


作 ([A1])， 这 个 理论 的 最 初 目的 是 为 简单 丝 状 有 机 体 
的 发 育 湿 供 数学 模型 。 起 先 ， 上 系统 被 定义 为 有 限 
自动 机 的 线性 队列 ， 但 后 来 被 重新 表述 为 类 似 文 法 结 
构 那 样 的 更 恰当 的 结构 ， 从 此 ， 上 4 上 系统 的 理论 基本 上 
作为 形式 诸 言 的 一 个 分 支 而 发 展 《 见 形式 语 育 与 自动 
机 ( formal languages and automata }). 

与 文法 机 比较 ， 工 ЖЖЖ КЫН ET h) РЦ 
并 行 方式 重 写 ， 而 文法 中 的 句子 却 是 以 帅 行 方式 重 
=. 这 就 是 说 ， 对 于 一 个 L 系统 的 重 汪 过程 的 一 
未 ， 每 个 字母 必须 被 重 写 .而 对 于 文法 的 重 号 过 程 的 
一 步 ， 仅 仅 改变 被 考 瞄 的 句子 的 某 个 部 分 . 

看 一 个 很 简单 前 例子 ， 假 定 研 究 一 个 含有 生成 
式 S “SS 的 上 下 文 无 关 文 法 【grammar ，context -free ), 
因为 在 这 个 重 写 过 程 的 每 一 步 ， 能 用 SS 替换 S 而 使 
其 他 部 分 保持 不 变 ， 所 以 从 S 开始 ， 可 以 得 到 任何 形 
如 S" 的 句子 ， 这 里 п>]. 但 是 如 果 研 究 一 个 含有 
生成 式 S 655 的 L ЖЕ, ЖАМ S 开始 ， 由 这 个 
生成 式 只 能 得 到 形 如 5° 的 句子 ,n 之 0， 这 是 因为 不 
能 使 已 经 出 现 的 8 不 变 . 这 样 ， 如 果 重 写 句子 SS, 
那么 在 这 一 步 上 得 到 的 句子 是 5555 = 54 而 不 是 57. 
当然 ， 如 果 这 个 上 委 统 也 含有 生成 式 8 > 8 的 话 ， 
可 以 导出 任何 形 如 5” 的 句子 ，n 21. 

这 种 重 写 方 式 的 并 行 化 处 理 反 哆 了 L 系统 能 提出 
来 源 于 生物 学 的 背景 ， 试 图 对 一 个 有 机 体 的 发 育 建立 
模型 ， 发 育 是 以 一 种 并 行 方式 ， 在 有 机 体 的 每 一 处 辣 
时 进行 的 . 对 于 这 类 模型 用 弟 行 重 写 方式 是 不 合适 
іє. 

最 简单 的 上 系统 假定 一 个 细胞 的 发 育 不 受 其 他 
细 胸 的 影响 这 类 上 系统 习惯 上 称 为 OL 系统 (OL- 
system) (“0" 表示 细胞 之 则 为 0 ЖЖ). ЖИТ 
Ж, О 系统 是 一 个 三 元 组 G= (E, Р, ш), ХШ, 
тты, o х БЮТ. П P 是 形 如 

а х,аєў,хеу" 
的 重 写 规则 的 有 限 集 . 《假定 关于 r 中 的 每 个 字 甘 ， 
P 至 少 含有 一 个 规则 . ) G 的 语言 由 全 体 从 w 使 用 P 
中 规则 通过 并 行 方 法 导出 的 字 组 成 . 
作为 -个 例子 ， 考 查 OF 系统 
(la,b), а, {а = 十 了 ab)). 
出 它 生 成 的 语言 中 开头 的 几 个 字 是 
а, Б, ab, bab, ава, bababbab, 
abbabbababbab. 
因为 这 个 系统 是 确定 的 【关于 每 个 字 尽 只 有 一 个 生成 
式 )， 被 它 生 成 的 语言 可 以 用 唯一 的 方法 排 成 一 个 序 
Ж]. (POEM EB EDS p 表示 . ) 这 个 序列 中 的 字 的 
长 度 形成 著名 的 Fibonacci 数列 (Я, Fibomaod 数 (Fibo- 
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nacei numbers ) ) ， 事 实 上 ， 与 自动 机 和 形式 语言 理 
论 中 的 其 他 可 能 的 装 普 相 比较 ， 这 个 OL 系统 提供 了 
生成 Fibanacci 数列 的 一 个 十 分 简单 的 方法 ЖЖ 
统 也 是 增殖 的 【Popagating) 【简写 为 P) ， 即 其 中 没 
有 把 - 个 字音 变 成 空 字 ;的 抹 除 生成 式 . 

在 带 有 相互 作用 的 上 系统 (上 -system with inter - 
actions ) 简写 为 П. 98 ( IL-sysem)) ) 中 ， 生 成 式 
具有 (y. a, г) > 并 前 形式 .这 样 的 - -个 生成 式 
用 于 将 上 下 文 为 yaz 中 的 a 重 写 为 x. 如 果 在 所 有 
的 生成 式 中 ，y{ 相应 地 ，z) 的 长度 等 于 АС 相应 地 ， 
门 ， 则 称 系统 带 有 < k， ГУ 交互 作用 ，( 从 生物 学 的 观 
点 看 ， 这 意味 卷 一 个 单独 的 细胞 可 以 与 其 左边 上 个 和 
右边 了 个 相 令 细胞 相 联 系 . ) 在 句子 的 两 端 附近 ， 号 
БАННЕРА) УИА р g 来 提供 .例如 ， 句 
子 aaa 可 拟 用 (1, 1) 生成 式 (g, а. a) — bb, (a, 
а, а) а, (а,а, д) > a 重 写 为 bbaba. 

带 有 表格 的 L 系统 (二 -System with tbks) (ЇЇ 
写 为 了 系统 ) 有 几 个 而 不 是 只 有 一 个 重 写 规 则 集合 ， 在 
重 写 过 程 的 一 步 ， 必 须 使 用 同一 个 集合 中 的 规则 .对 于 
任何 一 种 类 型 的 L ЖЖ. ЖЕРГИ АН ЫН КЕ 
表格 的 上 系统 ， 从 牛 物 学 芍 角 度 看 ， 引 进 表格 可 以 
利用 不 同 的 规则 来 兼顾 不 同 的 环境 条 件 (АЖ. Ж 
等 ) 或 不 同 的 发 育 阶 段 . 

在 定义 被 工 系统 生成 的 语言 时 ， 目 前 采用 的 只 是 
穷 举 方法 (exhawstive approach) ， 即 所 有 根据 山 则 用 并 
行 方法 从 初始 字 导 出 的 字 才 属于 这 个 语言 ， 用 这 种 方 
式 得 到 的 语言 的 族 (例如 OL 语言 族 ， 或 简写 为 
OL) 只 有 很 弱 的 封闭 性 质 ， 除 了 益 举 方法 之 外 ， 还 可 
以 选择 多 种 不 同 的 方法 来 定义 生成 的 语言 . 

终端 字母 表 起 了 一 种 过 滤 的 作用 ， 出 系统 生成 的 
宁 必 须 通 过 这 个 过 滤器 才能 含 在 语言 中 ， 在 下 一 个 定 
义 里 ， 继 续 使 用 L 系统 理论 中 常用 的 缩写 : 字母 E 
表示 扩展 . 

一 个 EO0L 系统 ( EOL system) 是 一 个 有 序 对 
G ,=(G,Zr), 这 里 G =(F, P, w) 是 一 个 OL 系统 ， 
三 ; Z 的 子 集 ， 它 作为 终端 字母 表 (terminal alpha - 


зе). G， 生 成 的 语言 定义 为 
L(G)=L(G) Nz’. 


这 种 形式 的 语言 称 为 BODF 语 言 ( БОГ, -languages ). 

给 定 一 个 上 下 文 无 闫 文法 G， 对 每 个 字母 a( 终 
端 字母 或 非 终端 字母 ) 附加 一 个 生成 式 x z, R 
这 样 构 作 的 G, 看 作 一 个 EOL 系统， 显然 ,L(G) = 
1061). 这 涪 明 每 个 上 下 文 无 关 语言 也 是 一 个 ВОГ. 
语言 . 下 面 的 例子 则 表明 了 如 何 用 EOL 系统 生成 一 
个 非 上 下 文 龙 关 语言 ， 

考虑 具有 公理 S 以 及 生成 式 S -~ АВС, A 
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АД. B > BB. C > CË, Á -- А, B — B, С 
CA а, Вв С c, Асн a, B — b, 
C = e,a МВ Мус > №, ММ EOL 
ЖЮ G， 这 里 { в, b, c] Жат Це. 容易 验证 


L(G)=latb'e"i n 21], 


系统 G 是 以 终端 同步 化 (synchtonization of бепті - 
na 》 为 基础 的 ， 即 终端 字母 在 整个 字 中 必须 同时 补 
ФА. 如果 终 端 字母 只 是 在 字 的 某 些 部 分 被 引 人 ， 那 
么 派生 就 不 能 继续 产生 终端 字母 表 上 的 宁 . 这 是 因为 
OW BR fE Sh H "RR "КШ N， 而 这 个 字母 一 旦 
引信 就 不 会 被 删除 . 

以 间 样 地 解释 ЕП, 系统 ( EIL -system ) 和 EIL. 
(BJL -languages ) ， 一 个 语言 是 递归 可 核 举 的 ， 当 
及 仅 当 它 是 一 个 EL 语言 

L 对 统 的 一 个 相当 基本 的 研究 领域 是 生长 函数 理 
论 .从 生物 学 的 观点 ， 生 长 函数 度量 了 被 模拟 的 有 机 
体 的 大 小 .从 理论 上 看 ， 生 长 函数 理论 反映 了 | Ж 
统 的 一 个 基本 的 方面 ， 以 字 的 序列 的 形式 产生 语言 . 

对 一 个 DOL 系 统 ， 连 同 考虑 函数 [6, f 按 下 
列 方 式 把 非 负 整数 集 映 射 到 其 自身 ， 关 于 (20, B 
数值 СО 被 定义 为 G 的 序列 中 第 i 个 字 的 长 度 . 
函数 fa 称 为 G 的 增长 函数 (gowth function) . 

例如 ， 对 具有 初始 字 a 和 只 有 一 个 生成 式 a 一 
aa 的 DO 系统 G， 关 于 所 有 的 守 关 0,， f f i= 2, 

对 具有 初始 字 a 和 生成 式 a — ab 5 b — Ьі 
DOL 系 统 GG， 关于 所 有 的 20, Ж fo(i)=i+l. 

МАЖӘ а 和 生成 式 a — abc! 与 b 一 
bc ti c СОЯ, а + ава 5 b — bed", 
c > сбн d — d) 的 DOL 系统 G， 关 于 所 有 的 
120, # fa (站 二 (+ 1)?( 分 别 地 ，f6 (1) = 
(i+ 1)3). 

增长 函数 的 分 析 问 题 (analyss problem ) ЖИЕ 
给 出 的 DOL 系统 的 增长 函数 ， 而 综 会 问题 (synthesis 
problem ) 则 是 用 DOL 增 长 函数 一 一 如果 可 能 的 话 
一 一 来 表现 给 定 的 柚 数 . 

对 于 给 定 的 以 { ui сеа, ) 为 字母 表 的 DOL 
系统 о. НИЕ ала me = (u, U, b), Ж 
Ш.о 等 于 G 的 初始 字 中 字母 a, 出 现 的 次 数 , i= 1, 
77, n. 再 阶 需 一 个 Cn x n) ВЕ (growth ma - 
tx) Mo， 关于 所 有 的 1 与 j, M, PB (i, 让) 项 
值 等 于 а, 在 关于 a, 的 牛 成 式 中 出 现 的 钦 数 . BD. n 
是 全 由 1 构成 的 n 维 列 向 量 . 

与 一 个 DOL 系 统 G 相关 联 的 增长 函数 f. 对 所 
有 的 10， 满 足 


fe(D= я М. 


可 以 推出 ， 一 个 DOL ЖИИ КЕ ОЛЕНИН 
函数 增长 得 更 块 ， 可 时 ， 如 果 其 增长 攻 数 是 毕竟 增长 
的 ， 则 不 能 比 线性 函数 增长 得 更 慢 . 类似 方 法 定义 的 
汪 系 统 的 增长 函数 ， 却 不 一 定 满足 这 些 条 件 . 

最 近 ， 关 于 L 系统 的 一 个 医 论 的 框架 被 用 来 对 
维 的 细胞 发 育 提供 种 更 为 沈 - 的 处 理 方法 ， 这 一 方 
法 也 适用 于 二 维和 三 维 的 细胞 发 育 . 这 种 图 论 的 解释 
也 是 拓扑 的 ， 即 它 的 核心 是 细胞 之 间 的 分 接 关 系 ， 对 
于 这 些 系 统 ， 解 析 的 和 图 几何 的 说 明 可 以 附 吉 长 度 、 
角度 ， 颜 色 以 及 细胞 或 细胞 壁 与 边 的 其 他 性 质 . 这 些 
图 论 构 造 中 最 有 用 的 是 这 样 一 种 项， 它们 的 边 用 主要 
控制 元 素 加 标 . 在 应 用 这 些 爸 造 的 过 程 中 ， 可 以 使 用 
由 形式 语言 理论 方式 得 到 的 许多 结果 
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[А1] Lindenmayer. А., Mathematical models for cellular 
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BB [lacuna ; лакуна | 

1) Же боа К. Иш] D, T il ВКА 
Hadamard 定理 (Hadamard theoem ): 3 + BJ © 
Fabry 定理 《Fabry theoem ); 缺 项 震级 数 (lacunary 
power seris 》、 

єр 关于 几何 中 的 空隙 ， 见 运动 群 ( group of mo - 

; ЙЕ] [lacurary space) . 

"У ра ЫЕ сЕ 

Е 


. . 
eu ўро. 1<160, а) 


的 以 点 (xo，, го) 为 顶点 的 特征 驮 内 部 利平 面 上 = 1 
相交 而 得 的 一 个 子 区 域 六 .此 和子 区 域 由 下 述 性 质 所 殉 
Ж: 在 D 内部， 原始 数据 的 微小 日 充分 池 滑 的 变化 
不 影响 解 4 在 (x. to) 点 的 值 . 在 (1 ) 中 设 L, 是 
一 个 n， 阶 的 线性 微分 算 子 ， 且 其 中 关于 的 微分 阶 
数 不 超 过 п, 一 1. 所谓“ 内 部 变化 " 是 指 在 某 区 域内 
的 变化 ， 而 此 区 域 连同 其 边界 必须 均 在 D 内 . 
对 波动 方程 (wave equation ) 


и. Ya, 0, (2) 
Т:0 Сакһу 问题 ( Cauchy problem) 
ди - 
go (3) 


Ми (xa to) 点 (to> 0) 的 值 , n 是 大 于 1 
ЯНКИ, ЛЕН g。 和 о, ЖЖ [уха = 
t。 上 的 值 确定 ， 而 当 н 一 1 及 п 为 偶数 时 由 po, Ф, 
在 球 |y х1, 上 的 值 确定 ， 所 以 ， 当 a > 1 奇 
数 时 ， 在 平面 +=0 内 的 区 域 |y - xj < 1。 是 方程 
(2) 00—192 BR. Т n 是 偶数 及 n= 1 时 ， 方 程 
(2) 没有 空 阶 。 这 样 就 和 波动 方程 解 的 Huygens 原理 
(Huygens principle) 相符 合 了 . 

在 点 х, 的 小 球 邻 域内， 原始 数据 (3) МЫТ 
导出 以 此 点 为 心 的 一 个 球面 波 ， 且 对 奇数 n> 1 它 有 
外 向 及 内 向 的 波 前 ， 对 n 的 其 他 的 值 ， 这 个 波 的 内 向 
波 前 被 “扩散 了 “ ; 这 种 现象 称 为 波 的 扩散 ( diffusion 
of waves ). 让 的 扩散 是 所 有 线性 二 WR Bs k ss 
间 变量 个 数 n 是 偶数 时 的 一 个 特性 ( 见 [1]). 当 
n=3 时 ， 类 似 的 问题 在 [2] 中 研究 了 ， 在 该 文中 并 
述 了 这 样 一 类 二 阶 双 曲 异 方程 ， 对 它们 来 说 波 的 扩散 
现象 并 不 存在 .这 类 方程 紧密 地 联系 着 波动 方程 .对 
一 般 的 双 曲 型 组 (1) ， 在 组 (1) 的 空 营 存在 性 和 相 
应 的 具 常 系数 组 的 类 钒 问题 之 间 ， 有 一 个 关系 “局 
部 ”地 被 发 现 了 ( 见 [3])， 对 于 上 述 的 后 面 的 方程 
组 ,得 到 了 具 代 数 特性 的 必要 充分 条 件 以 确保 空 涉 的 
存在 . 
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Lacunas 


缺 项 震级 数 [ laamary power series ; Лакунарный степен. 
ной ряд] 
共有 空 档 ( 缺 项 ) 的 级 数 


f(z)= у а“, (0) 
МЕ ду до U 并 不 取 遍 所 有 自然 数 . 基于 序列 
(л, 的 性 态 ， 可 以 得 到 级 数 (* ) ЮРЕ ЕЖ. 0] 


如 ， 如 果 


Аы 4 2016 К 0,1,7, 020, 


且 级 数 (+) 的 收 化 半径 为 R(0<R<%)， 则 圆周 
|z|= R 上 所 有 点 都 是 f(z) 的 奇 点 (Hadamard 缺 项 
定理 ( Hadamard gap theorem ) ) ， 加 强 这 一 定理 的 是 
Fabry ñm 《 见 Fabry 定理 (Fabry theorem ) ) . 
如 果 下 密度 


г =0, 
У" 


则 f(z) 是 具有 单 连通 存在 域 的 单 值 解析 函数 ( Pólya 
定理 (Pbbya theorem ))， 亦 见 过 度 收敛 (overocomer - 


выке). 
а 
{1] Bisberbach, L., Апауцаће Forsetamg, Springr, 
1955. А. Ф. Heomes 所 
[ 补 注 】 
参考 文献 
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缺 项 序列 [Ramazy seqnence: лакунарная последовате - 
льность | 
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数列 { n,}, 其 项 满足 nn Pn 2 > 1; 这 种 序 
列 的 类 记 作 A ， 特 别 应 用 于 缺 项 级 数 (lacumary series) 
和 缺 项 三 角 级 数 (lacunary tigonometrk seres) 理论 
中 . 类 A 有 各 和 推广 . 例如 类 В,: [п,}єев,, ШЖ 
存在 4， 使 对 任何 整数 т, 方程 [rs + 
(n. >п, [а] ЖЖ a 的 整数 部 分 ) 解 的 个 数 不 超 
ЖА; 类 К: {n,}eR， 和 如 果 存 在 4， 使 对 任何 p = 

3，… 和 任何 整数 т, 方程 [ni £" п, јет 
(ni, > >n,,) ЖЧК А”; 还 有 类 A,， 
В... К, ЛЯН ЖЖ A. B,, R 中 有 限 多 个 
序列 的 序列 所 组 成 、 
参考 文献 
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《 英 译 本 : Bary (Вагі), №. К.. А аі on tngo- 
nometne тїз, Parpamon , 1964 ) 
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п] т 


缺 项 级 数 [lacunaly series; лакуварный ряд] 
关于 缺 项 函数 系 (acunary system) 89 988 3882. 例如， 
缺 项 三 角 级 数 ( lacunary trigonometric series ); SJ 3E 
级 数 (lacunary power seres); Rademacher # К ( W, 
Rademacher 函数 系 〔 Rademacher system )); 具有 数学 
期 望 零 的 独立 函数 的 级 数 ; 具有 在 有 理 数 域 上 独立 的 
指数 的 Dirichet 级 数 (Dirichlet series )， 等 等 ， 
В.Ф. Емелынов # ў Е 


20095 lB] [ lncunary space ; лакуварное пространство] 

某 种 确定 的 “可 动 性 程度 "的 具有 仿 射 联络 《afiine 
connection) 的 空间 或 Riemam 空间 (Ricmannian 
space). 空城 空间 由 完全 的 运动 群 (group of motions ) 
的 阶 数 定义 ， 即 出 给 定 空间 的 运动 群 的 参数 的 最 大 个 
数 定义 ， 因此， 通常 的 n 维 仿 射 空间 容 自 最 大 阶 数 
п 二 的 运动 群 . 

具有 仿 射 联络 的 其 他 空间 的 完全 的 运动 群 的 阶 数 
属于 自然 数 区 间 [ 1，#? +n], B KE РТК 
并 非 都 可 能 是 一 个 完全 的 运动 群 的 阶 数 ， 不 是 完全 的 
运动 群 阶 数 的 数 所 组 成 的 最 大 长 度 区 间 称 为 空 孙 
( lacunae )， 而 空隙 关于 已 各 区 问 的 补 集 称 为 稠密 区 间 
《intervak of condensation ) .一 个 空 间 称 为 第 k ЕСА 
空间 (space of 大 -也 lacunarity), 车 它 的 完全 的 运动 
群 阶 数 属于 第 k 个 稠密 区 间 、 以 包 合 最 大 阶 数 的 笛 密 
区 间 进 行 计算 ， 念 射 联络 空间 中 熟知 的 "刚体 运 动 
的 参数 分 布 见 表 1， 它 涉及 完全 的 运动 群 的 阶 数 一 一 
刚体 的 可 动 性 程度 或 自由 度 的 同义词 .在 Riemann 
空间 中 决定 刚体 和 类 似 物体 的 可 动 性 的 可 能 程度 的 问 
题 对 于 具有 国定 符号 之 度量 的 空间 只 有 部 分 地 解答 . 
一 般 铺 况 下 已 经 知道 的 癌 动 性 程度 和 实现 它们 的 
Riemann 空间 如 表 2 所 示 . 


ШЕЛ а, ZS B: 8 028 9! 
6 四 nA PTT2T] 
第 一 空隙 
4 9 п? 9 — = t= Bl 


第 三 空隙 
пї®— 20+ 5] Э риз јар 


表 1 ， 具 有 仿 射 联络 的 n 维 空间 A, 中 


完全 的 自 网 构 群 的 阶 数 . 
Vi Y | V.|V J V, аз lB] 022 Шу Зл 
з [в | о |15 A+1) 9—22 
2 ( 常 曲率 空间 ) 
第 一 空 险 
4 в la) ,| 
2 第 二 空 际 空 间 
1 
а [т DD. 
2 
第 一 空 了 
п- 1 ! n 2) ,| 
3 . 
2 
1 


#2. п ЖЕ Riemann 空间 ,的 完全 的 自 同 构 
群 的 阶 数 . 


参考 文献 
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И. П. Егоров Ж 
[ 补 注 】 有 具 有 【最 大 ) 维 数 n(n + 1)/2 的 等 距 群 的 


Е Riemann ЭРЕ n f Eucld 25081. п 维 球面 5". 
п ЖИН? P (R) 和 n 维 单 连通 双 曲 空间 . 

对 十 维 数 n > 4 的 具有 “可 动 性 程度 ” 罕 少 为 1 + 
n(n = 1)/2 的 Ricmann 流 形 及 对 应 的 等 距 群 ， 可 多 
ТАЦ, ав. 

在 其 他 内 容 方面 ， 例 如 有 下 述 Bochner 定理 
(1А4]): # M ЖАЙ Rice; 曲率 的 紧 Riemann 流 
ЈЕ, Шм ЗЕ. 

设 М 是 n 维 流 形 ,对 每 个 Riemann Ж 052. 
令 G{M, 457) (М, 052) 的 等 距 群 . M 的 对 称 
ЯЕ ( degree of symmetry > 就 是 dim(G(M，4d52)) 的 最 
АЙ. 

关于 维 数 22 (н 1) (n 一 2)/2 З 
可 能 情况 ， 见 [A2] , [АЗ]. 
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20, 见 [B2]. 
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ВЕ й Ж [lacunary system 或 acunary system of 
functions; пакунарная система], S, Ж ЖЖ (S,- 
system of functions) , PF p> 2 的 ` 
空间 L, тайм F ME 48 #E 85 9 YE F 32 EB $K Ж 
{Ф„}л-1: 如果 级 数 
Дае, (0 


在 L, ОК, ДЯ 工 ,， 如 果 对 任何 p> 2 
ЖК (0,72 s, 函数 系 ， 则 它 称 为 一 个 98。 函数 
£ (S. -System of functions) ，S，Banach ЖЕН (X, 
2), АЛЕ L, PAR. # L, 中 标准 正 交 的 任何 画 
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数 序列 中 ， 必 可 选 出 一 个 S. 函数 系 .为 使 标准 正 交 

函数 系 { 9, 是 5， 函数 系 ， 其 必要 充分 条 件 为 ， 存 

在 只 依赖 于 p 的 常数 jy,， 使 对 所 有 内 和 {a,}， 有 
n 

| 


如 果 { 9p。} 是 关于 某 个 p> 2 的 S, 函数 系 ， 则 存在 
常数 mm， 使 对 所 有 N (а, 1, 有 


| | 


| 


<т 
四 
具有 这 一 性 质 的 函数 系 称 为 Banach 函数 系 【 Banach 
system of functions) ， 这 些 定义 芍 可 推广 到 非 正 交 函 
数 系 ( 例如 见 [3]) . 有 时 缺 项 西数 系 理解 为 其 级 数 
具有 缺 项 三 角 级 数 { lacunary trigonometric series ) 的 一 
个 或 几 个 性 质 的 函数 系 ; 它们 依 这 些 性 质 而 取 不 同 的 
名 称 . 例如 ， 与 缺 项 三 角 级 数 的 唯一 性 理论 检 联 系 的 
сал. ЮЕ 9，) 2. 称 为 :只 
一 性 系 ， 如 果 存 在 数 。 > 0， 使 得 级 数 (* ) 可 能 除去 
一 个 测度 小 于 的 集合 让， 处 处 收 瘟 于 零 列 洱 其 所 有 
系数 均等 于 零 . 
参考 文献 
11] Kaczmarz, §., Steinhaws, H., Theorie der Ortbogona - 
Ireiben , Chelsea , mprint , 1951. 
12] Alexits, G., K onvergenzprobleme бег COrthogonahehen , 
Deutsch. Verlag, Wissenschaft , ，1960 
[3] Голошкин , В. Ф., Ç Vemxu матем. њуку, 21 
(1%6). 6, 3—8 ( Ж ЖЖ; бароћкіп, V. F., 
Lacunary seris and independent functions, Каін Ma- 
th. Sumays, 21 (1966), 6, 1 ~ 8). 
В. Ф. Емелынов # ЖЖЖ Ж 


L. 


缺 项 三 角 级 数 [lacunary trigonometric series; лакунар - 
ный тратонометрнческий ряд ] 


形式 为 
at Ў а,совп, x + b inn, x (р 


的 级 数 ， 其 中 


Дт nf си =4>1. 

187%, К. Wekrstrass 利用 型 ( 1) 的 级 数 给 出 了 一 
个 处 处 连续 处 处 不 可 微 的 函数 ，1892 年 , J. Hadamard 
应 用 级 数 (1) 《并 称 之 为 缺 项 级 数 ) РАТАТ Е 
ЎН (anabytic continuation ) 的 研究 . 缺 项 三 角 级 数 的 系 
统 研究 始 于 了 .Fateu 的 论文 (1906) ， 在 文中 他 证 明 
了 ， 出 对 д > 3 的 缺 项 三 角 级 阔 的 处 处 收敛 性 可 推 得 


Дав, (2) 
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矶 项 三 角 级 数 具 有 本 质 上 不 同 于 一 般 三 角 级 数 ( trigon - 
ometric series ) 所 基 有 的 那些 性 质 ， 例 如 ， 构 造 出 Fou - 
пег 级 烙 几 乎 处 处 发 散 的 可 和 函数 的 第 一 个 例子 
(1923) 的 А. Н. Колмогоров, ， 在 1924 АЕТ ёк 
项 Fourier 级 数 儿 乎 处 处 收复; А. Zygmund 于 1948 
年 证 明了 ， 如 果 两 个 缺 项 三 角 级 数 的 和 在 一 个 正副 度 
集合 上 相同 ， 则 这 两 个 级 数 是 恒 等 的 .对 于 缺 项 三 角 
级 数 的 许多 应 用 来 说 ，20 世纪 30 年 代 由 Zygmund 
ВИН ӨЕ (1) 的 性 压 对 于 它 的 系数 的 依赖 性 是 -十 
分 重要 的 ， 于 是 ， 如 果 


Хажы ке, (3) 


则 级 数 (1) 十 一 个 属于 所 有 空间 L. (0, 29) (1< p 
< + co) 的 函数 了 的 Fourier 级 数 ， 因 此 它 几 乎 处 处 
ЖЖ. ТТЕР p 和 4 的 常数 А,, В, > 使 
得 


a 
Š ; 12 21 А 
Дани) < зе | nas < 

А а 
(анн) . 


如 采 条 件 《3) 不 满足 ， 则 级 数 (1) 几乎 处 处 发 散 、 
而 且 还 几乎 处 处 不 能 用 任意 Tospltz 方法 求 和 ( 见 
Тоері ХЕРЕ ( Toeplitz matrix )) (ТТЕ Fournier 
级 数 (Fourier series))， 如 果 级 数 (I) 在 其 个 区 间 的 
9—5 ТАКО, 1 (2) 成 立 ， ПАЯ (1) ЮЖ 
数 是 ofl /ms )》， 则 它 的 和 是 一 个 连续 的 光滑 函数 ， 恰 
在 使 级 数 ( 1) 形式 上 亚 项 微分 所 得 级 数 收 贫 的 那些 点 
上 可 微 . 
参考 文献 
[1] Бари,Н. К., Тригонометрические ряды, М., 1961 
( 英 评 本 : Вау, N. К. [N. К. Вап], А tratise оп 
trigonometric series, Pergamon , 1964). 
12] Zygmund, A., Trigonometric seis , 1 — 2, Cambndge 
Univ, Pres , 1988. 
[3] Vnanm, П. Л., &Ушпехи матем. науку, 19 
(1964), 3 一 的 
[4] Гаюшкин, В. Ф., (Успехн матем. наук», 21 
(1966). 3—83. 
[51 Kahane, J. Р.. Some random series of functions. 
Cambndge Univ Press, 1985, 
[6] Каһапс, J. Р., Séries de Fourier absolument converg - 
entes, Springer, 1970. 
[7] Rudin, W., Fourier analysis on groups, Interscience , 
1962. 
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Lagrange 括号 [Lagrange bracket; Лагранжа скобка], 
关于 变量 u 和 7 的 


m` ди да дь ди 


ж. Ата (q. 77, qM p= (рт UU р.) Жи 
和 v 的 某 些 函数 . 
如 果 4 = (4,77. q ML p= (p. 77, p.) 是 正则 


变量 , Wm Q =Q(, р), P= P q, p) ЖЕМ. 
则 Lagrange 括号 起 这 一 变换 的 不 变量 


[ч,о], 1и, 0а в з 


为 此 原因 ,(*) 式 的 右 端 的 下 标 q, p 常常 略 而 不 记 . 
当 变量 # 和 v5 与 2n 个 变量 gp 中 的 茶 一 对 相符 合 时 ， 
称 这 样 的 Lagrange 括号 为 基本 的 . 从 这 样 的 Lagrange 
括号 可 以 形成 三 个 侈 阵 : 


[p.p] = (р, РД} ы-1, 19.91, 19, Р], 


ИЙ Ж ЖЕЕ. mk Е 3 tu SE BE . 在 Lugrange 
括号 和 Poisson 插 号 (Poisson brackets } 之 问 存 在 着 一 定 
的 联系 ЕР и =u (q, p)(i<Si<n) 实现 
异形 化 Ri 一 К”, ШАЛЖ [u и,] fl(u,, и, Ak 
B EBE 8.3 БОБ. 
参考 文献 
[1] Lagrange, 1. L., Oeuves, 6, Gauthier - Villars , 1873 
12] Whitaker, Е. T ., Analytical dynamics of parhcles and 
rigid bodies , Dover, reprint , 1944. 
[3] Дурье, А. H., Аналитическая механика, М. 191. 
[4] Goidstein, H.. Сас Mechanics , Addison - Wes - 
ky, 1957. A. П. Солдатов Ф 
[ 补 注 】 如果 ф ЖОКЕ: (и, р) 1 (а (и, 0), p(u, 
0)), 则 Lagrange 9-4 П д / дн ду Јао 相对 
于 相 空间 中 正则 六 型 ( 见 柱 流 形 (symplectic manifold)) 
的 积 . 更 一 般 地 、 如 oj ЮЕ MM 上 的 一 个 辛 型 ， 而 
多 是 从 表面 S 向 M03639, D| 六 ww 是 S 上 的 面积 
Ж. 如 果 ds 是 $ 上 的 标准 面积 形 ， 则 8 上 的 办 ow /ds 
可 以 称 为 由 前 Lagran 中 括号 . L [ AJ135338. 
参考 文献 
ГАІ) Abraham, R., Marsden, J. Е.. Foundations of 
mechanics , Benjamin / Cummings , 1978 
[А2] Gantmacher，F R ,, Luctuns in analytica) mechanks , 
Mir, 1975 (ЖАХ). и жі 


Tagrange 方程 [ Lagrange едшабоп; Лагранжа уравве - 
вве] 
ИЙЕ, ЖР Р ИНЕ 
ш. ЗЕ ВЛЕ Ж ЖИЙ ОРЕЛ: 
F(y')x+G(y )у= Ау). (1) 
此 方程 困 J.L. Lagrange 而 得 名 ( 1759， 见 [1]) ; 


它 也 为 了， d° Alembert 所 妍 究 ， 央 而 有 时 称 为 d ”Akem- 
bert 方程 ( d'Alembert equation ) ，Lagrange 方程 的 一 
ЖҮКЕ Clsiraut 方程 (Clairaut equation ) ` 

通过 引进 参数 法 ( method of parameter introduc - 
tion) (微分 方法 ( method of differentiation ) ) , Lag- 
range 方程 总 可 由 求 积 来 解 出 例如， 假定 (1 ) 可 化 
为 如 下 形式 : 


y=J(y')x+g(y'), /(у')=у'. (2) 


引进 参数 p= y' 后 ， 对 (2) 的 两 边 取 全 微分 { 见 全 
导数 (total ын) ). ЖЖЖ (у= рах, Ж 
得 到 一 阶 线性 微分 方程 


2 rE 


如 果 x= Ф(р, С) 是 此 方程 的 解 (其 中 C 是 任意 常 
ЖЮ, ， 则 (2) 秀 解 可 写 为 参数 形式 : 


х= Ф(р, С), y=f(p)@(p,C)+ (ру. 


ТЖ p。 是 方程 p= (р) 的 一 个 孤立 根 ， 则 y= 
J(pj)x+g(pJj) 也 是 (2) 的 解 : n 6 E ЯРИ 
(singular solution) . 
参考 文献 
(11 Lagrange , J. L ., Sur Pintégration drune équation dif- 
fentidle ， 载 于 J. А. Senet 编辑 的 Oeumes Vol. 
1, 9. Оштв, терїї, 1973, рр. 21 — 36, 
[2] ©тетанов, В. B,, Курс дифференциальных уравне - 
ний, 8 ид., М., 1959{ 中 译本 ; В.В. фин 
Ж. ВЛОГ, ПАРТЕНІТ, 1955). 
H. X. Розо #8 
【 补 注 了 
参考 文献 
[Al] Ince, E. 上 
reprint , 1956 


, Ordinary differential equations, Dover , 
takik 详 


Lagrange 方程 ( 力学 中 的 ) [Lagrange equations (їп me - 
Фапісз); Лагранжа уравнения MeXRGHKK ] 

ЗЕЕ ЕЖА J; 85 fE ИГЕ 8938 39 
的 二 阶 常 微分 方程 . 方程 由 J L. Lagrange ([1]) 建 
立 ， 有 两 种 形式 : 第 一 类 Lagrange J Ë, sË Descartes 
坐标 系 中 有 来 定 Lagrange 因子 的 方程 ， 以 及 第 二 类 方 
程 ， 或 广义 Lagrange 坐标 中 的 方程 

第 一 类 Lagrange 方程 (Lagrange equations of the 
first kind) 措 述 的 既 有 仅 为 几何 关系 式 


f(x, k. f(x, t) С? 

{1) 
所 限制 的 完整 系统 的 运动 ， 义 有 除了 [1) 外 还 受到 运 
动 学 关系 式 


› х3м, £)=0, s=1, =, 
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OAK е, ху, Жс", on =0, (2) 


r= т. ф(х. ®.!)єС!, 


所 限制 的 非 完整 系统 的 运动 ， 其 中 x, 5 k.,= ах, dt 
为 各 点 的 Descartes 坐标 和 和 速度， 六 是 系统 的 点 的 数目 ， 
т OBB], m= m .1 二 ma 是 坐标 为 xX),-;， 
ху,-1, Xs 的 第 p 个 点 的 质量 . 

假设 关系 式 (1) 和 (2 是 独立 的 ， 邵 矩阵 上 8 六/ 
дх, ж дф,/дх,\ É ВЗ T k т, Ж— Ж 
Lagrange 方程 有 如 下 形式 : 

хў, ё =+ © 强 ， (3) 
y= 1 3N 
ЖР 1,Ж и, 为 未 定 Laprange 因子 ， 止 比 于 约束 的 反 
Жж, Х, 是 给 定 主动 力 在 坐标 轴 上 的 投影 ， 而 作用 
在 第 рл Е КЕНЭ К, ,, Х.Х, X, 
=4%,14. 

微分 方程 (3) 还 应 附加 上 + m 个 方程 (1) 55 (2), 
结果 就 得 到 3N +k +m 个 变量 х, д. n Ë 3N+ k 
十 月 个 方程 的 方程 组 . 实 城中 ， 第 一 类 Lagrange 方程 
通常 应 用 于 未 知 数 不 多 的 方程 组 、 

第 二 类 Lagrange 方程 (Lagrange equations of the 
second Kind ) 只 措 述 为 约束 ( 1) 所 限制 的 完整 系统 的 运 
动 . 通过 引 人 n = 3 六 一 类 个 独立 的 广义 Lagrange 坐标 
把 ， 异 助 它们 系统 的 所 有 可 能 的 位 置 可 以 对 于 q, 的 给 
定 值 由 如 下 等 式 (它们 使 方程 (1) 变 为 恒等式 ) 


х,=х,(4,› 5 4,5 t), х,(4, EC (4) 


得 到 ， 可 以 对 于 每 个 时 刻 1 建立 起 系统 的 可 能 位 置 与 n 
维 位 形 空间 (9 ，… 4,) 的 等 一 区 域 的 点 之 间 的 一 
ВЖ. 在 定常 限制 (1) 的 情况 下 ， 总 可 以 如 此 
选择 变量 9， 使 得 时 间 [不 在 (4) 中 出 现 . E, (8 
BJ (4) 可 以 写 出 相应 于 系统 的 所 有 可 能 位 移 的 所 有 主 
动力 Е, 的 基本 功 之 和 的 表达 式 


Ў F,ór, =} Х,бх, = 30,6. 
以 及 系统 的 动能 ; 
T(a,, 4.0) = LYm, = T, + T, + T,. 
这 里 
аа 


是 相应 于 坐标 4 00” 27, Т, (4, б, 1) ОНЕ 
ММ, B. 
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在 定常 约束 情况 下 ， 了 = T,. 
第 二 类 Lagrange 方程 有 有 如 下 形式 ; 

d дт дт. 

Ет ТИШ (5) 
方程 (5) ЖИР а, п = ЖИЛ ОЛЖО 
程 组 . 它们 的 形式 不 因 Lagrange 坐标 的 选择 而 变 . 这 
一 运动 万 程 组 有 最 小 的 阶 数 2n .在 这 方 和 面 ， 以 及 由 于 
在 (5) 中 没有 约束 的 反作用 出 现 ， 方 各 {5) 与 第 一 类 
Lagrange 方程 (3) 比较 有 很 大 的 优越 性 . 在 积分 (5) 
以 后 ， 可 从 直达 系统 的 各 点 的 Newton 第 二 定律 的 方程 
决定 约束 的 反作用 ( 亦 见 Newton 力学 定律 (Newton 
laws of mechanics)) , 

ЖАГУ iy WW, Чай U(4q.,. 7 
а. 1) 存 在 ， 从 而 Q = 00а, (i= 1, 5, н), 方 
程 (5) 前 形式 为 

4 aL _ ёр 

dt ёа 24 
eb L (a,, 4,0) = T + U Тарапе й, 
动 理学 位 势 . 

如 里 01/00 0, Ы Әг дд, = 0， 则 方程 (56) 
有 -个 广义 能 量 积分 


=0,г=1,сз,п, (6) 


x Еа а= T, T, U= 常数 、 
或 者 一 个 相应 子 循 坏 坐标 4. 的 循环 积分 
о м 
a СЮТ #0. 


参考 文献 
[1] Lagpmnge, J. L., Méchanique analytique ，1 — 2, A 
Blanchant 、 repnnt , 1965 В В. Румянцев #E 
【 补 注 
参考 文献 
[At] Whittaker, В. T.. Analyiical dynamcs of partiqles 
and Tigid bodies , Dover, eprint , 1944. 
[A2] Arol'd, V. 1., Mathematical methods of classical 
mechanics , Springer , 1978 (Ж). 
ГАЗІ Gantmacher, F., Lecturcs іп analytical mechanics, 
Mir, 1975 (ЖЕЙК) и яж 


Lagrange uÑ Ë | J agrange finction; Лагранжа функция ] 

Е BE ЖЛЕ Et aS ОЛИ ТУ бА АА PEB ph 
所 利用 的 函数 . 通过 Lagrange кё, Ян Ж 
极 值 阿 题 的 最 优 性 必要 条 件 .这 时 不 需要 用 一 些 变量 
ЖФ А ЖЯ ЖОР АЕ ТН ЗЕ ЖН ЛЕЛЕ ЗУ ЙЧ 
这 一 事实 ， 通 过 Lagrange 函数 所 得 型 的 必要 条 件 形 成 
一 个 封闭 的 关系 式 组 ， 所 要 求 的 条 件 极 值 问 题 的 最 优 
解 就 包含 在 它 的 解 中 ，Lagrange 吨 数 轻 用 于 线性 和 非 
ЗЕБО ЕТЕР Р. РЕВЕ ЯГ ОЕА Е 
中 


例如 ， 假 设 有 下 列 多 变量 函数 的 条 件 极 值 问题 : 
求 函 数 


SX UU. X.) (1) 
© ЕХ ШЙ МВ. ЖЫ 
ч (хото) b. В. (2) 
т; m < n 
出 表达 式 
(х, д) = Дх) + [bi — 0 (z)] t 
++ дб 21 (3) 


定义 的 函数 Р(х, д) 称 为 Lagrange Ж ЯХ ( Lagrange 
function) Ж д, #2) Lagrange 乘 子 (Lagrange mul- 
ире}. 下列 称 为 滋 子 法 则 〈multipler гше ) 的 结论 
ж: 如 果 x = (xi, U, х) 是 条 件 极 人 问题 
(1), (2) К, ЯА ЛЕ ЕЕ Lagrange 
乘 子 组 4 二 (45,4,， с), ВК (хб, ДГ) 
Lagrange 函数 关于 变量 х, 和 4,{i 关 0) 的 驻 点 ， 后 
但 在 这 里 被 看 作 独 立 变 最 . 

对 于 Lagrange 函数 的 驻 点 的 必要 条 件 导致 加 十 
个 方程 的 组 : 


арх", р) духт) “у. ди) _ 
kum? Хх 0, 


дк, дх, 
у-н а) 
дк{х', д" 
— =b —0(х')=0,!=1, е, m 
| (5) 


所 合成 的 方程 组 的 关系 式 (5) 就 是 条 件 (2) .点 x" 
给 出 Lagrange Ж Р(х, ;') 关于 x 8938 8 W СХЕ 
件 ) 极 值 . 

对 于 大 多 数 实 乐 问题 来 说 ，(3) 和 (4) 中 的 д; 
的 值 可 取 为 一 然而， 存在 这 样 的 例 千 ( 见 [1] 或 
[4] ) ， 其 中 条子 法 则 对 于 A= 1 不 满足 ， 而 对 于 
и =0ҖЕ. 为 确定 有 可 能 区 分 情形 4; = 1 和 д = 
0 的 条 件 ， 考 虑 【 见 [2]) ЖШ G 和 бу: 


‚д йй 
Bx Bx 
| 29... 29, 
2х, ах 
G= G= | 38, д0. 
дх, ax, 
28. Og 
дх\ дх„ оу 07 
ах, 2х, 
(6) 是 G 在 最 优点 x` 上 考虑 时 的 秩 . 如 时 
r(G,)=r(G), ЖА À, =l; BUR r(G,)>r(G). 


那么 为 了 满足 乘 于 法则， 必须 设 10 = 0， 尤 其 图 ， 如 
# r(G,) =r(G) 二 m( 在 实际 问题 中 最 经 常 发 生 的 情 
№), ЖА А 可 唯一 确定 ， 但 是 如 果 7(GJ]) >r(G) 
ай r(G,)=r(G)<m, 那么 2 不 能 唯一 确定 , 根据 
所 考虑 的 情形 ， 瑟 证 до 等 于 0 或 1. ЗАН), (4), (5) 
变 为 有 m +n 个 未 知 量 х\, з, X. Д 加 的 
m +n 个 方程 的 组 对 于 Lagrange R T 4'， 有 可 能 
给 出 它 科 的 有 明确 物理 意义 的 解释 ( W. Lagrange 3 + 
( Lagrange multipliers )). 

在 被 最 优化 的 函数 f(x) 是 二 次 函数 以 及 条 件 
(2) 是 线性 的 情况 下 ， 必 要 条 件 组 (4)，{5) 变 为 线 
性 方程 组 ， 它 的 求解 不 会 带 来 困难 ， 在 一 般 情 况 下 ， 
用 Lagrange 函数 得 到 的 杀 件 极 值 问题 的 必要 杂 件 组 
(4), (5) 是 北 线 性 的 ， 对 它 只 能 用 诸如 Newton 法 
( Newton method ) 之 类 的 选 代 法 来 求解 . ВЕ АЗЕ 
性 方程 组 的 计算 困难 之 外 ， 主 要 困难 是 如 何 得 到 满足 
必要 条 件 的 所 有 解 的 问题. 没有 一 种 计算 过 程 能 保证 
得 到 组 (4), (5) 的 所 有 解 。 这 就 成 为 应 用 Lagrange 
呢 子 法 的 服 制 之 一 . 

Lagrange 函数 也 可 在 非 线性 规划 问题 中 运用 ， 后 
者 不 同 于 经 典 的 条 件 极 值 问题 之 处 在 于 它 友 有 不 等 式 
类 型 约束 ， 也 有 等 式 类 型 约束 : 求 函数 


ЈО) (6) 
的 最 小 值 或 最 大 值 ， 条 件 是 
g (x)<b,i=l,-, m, ` 
вО) 26, {= т, tl, т тут, 0 (7) 
а(х) Б, іт, +1. 55, т, т, т, 


x 0. (8) 


为 导出 问题 (6) — (8) 的 最 优 性 必要 条 千 ， 引 人 
Lagrange 函数 


вх. д) Јо) Dal 600. (9%) 
为 明确 起 见 ， 考 虑 求 О) ВОЕНЕН, Bik x` = 
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(хр хД) 50 给 出 f(x) 在 限制 (7) ，(8) 下 的 
ЖАЙ. НЕШЕ x” 上 满足 正则 要 求 ( 见 [2]) ; Ф 
J 了 是 j=1,…,n 中 满足 x' >0 ЖИН 6384. Л, 
是 满足 х =0 的 指标 j 的 集合 ， 以 及 了 工 基 i= 1， 
=, m, 中 使 得 限制 (7) 在 x” 上 作为 严格 不 等 式 来 
满足 的 指标 集合 . 那么 存在 这 样 的 向 量 ¿`= (l. 
ы), 


ят ї=1,сз,т,, 20, 
对 于 Рет + l,m А60, (10) 
ЯТ i=m,+ 1," m, А] 的 符号 不 定 ， 
对 于 тє, д;=0, 
使 得 
ёх, Әх, 
区 g(x") | =0, sf jeJ, 
一 (x) " 
р Dx, I; жт јел, UD 
р(х’, 4) 2 
24, 


20, 对 于 j=1, , mi, 
эзе <0, ЖТ ет +1, 77, т, 
=0, Тет +1, б, m. 
(12) 


所 提出 的 必要 条 件 挫 广 了 条 件 {4)，(5) . 利用 
函数 Р(х, д) 的 鞍点 (saddie рош ) 的 概念 可 以 解释 
这 些 条 件 ， 在 鞍点 (x ,人 ) Е. ШК Р(х, 4) 满足 
不 等 式 


Р(х, AS Fx, Д) Р(х”, д). 


使 条 件 (10) — (12) 成 立 的 点 (x',%"》 满足 对 于 
Lagrange Ю# Р(х, д) Ж x 2 0 和 使 (10) 成 立 的 2 
BJ 86 ЕЮ. # f(x) 对 于 х>0 为 
Ш& ШЖ д, (х) 对 于 ¿L > 0 Ж, 而 对 于 4 < 0 
为 四 (i= 1,…, m) 的 情况 下 ， 必 要 条 件 也 变 为 充分 
条 件 ， 即 由 必要 条 件 所 求 得 的 点 【xz ,1 ) 是 Lag- 
range 函数 Р(х, д) 对 于 x2 0 各 潢 足 (10) 的 7 的 
鞍点 ， 并 且 хг) 是 f(x) 在 限制 (7) (8) 7 
绝对 最 大 值 . 

除了 以 形式 (9) 来 表达 的 Lagrange 函数 以 外 ， 
还 有 以 其 他 形式 来 表达 的 Гартапре 函数 ， 它 与 前 者 的 
不 同 之 处 在 于 Lagrange 冬 子 的 符号 ， 必 要 条 件 的 表达 
形式 也 有 所 改变 ， 假设 给 定 下 列 非 线性 规划 问题 : oR 


ЈО) (13) 
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ЮН, ЖН 
g.(xY20.i= 1 m, (14) 
х20. (15) 
对 于 (= 1, с, m, 的 限制 (7) 可 通过 简单 的 变换 而 
归结 为 (14) . 等 式 型 条 件 g, (х)=%,(1>т,‚)!] 
代替 为 不 等 式 g (x) - 0,206, (х) >06, 从 
而 也 可 以 归结 为 形式 (14). 
假设 Lagrange 函数 记 为 形式 


во д) Ов Жашо), 06) 


11,77, m 中 使 限制 (14) 作为 严格 不 等 式 来 
满 是 的 指标 i 的 集合 ， 如 果 x`2> 0 是 问题 (13) 一 
(15) 的 最 优 解 ， 那 么 当 限制 满足 正则 要 求 时 ， 存 在 向 


ВД), 
20, =l, mA =0, ier, (N) 
使 得 
ax 57) -af0x) + 
дх, дх, 
a. ag. x) | =0, W ieJ, 18 
+: дх, Is ЯФ јел, (Ë) 
Are, =n х7) 20, t= 1 m 
А 09) 


(02), 13]). 考虑 到 x; 和 д; 到 非 负 值 ， 有 时 记 
(17) — (19) 为 下 列 形式 : 

у у; ОРОГ.) =0， 

1 дх, 

s  ƏF(x°, д" 

ХӘ чо. 
如 果 限制 (7) (14) 是 线性 的 ， 那 么 上 面 提 到 的 限 
制 正 则 条 件 总 满足 . 国 此 ， 在 线性 限制 情况 下 ， 为 导 
出 必要 条 件 仅 需 假定 f(x) 是 可 微 的 ， 

如 果 在 问题 《13) — (15) +, В f(x) 和 g,(x) 
全 1 , m) 是 下 的 ， 那 么 满足 必要 条 件 (17) 一 
(19) 的 点 (x"， д7) 是 Lagrange 函数 (16) 的 鞍点 
B x ”给 出 一 个 绝对 最 大 值 点 .在 这 种 情况 下 ，Iag- 
Ian 人 函数 有 车 点 这 一 事实 可 以 在 f(x) 和 g(x) 上 
不 加 任何 可 微 性 假定 而 得 到 证 明 . 

Lagrange 函数 的 类 似 也 在 变 分 学 中 当 考 碟 泛 应 的 
条 件 极 值 问题 时 被 送 用 .在 这 里 ， 把 条 件 极 值 问题 的 
最 优 性 必要 条 件 记 成 对 于 某 个 用 Lagrange 乘 子 构造 的 
合成 泛 丽 《Lagrangs 函 救 的 类 似 ) 的 必要 条 件 是 很 方 


便 的 ， 便 如， 假设 给 定 Bolza 问题 ( Вора problem ): 
Жш 


r= је, x, k)dt + 


жаб, x(t). fy, x(t:)), 
J:RXR'XR'—R,g:RXR"XRxR' - R 
的 最 小 值 ， 其 中 出 现 等 式 型 微分 约束 

Фб. х,5)=0, Ф: ХЕ ХВ" R", 
тп, 
和 边界 条 件 : 

үч, (t). а, X(t2)) = 0, 

yiRxR*xRxR"~R’, 

р&2п+2 


ТАНЕ ЕШ, БЕЛЕ}: (А 
[4]) 


х,у, 0) = х,йу+ 


бано jar Ao xG), 


29 x())+ ер, (а. җа), x(6)) 
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通过 Lagrange Ж 


4, МЧ), Ё 1,77, тре д1, 77, p 


来 形成 Е ИЙЕ x'`(r) 和 相应 
的 Lagrange 383“ д.02) 和 e; 的 封闭 关系 式 组 ， 并 以 
具体 的 表达 形式 记 为 Euler 方程 (Euler equation ) ， 
【对 于 变 分 概 值 问题 的 ) Weerstass 条 件 ( Weierstrass 
condition (for а variational extremum )) 和 横 截 条 和 件 
( transversality condition ). 
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ПНЕ] БОЕ 的 年 代 以 来 ， 人 们 就 对 于 实 向量 空 间 
十 的 广义 实 值 函数 发 展 某 种 推广 的 微分 法 作 了 许多 努 
Ж: 这 部 工 作 在 分 析 最 优化 问题 时 很 有 用 .在 这 类 癌 
题 局， 其 范围 涉及 从 经 济 学 和 运筹 学 中 的 模型 站 到 对 
应 偏 匆 分 方程 的 变 分 原理 ， 经 党 必须 姓 理 在 任何 传统 
的 双边 意义 下 都 不 可 微 、 并 且 甚 至 在 某 些 点 上 可 能 取 
ARM А А. DL [A2] . 
参考 文献 
ГАТ] Rockafellar , К. T . ,Convex analysis , Princeton Univ 
Press. 1970. 
ГА? ] Rockafellar, R Т., The theay of subgmdients and 
its applications to problems of optimization . Convex 
and nonconvex functions , Meldermann , 1981. 
.A3] Avnel, М., Nonlinear programming: analyss and 
methods , Prentice - Hall 1976( 中 详 本 : M. ЫШ 
Ж. ЗАЕВ — SH ik. БИ РЕК ЖШ 
版 社 ，1979 19805 
[A4] Cesan, L., Optimization -theory and applications 
Problems with ordinary differential equations , Springer , 
1983 
[A5] Akhizer, N. 1., The calculus of variations, Blais. 
dal, 1962( P B RX). 
【译注 】 Lagrange 函数 的 概念 实际 上 可 以 对 任何 条 什 
极 值 问题 来 提出 . 其 典型 讨论 如 下 : 给 定 在 任意 集合 
区 上 取 广 义 实 值 的 函数 /, g,, hi: X RU ( +оо), 
i=1,…, р; је 1,57, 4. 考虑 下 列 条 件 极 值 问 


ШЕ: 
min f (x), 
g,(x)<S0,i=1,:-, p; (1) 
h(x)=0,j=1,.,4. 
定义 该 问题 的 Lagrange 函数 如 下 : 
1: ХХв хт RUí(+e), 


рка) О) + Ула, + Y uh). 
(2) 
亚 么 不 难 验证 ， 条 件 极 值 问题 (1 ) 等 价 于 下 列 “无 条 
КЕИШ”: 


thin stp ы, „ы (хс, д п), (3) 
xe X. 


但 是 这 样 的 转化 只 是 形式 上 的 . 为 得 出 真正 的 无 条 性 
极 值 问题 ， 引 入 问题 (3) 的 对 偶 问 题 : 


н, An). 


дев! рене (4) 


出 于 总 有 
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LOG. >а, 1, ш), 


从 而 
infsupL (x, }, и) 2sup inf (x, д, н). (5) 


所 谓 问 题 (1) 的 Lagrange ЗЕ (Lagrange muitiplier ) 
Сд", ЕВ? ХВ 是 指 : i) (2. и), x Rš 
是 对 偶 问 题 (4) JW ü) (5) 中 的 等 号 成 立 . 在 这 
种 情况 下 ， 显 然 有 


if sup (x. д. р) = WË L (x. }', д7), 


并 由 此 可 得 ， 如 果 x' BEDE (1 ) 或 (31 Е. ЖА 
它 也 一 定 是 下 列 问题 的 解 : 
тіп (х, д", р), 

{шү с ‹в) 
XE H EBE ВИН АЯ. 上 述 讨论 说 明 ， 对 于 
问题 6) 的 解 的 必要 条 件 也 一 定 是 对 于 问题 (1) 的 
解 的 必要 条 件 . 但 反之 一 般 不 成 立 ， 除 非 已 知 两 个 问 
题 都 只 有 唯一 解 . 

此 外 ， 还 有 下 列 鞍 点 ( saddle point) 定理 成 立 : 
хех й (17, д) SR, x R* 是 问题 (1) 的 解 和 
Lagrapge ЗЕРО ОЈ (х, д", д7) 是 Lagrange 
序数 的 鞍点 ， 即 对 于 任何 xe X. дек, ЄВ“, ж 


Lx A ETL, A н) 0х, 1 7). 


在 这 里 ， 对 集合 X 和 函数 f, gj, h, 未 作 任何 候 
定 . 当 区 为 有 限 维 空间 时 ， 由 此 就 可 学 出 对 数学 规 
划 的 有 关 结 论 ; 当 X 为 无 限 维 空间 ， 特 别 是 西数 空间 
时 ， 由 此 就 可 导出 对 变 分 学 和 最 优 控制 的 有 关 结 论 ; 
当 X 为 离散 集 时 ， 由 此 也 能 得 到 对 离散 规划 或 级 合 最 
优化 的 有 关 结 论 ， 但 对 紫 尚 未 得 到 充分 注意 . 如果 所 
涉及 的 函数 都 有 可 微 性 ， 出 通常 的 无 条 件 极 值 问题 的 
可 微 性 必要 条 件 就 可 由 此 导出 条 侍 极 值 问题 的 可 微 性 
At. 

问题 (1) 中 的 不 等 式 约束 和 等 式 约 东 条件 也 可 以 
有 “无 限 多 个 ”， 寻 它们 都 可 以 用 无 限 准 空间 上 的 算 
子 形式 给 出 (对 下 等 式 约束 自然 需要 算 子 的 象 空间 上 
AF303). 这 时 对 应 的 Lagrange ЖЕЗ рл 
容 间 上 的 线性 泛 函 .本 文中 涉及 变 分 学 的 后 半 部 分 就 
有 这 样 的 例子 . 最 优 控 制 的 Pontyagin Ж ХИ ЗЕ 
( Pontryagin maximum principk】 中 的 Lagrange Ф + 
( 协 状态 ， 模 蕉 条 件 ) 则 是 更 著名 的 例子 ， 不 过 在 那 
时 是 用 Lagrange й ( Z B ) 的 转换 形式 一 一 Ha- 
milton ЩЖ (08) 来 导出 的 . 

问题 (1 ) 的 Lagrange 乘 子 不 一 定 存在 .通常 需 
对 日 标 函数 和 约束 条 件 作 例 如 凸 性 之 类 的 假设 才能 保 
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证 Lagrange 乘 子 的 存在 ， 这 方面 最 著名 的 定理 是 数 
学 规划 中 的 Кшза - Tucker 定理 ( Kuhn - Tucker thcorem ) 
参考 文献 


[BI] 史 树 中 ， 互 分析， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1990 ， 


тиф Ж 
Iagrange 插值 公式 [Lagrange interpolation formula ; Ля. 
гранка интерполяцнонная формула] 


给 出 函数 f(x) 在 结 点 x。,… ,x, 上 的 nn 次 插值 多 


nomial) ) 的 公式 : 


г) Уо П ту. O 


i 


当 诸 x ЮН, Ш уох, сх =й, Ж 
记号 (x 一 x0) 扩 = 就 可 将 {]) 化 成 形式 


L,(x)=L,(xerth)= 


-CD yp Й O 


en тоф) 
值 公 式 ， 其 中 了 (x,) 的 系数 


-1у( (@-—1)-(—п) 
CD (p бы уп! 
称 为 Lagrange 系数 (Lagrange coefficients) . 
如 果 / 在 区 间 [a,b] ЕА п, Хаж 
所 有 的 插值 结 点 都 在 北 区 间 上 月 对 任 一 点 xefa,b] 记 


ein， 


ЖЛЕ сеа, В] 


Уе (4) о, (х) 


о) р 


其 中 „ 
в,(х)= П(х—х,). 

у 
ЗП [ТҮ КИЗ {ШЕ [а, 5] 上 不 超过 常数 M. 
又 如 果 诸 插值 结 点 取 成 a+1 次 Чебышев 多 项 式 的 诸 
根 在 从 [ —1,1]®[ [a, 忆 的 线性 映射 下 的 映 象 ， 那 么 对 
于 任何 xe[a,5] 都 有 

pay 

ey 
如 果 诸 插值 结 点 是 复数 5 ,，…,z, НТ ЖАШ ЖЕ Ж 
ШЕЕ y 为 边界 的 区 域 5 内 ， 又 如 果 fE G 的 闭 包 上 
的 单 值 解析 函数 ， атонал ива 


IfGO-L,(x)| < M 


o (s 
1.0) = kisa f(a, 


其 中 


Ф fe 
702) bl) ya {у & 


三 角 多 项 式 插 介 的 Lapranpe 括 值 公式 为: 


П sin (х= х,)/2 


T,(x)= D A п 2 


它 是 在 给 定 结 点 ж, 
三 角 多 项 式 . 
公式 是 由 J.L.Lagrange 于 1795 年 提出 的 、 
参考 文献 
[1] Березин, И, С., Жидков, Н, П., Методы вычислений, 
3 изд.,т.1,М., 1966( 英 译本 : Веслп, 1.5. and Zhid- 
Коу, М.Р., Computing methods . Pergamon, 1973) 
12] Бахвалов, H.C., Численные методы, 2 иэд., M., 
1975 (38384: Bakhvalov, N.S,, Numerical methods: ап- 
alysis, algebra , ordinary differential equations , Mir, 1977). 
Л.Д .Кудрянпев, M. К.Самарин 扎 


тох, ЕШШ {Н yc. y. 09 n Bt 


[ 补 注 】 
参考 文献 
ГАІ] Davis, P.1., Interpolation and approximation, Dover , 
reprint, 1975. 
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ГАЗ] Phillips, б. M. and Taylor, P.J. , Theory and applica- 
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史 应 光 译 


Tagrange 法 [Lagrange method ; Лагранжа метод ] 

m J.L. Lagrange 于 1759 年 给 出 的 把 二 次 型 化 
简 为 平方 和 《 见 二 次 型 的 简化 ( quadratic forms , reduce - 
боп of ) ) 的 一 种 方法 . 假设 给 定 n 个 变量 ху, 
х, 的 系数 取 自 特征 52 的 域 的 二 次 型 


Јо) Barra ва — (D 


要 通过 变 最 的 非 退化 线性 变换 把 它 化 简 为 标准 型 

год Ху Бев вжо ї=1, 人 
Lagrange 的 方法 如 下 所 述 ， 可 以 俱 定 【1 ) 中 系数 不 全 
为 零 .这 时 可 能 有 两 种 情形 、 


1 对 茶 个 g(1<g<n), 
于 是 


ЯШ au 天 0 


: 
м) = 2 (aa) жх), (3) 


其 中 型 f (ху) 不 含 变量 *，. 
2) 所 有 а„=а„=0, Ва, +0, TE 


， ‚ 
[Be tas, | + 


_ _1 
ГО = тат 


а 


. А 
яс | Se. а) | +), (4) 
Д (х) 不 会 两 个 变量 x 利 х. (4) 的 方 括号 
{Р ЖЯ Л зе. 有 限 次 使 用 形 如 《3) 和 
(4) 的 变换 后 ， 就 能 把 型 (1 ) заня ЭНЕ 
平方 和 . 公式 【3) 和 (4) ПАНУ 


fG)= і | | ea， 
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Т1] Гантмалер, Ф. P., Теорня матри, 2 юд.,М, 
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13] Александров, П. С., Лекции по аналигической гео- 
метрик. М., 1968. И. В. Проскураков 所 
【 补 注 】 亦 见 惯性 律 (law of inertia ) Ж. 沈 永 欢 译 


Lagrange ЖЕР [Lagrange wailtipiers; Лагранжа множи - 
тели] 

为 研究 条 件 极 值 问题 而 引信 的 变量 ， 供 助 于 它们 
可 构造 Lagrange 函数 ( Lagrange function) . 利用 Lag- 
талде ЖРА Lagrange 西数 使 得 有 可 能 用 统一 的 方法 
得 到 条 件 极 值 问题 的 必要 的 最 优 性 条 件 ， 在 确定 函数 


f(x U. x.) (1) 
在 约束 
в (хо x) b, i= 1,” m, m<n (2) 
下 的 极 什 的 问题 中 ， 由 以 下 步 坚 组 成 的 得 到 必要 条 件 
的 方法 称 为 Lagrange 法 《Lagrange method): 利用 
Lagrange ЖТ 24,(i = 1，…， m) 构造 Lagrange 函数 
Рх у=) + Bb 9,001, 
目 使 它 关于 х, 和 д, 033894 0， 在 这 方法 中 ， 
最 优 解 х= (хр, U, Xx.) 和 对 应 于 它 的 Lagrange #8 
ТА д (д.77, 4% ) 一 起 由 解 m 十 nt 个 旋 程 


的 方程 组 找到 ，Lagrange Т ¿(i= 1,…,m) 有 
下 面 的 解释 (11]). 设 х 提供 了 函数 (1) 在 约束 
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【2) 下 的 一 个 相对 极 值 : 3 = (х7). х, 4 27 
的 依依 赖 于 约束 (2) 的 右边 的 值 b . ПШ ТН 
一 般 的 假设 ， 在 这 些 假设 下 ， 在 {2) 中 指定 的 疝 量 
b=(b,, 77, Б.) 的 值 的 某 s 邻 域内 ， 所 有 的 xy 和 
А 是 向 量 БУНГА, ТАЦЫ, ШЙ сг 
关于 Б, 也 是 连续 可 微 和 的 . г" 关于 b, 的 偏 导 数 等 于 
对 给 定 的 b= (b... b.) 计算 出 的 相应 的 Lagrange 
ЖТ 4: 


д=` 
дБ, 
在 应 用 问题 中 ，z 常常 解释 为 利 渔 或 费用 ， 而 右 
їй b, 解释 为 一 定 的 资源 的 消耗 ， 则 14; 的 绝对 值 是 单 
位 费用 与 第 i 种 资源 单位 消耗 之 比 ， 数 4; 表明 ， 如 
果 第 工种 资源 的 数量 增加 I， 最 大 利润 { 或 最 大 费 
用 ) 将 如 何 变化 . Lagrange 展 子 的 这 种 解释 能 推广 到 
约 东 为 不 等 式 形 式 的 情况 和 变量 x, 受 非 负 票 求 制约 
的 情况 . 
在 变 分 学 中 ， 用 Lagrange 浅 子 法 可 方便 地 把 条 件 
极 值 问题 中 最 优 性 的 必要 条 件 作为 某 复 侣 泛 函 的 无 条 
件 极 值 的 必要 条 件 得 到 . Lagrange Ж + fE E py ma $S 
是 常数 ， 而 是 某 些 函 数 在 最 优 控 制 理论 和 在 Понтря. 
тин 最 大 值 原理 ( Pontryagm maximum priciple ) 沾 ， 
Lagrange 丧 地 已 被 称 为 ЭКЕЛЕ Et (coqjugale variab - 
les). ` 
参考 文献 
[1] Найсу, G. F., Nonlipear and dynamic programming , 
Addison- Wesley 1964. 
[2] Blss, G. A., Lectures on the calculus of variations, 
Chicago Univ. Press 147. И. Б. Вапнярский # 
【 补 注 】 j EI АВЕО ЕЕ Lagrange ЖР 
值 4; MORE ( 关于 b, 中 的 变化 的 ) 敏感 系数 (sensi- 
tivity coefficients ) . ` 
参考 文献 
[Al1] Bryson, А. В. and Но Y.-C., Applied oplimal 
control, Blasdell , 1969 
{A2] Rockafalar ,R . Т. , Convex analysis , Princeton Univ . 
Press , 1970 ВБА 译 ” 重 世 术 校 


Lagrange 原理 [ Lagrange principle; Лагранжа принцит |, 
稳定 作用 原理 ( principle of stationary action ) 

这 更 起 郑 定 约束 限制 和 在 不 明显 地 依赖 于 时 间 的 
位 势力 作用 下 存在 的 完整 系统 的 动力 学 中 的 一 个 变 分 
积分 原理 . 

按照 Lagrange 原理 ， 在 完整 系统 的 一 个 实在 运动 
中 ， 如 果 在 某 - 一 初始 位 置 4， 和 最 后 位 置 4， 之 间 的 
能 量 积分 T+ V = h 在 在 ， 则 Lagrange 作用 量 


= (= 1,2, 55, m. (3) 
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与 实在 运动 中 萝 者 同样 能 量 h Крда ы КЕ йз 
上 可 能 的 运动 相 比 较 ， 用 一 个 稳定 值 . аш T m V 
屁 该 系统 的 动能 和 势能 ，m,z, 是 系统 的 第 5 个 点 的 
运动 量 (ИН), 7: 和 + 是 当 系 统 通 过 位 置 4。 
和 A, 时 的 时 刻 ， 

如 果 该 系统 前 初始 和 服 后 位 交 彼 此 充分 接近 ， 则 
Lagrange 作用 量 对 一 个 实在 运动 有 一 杰 小 值 ; 由 于 这 
个 关系 ，Lagrange 原理 也 称 为 Lagrange 形式 的 最 小 作 
用 原理 ( principle of jaast action ) , ` 
` “Lagran 原理 把 决定 一 个 系统 的 实在 运动 的 问题 
化 成 变 分 的 Lagrange 问题 (Lagrange problem); Ё Ж 
示 了 对 一 个 实在 运动 的 必要 完 分 茶 件 ([4]) ， 

隐 式 的 Lagrange 原理 首先 由 P. L.M. Маџрег- 
fuis ([1]) 38; L. Euler ([2]) 对 有 心 扬中 一 个 质点 
的 运动 情况 给 出 它 的 一 个 证 明 , J. L. Lagrange ([3]) 
把 这 个 原理 推广 到 更 一 般 的 问题 . 
参考 文 南 

11] Maupertuis, Р. L. M., Histoire Аса. Royale Sci 
Paris , 1744( 1748), 417 

[2] Ешег, L., Methodus inveniendi lmeas curvas maximi 
minimive ргорпеіаіс gaudente sive solutio problematis 


isoperimetrici latissimo sensu accepti , Lawsanne - Geneva , 
1744. 

[3] Lagmnge, J. 1.., Ева d'une nouvelle méthode pour 
déterminer les maxima et les minima des formules intég - 
rale indéfines, m J. А. $етї (ed.)* Ocuves, 
Vol. 1, G. Olms, терім, 1973, 333 ~ 362 

[4] Суслов, Г. К., Теоретическая механика, 3 изд., 
М.-Л, 194. В. В. Румянцев # 

[ 补 注 ] 
参考 文献 
[At] Arnold. V. 1., Mathematical methods of classical 
mechanics ，Springer ，1978 (Ж 082). 
ГА2] Whittaker, Е. Т., Analytical дупапасз of particles 
апа rigid bodies , Dover, reprint , 1944 

[АЗ] Gantmacher, F. [F. R. Gantmakher], Lecturss in 

analytical mechanics ，Mir , 1975 (ЖАХ). 

LA4] Lagrange, J. L ., Mécanique analytique 1 — П. 

А. Віапсћакі, герп, 1965. 
YR W 鲁 世 杰 校 


Tagrange 问题 [Lagrange problem ; Лагранжа задача] 
经 典 变 分 学 中 的 基本 问题 之 一 ， 它 是 对 泛 函 


T= ло pop) dx, fi R X R"XR'— R 
在 等 式 型 微分 约束 : 


ф(х, y,y')=0,@:R xR"xR' + В", тп, 


(1) 
和 边界 条 件 


М(х у(х), Xs 00) = 0, 
W:RXR'XRXR'— В? р<28+2 


下 求 极 小 值 ，Lagrange 问题 通常 在 组 ( 1) 是 正则 的 条 
BFF. ШИЖ Паф гау" | 有 最 大 的 秩 


N 
тшк | 3 |=". 


在 这 条 件 下 ， 组 (1) 对 部 分 变量 可 解 ， 并 且 用 不 同 的 
记号 (t, x 取代 x, y), Lagrange 问题 可 以 化 成 形式 

рес x wadt, ЕВ еВ > "| 

四 (2) 

X=0(t, x u), DRXR xR - А". 
函数 F 和 映射 中 通常 假设 是 连续 可 微 的 .最 优 控 制 
问题 常常 用 形式 〔2) 给 定 ( Понтрягин 形式 (Pontry - 
agin form)) . 此外， 限制 是 加 在 控制 net Бб, 
题 (2) 《为 简单 起 兄 ， 带 有 国定 的 左 端点 x, 各 自 出 
WW х) 有 强 极 值 的 必 上 要 条 件 ， 有 以 下 形式 . 设 

L(t, x, k, u, p(t))= 

= (р) + Фф(г,х, и))— F(t, x, u) 
是 Lagrange 函数 (Lagrange function )， 为 了 向 量 函 数 
(x'(t),u"(t)) Ж Катап 问题 《2) 的 一 个 强 极 小 
值 ， 对 x и 的 所 有 可 能 的 容许 值 、 以 下 的 关系 式 
必须 成 立 . 


or Far 
2х КИШ д5 |а 09) 
рц) = 0, 


к= L(t,x (t). х, ш, рО) 
106, х (0, (0, u (t. рсе) + (5) 
CE ОД (е, х7), 700), 8700), р(о)))= 
= {pO x (0), и) ~ PO, x (t), ш) 
= (рО )рФ(е, x (t), и) F 
+ х), ит (0)))<0. 
如 果 在 (3) 中 对 上 进行 微分 并 用 记号 
W(t, x. u, p)= (рф) - F, 


列 对 强 极 小 值 的 一 个 必要 条 件 能 用 最 大 值 原理 的 形式 
来 表述 ， 其 中 Euler 方程 (Euler equation) (3), ЮЙ 
N Я 【tansversality condition) (4) 和 Wejerstrass 
条 件 (Weierstmss condition) (5) 联合 在 一 起 ， 为 了 
А (х”, и”) ЖАШ ЛЕ дА НДҮ 
点 的 问题 (2 ) 的 一 个 强 极 值 ， 必 须 存在 方程 组 


Hp (ty x u p 


= - эх -Plt)=0 
一 个 解 ， 使 得 

э, X (t), u(t). DC) 

= тах (1, x (6), и, р(ї)). 


J. L.. Lagrange 联系 力学 中 的 研究 者 虑 了 类 似 的 问题 
(在 18 世纪 下 学 时 ) 
参考 文献 匈 变 分 学 ( variationaj calculus ). 
И. B. Вапнярский, B. М. Тихомиров 把 
符号 (alb) 表示 向 量 a 和 ЮРЫЙ. 
АПВ #W 校 


【 补 注 3 


Tagrange 级 数 [Lagrange series ; Лагранжа ряд} 

给 出 单 复 变量 全 纯 函 数 的 局 部 反 函 数 问题 的 解 的 
宕 级 数 . J. L. Laprange 于 1710 年 给 出 的 这 个 反 演 问 
是 的 最 早 的 解 ， 随 后 为 Н. Bürmann 于 1779 年 所 改 
进 ， 见 Biirmann -Lagrange 级 数 (Вігпапо -Lagrange 
series ) . E. A. Олюменюв # ЖЖ Ж 


Lagrange 谱 [Lagrange spectnm ; Лагранжа спектр ] 
实数 的 有 理 近 近 问 题 中 的 Lagrange 常数 集合 , La- 

grange 谱 包 含 于 Марков 谱 之 中 【 见 Марков 98 (81 

( Markov spectrum problem ))- Жн it 


Lagrange 稳定 性 [Lagrange stability ; устойчивость по 
Лагранжу | 

在 度量 空间 S 上 给 定 的 动力 素 统 (dyaamical sys - 
Ле) J 或 ft， ，)， 见 [2]) 的 一 点 x( 轨道 fx) 
的 性 质 ， 它 要 求 轨道 fix 的 一 - 切 点 都 包含 在 一 个 准 紧 
集中 (此 准 紧 空 间 ( precompacl space) ) ， 

ШЖ S= 及"， 则 Lagrange 稳定 性 与 轨道 的 有 界 
性 相同 ,如果 对 所 有 fsR (相应 好， 对 所 有 te 
к). КГ ЕИ СЯ, ЛОВ f'x( 点 
х) 称 为 正 【相应 地 ， Эд ) Lagrange 稳定 的 (positively 
(negatively ) Lagrange stable), Lagrange 稳定 性 概念 是 
由 Н. Poincaé 在 涉及 分 析 J.L. Lagrange 关于 行星 
轨道 稳定 性 的 结果 时 引进 的 ， 

Birkhoff 定理 (Birkhoff theorem ) : 如 果 5 是 完 
余 的 ， 则 正 或 负 的 Lagrange 稳定 轨道 的 闭 包 至 少 包 售 
一 个 紧 极 小 集 ( minimal set) . 紧 极 小 集 的 每 个 点 都 
是 回复 点 (recurient point ) . 
参考 文献 

{1] Poincaré, H., Les methodes nouvelies de la mécanique 
eeleste , 3, Blanchan , reprnt, 1987, Chapt. 26. 

[2] Немыцкий, В. B., Степанов, B. B., Качествен- 
ная теория дифференциальных уравнений, 2 юзл., 


-Л., 1949{ 中 译本 : В.В. ВЕЖЕ. В.В. 斯 
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捷 巴 诺 夫 ， 微 分 方程 定 企 理论 ， 科 学 出 版 社 ， 上册 

1956, ЕДЙ 1959) В. М. Миллионщиков 扎 
СКЕ 在 [1] 中 Poincare 明确 地 引进 “Poisson f 
定性 ”这 … 术 语 ， 但 在 提 到 由 Lagrange 证 明 的 行星 轨 
者 的 有 界 性 时 只 是 含 蔷 地 建议 “Lagrange 稳定 性 "的 
概念 . 

上 述 定 义 可 对 任何 动力 系统 给 出 ， 不 必 有 限于 上 度量 
жт. 特别 是 ， 对 于 上 上 述 Birkhof 定理 的 前 半 部 
分 ， 不 必要 求 S 是 可 度量 的 ， 更 不 必 说 是 完全 的 了 . 
可 度量 性 和 完全 性 在 证 明 极 小 集 的 每 个 点 都 是 回复 点 
( recurrent point ) 时 是 需要 的 . 在 一 般 情形 ， 紧 极 小 
集 的 每 一 点 都 是 殖 周 期 点 . кй 


Lagrange 定理 [Iagrange theorem ; Лагранжа теорема ] 

1) 微 积分 中 的 Lagrange 定理 见 有 限 增 量 公式 (fini- 
te -increments formula ). 

2) 群 论 中 的 Гарапре 定理 : (Е — RE (ліе 
вор) 16 可 被 其 任 一 子 群 НО |Н| Ж 
Bz. 这 个 定理 实际 上 是 Lagrange 1771 年 在 进行 与 代数 
方程 的 根 式 可 解 性 相 联 系 的 属 换 性 质 的 研究 中 证 明 的 、 
参考 文献 

11] Каргаполов, М. И., Мерэлякса, Ю. И., Основы 
теории групи, 2 изд., М., 1977( Ж: Kargapolov , 
М Т. ad Merlyakov, Yu. 1. , Fundamentals of the 
theory of groups , Springer , 1979). 
H. Н. Вильямс # 
【 补 注 了 
参考 文献 
[Al] Най, M., The theory of goups, MacMillan , 1959 
(Фф ж: M ， 赫 尔 ， 群 论 ， 科 学 出 版 社 ，1982)， 
(А2] Waerden, В L. van бег, Algebma , 2, Springer , 1967 
《中 译本 : 5.1. й- #- KRE, 代数 学 
工 ， 工 ， 科 学 出 版 社 ，t963 1976). 

3) 关 于 同 余 式 的 Lagrange 定理 ; Ж-Ж р 

ВО ( congruence ) 
ах" + ах + а, == 0 (ойр), 
а, % 0(modp), 


其 解 的 个 数 不 超过 其 次 数 п. Н J. L. Гартапре 
ЖЕЗДИ (L рр). 它 可 以 推广 到 系数 在 任 一 整 环 上 的 
多 项 式 . 
参考 文献 
[1] Lagange, J. L., Nouwlle méthode рош тшне les 
pmblame indttermings en nombms спів, ih J. А 
епи (ed.), Осштв, Vol. 2. G. Olms, терїї, 
1973, 653—726. 
[2] Baaorpanoe , И. М., Основы теории чжсел, 8 изд., 
М., 1972 (ЖЖ: Мповтайоу, 1. М, Elements of 
number theory, Dowr , 1994). C. А. Степанов 38 
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【 社 注 】 
参考 文献 
ГАГ] Waerden, В. 1⁄. van дег, Algebra , 2, Springer , 1967 
【中 至 本 : B.L. б. #- ҺЛ {ЧИЕ 1. 
工 ， 科 学 出 版 社 ，1963 1976). 

全 关于 四 平方 数 之 和 的 Гре 定理 : 任 一 自 
然 数 必 能 表示 成 四 个 整数 的 平方 之 和 ,这 是 J.L. 
Lagrange 在 [1] 安 建 立 的 . 关 十 Lagrange 定理 的 推 
见 Waring 问题 ( Waring problem ). 
参考 文献 

11] Lagrnge, 1. 1.., Démonstration d'un théortme d'anth- 
тпс, in J А. Sert (cd.): Ову. Уй. 3, б. 
ms , mprint, 1973, 187 一 ЖІ. 

[2] Sem, Ј.-Р., A coume in arithmetie, Springer, 1973 
(ЖК) С. М. Воронин # 

[ 补 注 】 
大 考 文献 
ГАТ] Ваху, С.Н. ата Wright, Е. М., An inttoduction 
to the theory of numbers , Oxford Univ, Ри, 1979. 

5) 关 于 连 分 数 的 Lagrange 定理 ， 表 示 二 次 无 理 数 
(quadratic irrationality) 的 连 分 数 (continued fiacton ) 
是 循环 的 .这 是 J. L. Lagrange 在 [1] 中 建立 的 . 
参考 文献 

[1] Lagrange, J. L., Sur la solution des probliëms јпдбег- 
ming du second degré, in Ј. А. Semet (ой.) Оет, 
Val, 2, G. Olms, reprint, 1973, 376—535 

[2] Хянчин, А. Я., Цепные дроби, 3 изд., М., 1961, 
62 ( ЖЖ: Khinchin , А. Үа., Continued fractions , 
Univ Chicago Pres, 164, Chapt, П. 810). 

С. М. Воронин {Ж 
【 补 注 】 
Фу 
ГАІ] Нау, С.Н. and Wright, Е. М., An introduction 
10 the theory of numbers, Oxford Univ, Pres , 1979 
王 ЖЖ Aku g 
Lagrange 函数 [Lagrangian 或 Lagrange function ;Jlarpan- 
жиан 或 функция Лагранжа], Т аргапре ЖИЙ (La- 
Brange integrand) сс 
ЫП 
а)= | 1а), 20), at (0) 


的 极 值 问题 中 的 被 积 函 数 (4,9,2): НАА Е 
解 要 在 附加 的 约束 条 件 与 边 值 条 件 下 进行 ， 这 里 4 一 
(qo U 9.) @= даја, 荆 基 任意 的 可 微 映射 
LiR'XR'xXR—R. 

Lagrange 函数 一 词 来 自 经 典 力学 ， 在 最 简单 的 情 
况 下 ， 即 一 力学 系统 动能 与 位 能 之 差 ， 系 统 的 运动 即 机 
应 积分 泛 函 的 极 值 曲线 ( 半 稳 作用 原理 ) . 在 经 典 力学 
的 一 般 情况 下 ，Lagrange Ва СЕ — ОПАТ 1: ТМХ 


R—R, ТМ 是 微分 流 形 (differentiable manifold) M 的 
ҰТА (1апрепі bundle) (М 即 此 力学 系统 的 构 形 流 形 ) . 

泛 函 (*) 在 无 约束 时 的 弱 极 值 之 必要 条 件 是 Euler - 
Тартапре 37% (Ешег -Lagrange equation》 

A dL 
24 dt Ag 

等 式 型 约束 条 件 的 出 现 可 以 考虑 用 Lagrange 3 + 
{Lagrange multipliers) 来 处 理 ,在 控制 理论 中 出 现 不 等 
式 型 的 “ 非 经 典 约束 ”时 ， 泛 函 ( 和 之 强 极 值 的 必要 条 
件 出 Понтрягян 最 大 值 原理 (Ponuyagin maximum prin- 
ciple) 给 出 

应 用 Lagrange 函数 时、 考虑 条 统 的 种 种 对 称 性 会 
带 来 方便 ， 因 为 对 于 构 形 流 形 上 任 一 个 保持 Lagrange 
函数 不 变 的 单 参 数 微分 同 胚 群 都 相应 有 运动 方程 的 一 
个 首次 积分 { Noether 定理 (Noether theorem)) . 

在 许多 问题 中 ， 把 Eukr-lagrange 方程 改写 为 
Hamilton 方程 (Hamilton equation: ) 形式 很 有 用 处 . 特 
别 是 这 使 得 可 以 应 用 典 则 变换 方法 和 Hamilton -Jacobi 
理论 {Tiamihon- Jacobi theory ) .车间 把 一 个 经 典 力学 
系统 量子 化 ， 转 到 Hamilton 找 式 也 很 和 用 . 若 Lagrange 
函数 非 退 化 ， 用 Legendre 变换 (Legendre transform) 即 
ГАН] Hamilton 描述 ; 在 退化 时 则 要 用 到 一 个 较 复杂 
的 约 化 程序 (天 [1],[6]) . 

在 连续 介质 力学 和 量子 场 论 (quantum field фео- 
ту) 中 ， 场 可 以 看 作 是 具有 无 限 个 自由 上 典 的 力学 系统 ， 
这 时 考虑 以 下 形式 的 泛 函 的 极 慎 问题 : 


TO- |}. 


цд (9dr)dx. 


CC 
| ба. Šq, {да 
ТЕЗЕ (z : 


ЖЕКЕ BS 29 Lagrange К (_автапрап), 9 se(q, 
й, x) 则 称 为 Lagrange 函数 的 密度 (density of 
Lagrangian ) 对 于 这 类 系统 ， 许 多 基本 概念 (如 Ham - 
aton 量 等 ) 都 可 以 按 经 典 力 学 的 类 比 来 引入 . 
参考 文献 
[1] Арнольд, В.И., Математические методы класси- 
ческой механики, М., 1974 (中 译本 : 阿 庶 尔 德 , 经典 
力学 的 数学 方法 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1993)】 . 
[2] Боголюбов. H. Н., Ширков, Д.В., Введение a тео - 
рию квангованных полей, 3изд., M., 1976 (中 译本 : 
Н.Н. 380833, 量子 场 论 导 引 , 科学 出 版 村 . 1966). 
[3] Иоффе, А.Д. Тихомиров, В. М., Теория экстре- 
мальных задач, М., 1974 ( 英 译本 : Ioffe, A.D. and 
Tikhomirov, V. M. , Theory of extremal problems, North- 


Holland. 1979) . 
(41 Понтрягин, Л.С. (и др.[], Математическая теория 
олтимильных процессов, 2 изд.. М., 1960 (中 详 本 : 
ИЙРЕ. Piti ЗА m, АВАВ НЕ 
版 村 ，1965) 
[51 Stembeg，S.，Lecturcs on differential geometry , Preatice- 
Hall , 1964. 
[6] Фаддеев, Л. Д., & Теоретич. и матем. физика У, 
101969), 1, 1-18. И.В. Волович Ж 
САМЕ 
Б.) 


[А1] Гангмахер, Ф., Лекции о аналитической механике, 
М., 1960 ( 英 详 本 : Gantmacher, Е. [Е .Gantmakher]. 
Lectums in analytical mechnics, Reidd, 1987, Chapt . 
2, Sects, 10—13. 

[A2] Liebermann, P. and Мале, C.-M., Symplectic воо- 
Tety and analytical mechanics. Reidd, 1987, Chapt. 
2, Sects, 0—13. FE й 


Iagrange 流 形 [ Lagrangian manifold ; Лагранжево мно- 
гообразие] 
2н ӘНИ (symplectic manifold ) M?" 的 w 维 可 
微分 子 流 形 L* Ин М 上 上 给 出 辛 结构 的 外 形式 
о 17 ЕНУ ( 好 对 于 任 一 点 xe L 相 在 该 点 与 
L" 相 切 的 任何 向 量 了 与 Y， BOE ofX,Y) = 0). 最 
重要 的 稍 况 是 мМ =RR*”, 它 具有 坐标 (pi，…, p. 
4.7) 和 = У dp Ada. 这 时 由 参数 方程 
DEP), а= а (ш ) 
给 出 的 子 流 形 工 " М Lagrange 的 条 件 ， 有 如 下 形状 : 
[aou] = 0, 
ҖИР ии, Dagramge 括号 ( Lagrangian bracket). 
参考 文献 
[1] Маслов, В.П., Теория возмущений и асимптотические 
методы, M., 1965. 


让 


[2] Маслов, В. П., Метод ВКБ в многомерном случае, 


в кы: Xenmr Дж., Введение в метол фазовых 
интегралов ( метод ВКБ }, лер. с ашл.,М., 165 

[3] Арнольд, В.И., Математическиг методы классичес. 
кой механики, М., 1974 (Ж: Апора, V 1, 
Mathematical methods of classical mechanics , Sprirger , 
1978) 

[4] Маслов,ВП., Федорюк,М .B ., Квазиклассическое 
Шриближение для уравнений квятовой механики, 
М. 1976 ЖЖ: Maslov У. Р. and Fedoryuk , M 
У... Sem -Crassical approximation in quantum mecha - 
mics ，Reidel , 1981) 

151 Мищенко, A.C,. Стернин, Б.Ю, Шаталов, В.Е, 
Лагранжевы многообразия и метод каноничсского 
оператора, М., 1978. 

16] Amol'd, У. J. and Giwnthal, А, B,, Symplectic 
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#omcuy, IV, Spnnge, 198( ЖЕЖ). 
Д.В. Аносов {# 
[ 补 注 】 通常 也 你 为 Lagrnge 子 流 形 (Lagrangian 
submanifold ). 
参考 文献 
[At] Libermann, P. and Marde，C.-M.，Symplectic ge- 
ometry and analytical mechanics , Reidel , 1987 ( 谋 月 法 
X). 
142] Vaismann, 
characteristic classes , Birkhšuser, 1987. 


1.. $утркспс geometry and secondary 
0—5 Ж 


Laguerre 方程 [ Laguerre equation ; Лагерра уравненне ] 
М, Laguere 多 项 式 ( Laguere polynomial ) , 


Laguerre 公式 [адепте formala ; Лагерра формула] 

1) 计 算 Eudlid Ж Euclid 空间 中 直线 之 问 角 度 
的 公式 . Ж X 和 Y 是 两 直线 a 和 b 上 的 无 穷 远 点 ， 
G 和 天 是 这 些 直 线 与 空间 的 绝对 形 的 交点 . 那么 ， 这 
些 直线 之 间 的 角 o ЗЕН (стое ratio) W (G, K, 
X,Y) 来 表示 : 

“| n W(G,K,X,Y)|. 

对 于 二 维 伪 Бю 空间 ，G 和 大 就 是 过 直线 a lb 
之 交点 的 迷 向 直线 的 方向 失 ， 

上 述 公式 由 王 .Laguere([1]》 导 出， 

2] 王 述 公 式 对 于 一 给 定 曲 商 上 在 基点 丰 交 的 所 有 
脚 线 来 说 ，{ 在 该 点 处 ) 下 列 量 是 不 变 的 : 


[ ок, в -[4 ь о, 


其 中 k, 和 k, 基 时 线 的 曲率 各 挠 率 ， 日 是 曲线 的 主 法 
向 基 与 曲面 法 向 量 之 间 的 角 ，s 是 曲线 的 自然 参数 .这 
ЛЖ E. Laguerre (18704, М, [2]) 得 到 . 
参考 文献 
[1] Lagerne, E., Sur la théorie des foyers, Nou. Ann 
Math ., 12 ( 1853), 57-66. 
[2] 1афепе, Б., Ос, 2, Chelsea, ерп, 1972 
13] Рознфельд, Б. А., Нєсаклидовы пространства, 
M., 99, Д.Д. Соколов 8 
{ 补 注 ] 
参考 文献 
[A1] Berger, M., Geonetly, 1—2, Sprimger ，1987 (中 译 
本 : M. 贝尔 热 ， 几 何 ， 科 学 出 版 社 ， 1, 1987. 2, 
1989 ). 党 一 兵 详 


Laguerre @# [ Laguerre functions ; Лагерра функцин ] 
作为 下 列 方程 之 解 的 一 些 范 数 : 
ХУ” +{(«—х+1)у' + пу= 0, (+) 
其 中 和 n 是 任意 参数 ，Laguerre 88 87] ЦИ {ЕЛЯ 
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ДАЙ ( degenerate hypergeometric function) 或 Whi- 
tiaker 函数 ( Whittaker functions) бк. 对 十 n= 0, 
1.…， 方 程 (* ) 的 解 称 为 Laguetre 多 项 式 (Laguerre 
polymomials )， 函 数 


eX) = re (х) 


有 了 时 也 称 为 Laguerre 30, Жор L:(x) 是 Laguere 多 
Ж. 
вяха 
[1] Јаһпке, Е. and Emde, F., Table of functions with 
Топпшае and curves, Dover, терла, 1945 ( 详 白 德 文 ) 
А. Б. Иванов } ЮЖ У 


Laguerre 多 项 式 [ Laguerre polynomials; Лагерра многоч- 
лены], Чебышев 1 арпете 多 项 式 ( Chebyshev-Laguerre 
Polymomials ) 

КЫ (0, 0) 上 的 正 交 多 项 式 ， 具 有 权 印 数 gq (x) 
=ох°е7*, Фа > 一 1. 标准 化 Laguerre 多 项 式 出 下 
式 定义 : 


号 (= 2 


T АЎ Г 8 ( garnma -function } 可 以 表示 为 


LO Tetntl) (~x) 


hr РЕЖ) k'(n— k) ` 


Е 


在 应 用 中 最 重要 的 一 些 公式 基 
(пж 148,105) = (0+ 28 +1 х) 0х) 
= (ав) (x). 
хІх) = (п а) (х) в (х), 
С), = 11000). 
多 项 式 Сх) 满足 微分 方程 (Laguerre 方程 (Laguerre 
equation ) } 
хуб + (а х+1)у -лу=0,п=1, 2,77. 
Laguetre 多 项 式 的 生成 函数 具有 下 列 形 式 : 
ei 
{TT 
正 交 Laguerre 多 项 式 能 够 通过 标准 化 多 项 式 表示 如 下 : 


= 00е. 


L: i Г(п+1 
ло) оо T: 
所 有 Laguene 多 顶 式 的 集合 在 区 间 (0, 20) 上 的 以 权 

ф(х) 平方 可 积 的 函数 空间 中 是 稠密 的 ， 
ЯРАША И ЕТ а 一 0 的 Lagene 多 功 式 ; 
下 .Laguerre (111) 研究 过 这 种 多 项 式 ， 这 时 用 工 ,(x) 


来 表示 (82, (=) 有 时 称 为 广义 Laguerre 多 项 式 
{ generalized Laguerre polynomials ) ， 前 几 个 Laguerte 多 
项 式 L,(x) 具有 下 列 形 式 : 


1,(х)= 1, L(x)=1— x, 


=1-2х+ x 
1.(х)=1-2х+ 5 
3 _ x° 
L (x)=1-3x+ £ " 
2 29 4 
L(x)=1 -4x+3x 5 69. 


Таркпе 多 项 式 L; (x) 有 时 用 上 , (x; к) Ж. 
参考 文献 
[1] Laguerre, É ., Sur le transformations des functions dlip- 
tiques, Bul. Soc. Мањ. Ртансе, 6 (1878), 12 — 28. 
[2] Стеклов, B. A.. «Ив. Имп. АНУ, 10 (1916), 


533 – 60. 
13] Saeb, G., Orthogonal polmomids, Amer. Math, 
Soc., 1975. 


[4] Суетин, П. К. , Классическне ортогональңые много. 
члены, 2 изд., М, 1979. 
П.К. Суетин 摆 
【 补 注 】 Laguerre £ iü 68 rg ЛН 
{ confluent hypergeometric function )， 属 于 经 典 正 交 多 
项 式 ( classical orthogonal polynomials )， 它 们 与 Heisen- 
berg 群 (Heisenberg group ) 有 着 密切 的 联系 ; 作为 不 
пре У Е Ж у Heisenberg 群 相伴 的 某 些 
Гельфанд 对 ( 见 Гельфанд 表示 《Gel 和 and representa- 
боп) БЕ ЗХ. АГАТ 中 给 出 的 参考 文献 (第 一 
章 ，8 9) 


参考 文献 
[А1] Folland, G. В., Hatmonic analysis in phase space, 
Pnacetoa Univ, Piess, 1989 张 鸿 林 W 


Laguerre 变换 [Laguerre trandorm; Лагерра преобразо- 
ванне ] 


积分 变换 


Лото} [ет оул) ах, 
і 
n=0, 1, = 


Ж L. (x) Ж n IK Laguerre 多 项 式 ( Laguerre polyno- 
mials )， 反 演 公 式 是 


тор О) = Ў (ау), охо, 


ША И К, шж F elo, ©) 上 是 连续 的 ， 严 * 是 
分 段 连续 的 , 而 Р(х) = O(e°%'), х= @%,a<1, ДІ 


т{ Ar, } ЎА) FOO), n=0, 1 


rÍ 2 | -- ждо +1) +f, 


п= 0,1,5, 
ШЖ РЖ F' 在 [0, ©) БАРЕМ, F” 是 分 段 连 
З, РОХ) + |F СХ) = Ое"), х-к oo, a< 1, 
则 


中 = a - пп), n=0, 1, 


如 果 了 在 [0，o ) 上 十 分 段 连续 的 ， 前 F(x)= 
O(e%),x— о, a<1, ШР 


со) | рй, 
n š 
вот воме =a 1), л 1,2, е, 


而 当 n=0 时， 有 
#(0) = /(0). 
假设 卫 和 G Е[0, о) БЕБЕК, ЖА 


ІРО) ТСО) 006"), xm,a< 了 村 ， 


ТОР) = fO), T(G] =g (n), 
则 有 
T''UJ(n)a(n)) = 


j ево) | e ов (Vt sing) х 
1 


П 


т 
Хх @{(х+1— 2,/хт соб@)4641. 

广义 Гарцепе 变换 (generalized Laguerm transform) 是 

Ат) = Тт, F(x)) = 


= {е х\щ(х)Р(х)ах, пе 0,1,5, 


其 中 L:(x) 是 广义 Laguerre 多 项 式 ( 见 [4]). 


эзли 
[1] Zemanian, А. С., Generalmed integral transformations , 
Interscence , 1968. 


[2] MoCully, ].，The Lagueme transiorm, SIAM Rev., 2 
(1960), 3, 185—191. 

[3] Debnath, L., On Laguene trarsfom, Bul. Саса 
Mah. Soc. , 52 (1960), 2, 69 — 77. 

[4] Итоги науки. Математический анализ, 1966, М., 
1%67,7-Ю. 
Ю. А. Брычков, А. П. Прудников Ж Ж} Ж 


Lambert 四 角形 [Lambert quadrangle ; Ламберта четыре- 
хугольник] 
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一 个 含有 3 个 直角 的 四 角形 , 它 是 被 J. Н. Lam- 
bert( 1766) 在 试图 证 明 Euclid 的 半 行 公设 【 见 第 五 公 
设 (ПАҺ postaate) ) 时 所 考虑 的 -关于 第 四 角 的 大 小 ， 
即 它 是 一 个 直角 、 一 个 钝 负 或 一 个 锐角 的 三 种 可 能 的 假 
定 中 ， 第 一 种 假定 等 价 于 Euclid 的 公设 而 第 二 种 假定 
导致 同 Euclid 其 他 公理 和 公设 的 蔬 盾 . 至 于 第 三 种 假 
定 ，Lambert 猜想 它 在 一 个 虚 球面 上 是 成 立 的 、 


参考 文献 
11] Каган, В. Ф., Основания геометрия, ч. 1, M 
-Л., 1949. 


[2] Погорелов, А. В., Основания геометрии, 3 изд., 
М.. 1968 (33822. Popomlov. А. V., Lecture on 
the foundations of geometry , Noordhoff,, 1966). 
А. В. Иванов 所 
[ 补 注 】 
参考 文献 
ГАТ] Busemann, Н. and Койу. Р., Projective geometry 
and projective metrics, Асай. Pres , 1953 
[А2 | Coxcter, H 5.М., Introduetion to geometry, Wiley , 
1963. 
ГАЗ ] Greenberg , M , , Euclidean and поп -Eudidean goometri- 
@, Freman, 1974. 
[A4] Efimow, МУУ. Г.У. Efimov], Hëhese Geometrie , 
Deutsch . Verlag Wissenschaft. , 1960 ( #8820). 
1A5] Norden, А P ., Elementare Einführung in die Lobats- 
chewskusche Geometric , Deutsch , Verlag Wissenschaft ., 


1958 (W B RO, 
JA6] Bonola , R . , Non-Euclidean geometry , Dower, reprint , 
1955. ий. аЙ 译 


Lambert #88 [ Lambert series; Ламберта pan | 
函数 级 数 


© x. 
Ха. тв (D 

J. H. Lambert ( 见 [1]) 与 А8 ( power series) 收 
ЖОНЛЕ ЕЖЕ T k 838. ШЕЙ 

ša, 
ЖЖ, M| Lambert 级 数 对 除 x= + 1 外 的 所 有 x 值 
We; 此 外 ， 它 对 使 得 级 数 

Ў ак" 
收 得 的 x (Hik. Lambert 级 数 应 用 于 数论 的 某 些 问 
题 中 .事实 上 ， 对 |x| < 1, ® (1) 的 和 ф(х) 可 
жт: 


о0)= У ах", (02) 


о = Уа, 


其 中 
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ЖКА п 9 К. РА, ШЖ an= 1, А] 
а, = 1(п), Шол 的 除数 的 个 数 ， 和 如 果 а, =п, Ш 
с(п), В н 的 除数 之 和 ,w(x)( 适当 选取 a.) 
当 x t 1 时 的 性 态 可 用 于 ， 例 如 ( 见 13])， 关 于 效 
得 一 个 自然 数 “ 无 限制 分 拆 "个 数 的 渐 近 公 式 的 Hardy 
和 Ramanujan 问题 中 . 


参考 文献 
[1] Lambert. J. H . Opem Mathematica , 1—2, Fssli, 
1946 — 1948. 


Г. М., Курс дифференцийльнхо и 
интегрального исчисления, 4 изд., т. 2, М., 1959 
(中 详 本 ; Г. М. Е, ЕЛУ, 
第 二 卷 第 二 分 及， 高 等 教育 出 版 社 ，1954). 


[3] Постников, А Г, 


[2] Фиктенголы1 . 


Введение в аңалитичсскую тео - 
рию чиел, М., 1971, 
M. И. Войнеховский Ж 
【 补 注 】 Lambert 级 数 也 出 现 于 Eisenstein 级 数 的 展开 
即 -- 种 特殊 的 模 形式 (modular iorm) 中 ， 见 [A1]. 
参考 文献 
[А Apostol, Т. M ., Modular forms and Dirichlet senes 
in analysis , Springer , 1976. 
| A2] Rademacher, H., Topics in analytic number theory , 
Springer, 1973. 
ГАЗ] Knopp, K.., Theorie und Anwendung der unendlichen 
Reihen , Springer , 1964. 沈 永 欢 ж 


Lambert 求 和 法 [ Lambert summation method ; Ламберта 
метод суммирования | 


数 项 级 数 的 . 种 求 和 法 ， 级 数 


E Lambert 求 和 潜 是 可 和 的 、 其 和 为 数 S. am 
lm f(y) = S, 
其 中 
Ро) Ха, е, т у> 0, 


JE B ti 38 B) О ЖК. 这 种 方法 是 了 Н. Lambert 
([U) 提出 的 ， 由 一 个 级 数 按 Ceshro 求 和 法 ( Cesàro 
summation methods)( C, 天 )( 对 某 个 大 > 一 1) 是 可 和 
的 ， 其 和 为 S$， 可 以 推出 它 按 Lambert 求 和 法 是 可 和 
的 ， 其 种 亦 为 $， 并 且 如 果 这 个 级 数 按 Lambert 求 和 
法 是 可 和 的 ， 其 和 为 S， 则 它 按 Abel 求 和 法 (Abel 
summation method) 是 可 和 的， 其 和 六 为 S. Lambert 
求 利 法 是 正则 的 【 见 正则 求 和 法 (regular summation 
Inethods ) ) . 
参考 文献 
[1] Lambert, J. H., Ашаре zur Architektonik . 2, Riga, 
171 


[2] Нау, б. Н., Divergent sene, Clanendon , 1949. 
и. И. Волков # ЖЖ Ж 


Lambert 3210 [ Lambert transfonm ; Ламберта преобразо- 
ванне | 
积分 变换 
p= | dt 
Lambert 24% Е: Lambert 级 数 ( Lambert series ) 的 连续 
类 比 ( 在 对 应 fal 中 一 ,ee* 一 1/x F). ВЖ 
演 公 式 成 立 : Bi 
a(r)eL(0, ®) 
B 
im a(t)r “=0,6>0; 


ЖЖ, 如果 +> 0, ВЕ а() 在 上 = + 处 是 连续 


的 , 则 有 
[| Brom [1 


其 中 (n) 起 Миз 函数 ( Mobius function) . 
参考 文献 
[1] Widder ,D，V.，An inversion of the Lambert transform , 
Math. Мол. ‚23 (1980). 171 ~ 182 
[2] Итоги науки. Математический анализ. 1966, М., 
1967, 7 – 82. 
Ю. А. Брычков, А. П. Прудников # 239936 Ж 


табл) = 


Iame 系数 [Тате coefficients; Ламе коэффициенты], 
空间 中 正 交 曲线 坐标 夭 u, o, w 的 


可 以 类 似 地 定义 平面 上 的 Lame ЖЖ. 通过 坐标 и, р, 
w 的 Lam: Ж. Тояк Ж: 

а= анала" : 
ш Е.Я 


do = 


= /(L.L dude ай») (LL dvdw): 


体积 元 于 : 

dV=L, L.L. dudodw. 
lamé 系数 出 现在 坐标 u, о, w 中 的 向 量 分 析 运 算 的 表 
示 式 中 : 


_ 1 дф 21 oy 
gd, y ои ` 881% T до” 
= 1 ау 
вай, р L. аж) 
- 1 8 _ 
Hes трт. k L) 


д 
+ шә +0. ыы]. 


_ _1 д _ 8 

rot, a = тг; É ба,1,)- = сы], 
—_ 1 д -—_ 

rot,a = їг. lz (GL). а ыо], 


Аў = div (gady) = 


+ a (学 Fi 小 а Ll, ду А 
Фр, дь дю \ L, д» 


见 关 于 这 些 坐 标的 


各 种 正 交 曲线 此 标的 Lamé 系数 ， 
相应 条 日 . 
Lamé 条 数 是 G. 1апё([1]) 引进 的 . 
参考 文献 
[1] 1апё, G.. Logons sur Is coondonnés curvilinear et 
Тешз diverses applications , Paris , 1859. 
[2] Лаптев, Г. Ф., Элементы векторного исчисления, 
М., 1975. 
131 More, Р. М. and Feshbach, Н., Methods of theore- 
tical physics, 1, MoGraw- Hill 1953. 
В. H. Битюцкон # 
[ 补 注 】 在 西方 的 文献 中 通常 不 把 最 L. L. L. 1 
为 “Lamg 系数 " ， 而 称 为 “ 标量 因子 《scale вагт) 
(13) 或 “ кили (теше ooefficients ) ([А1]). 
然 ， 后 一 术语 是 由 于 下 述 事 实 ， 原 Riemann 度量 ы 
关于 新 的 正 交 曲线 坐标 系 4,s,w， 取 如 下 形式 : 
5 = Lid + Lldu +Lidw. 
ИҢ, Li, Li, LI 是 用 u, о, w 表示 的 R' .上 的 标 
准 度量 张 量 的 对 角 线 分 量 . 其 他 分 量 为 鹤 ， 因 为 и, e. 
w 是 正 交 曲线 坐标 系 . 


参考 文典 
“AL] Sokolnikoff, 1. 8 .and Redheffer, R, M ., Mathema- 
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ta of physis and engineering , MoGraw - НШ, 1958. 
[A2] Davis, Н. Е. and Snider, А. D., Introduction to 
sector analysis , Айуп & Ваюп, 1979. КЖ 
Lamé 常数 [Lamé constants: Ламе постоянные ] 
联系 弹性 体 某 点 处 的 弹性 应 力 分 基 与 该 点 形变 分 
量 之 间 关 系 的 一 个 量 ， 而 该 弹性 体 为 线 弹 性 的 (或 是 
沁 态 可 变形 的 ) 各 向 同性 体 : 
а, = 2р, 十 人 [ex Te, te,), туву 


其 中 ай] z 为 法 向 和 切 向 应 力 组 分 ，e 为 形变 组 分 ， 
而 系数 ) Ж! 称 为 Lame 常数 ，Lame # ВНЕР Ы 
料及 其 浊 度 . 将 Lame 常数 与 弹性 模 量 E 和 Poisson 
比 ， 之 间 存 在 下 列 关系 : 

к=б=——ЕЁ Ey . 
2(1+v) {1+›)(1—2>) / 
E 也 称 为 Young 弹性 模 量 ， 而 G 为 剪 切 弹性 模 量 . 

Lamé 常数 是 以 G. Lamé 的 名 字 命 名 的 . 


‚А= 


БСЭ 一 3 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[AI] Landa, L. D. and Liñhiz. E. M., Theory of 


slasticily ，Pergaman ，1959 ( ЖХ). 

[A2] Sokolnikoff, 1. S. , Mathematical theory of elasticity , 
MceGrmw- На, 1956 (ЖЕЙ Ж). 

[АЗ] Hunter, $. С., Мећапі of vontinuous media, 
Wiley, 1976 张 志 民 Ж 


Lamé 曲线 [Iame ате; Ламе wpaaaa] 
一 类 平 而 代数 曲线 ， 在 Descartes 直角 华 标 系 中 它 
的 方程 具有 下 列 形式 : 


x 
[7177 
其 中 m = p/q, p 和 9 IRT S RR. a>0, b> 0. 
如 果 т> 0, MB) Так 有 曲线 的 次 数 是 ра, ШЖ 
m <0, 则 是 2pg， 如 果 m = 1, MJ Lamé 曲线 是 一 
条 直线 ， 如果 m = 2， 则 是 椭圆， 如 果 m = 273， 而 
4 三 bb， 则 是 星 形 线 (astroid ), Lame 曲线 因 О. Lame 
而 得 名 ， 他 于 1818 年 研究 过 这 种 曲线 . 
参考 文献 
[1] Сарелор, А. А., Плолие кривые, M., 1960. 

Д. A. Соколов # 

【 补 注 了 


参考 文献 
{А1] Fladt, К., Analytische Geometrie spezieler ebener 
Kurwn, Айай. Verlagsgesellxchaft 1962. 
[А2] Gomes Texem, F., Trité de cowbes, 1—3, 
Chelsea ‚ meprint , 1971 张 鸿 林 译 


Lamé 方程 [Lamé етшп, Ламе урганенне ] 
复 域 中 的 一 阶 线性 常 微分 方程 
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£” Qa +B, (w, й) 
其 中 „(:) 是 Welerstrass „ 89 ( Weiersirass , - une - 
tion) ，4 和 B 是 常数 ， 此 方程 由 О. Tam 首次 研 
究 ([1]); 它 出 现 于 按 椭圆 坐标 写 出 的 Laplace 方程 
的 变量 分 离 中 ,方程 (1) 也 称 为 Lamé 方程 的 Weier - 
stas zt, В (1) 中 的 自 变量 可 得 到 Lat 方程 
的 Jacobi 形式 : 
s =[C + Dsntu]w. 

通过 对 (1) 中 自 变量 的 各 种 变换 ， 还 可 转化 为 Lamé 


方程 的 多 种 代数 形式 ， 企 如 


дм 1 1 1 1 dw _ 

ПМ к ЕТУИ |65 
_ А+Вё „ 

4(&—е) (е3) (Се) "7 0) 


Jacobi 形式 对 实际 应 用 最 为 合适 

特别 重要 的 情形 是 (1) (或 (2)) 中 的 8= 
n(n +1), ЖР n 是 自然 数 . 此 时 (1) 的 解 在 整个 
平面 内 是 亚 纯 的 ， 且 其 性 质 得 到 了 透彻 研究 . 在 B= 
n(n +1) 时 方程 (2) 的 解 中 ，Lamé ШЖ Ж 
(Ж, Таню 函数 (Lamé function) ) . 
参考 文献 

[1] атй, G., Sur is sufaces sothermes dans Rs corps 
Ћоторёпес еп équilibre de température , /. Math. Pures 
Ари. , 2 (1837), 147—188 

[2) Stmtt М. 1. O., Lamtsche , Mathicusche und Ver - 
wandte Funktionen in Physik und Technik, Eryebn 

ий.,1(1932),3. 

[3] Whittaker, Е. Т., Watson , С. М.. А course of mod- 
єп analysis , Cambridge Univ. Pres, 1952. 

[4] Bateman, H., Erddlyi, A., Higher transcendental func - 
tions. Automorphic functions, 3, McGraw-Hill , 1955 
СОРЖ: А. ЖИЛЕ, ШИШИЙ. РЕЦ 
BF, 1957). 

[5] Hobson, E , W , , The theory of spherical and ellipsoidat 
hamonics , Cambridge Univ Press, 1931. 

Н.Х. Рохв# ЖЖ Ж 


Lamé 西数 [Lamb function; Ләме функции], ЗК ій 
和 函数 (elipsoidal hasmonic function) 


满足 Lam 方程 (Lamg equation ) 的 一 种 特殊 形 
式 的 函数 . 如果 以 代数 形式 给 出 的 Lan 方程 


diw |1 1 1 1 jaw_ 

а 2 [е5 tÇ tsJ 

ы A+n(n+ i)š w 
4(&—е,)(@—е,) (6-е) 


=) 


(ob пЕВЯЖ. ее, е 以 及 A 是 带 数 ) А 


有 形式 为 
P(O), 
Vë P(E), i=1,2,3, 
Vee үе, Р(6), i, j= 1,23, i], 
Eel Ve-er vt-e P(e) 


的 解 之 一 ， 其 中 го алян: 的 多 项 式 ， 刚 
该 解 分 别称 为 一 型 、 二 型 、 三 型 、 四 型 第 一 业 n 次 
ИРЕ 

а йн п, ЛЕ А 的 值 (ЖИНИ), 
使 得 存在 分 别 具 有 п/2 次 和 (п—2)/2 次 多 项 式 
РО) 的 (n +2) /2 个 一 型 Lame 函数 和 3n /2 个 三 
型 La 活 数 ， 对 于 辐 定 的 奇数 n， 总 存在 4 的 
值 ， 使 得 存在 分 别 具 有 (4 一 1) /2 次 和 (n 一 3)f2 
次 多 项 式 P(E) 的 3(n + 1)/2 个 二 型 和 (n 一 1) /2 
个 四 型 Lamg 栈 数 ， 对 于 给 定 的 自然 数 n， 共 有 
2n + 1 个 线性 无 关 的 Lamé 函数. 

方程 (*) 的 与 第 一 类 Larmé 函数 线性 学 关 日 通过 
Liowille- Остроградский 公式 《Liouville -Ostrogradski 
formula ) 得 到 的 解 ， 称 为 第 二 类 Тате 函数 . 

关于 参考 文献 ， 见 Tamé 方程 (Lam equation ) 

H. X. Розов Ë ЖЖЖ 


Ландау 动 理学 方程 [LIandat kinetic equation; Ландау 
кинетическое уравненне ] 

弱 相 互 作用 气体 的 动 理学 方程 ， 符 别 是 等 离子 体 
中 考虑 到 Coulomb 碰撞 下 的 带电 粒子 的 输 运 方程 ， 它 
是 由 Л, Д. Ландау 获得 的 ( 见 [1], [2]). РЖ 
Coulomb 相互 作用 的 系统 ， 在 Ландау 动 理学 方程 的 
推导 中 ， 方 程 的 系数 包含 一 个 发 数 积分 (“ Coulomb 
对 数 ": In 和， МАНН а 和 b 的 磁 挤 中 ， 最 
大 和 最 小 碰 擅 参量 之 比 的 对 数 ) 为 了 获得 一 个 近世 的 
不 发 散 的 结果 ， 人 大 们 “截止 "积分: ЖЛ ЙЯ 
Debye 静电 屏 项 长 度 ， 而 对 积分 下 眼皮 近邻 相互 作用 
距离 (或 量子 力学 波长 ) ， 积 分 的 特定 截止"， 并 不 是 
从 Ландау 动 理学 方程 本 身 的 推导 得 出 的 ， 对 于 Cou- 
lomb 相互 作用 系统 的 适当 的 动 理学 方程 的 构造 ， 仍 是 
一 个 未 解决 的 问题 .曾经 提出 过 这 类 方程 的 不 同形 式 
【例如 ， 见 [3] 氏 它们 也 都 不 是 没有 发 散 的 ) . 在 这 些 
方程 中 ， 人 科 考 虑 到 动态 屏 喜 ， 它 依 若 于 粒子 的 速度 ， 

对 于 与 平衡 背景 相互 作用 的 试探 粒子 的 稀 注 气 
Ж, Ландау 动 理学 方程 变 成 线性 Fokker - Planck 方程 
{ Fokker -Planck equation )， 对 于 不 均匀 等 离子 体 ， 必 
须 把 Ландау Ж #155 19] Власов 动 理学 方程 
( Viasov kinetic equation ) 右边 ,结果 得 到 的 方程 称 为 
Власов - Ландау 方程 { Маѕоу -Landau equation )( 见 


[3]). 
АРЛА АО ВО). Ландау 动 理学 方程 
Ы: 

а. _ А 

ts (1) 


其 中 f.= f,(r,v, г) 是 类 型 а 粒子 在 坐标 上 和 速 
EBE v 的 6 维 相 空间 (1 是 时 间 ) 中 的 分 布 函数 函数 
S.(r. v.) = 5, 描述 粒子 的 源 ， 人 是 磁 捕 积分 ， 它 
可 化 为 下 列 形式 


其 中 人 很 定 对 全 同 指标 АЕ звя. р 
4л71е'{т?ї; m, fü Z。e 分 别 是 类 型 a 粒子 的 质量 和 
电荷 ，e 是 电子 电荷 的 绝对 值 ， 而 


21° 
=] 4 шл. [лб тууа, (3а) 
ъ |2. 


| 
一 m +ть || Z, 
ee > 


x рск уи (36) 

是 [3] 中 所 引进 的 位 势 , 而 nA 是 Coulomb 1, 它 
们 依赖 于 粒子 的 乎 均 能 量 ， 磁 瘟 积 分 《2) 包含 一 个 相 
对 于 速度 的 本 图 型 微分 算 子 ， 其 系 孝 通 过 记 {r，v， 0) 
的 势 林 型 购 科 分 算 子 表达 ， 对 于 不 均匀 等 离子 体 ， 
áf. д}, af, Жек, Bf 
ду 


а 2 аг TY Or | m 


其 中 Z,eF 是 作用 于 类 型 a 粒子 上 的 力 . 
Ландау 动 理学 方程 使 获得 质量 、 动 量 和 内 能 密度 
的 流 休 动力 学 守恒 方程 ， 以 及 Boltzmann Н 定理 ( Bol- 
tzmann Н -theorem ) 成 为 可 能 . 
曾经 局 域 地 证 明了 Ландау 动 理学 方程 一 般 解 的 
存在 性 ( 见 [4])， 
曾经 在 计算 机 上 实现 过 Ландау 动 理学 方程 的 数 
值 求 解 ， 用 来 计算 开 式 磁 踢 的 粒子 漏 失 ( 见 15])， 用 
来 确定 环形 热 核反应 扒 中 能 量 倍增 系数 { 见 [6])， 以 
及 用 来 评估 托 卡 马克 中 加 热 等 离子 体 的 另外 的 方法 ， 
在 磁 阱 中 等 离子 体 的 良好 约束 条 件 下 ， 必 须 应 用 全 守 
ИЖА { 见 17])， 在 求解 Ландау 动 理学 方程 
时 ， 这 些 格式 能 使 粒子 总 数 及 其 总 能 量 严 格 守 伍 . 
参考 文献 
[IA] Landau ,上 , D ., Die kinetische Gleichung fur den Fall 
Coulombscher Wechselwirkung , Phys. 2. Sowjetunton , 
W (1936), 2, 184-164, 
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[IB] Ландау, Л. Д., «Ж. эксперимент. и теоретич. 
физикиў , 7 (1937), 2, 203—209 (ЖЕФ). 

[2] Трубников, Б. А., в кн. : Вопросы теории плаз - 
мы, в. 1. M., 1963, с. 98—182 (Ж: Trubni- 
Хоч, В. А.. Problems of plasma theory, іп М. А. 
Leontovich (od.): Reviews in plasma physics, New 
York , 1965, 105—204 

(32 Balecu, R ., Equilibium апд поп -equilibriam statisi- 
ча] mechanics, 1—2, Wiley , 1975. 

[4] Арсеньев, A. A.. Песков, Н. B., (Ж. вычисл 
матем. в матем. физики), 17 (1977), 4 , 1063—1088. 

151 Kileen, }. апі Мах, К. D. , Methods in computa- 
tional physics, 9, Acad. Pres, 1920. 

16] Kileen, 1., Mirin, А. А, and Rersink , М.Е., Me- 
thods іп computational physics, 16, Асай. Риз, 1976. 

[7] Самарский, А. А., Теория разностных схем, M. , 
1977. В. А. Чуянв Ш {Йй 详 


Тапйзи 定理 [Langan theorems ; Ландау теоремы] 

关于 图 盘 内 正则 函数 的 定理 ， 它 们 建立 起 由 这 些 
画 数 引起 的 共 形 映 射 的 几何 性 质 同 表示 这 些 函 数 的 短 
级 数 的 开头 几 项 系 次 之 问 的 若干 联系 . 

1904 ФЕ Е. Landan ЖЕЙ ([1]): 车 函数 f (z) 在 
ЩН |z| < R 内 正则 且 不 取 值 0 和 1， 则 R 以 一 个 
КВТ we = f(0) 与 a = f'(0) 的 正常 数 为 界 、 
1905 #Е С. Carathéodory 证 明 该 定理 中 的 极 值 函数 是 
机 函数 (Inodular fnction)，Landau 5 Carathéodory 
的 这 些 结果 以 下 述 定理 的 形式 而 著称 . 

Landau -Carathtodory 定理 【Landau -Carathéodory 
theorm). Ж ` 


f(z)=actaz+-, a #0, 
在 圆 盘 1z| <А 内 正则 且 不 取 值 8 和 I, Д] 


2Imr(ao) 
la,llz (al 


此 处 + = tf4) 是 分 式 线性 变换 


R < R(a,, a,) = 


artb кс 
т cera .ad—bc=1, 


组 成 的 群 M, 的 经 典 模 函 数 k* (zt) = (O БШК 
的 一 个 分 支 ， 其 中 & 与 ад, р 5 c 是 偶数 。 
ФК) (т) 把 М, 的 基本 域 (fundamental domain ) T, : 


Бат, [ei [r 5) |> 1, е1, m+ >0} 


(T, 是 通过 给 Int 了 ,添加 边界 上 Кес 2 0 的 那 一 部 分 
而 得 到 的 ) 映射 成 整个 扩充 人 平面 使 得 (00) -0, 
4(0)=1, 4(1) = o, 对 于 д 的 每 个 值 ， 方 程 k(t) 
= 1 有 且 仅 有 一 个 解 属于 T,. Landau -Carathéodory 
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定理 中 的 请 数 сд) 可 以 理解 为 该 反 函 数 中 将 扩充 À 
平面 晓 射 成 T, 的 那个 分 支 。 

在 圆 盘 |z| < 1 内 正则 旦 不 等 二 0 如 1 的 函数 的 
例子 (= [iQ Fz)/(1 = 2)] 表明 ，Landau -Ca- 
rathéodory 定理 不 可 能 而 改善 Landau -Carathéodory 
定理 屯 涵 关于 整 函 数 不 友 的 伯 的 Picard 定理 ( Picard 
theorem ). 

Landau 找到 了 下 面 所 陈述 的 甘于 反 函 数 的 Cauchy 
定理 中 常数 ОСМ) 的 精确 值 В w = f(z) 在 
圆 盘 1z| < 1 内 正则 ，f(0) = 0, 3" (0) =1 НЯ 
盘 内 |f(z)| < М, М2 1; 则 存在 常数 DIM)， 使 
得 在 w = 0 УЮН К ?= o (w) ТЕШ |w| < 
Q (M) 内 于 则 且 在 该 圆 盘 内 |p(w)| < 1, Landau 证 
明 


Q(M)= M(M умтт )'. 


达到 这 … 界 限 的 极 值 函 数 是 
Лб) = Mz 17. М2 


М-: 
此 函数 f, (2) 也 是 Landau 的 下 述 定理 中 的 极 值 函 
数 ， 若 函数 f(z) 满足 上 面 提 到 的 条 件 ， 则 f(z) 在 
B£ |z] <p (M) ВФ, 其 中 p (M) = M — 
МР1. 

Landau 还 证 明了 共 形 映射 理论 中 的 一 系列 覆盖 定 
理 ( covering theorems)， 证 时 了 相应 的 常数 的 存在 性 
和 和 界限 .下面 给 出 其 中 的 一 个 定理 . 设 H 是 |z|<1 
内 由 条 件 f(0) =0, f' (0) = 1 所 规范 化 的 正则 函数 
f(:) 组 成 的 类 .Bloch 定理 (и Bloch 常数 (Bloch 
constant )) #8 ТРАС Landau 的 定理 : 存在 绝对 常数 


inf{ Ly : feH}=L>8, 


其 中 工 /十 圆 盘 |z| < 1 在 映射 w = f(z) 下 的 象 所 完 
е U w 平面 中 最 大 圆 盘 的 半径 ，B 是 Bloch Ж 
Ж. 常数 L 称 为 Landau 常数 ( Landau constant). tš 
知 工 有 如 于 界限 { 见 [5]， [sg]): 1/2 <L <0,55. 

从 这 一 定理 再 次 推出 Picard 定理 . 
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【 补 注 了 月 前 (1989 ) 已 知 Landau ЖЖ L 满足 
+ <L< теше = 0.5432588…. 

上 界 是 半 个 世纪 前 由 К. Robinson 得 到 的 ，H. Кафе - 

macher ([ A1]) 又 独立 得 到 此 结果 关于 这 些 结果 及 其 

有 关 问 题 的 更 详细 的 信息 见 [A2] . 
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Tangevin 方程 [Langevin equation ; Ландевина уравненне ] 
【 补 注 】 1908 年 P. Langevint | А1]) 提出 下 面 的 方程 用 
以 描述 Brown 运动 《悬浮 在 菠 体 中 前 小 粉尘 粒子 的 不 
规则 振动 ) 的 自然 现象: 


900 pd +L), (A) 


此 处 v(7) 表示 在 时 刻 t Brown 粒子 淮 一 个 坐标 轴 的 束 
Ж, ү > ОЕСР К, 而 L (r) 
是 假定 的 “Langevin JJ” ( Langevin force) ,代表 因 组 
成 液体 的 分 子 的 热 运动 而 产生 的 压力 起 优 . 假定 
Langevin 力 具 有 性 质 : 


E(L(1) =0  E(L(uL(s))=D:6(t—s). 


Langevin 方程 ( A1) 导出 下 述 关 于 在 速度 轴 上 概率 密 
度 的 扩散 方程 { 或 “Fokker - Planck” 方 程 ) ( 见 扩散 
方程 ( diffusion eguation)) : 


+ D р, (0) (АВ) 
дг дь 2 дг 


方程 (Al) 和 (A2) 对 1905 4 А. Einstcin 给 出 的 
Brown 运动 现象 描述 提供 了 概念 上 和 定量 上 的 改进 . 
对 Brown 运动 的 定量 认识 在 分 子 理论 为 学 术 界 接受 这 


件 事 上 起 着 很 大 作用 .两 个 观测 常数 y 和 D 之 间 的 
数量 关系 ， 即 D=2ykT/M (其 中 了 是 温度，M 是 
粒子 的 质量 ) ， 给 出 六 Bottzmann 常数 k 并 从 而 给 
出 Avogadro 数 的 第 一 个 估计 - 
Langevin 方程 可 以 看 作 第 一 个 随机 微分 方程 
《Stochastic differentia) equation ). 现今 它 可 以 写成 
аъ(0) = 一 ?7p(Ddt+Daw(D， 


其 中 w (t) 是 Wiener 过 程 (Wiener process )， 也 可 以 
含糊 地 称 为 “Brown 运动 ”. Langevin 方程 的 解 是 一 个 
Марков 过 程 (Markov process ) ,首先 由 О.Е .Ubjenbeck 
和 工 .S.Onstein 在 1930 年 ([A2]) 予 以 描述 ( 亦 见 
Omstein - Uhlenbeck 过 程 (Ormstein -Uhlenbeck process )). 

Langevin 方程 是 一 个 直观 性 方程 用 Hamilton 机 
制 为 它 建立 一 个 牛 固 基础 的 任务 尚未 彻底 完成 . G W. 
Forol, M .Kac 和 卫 .Mazur([A3]) 在 这 方面 取得 了 
重要 的 进展 .他们 指出 ，Uhienbeck 和 Omstein 的 过 程 
可 以 通过 把 Brown 粒子 同 无 穷 个 处 于 专 平 衡 状 态 下 的 
ЖЕРЕБЕ АЕ А ЖОЕЛ. 

最 近 一 些 年 ,出现 了 Langevin 方程 的 量子 力学 蛮 
形 . 它们 可 分 为 两 类 : -- 类 产生 Марков 过 程 ; 一 类 
满足 热平衡 条 件 .前 者 大 著名 的 “量子 随机 微分 方 
ЖЯ” ([А4]) ,后 者 称 为 "量子 Langevin 方程 ([А5]). 
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Taplace -Beltrami 方程 [Laplace- Вейтапі eqmtion; Лап- 
ласа-Бельтрамн уравненне ], Bcltrami 方程 [Beltrami 
equation) ` 
ЖК ЕРЙ u BJ Laplace 方程 在 任意 二 维 C: Rie- 
mann ЁЁ ЕЙТ. ШШ АЖ ЖЕ д, Ж 
第 一 基本 形式 (first fundamental form) 
4з%= ЕД +2Расар+Сар 


时 ，Laplace-Beltrami 方 程 形 如 
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Au 


[a МЕС-Е! 


ёш рди 


а [Tor Sor 6 
| ЕС Р? ө 


3 E=G, F=0 时 ， 即 { п) R E 2 8383688 Бобюг- 
mal coordinates) BJ, 27 Ж (*) BË 38 8 T Laplace 方程 . 
Laplace -Beltram 方程 是 EE. Beltrami 在 1864—1865 引 人 
的 { 见 [1]) . 

(+) 式 左 方 再 除 以 V EG 一 F? 则 称 为 第 二 Beltrami 
微分 参数 second Beltrami diffzrentia] parameter) . 
` ` Iaplace -Beltrami 方程 的 正则 解 ЕҢ ЖП КИНЕ 
广 ， 常 称 为 曲面 R 上 的 调和 西数 Qarmonic function) . 
这 些 解 和 通常 的 调和 阔 数 一 样 的 物理 解释 ， 例 如 作 
为 曲面 中 上 的 不 可 压缩 流体 流 的 速度 势 ， 苞 作为 R 上 
的 静电 场 的 势 等 等 .曲面 上 的 调和 函数 保留 了 通常 调 
和 函数 的 许多 性 质 .Dirichiet 原理 (Dirichlet principle) 
的 推广 对 它们 也 适用 : 在 区 域 GcR 上 的 CAO)NC(G) 
类 函数 且 在 边界 36 上 与 调和 函数 veC{(G) 之 值 相同 
аан, v 使 以 下 的 Dirichiet 积分 (Dirichlet integra) 


ди ди 
Fe -Ge 1 
[лет | 


ро)=[{ Vr VEG— F° dš dn 
达到 最 小 值 ， 这 里 
Ov д; ду ду\ 
(9 728 у р «(@) 
EG—F°` 
是 第 一 Beltrami 微分 参数 (fist Beltrami differential 
parameter) ， 它 是 梯度 平方 ga u 对 曲面 上 的 函数 的 扒 


广 


i 


关于 Laplace -Beltrami 方程 对 高 维 Riemann 流 形 
的 推广 ， 见 Iaplace W + ( Laplace operator) 、 
参考 文献 
[1] Beltzami, E., Richerche di analisi applicata alla Beome- 
tra, in Opene Matematiche, Vol. 1 , Milano, 1902, 107— 
198 
[2] Schiifer, М. and Spencer, D. C., Functionals of finite 
Riemann эшсез, Princeton Univ, Press, 1954. 
Е. Д.Соломенцев, E. В.Шнкин # ЖЖ 


Laplace 分 布 [ Laplace distribution ; Лапласа распреде - 
ленне | 
一 种 连续 概率 分 布 ， 其 密度 为 
(х) = ретт", — о <х <, 
其 中 有 (- орсо) ЖЕ, 而 x>0 为 
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尺度 参数 ， Laplace 分 布 的 密度 关于 点 x = B 为 对 
称 ， 且 此 密度 的 导数 在 x= 8 处 有 一 不 连续 点 . 4 £ 
数 4 与 B 的 Laplace 分 布 的 特征 函数 是 

Laplace 分 布 有 有 穷 的 任意 阶 矩 .特别 地 ， 它 的 数学 期 
望 (mathematica] expectation) 为 有 ， 方 差 ( 见 方差 
(dispersion )) 3) 2/02. 

Laplace 分 布 首先 几 P，Laplace {[1]) 引进 ， 且 
常 称 之 为 “第 一 Laplace # (first Laplace law ) ” , 
相对 于 "第 二 Laplace 律 (second Laplace шн)”, Ж 
有 时 用 来 称呼 正 态 分 布 ( normal distribution ) .Laplace 
分 布 又 称 为 双边 指数 分 布 (two -sided exponential distri- 
bution ) ， 那 是 由 于 如 果 X, 与 X, 是 有 密度 为 ee s 
(x > 0) 的 相同 指数 分 布 (exponential dstribution ) 的 
独立 随机 变节 ， 则 随机 变 基 


月 十 发 X; 
的 分 布 重合 于 Laplace 分 布 . ВЛЕ e "l /2 的 Lap- 


lace 分 布 与 密度 为 1 (x(1+x?)) 的 Cuxhy 分 布 
【Cauchy distribution) 以 下 述 方式 相互 联系 ; 


а {очае 
2 {е х= тутт 
B 
дф 1 КИ 
z Í e I+ di= e 
өзи 
[1] Laplace, Р. S., Théorie analytique des pmobabhtig， 
Paris, 1812. 


[2] Еейег. W ., An introduction to probability theory and 
йз applications , 2, Wiley , 1971. 
A. В. Прохоров # 
[ 补 注 ] 


参考 文献 
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Таріасе 方程 [Laplace еўпайоп; Лапласа уравнение ] 


如 下 形式 的 齐 次 偏 微分 方程 
| ， 
КЕР O 


ВФ а= а(х) = w{xi,…,x,) 是 n 个 实 变 元 的 函数 . 
Тарас 方程 的 左边 称 为 作用 于 u 的 Laplace N f 
(Laplace operator), 在 Evclid 空间 R"(n 2 2) 的 某 个 
区 域 D 里 ，Laplace 方程 的 C” 类 正则 和 拥 ， 即 在 DD 里 
有 直到 二 阶 的 连续 偏 导 数 的 解 ， 称 为 D ненай 
( harmonic function). Laplaoe 方程 是 二 阶 椭圆 型 偏 被 


分 方程 的 主要 代表 ， 对 解 梢 加 方程 前边 值 问 题 ， 其 基 
本 方法 已 经 和 仍 在 发 展 ( 见 实 回 方程 边 值 问题 (boun- 
шу vali: problem, elliptic equations )). 

令 ， 是 已 里 一 个 位 势 向 量 场 (potential vctor 
field)， 即 y= —gadu, Ж а их xs) 是 位 
ГИ 

Ан = divgrad u = —divv, 

Laplace BB DE У 6, КЕРБЕНДЕН 
源泉 的 区 域 D 里 满足 Laplace 方程 ， 例 如 ， 万 有 引力 
场 的 引力 位 势 在 没有 吸引 质量 的 区 域 里 ， 关 电 场 的 位 
势 在 没有 电荷 的 民 域 里 ， 等 等 ， 部 满足 Laplace 方程 . 
这 样 ，Laplaoe ЎЛА НЕА ЦЕ. БУЙ, 
点 看 ，Laplace 方程 的 形式 (1) 是 选取 Descartes 直角 
坐标 系 得 到 的 ; 在 其 他 坐标 系 ，Laplace 算 子 和 Lap- 
lace 方程 取 不 同形 式 . 在 这 个 场 存 在 源泉 的 地 方 ，{ 1) 
的 右边 是 一 个 同 涉 泉 的 客 度 咸 比例 前 函数， 而 Laplacs 
方程 变 成 Poisson 方程 (Poisson equation). Laplace Jy 
程 也 出 现在 许多 其 他 的 ， 研 究 稳定 场 的 数学 物理 问题 
中 ， 例 如 稳定 将 度 分 布 的 研究 ， 般 弹性 理 沦 的 问题 ， 等 
等 . 

对 Laplace 方程 ， 下 述 位 势 论 的 边 值 问题 是 主要 
的 ; 1)Diridaet 问题 (Dirichkt probkem), 或 者 第 一 
值 问题 《fist boundary value problem )， 即 寻 
调和 商 数 ， 使 得 它 取 给 定 在 区 域 的 边界 ор 上 的 连续 
值 ; 2) Neumam 问题 (< Neumann problem)， 或 者 第 
二 边 值 问题 (second boundary value problem)， 寺 求 一 
ABRE u， 使 得 它 的 法 向 导数 ди/ дп 到 给 定 在 
ар 上 的 连续 值 ，3 ) 混合 问题 mixed problem ) ,寻求 
一 个 调和 丽 数 u 使 得 在 边界 上 满足 线性 关系 


абу) 2800 + гууну) = вэ). 
yeaD, a(y) #0. 


fe n= 2 的 情况 下 ，Laplace 方程 与 单个 复 变 元 
Z= x, + ix, 的 解析 函数 论 有 紧密 联系 ， 事 实 上 ， 解 
桥 函数 的 实 部 与 虚 部 是 共 思 调和 函数 conjugate har- 
пюпк functions ). 

Laplace 方程 最 早出 现在 1.. Euler 和 J. d° Alem- 
bert ( 见 [1], [2]) 的 涉及 流体 力学 问题 及 初次 研究 单 
复 变 函数 的 论文 中 . 但 它 普 沈 为 人 所 知 ， 是 在 P.S. 
Laplace 的 关于 引力 位 势 和 天 体力 学 时 论 的 论文 发 表 之 
а (0.131, [4]). 

方程 (1) 有 寺 称 为 标量 Laplaoe 方程 (scalar Lap- 
lace equation), 以 区 别 于 向 量 Тарасе 方程 (vector 
Laplace equation ) ` ` 


AY = рай div y — rot rotv = 0. (2) 


例如 ， 在 В" ME Descartes Ë fB ЕУ КАВ 
Уи iv,e,， 这 时 向 量 Laplace 方程 (2 ) 等 价 子 三 个 标 
Ë Laplace 方程 Ло, = 0, 0 =u (xi, X, ху}, i= 1, 
2.3. 在 其 他 坐标 系 路 ， 向 最 Laplace 方程 等 价 于 向 量 
场 v 的 分 服 的 三 个 二 阶 偏 微分 方程 钓 方程 组 ， 这 些 方 
程 通 过 对 相应 坐标 的 分 量 分 析 运 算 之 后 ， 从 〈2 ) 得 到 
‹(%[7)). 
参考 文 南 
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E Д. Conouemes jJ 
【 补 注 】 区 域 D 里 Laplace 方程 的 解 有 值得 注意 的 性 
ж. 例如 ， 它 们 在 p 里 解析 ， 其 各 阶 导数 可 以 用 与 D 
的 边界 的 距离 估计 ; 它们 满足 平均 值 定 理 ， 弱 和 强 最 
ЖЕ ( maximum principle ), 关于 在 绝对 极端 边界 
点 附近 行为 的 Hopf 引 理 ，Hamack 不 等 式 (Hamack 
inequality ) ，Hamack 定理 ( Нагзаск theorem )，Dirichjet 
变 分 原理 ( 见 Dirichlet 变 分 问题 Dirichlet variational 
problem ))， 等 等 . 

[A2] 引 进 一 个 保守 场 表 示 成 一 个 函 教 的 棋 度 (gra- 
«епі). [3] НАВ Я Laplaoe 方程 . [A3] 引信 
直角 坐标 的 Laplace 方程 ， [Al] 包含 曲线 坐标 的 Lap- 
lace 方程 的 系统 论述 . 
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Гарасе 方程 ， 数 值 方法 [Laplace equatim, manerical 
пефоф; Лапласа уравнение, численные методы ре. 
шення ] 

用 一 个 含有 有 限 数目 N 的 未 知县 的 离散 问题 去 替 
代 原 来 的 边 值 问 题 的 方法 ， 使 得 若 人 们 在 适当 精度 下 
找到 此 离散 问题 的 解 ， 则 人 们 就 能 在 给 定 的 精度 下 
确定 原来 问题 的 解 ， 此 处 N SAT е, B35 e 一 0 
АТ». 

对 # 个 空间 变量 x= (х, “' 
方程 CLaplace equation ) 有 形式 

ли) = £ 809. 0, 


ха), Тарасе 


它 是 齐 次 的 Poisson 方程 (Peison equation). Тарасе 
方程 的 边 值 问 题 是 Poisson 方程 及 更 一 般 椭 贺 型 方程 
的 边 值 问题 ( 见 [1] ) 的 特殊 情形 ， 并 且 解 精 圆 型 方程 
边 值 问题 的 数值 方法 (m [1], [2]) 包 含 了 许多 对 
Laplace 方程 的 数值 方法 . Laplace 方程 的 特别 的 特性 
使 有 可 能 构造 及 使 用 那样 一 些 方法 ， 使 得 那些 方法 在 
本 质 上 比 关于 较 一 般 方程 的 方法 有 较 好 的 特性 ， 虽 然 
在 实践 中 人 们 宁愿 简化 在 计算 机 上 所 用 的 一 般 方法 ， 
而 不 考 瞄 上 述 的 可 能 性 . 

椭 六 型 方程 的 主要 的 数值 方法 是 : 投影 网 格 法 
( 有限 元 方法 ) 和 差分 方法 ， 这 两 类 方法 均 与 下 面 事 
实 相 联系 ， 用 含有 N 个 网 格 结 点 的 网 格 区 域 Qw 去 近 
但 原来 的 区 域 Q ， 且 构造 一 个 关于 这 些 结 点 上 函数 值 
的 代数 方程 组 

Ги fs. (s) 

投影 网 格 法 是 变 分 和 投影 方法 的 特殊 情形 . 在 此 
方法 中 ， 人 们 用 对 所 考虑 的 函数 空间 进行 逼近 的 思 
想 ， 这 个 空间 应 包含 原 问 题 的 解 ， 而 这 里 的 通 近 是 
用 带 有 给 定 的 蕉 函数 的 某 些 特定 的 有 限 维 子 空间 来 实 
现 的 . 还 有 ， 在 此 方法 中 , 组 (+) 的 向 量 uú, 出 所 要 
求 的 解 关于 所 取 的 基 作 近 包 后 的 展开 式 中 的 系数 组 
成 . 假定 在 平面 的 有 界 区域 Q 内 原 问题 的 解 有 形式 


һ 
u(x)= 2 CX (x) + и,(х). 


此 中 мох) ИСО) (m >0), W!*"(Q) 是 Co- 
болев 55], ЭХ х, (х)Є И: (0) 是 被 规定 了 的 ， 且 
B T RAM u (x) 的 浙 近 性 态 ( 这 些 奇 点 如 像 
边界 的 角 点 以 及 边界 条 件 类 型 发 生变 化 处 的 点 )， 对 
一 些 类 型 的 区 域 O 和 混合 边 值 问题 ， 这 些 方法 就 有 可 
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ВЕ. 例如 ， 在 ИСО) 中 于 а 精度 内 去 找 解 u(x) R 
使 得 算术 运算 在 O (z Un? ) 精度 内 ， 侧 卫 在 大 最 
较 特 殊 情况 下 使 其 计算 工作 的 估计 低 于 O(e "Hne |) 
和 Ofe Un) 

在 差分 方法 中 人 们 通常 以 一 个 或 另 一 个 方式 用 差 
分 去 近似 导数 ， 日 组 (<) 中 向 量 出 这 样 一 些 分 量 组 
成 ， 这 些 分 量 近似 该 解 在 网 格 О, 的 结 点 处 的 值 F 
述 方法 的 特性 已 广 泛 地 用 于 研究 平面 上 有 界 区 域 Q 内 
的 边 值 问 题 ， 例 如 ， 对 Dirichlet 条 件 U|, (8), 
此 处 工 是 Q 的 边界 且 pfs) 充分 光滑 .考虑 到 当 离 
JE T 时 Тарасе 方程 解 的 可 微 性 质 将 发 生 改 进 ， 在 此 
基础 上 ， 人 们 能 用 一 种 方法 构造 组 (*) ， 使 得 数目 N 
与 数 N, 有 同样 的 阶 数 ， 此 处 NN. 是 r 上 在 精度 为 
内 规定 ф(х) 的 点 的 个 数 ， 且 在 此 同样 精确 度 е 内 可 
找到 a, 使 之 算术 运算 的 精度 在 ОМ, шу) 内 . 
这 样 就 有 可 能 用 有 限 次 运算 在 严格 的 内 部 子 区 域内 任 
一 固定 点 处 ， 在 精度 内 得 到 不 问 题 的 解 ([4]). 这 
种 次 型 前 方法 是 渐 近 地 最 佳 的 ; 例如， 在 此 情形 中 ， 
当 人 人 使 用 一 个 较 简 单 的 方法 ， 即 用 -- 个 直角 网 格 使 
得 该 网 格 有 精度 O CN)， 册 为 了 找 精度 在 а 内 的 
tw， 其 所 要 求 的 运算 次 数 是 ОСМ мер) (N % N: 
(m [4])). 关于 Laplaee 方程 ， 岗 格 方法 中 误差 估计 
已 较 详细 地 研究 了 ( 见 [4], [51); 车 在 r 上 有 奇 
点 ， 则 在 紧 尝 这 些 点 的 网 格 建议 用 一 个 特别 的 结构 
{ 见 [5]) ， 人 们 经 常用 那 痒 一 种 盖 分 方法 ， 这 种 方法 
基于 对 Laplace 方程 的 某 些 积分 特性 的 近似 {16]). 

相当 偶然 地 ， 人 们 可 使 用 配置 法 、 在 此 方法 中 ， 
组 {* ) 作为 在 网 稳 的 结 必 处 被 满 上 内 的 诛 娘 方程 的 结果 
而 得 到 ， 并 假定 了 原 问 题解 的 近似 症 在 某 有 限 维 了 了 空 
间 内 ， 解 Laplace 方程 边 值 问题 的 另 一 美 特殊 的 数值 
方法 是 基于 将 这 些 问题 化 为 奇异 积分 方程 以 及 基于 用 
数值 方法 解 积分 方程 后 成 的 解 ([7], [8]) 
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Laplace 积分 [Laplace integral; Лапласа интеграл ] 
1) 如 下 形式 的 积分 : 


[ое "а= (р), 


它 定义 了 实 变量 t(0 <t <o) 的 函数 f(t) 的 积分 
Iaplace 变换 {Laplace transfonrm )， 给 出 了 一 个 复 变量 
р 的 函数 Р(р). P. арыс 在 18 жж 19 世纪 
审 考 虑 了 这 个 积分 ; 工 , Euler 存 1737 年 兽 应 用 过 . 

2) ЕРА о, 8 > 0 的 两 个 特殊 的 定 积分 ; 


еш a= y, 
>< 


а? + x 


[н 4х x= Же". 


Т! 
В. И. Битюцков # 
[ 补 注 ] 
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+ Jntegral trans- 


нљ ш 


Taplace 法 [Laplace тейой; Лапласа метод], #26 
估计 的 
АЙТ Laplace 积分 
во) = | (oOeseax а) 
当 0<i = +00 ШТ БГУ. МР Q = [а,Ь] 
是 一 有 限 区 间 。 S Н, / 为 复 值 函数 ，$ 和 
f #{ xe Q НЛ. F(A) 的 渐 近 性 态 指 的 是 来 自 
ARA max. a S(x) 所 达到 的 那些 点 的 贡献 之 和 ， 如 
ваша аго. 
1 如 果 最 大 值 在 x=a 处 达到 且 5а) #0, M| 
积分 (1) 的 渐 近 性 态 中 来 自 点 a 的 页 献 Р, (Д) 为 
=  J(a)j+O(4 7) эңе) 
Р. Кана, 
2) 如 果 最 大 信和 在 区 和 间 О 的 某 个 内 点 x* 处 达到 ， 
且 5(x*)z0 ， 则 其 贡献 为 


tN еу МОНОС ee, 


该 公式 是 P,S Парис 在 [1] 中 得 到 的 ， f(x) 和 
S'(x) 在 S 的 最 大 值 点 人 处 具有 有 限 罩 数 的 举 点 的 情形 
已 有 全 面 的 研究 ， 相 应 的 渐 近 展 式 也 已 得 到 ( 见 [2] 一 
[8]) . Laplace 方法 还 可 以 推广 到 复 平面 中 Q 为 复 围 线 
的 情形 ( 见 边 点 法 {saddje point method) , 

ФО 为 R) 中 的 有 界 区 域 并 假设 S(x) Е 0 的 
闭 包 中 的 最 大 值 仅 在 内 点 х0 处 达到 ， 这 里 <° 是 S 的 
一 个 砷 退化 驻 点 ， 则 


F(2)=[2E аву CHL) + 


0 C0 Jew . 
ТЕРЕК, Рд) 的 渐 近 展开 也 已 被 得 到 . 以 上 
纵 出 的 所 有 公式 对 |i| — op авд $ 一 5 的 复 
АЛ. Рд) 对 参数 4 的 依赖 关系 


F Q= Í ax a es Dax 
па) 
变 得 较为 复杂 时 ， 还 有 一 些 修 正 的 Laplaoe 方法 (Ж. 
[4], [8]) 
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Тарасе 算 于 [Тарасе operator 或 Laplacian; Лапласа 
оператор] 


нда 


二 + (CD 


所 定义 的 及 ”内 的 微分 算 子 以 及 它 的 某 些 推广 (此 处 
хус, X, 是 R° 中 的 坐标 )，Laplace 算 子 (1) 是 
最 简单 的 一 阶 椭圆 型 微分 算 子 ， Laplace 算 子 在 数学 分 
析 ， 数 学 物理 以 及 几何 学 中 起 着 重要 作用 ; п, 
Тарасе 方程 (Laplace equation ); Iapiace -Beltrami 方 
程 (Laplace - Beltrami equation )， 调 和 函数 {harmonic 
function); 调和 形式 {harmonic ит). 5 М 是 一 
Л п 维 具 度量 


45% = gudx'dxi, g, = gy (2) 


的 Riemam Ж ( Riemannian manifoki), 1971 ЖОЕ 
阵 По Т ШИЕ, у= det la, l, РЕА Riemann 
度量 《2) М 上 的 Laplace 算 子 (或 Laplace-Belt- 
таш ЖТ) 有 形式 
1 д у 2. 
м у [у], ® 
此 中 (x'，…, X°) E 好 上 的 局 部 华 标 ，( 算 子 
(1) 与 具 标 准 Eucld 度量 ds?= (ах!) 
{dx")? 的 В” 上 的 Laplace 算 于 相差 一 个 符号 ) . 
算 子 (3) 的 一 个 推广 是 在 微分 形式 (differential 
form) 上 的 Laplace 算 子 ， 即 在 М 上 外 微分 形式 空 
间 内 ，Laplace 算 子 有 形式 
A=(d+d } = dd +47, (4) 
此 中 4 是 一 形式 的 外 微分 的 算 子 ， 且 47 是 形式 地 伴 
Mer 4 的 算 疗 ， 它 借助 于 在 紧 支 集 的 光 少 形式 上 取 下 
述 内 积 而 定义 ; 
а фел, (5) 
此 处 * 是 由 度量 (2) 诱导 的 Hode ES g T, Б 
将 一 个 p 形式 变 成 一 个 (n р) 形式 ,在 (5) 中 形 
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式 o 和 及 假定 大 实 的 ;关于 复 形式 ， 人 们 必须 用 内 
积 15) 的 Hermite 推广 ЖР (4) 在 0 形式 【 即 函 
数 】 上 的 限制 规定 为 (3) . 关于 p 形式 (p>0 任意 
整数 ) 的 情形 ， 在 局 部 坐标 下 Laplace 算 子 能 写成 如 
下 形式 : 


Аба dx" A A dx") = 


= уа, „Хада L + 


+2 Z (1) Аа L 1 ,| x 
x dx" А oA dx", 
此 中 у* у, 是 关于 x' 的 共 变 导数 ( covariant deri - 
хабе), К: 是 曲率 张 量 (curature tensor)， 且 
к=, Восі ЕШ (Ricci tensor ) 
假定 给 定 任 一 椭圆 复 形 


TB ) ® г(Е) 6 (E...) » 
(6) 


此 处 E, 是 M 上 的 实 或 复 向 量 从 ，[ {EE,) 是 它们 的 
光滑 截 口 所 成 的 空间 ， 在 等 一 向 量具 ,上 引入 一 个 
Hermite 度量 ， 且 用 任意 方法 规定 M БЖ, 
人 们 能 在 E, 的 具有 紧 支 集 的 光滑 蕉 口 空间 内 定义 一 
个 Hermite 内 积 . 于 是 形式 地 伴随 于 算 子 d 的 算 子 4" 
可 定义 了 ,这 样 ， 按 公式 (3) 就 在 每 个 空间 Г(Е,) 
ЗЯ Тарасе 算 子 (4) . 若 对 复 形 (6) 取 de Rham 
复 形 ， 则 用 一 种 自然 的 选取 方法 选取 p 形式 上 的 度量 
及 体积 元 素 ， 它 们 由 度量 (2) 诱导 而 来 ， 于 是 de 
Rham 复 形 的 Lapiace 算 子 就 可 得 到 如 上 描述 的 在 形 
式 上 的 Laplace 算 子 . 

在 一 复 流 形 M F. 连同 de Rham 复 形 一 起 ， 同 
样 存在 椭圆 复 形 


-AAA 
. Адна две Pana ү. (8) 


HOB A” Ë M L (p, а) 型 光滑 形式 所 成 的 空间 . 
在 M 上 切 从 内 引入 Непойс 结构 。 人 们 能 构造 ae 
Rham 复 形 的 Laplace 算 子 (4) 以 及 复 形 (7) 和 
(8) 的 Laplace ЖР: 


些 处 每 一 个 算 子 将 空间 A?… 变 到 它 本 自 中 . 若 M 
是 一 个 Kšhler 流 形 (Kahler manifold), Н M 上 的 
Henmite 结构 由 Kihler 度量 (Kabhicr metric) 诱导 而 
得 ， 则 


л=20=20. 
确立 椭圆 复 形 的 Laplace 算 子 的 作用 的 一 个 更 要 
事实 是 在 一 紧 流 形 M 情形 下 正 交 We 分 解 (ortho- 
ропа] Wey decomposition ) 
r(E,)=4(r(E,.))@í'(E)@ 4'(Е,,,) 
(9) 


的 存在 性 ， 在 此 分 解 中 9 ?{E)= Кегд |... НА A 
是 复 形 (6) № Тарасе 算 子 ， 所 以 加 ?(E) 是 ,的 
“调和 7 截 口 所 成 的 空间 (在 de Rham 复 形 情形 ， 它 
是 所 有 p 次 调和 形式 的 空间 ) (9) 式 右 谢 最 前 面 两 
项 的 直 和 等 于 Kerdl .4s,)， 而 最 后 两 项 的 直 和 重合 于 
Ker 4d"| „„. 特别 地 ， 分 解 式 (9) 给 出 了 在 项 Г(Е,) 
中 复 形 (6) 的 上 同调 空间 和 词 和 载 口 空间 жЕ) 之 
间 的 司 构 ， 
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ШЕР Ф 也 是 一 个 具 内 积 (，》> 的 有 限 维 向 量 空 
则 ， 且 设 在 У 上 给 定 了 定向 ( orentation ) ， 在 给 定 的 
定向 类 中 选取 V 的 一 个 规范 正 交 革 (e，…，eu) ， 
则 由 


+G A Ле) = же A Ле, 


定义 了 Hodge + ЖЕЕ (Hodge + operator) (Hodge 
旺 导 算 子 (Hodge star operator), 98 (star ope - 
тог )) 


ж: АРИ Л Py 


жЕ { сз, р, 75 a 122, 2. n), E 
负 号 之 透 取 依赖 于 (1,55 н) 的 置换 (уа ,J ， 
…， J-p) 是 偶 还 古奇 的 . 


e AA е, (< <i <n) WR T AV 
的 规范 正 交 基 ， 由 它 定 义 八 ?VY 上 的 一 个 内 积 ， 称 此 
内 积 是 由 У 的 内 积 诱导 而 得 ， 令 vol 是 由 所 选取 的 
定向 所 确定 的 体积 形式 (volume jorm)， 则 (用 线性 
性 质 推广 * BJA ? 中 所 有 元 窜 上 ) 对 所 有 а, pe 
АУ, # 

«А* B= а, йумо. 

在 一 定向 的 Riman Ж# M 上 的 Hodge + Ж 

fr] M 上 p 形式 ФЕ УЮ 


(эф) (х) = < (ф(х)) 


也 一 点 ЗАНАР 


Ф E E (E) #3 А n 的 复 向 量 空间 ，E' 是 其 
上 的 2n 维 实 向 量 空 间 . & йй E 上 的 Hermite 内 
积 ， 则 连结 h 的 基本 2 形式 (fundamental 2-fomm) 
n= 一 (Im 有 )/2 提供 了 EU 上 一 个 内 积 ， 且 Q" 给 出 
了 一 个 定向 . 在 此 情形 下 ，Hodge + 算 千 可 相对 于 此 
内 积 及 此 定向 而 定义 . 它 就 再 一 次 被 逐 点 推广 到 具 
Hermite 度量 的 复 流 形 上 前 形 式 ， 

Riemann 度量 g 的 Laplace 算 子 同样 可 定义 为 下 
述 的 实 对 称 二 阶 线性 偏 微分 算 子 ， 此 算 子 零 化 常数 洱 
数 ， 且 其 主 象征 〔【 见 算 子 的 象征 (symbol of ал opera - 
tor)) 等 于 一 个 对 偶 于 9 的 余 切 从 上 的 二 次 型 . 
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Тарасе 序列 [Laplace seqnence ;Лапласа последовате- 
льность] 
三 维 射 影 《 仿 射 、Eudid ) 空间 中 的 一 种 线 汇 序 
э, JC N АН $ 65 #k T dh — B E ( Së 69 ЖШ 
面 ) ЕЗЕНШЕ ( conjugate net) 的 两 族 曲线 的 切线 所 组 
成 . Laplace 序列 的 两 个 相 邻 线 汇 中 的 每 一 个 称 为 另 一 
个 的 Laplace 变换 { Laplace transform) ( 见 Тарасе 变 
Ж (几何 学 中 的 )( Laplace transformation (їп geome - 
try))). Laplace 方程 的 解析 变换 与 从 一 线 汇 的 一 个 焦 曲 
面 测 另 一 个 焦 曲 面 的 几何 变换 相 联系 { 见 [1 ]). 对 于 每 
个 线 汇 Laplace 序列 都 有 伴随 的 焦 贡 面 Laplace 序列 
(®[2]). nr 维 射 影 空间 P, 中 奇异 射影 型 的 р 维 
Сапап 流 形 的 Laplace 序列 《 见 [3]) 已 被 推广 到 Р, 
中 任何 p ЮВ. ( 见 [4]). 
参考 文献 
[1) Darboux, G , Legons sur la théore ginérale des sur: 
faces, 2, Chelsea , reprint , 1972. 
[2] Фаниксв, С. П., Теория конгруэнций, М.-Л.,]950, 
[3] Chem,S.S.,Laplace transforms of а class of higher- 
dimensional varieties іп а projective space of п dimen- 
sions , Proe . Nat . Acad .Sa .US4 , 30 1904), 95 — 97 
[4] Смирнов,Р.В., € Докл. АН СССР}, 7 ( 190), 
3, 437 — 439. В.Т.Базыюв Ж OR Ж 


Laplace 定理 [Lapiace theorem ; Лапласа теорема] 

]) 关于 行列 式 的 Laplace 定理 一 一 见 余 因 子 
《cofactor ) , 

2) 关于 用 正 态 分 布 届 近 -项 分 布 的 Laplace 定 
最 初 形式 : 如果 5, Ë n 次 Bemouli А (Bernouli 
trials ) 中“ 成功” 的 次 数 ， 卫 成 功 的 概率 为 p(0 < p< 
1), 那么 当 n 一 0 时 ， 对 任意 实数 x, 5 х, (х, < 
х1), 
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5. тир 


ДЕ 7012 D 
成 立 ， 其 中 


{x1) 
(+) 


з} = ф{х,)— 


Ф(х)= = Í Эт 
Жанира. 

局 部 Laplace 定理 (Jocal Laplace theorem ) 有 其 
独立 的 意义 :对 于 概率 


Р{з,=т}-{ң jea —ру'",0б=т<п, 


m 为 整数 ， 
-=-- 一 
PT @(x)(1+s,) 
成 立 ， 其 中 
90) уе" 


是 标准 正 态 分 布 的 密度 ， 且 当 n 一 co 时 ， 对 于 所 有 
# х= (и пр) реГ p) 属于 某 个 有 穷 区 间 
的 mm， 一 致 地 有 6， 一 0. 

此 定理 的 一 般 形式 是 由 P.S. Laplace ([1]) 证 
明 的 . Laplace 定理 的 p = 1/2 的 特殊 情形 ， 则 是 出 
А. de Мом ([2]) 加 以 研究 的 ， 所 以 Laplace 定理 
有 时 又 称 为 de Moivre -Laplace 定理 (de Moivte -Lap - 
lace theorem ) , 7 

对 于 Laplace 定理 的 实际 应 用 ， 获 得 一 个 在 使 用 
近似 公式 时 所 产生 误差 的 估算 是 重要 的 . 一 个 (与 [1} 
比较 而 言 ) 较 精确 的 渐 近 公式 是 

—np + 0.5 
Р{5,<у}=о| 2222252 | к.) 
ЖФА R,(y)， 对 所 有 实数 у 一 致 地 有 阶 О(1/ 
Vn )， 对 于 用 正春 分 布 (normal distibution ) 一 
近 二 项 分 布 (binomiai distribution) ， 更 有 用 的 是 Я. 
Успенский (1937) 的 公式 : 车 go = /np(1- р), 
则 对 任意 y, 和 y,, 


—np+0. 
Ров, уре k = “5 |. 


-中 у,—пр+0.$ | y, np t 0.5 Е 
© ° 


其 中 
жоу = 1222 (1-0), 
Вя] @25, 
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1А1< (0.13+ 0.1811 ~ 2р) ее, 
МТО ЭЙЕ ЙОН НЕ. С. Н. Бернштейн 


(1943) 与 W. Feller (1945) 还 提出 了 其 他 公式 . 
参考 文 南 
[1] Laplace, P. 8.. Théorie analytique des probabihtés, 
Pans 1812. 


12] Moivre, А. de, Misoellanea analytica de seriebus et 
quadratus , London, 1730. 

[3] Прохоров, Ю В., Розанов, Ю. А., Теория se - 
роятностей, 2 изд., М., 1973( 英 译 本 ， Ptokhorov , 
Yu, V., Razanov， Yu. A,, Probability theory, Spr- 
inger , 1969) 

[4] Faller , W ., Оп the normal approumaton to the bino - 
mi) distribution Аял. Math. Staist.. 16 (1945). 
39—39. 

{5] Feller, W., An introduction to probability theory and 
its applications. 1, Уу, 1968 { tP iW k: W. # 
3. ， 慨 率 论 及 其 应 用 ， 科 学 出 版 村 1979) 

А В. Прохоров Ë 
【 补 注 】 ЖЕЛЕ ШИКЕ R E 800044 
论 ， 见 [Ai . 
参考 文献 
ГАІ] Petrov, V. У., Sums of independent random vari- 
ables , Springer , 1975 ( ЖАХ). 潘 一 民 ж 


Тарасе 变换 [Laplace transform; Лапласа преобразо - 
ванне ] 


广义 地 它 是 形 如 
FO)= f(z)e аг {1) 


L 
的 Laplace 积分 (Laplace integral ) ， 这 里 积分 是 在 复 
z 平面 的 某 一 国道 上 上 进行 的 ， 它 在 定义 在 1 上 的 
函数 /(z) 利 复 变数 p= о + ix 的 解析 函数 К(р) 之 
间 建 立 了 一 个 对 应 关系 ， 艰 光彩 如 (1) 式 的 积分 由 Р. 
Laplace 作 了 考察 СА Пр. 

狭义 地 ，Laplace 变换 理解 为 单 侧 Тарисе 变局 
(one -sided Laplace transform ) 


F(p)= LU] (p) -{ JG)e "ds (2) 


这 样 称呼 是 为 了 区 别 于 双全 Laplaee 变换 (two -sided 
Laplace transform) ` 
FO)= LU (DY ADe dt (3) 
Laplace 变换 是 一 类 特殊 的 积分 变换 (ntegral tane - 
ыт); (2) 3 (3) 式 的 变换 与 Fomier 变换 
(Fourier transform ) Ж Ж РДА Ж. ХЕ Laplace 变换 
《3) ИЖ К f(t}e-“ 的 Fourier 变换 ， 而 单 
ML Laplace 变换 (2) 可 以 看 成 当 0<t< oo 等 于 
f(t)e "而 当 一 <t<0 ЗТЯ (г) 的 


Еошег ЖЭ. 

复 局 部 可 和 的 被 积 函数 г) оа Ж ЮЖ 
(original fonction )， 或 简称 象 原 (original ); 在 应 用 上 
把 变 元 ! 看 成 时 间 常 党 是 方便 的 ， 函 数 下 (p) = 
LU (р) 称 为 象 原 /(г) 的 Laplace 变换 (Laplace 
transform). 一般 而 言 ， 积 分 《2 ) ЖЗ ЕЛЯ Ж 
件 收 敏 的 ， 先 驻地， 有 三 种 可 能 的 情形 1) 存在 实 
数 we， 使 得 积分 (2} 当 Rep= c> s, BJ k km 25 
Rep= “< cr ЕВ АЙ or 称 为 (条件) ЖЕЙ 
坐标 《abscissa of (conditional ) convergence }; 2) 积分 
(2) 对 所 有 的 p Ж, ЖЮН F, Ф 
we= 一 0 ; 3) 积分 (2) 对 所 有 的 p RR. ЖАЙ 
情形 下 ， 令 re = +оо. ШЖ о. < +o, ШЗ 


(2) 表 示 一 个 在 收敛 半 平 面 (half-plane of converg - 
通常 限于 


ence) Rep >т. 内 的 单 值 解 忻 函 数 F(p). 
考虑 绝对 收 敏 的 积分 (2 ) .使 得 积分 


{ file "dr 
2 


存在 的 那些 ç А РАО НИИ 
жа of absolute convergence) ga, g + 0 
使 得 1f(1)1= O(e") (t > ao) 的 那些 og 的 下 确 
界 , Шота; Š a 有 时 称 为 fO) 的 增长 指数 
{ index of growth ) , 

在 -~ 定 的 附加 条 件 下 ， 克 Ce) 能 由 它 的 Laplace 变 
Ж РОр) 叭 ~- 地 重新 得 到 . 例如 ， 如 果 Ог) 在 í, 的 
某 邻 域 中 有 田 变 差 或 如 果 /(:) 分 段 光滑 ， 则 Laplace 


о Маза). ау 
да 
и эп 5Ъ j F(p)e"sdp, S> Go 


威 立 、 

公式 (2) 和 (4) 使 得 有 可 能 得 到 施加 在 象 愿 和 
变换 上 的 运算 之 间 的 很 多 关系 式 ， 也 能 得 到 经 常 遇 到 
的 象 原 的 变换 表 ， 所 有 这 些 组 成 了 算 子 演算 (opera - 
tional calcuhs ) 的 初等 部 分 ， 

在 数学 物理 中 ， 多 维 Laplace 变换 


FO)=| 70) mde (5) 


有 重要 上 应用， 这 里 1=(t ‚сз, t) п Җ Екш 
空间 К", р (р, 7, р.) = s tice(e, 7, 
а) (о7о t) 是 复 空间 C"(n 2 1) 的 点 ， 

(р 0) =(0, П, Оер + 
是 标量 积 而 dr= dt,… 


р, 
qt, 是 R' 中 体积 元 素 ， 


(5) ИТЕ НАКА C | = ftsR r > 0, 
7 一 1 ,nj ,及 ”的 正 卦 限 上 定义 卫 局 部 可 和 的. 
如 果 РОТЕ С. ЕЯ, ДАЖЕ Вер, 
г)> 0, ЄС, 的 所 有 点 PeC"， 积 分 (5) 存在 ， 以 
二 条件 多 确定 了 下 卦 限 $= {oeR": e, >0, j=1, 

п}. 积分 (5) Ж C" 中 以 5 为 底 的 管状 域 T' = 
ва рро нес свей, TER"} 内 定义 了 
一 个 复 变 区 = (p. 77, p.) ФЕЯ. 在 更 -- 般 
的 情形 下 ， 对 (5) 中 的 积分 域 C ， 和 管状 域 的 底 S, 
可 以 取 R” 中 任何 一 对 顶点 在 原点 的 共 思 的 闭 凸 锐角 
#. 对 n=1，, 公式 (5) 变 成 (2) ，C = (еВ: 
{> 人} 成 为 正 半 轴 , 而 T = [p= c+ireC; о> 0} 
成 为 右 半 平 面 、Laplace 变换 (5) 对 家 1 证 的 函数 类 
РЕЖ 了 (1) 有 定义 且 全 纯 ， 例 如 ， 对 组 成 类 < = 
К") 的 所 有 急 践 函数 ， 即 在 R" 中 盛 穷 次 可 微量 
t| > о ВЕИТ ОЛУР |f| ”的 任何 
ЯНО 4 f(t). Laplace 变换 的 初等 性 质 ， 作 了 相应 
的 改变 后 ， 对 多 维 情况 仍然 正确 . 

Laplace 变换 的 一 个 推广 性 测度 的 Laplace Ж 
换 ， 和 一 般 地 ， 广 义 函 数 的 Laplace 变换 .广义 函数 
的 Laplace 变换 理 沦 对 数学 物理 中 重要 的 缓 增 1" 义 孙 
Ж 了 = 2 '(R") ПЛ НЕЕ ЖЛЕ, г 
义 函 数 定义 为 急 减 检验 函数 空间 .> = 2(R') 上 的 连 
续 线 性 泛 函 . ИНГ ХБ ge ' 的 Laplace 变换 
[9] 仍 是 缓 增 广 义 函 数 ,， 即 Llg]= я". 

数值 Laplace 变换 ( numerical Laplace transforma - 
tion ) ”这 是 变换 (2) 的 数值 实现 。 它 把 象 原 f(t)(0 < 
t < co) 转换 成 变换 Р(р), p= +ir， 以 及 Laplace 
变换 的 数值 反 演 ， 即 f(r) 由 积分 方程 (2 ) 或 由 反 演 
公式 {4) 的 数值 确定 . 

应 用 数值 Laplace 变换 的 需要 是 作为 以 下 事实 的 
结果 而 产生 的 : 象 诛 和 变换 的 表 并 没有 训 括 所 有 在 实 
用 上 发 生 的 情形 ， 另 一 个 事实 是 象 原 或 变换 经 常用 一 
些 太 复杂 量 不 便 应 用 的 公式 来 表示 . 

在 为 实 值 的 情形 ， 公 式 (2) 能 在 一 定 的 附加 
条 件 下 化 成 带 тапете 权 的 积分 : 


F(p)= = 1} x'e""o(x)dx, (6) 


ЕТ 520. 在 一 ейт. Laplace 变换 化 成 对 复 
值 p 的 积分 (6) ( 见 [9]). 
为 了 计算 (6) 中 的 积分 ， 可 以 用 求 积 公式 


|= еба Ў арб), (7) 


这 里 系数 4 和 点 x 是 按 这 样 的 方式 选取 的 ， 使 
Ф507) 对 固定 的 对 次 数 <s 一 1 的 所 有 多 项 
式 是 精确 的 ， 或 者 对 某 个 依赖 于 p(x) 性 质 的 有 理 函 
数 系 是 精确 的 ， 对 这 样 的 求 积 公式 系数 4 由 和 点 xD 
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对 很 多 з 的 值 已 经 算出 ( 见 [9] 一 [11]). 

Laplace 变 焕 的 求 递 问 题 ， 作 为 第 一 类 积分 方程 
《2) 求解 fO) 的 问题 ， 涉 及 一 类 不 适 定 问题 ( 壕 - 
posed problems )， 而 且 特别 地 能 用 正则 化 算法 来 解 . 

Laplace 变换 的 数值 反 演 问 题 也 能 用 基于 把 象 原 函 
数 展开 成 函数 级 数 的 方法 来 解决 .这 里 ， 首 先 能 展开 
成 医 级 数 ， 上 广义 守 级 数 ， 指 数 函 数 级 数 ， 也 能 展开 成 
正 交 函数 级 数 ， 特 别 是 展 成 de6hmmea , Legendre , Jac > 
obi， 或 Laguere 多 项 式 . В АЈ Чебышев, 
Legendre 或 Јасон 多 项 式 的 问题 按 其 最 终 形式 化 成 有 
限 区 间 上 的 矩 其 问题 ， 假设 已 知 函 数 р (г) (0) 的 
1aplace 变换 (р): 


Р(р)= [етт всу) йт, 


这 里 f(t) 是 未 知 函 数 而 8(1) /&[0, оо) 上 非 负 可 积 
ВА. E /(т) 在 任何 有 限 区 了 间 [0，7] En FH Щ 
于 类 LaC8{，[0，c))， 由 ро) 7С) 的 变换 
F(p), 83 f(t) 能 够 作为 移 位 的 Jacobi 多 项 式 ， 特 
别 是 移 位 的 Legendre 多 项 式 和 第 一 类 与 第 二 类 Чебы- 
ше» 多 项 式 的 级 数 构 造 出 来 ， 其 中 的 系数 a, 由 公式 
B 
= аер) 

ИЖ. хво 分 别 是 写成 Yi оох 形式 的 移 位 
的 Legendre 多 项 式 或 第 一 类 和 第 二 类 Чебышев 多 
项 式 的 系数 ( 见 [4] ). 

设 给 定 函数 /(1) 的 Laplace 变换 Рр) Н /(г) 
满足 条 件 


f еа < ю,у>-1, 


那么 f(t) 能 展 成 广义 义 Laguene 多 项 式 的 级 数 ， 
= k! а 
f(D=t Да тоъату 2 (2), 


ЕРЕК (1). 此 级 数 的 系数 a, 能 由 以 下 公式 
计算 


50 #{+®ә[ +]. 


Laplace 3E380R380033—JrbË Жз] Sp (4) 
构造 求 积 公式 ， 

ЯЖ p Ке p 趋 于 无 穷 的 方式 趋 于 无 穷 ， 则 
变换 F(p) Ë TE. 假设 Е(р) 按 多 项 式 减 小 ， 即 
Е(р) 能 表 成 形式 

FCD- 1. р). з>0, 
其 中 e(p) 在 半 平 而 Rep> o, 正则 且 对 Rep>c。 
Ж. 积分 (4) 有 形式 
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N= үрү Í ¿7604 (8) 
对 积分 (8) 一 个 播 值 求 积 公 式 已 构造 出 来 ， 基 于 
ә) 用 17 的 多 项 式 揪 信 : 


лш = Ў А уор +, — (9) 


这 里 р, 是 插值 点 ， 它 是 尾 意 的 且 位 于 直线 Rep= c, 
的 右边 ,有 只 。 是 这 会 式 的 余 项 ， 且 


А (1)= 名 


系数 a, 只 依赖 于 所 选取 的 点 p,， 而 且 对 选取 它们 
的 其 些 方法 【特别 地 ， 对 等 距 点 ) ， au 已 经 计算 出 来 
(%112]). 研究 插值 求 积 公 式 收 敛 性 的 问题 在 于 寻求 
ф(р) 的 性 质 和 点 p 之 问 的 关系 ， 使 得 能 检验 (9) 
中 余 项 RR, 趋 于 零 ， 这 问题 对 某 些 具体 的 点 р, 和 对 
某 些 特殊 的 函数 рр) 的 类 已 经 解决 ( 见 [13]). 

对 积分 (4) ， 在 特殊 形式 的 有 理 函 数 类 中 能 够 构 
造 最 高 精度 的 求 积 公式 ， 为 了 公式 的 参数 不 依 栓 于 с. 
和 r, ВАНИ p= 5。+ z /1. 然后 积分 ( 4) 有 形式 


lin 


t= 7 2 Део = sO), 
s>0. F'(z)= F т +е)=нв. 
与 背面 一 样 ， 假 设 Р (2) = 27 (2). 为 了 计算 积 
分 J(s), WORSE 
өе ЎАР уер), (10) 


它 对 任何 次 数 <a - l 的 1/2 的 多 项 式 必 须 是 精 
确 的 ， 为 此 必要 充分 条 件 是 ，( 10 ) 昆 一 个 播 值 公式 且 
点 z) 是 某 一 正 交 凶 项 式 系 „” (1/2) 的 根 . 最 
后 ， 这 个 条 性 引出 公式 


жоя pep) 20 +], 


(1) 
这 里 z 和 9 是 正 交 多 项 式 w (1/2) 的 根 ， 对 多 项 式 
об (172) 已 知 -种 显 式 南 示 ， 一 个 递 撞 关 系 ， 一 个 
以 它们 为 解 的 微分 方程 ， 以 及 一 个 生成 函数 . 对 s 的 
某 些 特殊 值 、 已 证 明 多 项 式 w,(11z) 的 根 在 右 半 平 
面 内 ( 见 [13]). (11) 中 点 和 系数 AP 的 值 已 在 
ГО) 中 给 出 ， 其 中 对 s = 1, 2, 3, 4, 5; n=1(1)15 
带 20 个 正确 的 十 进 小 数位 ， 对 s= 0.01(001)3; п 
==] (1) 10 带 7-8 个 正确 的 十 进 小 数位 、 
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Laplace 变换 (几何 学 中 的 ) Тарасе transformation (їп 
geometry ); Jiagnaca преобразование (в геометрин ) ] 

Љ-- С ЖЮ ( focal net of а congruence) 到 同 
一 线 汇 的 另 一 焦 网 的 变换 -网 的 Тарасе 变换 的 概念 由 
9. Darboux (1988) 引 人 ， 他 发 现 Laplace 方程 


К) 06 ав 
= = + 
He С^ ди 0 5с +0 


(其 中 a,b,c 是 变量 ap 的 已 知 函 数 ) 的 解 的 一 个 
解析 变换 可 以 在 几何 上 解释 为 从 一 线 汇 的 一 个 焦 网 到 
另 一 仿 网 的 变换 .网 的 Laplace Жат 
ж} (ЗЕР (conjugate net)) 与 线性 几何 之 间 的 一 
种 对 应 .网 的 Laplaoe 变换 有 着 各 种 推广 - 
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Таріасе 向 量 [ Laplace vector; Лавласа вектор] 
Newton -Coulomb 8 У (7) = x jr 中 的 党 值 质量 
m 的 点 的 一 个 运动 积分 : 


В М 1; n 
A 


; " 1 А x. 
A 
m r 
куш 1 ; х; 
А (о) = -— (01-411) + 
其 中 
r= Vx T xE tx); x= (Xx, х,, х,)еЁ?; 
1 4 И х 
x= > аг так; 


= (14, 1, 1) 890, НОЙР ( L 0 
时 )， 且 与 能 量 积 分 
E= > Санар ц) ка 

— E 3 fz ЈИ. Laplaoe 向 重 决定 Kepler 轨道 的 方 
位 ， 并 与 其 第 二 焦点 的 位 置 向 量 成 正比 . 

对 于 各 向 间 性 谐振 子 的 势 有 Laplace 向 其 的 一 个 类 
比 ， 此 势 与 Newton 势 一 起 在 中 心力 场 的 各 种 势 中 占据 
特殊 的 位 置 . 

在 中 心 扰动 Newton 场 中 Laplace 向 量 不 是 一 个 积 
分 ， 而 作 旋 进 运动 ， 芯 如， 在 相对 论 4 动量 Kepker 问 
题 中 ，Laplace 向 量 在 周期 + 中 的 旋转 角 为 


x 
2 177 2 

Е ЗЕ 
在 最 子 理论 中 ，Laplace РЕ ЕЕ T 28 КА 


能 级 对 于 角 量 子 数 1 的 "随机 简 并 ”， 这 是 对 于 任意 中 
必 势 V(r) 必然 存在 的 对 于 改 量子 数 m 的 简 并 的 补 


LARGE-PARTICLE METHOD 349 


Ж. Coulomb 振子 的 Schrodinger 方程 (Schródinger 
equation ) 相应 于 两 个 全 同 的 粒子 ， 其 中 之 一 在 以 Kepkr 
恬 圆 的 第 一 焦点 为 Coulomb 中 心 的 场 中 和 运动， 而 另 一 
个 在 第 二 焦点 的 场 中 运动 , 每 一 个 粒子 的 Hamiton 算 
З (Натійопіап ) 相 对 于 其 坐标 的 正 交 变换 群 0(3) 不 
变 ， 而 整个 系统 析 对 于 4 维 Euchd 空间 的 正 交 变 换 群 
0(3)х0(3) =0(4) 2%. 

Тарасе [г] ЖЕН 7. Hermann ( 见 [1]) 和 P. Lap - 
lace( 兄 [2]) 引 进 的 ， 看 来 是 相互 独立 地 引进 的 有 时 
将 Laplace 向 量 称 为 Runge -Lenz Ж. 
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大 粒子 方法 [buge - particle method ; крупных частиц 
метед] 

计算 连续 介质 可 压缩 流动 的 一 种 方法 ([1]). 方法 
楚 于 将 原 冶 的 微分 方程 根据 其 所 代表 的 物理 进程 加 以 
£B ([3]). 它 可 应 用 子 求解 进化 方程 组 .可 以 通过 定 
常 化 过 程 得 到 定常 解 . 大 粒子 方法 是 Harlow 的 “网 格 
中 的 粒子 法 ” 的 发 展 . 

方法 广泛 应 用 子 研究 空气 动力 学 流动 ， 衍 射 间 
题 ， 哇 声速 流动 ， 辐 射 与 物质 的 相互 作用 现象 等 等 ， 

方法 的 差分 格式 可 以 通过 考察 理想 可 压缩 气体 的 
运动 (连续 方程 ， 动 量 方程 和 能 量 方程 ) 来 说 明 : 


2 + dv(pv)=0, 


фри, ң дР 
ТЛ. t dv(pvu)) + кор (D 


aE +div(pEv) + div(Pv)= 0. 


这 里 x= (х,у, 2}, 为 时 间 ，p 为 审 度 ，v = (u) = 
(ч,о, 为 速度 ， 巨 为 总 比 能 量 ，P 为 压力 . 为 使 广 
程 组 (1) 封 闭 , 利用 状态 方程 

P= Р(р, 1), 
其 中 А 

УЕ Z lv 


为 比 内 能 . 
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进化 方程 组 (1) 的 求解 过 程 划分 为 三 个 时 间 步 、 
其 中 每 一 步 出 三 个 阶段 构成 : Ешег 阶段 ，Lagrange 阶 
段 和 终了 阶段 . 开始 考察 子 系统 一 “大 粒子 ”的 内 
碍 的 变化 { Euler 阶段 )， 然 后 考察 这 一 子 系统 的 无 内 态 
变化 的 位 移 (Lagrange 和 终了 阶段 ) 


Evier 阶段 .积分 区 域 用 舱 止 的 (Evkr 的 ) 关 分 网 
格 所 性 盖 ， 网 烙 的 形状 是 任意 的 (为 了 报 述 的 简化 起 
见 ， 考 察 二 维 (平面 ) 区 域 中 的 直角 网 格 ， 见 图 ) ， 在 计 
算 的 这 一 步 ， 只 是 与 网 格 整体 相关 的 量 在 改变 ， 而 流 
ЖЕЕ БЕН ЖЕ КЕН. 因此 ， 形 如 div( 风 py] (у= (1, 
и, Vv, 上)), 相应 于 位 欧 效应 的 对 流 项 从 方程 组 (1) 中 
B. 在 (1 ) 中 的 剩 下 的 方程 中 ，p 从 微分 符号 中 提 
出 ， 而 方程 (1) 相 对 于 u，u, ЕЙ ЇН ЁК Н: 

ды dP С, д Bp 
2х "Por ду 
pe + div(PY) =0. 


最 简单 的 有 限 差分 近似 ( 中 心 差分 ) 给 出 如 下 的 表 
Ж: 


бад At 

„Рант -Pin Аг 

у YN? 
EL = Bi - 


[aaa зый. , 


Ах 


Руб Р ан | м 


Ау ИШ 
这 里 分 数 下 标 诸 基 与 网 格 边界 相关 ， 例 如 : 
и ЕА ， 
Ps ha L a. 


a, б, Врле + лоз “Wes” 的 假设 下 得 
到 的 流动 参数 的 中 问 值 . 虽然 这 种 形式 的 Euler 阶 段 的 
格式 是 不 稳定 的 ， 但 如 果 以 后 的 阶段 按 一 定形 式 写 
Ж, WFE SU SEHK E HSE . БШСЕ, ЧП 
说 ， 可 以 通过 引进 积分 关系 法 (integral - relation meth - 
0d ) 的 基本 要 案 达 到 稳定 性 . 这 时 积分 函数 的 近似 是 
沿 平行 物体 轴 方 向 进行 的 { 见 图 ) ， 即 如 积分 关系 式 
方法 的 格式 1: 将 原始 方程 组 取 为 积分 形式 ， 对 如 下 积 
分 进行 近似 : 
J= 人 aar ө= fovar, у= {овас 


Гартпре ЙЕ}. ， 在 此 阶段 计算 r + At 时刻 经 网 
格 边 界 的 质量 通 量 . 这 时 很 设 大 柱子 的 质量 只 由 于 与 
边界 看 直 的 速度 分 量 而 输 运 ， 因而 有 


АМ, = <Р у> <и > AyAt, 


等 等 符号 < ”> 决定 参数 p 与 4 在 网 格 边界 上 的 
É , 这些 量 的 选择 有 重要 意义 ， 因 为 对 计算 的 稳定 性 
和 精度 影响 很 大 ， AM" 的 各 种 差分 表达 式 是 囊 能 的 : 
不 同 级 的 精度 ， 考 虑 及 不 考虑 流动 方向 ， 中 心 产 分 ， 
ZIP 近 似 等 等 . 动 县 ( 能 基 ) 通 量 等 于 A M' 与 速度 (总 
В ) 的 相应 值 的 乘积 . 不 仅 对 质量 流 ， 也 对 动 最 与 能 
ROBERT ED. 

终了 阶段 。 在 这 一 阶段 寻找 流动 在 时 刻 1"*' =" 
+ At 的 Euler 参数 的 最 终场 这 一 阶段 的 方程 十 质量 
M, BE 和 总 能 量 的 行伍 定律 ， 对 于 该 网 格 ( 火 粒 
于 ) 写 为 差分 格式 MH" = M'+ АМ", р! = p' + 
Хдр", Е = + У ДЕ". 流动 参数 的 终了 值 p， 
Х= {4,v,} 在 下 一 时 间 层 按 以 下 公式 计算 (流动 由 
左 向 右 及 由 下 向 上 流动 ) : 


ntl= л 


pn, Cp. t 


АМ з TAMI у AM: лат АМ 
АхАу И 


+ 


4 AM + AM 


+ 
Р? АХАУ 

„м АМ за, XL AMI In 
РТ) Ахду ` 


差分 格式 ( 散 度 守重 格式 ) 的 守恒 性 和 完全 散 度 性 
由 总 能 方程 保证 . 在 终了 阶段 ( 在 利用 介质 的 间断 模 
型 的 情况 下 ) 最 好 进行 密度 的 附加 重新 计算 ， 这 将 使 起 
伏 光 滑 并 提高 精确 度 ,将 各 个 阶段 的 不 向 表达 式 组 合 


ж. ЖИ K Ef ВЕ — ЖЭ p k K. ЭРМИН 
тиа 2 28 8 U ЖИН. 

大 粒 地 方法 可 以 从 不 同 观点 加 以 解释 : FOR r 
法 ， 混 合 Eukr -Lagrangp 方法 ， 在 局 部 Lagrang 坐标 中 
的 计算 (Euler 阶段 ) 并 换算 到 原来 的 网 格 (Lagrange 及 
ТИЕ). ， 对 于 液体 元 索 ( 大 粒子 ) 的 守恒 定律 的 差 
Л, Биеэ. 

ШЛО А — 389 BUSH (ВЕРЬ 
算 点 变 为 内 点 ， 而 对 于 所 有 网 格 保持 相同 的 算法 ) . 对 
于 一 阶 近似 格式 一 层 就 足 驶 了 ， 对 于 二 阶 两 层 就 足够 
T. 如 此 等 等 . 管 如 ,考察 计 算 任意 外 形 的 轴 对 称 体 
利平 面体 的 绕 流 问题 见 图 ) ,以 上 的 差分 公式 对 于 各 
УТЕ ЕА ААР Е, РЫЙ 
Ж P ВЕД, {ЖЕ 50 ТН ЛЖ 


合 
Ú 


利 月 差分 方法 计算 物 笨 线 流 有 两 种 可 能 的 方法 : 
fe г, mn 中 计算 ; ЖАЛИ СИ, [2]). 在 
第 一 种 情况 下 要 碰 到 处 理 带 有 缺陷 和 四 沙 物体 的 困难 ， 
第 二 种 方法 设 有 这 些 缺 点 ， 

在 分 数 网 格 的 情况 下 ， 物 体 上 的 边界 条 件 与 整 网 
ЖИЛ Т ИМЕН. ЖАИ ЕКЕ. 在 物体 
рсе АЗЫ Д ЖЕ T ta a 
些 炭 拟 网 格 扬 气体 的 参数 ， 从 每 一 个 虚报 网 格 a 的 中 
т 4 是 法 线 与 外 轮 麻 
ВРК, ФЕ АКИНДИ САШ). Фр 
中 对 于 k 与 x 对 称 的 网 格 . 有 中 的 气动 力学 参数 9 通 
过 “加 权 称 重 " 次 定 ，gp = P.S. (Y.s = 1). 
其 中 求 和 是 对 于 这 些 出 格 ;进行 的 ， 它 们 一 部 分 (再 积 
为 5,,) 位 于 8 WD. 为 了 提出 物体 天 可 竺 透 的 条 
件 ， 还 要 对 鲜 一 个 下 拟 风格 定义 一 个 参数 y, HHE A 
点 指 多 物体 轮廓 的 矢 径 的 慨 角 ,如果 用 的 是 附着 条 件 
(两 个 速度 分 量 丝 物体 表面 均 改变 符号 )， 这 一 附加 
y 的 决定 就 不 必要 . ЖЕРШ a 中 气体 雪 数 为 


Ме 0 х8). 


轮廓 与 网 格 边界 重合 的 物体 的 边界 条 件 是 这 里 给 
出 的 边界 条 什 的 一 个 特殊 情况 . 

对 于 每 -个 分 数 网 格 { 见 图 ) 需 要 知道 五 个 几何 特 
性 :Az А, ллу, Аала Аан É f... 其 中 
声 ) 大 分 数 网 格 的 体积 与 整个 网 格 体 积 Ax ду 2 E, 
А-у. 是 面向 流动 的 那 一 边 (i - 1/2, j) 面积 的 分 
数 ， 等 等 ， 

在 一 个 网 格 里 有 一 个 固体 边界 的 存在 意味 着 两 种 
特性 : 它 把 质心 从 网 格 的 几何 中 心 移 至 第 近 边 界 ; 它 
减 小 了 网 格 的 实际 大 小 ,对 于 不 管 是 整个 网 格 还 总 分 
数 网 柄 ， 所 有 的 流动 参数 都 是 对 于 质心 而 言 前 . 正 是 
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在 质心 之 间 进 行 气体 动力 学 西数 的 插值 ， 在 整个 网 格 
F. 与 图 格 的 几何 中 心 全 同 ( 平 面 Descartes АЁ. 
标 系 ) .或 者 与 其 相近 《 柱 坐 标 系 ) ， 在 实际 计算 中 ， 其 
至 对 于 沿 姗 线 的 这 一 列 网 格 ， 差 别 最 多 是 02 Ar ,这 
对 于 计算 结果 不 会 有 显著 的 畸变 . 如 果 分 数 网 格 以 一 
种 适当 的 方式 引 人 ， 质 必 相 对 于 几何 中 心 的 位 移 不 使 
这 一 误差 增加 网 格 的 实效 大 小 的 降低 是 一 个 更 严重 
的 问题 . 为 了 如 免 稳定 性 条件 c(At/AX4) 1 的 被 破 
坏 ， 其 中 4 是 x 或 是 ,< fwi, az 的 那些 网 的 应 与 
流动 中 相 邻 的 整个 网 格 组 合 在 一 起 ， 所 得 到 的 组 合 网 
格 应 利用 分 数 网 和 格 的 公式 进行 计算 . 在 这 种 情况 下 ， 放 
天 了 的 网 将 的 几何 尺寸 将 不 比 整 个 网 格 的 小 : А,_„, 
21, А21, f. > 1， 所 以 分 数 网 格 的 稳 
定性 的 问题 不 复 存 在 . 

在 平面 情况 下 ， 分 数 网 格 的 几何 特性 可 以 通过 直 
接 测量 向 决定 . 在 灿 对 称 的 情况 下 需要 附加 计算 ， 其 
中 考虑 但 一 分 数 网 赂 与 对 称 轴线 的 距离 .分数 网 格 的 
差分 公式 通过 将 整个 网 格 的 差分 公式 做 小 的 改变 而 得 
а. 

大 粒子 方法 的 差分 将 式 异 助 微分 近似 进行 了 研究 
(近似 ， 粘 性 效应 ， 稳 定性 ) ( 见 [4]). 此 方法 还 推广 
到 空间 (三维) 情况 、 
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ЖОЖ [large sieve; болыпое решето] 

Ю.В. Линник 于 1941 年 提出 的 一 个 方法 ， 用 以 从 
递增 整数 列 钱 去 指定 的 某 些 阐 余 类 . 考虑 一 个 不 大 于 
МЕНЯ п, ES p< /N 及 一 个 余数 
1, 0<1<р-1. Ë 

QD Ж 
ые 

从 统计 考虑 可 以 推出 : 对 几乎 所 有 的 p， 因 而 也 对 
几乎 所 有 的 1 有 Q (p.1)> 0. ТРЕ Bh T le 
(cirde method) 的 基本 思想 给 以 严格 的 证 明 .、 设 А 
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是 这 样 的 р 的 个 数 ， 及 В = В(р) 是 机 应 的 这 样 的 上 
的 个 数 . Линник 证 明了 


A2xn( N )— “Z 


В(р)2(1—+)р, 


其 中 C > 0 是 一 个 常数 及 re(0,1), ПЕВТ ЖШ: 
ХИ (А, N] 上 使 得 И. М. Винатрадов 关于 最 小 于 
方 非 测 余 的 假设 ( 见 Виноградов 假设 ( Vinogradov 
hypotheses )) 不 成 立 的 素数 个 数 仅 可 能 在 有 限 个 (依赖 
+). 

大 第 法 被 不 断 改进 ， 得 到 了 Q (p,1) 的 均值 估 
计 ， 最 好 的 结果 属于 Е. Bomberi( 1965 ): 


2 2 
工作 [ew.n- z] < CNZ. 
иы 
大 第 法 对 近代 解析 数论 最 重要 的 贡献 是 在 于 密度 方法 
( density method ), 这 导致 证 明了 Виноградов -Bombieri 
定理 (1965) 一 一 算术 数列 中 家 数 分 布 的 平均 渐 近 定 
律 ， 这 利 其 他 关于 这 种 均值 的 类 似 的 定理 在 解决 一 些 
熟知 的 数论 问题 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 在 许多 情形 中 
可 以 代替 广义 Riemann 假设 ( Riemann hypothesis, gener- 
alized ). 
тата 

(11 Prachar, K ., Primzahlverteilung , Springer, 1957. 

[2] Dawnport, H.. Muliptiative number theory , Springer . 

1980 
13] Halberstam , Н., Richert, Н .-E., Sieve methods , Acad , 
Pres, 1974. Б. M. Бредихин Ж 

【 补 注 】 
参考 文献 

[At] Bombieri , Е., Le grand erible dans la théore analyti- 

que des nombres , Astórisque, 18 (1974) 


62:91 

参考 文献 

[В] ЖН. ИЖИ. И ЖОЮ ОН. дрн, 
1991 жый йй 校 


Iarmor 半径 | Larmor таййв; Ларморовский раднус ] 

在 垂直 于 磁场 B йр, Sra 215 ду 
图 周 的 半径 . 电荷 e ЛЫН 075 33, fE Lorentz 
力 的 作用 下 进行 ， 它 由 方程 (采用 国际 单位 制 ) 
| {1) 
描述 ， 其 中 ру 分 别 是 实验 察 坐 标 系 中 溺 电 粒 地 
的 动量 和 速度 ,在 z ЇШЇН B 方向 的 Descartes 坐 
标 系 中 、( 1 ) 的 解 具有 形式 


тү 00,006 (0, t + z), 


— be sn(ayt +e), 


x= х, ғул (орго), (2) 
уу ro (E+ z), 
Z= ut, 


其 由 ay = ec1BI1s 是 所 谓 Larmor 
quency), = 是 带电 粒子 的 能 量 ， 它 在 


磁场 中 运动 
PPE SER, ua, 00, а, х0, у, Z+ АЖЕН ЖН ЕТТЙ 
定 的 常数 ，c 是 真空 中 光速 ， 而 


ba bot 


Tw ев] 
是 Larmor 半径 . 在 均匀 磁场 中 ， 电 荷 沿 螺旋 线 运 动 ， 
螺旋 轴 沿 磁 场 方向 ， 半 径 为 Larmer 半径 r. 粒子 的 
ЗЕ б, ЖИЕНИ m。 是 常数 、 
如 果 粒 子 的 速度 远 小 于 光速 c， 可 以 近似 地 今 & 
=me*, T Larmor 半径 的 表达 式 取 下 列 形式 : 


= Do — Dam. 
А7 ав 
ЖОНЕ W 33538 bat Аче О Р И ШЕ ЗАА. 


参考 文献 

[1) Тамм, И. Е., Основы теории электричества, 7 
изщ., M., 1957 (中 译本 : M. БОЮ, ЯВ, 
АВ ЕНЕН. 1963) 

12] Ландау, Л. Д., Лифшиц, Е. М., Теория поля, 
6 изд., M., 1973 (中 译本 : Л. Д. 20, E. M 
ЖЕЙ, Юй. АШИ}. 1959). 

В. В. Параил 所 
[ 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Clemmow, Р. С. апі Dougherty, 1. Р.. Electrody- 
патісз of ралісісв and plasmas , Addison-Wesley , 1959. 
Е 
Lasker Ж [ Ladker пло; Ласкера коль ] 
— “3 Ж (commutative ring), E F £ — 8 
39 (ideal) ВТЕ ЭЙ ( primary decomposition ), EJ 
可 表示 为 有 限 多 个 准 素 理想 之 交 . Жн. À 模 称 为 
Lasker Ж 【Lasker module )， 如 果 任 一 子 模 有 准 素 
分 解 ,在 Lasker 环 上 的 任 一 有 限 型 的 祝 是 Lasker 异 ， 
E.Lisker 证 明了 在 多 项 式 斥 中 有 准 素 分 解 ([11). Е. 
Noether 证 明 任 一 Noether 环 ( Noctherian ring ) 是 Lasker 
Ж ([2]). 
参考 文献 

{1] Lasker, E , Zur Theorie der Modun und Мае. Math 
Ana... 60 ( 1905), 19—116 

[2] Nocther, Е., Jdealtheorie in Ringbereiche , Math. Am. 


83 (1921). 3—66. 
13] Boubaki. N.,, Elements of mathematics ，Cormutative 
аре. Addison - Wesley .1972 (90). 
Б.И. Данилов 9 汉 绪 宁 译 


拉丁 长 方 [Latin rectangle ; Латинский прямоугольник] 

个 m xn(m S n) 的 长 方形 第 阵 ， 客 的 每 一 行 
都 是 同一 个 a 元 集合 S 中 的 元 素 的 一 个 (无 重复 
的 ) 排列 ， 而 在 它 的 每 一 列 中 ， 每 个 元 素 至 多 出 现 -一 
K. 在 m= n bF. ТКА п 阶 的 拉丁 方 ( Latin 
square ) . Ж ЎА 1. п}, ЖРТ 
长 方 是 在 集合 S 上 构 作 的 . 

对 于 任意 的 自然 数 m 与 n、m <n， 总 存在 拉丁 
长 洲 。 搜 村 长 方 的 一 个 例 了 是 一 个 这 样 的 炬 阵 ， 它 的 
第 一 行 是 (1, …, n) 且 每 一 行 可 由 它 的 前 一 行 通过 
循环 移 位 一 位 得 旬 .， -个 m x n(m < nn) 的 拉丁 长 方 
总 可 以 补 成 一 个 п 阶 拉丁 方 ， 并 使 后 者 的 前 m 行 同 
该 拉丁 长 方 的 相同 . 

对 于 m xn 拉丁 长 方 的 个 数 т, л) 有 下 面 的 
ТЯ: 


(т, п) 29-1) 


(п-т+1). 


一 个 拉丁 长 方 称 为 正规 化 的 ( normalied) ， 如 果 它 的 
第 一 行星 (1,，… , п). 证 规 化 拉丁 长 方 的 孝 日 K(m, 
n) 与 L(m, n) 有 关系 


L(m, n)=ntK(m, n). 


对 于 mm = 2 和 3, (т, п) 的 计算 是 同 下 列 两 个 
经 典 组 合 问题 (classical combinatorial problems ) 联系 
着 的 更 列 数 ( 见 反 读 (组合 学 中 的 ) (inversion in 
combinatorics ) ) 问题 及 夫妻 围 课 人 座 问 题 . 比如， 更 
列 数 D ,等 于 К(2, п) її ДЕНЕ РЕЛЕ 
数 0, 正 是 当头 两 行 是 


123. nn 
n 1 2 а) 
时 的 3 x n 拉 卫 长 方 的 数 日 . 
对 于 и, 已 知 有 公式 


| 


(—1 
и! 


(т) = тт 1): 


Ë К(З, п) 可 用 D， 及 U, 3838: 


(т —k+1), 
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K(3， ө”), 


其 中 т=[п/2], О, = 1. ЖЖК : 


К(3,п)— Е T+ + 


其 中 b,= H.,(-1/2), Н,(:) 是 Hennite 多 项 式 
( Hermite pohmomiakg ) .还 知道 有 


K(3,r +š) = 2'K(3. s) (modr). 


点 算 具 有 三 行 以 上 的 拉丁 长 方 的 数 日 的 问题 还 没 
有 解决 (1982) . ЖР m «п, 其 中 8= 6(n) 
“0 并 能 使 n 00 一 0。 成 立 下 列 浙 近 式 : 


L(m, n) ~ гөр - тс! 上 


与 拉丁 方 有 关 的 某 些 概念 与 定理 ， 可 以 被 推广 到 
拉丁 长 方 ， 比 如 ， 两 个 mxn 拉丁 长 方 la,| 与 
lb 禾 为 下 交 的 《onthogonal)， 即 一 切 形 各 (aç, 
bo ) 的 数 偶 都 不 柜 同 由 拉丁 长 方 组 成 的 集合 中 ， 若 
任何 两 个 成 员 都 正 交 ， 则 这 个 集合 中 至 多 有 т-1 个 
b TEJ. 

术语 “ 拉丁 长 方 ”通常 在 一 个 曹 广 的 意义 下 被 使 
用 : 一 个 在 n 元 集合 5 上 构 作 的 rxs 的 三 义 拉丁 
长 方 ( generalizd Latin rectangle }, 是 元 素 取 自 8 的 
一 个 > x s Е, ЕЕЕ фй 
中 至 多 出 现 一 次 , п 个 符号 上 构 作 的 rxs (三 义 ) 
拉丁 长 方 能 被 扩 完 为 一 个 n ИШТ Ж ӘЛ Ж 
件 是 ， 在 这 个 控 丁 长 方 中 每 个 符号 至 少 出 现 7 一 s 一 nn 
k. 

亦 岗 拉丁 方 (Latin Square ) 条 的 参考 文献 ， 


参考 文献 
[1] Riorlan , f., An introduction to combinatorial analyss , 
Wiley ,1967 . В. М. Maeea 所 


【 补 注 】 夫妻 固 课 人 座 问题 (married -coupks problem 
或 probleme des iminages ) 要 求 算出 n 对 夫妻 围 着 一 
张 国 振 人 座 的 坐 法 数 ， 这 种 坐 法 要 求 男女 相间 ， 但 每 
位 者 子 不 得 与 她 的 开关 邻 座 ， 合 平 要 求 的 坐 法 的 数字 
是 M,=2n1U,, ЖШ U, 9 n 个 家 政 数 (men - 
age number ) , Ж U, 等 于 {1,…, n] BAK с 
的 数目 ， 它 使 得 (让 i, i+ 1{ 对 于 一 切 i=1，…， 
п-1) Жон) #1, п. Г 
拉丁 方 [ Latin square ; Латниский квадрат] 


一 个 n 阶 方 隆 ， 它 的 每 一 行 及 每 一 列 都 是 n 元 
有 限 集 5 的 元 素 的 一 个 排列 .这 个 花 丁 方 称 为 在 集合 
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5 上 构 作 的 ; 通常 到 S= {1. … ,nj}， 对 于 任何 n. 
拉丁 方 总 是 存在 的 ; 例如 . A= | av,| ， 其 中 


ар = +) = 1 (пойн), бў 1, n, 


便 是 一 个 拉丁 方 . 

每 个 拉丁 方 都 可 以 认为 是 一 个 拟 群 (quasi-ppoup ) 
的 乘法 表 ; 反 过 来 也 是 对 的 : 一 个 有 限 拟 群 的 染 法 表 

一 个 拉丁 方 . 一 个 拉丁 方 4 = а, 是 一 个 群 的 

Cayley Ж (Cayley table) 的 必要 与 完 分 条 忻 是 满足 下 
列 条 件 ( 正 方形 准则 (square criterion)): # a, = 
ass ааа Ga ao Маа 

从 两 个 拉丁 方 ，n B A= la, | 及 m 阶 的 B= 
lw,,1， 总 能 构 作 一 个 mn ЙИ ТУ C= е, 1, 
例如 可 以 这 样 构 作 : 

cb 二 (au 一 1)m ii 一 r 十 六 (天 一 1)， 

j= s+m(I- 1). 
对 于 n 阶 拉 丁 方 的 数目 L., АТАТ: 


ы„еп!(®-1)-1! 

一 个 拉丁 方 称 为 约 化 的 (mduced ) (或 称 为 标准 
形式 的 拉丁 方 (Latin square of standard fom3)， 如 
泉 它 的 第 一 “ 行 及 第 一 列 的 元 素 都 是 按 自然 顺序 排列 的 . 
对 于 n 阶 被 约 化 的 拉丁 方 的 数 日 1, ， 有 

L,=n!(n— Dtt,, 
1, 2т, = (п —2)(я —3)1--1! 


š 


在 同一 集合 5 二 构 作 的 两 个 拉丁 方 称 为 等 价 的 

( equivalent ) 或 会 痕 的 (isotopic )， 如 果 其 中 之 一 可 由 

另 一 个 经 过 行 与 列 的 熏 换 并 重新 命名 元 素 而 得 到 ， 以 

k, жй n 阶 拉 了 方 的 等 价 类 的 数 日 .下 列 少数 前 几 
个 1 及 k, 的 值 是 已 知 的 : 


n. 3] 4 5| 6 了 8 

k. 112 2 22 563 1676257 
1 111 4 56 |9408 | 16942080 | 535 281401856 
п. Ъър2 12 | 288 34 50 24 85320 


ЖАШ, 1, = 377 597 570 964.258 816. ЖЖ i, 的 界 的 
问题 仍 未 解决 ( 1982 ) . 

在 实验 设计 再 论 中 ， 要 求 构 作 对 于 其 中 元 察 的 位 
党 加 有 各 秋 限 制 的 拉丁 方 ， 一 个 在 {1 ,-…, n} 上 的 
拉丁 方 称 为 完全 的 《complete )， 如 果 对 于 任何 自然 数 
а. Вав, 10, рл, Т, ў, К, 能 使 


(а„. а) 


=G D) Ж (аш. а.) = (a. p). 
只 对 于 n 是 偶 数 的 情形 知道 构 作 完全 镁 丁 方 的 算法 ; 


有 革 些 rn 为 奇数 时 的 完全 拉丁 方 的 例子 . 

一 个 给 定 的 a 阶 拉丁 方 的 拉丁 子 方 《Latin subs- 
quare ) 是 它 的 一 个 子 抑 阵 ， 这 个 子 符 阵 本 身 是 一 个 大 
阶 的 拉丁 方 , кеп. Е к ИЗТ ТД Е 
— п rit T ys T РУ, Же п> 2k. 

在 正 交 拉丁 方 〔orthogonal Latin squares ) 的 构 作 
中 ， 控 丁 方 的 横 截 的 概念 起 着 重要 作用 . 拉丁 方 4 = 
a, 的 长 为 +t 的 部 分 横 截 (partial transversal) 是 出 
这 个 拉丁 方 的 :的 位 置 光 (cell ) 所 组 成 的 集合 T, 


T=[(i, J), U, (i. j.) 


它 满足 当 кит, 1 <k, Ке, iti, j Ej, 
в a, BES (Sni S =n H, ИИЙ) 
Ж (шуо). 在 - -个 н 阶 拉丁 方 中 存 在 п 个 
互 不 相交 的 模 城 的 集合 ， 是 这 个 拉丁 方 有 正 交 伴 但 
的 必要 与 序 分 条 件 。 所谓 一 个 拉丁 方 的 正 交 位 但 ， 即 
是 在 同一 个 集合 上 构 作 的 与 给 定 的 拉丁 方正 交 的 一 个 
拉丁 方 , 6 阶 拉丁 方 


012345 
120453 
201534 
3450102 
451320 
534201 


没有 横 截 . 
在 任何 一 个 阶 п>? 的 拉丁 方 中 ， 至 少 有 一 个 长 
为 1 之 {2n +1)/3 的 部 分 横 戴 ， 对 于 n 之 4， 总 能 
构 作 一 个 拉丁 方 ， 使 它 的 两 个 主 对 角 级 都 是 横 截 . 
拉丁 方 的 一 些 推广 ， 一 个 部 分 的 《 partial ) 或 不 完 
全 的 (incomplete )n 阶 近 丁 方 ， 是 一 个 н ВЕ, Ç 
的 一 部 分 位 置 元 处 已 填 上 一 个 n 元 集 S ЛЖ, H S 
的 元 索 在 每 行 和 每 列 中 都 至 多 出 现 一 次 ， 存 在 着 不 能 
补充 成 一 个 拉丁 方 的 部 分 拉丁 方 ， 例 如 ， 
р... 
23 4 


恰好 填 有 * - УЕ Т УВВ АЕ 
成 一 个 拉丁 方 ， 已 知 当 n>4 时 两 个 不 同 的 n WB 
的 Сауку 表 之 间 至 少 有 2n 处 不 相同 . 

ЯВ ТЭУ (їшї Latin square ) 总 一 个 其 
元 素 为 自然 数 的 无 劳 从 降 ， 在 其 每 行 及 每 列 中 ， 这 些 
自然 数 都 恰 只 出 现 一 次 . 

拉丁 方 前 概念 对 于 多 维 情形 有 少量 的 推广 ， 比 
10, n 阶 的 m e S Jy Ik ( permutation сше) 是 一 
+ n 阶 的 m @ЖШ 


A=la 


1, 


它 的 元 素 取 自前 н 个 自然 数 ， 并 且 对 于 任何 一 个 k, 
集合 


a a 


пасата г. басц-а2дуа саз 


Т аат ам 


都 是 前 n 个 自然 数 的 一 个 排列 ， -一 个 n 阶 r 类 的 m 
维 超 立方 体 (hypercube ) 是 一 个 n 阶 的 m ЖН, 
ТКА n' 元 集合 ， 其 中 每 个 元 素 在 矩阵 
中 出 现 n"-' 次 ,并 且 在 短 阵 的 每 一 个 (n ~ 1) #3R 
面 内 (这 就 是 说 , 在 元 素 


ie im 


当中 ， 这 里 = 常数 而 其 余 的 指标 取 包 全 部 n 个 
值 )， 它 出 现 не. 
参考 文献 

[1] Сачков, B. H., Комбанаторные методы дискретной. 
матемётики, М., 1977, 

[2] Déncs, J. and Keedwell, А. D., Latin Squarcs and 
their applications , Асай. Press , 1974 , 

[31 Най, М., Combinatorial theory, Blaisdell , 1967. 

14] Кузет, Н. T. , Сотбіпаќогіаі mathematics , Carus Маф. 
Monogr., 14, Math. Assoc. Amer , 1963 ( 中 译本 : 
R.J. 03. 85822, ЎЕШ, 1983). 

В, M. Михеев 3 
[ 补 注 】 van der Waerden 积 和 式 ( permanent ) 猜想 的 
成 立 可 推出 
„> ту" , 
参见 [AI] , т 
Р. W. Shor (参见 [A2]) 98) ( 阶 数 n> 7 
©) 拉丁 方 内 的 部 分 横 截 的 长 度 + 的 一 个 下 界 之 
n — c(bgn)2. 
WRH n 一 ] КУТУШ 
充 成 为 一 个 拉丁 方 的 断言 ， 黎 为 Evans РАВ ( Evars 
conjecture )， 它 是 被 了 .Smetaniuk 证 明 的 《( [A31) . 
关于 拉丁 方 的 近期 综述 ， 可 见 [АА]. 
关于 拉丁 方 及 互相 正 交 的 拉丁 方 在 实验 设计 中 的 
作用 的 讨论 ， 可 参看 [A5]. 
参考 文献 
TAL] Моп, К. M ., Nonisomorphic Steiner triple systems , 
Math. Z.,, 135 (1974), 303 ~ 313. 
[А2] Shor. P. W. , А lower bound Тог the length of а раг- 
tia] transversal іп a Latin squame J. Comb, Theory 
(A), 33 (1982), 1-8. 

[АЗ] Smetaniuk , В., А new construction of Latin Squares 
1: A рюо? of the Evans сопјесіше, Ағу. Comb., 
11 (1981). 155 — 172. 

САА] Jungnickc[ - D .、Lateinishe Quadmte , ihre Geometrien 

nd ihre Gruppen , Јайғефет. Deutsch , Ма. Verein. , 
96 (1984), 6 ~ 108. 
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[А5] Penfold Street, А. and Strcet , 00. Ј., Combinatorics 
of experimental design , Clarendon Pres , 1987. 
Ж Ж 


19 [lattice; решетка], 结构 ( structure ) 
ЧӘЕ ( partially ordered set)， 其 中 每 个 二 元 
子 集 同时 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ， 这 昔 涵 对 每 个 非 空 
有 限于 集 这 两 种 界 的 存在 性 
例 1) 全 序 集 {或 链 ) M, 当 a,beM Bh, 如 
жа<ь, 


зир {а,б} = Б, шеа, Б} = a. 
2) 以 包含 关系 为 序 的 向 量 空间 的 于 空间， 这 里 有 
зир{А,Вр= (xix=a+b,a€A,bëe By, 
infíA,B)= АВ 
3 以 包含 关 杀 为 序 的 一 个 给 定 集合 的 子 集 ， 这 里 
sup {4, 如] 一 4UB， 
inf{4,B}= 408 
4) 以 整除 性 为 训 的 非 负 整数 ; a Sb 当 b=ac 
对 某 一 个 c 成 立 ; 这 里 sup {4,b} 是 айй 的 最 小 
公 倍 数 ， 而 inf{a,b} 是 a 和 6b 的 最 大 公 因 数 . 
5) 定 义 在 区 间 [0,1] 上 的 实 值 函 数 且 按 以 下 条 件 
为 序 : Ја РО) Sa (t) 对 所 有 的 te{0, 1] 
成 立 ， 这 里 


sup (fa) =, 
其 中 
4{t) = max(f(t),g(r)), 
且 
inf{f,9} =, 
其 中 


p(t) = min{f(t),g (t). 
МЕР. WE X 
a+b=supía,b), 
а= ifla,b) 
{ 常用 符号 U 和 上 或 Y 和 入 代 赫 + 和 - ), M| MÑ 
为 具有 两 个 二 元 运算 的 泛 代 数 (universal algebra ). 这 
个 泛 代数 满足 以 下 的 恒等式 : 
(1)а+а=а; 
(2)а+һ=р+ а; 
(3) (а +5) +с= a+ 
+ (b+e); T (b.c); 
(4)a(a+b)=a; (4)а+а: Б ға. 
友之， 如 果 M ЖАТР БН (1)-(4)(1)— 
{4) 的 两 个 二 元 运算 的 集合 ， 则 当 a+ b = 上 时 规定 
a<b, 就 能 在 М 上 赋予 一 个 序 < ( 在 这 种 情况 下 可 


(yesa=ai 
(2)a,b=b:+a; 
(За) c= a+ 
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Ш a < b H а 
一 个 格 ， 且 其 中 


зир {4,5} =at+bRKin{ ab} =a +5. 


Ба). ВО кна лес 


Вахо ВЕ Я ЖАЛП (1) - (4), 
(1) 一 (4) 0-Я, ШЕ Т ЕКА 
(wariety of universal algebra ). 

如 果 一 个 偏 序 集 看 成 一 个 小 范畴 (small category), 
И Ч, П НАНТ. 

ЙРЕР АЖА ЛР 一 РЖИ 
构 ， 划 /也 是 下 应 的 泛 代数 的 同 构 . 即 对 任何 x ,ye 了 了、 
有 


ху) = х) + fO) #/(ху)= fx)» ЛО) 


然而 到 P 中 的 一 个 任意 的 保 序 陕 射 (jsotone map- 
ping) 不 必 是 这 此 档 看 成 证 代数 的 -个 同 访 ， 例 如 ， 
对 任何 ae P, ЇЙ} (х) = x+ a Ж а(х) = х. 
а 都 基 格 到 自身 中 的 名 序 喘 射 ， 但 是 它们 是 同 态 当 且 
仪 当 是 分 配 格 (distibytive lattice )， 然 而 ， 这 些 映 
射 中 的 第 一 个 是 带 有 运算 + 的 半 格 了 й 
而 第 二 个 是 带 有 运算 ОДЕВ {semilatioe)P 的 一 个 
同 态 ， 所 有 格 的 类 构成 一 个 范畴 ， 如 果 同 态 取 作 为 态 
8. 

一 个 格 已 测 一 个 格 P' 的 反 同 态 (anti -homomor 
phism) 是 一 个 映射 广 P -> Р 使 得 


Дох +уу= f(x) ЛО), f(x: y) = f(x)+ Ду), 


对 任何 x,ye P 成 立 . 两 个 反 同 态 的 复合 是 一 个 同 态 . 
反 同 构 于 一 个 格 的 偏 序 集 是 一 个 格 . 

挠 一 个 代数 系统 (algebraic уве) ( 最 通常 为 一 个 泛 
代数 )， 使 得 给 定 的 格 同 构 于 子 系统 的 格 ， 同 余 的 
格 ， 或 则 构 于 与 这 代数 系统 或 泛 代 数 相 联系 的 某 一 另 
外 的 格 . 任 一 带 有 0 和 1 的 格 用 它 到 自身 中 的 剩余 映 
射 (residual mapping ) 的 偏 序 半 群 来 坐标 化 ， 且 证 明 是 
同 构 二 这 个 半 群 的 右 稚 化 子 的 格 .该 半 群 本 身 是 一 个 
Baer Зе Ë ( Baer semieroup )， 即 它 的 每 个 元 素 的 右 和 左 
罕 化 子 是 出 等 等 元 生成 的 . 

最 重要 的 结果 是 对 受到 某 种 妊 加 限制 的 那些 格 得 
到 的 ( 见 代数 格 (algebraic lattice у; 原子 格 (atomic lat- 
її); Brouwer 38 С Brouwer attice); [Б] ЖЕ} ( vector Bt 
toc); 模 格 (modular ишсе); ЯФ ЊЕ (distributive lat- 
tioe ); ЖЕЙ ( multipiicauve jattice ); 正 交 模 格 (orthomodular 
lattice ); 完全 格 ( complete lattice ); 连续 格 (continuous 
lattice ); 自由 烙 (free lattioe ); 有 补 格 (асе with com- 
plements ); Boole 代数 ( Boolean algebra )). 关于 格 论 中 的 
特殊 问题 多 理想 (ideai ); 38 (шег); МасМейе 完全 化 


(completion ,MacNeile) 同时 是 格 的 代数 系统 起 着 特 
殊 的 作用 【〔 见 格 序 群 (lattice-ordered ртоцр)). 1040 
主要 应 用 是 与 Boole 代数 相 联 系 的 . 其 他 ~ 些 格 的 类 
已 经 用 于 量子 力学 和 物理 学 . 

格 的 概念 最 初出 现 于 1 世纪末， 而且 与 以 下 这 一 
事实 相 联 系 : 郧 关于 环 的 埋 想 的 集合 和 群 的 正规 子 群 
的 集合 的 很 多 结果 看 起 来 类 似 而 且 能 在 模 格 的 框架 下 
加 以 证 明 . 作为 代数 的 一 个 独立 分 支 ， 格 论 在 各 世纪 


30 年 代 形 成 . 
参考 文献 
[11 Bitkhoff , G., Lattice theory, Colloq . Pibl., 25. Amer, 
Math ,Sec ., 1973. 


[2] бта, G , , General lattios theory. Birkhanser , 1978 
[3] Салий, В. H., Лекция по теории решеток, Capa- 
тоз, 100 
[4] Скорияхов, Л. А ., Дедекиндовы структуры с допол. 
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Ж Skomyakov, 上, À ., Complemented modular jattices 
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[5] Скорняков, 本. А., Элементы теории структур. 2 
изд., М., 1982 ( 英 译 本 : Skornyakov, L . À ., Elements 
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16] Итоги вауки. Алгебра. 1964, M ., 1966, 237—274. 
[71 Итоги науки, Алгебра, топология, геометрия, 
1988, М., 1970, 101~154 . 
[8] Упорядоченные множества w решетки, в. 3, Сара. 
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[9] Blyth ,T. and Janovwitz, M ., Residuation (ооу, Perga - 
mon, 1972. 
[10] Упорядоченные множеста и решетки, Bratislava ， 
1985, Brat lawa , 1989. 
[11] Салий, В. H., Решетки с единственным допол - 
ненмем, M ., 1984. 
[12] Bemn, 1,., Orthomodular lattices ， Reidel , 1985, 
[13] Сета, G., Hofman, К. H., Keimel, K., Lawon, 
J. D., Mislbve , M .and Scott , D ., А compendium of 
continuous lattices , Springer , 1980. 
114} Kalmbach . G ., Orthomodlar lattias , Асай. Pres , 1983. 
[15] Katmbach, G., Measums and Hibert lattics, Word 
Scientific , 1986. 
[16] MeKenze , R.M .,МеМшу, G .and Taylor, R ., Alge- 
bras , lattioes , уапанев, 1, Wadsworth , (987. 
[17] Schmid, Е.Т., A survey оп congruenee lattise repres- 
entations , Teubner , 1982 Л.А. Скорвяков 把 
сане нив, кнота ЖЕРИНЕ ЖЖ 
假设 . 值得 注意 的 例外 是 船山 一 中 山 定理 ( Funayama- 
Nakayama theorem ): 任何 格 上 的 同 余 关 系 格 是 分 配 的 
《例如 见 [1] 或 [2}). 关于 任意 的 有 限 格 也 有 一 个 主要 
的 未 解决 (到 1989 年 ) 问题 . 每 一 个 有 有 限 格 是 完全 的 
和 代数 的 ， 因 而 可 表示 为 某 泛 代 数 ( universal aləebra ) А 
上 的 同 祭 关系 的 格 ， 能 否 把 А 取 为 有 限 的 ? Р.Р. Ру 


Jü P. Р. Рик 证 明 (| A4]) 这 是 与 有 限 群 论 中 一 个 
问题 改易 相关 的 ， 他 们 对 可 解 群 已 解决 了 这 癌 题 . 
W. Бей ([ Al]) 开始 在 单 群 中 研究 这 问题 . 

在 拓扑 学 中 ，Krul 维 数 { 在 结合 坏 的 维 数 { dimen - 
sion) 中 称 为 adim ) 的 不 便 性 已 经 证 级 仅 存在 于 这 个 定 
文 的 刚性 、 取 而 代 之 ， 如 同 Кат, 定义 一 个 分 配 格 上 
的 维 数 dim L 为 L 中 家 埋 想 的 链 的 极 大 长 度 . 定义 一 
个 拓扑 空间 X 的 维 数 gdim X Зуба, X 6535 ИО Ж 
的 恪 L. 上 的 дип L 的 极 小 值 , 则 对 Noether 空间 gdim = 
adim ， 而 对 这 种 空间 adim 是 真正 有 用 的 对 可 分 度 
量 空间 ， giim = dim {[A2]); 对 一 般 度 量 空间 X, 
ind X < gdim X < dm X([A3]) 

在 格 上 第 - ФН УХ T. fE E: Е. Schmder 
({ А5]) 和 R. Dedekind ([A6]) 作出 的 . 这 一 主题 的 
发 展 在 20 世纪 30 年 代 主要 是 G .Birkhoff 的 工作 ( [A7 ]) 
各 .Ore 的 工作 ([A8]); 后 者 用 了 “结构 * 这 术语 以 取 
代 "将 "， 但 是 这 很 快 就 庆 齐 不 用 了 ， 除 了 在 俄国 一 直 
保存 到 2 加 世纪 多 年代 ， 
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Н. James апі Е.Н. Ктолһейткт{ eds .), Aspects of to- 


Pology :in memory of Hugh Dowker , Lecture notes Lon- 


don Math . Soc ., Vol .93 , Cambridge Univ .Press, 1985, 
195—210. 

[А4] Palfy ,P .P алі Роїк. Р., Congruenoe Tattioss of fi- 
“йе algebras and intervals in subgroup lattios of байс 
groups, Айу. Uriv., 11( 1980), 22—27. 

[A5] Schrider, Е., Vorlesungen tuber фе AJgebra der Logik , 
Teubrer , 1890. 

[A6] Dedekind , К., Ueber die von теі Moduin erxmgte 
Duaigruppe , Май. Am ., 53 ( 1900), 371—403. 

[ А7] Birkhoff, G ., On the combination of subalgebras , Proc 
Cambridge Philos. Soc. ., 29 1933), 441—464. 

[A8A] От, О., Оп the foundation of abstract algbra , 工 ， 

Ала. of Math ., 36 (1935), 406—437. 
ГАЗВ ] Om, О., Оп the foundation of abstract algebra . 
H , Алт. of Math., 37 (1997), 265—292 


ата 译 288 校 


格 点 分 布 [attice distribution; решетчатое pacupeze- 
ленне] 

集中 于 形 如 a + nh Й БАВА, 
其 中 上 > 0, a 为 一 实数 . 而 n==0, 士 1， 土 2，… 
# h 称 为 格 点 分 布 的 步 长 (step ) ， 并 且 如 果 没 有 aj 
与 h > b 使 分 布 集中 字形 如 а, + nh. (n =0, +1, 
*2,-) 03k, И В 称 为 最 大 步 长 (mnaximal вер). 
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算术 分 布 (arithmetic distribution ) 是 格 点 分 布 的 特殊 
ЖЖ (а= 0). 

Е О) 的 一 个 概率 分 布 ， 它 成 为 
格 点 分 布 的 必要 充分 条 件 是 ， 存 在 一 实数 t。 关 0 使 
ICDJ1= 1; ROF h SRA K, ЭНИ 5 39 
Ое 2/2) 1 ü IF(22/h)1= 1. 格 点 
分 布 的 特征 函数 是 周期 西数 、 

格 点 分 布 的 反 演 公式 形 如 


Ë f узеди, 


р,= 
25 ий<г^А. 


其 中 p, 88 ys ЕЛ a + nh КК, (1) 是 
相应 的 特征 函数 ， 还 成 立 下 面 的 等 式 : 


š h 
2 一 
E." 


x 


Í ора. 

Tele fk 

РЕМ h, 5 h, 的 两 个 格 点 分 布 的 着 积 仍 为 格 
点 分 布 ， 当 且 仅 当 hfh, 为 一 有 理 数 . 

在 独立 随机 变量 之 和 的 极限 性 态 的 研究 中 ， 关 于 
格 点 分 布 的 局 部 定理 显著 地 补充 了 БЕ ЖЯ ЖК КАУ 
中 心 极限 定理 ( central limit theorem ) 这 一 基本 结果 
格 点 分 布局 部 定理 的 一 个 最 简单 例子 是 Laplace 定理 
(Laplace theorem ) ， 它 可 以 作 如 下 推广 : 设 X,, X,, 
… 是 一列 独立 同 分 布 前 随机 变量 ，EX, = m, DX. = 
07， 令 5 二 XX- 十 证 ， 而 X, ЖЕШ a+ nh 
(н> 0) жй. іа 


Р,(п)=Р{8, = ка+ић); 
那么 ， 为 使 渐 近 关系 式 


ГА 


k 
U P (n) + 


1 1 | karnp-km |° 
Зх »{-+[ сї Ї\|-* 
ЦЕ o 时 对 n 一 致 成 立 ， 其 必要 充分 条 伴 是 
为 最 大 步 长 ， 
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Lie 群 中 的 格 [latice in a Lie group; решетка в груп- 
пе Ли] 

Lie # (Lie роц) G 的 一 个 离散 子 群 (discrete 
subgroup) 下 使 得 С/Г 关于 【诱导 的 ) G 不 变 测度 有 
一 个 有 限 体积 ， 

R 或 C 上 向 量 空间 V n Ж (йй) 格 《lattice 
of dimension п) Ж У ЙЕН n АЕ В ЕР 
是 所 生成 的 自由 Abei 群 . R 上 有 限 维 向 是 空间 УЙ 
加 法 群 的 一 个 子 群 是 离散 的 必要 且 只 要 它 是 一 
([1]) 
参考 文献 

[1) Moris, S., Pontryagin duality and the structue of 
1осайу compact аһейап groups, Cambridge Univ. 
Pres, 1977. A. Л. Онишик 把 

【 补 注 】 Л НО ( dscrete group of transfor - 
mations }. йй 译 


点 格 [lattice of рош 或 poirt lattoe; точечная 
решётка], К" 中 以 Tel,…,e,] 为 基 的 

点 a= giel + 十 g,e,(91, g, 取 整 数 ) 的 集 
Вл = е +7 + 2е,. 

点 格 A 可 以 看 成 有 n 个 生成 元 的 自由 Аа 群 
(Abelian group) . 点 格 A 有 无 穷 多 组 基 , 它们 的 一 般 撒 


式 是 (e，… ,es)U， 其 中 U 凯 取 所 有 行列 式 为 +I 的 
整数 矩阵 . Ж 

d(A)= det(e,,-.e,)|> 0 
RAR el ,… ,e, 形成 的 超 平行 体 的 体积 . 它 与 基 的 选 


下 无关 ， 称 为 点 格 人 的 行列 式 determinant of the 
tti). 

把 点 格 分 解 为 Bopogoi 4& 8) ( Voronol latticc types ) 
在 二 次 型 的 儿 何 中 起 着 重要 作用 ， 见 二 次 型 (quadratic 
form). А. В. Малышев 所 
【 补 注 】 格 及 格 点 的 思想 将 几何 与 算术 (整数 ) 联结 起 
Ж. 因而 它 在 数 的 几何 ( geometry of numbers) 整数 规 
Ж] ( integer programming ) { 格 点 定理 )、Diophantine iË 
Ят ( Diophantine approximations). 约 化 理论 、 解 析 数 论 
( analytic number theory )、 数 值 分 析 ， 晶 体 学 { 匈 数学 
晶体 学 (crystallography ，mathematical)、 编 码 与 译 码 


{coding and decoding)、 组 合 学 ( combinatoris ). 几何 
算法 以 太 其 他 领域 中 起 着 中 心 作用 . 
参考 文献 
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ГАЗ] Kanman, R. and Гоча, L., Covering minima and 
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格 序 群 [ lattice-ordered group ;структурно упорядоченная 
группа}, ##( group) 

YT ES < 的 元 素 集合 上 的 一 个 群 ( group ) 
G, 且 有 以 下 性 质 : 1)G 是 关于 < 的 一 个 格 {lattice ) 
旭 对 任何 x,yeG 存 在 元 素 x A y, x v у, 使 得 
xA уќх,у, Bx v y2x,y; 对 任何 eG, z < x, 
у сх A у, 且 对 任何 tEG 和 x,yst, 有 x 
му: 以 及 2) 对 任何 4,b,x,ysG, Жар 
Car S ду. 等 价 地 ， 一 个 格 序 群 能 定义 成 表征 

人，V >》 的 一 个 代数 系统 (algebraic 
эшш, 满足 公理 : 3) «6, .. е) ёЁ— 1% 
4) (б,у , A 》 荐 一 个 格 ; 以 及 5) 对 任何 x,y,z， 
tEG,x{y v 2)t=xyt V xzt Mx(y A 7)t= 
ху! A xzt. 

ЛАЯ ИЕЛЕ Bn ЙЕ С АВАН ( dis- 
tributive айке )). 元 素 x 的 绝对 值 (absolute value of an 
element ) ( 相应 地 ， Га (Cpositive рап) 和 负 部 а 
tive part)) 是 元 素 [х[= x у x-1( 相 应 地 ， xt =х 
у ez = xA е). 格 序 群 中 ， 以 下 关系 式 成 立 : 


х= хх, |х х, 
Бх (x) ,x л (x ) = 
EVIE A AP =x у у" 


两 个 元 素 x 和 y 称 为 正 交 的 ( orthogonal), 如 果 |x| v 
у= е, 正 交 元 素 可 交换 ` 

— LE G 的 子 集 А 称 为 了 子 群 (1-subgroup)， 
如 果 H Ë G 中 的 子 群 和 子 格 ; LTE H BES G 的 
1 理想 (1-ideal), 如 果 它 在 G 中 是 正规 的 和 凸 的 . 一 
个 格 详 群 的 1 于 群 的 集合 构成 其 余 体 子 群 的 格 的 一 个 
T. 一 个 格 序 群 的 1 理想 的 格 是 分 配 的 . 1 群 G 
到 1 群 中 的 一 个 1 同 态 (1-homomorphism) 是 群 
G 到 群 H 中 的 同 态 (homomorphsm)e,, 使 得 


@(xv y)=@(x)v @(y). 

Ф(х^ р) = х) A @()). 
了 园 术 的 核 正 好 是 工 群 的 了 理想 . 如果 G 是 -- 个 1 
# меа. 则 集合 М = {хеб:|х] л Im|=e 对 
2—1 meM) СР Е САРЕ (convex 
subgroup )). 

ФЕ L HJ HB D Ех ВН 
A(L) 是 一 个 上 群 ( 如 果 对 f. g8 AGL), Кж f Sg 
当量 仅 当 对 所 有 的 me 上 ,f(z) S g(a)). 8—1 В 
同 构 于 关于 某 - -适当 集合 L 的 格 序 群 4 (2) 的 一 
个 1 子 群 

所 有 和 格 序 群 的 类 是 表 往 人， ，”,e, 入，V》 

— FË (Ж 【variety of groups )) . 它 的 最 重要 的 
+ ЖЛЕ НЕЛЕ ЛОК ЖЕ НЕ ЭЕ {可 表示 的 上 # 
(representable 1-groups ) 的 类， 亦 见 全 库 群 (iotajy ола 
егей group )). 
参考 文献 

[11Birkhoff , G., Lattioe theory, Colloq . Publ ., 25, Ала. 

Маі. Ѕос., 1973 

[2] Fuchs , L. ., Partially ordered algebraic systems , Pergamon , 

1963. В М .KonsITog # 
【 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Andeson, M .and Feil,T., Lattiocondered groups . Ап 
introduction , Reidel . 1988 

[А2] Glas, A.M. W .and Holland, W , Ch. (eds .), Latti- 

coordered groups, Advapos and mchniqos , Kluwer, 
1989. 

[ АЗ] Martinez, J. (ed .), Ondered algebraic stmcturs Кїш- 

жег, 1989. БЕСЕ ЖЕГИЧ 
353548 [lattice with complements 或 complemented lattice ; 
решетка < дололҥеннямн | 

具有 零 元 0 和 单位 1 的 一 个 格 (aitice ) 工 . 其 中 对 
任何 元 罕 4 存在 元 察 5( 称 为 元 素 a 的 补 (complement 
of the element)), 使 得 avb=1 且 a A b = 0. 如 果 对 
任何 满足 a <S b а, Бел, 区间 (interval )[a, 8] 是 有 


一 个 形 如 [0,a],as 
L 的 区 间 是 有 补 格 ; b) 弱 有 补 格 ( weakly complemented 
lattice ), 如 果 对 任何 5 {а 的 8,ber ,存在 元 素 ceL， 
ЛИВ a 人 c=0 B b A z #0; с) 45388 (semi-comp- 
lemented Ший), ЯПА а, a 关 1, 存在 元 烷 
beL,b 0, f$ a A b= 0; а) Я ( pseudo- 
complemented lattice ), 如 果 对 任何 aeL, ЖЕТЖ 2, 
使 得 a 入 x= 0 当日 仅 当 x <a; e) 99 ЫЙ (quasi- 
complemented lattice ), 如 果 对 任何 хе і, ЖЕ ye 
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工 、 使 得 x A y= 0 B xv y до. 正 交 补 恪 也 起 
重要 作用 ( 见 正 交 模 格 ( orthomodular ишсе )). ЯГ ТР 
各 种 不 同类 型 补 之 间 的 关系 见 [4]. 

参考 文献 

{1] Bikhoff, С., Lattioe theory. Colloq .Publ ,,25, Amet , 
Math. Soc., 1973. 

[2] Скорняков, Л. А., Элементы теории структур, 2 
изд., М., 1982 ( 英 译 本 : Skomyakov.L , À ., Elements 
of ийке theory , А. Hilger , 1977). 

[3] Скорняков ,JI .A., Дедекиндовы структуры c допол- 

1961 (ЖЖ, 
Ѕкотугкоу , 1.. A., Complemented modular lattices and 
regular rings . Oliver & Boyd , 1964). 

[41 Grillet, Р.А. апі Vada ‚}. С. Complementedncss condi- 
tons л lattios, Bul. See. Roy. Sc. Lig, 36 
(1967),no.11-12.628-642 Т.С. Фофанова { 

[ 补 注 】 在 一 个 分 配 格 (distributive Jattice ) 中 ， 每 一 元 
素 至 多 有 一 个 补 ， 皮 之， 其 中 每 一 元 素 在 其 所 在 的 每 
一 区 闻 中 至 多 有 一 个 相对 补 的 格 必 是 分 配 的 . 

参考 文献 

[A1] Beran , L ., Orthomodalar lattices, Reide] ,1985 . 

[A2] Graper,G ,Lanics theory ,Freman ‚1971 

[A3] Dubreil-Jacotin, М. L ., Lesieur, L. and Croiset, R., 

Legons вш la théorie des ueiles,Gauthier-Villam, 1953. 
хів й 286 8 
Таше 级 数 [Laurent series; Лорана ряд ] 
按 差 z— a ЮАР ЕЙ z 一 a ЛЕЕ ОЕ 
排列 的 才 级 数 ( power seres ) 的 推广 ， 其 形式 为 
+ 
„Х.с. — ay, о) 
级 数 (1) 理解 为 两 个 级 数 之 和 : 一 是 Laurent 级 数 的 
正则 部 分 (regular part of the Laurent series) “ 
Е 
У с,(2-а)*, 
ЕП 
另 一 是 Laurent 级 数 的 主要 部 分 ( principal part of the 
Laurent seres ) 


tei и регулярные кольца, M., 


= 


У e (z = a)* 


i 
当 且 仅 当 其 正则 部 分 和 主要 部 分 都 收 贫 时， 才 认 定 级 
数 (1) 收 敏 Ташен 级 数 具 有 下 列 性 质 : 1) 如 果 
Laurent 级 教 的 收效 域 含有 内 点 ， 则 此 收 敏 域 是 一 个 贺 
олж ато МИЯ D= {zeC: 0gr <|z —a|< 
R< +оо}; 2) fE $ р 的 所 有 内 点 处 ， 级 数 
+1) За: 3) 类 似 填 筹 级 数 ，Laurent 级 数 在 边 
界 圆 周 |z 一 a|=r 和 |z 一 a|= А БАНАН 
能 有 很 大 差别 ;4) 级 数 〔1) 在 每 个 紧 集 大 CD 上 
90090; 5) 级 数 (1) 在 D 内 的 和 是 一 个 解析 函 
数 f(z); 6) 级 数 (1) 能 在 D 内 逐 项 微分 和 逐 顶 
积分 ; 7) Ташен 级 数 的 系数 cx 可 通过 其 和 (г) 由 
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公式 ， ‚ 
一 2)4: = 
с, = т} Sha (k=0, 1,5) 

(2) 
确定 ， 其 中 у 2-а, <о«Е) №0 а 


为 中 心 且 位 于 D 内 的 任 一 圆周 : 8) Laurent ЛЭГ 
式 是 唯一 的 ， 即 如 果 在 D 内 f(z) = ф (z)， 则 两 者 
& (z—a) 的 宕 展开 的 Laurent 级 数 的 所 有 对 应 系 
数 都 相等 . 

对 于 以 无 穷 远 点 а= со 为 中 心 的 情形 ，Laurent 
级 数 的 形式 为 


yx с:*, (3) 


К 


此 时 正则 部 分 是 


而 主要 部 分 是 


(3) 的 收 策 域 的 形状 为 
D'= (z: 0<r<|z|<R S + o), 


А (2) 成 为 

-i fea k=, ы, 
фу (2: 12| р, r< p< R). 此 外 ， 所 有 性 质 
均 与 有 限 中 心 a 时 的 情形 相同 . 

Laurent 级 数 前 应 用 主要 基于 Laurent 定理 (Lan - 
теш theorem) (1843 年 ) : ШЕ р = (2:0 |2 
a| <R < +оо} 内 的 任 一 单 值 解析 西数 (analytc func- 
tion) f(z) # D 内 可 由 一 个 收 颌 Laurent 级 数 (1) 
表示 . 特别 是 ， 解 析 郑 数 /(:) 在 其 单 值 特征 孤立 奇 
点 4 的 一 个 去 心 分 域 p= (z: 0<|z 一 a| <R} 内 
可 通过 Laurent 级 数 表 示 ， 这 是 研究 f(z) ТЕШ УЛЯ 
点 邻 域 中 性 态 的 主要 工具 ， 

对 于 多 复 变量 z= (z,,，… 
下 述 命题 可 看 作 单 复 变量 Laurent 定理 Г: ЕВ 
环 D,= {т,еС: 0gr,<|z,—al< n <+ ©} 
(vy 三 1,，…, 7) 之 积 D 中 全 纯 的 任 一 函数 f(z) 在 DD 
中 可 表示 为 收 敏 多 重 Laurent 级 数 《multiple Laurent 
ws). С 6 


с, = 


， Za) 的 全 纯 函 数 了 (2)， 


+т 


fG)= K (z ay, (9 


ЗАА ТАГА k= (К, Б), H 
к +, 


(2 а) = (2-а) (2, а)", 


а р Лб): 

£ Оту у 02-а)" 
此 处 y ЖЕ у, = (2,66: z =a tp e", r. < 
р. <Е,,0<:<2л) (у=1, с, n) 之 积 级 数 


(4) 的 收敛 域 是 对 数 同 的 ， 它 还 是 相对 定 余 Reinkeudt 
区 域 (Reinhardt domain) ， 然 而 ， 多 和 至 Laurent 级 数 
(4) 的 用 途 有 限 ， 因 为 村 本 n>2. 使 纯 函数 f(z) 
ЖА. 
参考 文献 
[1] Маркушевич ‚ А. И., Теорня иналитических функций, 
2 им., T. 1, M., 1967, гл. 4('!#Ж: А.И. 
=й. ИҢЛИ S. АБГ ДЕА, 1957. 
第 四 章 ) 
[2] Шабат, Б. В., Введение в комплексный анализ, 2 
ma. M.. 1976, ч. 1, га, 2, ч. 2, гд. 1 
Е Д. Соломещев 所 
ИНЕ] 设 А ЛС, ЖОЖ Laurent 级 数 〔 Laurent 
series ) 也 常用 来 表示 形 如 


Ë а Х,ак, NeZ 


前 形式 展开 式 、 两 个 这 类 展开 式 可 逐 项 相 加 ， 而 其 相 
Ят: 


( 注意 这 是 有 限 和 )， 在 这 样 的 加 法 与 沫 法 下 ，Laurent 
级 数 构成 一 个 域 ， 记 作 kf(X))， 它 是 形式 宕 级 数 环 
ХӘ] 的 商 域 ， 称 为 形式 Lauent 98380 (fd 
of formal Laurent seres). 如 果 о. #0, ДАЧАХ 
ХУСУ а, Х) = 一 和 NN， 这 就 使 上 (XX)) 成 为 离 
ЖЕТА, Вж КПХ], ХА 
Xk[[X]], 8382 К, ( 亦 见 赋值 《 valuation }. ) 
上 的 Laurent 多 项 式 (Lauent polynomial ) 是 
жш} „а,Х(-М<М, №, ме?) 的 表示 式 . 
还 可 以 更 一 般 地 定义 多 变量 (形式 ) Lanrent 级 数 
和 非 交 换 Laurent 级 数 ， 见 [Al] , 
参考 文献 
ГАТ] Hutchins, Н. С., Examples of commutative rings, 
Polygonal . 1981. 
[А2] Cohn, P. М., Skew Бей constructions, Cambridge 
Univ. Pres, 1977. 
[Аз] Ahlfors, L. V., Complex analysis, MeGraw- Hill , 
199( 中 译本 ; L. V. БАНЯ, EPF. ЕВН 
学 技术 出 版 村 ，1984) - 
[А4] Нӧгтапаег, 1.., An introduction to complex analysis 


їп Several vanables , North - Holland. 1973. 
1A5] Titchmanh Е. С., The theory of functions ，Oxford 
Univ Рез, 1979 (中 译本 : E. C. ИЖ. й 
数论 ， 科 学 出版 社 ，1962) 
【译注 】 事实 上 ，K ，Weierstrass 于 1841 年 已 在 其 论 
хви Фя танін, па 
Laurent 级 数 ， 但 如 同 他 的 其 他 一 些 早 期 论文 一 样 ， 
这 篇 论文 只 是 到 他 的 全 梨 第 一 卷 印行 时 ( 1894 年 ) 才 发 
ж. 
参考 文献 
[ BI] Weierstrass, K ., Darstellung einer analytischen Fumc - 
tion einer complexen Yerindedichen , баеп absoluter 
Betrag zwischen zwei gegebenen Cironztn ticgt, Mathe - 
matisehe werke , Johnson, рїї, 1, 51 — 66 
Makak 课 
Лаврентьев 定理 [Lawrent'ev theorem ; Лаврентьева reo- 
ма] 

ТУЯ 10Р 8 Лаврсипев 定理 : R° 中 两 个 
ААВ Т рар а ГЕП G, 型 集合 

之 间 的 同 是 (homeomormphism ) 映射 此 定理 有 一 个 扒 
й#: 集合 的 Havsdorff 类 型 是 一 个 拓扑 不 变量 【 见 [1]) 

2) 逼近 论 中 的 Лаврентьев 定理 给 出 了 关于 一 致 
诅 近 可 能 性 的 一 个 判别 准则 在 案 集 K< C 上 连续 的 
函数 可 用 多 项 式 在 К 上 一 致 齐 近 的 充 要 条 件 是 ， 天 
是 一 个 不 能 分 开 复 平面 的 泡 内 点 紧 集 ( 见 [2]). 

3) 皂 共 形 映 里 理 论 中 的 Лаврентьв 定理 : 设 D. 
жр, 是 平西 上 两 个 以 分 笑 光 滑 曲 线 为 边界 的 单 连通 区 
域 ，2，2，2 和 э, w,, w, 分别 是 两 区 域 边界 上 
的 正 向 编号 三 元 点 组 、 那么， 其 特征 方程 函数 具有 一 
致 连续 偏 导数 的 任意 强 瑚 加 方程 明 


DX у, sD ,0,07)=0, 
CD， 


总 存在 一 个 唯一 的 D, 到 D. 上 的 同 蚌 映射 ， 它 给 出 
了 方程 组 的 一 组 解 4(x,y), 0(x,y), 且 在 该 映射 下 ， 
上 述 三 元 边界 点 组 之 问 相互 对 应 . 
4) 力学 中 的 Лаврентьсв ха (Ж, щу 
波 ， 不 稳定 动力 学 形式 ， 流 ， ЖЕШ, жай 
Ж%[4]. 
定理 1)—4) 属于 M. A. Лаврентьев. 
参考 文献 
[1] Lawentief, M , , Contribution à la thšorie des ensembles 
homéomorphes , Pisi. Маң ，6 (1924). 149 — 190 
[2] Лаврентьев, М. А., Cha. АН СССР. Сер. Mar- 
ем.Ў, 12(1948), 6, 513 — 554. 
[3] Jlaspames, М, А., «Тр, физико-матсм. ин-та 
АН СССР, Отдел матем. у, 5(1934), 159 — 245. 


14] Михаил Алехсеевич Лаврентьев, М., 1971 САН СС. 
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СР. Материалы к биобиблиографин ученых СССР. 

Сер. математики, в 12) В. А. Зори #8 
【 补 注 】 1) 此 定理 在 下 列 更 广泛 的 情形 仍 成 立 : 如 果 
ХЖ 了 是 完全 可 炭 量 化 空间 ， 二 三 天 , BS Y, B f: A 
”有 是 同 用 映射 ， 则 存在 满足 AS 4 和 B< B' 的 
б, ЖЕ (L F,(G,) 型 集 (set of type F, (G,))) A° 
SX 和 B' = Y k—+#3É ЮЖ: А — B°. 

在 扩张 理论 中 和 构造 反例 时 ， 此 定理 是 很 有 用 
Ш. 

2) ЖЕ Мергелян 定理 ( Mergelyan theorem ) 
=й. А (А6]- [А8], [АШ]. 

3) 5 Лаврентьев 的 名 字 有 关 的 另 一 

考虑 下 列 两 个 最 优化 问题 : 


问题 如 下 ， 


r 
ж}, х,аз, 
i 


} (Ai) 
х(0) =, X(T) =, хе; 
r 


а | (А2) 
х(0) = €0, x(T)=¿,, xEC 
ВИ x (АТ) 中 是 绝对 连续 的 ， 在 ( A2) 中 是 连续 
Щй, ШТ inf(Al) < inf(A2)， 这 就 是 熟知 的 Лав- 
рентьёв BL (Гаме еу phenomenon)， 作 为 推论 ， 
即使 L ЖЖ, САТ) 的 极 小 化 子 也 不 满足 Euler - 
Iagrange 方程 【Euler -Lagrange equation ) . 
参考 文献 
[AJ] Amts, J., Completeness дерле, a generalization of 
dimension, Алї. Math., 63{1968), 28—41. 
[A2] Chapman, T .A., Dense а - compact subsets of infinite- 
dimension] manifolds , Trans, Атт. Mah. Soc, 
154 (1971), 399 ~ 426. 
[A3] Douwen, Е.К. мап, А compact space with а measure 
that knows which sets are homeomorphic , 400. Math. , 
52 (1984). 1-33. 
[A4] Engeiking, R., General topology , Heldermann , 1989. 
[A5] МШ, Т. хап, Domain invariance in infinite- dimensional 
linear spaoes , Proc. Атет. Math. Ѕос., 101 (1987), 
173 — 180. 
[А6} Megelyan , 5 .№., On а theoem of М. А. Lavren- 
сеу, Trans. Атет. Math. Soc., 3(1962), 281—286 
(Рой. акай. Nank SSSR, 77 ( 1951), 565 — 568.) 
ГАЈ] Мерауап, 8.№., On the sepresentation of functions 
by serics of polynomials оп closed sets, Тїгї. Атег. 
Май. Soc., 3 (1962), 287 — 293. (Dokl. Акаш. 
Маш SSSR, 78 (1951), 405 — 408.) 
[ A8] Collingwood , Е. Е. and Lobwater, А.}., The the- 
огу of chister жїз, Cambridge Univ Press, 1966. 
[A9] Саап, L., Optimization theory and appliations, 
Springer , 1983, Sect. 18.5. 
[ А10] Lawent'ev , M.. , Sur quelques probikmes du calcul des 


кё (т, х, #940, 
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vanations, Am. Маг. Pura Appi ., 4 ( 1926), 7—28. 

LAll] Davis, Ph. J., Intepolation and approximation , 
Dover, reprint, 1975, р. 28 ff. 

[А12] Тамелгеу, М. А., Variational methods for boundary 

value problems for systems оѓ elliptic equations , Noo- 

тїзїї, 1963 (Ж 3 830). 白 苏 华 ， 胡 师 度 译 

惯性 律 [law of inerda ; ннерцин 3akon] ， 二 次 型 的 
下 述 定理 ， 用 变数 的 线性 变换 
(хх) = (7900 


( 其 中 о АЕТ ) 以 任何 方式 把 一 个 实 
系数 二 次 型 


化 为 平方 和 
时 (【 亦 见 二 次 型 的 约 化 (quadratic forms , reduction оГ)), 


使 户 >0( 或 入 <0 成 立 的 指数 二 的 个 孝 рО л) 
是 固定 不 变 的 ， 经 典 形式 的 惯性 律 是 由 J. 了 ,Sylvester 
建立 的 ， 此 命 是 有 时 也 称 为 Sylvester 定理 《 Sylvester 
theorem ) . ` 

现代 形式 的 局 性 律 是 关于 有 序 域 上 对 称 双 线性 型 
性 质 的 下 述 命题 : 设 互 是 有 序 域 k 上 的 有 限 维 向 量 空 
间 ， 其 上 有 一 非 退 化 的 对 称 双 缕 性 型 这 时 ， 存 在 一 
个 整数 p> 0， 对 E 中 关于 了 的 任何 正 次 基 е, 
с з М 

Ре, е) 1з, 


中 都 从 好 有 р 个 正 的 ， 愉 好 有 n = s— р АЙН. 数 对 
(p,n) 称 为 了 的 符号 关 (signatune), ШС n 称 为 它 的 
惯性 指数 (index of jnertia ) ， 两 个 等 从 的 下 线性 型 有 同 
ЙН. 如果 k 是 Eudid 域 (Euclidean ñeld), 
则 符号 差 相等 是 双 线 性 型 等 价 的 充分 条 件 ， 如 果 惯性 

指数 n 一 0 , 则 / 称 为 正定 的 ， 如果 = 0， 则 了 称 为 
ААО. 这 些 情况 分 别 由 性 质 “到 任 何 非 零 的 xe 有 
Дх,х)> 0 或/(x,x) < 0" 所 刻画 . 南 惯性 律 得 知 ， 
Е 是 了 空间 关于 为 正 交 的 直 和 


Е=Е, ФЕ, 
了 在 E， 上 的 限制 是 正定 的 ， 而 在 E. БАЙ 
定 的 ， 且 
ат E, = p, dim E_ =n 
{于 是 E, 5 E. 的 维 数 与 分 解 无关 ) . 
有 时 也 取 
s(f)=p-n 


5 f 353. 如 果 两 个 型 了 和 и 确定 域 《 的 Witt 
ЭК (УЛ ring )W(k) 中 的 同一 个 元 素 , ШЕ a (f)== (9). 
此 外 , 对 任何 非 退 化 的 型 ,无 以 及 og {<1>)=1,， 
fo (f,@f,) =s (f) ta (f,) АЖ o (f,@f,)=o(f,) 
* z (f.), ЖИЙ f > (J) 定义 了 从 Wk) 到 整数 
环 7—17. 如 果 k 是 Eudid g, 20601 
аам. 

任性 律 可 以 推广 到 极 大 有 序 域 k 上 的 Hermite 双 线 
长 型 的 情形 ， 也 可 推广 到 k 的 二 次 扩 域 或 上 上 的 四 元 


数 体 上 的 Hermite 双 线 性 型 的 情形 中 ， 见 [1]，[4]. 
参考 文献 
[1] Bourbaki, N.. Elements of mathematicss. Algebra: 


Мойше. Rings. Foms, 2, Addison .Wesley , 1975. 
Chapt . 4; 5; 6( 译 自 法 文 1， 

[2] Lang, 5 ., Algebra , Addison- Wesleg , 1974. 

[3] Artin, E ., Geometric algebra , Interscienoe , 1957 

[4] Мйпог, J. and Husemolier, D.., Symmetric bilinear 
forms, Springer , 1973. В. Л. Поюз Ж 

【 补 注 】 术语 指数 (index) 也 用 来 表示 min (p, n). 
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大 数 律 [law of large numbers; больших чисел закон] 
一 个 普遍 原理 ， 按 照 这 一 原理 ， 在 某 些 银 一 般 的 
条 件 之 下 ， 随 机 因素 的 联合 作用 导致 一 个 实际 上 是 非 
随机 的 结果 . 当 试 验 次 数 增加 时 ， 一 个 随机 事件 发 生 
的 频率 趋向 于 它 的 概率 (ЭХ p| BË ТЕЙЛ 2 838 Ж 
注意 到 的 现象 ) ， 可 以 作为 这 个 原理 的 第 一 个 例子 . 
17 世纪 末 J. Bemouli ([)], [12]) 证 明了 一 个 
定理 ， 该 定理 指出 ， 在 一 列 独 立 的 试验 中 ， 如 果 某 个 
确定 事件 4 在 每 次 试验 中 发 后 的 概率 有 相同 的 值 p 
(0 < 了 < 1), 那么 当 一 ос н}, ЭЖ 
Í = >l 一 0 (1) 
对 任意 e> 0 成立， 其 中 a, ЖЛЕ n 次 试 
验 中 发 生 的 次 数 ， 而 д, Гл 是 发 生 的 频率 .Bernouli 
定理 ( Berroulli theorem ) # 5. Ровзоп ([2]) 推广 到 
独立 试验 序列 中 事件 A 发 生 的 概率 栈 试 验 次 数 变化 的 
情形 . ЖЕҢ k 次 试验 中 的 这 一 概率 为 p (k=1,2 
…), 县 表 


7р 


s = P UU tp, 
r. 四 
那么 按照 Poissan 定理 (Poisson theorem ) ， 当 n — o 
时 ， 对 任意 Е > 0， 
¿k a (2) 


成 立 . 这 个 定理 的 严格 证 明 首 先 由 П. Л. Чебышев 
在 1846 年 给 出 ， 他 的 方法 与 Poisson 的 十 分 不 同 ， 是 
基于 某 个 极 值 的 考虑 ， 而 Poison 则 是 内 上 述 概 率 的 


一 个 渐 近 公 趟 推出 《2) 的 ， 这 个 公式 又 基于 Gaus 的 
一 个 定律 ， 它 在 当时 还 是 未 曾 严格 证 明 的 .Poisson 是 
第 一 个 采用 “大 数 律 ” 这 一 术语 的 人 ， 他 用 它 来 命名 
他 自己 加 以 推广 的 Bemouli 定理 . 

Bernoulli 与 Poison 定理 的 一 个 进一步 的 自然 措 
广 是 如 下 事实 的 推论 ， 即 随机 变量 ¿, 可 以 表 为 独立 
ИРАНИ 


н, X + + X,, 


其 中 X, =l, ШЖ 4 在 第 k 次 试验 中 发 生 ; 否则 
Х,=0. ЖЭН E(u,/n)( 恒 等 于 数学 期 望 EX 
(1<k*<n) 的 平均 值 ) 在 Bernouli 情形 为 p 而 在 
Poisson 情形 为 p... 换 名 话说， 在 这 两 种 情形 下 ， 所 
考虑 的 都 是 变量 X, 的 算术 平均 与 它们 的 期 望 值 的 算 
术 平 均 之 差 . 

在 他 发 表 于 1867 年 的 “ 论 平均 量 "这 一 著作 中 ， 
Чебышев 证 明了 : 对 于 独立 随机 变量 序列 X,, с. 
Х.с. ЖЧТ. п -> co 时 ， 对 在 
意 > 0， 关 系 式 


Аі Xt +X. | 
n 


_ Ex, 二 -0 (зу 
成 立 . Чебышев 假定 所 有 数学 期 望 EX? 都 以 同一 党 
数 为 界 ， 荔 然 他 的 证 明 清楚 地 表明 ， 只 需要 求 X, 的 
Жа ОХ, =ЕХ 一 (EX)? 的 有 界 性 ， 其 至 只 需要 
= 
Bi=DXI+ +DX,=o(n2), n — ос 


便 已 足够 ， 就 这 样 ，dc6etues 指出 ，Bernaulli 定理 是 
可 以 大 大 推广 的 . А. А, Марков 注意 到 进一步 扩充 
的 可 能 性 ， 并 且 建 议 对 Bernoulli 定理 的 所 有 推广 ( 特 
别 是 对 (3) ) ЖЖ “КЖЕ” Ж. Чебышев 
的 方法 是 基于 对 数学 期 望 全 部 性 质 的 严格 立论 旦 利用 
所 谓 的 Чебышев 不 等 式 (概率 论 中 的 ) (Chebyshev 
inequality (in probability theory )) ， 对 于 概率 (3) ， 它 
产生 如 下 形式 的 估计 
n a Yx, 

ЖАМК ЕПА И — A ИШПИ 6 qt ЖЕК — H TE 
更 受 限制 的 条 件 之 下 ， 见 Bepmnrreñn 不 等 式 ( Bernst - 
еп inequality ) 、 大 数 律 此 后 的 证 其 全 都 是 Чебышев 
方法 以 各 种 外 延 形式 的 发 展 、 利 用 随机 变量 X, 的 适 
ч” ( 用 辅助 变量 X. 来 蔡 代 原 来 的 变量 ， 即 
如 果 |X EX, S L,, ДФХ, = Х,; M |X,- 
ЕХ, > 工 。， 则 令 X :一 0， 其 中 工 ， 为 常数 ) ， 

Марков 把 大 数 律 推广 到 各 项 的 方差 不 存在 的 情形 . 
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例如 他 证 明了 ， 如 果 存 在 常数 5> 0 及 工 > 0 使 对 所 
有 n, 

ЕХ, -ЕХ, |<, 
那么 (3) 也 是 正确 的 ，Xaau 定理 《了 hinchin the- 
отт, 1929) 以 类 似 手段 证 明 : 如 果 X, 有 相同 分 布 且 
EX, 存在 ， 则 大 数 律 (3) 成 立 . 

对 于 独立 随机 变量 之 和 ， 有 可 能 论述 或 多 或 少 是 

最 后 版 本 的 大 数 律 . 为 此 ， 采 取 一 种 更 普遍 的 观点 是 
方便 的 ， 它 涉及 渐 近 常 值 随机 变量 序列 的 概念 殖 机 
变量 序列 了 ，…， 了 ,，'” 称 为 渐 近 常 值 的 ， 如 果 存 
在 一 列 常数 С, С, …， 使 得 对 任意 2 > 0， 当 
n — o 时， 

Р{|Ү,—С,|>є}— 0 (4) 
(MH У, C, КНР ). 如果 (4) 对 某 列 
C, 成 立 ， 那么 它 对 C= myY。 也 成 立 ， 其 中 mY 


AMAR V 的 中 位 数 ( 见 中 位 数 (统计 学 中 的 ) 
(median (іп statstics )))， 此 外 ， 代 替 独 立 随机 变量 序 


Ху, 天 ,，…， 也 可 取 随 机 变量 的 所 谓 三 角 阵 
列 (triangular агау): 
X... ХА, 
X, U Хул, 
X, Хо 


《第 一 个 足 标 为 行 数 ， 而 第 二 个 表示 变量 在 该 行 中 的 
号 数 )， 每 一 行 中 的 随机 变量 假定 是 相互 独立 的 ， 如 
果 设 ki; 一 1, pa = 2,9, X. 一 Xe/n， 则 序列 情形 
易 化 为 三 角 阵 列 情形 

令 


Y= Xt + X, ,.: 


对 于 独立 随机 变量 和 大 数 律 的 适用 性 的 一 般 问 题 即 可 
陈述 如 下 : 在 什么 条 件 下 ， 和 У, 是 渐 近 党 值 的 ? 

2—8 8 А. Н. Колмогоров 在 1928 年 作出 
了 回答 . 不 失 一 般 性 ， 可 设 变量 X. , 的 中 位 数 都 为 
零 . 令 X... = X... 如果 |X, iT<1; X. ，= 0， 
如 果 |K, [> L. 和 了 。 为 渐 近 常 值 的 必要 完 分 条 件 
是 以 下 两 极限 式 同 时 满足 : 


[А 


УОР{|Х,,„|>1}—=0, 5 n> @ W 


к=з 
я 


= _ 
ЕХ, 0, 3 n — o 时， 
£ 
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RE XS EX. 即 可 取 作 C,， 这 些 条 件 的 充分 性 
易 由 Чебышев 方法 来 论 让 .如 果 数 学 期 望 EX 存 
在 ， 郑 么 允许 这 择 C. =E Y, 的 补充 条 件 是 容易 找到 
移 ， 由 此 即 产生 出 依 经 典 公式 (31 成 立 大 数 律 的 必要 
充分 条 件 .对 于 独立 同 分 布 的 变量 序列 (АХ, } ， 正 如 
同 前 而 陈述 的 Хинчин 定理 ， 这 些 条 件 就 简化 为 其 数 
学 期 望 的 存 企 性 . 同时， 其 算术 平均 Y, 为 渐 近 常 值 
的 必 相 对 分 条 件 则 是 


npPTXi|>n -0 5 n— о. (5) 


条 件 (5) 不 成 立 情形 的 例子 是 容易 找到 的 ， 例 如 ， 如 
果 所 有 X. 都 有 密度 为 1 /x(1 + x2) ( 对 应 的 特征 函 
数 为 exp { 一 人) 的 Сану 分 布 {Cauchy distribu- 
Чоп), ， 这 个 条 件 就 不 成 立 . 这 时 ， 算 术 平 均 了 ,= 
(Х,+ + X,)/n 有 特征 函数 exp l —n|t/n|) = 
exp{ 一 1， 出 此 推出 ， 对 任意 n、 它 与 其 各 项 有 同 
样 的 分 布 . 

太 数 律 不 适用 的 最 重要 的 铺 形 包含 随机 游 动 中 返 
回 过 始点 的 时 间 问 题 . 例如， 在 对 称 Вепюшн 随机 
游 动 (Bermouli random мак) т, АЖЕ и 
返回 起 妈 点 所 经 历 的 时 间 Т, 是 n 个 独立 随机 变量 
中， X, 之 各 其 中 X, 是 第 一 次 返回 所 经 时 
问 ， 压 :大 第 一 次 与 第 二 次 返回 之 问 的 时 间 ， 等 等 . Ж 
Ë 2T, /nn? 的 分 布 当 n — оо 时 收敛 于 一 个 非 退 化 
的 极限 分 布 ， 其 密度 为 
1 


р(х)= езп хуб, 


当 x < 0 FM. 守 是 ， 在 这 种 情形 下 ，X, 的 算 
术 平均 即 T. jn 的 分 布 ， 粗 略 地 说 ， 是 位 于 长 度 的 阶 
为 п 的 线段 上 【而 在 太 数 律 适用 的 情形 下 ， 应 倍 于 长 
度 为 (1) 的 线段 上 )， 

对 于 相依 随 桃 变量 之 和 ， 人 数 律 {无 论 是 依 其 经 
典 的 或 更 普 明 的 形式 ) 的 适用 性 与 网 机 变量 х, 与, 
当 其 足 标 之 益 上 一 5| 增加 时 的 渐 近 独立 性 有 着 首 刻 揭 
联系 . 相应 前 定理 首先 由 Марков 在 1907 年 对 于 
Марков B£ ( Markov chain ) 中 的 变量 给 出 证 明 . 事实 
上 ， 设 Ху, К, 为 一 有 限 状 态 的 齐 次 Марков 
链 ， 并 设 所 有 一 步 转移 概率 部 是 正 的 ， 这 里 ，X 与 X, 
Ној е 中 时 的 渐 近 独立 性 是 下 述 事实 的 推论 : 
X, 在 X 取 一 辕 定 值 下 的 条 件 分 布 ， 当 j 一 i + 
时 趋 于 一 个 不 依赖 于 X, 选择 值 的 极限 ( Марков 遍历 
定理 (Markov ergodic theorem )) .大 数 律 即 由 此 定理 
ЁШ: 首先 建立 ， 当 站 > o 时 ， 


k 0, 
p 


其 中 а= Шпее Хо 因此 即 得 ， 当 nn + % 时 ， 


如 下 更 普遍 的 情形 则 是 由 Бериштейн 条 件 保证 的 ， 如 
ËR DX < L. (Хх, X)| S g(li - j|), ҖР L 2, 
一 常数 ，R 为 相关 系数 ,而 Q (n) 为 一 当 n -= oo 时 
趋 于 零 的 函数 ， 那 么 大 数 律 {3) PL BY ER {X,}. 
对 于 宽 平 稳 序列 ， 相 关 条 件 尚 可 称许 弱化 ， 即 用 

Er,-0 


П 


уг, 
来 蔡 代 ， 其 中 R, = REX,, Х,,,). 

上 述 请 结果 还 可 以 各 种 方式 加 以 推广 .首先 ， 以 
上 只 是 考 虐 了 依 概 率 收敛 也 可 以 考虑 其 他 类 型 的 收 
象 ， 包 括 以 概 闪 1 收 敏 ， 均 方 收 得 ， 等 等 (事实 上 ， 
上 面 的 许多 条 件 都 可 以 保证 均 方 收 敏 ， 因 而 葡 售 依 概 
йй). ШИЕ 1 收 铺 的 情形 是 很 重要 的 ， 为 此 特 
别 命名 为 强大 数 律 (strong law of large numbers) . 

其 次 ， 很 多 这 样 的 定理 经 过 适当 修正 后 都 可 应 用 
于 取 值 于 任意 维 Euclid 空间 、Hilbert 空间 或 某 些 Ban - 
аср 空间 的 随机 向 量 序列 。 例如 ， 和 如果 IX, 是 一 到 
取 值 于 一 可 分 Banach 空间 中 的 独立 同 分 布 随机 问 
Ж, B Elx,| (Ix! 表示 x 的 范 数 ) 为 有 穷 ， 则 
对 任意 20, цип ю 时 有 


"| 

估 数 律 ， 当 考虑 它 的 最 一 般 形式 时 ， 是 与 遍历 定 
E (етіс theorem ) ЖСК. Ш, И 
可 应 用 于 六 均值 (1/T)Js X(t) dt 的 情形 ， 其 中 
X(t) 为 一 连续 参数 随 宙 过 程 { 例如 见 [10]) . 

最 后 ， 代 车 考虑 随机 变量 之 和 ， 还 可 考 虐 它们 的 
ЛЕЖИ. 事实 上 ， 在 А. Я. Хинчин (1951 一 
1955) 证 明 统计 力学 中 的 基 些 绪论 时 就 这 样 做 了 (M 
[9] ) .他 获得 的 结果 可 以 由 下 全 说 明 ， 设 X... 
X, , 是 在 球面 

Xi +u ХА! „= ти, p>0 
上 均匀 分 布 的 一 个 点 的 坐标 . 那么 人 数 律 适 用 十 一 广 
З У(Х, о, X. ), а n — oo 时 它 
们 的 值 是 浙 近 党 值 的 《这 与 P. Lévy 在 1905 年 所 做 
的 观 奉 结果 类 似 : 极 大 量变 元 的 充分 正则 的 酷 数 在 其 
定义 域 的 大 部 分 中 用 平 为 常数 ) ， 

用 以 说 明 大 数 律 的 广泛 的 统计 数据 ， 可 以 在 较 里 
的 教科 忆 丫 找到， 例如 见 [4],[ 1] 
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排 中 律 [ aw of фе ехйшйей middle; исключенного 
трегьего закон] 

sr BIB р ЖИ Т-Н “ A" 或 “ 非 4 "中 的 一 
ТЪМЕН, РЕЂА Ф ИНД А AV - 4 
表示 ， 其 中 V 表示 析 取 (dsjunction)， 并 且 一 表示 
否定 (перабоп). МИЕ И (8) 的 观点 来 看 ， 
确定 命题 4 V 一 4 的 址 值 意味 着 确定 4 或 "4 的 
真 值 ， 因 为 没有 通用 的 方法 ， 在 有 限 步 之 内 确定 一 个 
任意 的 命题 或 它 的 否定 的 真 值 ， 排 中 律 受到 了 数学 基 
础 中 直 党 主义 和 构造 论 的 代表 者 们 的 批判 ( 见 直觉 主义 
( intuitionism ) ;构造 数学 ( constructive mathematics )). 


В. E. Пя 
на "ой 


参考 文献 
АІ] Dalen , Р. van (ed.), Brouwer's Cambridge lecturs 
on intuitionism , Cambridge Univ, Press , 1981 
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重 对 数 律 [law of the iterated logaritm ; повторного no - 
гарнфма закон ] 

概率 论 中 的 一 个 极限 定理 ， 它 是 强大 数 德 (strong 
law of агре numbers ) 的 精密 化 . 设 X., Х,, с 是 
一 列 随机 变量 ， 且 令 


二 


为 简单 起 见 ， 假 定 对 每 个 n，S, 有 堆 中 位 数 ， 关 于 强 
太 数 律 的 定 更 是 讨论 在 什么 条 位 下 ， 当 #4 — оо B. 
S. fa, ОЛ (а. s.) 威 立 ， 其 中 {a ) 为 一 
数列 ， 而 关于 重 对 数 第 的 定理 则 是 考虑 数列 {с}, 
使 之 成 立 


im зир 5, = (а. 5.), {1) 
或 
Ji яр 12, =1 (а. 5.). (2) 


式 (1) 等 价 于 对 任意 = > 0， 
Р{5$,>(1+)с„(4.0.)}=0, 


Р{5З„>(1—)с„(ф. 0.)}=1, 


其 中 i. o. 表示 万 穷 次 发 生 - 

Жш (1) 与 (2) 的 关系 式 在 比 强大 数 律 所 蓝 含 
的 估计 更 受 恨 制 的 条 件 下 成 立 ， 如 时 { 天 ,是 一 列 独 
立 有 相同 分 布 且 数 学 期 望 等 于 堆 的 随机 变 景 ， 那 么 

Е — 0 (а. з.), н оов 
{Колмогоров 定理 《Kohnogorov theorem)); 35883 
条 件 60<EX?<o 成立 ， 则 成 立 更 强 般 关系 式 
《2) 、 此 时 
с, = {2nbnn(nd)), 

其 中 5 = E X1 (Hartman -Wintner ЕЛ ( Hartman - Win 
tner theorem )) - 

关于 重 对 数 律 的 第 一 个 一 般 类 型 的 定理 是 由 A. 
Н, Колмогоров {[1]) 得 到 的 如 下 结果 : P Ix.) 是 
一 列 数学 期 望 等 于 零 日 方 头 有 穷 的 独立 随机 变量 ， 又 


令 A 
в, = > ЕХ. 
2. 


RUR 8 n > oo ВВ, — o， 且 存在 一 列 正 常数 
{мун 


в, үз 
жум, ям. 957) |. 
那么 (1 S (2) 对 于 
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с„={2В„1!аВ„)!? 


Ж. 在 {X,} 为 一 列 有 相同 分 布 且 仪 取 两 个 可 能 值 
的 独立 随机 变量 的 特 跌 情 形 ， 这 -断言 由 А. Я. Хин- 
чин ([2]) 导出 . J，Marcinkievwicz 与 А. Zygmund 
(131) 指出 ， 在 Колмогоров 定理 的 条 件 下 ,不 可 能 
用 O (Ç о. W. Feller ([4]) 对 于 独立 有 界 非 相 阿 
分 布 随机 变量 涯 列 ， 研 究 了 Komoropoa 重 对 数 律 的 
一 种 推广 ， 这 一 定律 的 其 他 推广 可 网 {5}， 还 有 如 下 
与 Hartman -Wintner 定理 有 关 的 结果 { 见 F6]) : 如 
果 {X,} 基 一 列 独立 相同 分 布 航 随 机 变量 且 有 无 穷 方 
ё, 那么 
жузө ТЦ е (ан 

关于 独立 距 机 变量 部 列 的 下 对 数 律 所 得 的 结果 已 经 成 
米 多 方面 研究 这 个 定 华 对 相依 随机 变量 与 
向 量 序列 以 及 随机 过 程 的 适用 性 
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【 补 注 ] 
参考 文献 
[АЦ Hal, P., Heyde , С, C . , Martingale limit theory and 
its application Асай. Press , 1980 
[А21] Гейет, W., Ап mtroduction to probability theory and 
its applications, І. Wiey, 1968 ( 中 译本 : W. @ 
惑 ， 概 率 论 及 其 应 用 ， 科 学 出 版 社 ，1979) . 
ТАЗ] Lokswe ，M ., Probability theory, Prineeton Univ, Pie - 


s, 1963( 中 详 本 : М. 85, М, ЖЗНД 
PE, 1966). L: 评 


最 小 公 倍 数 [least common multiple ; наименьшее общее 
кратное | 

在 整数 ， 特 别 是 自然 数 的 有 限 集 合 gj ，…, a, 的 
公 倍 数 中 的 最 小 正 数 ， 如果 a a 0, Шоо, 
т, а, 的 最 小 公 傍 数 存 在; РЗ (а, а] 

最 小 公信 数 的 性 质 是 : 

1)а,, с, а, 的 最 小 公 倍数 是 任何 其 他 公 倍 数 的 
нж; 

20а, аа] (а, 77, 


3) 如 果 把 整数 a, ，…, a, 表示 为 


а], а...) 


аруа ру 


其 中 p... р 是 不 同 的 素数 ,x 之 60, 20, 7=1, 
77,3, 10 р, = тах(о, 7, у), 1, 5, 则 


а, 7, а] рир; 


4) ШЖ аЬ>0, Да, b] ° (а, b)=a + b. 
Ж (a, b) Ж а Ж Б БАЕ ( greatest common 
divisor ) . 

由 于 最 后 这 个 性 质 ， 两 个 数 的 最 小 公 倍数 可以 由 
Euclid 算法 《Buclidean algorithm) 求 得 .对 于 整 坏 的 
元 素 以 及 对 于 交换 环 的 理想 都 可 定义 最 小 公 倍 数 的 概 
参考 文献 


[1] Виноградв, И. М., Основы теории wacen ,9 эзд., 


M.，1981( 中 谋 本 : И. М. ЯЙ, КЕЕ 
MM. ВАРЕНО, 19%). 

[2] Бухитаб, А. A., Теория чисел, 2 изд.,М., 1966 
[3] Еашет, R., Кашпал, А. and Denis-Papin, М., 

Mathématique rouvelles, 1— 2, Dunod , 1964 
В. И. Нечаев, А. А. Бухштаб 所 
【 补 注 ] 最 小 公信 数 的 其 他 常用 记号 是 : 1. c. m. 
(а, 77, а), ата, 7", а), L.C. М. (а, 7", 
а) 等 等 . Е BL ТИЮ ИН, ТТЕ 
并 且 是 唯一 的 【不 计 单位 ) ， жай ж 


最 不 利 分 布 [least- 包 vourable distribution ; нянменее бла- 
топриятное распределенне ] 

统计 判决 问题 中 使 风险 函数 达到 最 大 值 的 先 验 分 
Ж (а prior disiribution) . 

设 居 是 在 样本 空间 (X... P,)( 08 ®@) р ДШ 
机 变量 ， 需 要 根据 六 的 实现 从 判决 空间 (多 .如 2p) 中 选择 
一 判决 а, 这里， 假设 未 知人 参数 9 是 在 样本 空间 (Ө, 
Жы, (te 个 ) 中 取 值 的 随机 变量 . 设 上 (8, qd) 为 损失 
沙 数 ， 它 表示 参数 真 值 为 8， 采取 关 决 4 时 蒙受 的 报 
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如 二 


Ë , 在 用 Bayes 方 法 (Bayesian approach) ЖИТ 9: 
计 问 题 中 ， 族 {rots 了 } 中 的 先 验 分 布 z, РАТ РАА 
2 的 最 不 利 的 (least 多 voumble)， 如 果 


вшрр(л„4}=р(т. d), 
其 中 И 
Pla = | [L (0.460 4P, (x), 0) 


是 风险 函数 ， 起 示 作 出 判决 可 造 成 的 平均 损失 . 利用 
最 不 利 分 布 x; 可 以 计算 由 作出 4 所 造成 的 最 严重 的 ( 平 
均 ) 损 失 p(n;,d) . 在 实际 工作 巾 其实 并 不 用 最 不 利 分 
布 ， 而 恰恰 相反 ， 力 求 采取 参数 ө 变化 时 能 避免 最 大 
损失 的 判决 ， 这 意味 着 寻 忒 使 最 大 风险 最 小 化 的 极 小 
化 极 大 判决 4 ， 好 


inf sup p (re, 4d)= вир p(x,, d`) - 
dp ter тет 


在 用 Bayes 方法 处 理 复合 假设 对 简单 假设 的 检验 
问题 中 ， 常 借助 下 述 的 Wald 约 化 (Wald reduction) @ 
定 一 个 最 不 利 分 布 ， 假设 答 根 据 随机 变量 XX 的 实现 检 
验 复 合 假设 H. 无 的 分 布 律 属于 族 H,={P,,9e 人 8}， 
ЖИЛЯН ЫШ Н: MONER 六 服从 分 布 律 2; 设 

dP, (x 49(х 
p| (x)= q(x)= 3. . 
Жи) EZ.) 上 的 某 o 有 限 测 度 ， 而 {x,, te 
全} 是 (@,W6) 上 的 先 验 分 布 族 . 那么 ， 对 于 任意 re 了， 
复合 假设 Н, 可 以 联系 于 一 个 简单 候 设 Н,: 联机 变量 
克服 从 概率 密度 为 


Лоде | ,од4л,(8) 


ЯЖ. 根据 Neyman - Pearson 引 理 (Neyman-Pear- 
вор lemma) ， 对 于 简单 假设 Н, ЙА АН H, 的 
检验 ， 存 在 基于 似 然 比 的 最 大 功效 检验 (most-powerfu) 
test) . 设 记 是 该 检验 的 功效 ( 见 统计 检验 的 功效 (power 
of a statistical test) )， 则 最 不 利 分 布 是 族 {x,, te} 中 
先 验 分 布 x,.， 它 满足 f.,< 有 (对 于 一 切 tET) . 最 不 
利 分布 具 有 人 姓 质 ， 随 机 变量 六 在 假设 Н. F 638538 88 
度 f.,(x) 距 备 选 密度 g(x)“ 最 近 "， 即 假设 H. EJE 
Н ЄТ ТЇШ ЖЕЙК Н “ЖЫК” 0. M. Bayes 方 法 
(Bayesian арргоасћ) . 
参考 文献 
|1] Lehmann, E,, Testing statistical hypotbeses. Wiley, 1986. 
[2] Zachs, 5., Theory of statistical inference, Wiley, 1971. 
М.С. Никулин Ж 周 概 容 译 


ЖУМ ИЕТ [least- nnmber operator; нанменьшего чи - 


{ minimization operator ) 
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由 一 些 函 数 构造 一 新 函数 的 如 下 方式 ， 令 9 是 一 
fn 十 1) 元 算术 函 煞 ， 即 变 元 和 值 沼 取 自 然 数 的 函 
数 . 这 里 只 假定 9 是 部 分 函数 ( partial function) , EH 
ЖЕ Ў. 称 n ЯЖ 了 由 9 
经 最 小 数 算 子 而 得 旬 ， 若 对 性 总 自然 数 k. U. k. 
k, f 

Gk к), 
当月 仅 当 对 一 切 【< 天 的 1， (К, U. k, 1) 有 定 
久 日 值 不 等 于 0， 而 g(k，，…, А, К) 有 定义 且 值 为 
0. # 了 由 9 经 最 小 数 算 子 而 得 到 ， 则 记 为 


fx 


最 小 数 算 子 的 一 个 最 重要 性 质 如 下 所 述 : 若 g 是 
一 可 计算 亢 数 ( computable осоп), ДЕЖ Г 
水 远 是 部 分 可 计算 的 . 实际 上 ， 若 有 一 算法 计算 g, 
那么 F(x, ，…, x,) 的 值 可 如 下 计算 ， 计 算 2(x,, 
“5 x. 0). 若 计算 过 程 终止 ， 即 (ху, U, х,,0) 
ЖЕЙ, ВЖ g(x,, '', x, 0) =0， 则 令 f(x,, 
Xx) 一 0; {Н р(х, сс, xy 0) 0, MJ3F38 
计算 g (x; ，… ,x,，1)， 著 过程 终 止 日 g (x,,，…， 
х„,1)=0, ШФ f(x, U. x,)=1; 但 车 g(x,, 
11》 关 0， 则 继续 计算 g(x,， ,x。, 2); 等 
等 ， 若 存在 一 个 y， 和 使 得 对 一 切 z< y, g (x1，…， 
x, Zz》 有 定义 且 值 不 为 零 , 而 g(x1,…, х, y) 有 定 
义 且 值 为 零 ， 则 计算 过 程 终止 ， 此 时 f(x... x.) 
=y. 
在 定义 部 分 递归 函数 类 时 ， 最 小 数 算 子 起 重要 作 
用 { 见 部分 递归 路 数 ( partial recursive function) ). 
B. E. Плиско {7 


х.) = ну[#0х, U. x. y)= 0]. 


【 补 注 了 
参考 文献 
[AL] Rogers, jr., Н., Theory of recursive functions and 
effective computability , MeGraw -Hil , 1967. 
ЮЖ Ж 


最 小 二 他 法 [least squares, method of ; пнанменыпих ква- 
дратов метод] 
ЗЕ ЗЕН Й (errors, theory of) Ф 3 # БЛ 1 2 
的 测量 结果 信 计 未 知 量 的 方法 之 一 . 最 小 二 习 法 亦 用 
于 利用 其 他 ( 较 简单 ) 函数 近似 表示 给 定 函 数 ， 故 在 处 
理 观测 结果 时 这 往往 是 有 普 的 . Sk Riki C.F. 
бал (1794 — 1795) 和 A. Legendre (1805 -- 1806) 最 先 
提出 . A.A. Марков # А.Н. Колмогоров 给 出 了 最 小 
二 季 法 的 严格 论据 和 众多 应 用 的 界定 . 在 线性 关系 ( 见 
下 文 ) 且 观测 结果 不 含 系统 误差 只 含 随机 误差 的 最 简单 
合 ， 巾 最 小 二 乘法 求 出 的 未 知 量 的 估计 是 观测 舍 的 线 
性 函数 . 这 些 合计 不 含 系统 偏差 ， 是 无 偏 的 ( 见 无 偏 估 
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计量 {unbiased estimator) ) . 假如 内 机 观测 误差 独立 且 
最 从 正 态 分 布 ， 则 最 小 - :如 法 提供 的 未 知 量 的 外 计 有 
最 小 方差 ， 即 这 些 估计 是 有 效 的 ( 见 统计 估计 (statistical 
estimation)) . 在 一 切 可 以 提供 无 偏 估计 的 方法 中 ， 最 
小 二 薪 法 在 上 述 意 义 下 是 最 优 的 . 不 过 ， 如 果 随 机 误 
差 的 分 布 显著 恼 离 正 术 分布， 则 最 小 二 羔 法 也 可 能 不 
是 最 优 的 . 

在 { 按 Gauss) 论 证 最 小 二 乘法 寺 候 定 ， 用 根据 观测 
结果 计算 的 某 量 # 的 近 忆 值 X 代 车 其 (未知) 精确 秆 
时 , 所 造成 的 “损失 ”与 误差 平方 (X~p) ?成 比例 ; 把 使 
“损失 "均值 E(X-j)》* 最 小 的 无 系统 误 芋 约 量 X 视 为 最 
优 估 计 . 下 是 这 一 要 求 构成 最 小 二 飞 法 的 基础 ,在 一 
般 情 形 下 ， 寻 求 在 最 小 二 嫌 法 意义 下 的 最 优 估 计 是 一 
个 十 分 复杂 的 问题 ， 因 此 实际 中 将 此 间 题 简化 ， 取 XX 
为 不 售 系 统 误 差 的 观测 结果 的 一 个 线性 阔 数 ， 使 在 一 
切线 性 函数 的 类 中 它 的 平均 误 郑 最 小 . 如 果 随 机 观测 
误差 服从 正 态 分 布 ， 且 被 估计 量 和 对 观测 结果 均值 的 
依赖 是 线性 的 (这 是 最 小 二 涤 革 的 应 用 中 十 分 常见 的 情 
形 )， 则 该 问题 的 解 同时 也 是 一 般 问题 的 解 ， 在 此 情形 
下 ， 最 优 传 计 下 也 服从 均值 为 的 正 态 分布 ， 从 而 随 


а Фе 
1 _ (х= и)? 
росна) рт eÍ 8 


在 点 x=# 处 达到 最 大 值 . 正 起 该 性 质 表达 了 误差 理论 
中 的 常见 的 论断 "由 最 小 二 乘法 求 出 的 估计 ХАТЕ 
数 4 的 最 可 能 值 "的 确切 含意 。 

一 个 未 知 数 的 情形 . 候 设 为 佑 计 未知 数 的 值 进 
行 n 次 独立 观测 ， 得 结果 Y. Y. M Уда, 
了 .=K+56。， 其 中 51,…,6, 基 随机 误差 QE pa ЇЙ 
差 理论 中 的 定义 ， 随 机 误差 qandom errog) 是 数学 期 
望 为 E5=0 的 独立 随机 变量 ;倘若 E5, #0， 则 ó, 
称 为 系统 误差 (systernatic emrom)) . 按照 最 小 二 乘法 ， 
取 使 如 下 沸 方 和 最 小 的 作为 的 估计 (因此 方法 而 得 
Ж): 


500= > р(Х- У) 

其 中 

p=, 02-05-88: 

с? 
(系数 >0 可 以 企 选 ) . 量 户 称 为 权 (weight) ， 而 ог 
为 第 i 次 观测 的 平方 偏差 (squared deviation) ,特别 
地 ， 如 果 所 有 观测 都 同等 精确 ， 则 о, о, В 
时 可 以 取 pi=…=p,=1; 如 果 每 一 个 YE л, 次 等 精 
度 测量 的 算术 平均 值 ， 则 令 书 =m， 、 
如 轩 于 取 为 加 权 平 均值 


х= EY АФ Р-У р, 


则 和 SCX) 最 小 . аюу ажаа, KE 
РЖ УКР. 特别 地 、 如 果 观测 有 相同 精 
上 度 ， 则 了 是 观测 结果 的 简单 算术 平 坊 值 : 


在 某 些 一般 假 设 下 可 以 证 明 ， 如 果 观 测 次 数 n” 充 
分 大 ， 则 估计 了 的 分 布 与 数学 期 望 为 /而 方差 为 bfP 
的 正 态 分 布 益 别 很 小 . 这 时 ， 近 似 等 式 六 关 了 的 绝对 
Be Tr kU P 的 概率 接近 如 下 积分 值 : 


2 
= 
0] Үз 


; 
(ЖУП. 101.96)=0990; 1(258)=09%0; 1(3.00)=05997). 

如 果 测量 的 权 给 定 ， 而 因子 上 在 观测 之 前 未 
定 ， 则 该 因子 和 估计 量 六 的 方差 可 以 由 公式 


k с 
和 
ва 80) 
Оў p 7 mp 
ЭЕ СУЧА СЯ АО) . 


在 实际 中 重要 的 是 误差 5 服从 正 态 分 布 的 情形 ， 这 
时 可 以 求 出 “ 近 侧 等 式 4 之 了 的 绝对 误差 小 于 fs"(t 是 
任意 正 数 ) 的 概率 的 精确 值 


0с, | ( а ү d, (0) 


其 中 常数 C,_, 的 选择 决定 于 条 件 1, (oc)= (B ШЖ 
为 n 一 1 的 Stulent 55 # (Student distribution) ) . 24 п 很 
大 肛 ， 可 以 用 公式 (1) 代 替 {2) , З, чп КИА 
用 (1) 会 造成 大 的 误差 , 例如， 根据 (与 值 =09 对 


应 的 1=2.58， 当 n 较 小 时 ， 作 为 相应 方程 1 (1)=0.99 

的 解 + 的 真情 列 在 下 表 中 : 

nl 2 3 4 5 10 20 30 
63.66 | 9.92 | 584 | 4.00 | 325 2.76 


例 为 确定 基 物 体 的 质量 ， 进 行 了 10 次 独立 等 精 
度 称 量 ， 得 如 下 结果 (单位 : 克 ): 


Y, | 1841 |1842 | 1843 |1844 | 1845 |1846 
з | з [з |1 1 1 


(其 中 由 是 测 得 质量 УКК п=уп=10). 因为 
所 有 称 量 是 等 精度 的 ， 故 应 设 p 一 mm， 而 作为 未 知 贰 
量 4 的 估计 量 应 选 联 量 Y= n YY n= 18431. 例 
01, 0 1,=055. НАН 9 Stadent 分布 表 可 见 
t=2262， 从 而 近似 等 式 н ж 18.431 的 最 大 绝对 误差 为 


=2.262 - 0.0048=0011. 


于 是 ，18.420< р < 18.422 的 概率 为 005 . 

几 个 未 知 数 的 情形 (线性 关系 ) . 假设 ”个 观测 结 
ЖҮ. s m(m<n) жи х, x, fi tn F 
独立 线性 关系 

у= ata. i=l,",n, (3) 
= 


其 中 a 是 已 知 系数 ，6; 是 独立 随机 测量 误差 ,要求 估 
计 未 知 量 x, (此 问题 可 视 为 上 述 问题 的 梭 广 ， 其 中 = 
XMm=an =l; i=1,--, n). 

因为 E5,=0， 所 以 测量 结果 均值 y,=EY; 与 未 知 数 
хт, ВЕТРА: 


= шуху і. Чч) 
Б 


从 而 ， 未 知 孝 xz, 是 方程 组 (外 的 解 (假设 其 中 的 方程 相 
容 ) , 被 测量 y 和 和 随机 误差 5. 的 精确 值 一 般 未 知 ， 
因此 通常 将 方程 级 (3) 和光 写成 所 谓 条 件 方 杖 (condi- 
бота! equations) : ` 


v =$: ахы іа. 
А 
BRA, ЛНА РУН 
з=) б-а, х) . 
达到 最 小 的 量 茂 , 作 未 知 数 x, 的 估计 是 ( 同 上面 的 情 
形 一 样品 是 测量 的 权 ， 了 是 与 随机 误 益 5 的 方差 成 


反比 的 量 ) , 条 件 方程 通常 不 相 容 ， 即 对 于 任意 X W) 
值 , 差 


А=Ү-Уа}Х 1,7, 
Б 


一 般 不 会 全 为 0 . ЖЛЕ ДЕР ЖЯ 8 B N X. 
的 值 作 估计 值 . 在 一 些 特别 的 场合 ， 当 条 件 方程 相 
容 ， 即 有 解 时 ， 其 解 与 按 最 小 二 买 法 求 得 的 估计 相 
Fj. 

平方 和 8 是 关于 变量 多 的 二 次 多 项 式 ， 对 于 使 所 
有 一 阶 入 导数 为 0， 即 满足 
35. =-2) PAO, је, от 
Ш X," X. 的 值 ， 此 多 项 式 达 到 最 小 值 . 由 此 可 
见 ， 由 最 小 二 乘法 求 出 的 个 计量 X 应 满足 所 谓 正规 放 
程 fnormal equations) , 正规 方程 在 Саша 记号 下 有 如 
下 形式 : 

Brera sipXal, ihm (5) 

其 中 


LEAST SQUARES , METHOD OF 36 
[pa,a |=, Paya, 


Гру ај р.а, . 


由 正规 方程 组 的 解 ， 得 到 的 估计 量 不 含 系统 误差 
(EX=x); Ж Хуг DX, S ka, d, БФ а 
方程 组 (977), 4,29 2188 Ж [paya,] 
的 子 式 ( 换 名 话说 ，d,,/4 是 估计 量 X, 0942) . 如 果 比 例 
系数 上 (上 称 为 单位 权 的 方差 (variance per unit weight) ) 
事先 未 知 ， ин кила ох, 利用 公式 

Sd; 

dn—m) 

(是 原平 方 和 的 最 小 值 ) , 在 某 些 一 般 假设 下 可 以 证 
明 ， 如 果 现 测 次 数 充分 大 ， 则 近似 等 式 x = 加 的 
绝对 误差 小 于 rs, 的 概率 接近 积分 (1) КИЕ. 如 果 随 机 
观测 误差 8, 服从 正 态 分 布 ， 则 一 切 比 值 (X% 一 %))/s, 都 
服从 自由 度 为 n 一 m 的 Student 分 布 {与 一 个 未 知 数 的 情 
形 一 样 ， 由 积分 (2 求 近 似 等 式 之 绝对 误差 的 确切 估 
T) . 此 外 ， 和 S 的 最 小 值 在 概率 意义 下 与 X... X. 
独立 ， 因 此 估计 量 尼 之 方差 口 闷 ss? 的 近似 值 与 居 
ШЖ ХУ. 

ЖЛ Riba ИВО А2 —. НО 8 (3) 中 
a, =a, (t) 8938883 y, г “0829”, Жир а, (是 基 参 
кеша (шж, Жог, 是 进行 观 
测 的 时 刻 ) - 应 用 中 特别 常见 的 一 种 情形 ， 称 为 抛物 括 
ЇЕ (parabolic interpolation)， 这 时 а, (1) 是 多 项 式 (fl 
30, а, (0)=1, а, (0) =t,a,(t)=#,-); Ш 
…=t, 一 t,-1， 面 且 观 测 是 等 精度 的 ， 则 为 求 估计 量 x, 
可 以 利用 正 交 多 项 式 表 . 应 用 中 另 一 重要 情形 ， 称 为 
调和 插值 harmonic interpolation)， 这 时 6 人 0 为 三 ж 
Ë (ИШ, a (0) =сов 0—1), ј=1, m). 

# 为 估计 一 种 化 学 分 折 方 法 的 精度 ， 取 事先 已 
经 知道 其 成 分 的 10 份 СаО 的 标准 试 样 ， 并 测定 其 浓 
度 . 测定 结果 列 在 下 表 中 (ji 一 试验 叶 ，t, 一 — CGO 
的 实际 浓度 ， 王 一 化 学 分 析 测定 的 СаО 的 浓度 ， 了 一 
了 一 一 一 化 学 分 析 误差 ) : 

LI[2[3[4[51 16617189 Ta 
ti| 4| 8 |1123| 16 40 |4 
У, |-03|-02/-04-04 051-06-05 


k = 
РЕЗ 


如 果 化 学 分 析 的 结果 不 含 系统 误差 ， 则 EY =O. 
如 果 有 系统 误差 ， 则 作为 第 一 通 近 可 将 其 表示 为 EY/= 
+Bti(a 称 为 图 定 偏 久 (constant bias)， 而 Br 称 为 方 
ННН (metbodical ias) 或 等 价 形式 
EY,=-@+8t)+pG(u—t), 
其 中 
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为 求 < 和 月 的 估计 量 ， 只 需 估 计 x=a+8T хр. 
这 里 条 件 方程 为 

Y=xtx,(t—t), i=1.-- ,10, 
Айй а= 1. aa=t—1( 因为 根据 假设 观测 都 司 精度 或 
同方 差 ( 见 同方 差 性 (homoscedasticity))， 所 有 ру=1). 
因为 [wa] s[a,a =P (t—r)=0, 正规 方程 组 的 形式 
变 得 特别 简单 


[a X= Ya]i [G;a,] X,=(Ya,], 


其 中 
la,a,]=10, la,a,]=D (1) =1569, 
[Ya] = XY, =—35, 
[Ya,] = У, Ү((—:)=—8225. 
此 方程 组 之 解 的 分 量 的 方差 为 
DX ты] ч 和 p= О - 58 ` 


其 中 是 单位 权 的 未 知 方差 (这 里 是 变量 了 中 任 和 有 
一 个 的 方差 ). 由 于 此 例 中 解 的 分 量 值 为 天 = 一 035， 
X,= – 00094, # 


" 
= Эи, (4, -T=00427, 


DX, x s1=000427, DX, = s1—0000272, 
3=0065, s,==00052 . 

ЗАСЕГА, НИЕ А, —х, | 
15,0= 1,2) 8 Student т. 特别 地 ， 如 果 观 测 结果 
ЖАЖИНЯ Ж, B|x —x,=0, ВГ (1/5, 和 уз, 
服从 Student 分 布 . 由 自由 度 为 8 的 Student 分 布 表 可 
见 ， 如 果 确 有 x,=xy=0， 则 Xfs1 和 |X,|/s, 之 中 每 
一 个 都 以 概率 0999 不 大 于 5.04， 以 概率 095 不 大 于 
231. 在 该 傅 中 ，| 刀 1/s =538>504， 因 此 应 次 定 关 
于 无 系统 误差 的 假设 . 同时 ， 因 为 |X,|/s,=1.004<231 
故 应 认为 关于 无 系统 误差 的 假设 (x:= 印 与 观测 结果 不 
Жа. 于 是 ， 可 以 得 出 结论 :为 根据 观测 结果 丁 确 定 
t， 应 利用 近似 公式 т=Т+035. 

几 个 未 知 数 的 情形 ( 非 线性 关系 ) . 假设 ”次 测量 
结果 了 ,与 m 个 未知 数 x (m< п) 有 函数 关系 Y = /(х\, 
уд (i=1,…,n)， 其 中 5, 是 未 知 的 随机 误差 ， 
函数 (未必 是 线性 的 ) 可 微 . 根据 最 小 二 用 法 ， 取 使 
平方 和 


а 


最 小 的 量 加 做 <, 的 估计 量 . (h =F Bs 8 f, J dF ü Pk 
的 ， 帮 这 时 正规 方程 8S/ 6%,=0 的 求解 -分 困难 .有 
时 通过 其 种 变换 可 将 非 线性 关系 变 为 线性 的 ， 


例如 ， 在 铁 磁化 时 ， 磁 场 蝇 度 于 与 磁感应 强度 B 
之 问 有 如 下 经 验 公式 B= H/(x + Hx) (# Sk x, 和 x, 
对 给 定 Нн B, 的 测定 值 来 求 ) . ЖУ B E x 和 x， 
©К. 然而 磁感应 的 倒数 对 x, 和 x, 的 关系 
是 线性 的 . 对 原 方程 和 变换 后 的 方程 运用 最 小 二 乘 
法 ， 一 般 会 得 到 未 知 数 x. 和 x, 的 不 同 估计 ， 但 是 ， 
如 果 测 定 磁 感应 的 随机 误差 明显 小 于 被 测 甚 的 基 
B, MÜ D(1/B) = В. IS It КУК T Ж 18, 以 权 
{11B,)*; 自然 可 以 指望 ， 在 这 些 条 件 下 ， 非 线性 和 钱 
性 两 种 情形 估计 重 的 差异 实际 上 并 不 重要 . 

在 有 些 情 形 下 ， 如 果 光 法 通过 恒 等 变换 将 非 线性 
方程 化 为 线性 的 ， 则 采用 其 他 线性 化 方法 . 由 给 定 的 
个 方程 中 任 选 m 个 方程 ， 其 解 ХР КЕНЖА 
хе. 若 令 = 一 X， 则 条 件 方程 可 以 
写成 

АСЕ Ву Я 

ЖИ ЖН Ё, навана. 14 
=£ {4 i1 

Y, о (8) =], 


FN дх, 

27, _ 
жало, (22) жа жо x Sta x = 
区 ,加 一 如 处 的 值 ,此 方程 组 是 线性 的 ， 故 很 容 
易 用 最 小 二 乘法 估计 未 知 数 <，. ЗЕН Е 之 后 ， 得 未 
知 数 的 第 一 次 通 近 хі хоне. ШЖ X! fE ИЖ 
近 ， 重 复 全 部 运算 直到 相继 两 次 允 近 在 规定 精度 下 相 
重合 . ЯЛЖ оваа. данй. 

БЕЛИ #, "Dá М Иер 
Т: 再 要 求 以 明显 超出 /DX, НИЖ ХОЙ 
Ж. 
在 许多 实际 中 重要 的 易 合 (tu F БЕЛА ТЕМ 220801 ЧЁ 
线性 关系 时 )， 未 知 参数 的 个 数 十 分 多 ， 因 此 实施 最 小 


二 乘法 只 有 利用 现代 计算 技术 才 有 成 效 ， 
参考 文献 
[1] Марков, А .А., Исчисление вероятностей, изд. 4, M., 
1924, 
[2] Колмогоров, А. H., € Успеха матем. наук}, 1 (1946), 
1,7—0. 


[3] Линник, Ю. В., Методы наименьших квалратов u 
основы математико-статистической теории обработки 
наблюдений, 2 изд., M... 1962. 

[4] Налимов, В.В. Применение матеМатитёской статис- 
тики прн анализе вещества. М., 1960 ( Ж #4: Nali- 
тюу, У.У. The application of mathematical statistics to 
chemical analysis, Pergamon, 1963). 

15] Helmert, Е. К, Die ausgleichungsrechnung nach der Ме- 
thode der kleinsten Quadrate, Teubner, 1907. 

Л.Н.Большев # 
[ 补 注 】 实际 上 ，Gauss 为 论证 最 小 二 乘法 而 提出 了 正 


态 分 布 (normal distribution) . 此 外 ， 最 小 二 乘 信 计 作 
为 "最 优 线性 无 偏 信 计 "(现代 提 法 称 之 为 Gauss- 
Марков 定 理 (Gauss-Markov thcorem)) 的 最 初 词 源 ， 
实际 上 是 出 该 估计 在 Bayss 意义 上 ( 见 Bayes 方法 (Bay- 
«вап approach) ) 作为 以 上 4 为 中 心 点 的 "的 最 可 能 信 ” 
派生 的 . WL [A1]. 
估计 在 被 重复 测量 的 向 量 了 壬 间 {假定 的 ) 线 性 
关系 Y=AX (线性 回归 (linear regression) ) 中 的 系数 
时 ， 最 小 二 乘法 的 应 用 (结果 ]， 见 回 归 矩 阵 (regression 
matix) 和 回归 分 析 (regression analysis) - 
参考 文献 
1А1] Stigler, 8. М.. The theory of statistics, Harvard Отоу. 
Press, 1986. 
[A2] Draper, М.К. апі Smith, H., Applied regresion analy- 
зі, Wiley, 1981( 中 详 本 : 王 学 仁 ， ШЕРИ, БЛ 
本 时 分 析 ， 重 庆 大 学 出 版 社 ，1989) 、 
ГАЗ] Rao. C.R... Linear statistical inferenoe and its арріса- 
ons, Wiley, 1965( ЖЖ: C.R. 劳 ， 线 性 统计 推断 
及 其 应 用 ， 科 学 出 版 社 ，1985). 
[АФ] Баш, C. and Wood,F.S., Fitting equatiom to data, 
computer analysis of multifactor data for scientists and 
emgincers, Wiley, 1971 , Юй 译 


Лебедев 变换 [Lebedey transform ; Лебедева преобразо- 
вание | 
积分 变换 


к= {И„(х) + 1 COOK, (F(x)dx 
° 0&т< 0, 


其 中 上 (Xx) 和 K,( x): 3ET4EsBf9t ( cylinder functions ). 
它 是 由 Н. Н. Лебедев ([1]) 引 人 和 人 的. 如果 


x 'y(x)eL(0, 1), x! f(x)e L(1, ә), 


则 对 于 几乎 所 有 的 x， 有 反 演 公式 


f(x) = -4 [С таш ят К (O dz 
; 


参考 文献 
[1] Лебедев, Н. Н, {Сиб матем. ж.ў, 
2, 213 — 222 
Ю. А. Брычков, А. П. Прудников 扎 
[ 补 注 】 下 列 一 对 变换 也 称 为 Лебедев 38346 ( sÉ Кон- 
торович-Лебедев 变换 ( Kontorovich-Lebedev transform ) 


3 (1962), 


x)áx, 


GD = [20052 UK. ( 


0) 2 = [тавлу К(х)б(‹)4т. 
; 
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参考 文献 
ГАІ ] Lebedev, N N.. Spedal functions and their applica- 
tions ，Prentice - Hat ,1965( 详 自 俄 文 ) - 
[A2] Sneddon, 1. N., The use of integral transforms , Мо- 
Gaw-H , 1972. жай ж 


Lebesme 常 数 [Lebesgue constants, Лебега константы ] 
1) 量 


1 
L,= 元 Í 10.0142, 


其 中 的 
sin( 2п+1 D 
РК булу Н 
是 Dirichiet 被 {Dirichlet keme] ) ， 对 于 每 一 个 n, Le 


besghe 常数 L. 等 于 

(I) 15,07, х) 的 对 所 有 x 及 使 得 村 几乎 处 媒 : 
УСО) 1 的 所 有 连续 函数 了 的 最 大 值 ; 

(2) 15,07, х)| 的 对 所 有 x 及 使 得 |/( |1 
的 所 有 连续 函数 了 的 上 确 界 ; 

(3) 积分 


PIS, сл, хах 
ют 

replarsl 

5 


的 所 有 函数 了 的 上 确 界 . 

这 里 的 8, (f, x) 是 以 2л 为 周期 的 函数 f 的 
Fouier #8 (Рошіег series) 的 n 阶 部 分 和 ,下面 的 
渐 近 公式 成 立 : 


工 = Ze па +001), n „=. 


特别 地 ， 当 n ~ o 时 L, + °; 这 和 某 些 连 续 函 
数 的 Fourier 三 角 级 数 的 发 散 性 有 关 ， 在 更 广 一 些 欧 
意义 下 ， 对 其 他 正 交 系 (orthogonal system) 定义 


Lebesgue 常数 为 量 


L sÍ o, (x, Dldr, 
хе(а, 5) 2 
其 中 的 р, (х, t) 是 关于 给 定 的 【a, b) 上 的 正 交 函 
数 系 的 Dirichjet 核 L, 在 关于 这 些 沙 数 系 的 Fourier 
级 数 收 全 性 的 问题 中 起 着 重要 的 作用 .Lebesgue 常数 
ЖШ Н. Lebesgve 于 1909 年 引进 的 ， 也 见 Lebesgue 
Ж ( Lebesgue function) . 


参考 文献 
[1] Zygnund. А., Trigonometric seks, 1, Cambridge 
Univ. Press, 1988. К. H. Оскодков 所 
| 
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参考 文献 
ГАТ] Сһепгу, Е. W., Introduction to approximation the - 
ory ，MeGmaw-H 衣 ，1966，Chapts，4 &6 ("F W 


Ж: 切 尼 ， 般 近 论 导 引 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，、 
1981) 
[A2] Rivin, Т. Ј., An introduction to the approximation 


af functions , Blaisdeli, 1969. 
2) 插值 法 中 的 Lebesgue 常数 是 数 


1 = lh n= 1,2, 
其 中 的 
1005 Дуу, 
而 xo, 7, х, А Га, 6] Ф 
БНА. 


设 С[а, b] 和 2 [а, b] Я (а, b] 上 的 连 
续 函 数 空间 及 同一 区 间 上 的 带 … 致 度量 的 至 多 + 次 
代数 多 项 式 的 空间 ， 并 设 P. (х, f) 是 次 数 < n 648 
值 多 项 式 ， 它 在 点 x，,，…, x, 处 取 值 与 相同. 如 
ЖЕР, УЖ Р(х, f) 与 f(x) 的 算 子 ( 即 : P. 
Сүа, Б] = Z a, 6]). ШЖ ПР, = 1 ， 等 式 的 
左边 是 有 界线 性 算 子 空间 (Cla, Б], #„[а, b]) 中 
的 算 子 模 ， 而 月 有 不 等 式 


КРО) - Р(х, УЙ aaa (+ 28,07), 


其 中 的 E, (f) 是 了 用 至 多 n КФ OB FE PPO 
最 佳 逼近 . 

对 [a, b] 中 的 插值 点 的 任 一 种 选取 ， 都 有 
lim, -< 和 = со. РРА НИВ КВО, РЕ ВГ 
с> 0 88 д, 2 с2"п 2 ХЕК [—1,1] 的 展 
形 ， 车 插值 点 即 为 n 次 Чебышев 多 项 式 的 零点 ， 则 
Lebesgue 常数 有 最 小 的 增长 阶 ， 即 


A. тп. 


如 果子 在 [e, b] E m 阶 可 导 ，Y = {y,}?.o 是 
给 定 的 数 集 (“ 值 f(x.) 的 逼近 值 ")， 又 设 P.(x, 
Y) 是 次 数 < n 的 插值 多 项 式 ， 它 在 点 х, 处 取 值 
y (k=0,-:, n) E 

EID 0 1, 
则 有 
Цу (х) Рах, У) ns 
< I") Р(х, Л) дыт 
ЖА mak [f(x.) уу]. 


任意 区 加 [a, b] 上 的 Lebesgue 常数 1,。 与 区 间 
一 1， 1] 上 的 Lebesgue 常数 А, 之 间 有 关系 式 


六 


特别 地 ， 有 1, = л Л. Д. Кудрявцев 所 
【 补 注 】 确定 “最 优 节 点 ”{ 即 ， 对 于 国定 的 正 整数 
п22, ШЕК ху, сс, x, 使 A, 最小) 的 问题 一 直 
被 人 们 所 关注 5. N. Bemstein 于 1931 年 猪 测 道 ， 
当 工 ?ze(x)“ 等 振 葛 ” 时 Д, 最 小 .这 一 狂 测 
Ж Т. А. Kilgore 所 证 实 (参见 [A1]), [А] 中 还 包 
аже ВК. 
参考 文献 
ТАЦ] Киков, Т. A., А characterization of Ње Lagmnge 
interpolation prajection with minimal Tchebycheff 
norm, J. Аруох. Theory, 24 (1978). 273 ~ 288. 
1А2] Riviin ,了 . J. , An introduction to the approximation 
of functions , Blaisdell , 1960, Sect. 4.2. 
жетй # 潘 文 杰 校 


Lebesgue 准则 [Lebesgue criterion ; Лебега признак ] 
关于 Fouier 级 数 ( Fouricr series ) 点 态 收 钱 性 的 

一 个 判别 法 如果 周期 为 2r 且 在 区 间 [0。2rj 上 可 

积 的 函数 三 在 点 x, 处 对 某 个 5 > 0 满足 条 件 


mÍ ФА +В) _ 
мор tith ~ 


其 中 


# (ао, (0) 


@,,(t)= f(x, t t) * f(x = t) - 28, 


MJ 了 的 Кошут 级 数 在 x。 处 收 化 于 数 58， 此 准则 为 
H. Lebesgue 所 证 明 ([1]) . 条 件 (+) 等 价 于 下 面 两 


个 条 件 的 联 立 ; 
До. (0146 = Q), 


, 
[Е Тое е, (0140001), ву 0. 


; 
Lebesgue 准则 强 于 Dirichlet Ж АЈ ( 3: + ВЕ 
的 ) (Diichlet criterion ( convergence of series )), Jor- 
Чап 准则 (Jordan criteron) , Di 准则 (Dini criteri- 
оп), de ia Valkée-Pousšn 准则 (de la Vallée -Poussin 
criterion ) 以 及 Young 准则 ( Young criterion ) - 
тахи 
[1] Lebsgue, Н., Récherches sur ke comvergence des séries 
de Fourier, Math. Алп., 61 (1905), 251 ~ 
[2] Бари, Н K,, Тригажњетрически: ряды, M. , 1961 
( 英 译 本 : Вагу [Вай], N. К., А treatise оп trigono - 
metnc seris , Pergamon , 1964). Б. И. Голубов #8 
【 衬 广 
参考 文献 
[Al] Zyemund, А., Trigonometric series, 1 - 2, Сатый - 
дж Ошу. Pres , 1988. ЖЖ ж 


Lebesgue 分 解 [Lebesgne decomposition; Лебега разле - 
жение ] 

1) АННО ebeseue ЕЕ УТЕ ЗЕ 
函数 表示 为 宇多 三 项 之 和 的 一 种 典范 表示 ,如果 了 E 
Ка, b] 上 的 有 界 变 差 函数 ， 则 它 可 表示 为 


Гох) = A(x) + S(x) + р(х), 


其 中 A 是 绝对 连续 多 数 ( 见 绝对 连续 性 (absolute соп - 
tinuity ) ), 5 是 奇异 函数 (singular function), D 86 
Жа (jump function) - 在 某 些 情形 下 ， 例 如 当 /(а) 
= А(а) 时 ， 这 个 表示 是 唯一 的 .此 分 解 为 H. Leb - 
сърце 所 建立 (1904， 见 11]) 

参考 文献 

[1] Lebesgue, H., Leçons sur 1 intégation et la recherche 
des fonctions primitives, Gauthier - Villas , 1928. 

[2] Натансон, И. П., Теория функций вещественной 
переменюй , 3 изд., М., 1974 (中 译本 : И П. 那 
А, В, E. TB. É 3 Bibig. 
1955). 

[3] Halmos, P ,Measure theory, у. Nostrandi , 1950 ( 中 
译本 : P. R. Hualwos ， 测 度 论 ， 科 学 出 版 社 ，1965》 

Б. И. Голуб 扎 

2) 定义 于 可 测 空 间 (X, %) (Я ж-о 代 

数 ) 上 的 2 жаг. 义 测度 и 关于 定义 于 同一 空间 上 
的 o 有 限 广义 测度 y 的 Lebesgue 分 解 是 4 的 形 如 
u= <+ 的 表示 式 ， 其 中 z. 有 是 “ 有限 广 义 测 
Ж, a 关于 v ЕН (АЗЕ МЕНЕ ( absolute 
сопшшйу)), 8 关于 v 是 奇异 的 〈 匈 互相 奇异 测度 


( mutually -singular measures ) ) .这 种 表示 总 存在 且 唯 
参考 文献 
11) Halmos，P.，Measure theory, у. Nostrand , 1950 ( 中 


Fk: P. R. Halmos ， 测 度 论 ， 科 学 出 版 社 。1965 ) . 

[2] Dunford, N.. Schwartz, J Т., Linear operators, 1 一 
了， 了 nterscience , 1958 一 1971 

В.В. Са Ë ЖК 译 


Lebesgue 维 数 [Lebesgne dimension; Лебега размерность ] 

А (ЮЖ (集合 的 ) (coverng (of a 
set ))) 来 定义 的 维 数 . 它 是 拓扑 空间 X 的 最 重要 的 维 
数 不 变 量 【ditmension invariant ) dim Х, Ж Н. Lebesgue 
(ОЮ 所 发 现 ， 他 狂想 ， 对 п “УЖ 有 dm 了 = 
n. L. E. J. Brouwer ([2]) 首先 证 明 此 猜想 及 较 强 的 
便 等 式 : dim = ша" = n. П.С, Урысон (对 度量 
紧 统 类 ) 给 出 了 不 变量 dim X 的 精确 定义 ， 他 证 明 ， 
对 这 类 空间 X, 有 

dim X = ind X = Ind X 

(Урысон 恒等式 ( Urysohn identity) , 见 维 数 沦 (dimen- 
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sion theory )), №. Hurewicz 和 Л, А, Тумаркин 于 
1925 年 将 此 人 恒等式 推广 到 所 有 可 分 度量 空间 类 
对 于 紧 统 Х, Lebesgue 准 数 定义 为 具有 下 列 性 质 
的 最 小 整数 n; 对 任意 = > 0 , 存在 天 的 重 数 Sn+1 
的 有 限 е ЖЖ; 度量 空间 的 = BE S (s-covering) 
是 其 所 有 元 素 的 直径 痢 < s ES, лн ЛИ 
重 数 ( multiplicity of a finite covering ) 是 这 样 的 最 大 整 
Ë k， 使 得 存在 хю-д, атое к 个 元 
Ж. 对 任 合 正规 (特别 是 可 度量 化 ) 空间 X, Lebesgue 
维 数 是 这 样 的 最 小 整数 xn， 使 得 对 XX 的 任意 有 限 开 杜 
六 wm， 痉 在 一 个 加 细 它 的 重 数 为 x + 1 的 (有限 并 】 
覆盖 z. 覆盖 z ЖООШ о 的 加 细 { refinerrent of a 
cowcring )， 如 果 w 的 等 个 元 素 至 少 是 w 的 一 个 元 素 
的 子 集 . 
参考 文献 
{1| Lebesgue, H. , Sur la non-applicabilié de deux domaines 
appartenant à des espams à л et m + р dimensions, 
Math. Алп. ‚ 70 (1911), 166- 168. 
[2] Brouwer, L ,E.}., Über деп Nattuiichen Dimensionsbe- 
gif, J. Кете Angev. Math. , 342 ( 1913) , 146—152, 
[3] Александров, П. С., Пасынков, Б. A., Введение 
в теорию размерности ~, M. , 1973. 
H. С, Александров #8 
САРЕ Lebesgue 维 数 也 称 为 覆盖 维 数 (covering dim- 
ension) 或 Coch -Lebesgue Ж (Соол -Lebesgue dimen- 
оп). ЖЕШИНЕ ЖОЛЫН (опг of the oover- 
ing). 
参考 文献 
[А!] Елвер, R 
Holland , 1978. 
[A2] Hurewice, W. and Wallman , Н., Dimension theory , 
Prinooton Univ. Рияз, 1941. оё. ЗШЕ Ж 


> Dimension theory, PWN & North - 


Lelbesgue 358 [ Lebesgue function ; Лебега функций ] 
函数 


шо} |і оде, оја, гаа, э, 


其 中 的 ф= [ф,)2., 是 给 定 的 在 区 疗 [a, b] 上 关于 
Iebesgue 测度 正 交 的 函数 系 ，n = 1，2，…， 当 正 交 
系 是 在 任意 测度 空 同上 给 出 时 ，Lebesgue 西数 可 类 似 
地 定义 .等 式 
1300)= sup 
f Айси! 
成 立 ， 其 中 , 
8,07 = Le (O) lt) 
是 了 关于 Ф 的 Fomie 级 数 (Fourier seres) 9 n Br 
部 分 和 . 在 Q E.Z fp ñ Ж { tigonometric system) 
的 情形 ，Lebesgue 函数 是 常数 即 Tebesgue 常数 (Lebe - 


158,4), te[a, b] 
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sgue constant) ， 这 是 由 H. Lebesgue 引进 的 . 
参考 文献 
[1] Kaczmarz, 5. and Steinhaus, Н. , Тћсопе der Опһоро- 
nalreihen , Chelsea , reprint , 1951. 
Б.С Кашин Ë ЖЕЙ 译 ШЕЛ Ёё 
Lebesgne 不 等 式 [Lebesgue inequality ; Лебега неравенс- 
тво] 
#| ТЇ ЖЕ th BB k | Foarier 级 数 ( Fourier series) 部 
分 和 偏 共 的 估计 式 . 就 三 角 函 数 系 而 言 ，Lebesgue 不 
等 式 即 为 
тах |R,(/,x)| < (L,+1)E, (J) ,n=] 2 
其 中 R,(f.x) 是 周期 24 ЕИ ЮС) 
Fourier 级 数 的 第 n ДОЛ, 1, 是 Lebesgue 常数 ( Lebesgue 
constanis }), Ё„(/) 为 n 次 三 角 多 项 式 对 子 的 最 佳 一 至 
逼近 ( 误差 )( ПОВЕЗЕТ (Best approximation )). Lebes- 
Be 不 等 式 是 一 个 具有 一 般 特征 的 关系 式 ， 对 任意 规范 
ТЕЖ. №. 义 Lebesgue КЎН, Н 
类 似 的 不 等 式 成 立 、 此 外 ， 关 于 Fourier 级 数 的 余 项 与 
按 共 他 空 了 ， 例 如 ，L?(1 < p< оо) 襟 间 范 数 意义 下 
的 最 佳 通 近 的 比较 也 有 类 似 的 不 等 式 成 立 ，Lebesgue 
不 等 式 及 类 似 的 关系 式 在 遇 近 论 中 常 被 用 来 估计 最 佳 
逼近 的 下 界 ， 该 不 等 式 症 由 H. Lebesgue 建立 的 . 
参考 文献 
[1] Zygmund , А., Trigonometric sene , 1—2.Cambridge 
Uiny, Press , 1988. K, H, Оскодков {# 
[ 补 注 】 
参考 文献 
TAU мап, Т.Ј., Ап tntroduction to the approximation 
of functions , Blaisdel, , 1969 , Sect .4. 1 
жй. МЕНИ W 
Lebesgue 积分 [Lebesgue integral; Лебега интеграл] 
积分 ( integral ) 概 念 的 最 重要 推广 设 (X. н) 
为 具有 非 负 完 全 可 数 可 加 测度 р ( 见 可 数 加 性 集 函 数 
(countably -additive set function ); ЖЕРЇЙ] ( measure 
space ) 的 空间 ， 这 里 aX < + co. 简单 函数 (simple 
function) 是 可 测 函 数 (measurable function) 9: X ~ 
中 '， 它 至 争取 可 数 个 值 ; М eX, ОХ, X. 
g(x)=y,, лк, y ,了 yx， 简单 函数 9 称 为 可 
和 的 (summable )， 如 果 级 才 


их, 
绝对 收敛 (ЛЕУ ( absohuely convergent ser - 
кв)); 此 级 数 的 和 则 为 Lebesgue 积分 

eaa: 

š 
函数 f: X ВЕ X EH Inf, feL,(X, н), 


如 果 有 简单 可 和 函数 列 g, ， 在 全 测度 集 上 一 致 收敛 
( uniform convergence) 于 f, J.E RB 


ү {о.4и=1 


жй. Ж 了 即 为 Lebesgue 积分 Ї„/4н. 这 是 完整 的 
ЖЯ: 极限 工 存在 且 不 依赖 于 序列 g, 的 选择 Ж 
feL,(X, н), МР 兴 上 可 测 的 几乎 处 处 有 限 函 
#0. Lebesgue Я L, (X, н) 上 非 负 线性 泛 函 且 具 
有 下 列 性 质 : 

1) # feL (X, д) R. pfxeX: f(x) # к) = 
0, Ае. (X, р) H 


[r=] вн. 
2) #feL (X, u). 则 |fieL (X, a) R 
Глан «(лав 


3) 车 feL, (X. р). lh| S f B h а, WJ 
heL, (X, a) H 


Глан < {лар 


4) # т</<ма та, MJ feL,(X， 
н) А 


mux < | уби мих. 
Н 


жах + о B X= UZ  X,, НХ, < + ой 
JT, Lebespe 积分 定义 为 im... „74и, ДЗЕН 
限 对 任何 满足 4E, сс, E СЕ, 1, ШЕ, X 
ВНЕ, 存在 且 有 限 .此 时 上 述 性 质 1)，2)，3) 
保持 正确 ， 但 性 质 4) ЖА. 

关于 Lebesgue 积分 号 下 取 极 限 过 程 ， 见 Lebesgue 
定理 ( Lebssgue theorem ) ， 

Ж 4 为 蕊 中 可 测 集 (measurable set)， 则 Lebe - 
sgue 积分 | fda 或 者 出 换 Х л 像 上 面 那样 定 
多， 或 者 定义 为 【yfY44dhn， 这 里 у, 为 集 4 的 特征 
函数 ; 两 个 定义 是 等 价 的 , 车 feL (А, н), Е 
М АА, Же (А). A= UZ. A, 
ВХ n. 4, 可 测 ， нек, А, ПА, = R. 
Рег, СА, д), М 


反之 ， 若 在 关于 4。 的 上 述 条 件 下 对 每 个 上 有 fe 
L (A. АУ L. flap < +, fe L,(A, n) 
且 上 述 等 式 成 立 (Lebesgue 积分 的 “可 加 性 ) . 

HC F(A)= [аи ЕН Ас 于 的 函数 是 关于 
п АЗЕ НЕА САУНЕ ( absolute continuity )) ; 
若 了 > 0, 则 到 为 关于 绝对 连续 的 非 负 测度 . ДОЙ 
为 Radon -Nikodym 定理 (Radon - Nikodym theorem ). 

关于 函数 f: R" -。R'， 如 果 测 度 д Lebesgue 
测度 ( Lebesgue measure ) ， 那 么 “Lebesgue 积分 "一 词 


BE T US 09 88; 这里， 可 和 函数 集 简 记 为 
上 上 1 (R")， 而 积分 则 记 为 【4.7(x)dx， 对 其 他 测度 ， 
此 泛 函 称 为 Lebesyve -Stialjes 积分 {Lebesgue-Sticltjes 
integral ) , 

Фу: а, В] Ви, fer [а, b] B х: [a, B] 
一 1а, БЕИ ЯЯ, MJ 


5 # 
{тоох = frre Gar. 


Ж е: Га, Б], R', feL[la,b] B 0: [a, b] 
一 R' 为 [a,b] 上 单调 的 , 则 fgeL,[a, b] 且 存 在 
点 te[a, Pj 使 


Јово» = (a) ШӘ +g(b) Nodax 


成 立 《第 二 中 值 定理 (second mean-value thcorem)). 
H. Ізде + 1902 年 给 出 关于 XCR' 与 4 为 
Lebesgue 测度 的 积分 的 定义 .他 曾 构造 简单 函数 列 ， 
ПНЕ E 上 元 乎 处 处 一 致 逼近 可 测 非 负 画 数 
f: Е = R'、 并 证 明 授 近 了 的 那些 篇 单 函 数列 的 
积分 的 公共 极限 的 存在 性 (有限 或 无 穷 ). Lebesgue 
积分 荐 积分 概念 前 各 种 推广 的 奉 础 ,正如 H. H. ду. 
зин 指出 ([2])， 称 为 绝对 可 积 性 的 性 质 2) 将 Z: R' 
*® ' } Lebesgue 积分 与 所 有 其 他 广义 积分 区 别 开 来 . 
参考 文献 
[1] Lcbcsguc, Н., Legons sur intégmation et la rcherche 
Чез fonctions primitives , Gauthier - Villas, 1928. 
12] Лузин, Н. Н., Итеграл w тригояметричесхий ряд, 
М,-Л,, 195. 
[3] Колмогоров, А. H. я Фомик, C. В., 
теории функций и фунхии)нального анализа, 5 ma., 
М., 198100 A. H. ЯНВ С.В. 佛 明 、 
函数 论 与 到 函 分 析 切 步 ， 高 等 教育 出 版 二，1957) . 
И, А. Виноградова 所 
【 补 注 】 关于 积分 概念 的 其 他 推广 ， 见 4 积分 (4- 
integral) ; Bochner 积分 ( Bochner integral); Boks 积 
分 (Boks imegral); BurkiR 积分 (Burkill integral); 
Daniell 积分 ( Daniell integral); Darboux 和 (Darboux 
sum); Dey 积分 (Denjoy iniegral); Колмогоров 
积分 ( Kolmogorov integral ); Perron 积分 ( Perton int - 
cgral ) ; Perron - Stieltjes 积分 (Perron -Stieltiss integral) ; 
Pettis 积分 (Pettis integral ); Radon 积分 (Radon integ - 
гаі); Stieltjes 积分 (Stieljes integral); Strong 积分 
(Strong integral); Wiener 积分 ( Wiener integral) — 8 
然 ， 亦 见 Riemann 积分 ( Riemann integral ) ， 又 见 二 重 
积分 (doubie integral); 反常 积分 ( improper integral ); 
Fubini 定理 ( Fubini theorem ) (关于 改变 积分 次 序 ). 


参考 文献 
АІ] Halmos, P., Measure theory, v, 


Элеменгы 


Nostrand , 1950 
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【 中 译本 ” 哈 尔 麻 斯， 测度 论 ， 科 学 出 版 社 ，1958) . 

[A2] Pein І. N., Clasicai and modern integration theor - 
ks, Асай. Press 1970 (ЖАХ). 

ГАЗ] Saks , 5., Theory of the integral Hafner, 1952 ЖП 
к=) 

[A4] Royden , Н., Real analysis, Macmillan , 1968. 

ГАЗ] Киіп, W., Real and complex analysis, McGiaw- 
Hil ，1978 ( 中 译本 : м. 重耳 ， 实 分 析 和 复 分 析 ， 
人 民 教育 出 版 社 ，1982) . 

[A6] Hewitt, H and Stromberg, K., Real and abstract 
analysis , Springer , 1965 郑 维 行 # йшй Ж 


Lebesgne 测度 [JIehesgne measure; Лебега мера], К” 
中 的 

一 个 可 数 可 加 测度 1， 它 是 n 维 区 问 的 体积 函数 
到 更 广 的 集 类 .一 一 Lebesgue 可 测 集 类 上 的 扩张 . 
类 = БЯ Воге1 # ( Вог! set) 类 ww， 并且 .x 由 所 
有 形 如 4UB 的 集合 组 成 ， 其 中 B< B ., А, B € 
% HB л(В,)= 0. ХНН Ле, 


А4) ағд (1), O) 


这 里 下 确 界 是 对 所 有 可 能 满足 4 Ur, 的 可 数 区 间 
族人 {1} 而 取 的 .公式 {*) 对 每 个 AS R” 有 意义 并 
且 定 义 了 一 个 集 函 数 4"( 在 池上 与 4 一 致 ) ° Ж 
为 Lebesgue 外 测度 【outer Lebesgue measure )， 和 集合 А 
属于 .wv， 当 生 仅 当 对 每 个 有 界 区 间 I， 有 


А) = (АГ + 1 (INA); 
对 所 有 АСЕ", 有 
A (A) = 500): AS U, UU 为 开 集 })， 
并 且 对 所 有 的 Ae, Ж 
104) 一 和 (4) =sup(4(F): AP F, Е); 


如 果 A (Ay< o9 ,山上 面 最 后 等 式 对 从 属 关系 Ac x 
ЕКОШ: ШЖ O 是 R" 中 的 一 个 正 交 算 子 ， 且 пе 
В", ДУМЕ Ае, Ж 1 (O A+ a)= A(A). Lebe - 
sgue 测度 是 由 Н. Lebesgue 引进 的 ([1]》- 

参考 文献 

[1] Lebsgue. H., Intégrale, longur, айе, Univ. Pars , 
1902. Thesis . 

[2] Saks , S ., Theory of the integral , Hafner, 1952{ 译 自 
波兰 文 )、 

[3] Halmos , Р., Measure theory, v. Nostrand , 1950( 中 
ЖЖ: P. 及 ， 哈 尔 靡 斯 ， 测 度 论 ， 科 学 出 版 社 ， 
1958). 

[4) Колмогоров, А, H., Фомин, С. В., 
теории функций и функциовального анализа, 5 изд., 
M., 19®1{}ЖЖ:А. Н. #ЖЯҖУЖ, C. B. 


Элеменгы. 
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MM. pš BOE ЕНУ АЛТА lh. АЗОВ Н ВЕ, 
1957). В.В. Сазонов jE 
4-01 Lebesgue 测度 是 Наағ 测度 (Haar meas- 
шо). MAM (Уч n> 1 时 ) 和 Наши 测度 
( Hauscorff measure ) 的 一 个 很 特殊 钓 例子 . 其实， 在 
历史 上 Lebesgue 测度 是 这 些 测度 的 第 一 个 例子 。 
参考 文献 
ГАІ] Hewitt, E. and Strombers, K., Real ахі atstract 


analysis , Springer , 1965. ЖУА 详 ЖЕҢ 校 


T ebesgue 数 [Lebesgue mmhber ; Лебега число] 

1) 度 量 空间 ХОР 8 o 的 Lebsgue 数 是 这 样 
的 任意 数 e> O: 如 果 X UE 4 的 直径 <s, ША 
至 少 被 o ЖЕ. ИЕН (WH 
六 (集合 的 ) ( covering (of a set))) 都 至 少 有 一 
Lebesgue 数 ， 可 以 作出 直线 的 一 个 二 元 素材 盖 ， 它 没有 
Lebesgue Ж. 

2) 度 量 空间 X 的 团子 集 系 2 的 Lebesgue 数 是 这 
样 的 任意 数 а> 0; МЕНЕ <, 的 集合 Ac X 54 
19384 Ж 4 的 所 有 元 素 相 交 ， 则 该 集 系 的 诸 元 素 之 
交 非 空 ， 紧 统 的 任意 有 限 闭 子 集 系 至 少 有 一 个 Lebesgue 
数 ， Б. A. Посынков 8 Е. Е Ж 


Lebesgue 点 [Lebesgue point; Лебега точка} 
设 /是 (а, 5b) 上 给 定 的 Lebesgue 可 种 函数 ， 它 
的 Lebesguc 点 是 指 实 变量 x 的 入， 使 关系 式 
M 


|[1х ж) -/(хуг= (н), hm 0 


上 成立， 据 Lebesgue 定理 {Lebesgue theorem ) ， 此 关系 
UR SL BJ а Pr R R E (所 谓 Lebesgue 集 (Lebesgue 
set)) Е (а, b) 上 有 完全 { Lebesgue ) 测度 ， 亦 即 ， 
在 几 平 每 个 点 x 即 在 所 有 Lebesgue 点 ， 函 数 .与 它 
在 点 x +, 的 令 域 的 值 依 平均 意义 相差 很 小 ，Lebesgue 
ЛЕЛЕ ЖЕ ШЙ ЖЕНГЕ КОН ДЭЧ (Я, Lebesgue 集 
(Lebesgue set)) ， 这 种 类 型 的 Lebesgue 定理 的 概念 与 
论断 构成 关于 几乎 姓 处 收 全 问题 的 各 种 钱 究 ， 尤 其 是 
关于 奇异 积分 的 研究 的 基础 , 
参考 文献 
[1] Колмогоров, А. H., Формин, С В.. Элементы 
теории функций и функционального анализа, 5 юд. 
М. ICE А.Н. ЖИН ЫЕ C. В.Ш, 
ЖЕНЕ ЕЛИ ӘЫР, ҖИК ИШ. 1957). 
К. H. Осколко # 
[ 补 注 】 
参考 文献 
TAI] Sen. Е. М., Singular integrals and differentiability 
properties of functions , Princeton Univ. Press, 1970 
(中 详 本 : 斯 如， 奇 措 积分 与 函数 的 可 微 性 ， 北 京 火 
学 出 版 社 ，1986) 、 Жап ш 校 


Lebesgue 集 | Lebesgue set; Лебега множество], X + 
定义 在 开 集 G R: адат 了 的 


[уо -014x=0 


im — 
0 (А) 2 
的 点 yeG 所 成 能 集 合 ， 其 中 A 为 含有 点 y 的 闭 立 
ЖЖ, ША 为 Vebeseue 测度 (Lebesguc measure ) ， 这 
里 函数 了 可 以 是 实 的 或 向 量 值 的 ， 
【 补 注 】 当 了 是 实 值 且 局 部 可 积 时 ， 它 的 Lebesgue 
集 的 补 集 有 ( Lebesgue ) 零 测度 .此 结果 在 利用 极 大 
函数 研究 函数 的 可 微 性 时 有 用 ， 见 [АТ]. 
В.В. Сазонов 所 
вахи 
[Ai] меп, Е.М... 
properties of functions. Princeton Univ. Pres, 1970 
{中 译本 : 斯 坦 ， 奇 异 积分 与 函数 的 可 徽 性 ， 北 京 大 
学 出 版 社 ，1986 ) 
[А2] Rodin, W., Ве and complex analysis, MeGraw- 
Hill ，1938( 中 译本 : 鲁 了 ] ， 实 分 析 和 复 分 析 ， 人 民 教 
育 出 版 柱 ，1982) . Жтт ж ня в 


Singular integrals and differentiability 


Tabesgue 空间 [ Lebesgue space ; Лебега пространство] 
一 个 与 “标准 模型 [Р] РИИ BE Z 8) ( measure 
space) (М, 8, п) (KE M 为 集 , ФЕ M 的 子 
集 所 成 的 o 代数 ， 称 为 可 测 集 类 。 而 4 是 定义 在 可 测 
集 类 上 前 测度 }、 所 述 标准 模型 是 出 一 个 区 辣 A 与 至 
多 可 数 个 点 a, 组 成 (在 “极端 " 情形 下 该 “模型 "只 
含 一 个 区 间或 只 含 点 列 a,)， 其 上 赋予 下 列 测度 т: 
对 A 取 通 常 的 Lebesgve 测度 { Lebesgue measure), 
而 对 点 列 取 测度 m (a) =m,> 0; 这 里 假定 测度 m 
已 标准 化 ， 即 нм) та) Ут, = 1, “И” 
可 以 依 严 格 意义 或 模 0 来 理解 从 而 可 分 别 得 到 狭义 
与 广义 的 Lebesgue 空间 概念 (在 广义 情形 下 可 称 为 模 
0 Lebesgue 空间 ) .利用 测度 空间 (М, В, д) 的 “内 
在 性 质 "可 给 出 Lebesgue 空间 的 定义 《 见 [1] [3]). 
由 于 任何 具有 标准 化 测度 【定义 于 Borel 子 集 上 
ЖК Жз ФЕ) 的 完全 可 分 度量 空间 为 Lebe - 
sgue 空间 ， 此 空间 便 是 最 常见 具有 标准 化 测度 的 一 
空间 ， 除 了 所 有 测 处 空间 共有 的 性 质 外 ，Iebesgue 空 
间 还 具有 许多 特别 “好 的 " 性质， 例如 ， 洲 度 空 间 
(®,н) 上 的 Boole og 代数 的 任何 自 同 构 都 可 由 一 个 
Lebesgue 空间 M 的 菜 个 自 同 构 (automorpbism) Ж 
成 ， 在 许多 自然 运算 下 ， 我 们 可 以 从 Lebesgue 空间 
得 到 Lebesgue 空间 这样，Lebesgue 空间 М 中 的 一 
个 正 测度 的 子 集 4 ， 其 本 身 仍 是 Lebesgue 空间 ( 假 
Ка СЕ ЕЖЕ ЖОЕ U NL T h B W| # 3 
n. (K)= ШОХА); 有 限 或 可 数 个 Lebesgue 空 
间 的 直 积 仍 是 Lebesgue 空间 . Lebesgue 空间 的 其 他 


性 质 与 可 测 分 划 (ЛЕА ( measurable decomposi - 
поп )) #9. 
参考 文献 
TU Вало. Р. А. апі Neumann, J. von. Operator те- 
thods in classica]l тесћапісѕ. П, Ann. of Math., 43 
(1942 ), 2, 332 — 350 
[2] Рохлип, В. А., (Матем. «6.9, 25 (1949), 1, 
007 — 150. 
13] Haezendonck, 1., Abstract Lebesgue -Rokhlin spaces , 
Вый. Soc. Math. Belg., 25 (190), 3, 243 — 29. 
Д В. Аносоз # 
【 补 注 】 关于 Lebesgue 空间 与 可 测 分 划 ， 包 括 Lebe - 
sgue 空间 的 为 在 描述 ， 亦 见 [A1] . 
参考 文献 
ТАЦ] Cornfeld, І. P., Fomin, 5. V. and Sinai, Ya. G ., 
Ergodic theory. Springer, 1982, Appendix 1 ( 译 自 
жх) 郑 世 骏 译 Ат 校 


Lebesgwe 谱 [Lebesgue spectrum ; Лебеговский спектр | 

谐 论 (spectrmal theory) 中 的 一 个 术语 . Ж АЖ 
Нйеп 空间 皮 上 的 自 伴 算 子 ，U RUR T , 算 子 4， 
UU 分 别 有 简单 Lebesgue Р (simple Lebespgue spectrum ), 
如 果 它 们 再 等 价 于 复 什 亢 数 (4) 的 一 个 空间 上 乘 以 
的 科 法 算 子 ， 这 些 函 数 分 别 定义 在 实 轴 及 上 和 贺 周 


S'={4:4eC, |3]=1} 
Е. В. 
їл лова, 

其 中 的 积分 分 别 在 及 上 和 在 S' 上 关于 通常 的 Lebesgue 
测度 (Lebesgue measure) 347; 因此 有 Lebesgue 谱 这 个 
名 称 ( 见 西 等 价 算 子 (unitarily -equivalent operators)) . 对 
ОЛА ХУТ: 召 有 一 个 规范 正 交 基 е, 
(790, +1, 土 2,…)， 使 得 Ve,=e,, .而 县， 一 个 等 
ТЯ Lebesgue 谱 ， 如 果 五 朵 分 解 为 不 变 子 空间 的 正 交 
直 和 ， 在 每 一 个 子 空 间 上 这 个 算 子 有 简单 Lebesgue 谱 . 
虽然 对 一 给 定 的 算 子 可 以 有 许多 这 样 的 分 解 ， 每 一 个 
分 解 的 被 加 项 的 个 数 是 粕 同 的 ( 它 可 能 是 无 限 基数 (car. 
dinal number)) . 这 个 数 称 为 Lebesgue 谱 的 重 数 (multi- 
plcity of the Lebesgue spectrum) . ЖЕ, 394238 (s 
强 ， 在 给 定 的 情形 下 是 一 样 的 ] 算 子 拓扑 连续 的 单 和 参数 
酉 算 子 群 U(t) 也 可 以 引入 类 似 的 概念 ,由 Stone 定理 ， 
U(t)=e, E 4 是 一 个 自 位 算 子 ( 见 算 子 半 群 (semi- 
Boup of operators}; 半 群 的 生成 算 子 (BFnerating oper- 
ator of а semi -ртоцр)) ,如果 4 有 一 定 重 数 的 Lebesgue 
谱 ， 就 说 U (t) 有 相同 的 性 质 . 例如 ， 群 U(t) 有 简单 
Lcbesgue И. ЖЛЕ Г, (В) 中 西 等 价 于 群 f(1) 一 
ef(4)， 反 过 来 ， 这 个 各 又 等 价 于 同一 空间 《RR) 中 
КРИВ УА) = (да). Д.В.Аносов # 
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【 补 注 了 


参考 文献 
[АІ] Невоп, H., The spectral thoorem, Springer. 1986 , 
ËA W SER 校 
Lebesgue -Stieltjes 积分 [Lebesgue -Sticttjes integral ; Леб - 
era -Стилтьеса нитеграл] 
Lebesgue 积分 (Lebesgue integral ) 的 一 种 推广 . 
对 于 非 负 测 嵌 yy“ Lebesgue -Stieljes 积分 ”一 词 用 于 当 
X =R", „ 为 非 Lebesgue 测度 的 情形 ; 于 是 积分 |. fan 
像 一 般 情 形 下 Lebesgve 积分 一 样 定义 ,车 р 是 变 导 
的 , 则 j= 一;， 这 里 дн. и, 均 为 非 负 测度 ， 
而 Lebesgue -Stielties 积分 定义 为 


[лаи = {лак = Jas, 
Р 
只 要 右边 两 个 积分 存在 - 对 X = R' 情形 ，j 的 可 数 可 


加 性 与 有 界 性 条 件 等 价 于 4 由 基 个 有 办 变革 函数 中 生 
成 . 此 时 Lebesgue -Stieities 积分 可 写 为 


ЕС 

的 形式 ， 关 于 离散 测度 的 Lebesgue -Stielties 积分 实际 
上 是 一 数 项 级 数 、 
参考 文献 

[1] Kamke, Е., Das Lebague - Stieltks Integzal , Teubner , 

190 И. А, Виноградова ig 

【 补 注 了 
参考 文献 


[At] Hewitt, E. and Ѕіғотрер. K.., Real and abstract 
analysis, Ѕрллеег, 1965. 郑 维 行 Ж шй 校 


Lebesgue 求 和 法 [Lebesgue sqmmation method; Лебега 
метод суммнровання ] 
求 三 角 级 数 ( trigonometric serics ) 之 和 的 一 种 方 
法 . 级 数 
> + Ў а, cosn x + bsinnx (x) 
在 点 xo 处 按 Lebsgue АТТА, XR s, Ж 
指 在 该 点 的 某 个 邻 起 (xn 一 В, x, + h) 内 积分 级 数 


ах у L (gsinnx— b,conx) 
2 “оп 


КН ЖЖ F(x) 在 点 x, 处 具有 等 于 s 的 对 称 导 
数 : 
m ЧЕЗ) 2. 


后 一 条 件 也 可 表示 为 如 下 形式 : 
ЕУ .| =з. 
在 不 是 总 能 对 每 个 收 伍 三 角 级 数 (* ) 求 和 的 意义 下 ， 


378 LEBESGUE THEOREM 
Lebesgue 求 和 法 不 是 正则 的 (无 正则 求 和 法 ( regular 


summation method ) ) ， 介 和 如果 (* ) 是 一 个 可 积 函数 f 
的 Fourier 级 数 〔Fourier seres), Ж} Lebesgue 求 


和 法 几乎 处 处 可 求 利 ， 其 和 为 (x)， 本 方法 是 H. 
Lebesgue 提出 的 ( 见 |1])， 
参考 文献 


[1] Lebesgue, Н., Legons sur ks sts tigonometrqucs ， 
Gauthier - Villas , 1906. 

[2] Бари, Н. К., Триговометрическес ряды, М., 1961 
( 英 译本 : Вау [Вал], N 
mometric seris ，Pergamon , 1964). 

И. И. Волков Ж ЖЖ} 


К., А treatise on trigo - 


Lebesgue 定理 | L ebespue theorem; Лебега теорема ] 

1) 维 数论 中 的 Lebesgue 定理 : 对 任意 >0, n 
维 立 方 体 其 有 重 数 <n 十 1 的 有 限 c п. МНЕ 
又 存在 一 个 so = sa (n) > 0, 使 得 此 n 维 立方 体 的 任意 
有 限 en НОВИЯ 2 n + 1 САНАЕВ) 
(covering (of à sct)))， 这 个 结论 后 来 导致 一 个 基本 
的 维 数 不 变 量 的 定义 ， 即 正规 拓扑 空间 X 的 Lebesgue 
ЖЫШ {Lebesgue dimension ) бит X. Б. A. Пасынке BE 
【 补 注 】 此 定理 也 称 为 Lebesgue 覆盖 定 埋 (Lcbague 
cowring theorem ) 或 “ 铺 石 定理”( Pllastersatz) ( 见 维 
数 (dimension))， 用 维 数 论 ( dimension theory) 的 说 
法 ， 就 是 对 所 有 n, dm 了 ?=n 成立. 


参考 文献 
[А1] Engelking, R,, Dimension tbcory, PWN & North- 
Holland, 1978. 


[A2] Ншечісг, №. and Wallman, Н.. Dimension theory , 
Princeton Univ - Press, 1941. 
ГАЗ] Kuratowski, С., Introduction to set theory and topo- 
Хову, Pergamon , 1972 ( 译 自 波兰 文 ) . 
2) 积 分 号 下 求 极限 的 Lebesgue 定理 : 设 在 可 齐集 
五 上 给 定 了 一 个 可 测 函 数 f. 的 序列 ， 它 在 5 上 几乎 
处 处 (或 依 测度 ) СРК /， 如 果 存 在 一 个 上 上 
可 和 函数 中， 使 得 对 所 有 n 和 x 有 
I,(x S o(x), 
则 六 和 上 了 都 是 E 上 可 和 的 ， 且 


э [Сах = | Goa. 
: i 


H. Lebesgue 首先 证 明了 这 个 定理 ([1]). 当 p 为 党 
ЖН. Е 具有 有 限 测度 时 是 此 定理 的 重要 特 款 ， 也 称 为 
Lebesgue 定理， 更 时 为 Lebesgue 得 到 (|2]). 

最 先 为 B. Levi([3]) 证 明 的 一 个 定理 有 时 也 称 为 
Tebssgue 定理 : ЗЕТА E БАЕ — 4 FB T: 
负 可 测 孙 数 序列 0 < f(x) < f,(x)< -- (x€ E) H 


f(x) =m f(x) 


几乎 处 处 成 立 ， 则 有 
m р Сах = [усо 


参考 文献 
11] Lebesgue, Н., Sur [ев intégrales singuliéres , Аяп. Fac, 
5а. Оні.. Toulpue Sci. Math. Sc Phys., 1 (1909), 
25-117 
[2| Lebague. H... 
1902. Thesis 
(31 004, B., борга Lintegmazione delle serie. Кем. Ы. 
Lombardo sue Lett (2), 391906), 775—780. 
[4] Заю, S.. Соогу of the imegmd, Hafner , 1952 ( # й 
波兰 文 )， 
[5] Натансон, И. П., Теория функций вещественной 
перемепной, 3 изд., М., 1974 {第 二 版 中 译本 : И. 
H. ӨШ. АСЕ, МАЯМИ, 19%). 
Т. П. Лухашенко f 
{ 补 注 】 这 里 的 Lebesgue ХЕЕЕ {В Жк J 8 8] k 3k E НН 
{dominated convergence theorem )，Levi 定理 通常 也 称 
为 单调 收 敏 息 理 (monotone convergenoe theorem }. 
参考 文献 
[Al] Punford, М. and Schwartz, ). T., Linear operators , 
1 ~ 3, Interscience, 1958 ~ 1971. 
[A2] Halmos. P.. Межлис theory, у. Nostrand , 19501 中 
йж: P. 尺 , 哈 尔 麻 斯 测度 论 ， 科 学 出 版 社 ，1958 ] . 
[АЗ] Hewitt, E. and Stromberg, K... Real and abstract 
18, йй 译 


Intégrale , longueur , айе, Ошу. Рањ, 


analysis, Springer , 1965 


еей 格 [Leech lattice ] 

СФР 1 j. Leech 在 1967 # ([А1]) 应 用 球 填 装 (pa- 
cking) 与 二 元 纠 错 码 (errorcormecting code) 特别 是 
Сору 码 之 间 的 密切 关系 定义 的 R? 中 的 一 个 特殊 的 
格 ， 亦 见 点 格 ( jatiice of points), 数 的 几何 (geometry 
of numbers ). 现 在 对 它 有 多 囊 不 同 的 描述 方法 .Leech 
ЖЕ В ТЇШЕР (即将 它 映射 到 自身 之 上 的 正 交 变 换 组 
战 的 群 ) р ЧР SB ВЕ (зрогайс simple group ) 
是 极其 重要 的 { ,[ A2]). R" 中 半径 与 给 定 球 相同 、 互 
不 交合 且 与 给 定 球 相 切 的 球 的 最 大 个 数 称 为 球 的 New- 
ton 数 或 吻 按 数 ( Newton or kissing number of a ball). 
现在 只 知道 ， 当 n = 2,3,8,24 时 ， 它 分 别 是 6,12, 
240 及 1%560. 当 n= 24 Ir, RB А.М. Odlyzko , 
N. J. А. Slane Ж В.И, Левенипейн 独立 求 出 的 
R”* 中 达到 牛顿 数 的 球 的 《 唯一 的 》 安放 方式 是 由 这 
ЖЗНД РАБ ЕР Leech 格 的 球 壤 装 实现 的 .我 们 猜测 
Leech 格 给 出 R2 中 最 紧密 的 球 的 格 填 装 . 作为 证 实 
这 个 猜测 的 第 一 步 ， 已 经 证 明 在 所 有 球 的 格 起 装 中 
Leech 格 的 球 填 装 有 极 大 密度 ( 见 [A5]). 关于 Leech 
格 的 详细 介绍 ， 见 TA3] . 

参考 文献 


[Ai] Lexh, J,, Note on sphere раі, Саші. /. 


Math., 19 (1967). 251 一 267 

[A2] бпоз, R. L., The friendly бапо. иеш. Май. 
的 ( 1982)，1 一 ]02 . 

[A3] Conway, J. Н. and Sloane，N ，J，A.，Sphere 
packirgs ,lattices and groups , Springer, 1993 

[A4] Gruber, Р. М. and Lekkekerker, С. С., Geometry 
of numbers, North - Holland , 1987. 

[A5] Ез. Р., Gruber, Р. М. and Hammer, J. , Jattice 
points, Lougman , 1989. 

[A6] Thompson, Т. М., From error -oomesting codes thr- 
ough sphere packing to simple grups, Math. As- 
soc. Атег. 1983 P.M. Gmber Ж ЖЖ Ж 


Lefschetz 对 偶 性 | Lefschetz duality ; Лефшеца двойст- 
веяность ], Lefschetz - Poincarg ХВ PE ( Lefschetz - 
Poincart duality ) 177 
由 Lefschetz gt irit 39. # XN ЕПН 
一 个 对 偶 性 断言 ， 更 确切 些 ， 若 《 基 ，4) 为 一 个 空间 
8, 使 XNA 2 п 维 拓扑 流 抄 ， 那 么 对 任意 的 可 换 群 
G 和 i， 存在 同 构 
НДХ, А; G) SH '(X\ A; G), 
这 里 右边 的 上 同调 到 紧 娄 上 同调 如果 流 形 Х\А 不 
可 定向 ， 和 通常 一 样 ， 应 取 局 痢 系 数 的 上 同调 . 
O. B. Рудяк 所 
【 补 注 】 原始 文章 为 [AL]， Lefschetz 对 偶 性 的 一 个 好 
的 近代 叙述 可 见 [A2]， 也 可 见 [A3] 【是 从 层 的 上 同 
ЖЕЙ ЕШ). 
#*x 
[А1] Lefschetz, S , , Manifolds with а boundary and their 
transfommations , Tyans. Ане. Мий. бос. ‚29 ( 1027), 
429 — 462. 
[A2] Maunder, С. R. Е., Algcbraie topology , Cambridge 
Ошу. Press, терїї, 1980. 
[АЗ] Iversen, B.. Cohomology оГ sheares, Springer , 1986. 
Wg 评 йк ж 


Lefschetz 公式 [Lefschetz formula ; Лефшеца формула | 

将 一 拓扑 空间 的 自 同 态 不 动 点 个 数 用 上 同调 群 的 
Ж А АА Ел Н Ж ДК. 

这 公式 普 先 由 S. Lefšchetz 对 有 有 限 维 可 定向 拓扑 流 
形 ([1]) 和 有 限 胞 腔 复 形 ( 见 12],[3]) 证 明 . 在 Lefs- 
chetz 的 这 些 论文 之 前 有 工 .E.J.Brouwer (1911) 关于 一 
维 球 到 其 自身 钓 连 续 映 射 的 不 动 点 的 定理 ,有 限 胸 
腔 复 形 的 Lefschetz 公式 的 新 证 法 由 本 .Hopf 给 出 ( 见 
[9]) 

令 针 为 连通 可 定向 的 nn 维 紧 拓扑 流 形 (manifold) 
或 n 维 有 限 胞 腔 拨 形 (coll complex). f: X— X 是 一 个 
连续 映射 (continuows mapping), A (f, X) Ж /的 Lefs- 
«е 数 (Lefschetz number》， 设 映射 了 :六 一 ХӨ 
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不 动 点 都 是 孤立 的 . 对 每 一 个 不 动 点 xEX, Ф1(х) 
为 其 Kronecker 指标 (Kronecker index) (Г f 在 x 的 邻 
域 中 的 局 部 映射 度 (degree of a mapping)) .于 是 对 XX 
和 上 了 的 Lefichetz 公式 是 
У А7, К). (1) 
яек 
Lefxchetz 公 式 可 以 推广 到 紧 Euclid 邻 域 收缩 核 的 任意 
连续 映射 上 去 ([8]) . 

令 开 为 一 紧 的 可 定向 微分 流 形 ， 而 广 天 一 于 为 
一 可 微 映 射 ,了 的 不 动 点 xeX 称 为 非 奇 异 的 (non -sing - 
ulan ， 若 它 是 孤立 的 ， 且 det (4 六 -中 ) 关 0， 这 里 df. 
T,(X) 一 ТХ) Е х, 记 是 恒 等 变 换 ， 对 于 
韭 奇异 不 动 点 x， 其 指标 即 sn det {4f, 一 E). 这 时 ， 
Lefschetz 公 式 (1) 表 示 , Lefschetz 数 À (f, X) 等 于 指标 
为 + 1 的 不 动 点 数 与 指标 为 一 1 的 不 动 点 数 之 差 ; 因此 ， 
Lefschetz 数 不 能 超过 不 动 点 总 个 数 .这 时 (的 左 方 可 以 
与 XXX 上 的 [A 的 相交 指标 用 同样 方法 类 定 ， 这 里 
是 /的 图 象 ， 而 A XxXX 是 对 角 线 ( 见 相交 指标 ( 代 
数 几何 学 中 的 ) 《intersection index (іп algebraic geome- 
try))) . 

Lefichetz 公式 的 一 个 推 沦 是 Hopf 公式 (Hopf for- 
mula), ТЕЙ, Бет 示 性 数 (Eukr characteristic)x ( X) 
等 于 关上 的 整体 С” 向 量 场 v 的 零点 指标 和 { 说 "的 所 
有 零点 均 为 孤立 的 ) (Ж[5]). 

对 于 紧 复 流 形 和 Dolbeault 上 同调 ， 也 有 Letschetz 
公式 的 一 种 变形 { 见 [5] ). 令 了 为 一 mm 维 紧 复 流 形 ,而 
也 :站 一 大 是 具有 非 奇 异 不 动 点 的 全 纯 喘 射 ЕН” X) 
Ж X fj (p, 4) 型 Dolbeault 上 同调 ( 见 微分 形式 (dif - 
ferential Хота). ХЕ": Нех) Не (х) É f 
诱导 出 的 自 同 态 . 数 


АС, = X (ет нее) 
— 
称 为 全 纯 Leischetz 8 ( holomorphic Lefschetz number), 
于 是 有 以 下 的 全 纯 Lefichetz 公式 (holomorphic Lefschetz 
formula): 
_ 1 
М mat 
4f, 是 了 在 x 处 的 全 纯 微分 ， 
在 抽象 代数 几何 学 中 ，Lefichetz 公式 是 寻求 Wa 
上 同调 (Weil cohomology) 的 起 点 ， 这 与 定义 在 有 限 域 
上 的 代数 徐 的 “ 函数 Сова fuaction) 的 Well 猜想 有 
关 . 对 于 具有 紧 支 集 的 ! 进 上 同调 ， 其 系数 在 可 构 
造 的 Q, 层 中 ,而 ,是 1 进 数 的 域 ，[ 是 异 于 坡 大 的 特 
征 的 素数 ， 对 于 这 种 情况 ， 在 抽 锭 代数 几何 学 中 也 已 建 
立 了 Lefichetz 公 武 的 类 比 . 这 公式 党 称 为 名 公式 (tace 


formula). 
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< X 395 338 кє {КЕ (algebraic variety) 或 概 
形 (всћепю). F: X ~ Х h — Етобепі 态 射 ( 见 Frobinins 
自 同 构 ( Frobenius automorphism)), < 是 X 上 的 层 ， 
НХ.) (3) ХАЖ < 中 且 有 紧 支 集 的 上 
ЮША. КЕБИ F 央 定 了 上 同调 的 自 同 态 

ЕНІХ, ж) НЕХ, Z) . 

Жюз МК ӨКҮ X=-X9 k. у =з Qk, 
ЖИ X ЖЯ ç 通过 标量 域 的 扩张 而 得 的 入 ( 概 形 ) 与 层 ， 
出 相应 的 Frobenius 态 射 F. : X, -> X, 等 于 了 的 m 次 
ж 


现 令 久 为 具有 8 个 元 素 的 有 限 域 上 & 上 的 有 限 型 分 
离 概 形 , v 是 六 上 的 可 构造 Q 层 ，! 是 与 二 的 特征 不 
ПЖ, ХР 的 不 动 几何 点 的 集合 ， 或 者 
等 优 地 说 丰 (k) 是 概 形 必 的 值 在 域 忆 中 的 几何 点 的 集 
合 .于 是 ， 对 任意 n21, ИТИ Lefichetz 公式 (或 称 
ЖА (\гасе formula) ) 成 立 : 

УТЕ" „у= (ТЕТ, НХ). 

Ес ; (2) 
СА [61, [7])), ЖЧ +, Жу хх ЕВУ. 对 于 常 值 
у=, #Tr(F” ,Q,)=1, О) АХ 
ИЕЛЕ КЛ, ЛКК. 特别 地 ， 当 m=1 时 ， 即 为 
必 的 值 在 基 域 大 中 的 点 数 , rS X {ЕК E F W (РЇ 
如 ,车 XX 是 kk 上 的 完全 蔗 数 策 }， 则 H;(X,， у)= 
H'(X, =), (2) 的 有 方 即 为 Fobenivs Ë PI ##E x 8; 
ЖЖ БР Иа. 

公式 (也 有 推广 ( 见 [7]) . 
参考 文献 

[1] Lefschetz, S., Intersections ard transformations of com- 
plexes and mamfolds, Trans. Ате. Soc. Math.. 28 
(1926). 1 — 4. 

[2] Lefschetz, S.. The nsiduml set of a complex manifold 
amd related questions, Proc Nat. Acad. Sci. ОЗА, 13 
(1927), 614 — 622 , 

[3] Lefschetz, 5., On the fixed point formula, Am. of 
Math. (2), 38 ( 1937), 819 一 82. 

[4] Клтап, S.L., Algebraic cycles and the Wal conjec- 
шиев, in J. е al. Giraud (ed,): Dix exposés sz la coho- 
mologie des schómas, North - Holland and Mason , 1968, 
259 — 36. 

[5] Griffiths, Р. and Harris, Ј., Principles of algebraic geo- 
metry, Wiley, 1978, 

[6] Deligne, Р., Cohomologic étale, SGA 4 1/2, Lecture 
notes in math., 569, Springer, 1977. 

17] Grothendieck, А., Cohomologic !- adique ct fonctions 
L, SGA 5, Lecture notes іп math., 589, Springer, 1977. 

[8] Dold, A., Lecturs on algebraic topology, Springer, 
1980. 

[9] Seifert, Н. and Таа, W., Lelubuch der Topologie . 


Teubner. 1934 (中 详 本 : ЖШ. ЖИЛ, OZ. ES 
等 教育 出 版 社 ，1959) . В.А. Исковских {# 
【 补 注 】 关于 抽象 代数 几何 学 中 的 Lefschetz 公式 和 
А. Grothendiech 的 推广 ， 亦 见 [Al] . 
参考 文献 
[AI] Faitag, Е. and Кій, R.. Etale Cohomology and the 
Weil соцесїше, Springer , 1985 . 齐 民 友 W 


Lefschetz 数 [ Lefschetz mmber; Лефшеца число ] 

出 一 个 链 ( 上 链 ) 复 撒 或 拓扑 空间 到 其 自身 中 的 映 
射 的 一 个 不 变量 ， 令 X 是 一 个 Abel 群 的 链 复 撒 (或 一 
个 拓扑 空 间 ), f :着 一 居 是 一 0 次 自 同 态 (战机 应 为 一 
连续 映射 ， 见 耽 射 度 (degree of a mapping)), #,(X, 
олха X t £ 3 Ж И А Q НУ P| 8 EE 
(homology group). TE 


Уу йтыН,(Х,О) <, 
令 ШТАН ЯАВ нс): 
faoB(X.Q)- H.(X,Q) . 
f 的 Lefschetz 数 (Lefichelz number) 之 定义 即 为 


А BD. 


对 于 上 链 复 形 ， 定 义 蚌 类 似 的 . 特别 是 ， 恒 等 映 
9} e, É Lefschetz 数 即 为 对 象 X 09 Eler 示 性 数 (Euler 
characteristic) X (X) ， 若 XX 是 一 自由 Abel 群 的 链 (上 
链 ) 复 形 或 一 拓扑 空间 ， 则 数 入 (J) 恒 为 整数 . Lefschetz 
数 是 S.Lelschetz (|1]) 中 引入 的 ， 以 解决 连续 映射 的 
不 动 点 的 个 数 问题 ( 见 Lefschetz 公式 (Lefschetz formu- 
la). 

要 求 Q КЖЕ ЕЛУ х, 所 成 的 复 形 X> 
自 同 态 了 的 Lefschetz 数 ， 可 以 应 用 以 下 的 公式 (有 时 称 
为 Hopf 术 公式 ( Hopf trace гоша): 


A(f)=5C1YT, ， 


тайну: X х, ЯЫ, З 
有 限 胞 腔 空 间 (celhlar space), ф: X— XE ХВА 
ЯЧРНОЖЕ НЫН, р: X-= 大 是 9 的 胞 脐 盟 近 ， 则 
мөл) СОТ, 
T E yñ sb g h 
be: C.(X.Q) > CXQ) 


©, C,(X.Q)Ë X EA B i 维 链 群 . 
以 上 所 述 都 可 以 推广 到 任意 系数 城 的 情况 ， 


参考 文献 
[1] Lefsehetz. S., Intesections алі transformations of соль 
Plexes and manifolds, Trans. Amer Math. Soc., 28 (1926), 
1-49. 
[2] Seifert, Н. amd Thlfall, W., Lelubuch der Topologie , 
了 eubmer，1934 (РЕЖ: ЖШ, MORA, ИНКА. н 


等 教育 出 版 信 ，1959) . 10.5,Pyaax E 
Ел 
参考 文献 
[Ai) Dugundji, J. and Gmnas. А., Fixed point theory, 
PWN. 1982. 齐 民 友 译 


Lefschetz 定理 [Lefschetz theorem; Лефшеңа теорема ] 
1)Lefshcetz 不 动 点 定理 ( Legchety fixed -point the - 
orem) 或 Lefschetz -Hopf 定理 (Lefschetz-Hopf фео - 
rem)， 可 以 将 一 连续 映射 前 不 动 点 个 数 用 Lefschetz 数 
(Lefschetz number) 来 表示 的 定理 . T t. ЖАЙ CW 
复 形 (CW -complex) ( 亦 见 胞 腔 空间 { cellular врасе)) X 
的 连续 映射 (continuous mapping) 7: X — Х ЖЖ 

点 ， 则 其 LeRchez 8 L (f) 为 零 . 这 个 结论 的 一 

例 即 关于 不 动 点 抽 Brouwer ЕЕ ( Brouwer theorem) . 
Ю.Б. Рудак 摆 


[ 补 注 ] 
参考 文献 
[A1] Greenberg, M. J. and Harper, J.R.. Algebmic topolo- 
фу, а first сошэс, Benjamin Cummings, 1981. 

2) Lefschetz 超 平面 蕉 而 定理 (Leschetz hyperplane — 
section theorzm) Ras Lesc) 定理 (weak Lefschetz the- 
orem): 令 天 为 一 复 射影 空间 CPY 中 的 复 维 数 n 的 子 代 
ЖЖ ( alpebraic variety)，PCCP" 为 经 过 站 的 所 有 奇 点 
(如 果 有 的 话 ) 的 超 平 面 ，Y=X 门 P 为 了 的 超 平面 截 
Hj; 则 当 i<n 了 时， 相对 同调 群 homology group) H, (X, 
了 ,了 ) 为 等 ， 故 自然 同 态 


H (Y,Z) > Н(Х,2) 


当 i<n 一 1 时 是 网 构 ， 而 当 i=n 一 1 时 是 满 射 ( 见 11]) . 

用 万 有 系数 公式 ( 见 Kiimeth 公式 (Kiinneth formu- 
J 芭 ))， 对 任意 上 同调 群 也 可 得 到 相应 的 论断 ,在 每 一 
情况 下 ， 对 系数 在 有 理 数 城中 的 上 同调 对偶 的 论断 
总 是 成 立 的 : 由 做 人 tc 光 所 诱导 的 上 司 调 空间 的 同 


= 


H'(X,Q) > H'(Y,Q), 


B i<n— ТА, sq i=n 一 1 时 为 单 射 ( 见 [6]) . 
对 同 伦 群 也 有 类 似 的 结论 成 立 - 当 ji<n 时 ，z (X, 
Y)=0. 特别 地 ， 典 范 同 坊 z (Y) 一 m (X) 5 n23 时 
是 同 构 ，n=2 时 是 浦 射 (关于 基本 群 前 Lefschetz 定 
Жу. 这 个 定理 可 以 推广 到 任意 代数 闭 域 ( 见 [7]) ШЖ 
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了 是 性 的 正规 完全 交 的 情况 { 见 [8]) , 

3) 硬 Lefchetz 定理 (hard Lofschetz theorem) # Ж 
于 一 个 复 Giler 流 形 (Kihler manifold) 的 上 同调 分 为 本 
原 分 支 的 Lefkcbetz 分 解 的 存在 性 的 定理 . 

令 了 为 一 紧 的 靖 维 Kihir 流 形 ， 其 Kihler 形式 为 


四 ， 念 
9e8TCJc ни, С) 


Ж а ЗЕ de Rham 838 F fd (1,1): ДЖ (М бе 
Rham 上 同调 (de Rham cohomology}; # УЖ H # 
自然 Hodee ЕЖЕ C ЕЕ ТОО, Rj n HE T 
一 超 平面 截面 的 同调 类 的 上 同调 类 )， 令 
LiH(VC) = I'2 (F ,C) 


ЖЖ БЛ БЕ ХУ КИЙЕТ. ШШ 


L:=z + n, 
ХИР А0, оп. СА [1р 
L'Hs2(V,C): > H"(V,C) , 
B HY (V,C) 记 算 子 
өн” (V,C)— Нн?! (p Су 


z€H'(V.C) . 


юв. Kaka пепсин ар. 


mobgy аш), [Те 本 原 闭 链 a 
cycks). ## Lefschetz 定 理 确定 了 上 同调 可 分 解 为 本 原 上 
同调 的 直 和 ( 称 为 Lefschetz 分 解 (Lefschetz decomposi- 
tion) ) ; 


102] 
H"(V,C)=@ НУС). 
[к] 


RE m=0,. ,24 ,映射 
Lt: Нур С) = Н"(Р,С),к=0, 
ЖА. Lefschetz 5 Hodpe Ж 
Н'(У,С)= @ Н” (V C) 
可 交换 ( 见 Hodge #8 (Hodee conjecture)) (Ж. [13]) ， 


特别 是 吾 "* (PC] ЖЕЛ НГ (VC) 有 定义 ， 
而 且 


{т{2] 


Н (У,С)= Ө H£*(V,C). 

Е Lefschetz 定理 与 Lefschetz 分 解 在 关于 Гайс 上 
同调 与 晶体 上 同调 的 抽象 代数 几何 学 中 都 有 类 似 物 
见 [4]，[14]) . 

4) (1, 1) ЕТА Lefschetz Я 26 F— 个 复 


代数 能 的 二 维 代数 上 同调 类 与 (1 , 1 ) 型 上 同调 类 之 问 
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对 应 的 定理 . 
У СБА ТРЕКИ. л ге 
ни), 338 (Poinca 意义 下 ) 对 偶 的 上 同调 类 
是 由 某 个 除 子 {divisor) ТАЕ МО, ЗИНОИ (algebr- 
aic) .(1,1) 型 上 同调 的 Lefschetz Ж ГИ, гєн ( V. 
Z) 为 代数 的 ， 当 县 仅 当 
сен (И, 2) (Hl TV,C), 


Ж НСИ, С) 是 二 维 复 上 同调 空间 H° (V, С) 的 
(1,179 Hodge 分 量 ， 而 喘 射 j :Hi(TV,Z) 一 H:(V, 
с) жшн MIA Z СЪН (M [1], Ж [6]. 
[12]) . 对 于 维 数 大 于 2 的 代数 上 同调 类 ， 见 Hodge 38 
想 (Hodge conjecture) . 
对 任意 复 解 析 流 形 V. xT H*'(V Z) 中 同时 为 了 
上 复线 从 的 陈 (省 身 ) 类 的 元 素 ， 有 一 个 类 似 的 刻 呵 
( 见 [11) . 
参考 文献 
[1] Lefschetz, S., 17 analysis situs et la géometrie algébrique . 
Cauthier - Villas , 1950. 
[2] Lefschetz ,S., On certain numerica! invariants of algebraic 
varieties with applications to Abclan varietis, Trans . 
Атет. Math. Soc ., 22 (19213, 327 — 482. 
[3] Lefschetz, S., On the fixed pomt formula, Ати. of 
Math. (2), 38(1937), 819 — 822. 
[4] Berthelot，P.，Cohomologie cristalline des schémus de 
caractéristiquc p>0, Springer, 1974. 
[5] Deligne, Р. and Katz, N., Groups des monodmmic сп 
Béométrie algóbrique. SGA ?, Springer, 1973. 
[6] Griffiths, P. and Harris, J.. Principles of algebraic рео- 
metry, Wiley, 1978. 
[7] Grothendieck, À ., Cohomologie locale des faisceaux cob- 
ent ct théoremes de Lefschetz locaux el gJobaux. 
SGA 2, North -Holang & Masson, 1968. 
[8] Hartshorme, R., Ample subvarieties of algebraic vanetics, 


Sptinger, 1970. 
[9] Митт, D., Abelian Varieties ，Oxford Univ. Press. 
1974. 


110] Milnor, J., Мохе theory, Ріпсеоп Univ. Press , 1965 
(中 译本 :米尔 诺 , 英 尔 斯 理论 , 科学 出 版 社 , 1988] . 

[11] Wells, jr., R. О., Differential analysis on complex mani- 
folds, Springer, 1980. 

[12] Chem, S.S., Complex manifolds without potential the- 
огу, Springer, 199. 

[13] Weil, A., Introduction à Tetude des vanétés kahléri- 
чїшив, Hermann. 198. 

[14] Deligne, P., La сопесїше de Weil, Publ. Мав. IHES, 
43( 1974), 273 — 307. B. А.Исковскик E 


[ 补 注 】 关于 经 典 的 Lefschetz 超 平面 截面 定理 的 现代 
处 理 ， 见 [Al1] . 
弱 的 和 厂 的 ( 亦 称 强 的 )Legchetz 定理 对 区 达尔 上 


同调 {[A4] ) 和 相交 同调 (intersection homology) ( [А5], 
[A6]) 也 都 成 立 . 对 于 7-adie 上 出 调 的 的 硕 Lefschetz 
定理 的 证 明 ， 纪 [A2]、 
参考 文献 
[А1} Lamotke, K., Тһс topology of complex projective 
varieties after S. Lefschetz, Тороіюду, 20 (1981), 15 一 
з. 
[A2] Daliene Р. La conjecture de Мей П. Publ. Мағ. 
HIES , 52 ( 1980 ), 137 – 252. 
[АЗ] Gmenbesg, М. 1. and Harper, J. R. , Aləcbraic. topolo- 
ву. а Ffirst course，Benjamin Cummings. 198}. 
[АФ] Миле, J., Etale cohomology, Princeton Univ. Press, 
1980. 
[А5] Goresky, М. and MacPherson, R., Stratiñed Мое 
theory, Springer, 1988. 
1A6] Bellinson, A., Bemstein, J. and Deligne, Р., Faisceaux 
регеяз, Astérisque , 100 ( 1982). 齐 民 友 W 


Гедеойге 条 件 [Legendre condition; Лежандра условне ] 
А. М. Legendre + 1786 年 提出 的 变 分 学 中 最 简 
单 问题 解 的 必要 条 件 :为 了 出 线 y, (O ЗЕЯ 


Ј= | Р(х, у, у')ёх, убху) = у, у(х) = y. 


的 一 个 极 小 值 ， 必 须 在 y (x) 的 所 有 点 被 积 函 数 对 y" 
的 二 阶 导 数 应 是 非 负 的 : 

Рух, у(х), 90 (x)) 20, х, S x< x;. 
如 果 了 是 带 有 坐标 у, =, у, 的 n ШШ. 0 
Legendre 条 件 要 求 二 次 型 的 非 负 性 


Ë Ў F. (x, зоб), pA) 70, 


m 
xE[x1, х], n = (ma ER". 

对 泛 函 的 极 大 值 的 情况 ，Legendre 条 件 中 不 等 式 的 符 

号 要 反 过 来 . 对 关于 条 件 枢 值 的 变 分 和 问题， 类似 于 

Legendre 条 件 的 是 Clebsch 条 件 (Clebsch condition ). 

Legendre Ж}, 5 Еши 方程 (Eukr equation ) 
相像 ， 是 对 弱 极 值 的 必要 条 件 ， 如 果 违 反 了 Legendre 
条 件 ， 则 泛 函 的 二 阶 变 分 不 保持 其 符号 ， 而 且 曲 线 
yo(x) 不 给 予 此 泛 函 一 个 极 值 , 

如 果 在 Legendre 条 件 中 非 严格 不 等 式 的 符号 换 成 
严格 不 等 式 符号 ， 则 此 条 件 称 为 强 Legendre 条 件 
(strong Legendre condition), 38 Legendie 条 件 ， 与 
Legendre 条 件 不 同 ， 不 是 必要 的 . 极 值 的 充分 条 件 的 
阅 述 中 涉及 强 Legendre 条 件 . К.Б Legendre 条 性 
满足 的 一 条 极 值 曲线 称 为 非 奇异 极 值 曲线 ( non -sin - 


的 ， 而 且 关 于 它 的 Ешег 方程 能 表示 成 一 个 最 高 阶 导 
数 解 出 的 二 阶 常 微分 方程 如 捍 在 非 奇异 极 值 曲线 上 
强 Jacol 条 件 ( Jacobi condition) 满足 ， 则 可 以 构造 


` 


人 


一 个 围绕 给 定 极 值 曲 线 的 极 值 内 线 场 ， 它 是 研究 极 值 
的 充分 条 忻 的 第 一 步 


参考 文献 
[1] Лаврентьев, М, A,, Лкхтерник, Л А., Курсвар- 


национного исчисления. 2 изд., М., 1950( Ф Ж: 
M. A. ШАЛ. Л.А. ВН за, ЖЕЛ 
学 教程 ， 陨 等 教育 出 版 社 ，1953). 
12] Blss, G А., Lectums on the calculus of variations, 
Chicago Univ Pxss, 1947. И. Б. Bamapcxuñ J 
【 补 注 】 Legendre 条 件 也 用 于 最 优 控 制 理论 ( А1] 
和 最 优 控制 的 数学 理论 (optimal control ，mathematical 
theory of )) 也 有 对 奇异 控制 可 题 的 必要 条 件 ， 它 推 
广 了 Legendre -Clebsch 条 件 ， 有 时 称 为 cley 条 件 
(Kelley conditions ) ([A2]) . 7 
参考 文献 
ТАТ] Bryson, А. Н. and Ho, Ү.-С., Appled optimal 
contml Blaisdell . 1969 
[A2] Keiley, H. Ј., Корр, К. Е. and Moyer, Н. б.. 
Singular ertremals, їп G .Leitmanm (ed .), Topics of 
Optimization , Асай. Press. 1967, 63 — 101 
[A3] Akhiser, N. 1.. The calculus of variation , Blaisdell . 
1962(# АХ ). 
[A4] Cesar, 1... Optimization: theory and applications 
problems with ordinary differential cquations , Springer , 
1983. Юта 译 鲁 世 杰 É 


Legendre 方程 [Legendre equation ; Лежандра уравнение] 
М. Legendre ЗФ ( 上 Legendre functions ) . 


Legendre 西数 [ Legendre fonctioms; Лежандра функцин | 
作为 Legendre 方程 【Legendre equation ) 
о-у -2 de + 

+| ern- [К (») 


之 解 的 函数 ， 其 中 ， 和 ЖИ. 如 果 5-0,1, 
一 而 二 0， 则 方程 (*) 限制 于 [一 1，1] 的 解 称 
为 Legemdre 多项式 (Legendre polynomials }; 对 于 整 
Жн(—›®н=у), 方程 (*) 的 限制 于 [一 1, 1] 的 
解 称 为 Legendre 连带 函数 {Legendre associated func- 
бов). ` А. Б. Иванов 所 
【 补 注 】 
参考 文献 
[AL] Abramowitz, М. ала Stegun, 1. A., Handbook of 
mathematical functions, Dover , eprint , 1965. 
ГА2] Lebedev, N. N. , Special functions and their applica- 
tions ，Dover ，mprint ，1972 { 译 自 俄 广 }， 张 鸿 林 译 


Legendre 流 形 [Legenire manifold; Лежавдрово много- 
образне] 
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(2n+ 1) Ф908 Ж (contact manifold) M 2"*!( HJ $ 
BOE. ВО 4 РГЕ (Phffan fonn) а, 而 在 其 
一 切 点 上 о НОНИ Ж 次 外 汰 的 外 程 « A (de) " 
#0 的 流 形 } 的 一 个 n 维 光滑 子 流 形 严 ， 使 得 决定 М?! 
的 切 触 结构 的 PRE ot x 在 上 上 全 为 零 ( 即 对 于 Tr Z 
ЗЕ ЕР Л КНЕ ЖХ, a (X)=0) .在 М 
RU ПТ АА (р, U pQ. U q.) ШЭ д, 
З ТЕЛЕ а =}, 1. p,:49,dr 的 重要 情况 下 ， 
上 "为 Legendre 流 形 ， 则 指 它 是 由 以 下 形式 的 方程 组 所 
决定 的 


2] of 


Ag СОЛ ДТ Р” Ba 
ЖАЗЫНАН дЕ ЕА ba, MU p, q, Hi Legendre 
变换 (Legendre tmansfom) 相 联系 ; 若 在 某 点 的 邻 域 不 
能 作 这 样 的 变换 ， 则 该 点 是 【Legendre 变换 的 奇 点 ， 

Legpndre 变换 的 例子 虽然 很 时 就 在 分 析 学 和 几何 
学 的 种 种 问题 中 出 现 ， 但 Legendre 流 形 概念 本 身 却 出 
现 得 比较 晚 ， 而 是 作为 Lagrange 流 形 (Lagrangian mani- 
fold) 的 类 比 出 现 的 . 
参考 文献 

[1] Арнольд, В, И., Математические методы класси- 
ческой механики, М., 1974 ( 中 译本 : В. И. Вх @ 
经 典 力学 中 的 数学 方法 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1993) . 

12) Amold, У.Т, and Giventhal, А. B., Symplectic geome- 

try, Dynamical Systems, ЈУ. Springer, 1989, Chapt. 4 

(ЖЕ). Д.В.Аносов # 
【 补 注 ] 由 一 阶 偏 微分 方程 的 解 到 Legendre 流 形 的 推 
广 是 S.Lie 提出 的 ， 见 [A1]，823, 5%, {ЮЖ 
给 出 这 个 名 词 . 
ваха 

[А1] Арнольд, В. И., Варченко, А. Н., Гусейн- 
Заде, 5. М., Особенности дифференциальных 
отображений, М., 1982 ( 英 译本 : Amol'd У.1., 
Gusein -Zade, $, М., Varchenko, А. N... Singula - 
rities of diffeentiable maps ,1 , Birkhšuser , 1985, Chapt , 


0). 
[А2] Ше, 8., Theorie der Transformationsgruppen, П. Tew 
bner, 1930. ЖЕЖ Ж 


Legendre 多 项 式 [ Legendre polynomialks; Лежандра мно - 
TDwnettw ]， 球 面 多 项 式 【spherical polynomiak ) 

区 间 [ -1，1] 上 具有 单位 权 g(x) = 1 的 正 交 多 
项 式 . 标准 化 Legendre 多 项 式 由 Rodrigwes 公式 
{ Rodrigues formula ) 
— 4 
n!2" dx" 


定义 并 有 表示 式 


Р,(х) = (Ci n=0,1, 5 


384 LEGENDRE SYMBOL 
1 у (= 1)% (20 ~ 24)! а 
2" 0а уа 20у ^ 
НО Ја 
(n+l) Ps (x)= (28 +1)хР,(х) n P, (x 
Р,(= х) = (-1)'P,(x); 
Р(1)=1,Р„(-1)=(-1)" 
(1=2)Р, {ху пР, (х) хаР, (х), 
P... (x) Р, (х) = (2л +1)Р, (х). 
Legendre 多 项 式 可 定义 为 其 生成 函数 展开 式 的 系数 
上 _ т 
ТТЕП = ўр, ， 
有 边 的 级 数 对 хе[—1,1]%Ж. 
前 九 个 标准 化 Legendre 多 项 式 具有 下 列 形式 
3х2-1 
— 


P,(x) = 


Рх) =1, Р,(х)= x, Р,(х)= 


и (3023 
P.O) 55 s 35x зэх +3 


5 9052 
Ppl) = Ox 20 +l5x ， 


231 хб 315х* + 105х°—5 
16 ` 


п 阶 Legendre 多 项 式 满足 微分 方程 (Legendre 方程 
{Legendre equation ) ) 


Р,(х)= 


(1-х) Гы -2‹ 45 + (п +1)у= 

该 方程 出 现 于 用 分 离 变 量 法 求 球 面 坐 标的 Таршсе 方 
程 {Laplace equation ) 的 解 中 . 标准 正安 的 Legendre 
劣 项 式 具 有 形式 : 


p. = nt р.х), n= 0, 1, 
йе ИВАНЕ 
ёо 2, хе-1, 1]. 


Ox (х) < |2111 , xel 1, 1 


在 区 间 (一 ], 1) 内 按 Legendre 多 项 式 系 展开 的 
Foutier 级 数 类 似 于 三 角 Fourier 级 数 ( Fourier seres ) 
( 亦 见 Fourier 级 数 ( 关于 正 交 多 项 式 系 的 ) ( Fourier series 
(in orthogonal pobynomials ))); 有 一 条 关于 这 两 个 级 
数 户 等 收敛 性 的 定理 ， 它 渐 训 西数 了 的 Fourier -Legen - 
Че 级 数 在 点 xe (—1. 1) Аа, мач к 
F(0) = (sin 8)!” f(cos Ө) 

35 Fourier 级 数 在 点 9 = accosx ЖМИ. ТЕЎИ 
点 的 邻 域内 情况 则 不 同 ， 央 为 序列 { 忆 (十 Ту} 以 速度 


V 递增 ， 如 果 了 在 [-1, 1] ЖН ЕЙ x > 
1/2 的 Lipschitz 条 件 (Lipschitz condition) ， 则 了 的 
Fourir -Legendre 级 数 在 整个 区 间 [ —I, 1] 上 一 致 收 
ашу. 如 果 a= 二 ， 则 该 级 数 在 点 x= т 处 通 
ЖААЖ. 
Legendre 多 项 式 由 A. М. Legendre 引进 ([1]) . 
亦 见 正 交 多 项 式 ( orthogonal Polynomiak ) 的 参考 
文献 . 
参考 文献 
[1] Legnde, А. М., Мён Ма. Phys, рено à 
T'Acad. Sei. par divers хараму. 10 (1785), 411 — 434 
[2] Hobson, Б. W. , The theory of spherical and «ро - 
jdal hamonacs , Cambridge фу. Риз, 1931 
П. К. Сетин ## 
【 社 注 1 Legendre 多 项 式 属于 Gegenbawer 多 项 式 
( Gegenbauer polynomiak ) 族 、Jaooki 多 项 式 { Jacohi 
polynomiab ) 族 和 经 典 正 交 多 项 式 ( classical orthogonal 
polynomiab ) 族 ， 它 们 可 写 为 超 几 何 函 数 { hypergeo - 
metric function) .从 历史 观点 和 教学 观点 两 方面 看 ， 
Legendre 多 项 式 作为 2 维 球面 S2 = SO (3) /SO (2) 
上 的 带 球 函 数 (zonal spherical function ) 的 群 论 解释 都 
可 作为 典型 . 这 种 解释 的 一 个 值得 注意 的 成 果 是 Leg - 
endre 多 项 式 的 加 法 公式 《addition formula) . 
1177 кж 译 


Тереміге 符号 | Legendre symbol ; Лежандра символ | 
МАРК р 和 不 被 p 整除 的 整数 a 定义 的 数 p 
和 和， а 的 算术 函数 ( arithmetic function ). Legendre 符号 出 
(5 p) 表示 ПАЖ {congruence ) x° = а (mod 
p) 可 解 ， 则 ( 方 5 у=; 否则 (到 )= -1.# W # 
Legendre 符号 也 定义 于 被 p 整除 的 数 a, 这 时 取 
( s ) = 0. Legendre iqu 
1) 如 果 а = b(mod p), MJ ( £ 五 ) (万 ); 
2) (= )=1 
ДЕ ) 


3) (9) = e (mod py, 


2 - 
в)()=(-›у”-Э*; 
10604 ) 
7) 如 果 ржа 是 奇 素数 ， 则 
( 4) (Т у= (1) асна 


最 后 这 条 性 质 首先 为 C.F.Gauss (176) 所 证 明 、 


а 


ИЯ KH ЁЁ ( quadratic reciprocity law ). 上 述 这 些 


Е АП А ДЕЗ Legendre 符号 而 不 需 依 赖 解 
网 余 式 ， 例如 


(S) (w |(эт (эт )- 
зв 
--(4)--. 


Legendre ЯУ ЙПГУКЇНИГР Jacobi 符号 ( Jacobi sym- 
bol) 的 使 用 而 更 加 方便 .对 于 固定 的 p,Legendre 符号 
是 模 p 剩余 类 的 革 法 群 的 实 特征 标 ( 见 群 的 特征 标 
{character of a group)). 
它 是 由 А.М .Legendre 于 1785 年 引进 的 . 
参考 文献 
[1] Виноградов, И, М., Основы теории чисел, 8 нэд., 
М., 3972.0: И.М. х. 数论 基 
ПШ. ЯНАГ ЈЕ АС. 1952). Ю.В. Нестеренко {# 
[ 补 注 】 
参考 文献 
[At] Hardly. G Н. and Wright, Е. M.. Introduction to 
the theory of numbers, Oxford Univ, Press , 1979. 
Жие Ж жю Ж 


Legendre 定理 | Legendre theorem ; Лежандра теорема ] 
ТЖ а БЖ c ВЕЖ, АЗЕЛ ТННЖ 
侠 招 同 的 不 定 (Diophantine ) 方程 
ах + Бу + с: = 0 
有 非 零 有 理解 ， 当 且 仅 当 遍 有 下 列 三 个 同 余 式 
(congruence ) 可 解 : 


x: = 


bc(mod[|ai), 
ca(mod ||), 
—ab(mod |с|). 


任意 有 有 理 系数 的 三 元 二 次 型 (quadratic form) 的 
零点 表示 问题 可 归结 为 Legendre 定理 . 
这 是 由 A.M .Legendre 于 1785 年 证 明 的 . 
эеле 
[1] Боревич,3 И., Шафаревич, И. Р., Теория чисел. 
2 изд.,М..1972,гл.1, #7. (Ж Bë k. Bormvch. 
Z. 1. and Shafarevich 1. R., Number thoory, Асай. 
Pres, 1966, Chapt.l.Par 7). 
IO. B .Hecrepeako 所 
【 补 注 ] Legendre 定理 是 有 关 有 埋 二 次 型 【quadratic 
form) 的 Hasse - Minkowski 定理 的 本 质 部 分 . 
2) 三 角形 的 为 角 的 和 不 赵 过 两 个 直 闻 . 
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3) 假 如 某 一 三 角形 的 内 角 的 和 等 于 两 个 直角 ， 那 
么 其 他 任何 三 角形 的 内 外 的 和 等 于 两 个 直角 . 
定理 2) 8 3)E А.М .Legendre 于 1800 年 和 1833 
年 试图 证 实 Euclid 药 半 行 性 公设 【和 第 五 公设 (ПАВ 
postulate )) 时 加 以 证 明 的 .G ,Saccheri ( l, Sacchen 
边 形 ( Saccheri quadrangle )) 建立 了 类 似 的 论断 . 
参考 文献 
{1] Каган, В. Ф ‚ Основания геометрии, ч.1, М.-Л., 
1949. 
[2] Погорелов. А. В., Основания геометрий , 3 изд.,М., 
1968 ( ЖЖЖ: Ророхіоу, А. У., Lertures on ће found- 
ations of peonxtry , Noordhoff , 1966). 
А.Б.Иванов 所 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[At] Efimov, №. У. Hihere Geometiie, Deutsch. Verag 
Wissenschaft ., 1960( Ж Ж). 
IA2] Norien , A.P.. Elementane Іа һлл in die Lobatse- 
hewskische Goometrie , Deutsch . Verlag Wissenschaft ., 
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Терерйге 33% [ Т egexlre transform; Лежандра преобра - 
зование ] 
1) 数学 分 析 中 的 一 促 变 换 ， 它 建立 对 偶 空间 中 
对 象 之 间 的 对 偶 性 (平行 于 解析 几何 学 中 的 射影 对 护 
性 和 凸 几何 学 中 的 极 对 偶 性 ， 见 对 偶 性 (duality)) ， 
设 f: A. R 是 赋 范 空间 X 的 开 集 А 上 考虑 的 光滑 
函数 且 具 有 这 样 的 性 贰 : 映射 x — f'(x) (这 里 
Рх) 是 六 的 Frechet 80 ( Frichet derivative ) ) 把 A 
一 一 地 映 成 集合 B< X .那么 了 的 Legendre 变换 十 
B 上 由 以 下 公式 定义 的 函数 
го) х,у! (Т) ОРО x) 
(1) 
如 果 了 是 及 "上 的 函数 日 行 列 式 det (6 了/ 0x' ax) 
在 4 中 不 为 0，Legendre 变换 由 公式 
Гох) y, е О) = (x, f'(x)>- f(x) (17) 
给 出 ; 这 里 
=Yx уб (х)=[ Bf а 0 
«рун х'у!, f(x) [25 ©з £=] 


变换 一 三 (Fr(x]) ЯВЖ О. Leibniz; 其 
一 般 形式 是 由 A. М. Legendre 定义 的 {1789)， 但 
更 早 地 为 L. Euler 所 考察 (1776) . 

如 果 ГЕН, ЛЫ, ПЛЕ ЭЗЕН 
ЗЕНОН, Legendre 变换 可 以 这 样 定 
x: 

7) ma (bx, х) ЛО). 0) 


386 LEIBNIZ CRITERION 


用 sup 取代 max 的 表达 式 (2) Е УНЕ 
理论 的 基础 ( ML 3830888 (conjugate function )) 、 
例 一 元 函数 
= вр. Гере, 
的 Legendre 变换 是 函数 
аси 1 
Гуо) 5, P 上 P 
具有 标量 积 { * , + ) 的 Hilbert 空间 X 中 函数 (x, 
x)/2 的 Legend 变换 是 函数 (了 ，y )72. 
ИЗИН x — у= f'(x) 为 基础 的 Legendre 
变换 是 邻近 变换 ( proximity transformation ) 的 特殊 情 
形 ; Legendre 变换 的 本 质 在 于 作为 点 (x, f (x)) 的 集 
合 和 它 的 切 平 面 的 包 络 族 的 空间 中 曲面 的 对 偶 描 述 的 
可 能 性 ， 这 些 切 平面 由 线性 证 函 x” 和 仿 射 切 函数 x 
"tx. ху f (x) 组 成 的 对 (xz (х, 6) 
f Oo 给 出 . 
Legendre 变换 在 分 析 学 中 起 草 要 作用 ， 特 别 在 凸 
分 析 中 【 见 [1], [2], 14]) ， 在 微分 方程 论 中 ， 在 变 
分 学 中 【网 [6]》， 以 外 在 经 典 力学 、 热 几 学 、 弹 性 理 
论 和 数学 物理 的 其 他 分 支 中 ， 这 样 ，Legendre 变换 ， 
对 微分 方程 F(x, у, у) = 0 的 解 y 的 应 用 ， 把 它 化 
成 方程 F(Y', XY' 一 了 ,XX) = 0 的 解 了， 这 里 x= 
у(х), У(Х) 二 y'(X)， 有 时 后 一 方程 比 原 方程 更 容 
易 积 分 . 对 经 典 变 分 学 中 问题 的 Lagrange ФАМ ( Lag- 
rangian ) 应 用 Legendre 变换 ， 把 它 化 成 Hamilton 函数 
( Hamilton function). 这 里 Euler 方程 组 (在 变 分 学 
中 ) 和 Lagrange 方程 (在 经 典 力学 中 ) 改变 为 一 个 等 
价 的 典范 方程 组 .在 热力 学 中 Legendre 变换 导致 一 种 
出 茶 些 状态 函数 天 其 他 状态 函数 的 转换 ， 例 如 由 比 容 
和 炳 到 湿度 各 压力 的 转换 、 
参考 文献 
[1] Фихтенгольц, Г. М., Курс дифференциального 
и иытетрального исчисления, т.і, М., 190 (中 译 
Ж: Г. М. Заз. ВЕЛЕ, 8—08 
一 、 过 分册， 高 等 教育 出 版 社 ，1956 ) 
[2] Gowsat, E., Соџэг Ф'апајузе mathématique, |, Gau - 
threr - Villas , 1918 
[3] Арнольд, В. H.. Математические методы клас - 
сической меқаики, M., 1974 ( Ж#Ж: Апоюга, 
V. г. Mathematical methods of classical mechanics , 
Springer, 1978) 
[4] Rockafdlar, К. T... Convex analysis, Princeton Univ 
Press , 1970 
[5] Fenchel, W ., On conjugate convex functions, Сапай. 
J. Math., 1 (1989), 73—77. 
[ 6] Carathéodory , С. . Variationsechmmg und Partialle Dif - 
fementialgleichungen crste Ordnung , Teubner , 1956. 
B. M. Тяхомироз # 


【 补 注 ] 
参考 文献 
[A1] Counant К. and Hilbet . D... Methods of matbema - 
tical physics. I, Intescience. 1962 ( 译 自 德 文 ) 
(中 译本 R. БИЙ. D. 和 希 尔 伦 特 ， 数 学 物理 方 
法 ， 工 ， 科 学 出 版 社 ，1977)、 
2) 一 个 积分 变换 
| 


Ла) = (во) фро) ЕО) ах, п = 0, 1,55 
3 

这 里 P (x) 是 n fk Legendre 多 项 式 ( Legendre poly - 

nomial }、 反 演 公 式 有 形式 

торор оо Хь + ооли, 
-—{<х<1, 

УИ. Legendre 变换 用 公式 

r: 1- ху 500. 上 n(n+ Оа), 


пе 0,1. 


а рузу б. 
Лх ar 
化 成 代数 运算 . 对 Legendre 变换 有 卷 积 定理 : 如果 


TIF CO} =7(n), i=1,2, 
则 
fim) Љ(п)= T(h(x)), 
这 里 
h(x)= 
f C) y, (2) 


= L 

Ë =Й a 4641. 
B E(x) В 252-261 x 的 内 部 
Legendre 变换 是 Jacobi 变换 《Jacobi transform) 的 一 


个 特殊 情形 ， 


вахи 
[1] Trarter, С. 1., Legendre transforms , биат. /. Math. , 
1 (1990), 1-8. 


[2] Брычков, IO. А., Прудников, А. П., Итоги Hay - 
ки. Математкческий анализ, 1966, М., 1967, 7— 
82. Ю. А, Брычков, А. П. Прудников 4 
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Leibriz Ж] [Lelbniz criterion: Лейбинца признак], X 
于 交错 级 数 收 放 性 的 
如 果 交 错 级 数 


Ў (17а 


а, > 0 


ЕЛИ, (a. >а, 1. п 1,2, 77) 并 趋向 于 
A (бъ, „а, =0)， 则 此 级 数 收 仇 ， 比 外 ， 级 数 的 
余 项 


> 0-10 


э 
的 符号 与 其 第 一 项 相同 ， 按 绝对 值 来 说 ， 小 于 第 一 
项 ， 这 个 准则 是 G . Leibniz 于 1682 年 建立 的 . 
B. И. Битоцкв Ж 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[A11 Knopp , K., Theorie und Anwendung der unendlichen 
Жейт. Springer, 1964; 英文 版 ，Blackie . 1951 
йа 译 


Leiiz 公式 [Lellmiz formula: Лейбинца формула), 
关于 积 的 导数 的 

通过 两 个 函 孝 的 上 一 0，…, п 阶 导数 ( 零 阶 导数 
视 为 函数 本 身 ) 表示 这 两 个 落 数 之 积 的 n 阶 导数 的 公 
式 ， 也 就 荐 说 ， 如 果 函 数 u= нбх), u= (x) 在 某 
一 点 具有 直到 s 阶 的 导数 ， 则 在 这 一 点 上 ， 其 积 uv 
具有 同样 一 些 阶 的 导数 ， 并 及 对 于 n 二 0, …, s, 有 


(uo)? -ў [ k a 
® 


这 个 公式 是 G .Leibniz 在 1695 #Ж J. Bemoulli 的 
一 封 信 中 提出 的 . Л.Д. Кудрявцев P ЖИЙ 详 


Labmiz 级 数 [Leibniz series; Лейбница pan] 
交错 级 数 


kak a/4. G .Leibniz 于 1673 一 1674 年 考 弄 过 这 
个 级 数 . В. И. Битюцк® 1 
1529] 
参考 文献 
[А1] Knopp , К., Theorie und Anwendung der unendlichen 
Reihan , Springer , 1964; 英文 版 : Blackic 1951 
жай ж 


双 绸 线 函 数 [lemniscate fanctions ; лемнискатные фун- 
куни ] 

ЗОШ а ( eliptic function) 的 一 种 特殊 情形 . 这 
类 明 数 产生 于 特殊 形式 的 机 图 积分 


z= {01-29724 
! 


的 反 演 ; 而 这 类 积分 首次 出 现 于 G. Fagnano 计算 
Bemouli ХХ 88 ( Bemouli lemniscate ) 的 长 度 的 工作 
% (1715) ， 双 纽 线 函 数 本 身 则 是 由 C. F. баш 引 
进 的 (1797). 
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有 两 种 双 纽 线 函数 : 
u = сешп = clz， 
和 
арип. = з = онаш [ 2 一 小 
其 中 


а 2 { ПЕТРЕ 1 : 
т-с Р]. 
双 纽 线 函 数 可 通过 模 为 上 = VI /2 的 Jacobi А 
数 ( Jacobi clliptiç function ) 来 表示 :; 
v; БЕМ. асау ). 
在 Weiersirass 椭圆 函数 (Weierstrass elliptic fonc- 
tons) 现 论 中 ， 双 组 线 丽 数 出 现 于 所 谓 调和 情形 ， 此 
时 不 变量 g,= 4, 9,= 0. 
参考 文献 
[1] Whittaker, Е. Т., Watson. б. N. , А course of mod- 
em analysis , Cambridge Uniy. Press, 1952, Chapt , 2. 
Е. Д. Соленкв S {ЖЖ Ж 


slz = 


双 纽 线 [lematscates ; лемнискаты] 
1 ) 阶 数 为 2n 的 平面 代数 曲线 ， 其 上 任何 一 点 到 
п 个 固定 点 (焦点) F, 7, F. 的 距离 之 积 等 于 某 一 给 
定常 数 7 ( 双 纽 线 的 半径 (radius of the jemniscates)) 
的 КЖЕ. УАДЕ Descaris 直角 坐标 系 的 方程 是 
2-21) 74022,1, >20, 2х у. 


圆 是 具有 一 个 焦点 的 双 纽 线 ，Cassini ВЖ 88 ( Cassini 
oval) Jë RA PRP SA 954849. 亦 见 Bemoulli х8 
(Benouli lemniscate) 和 Booth Ў 8 (Booth lemnis- 


сае). Д.Д. Соколов f 
【 补 注 ] 
参考 文献 
ТАГ] Gomes Teixeira , Ғ., Traité des courbes, 1-3, Chel- 
жа, терілі, 1971. 


зудад В. ФЕЙ Р, :2, = 
хь іу (к= 1,77, п) ЖАА, 则 当 双 纽 线 半径 充 
分 小 时 ， 冯 纽 线 由 п 个 两 两 不 交 的 闭 联 集 组 成 .半径 
充分 人 时 ， 双 纽 线 由 一 个 连通 分 支 构成 . 正如 DD . HL 
bert 在 1897 年 所 证 明 的 ， 任 意 简单 连通 有 限 区 域 的 边 
S p 可 由 一 个 双 纽 线 任意 近似 ， 亦 即 ， 对 于 任何 e> 0 
可 以 找到 一 个 双 纽 线 4 满足 г 上 每 一 点 的 = М 
有 4 的 点 ， 并 且 А 上 的 每 一 点 都 售 在 r FA 

8 4{Җ. 

参考 文献 
[1] Маркушевич. А. И., Теорня аналитяческик функ- 
ций, 2 изд., т. 1, М., 1967 (ЖЕ: Malkushevich , 
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A. 1. , Theory of functions of а complex variable, 1, 

Chelsca 1977 

121 Walsh , J .1 

tional functions in the somplex domain, Amer, Math. 
Ѕос., 1965 

Е. Д. Соломенев Ë Ё, й te 


.nterpolation and approximaton by ra- 


长 度 [length ; длина ] 
ЖАТА h ЖЕК ЕЕ. 直线 段 的 长 度 
(length of а segment of a straight line ) 是 其 两 个 端点 过 
问 用 某 个 作为 单位 长 度 的 线段 测度 的 距离 折线 的 长 度 
Сеш of a broken Ше) 是 其 各 部 分 长 庆 之 和 . й š 
驱 的 长 度 (Jength of a simple ис) ЖЕРШ 
EBE ЕЙ. 任 一 连续 曲线 共有 有 限 或 无 穷 长 度 . 
如 果 此 曲线 长 鹿 为 有 限 ， 则 它 称 为 可 求 长 的 ( rectifi - 
ае). 直角 坐标 系 中 由 方程 y = fO) (as x< b, 
/具有 过 续 导 数 77) 依 定 的 乎 而 曲线 的 长 度 (length of 


a planar сиге} 由 积分 
Ñ 
s= | ATST бор dx 


тл. 如 果 此 曲线 由 多数 形式 
x=x(t), y=y(t), t St <r, 
给 出 ， икн 


s= | Мор + OT dt 


给 定 . 可 求 长 曲线 的 长 虚汗 不 依赖 于 参数 化 . t £ 
形式 x= x(t), y=y(t), z=z(0. t Srt<t, 5 
出 的 空间 曲线 的 长 度 (length of a spatial cure) 出 公 
式 


= vm (DE rv trary 4 


给 定 . 对 二 n 维 空 间 情 形 ， 


- Гора. 
УДИ ТОЕ r= r(u, o) 上 由 函数 u = 
ч) тобе) 给 出 的 连续 可 微 曲线 ， 则 它 的 从 对 应 
于 参数 值 上 = fw 的 点 起 算 的 弧 段 长 度 等 于 


нае петом [ ма е yi, 
ий, г) 5 


其 中 1385838 НРО 3 —3⁄ 3536 sÇ ( first fundamental 
form ) ， 人 在 共有 度量 张 量 g. 的 Riemann “š rh h ñ 
ОАЗЕ НЕТУ СЕТА 
长 度 是 


|3] 
参考 文献 
[А1] Berger, М... Geometry , Spnnger , 1987 ( 小 详 本 : M 
贝尔 热 ， 几 何 ， 科 学 出 版 社 ， 第 一 益 ，1I987， 第 
7. 2, дб, 1989; 第 五 着 ，J991) 


[A2] Blumenthal, 1.., Menger , K.. Studics їп geomatry, 


Fmeman , 1970. 
[АЗ] Busemann, Н.. The geometry of geodesics, Асы. 
Розе, 1955. 沈 水 欢 译 


长 度 面 积 原理 [length -and -area principle ; алины и nmo- 
щади принцип j 

ЖБТ it БИК ИН 2Ú |< Hs [p] 2 38 Ili ФТ 
覆盖 的 面积 之 间 关 系 的 - -个 原理 . 

Ë w = f(z) 是 开 区 域 G РИТЕ. ню) 
是 方程 f(z)=w 位 于 G 内 的 根 的 个 数 ; 1(p) 是 G 
内 满足 |f(z)| = р 的 诸 曲 线 的 总 长 度 : 4 是 G 的 面 
积 ; 并 设 

3 
р(р)= 去 [aQ e), p>0. 


1 


Икки шжан 


li LU)dp «урд 
š pplp) 
给 出 ([2]). 己 发 现 此 原理 在 单 复 变 函数 理论 中 有 上 
泛 应 用 [1] — [4]. 
例如 ， 长 度 面积 原理 应 用 于 在 圆 盘 |z| < 1 内 正 
则 函数 性 质 的 研究 ,特别 ， жаян (121): 
车 函数 w= (с) = аа: fE [а < 1 内 正则 
ДАНЖЕТ 4 个 零点 ， 其 中 位 于 |z| < 172 Е 
点 不 多 于 hh 个 ，p 一 eX |а, |, Ж 
а, 
йр < ?ln 
š PPLP) 1- 


р 404), 


其 中 


=(h+2)2' дь, К, = тшх{/()|,0<т<1, 


i= 


而 4, 是 依赖 于 4 的 常数 、 

长 度 醒 积 原理 及 其 种 种 推广 (例如 长 度 体积 原 再 

( length -wolume Principle )) 亦 被 应 用 于 п #š BL 00 
共 形 映射 和 带 有 有 界 Dirchiet 积分 《Dirichlet integral) 
ША] —[7]. 

这 一 原理 的 导出 要 用 到 Буняковсзнй 不 等 式 (Bu- 
пуакожій inequality)、 随 后 关于 曲线 长 度 同 其 所 要 益 
的 区 域 的 关系 的 研究 ， 引 出 研究 单 叶 共 形 和 和 拟 共 形 映 
射 的 一 个 重要 方法 一 极 值 庶 量 法 ( 见 极 值 度量 法 
{extremal тейіс, тоб of the); 出 如 见 [8]). 


大 约 在 1930 年 ， 这 -方法 以 - Rh ЯНАР X (Р 
Ж (EF 888) (sip method (analytic functons))) 
ЗАР ТЕТЕ НЕ 1; £ PE ü р ОРЕН. 
参考 文献 

11] Ahlfog 1.. У., Untesuchungen zur 1hoore der kon - 
formen Abbildung und der ganam Funktionen Acta 
Soc. Sci. Femica ( AJ), 9 (1930), 1 — 40 

[2] Hayman, W. K., Multivalent functions, Cambridee 
Ошу. Press, 19% 

[3] Nevanlinna,, К... Analytic functions , Springer, 1970. 

[4] Оузорв, Г. Д., Семейства плоских торолосичёскик 
отображений, новосиб.. 165 

[5] Крейес, М. А.. (Матем, сб. у. 9 (1941), 3 
33 — 719. 

[6] Овчинников, И. С., Метрическик вощхсы теории 
функций и отабражоий, 1071. в. 3, 98 — М5. 

17) Lelong-Femend. J., Repnsentanon conforme et trans- 
formations à intéga|e de Гіне опус. Gauthier - 
Villars, 1955 

181 enkins, J. А. , Univalent functions алі conformal rna- 
pping, Springer , 1958. И. П. Миток # 

САМЕ] Буняковский 不 等 式 在 英语 文献 中 通常 称 为 
( Cauchy -)$сһмат?> (-Буняковский) 8%. жа 详 


ЖЕ ЖЕТЕЛЕ [lengthk of a partially ordered set; длин 
частично упорядоченного мкожества | 
在 这 集合 中 链 (chain) 的 长 度 中 的 最 大 者 ,存在 有 
有 限 长 度 的 无 穷 偏 序 集 . T.C.dobanmosa Ж 
IF 35 ДЕЯ ( partially ordered set ). 
БШП 译 =н Б 


Ж ФБ [B] [тв space; Ливзовое пространство ] 

A ЖЩ. БИЛИШИ Z, 在 球面 
St"! ЕЖ ҖИҢ ЕН БЫ (orbit) 空间 ( 见 群 在 
流 形 上 的 作用 (action of a group ол а manifold)). 把 
и 视 作 取 定 一 个 基 的 复 空 间 C" 中 的 单位 球面 是 
方便 的 ,假设 Z, 通过 用 б, = em" SABE zi 而 作 
用 在 每 个 z, 上， 其 中 m, 是 模 b 可 道 的 . 那 就 是 ， 
存在 数 1,, 使 得 mls 三 1(mod h). 这 指定 了 Z, б 
5 上 的 一 个 等 距 自 由 (感谢 m, Ж А plik as 
条 件 ) 作用 ， 并 且 任 何 这 样 的 作用 存在 适当 的 坐标 系 内 
描述 的 这 种 形式 .对 于 用 公式 +UI. C - 1) 的 
方法 构造 的 透镜 空间 L = 5297102, 定义 了 相应 于 单 
Кл ¿ 的 第 h 个 根 的 Reidemeister 挠 率 { Reidemeister 
torsion ). 任何 一 个 分 片 线性 透镜 空间 工 同 构 于 它 必 须 
有 相同 的 (3: 6822 00) BR, 实际 情 帝 是 数 { 1,} 
和 (TL } 的 集合 必须 恰好 相合 .因此 .这 些 集 各 唯 一 地 表 
示 了 笨 镜 空间 的 特征 ， 至 多 差 一 个 分 片 线 性 同 构 ， 其 
至 至 多 差 一 个 等 距 ; 另 一 方面 ， 由 挠 率 的 大 扑 不 变性 . 
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在 差 一 同 风 的 塌 义 下 ， 它 们 也 唯一 地 表示 了 透镜 空间 
前 特征 . 透镜 空间 直到 2n- 2 维 是 非 球面 的 ( 即 x, L 
二 0,2<1<<2n 一 2), 日 考 浊 到 球面 $1"-! 是 工 的 万 
З (universal covering) 这 个 事实 ， 基 本 群 (funda- 
mental group ) 等 了 Z L 的 网 放 恰好 与 群 Z, 的 同调 
直至 维 数 2n 一 2 8—90. ШМ 2 直列 20-2 的 
所 有 维 数 ， 它 等 于 Z,, ШН ,(L)= н, (Б) 一 
空间 L 的 方向 极限 给 出 了 型 K(Z,,n)y 的 一 个 Tam - 
em- Масал 空间 ( Ejenberg -MacLane space) , 两 个 透 
镑 空间 同 伦 等 价 , 5 B I КЕНЖЕ ( linking coefficient ) 
1{q,a" 1)eQ1Z 相 一 致 其 中 a 是 2 维 上 同调 群 
的 生成 元 .借助 于 这 些 不 变量 ， 可 以 在 透镜 空间 中 建 
立 非 对 称 流 形 的 存在 性 . 
在 3 维 晴 形 下 ， 透 镜 空 间 与 有 亏 格 | 的 Heegaard 
图 (Hesgaard diagram) 的 流 形 相 一 致 ， 所 以 、 它 们 是 
Seifert 流 形 (Seifert manifold ). 将 Z, 在 5° 上 的 作用 
的 基本 区 域 表 示 成 “透镜 " 。 即 球 截 形 和 它 的 镜 象 的 
并 是 方便 的 ， 这 就 是 透镜 类 面 名 字 的 起 因 . 
参考 文献 
[1] Ройс, Н., Избранные труды. т. 2, 1972, 78. 
[2] Rham, б. бе, Sur 1а théorie des intersections ct ls in- 
tégrales multiplcs ，Comm Math. Нер., 4( 1932), 151 
-154. 
[3] Seifert , H .ang Trelfall, W., A textbook of topology , 
Асай. Press , 1980( translated from the German ), 
[4] Мйпог, J. and Bumet, О.. Tomion ct type simple 
d'bomotopie , in А. Ниейівег and А. Narasimban ( eds ,): 
Esays on topology and related topics, Col. белее, 
1969, Springer, 1970, 12 — 17. 
А. В. Чернавский Ж  ## Ж 


Leray 公式 | Leray formala ; Лере формула}, Cauchy 、 
Еамаррё 公式 (Cauchy-Fantappië formula) 
ЖЮИЯНЕ > = (л, г,) (п > 1) И 
ЯА, GT Г Caxhy 积分 公式 ( 见 Cau- 
спу 积分 {Cauchy integral)) . 
令 D 为 复 空间 C" 中 的 一 有 限 域 ， 共 有 逐 块 光滑 
Ж ар, Же x(t;z2): 0D -> С” (62р 的 一 光滑 
向 量 值 务 数 ， 它 取 值 于 C"， 使 得 在 9 D 上 到 处 有 数量 积 
《0 ， 
对 所 有 тєр. 那么 任何 在 D 上 全 部 并 在 闭 区 域 万 上 
连续 的 函数 f(z) 都 可 以 表 为 形式 
= Ха) LOS (KE DAG, 
We [ау е > 
‚ 
公式 (*) 拓 广 了 一 个 复 变量 和 解析 函数 的 经 典 Cauchy 
积分 公式 ， 并 称 为 Leray 公式 { Leray formula) .J. 
Ley 得 到 这 个 公式 ( 兄 [1), 称 之 为 Cauchy- 
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Fantappi 公式 ( Cauchy - Fantappis formula) .在 这 个 
公式 中 ,微分 形式 6 (x (C; 2)) 和 44 按 以 下 规律 构成 : 


5(5052))= -5 (1, Сах (L 2)A е 


和 人 
和 
de= аА Ла, , 
其 中 人 是 外 乘积 的 符号 ( 见 外 局 积 ( exterior рю - 
асі) Н еа 9 X 的 形式 从 公式 {* у 可 以 得 到 各 种 
不 周 的 积分 表示 . 必须 记 住 ， 一 般 来 说 ，(*) 中 的 
Leray 积分 ( Leray integral) 当 2 在 D 外 时 不 为 零 ， 
ЖБ, Bochner Матан 表示 分 式 { Bochner -Mar - 
tinelli representation formula ). 
参考 文献 
[Т] Сезу. J., Le caleal différenticlle et intégrale sur une 
varisté analytique complexe , Pal. Soc. Math. France . 
87 (1959), 81—180. (ЖЖ: < HES AD. 1955, 
5,4—87). 
12) Шабат, Б, В ., Введение в комплексный анализ, 2 
изд,, ч 2, М., 1976. Е. Д. Соломенцев # 


[ 补 注 】Leray 公式 常理 解 为 更 一 般 的 表达 式 ， 对 在 C" 
中 一 区 域 D 上 任意 吓 够 光滑 《 例如 C 7] 的 函数 都 成 
E. 令 X(5,z) ,5 和 4d 定 义 如 上 , ф({,:)= ({-—:, 
X(5 ，2)》, 再 省 , 对 ep, eap 和 0<4<1 定义 : 
= д) DD. 
п О еш ICO: 
#1470) 代表 (s) 的 右 满 ， 它 对 9D 上 的 可 测 函数 
了 都 有 定义 ,对 ор 上 的 连续 1 形式 u 定义 


һи) =I" Гелла, 
и 
б 表示 在 6 的 定义 中 的 外 导数 是 关于 《和 1 的 . 其 


次 ， 对 定义 在 D 上 的 1 形式 u 成 立 Bochner-Martinelli 
ЎР ( Bochner - Martinelli operator) 


ва) а [ала [т] л. 


现在 令 f 为 了 Еюшш, 使 得 57 在 其 上 也 
是 连续 的 ， 那 么 Leray 公式 为 

J(2)=Lkf(z) В8у(2)-В,87 (у), (AD 
其 中 26р. 

ш Ж f $E D жа, 那么 (Al) 变 为 (*). 
Я ОНЕ, ч ¿ 固定 时 ， 其 中 x НИЖу E z 
Bedagai 一 这 只 有 当 p 是 所 同时 必 发 生 ; ж 


(рне Be8D 存 在 一 p JR U, ,使 得 ТЕАТ 


域 是 全 纯 的 , 并 日 {zeU,: (2)=0} 门 5={p)), 它 的 
пая тна МЕИ ШИК ( holomorphic 
peaking functions ) 的 存在 . (р 的 一 个 连续 变化 的 全 纯 
峰 函 数 是 一 函数 P'D хар = С. 使 得 对 每 一 固定 
的 psƏD:1)P( +. p) 是 在 р 全 纯 在 太 连续 的 ,又 
2) P(p,p)=1 Ң.|Р(:‚ р)1<1 对 所 有 zeD\{p}. 
з дрес, P(z, + у 要求 对 每 ~ 周 定 的 гєр 
ЕСҚ). 那么 LL fa др Б -Ж6№ у 
З, АЯТ 
ú р (нъ B,u) 
对 五 上 的 ( 0,1) 形式 u, 是非 齐 次 Cauchy -Riemann 
方程 ( inhomogeneous Cauchy - Riemann equation ) 
#/=и | (А) 
Аний ди = 0 

的 解 、 

因此 ，Leray 公式 已 经 变 为 解 Levi 问题 (Levi prob- 
ет) (Г. М. Хенкин[ Al] 和 E.Ramirez de Arellano 
[A31 的 工作 ) 和 闭 得 (A2) 的 解 的 估计 的 一 重要 工 
R. 特别 地 ， 下 列 精确 估计 对 强 拟 凸 域 成 立 : 存在 一 
ШАЯН lfl, <cClul,. h С лентаи. 
1 Fa 表示 Holder 1/2 范 数 ， 又 | 。1。 表示 上 
Йй. 许多 分 析 学 家 在 这 方向 作出 了 贡献 ， 著 名 
ЮЖ Г. М.Хенкин 和 А. В. Романов; H ,Grauert 和 
Т. Lieb 以 及 N. Kerzman 和 К.М. Range . 
参考 文献 

ГАІ] Хенкин, Г. M., Интегральное представление 
функций, голоморфных в строго асевдовыпуклых 
областях и некоторые приложения, Q Матем 
©6.), 78 (120) (109): 4. 611-630 

[А2] Henkin , С.М. [6. М. Khenkin] and Leiterer, J. 
Ы., Theory of functions оп complex manifolds , 
Birkhšuser , 1984 . 

[АЗ] Ramirz de АпШало , E., Ein Diviionsproblem und 
Randintcgraldarstellungen їп der komplexen Analysis . 
Math. Am., 184(1970) , 172 — 187 , 

[A4] Range , R. М., Holomormphic functions and integral 
representations із several complex variables , Springer , 
1986 . 

【译注 】 Lemy 公式 可 以 拓 广 到 ( p, q) 型 微分 形式 的 情 
形 ， 这 时 称 为 Koppelman- Геву 公式 ， 它 可 以 用 来 解 
(р, 4) 2 7738 ( W [B1][B2][B3]). 还 可 拓 广 到 
Stein 流 形 上 去 (好 [B3][B4]). 
参考 文献 

[В1] Pvelid, М., Integral reprsentation formulas and L” - 


estimates for the 2 - cquation , Math. Šcand., 29 
(197), Ú? — 160 , 

[B2] Bemdtsson，B .and Anderson , M ., Henkin - Ramirez 
formulas wth weight Гало. Ала. Ий. Fourier 
( Grenobie ), 32( 1983), 9 — li0 . 


[B3] 钟 同 德 , W 小, 多 元 复 分 析 ， 河 北 教育 出 版 村 ,1990 . 

[B4] Demailly ‚1. Р.апа Laurent - lhebaut , С, Formules 
intégrales pour les formes differentiells de туре (р, 4) 
dans Rs varë de Stcin , Am. хеш. E'c. Nom 
Sup., 20 (1987). 579 — 598 Э Ж 


Leray 谱 序 列 [Leray spactral seqnence ; Лере спектраль- 
ная носледоватсльность |, ЗНН АЕ ( spectral 
Sequence of а continuous mapping ) 17777 

一 个 将 拓扑 空间 X 的 取 值 于 可 换 群 层 > ЮЕ 
ТИЙ ЫТ ЛЕЯ /: Х— 了 下 的 直接 象 f (97) 
的 上 同调 联系 起 来 的 谱 序列 ， 更 确切 些 ，Leray ШҮ 
列 的 第 二 项 是 

E= HY, fC”)), 


而 它 的 极限 Е. 是 由 分 次 群 H'(X, у) 的 滤 子 所 决 
定 的 双 分 次 群 。 Leray 谱 序 列 可 以 推 /到 支 集 户 于 特 
定 族 的 上 同调 去 . J. Leray 于 1946 年 ( 见 [1], 
[21) 就 局 部 紧 空 间 和 其 紧 支 如 上 同调 的 情形 ， 构 作 了 
1ету 谱 序列 . 

Жу 4 БТН А 的 常 值 层 , / АШ F 
ЎЗИ ОЗЕ ТЕА, Ха У 为 局 部 可 
Жї. Ж (9) 是 局 部 常 值 层 .这 时 项 Е, 有 特 
别 简单 的 形式 . 

局 部 可 缩 性 可 以 用 X, Y, F 的 其 他 拓扑 条 件 代 
# (例如 ，Y ЕШМ, РА). 

ЖИЗА ЕЕ, Р ЖЯ #1 ЖЕ ЖОН ИЕН 
Sere 纤维 化 ， 可 以 造 一 个 Leray 谱 序列 的 相应 物 ， 它 
也 具有 上 述 局 部 平凡 纤维 从 的 Leray 谱 序 列 的 全 部 性 
质 (Sere 谱 序列 (Serre spectral sequence )). 对 奇异 
同调 ， 也 有 机 应 的 谱 序列 ， 
参考 文献 

[11 Leray , J., L'anneau spectral et l'anncaux fltë d'hom- 
alogic d'un cspace localement compact et d'une app - 
ication continue, J. Math. Pues Аррі., 29 (1950) 
1-19. 

[2] Leray, Ј., L'homologie d'un espace fib dont la fibre 
<st соппохе, Ј. Math. Pures Ар. , 29 ( 1950), 169 一 
з. 

13] Goderent ，R . ，Topologie algtbrique et théore de 
faisceaux ,Henmann ，1958 ， 

[4] Hu, 5.-Т., Homotopy theory, Acad. Prog, 1959. 

Д А. Пономарев Ж 


【 补 注 了 
参考 文献 
TAL] Whitehead, С. W ., Elements of homotopy theory. 
Springer, 1978_ 


{А2] Sere, J. Р., Homologie singulitre des espaces fibres . 
Applications, Ат. of Math., (2), 54 (1951), 
425 — 505 沈 信条 译 тел 校 


LEVEL LINES 391 


字母 [letter; буква] 
МЕРНИ 5, ЖОЕ ЕЕ ТЕЛИН Ж 
Жж. 一 个 字母 通常 册 约 定 疆 和 推理 过 程 ， 基 用 来 根 
据 一 冒 的 规则 构造 给 定 的 符号 体系 的 表达 式 的 基本 
“ 苇 块 "。 这 些 规则 组 成 了 该 符号 体系 的 语法 syntax 
of a symbolism )， 对 这 样 得 到 的 表达 式 的 解释 形成 了 
该 得 号 体系 


Ж (semantics of a symbolism). 
H. M. Нагорный 所 ЕЛЖ 详 


等 高 线 [level lines; уровня линия ], Green 函数 的 
Li 一 [zED: G(z, 0) 一 X= 常数 },， 0<л<%, 
其 中 С(2, z。) 蚌 复 平面 内 区 域 D ДЖА z。ED 的 
Gren 函数 (Green function)， #7 D 为 单 连通 者 ， 则 
该 集 的 构造 容易 出 D 到 贺 盘 上 | < 1 Bit z Ж 
£ = 0 的 其 形 映射 确定 ，Green 医 数 在 这 一 变换 下 是 不 
变 的 ， 同 时 关于 回 盘 1t| < 1 且 极 点 在 《= 0 处 的 
Green Ж #0 -logl¢| 的 等 高 线 周 = 党 
Ж. 因此 ， 在 单 连通 区 域 的 情形 ， 等 商 线 G (z, z) 
= 大 一 条 简单 团 曲 线 ， 当 4 = 0 时 它 与 D 的 边界 
重合 而 当 4 = +o 时 则 趋 于 z。. ЖЩ D X m Ë 
通 并 且 它 的 边界 由 Jordan 曲线 C (v = 1, 7, m) 所 
组 成 ， 则 : 54 ¿> 0 充分 大 时 ， 等 高 线 是 Jordan IH 
线 ; шл > +e 时 ， 相 应 的 等 高 线 趋 于 点 z ， 而 对 
TI A, ВЕУ zo; Ж m > 1， 则 对 于 А 的 某 些 
值 ， 等 高 线 有 自 交 点 并且 分 解 成 不 交 的 简单 闭 曲 线 ; 
对 于 充分 小 的 4 ， 等 高 线 由 m 条 Jordan 曲线 组 成 ， 
Вял 0 时 这 些 曲线 的 每 一 条 趋 于 D 的 边界 曲线 
之 一 


在 具有 单 连通 余 集 的 有 界 闭 集 B 上 用 多 项 式 作 函 
数 通 近 的 问题 中 ， 对 B 的 边界 点 与 B 的 余 集 的 等 高 
线 之 间 的 距离 的 估计 起 着 重要 的 作用 ( 见 [4], [5]) 

对 于 由 类 S= (f: f(z)=z+…, 了 在 |zl<1 
内 正则 单 叶 ) 的 函数 ( 见 单 时 函数 (univalent function )) 
所 作 的 较 盘 |z| < 1 的 单 叶 共 形 映射 ， 等 高 线 (了 , r) 
(圆周 |z| =+ <1 的 象 ) 的 状态 直观 地 给 出 政变 度 . 
类 5 的 任 一 画 数 把 圆 盘 |z|<r, 0 <г<2- 3, 
喘 射 成 由 域 (convex дотпаіп у, ПЗЕ Е [2] < r, 0 < 
r<tanhrf4， 了 映射 成 性 形 殉 域 (star-like domain). 
等 高 线 L(f, г), feS, 0<r<1， 属 于 圆 环 


K,=(wir(l+r) 258 |wl|<r(1-r)?) 
并 昌 围 成 一 个 包含 坐标 原点 的 单 连 道 区 域 . 

关于 类 S 中 等 高 线 L(f, r) 的 曲率 КО, r), 有 
如 下 的 精确 估计 : 
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并 所 只 对 图 数 /(:) =: (1 二 3) 在 点 z ==? 才 有 等 
式 成 立 . 在 类 S h, К(/. т) 的 精确 上 界 目前 (1984) 
йж. 至 于 $ ЈИ ВАР ( 见 是 形 函数 (star - 
їс function )) 中 的 КОЈ. г) 的 精确 上 界 具有 形式 


керю Tt Ar + = | 


r lrr 


并 且 只 对 函数 f(z) 二 z/ (1 一 2)* 在 z=r 才 有 等 式 
A. 

对 于 由 劳 S Е ИА 1 的 映射 ， 
等 高 线 L(f,r) 的 拐点 的 数目 以 及 违反 星 形 性 条 件 的 
点 【 即 等 商 线 上 这 样 的 点 ， 当 z ЕИ [аре 上 按 
给 定 方向 移动 村 ， 向 最 径 的 旋转 方向 在 这 些 点 处 改 
变 ) 的 数目 随 着 r 的 增加 可 能 量 非 单调 的 变化 ， 即 当 
гуты 时 ， 可 以 证 明 等 高 线 L{f, r.) 5 L(f. r,) 相 
比较 可 以 有 更 多 的 拐点 和 更 多 的 违反 星 形 性 条 件 的 点 - 
参考 文献 

[1] Стоилов, С., Теория функций комплсхсного перемен - 
ного, пер. с рум., т. 2, М., 1962 
[2] Голузин, Г. М.. Геометрическая теория функций 
комплексного пгременнко, 2 изд., М.. 1660 E 
Ж: Goluzin, С. М., Geometric theory of functions 
of а complex variable, Amer. Math бос., 1969). 
[3] Александров, И. A., Параметрически продолжеңия 
в теории Однолистных функций, М., 1976 
[4] Дзадых, B. К., «Ив. АН СССР. Сер. матем, 
23 (199), 5, 607—760. 
[5] Лебедев, Н. А. , Широков, Н. A., (Изв. АН Арм. 
ССР. Cep. матем. », 6( 1971), 4, 311 — 341. 
Е. Г. Голузиш Ж 
【 补 注 】 ТАВИ АЕ БО 26 X: fk fi 
ГАІ] [А2]. 从 中 还 可 找到 其 他 的 参考 文献 .六 见 
( 单 ) 复 变 函数 通 近 《apprmximation of functions of a 
complex variable), 
参考 文献 
[Ai] Buvoes, L., Hogeveen, W und Korevaar, Ј., In- 
меље approximation theorems of Lebedey and Тапка - 
20у, ш P. L. Buter (ed. ): Fumzüonal analysis 
and approximation ( Oberwolfach 1980), Bukhinser , 
1981, 265 — 281 
[ A2] Gaier , D. , Vorisungen über Approximation т Kom- 
plexen, Birkhšuser , 1980, Chapt 1, 3 6. 
ава 详 


水 平 集 [level set; уровня множество}, 6 了 的 

在 R" 中 使 f= 常数 的 点 集 . 若 函 数 了 为 定义 
丁 平面 к? 中 正方 形 Q 上 并 有 满足 Lipschitz 条 件 
( Lipschitz condition ) 欧 偏 导数 ， 则 到 区 间 minf < < 
max f 中 几乎 所 有 的 ce， 水 于 集 


М.= [x€Q: f(x) = с} 
НАТЕ СЕЕ Е madf 0) UR. DL 


Ѕагі 定理 ( Sard (heorem ) . 
М. И. Войцеховский {# ЖИН Ж ВНІ 校 


Levi- Civita 联络 [Lewi - Civita comection ; Леви -Чивита 
связносль] 

Riemanm 空间 М 上 的 一 种 仿 射 联络 ( affine соплес- 
tion), 它 是 Riemam 联络 (Riemannian connection ) ( Ef 
度量 张 量 ( metric tensor) 关 十 它 为 共 变 常量 的 联络 》， 
ЖАНЕ (torsion ) 22. M 上 的 仿 朱 联络 被 这 些 条 件 
唯一 地 确定 ， 因 此 每 个 Riemann 空间 M 有 具有 了 唯一 的 
Levi-Civita 联络 ， 这 个 概念 最 时 作为 Riemann ЛАР ау 
量 的 平行 移动 ( раге displacement ) 的 概念 出 现在 1917 
зей Темі Сіма 的 工作 ([1]) 中 ,这 种 想法 本 身 可 
追 湖 到 F.Minding, (ЯЕ 1837 年 引 人 了 曲面 上 曲线 展 
下 的 概念 . 

在 对 上 的 局 部 坐标 系 下 , B ds? = gdx' ах, 
MD M E Levi-Civia 联络 可 用 形式 = (5 Ydx* 
来 定义 ， 其 中 


i of age _ бэк | 
{= “| @ “ә Ойу | 


它 的 曲率 张 量 ( curvature tensor ) 由 下 列 公式 定义 : 


dot кер A о} - +R at лах 
Ф R, um „Ам, M| 
R À lj g _ Og Og 
"072 | 5х7 _дхдх\  доодх' 
КЕЛЩ! 
дю | 
р 9 р 9 ||. 
„ДРА 
因而 
Куат К, Ёа 


Ry + R. у + Кад =0 


Гем -Civita ЖАА н (n) 一 1) 12 АЕ 
ЛЕ, 其 中 n= dim M. 例如 ， 对 于 1 = 32, 只 有 一 个 
АЖЕ: R, a= Каа}, ЖИР K 是 Gaws й 
3 (Gaussian curvature). 

Ж Riemamn 空间 МВА 7 Eucld 空间 
Е* 中 ， 则 它 前 Levi -Cita 联络 可 刻画 如下 : 对 村 M 
S E" ЕЕ ЕЙТИН Юй X, 了， 在 一 点 хем 的 共 
变 导数 《covariant derivative) (V X) , 是 EN 中 向 量 场 
X 关于 向 最 Y,= T. (M) 的 普通 微分 (4, X), 在 切 平面 
T.(M)C E" БАЕН. 换言之 ， 无 限 邻近 的 切 半 


RI Н ТЕ ЕШ ЖЭО. 
参考 文献 
[1] Levi-Civita ,了 ,Noxione di parallefismo in uma varicta qu- 
alunque с consequente specificazione Beomnetrica dela cur- 
vatura riemanniana, Rend. Сіс Math. Ршето, 42 
(1917), 173 — 205 
[2] Gromoll, D.. Klingenbem, W. and Meyer, W., 
Ricmannsche Ceometrie im Grossen , Springer , 1968 
[31 Рашевский, П.К .,Риманова геометрия и тензорный 
анализ, 3 изд., М., 1967{ "ж П.К. ЖЖ 
ЗГЕ. ЖАЛЫ, ара ВШ ЕВЕ. 1955). 
Ю.Г. Лумисе Ж 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[АІ] Klingenberg , W., Riemannian geometry , de Gruyter, 
1982. 
[ 详 注 ] 
参考 文献 
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Boston ‚ 1992. 
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Тем 条 件 [ Levi condition ; Леви условне] 
可 以 有 效 地 验证 复 空间 C" 中 的 区 域 在 Levi 意义 
下 的 投 凸 性 的 一 个 条 作 . 它 是 Е.Е. Гем ([1]) 提出 来 
的 并 由 如 下 构成 、 假设 区 域 D 在 边界 点 上 едр 的 一 
ЛА О 是 由 条 件 
РО, (2=(2,77,,)6 U o(z)=e(z,z)<0) 


规定 ， 其 中 实 函 数 四 属于 C'(U,)238. ЗЕН райо (0) 
#0. ШЖ D fE 1см 60. 那么 { 复 ) Hessian 


н(ө)а, = L р =, (Do3>0 (1) 


是 非 负 的 《对 于 所 有 a =(a ,…， 
于 grado《(《) ， 即 使 得 


а„)еС"), 4a 复 正 交 


а 

Ë 22-1 0а=0. (2) 
Bz, ШЕЖЕ 

H(Ge)(a,8)>0 (3) 


在 点 《cpD 对 所 有 满足 (2) 的 ax#0 满足 ， 那 么 D 
在 《是 Levi 拟 凸 的 . 

当 4 一 2 上述 不 等 式 (1) 和 (3) 可 以 分 别 用 更 简 
单 的 等 价 不 等 式 1(ш)(2)90 和 工 (g)(t)>0 К, 
其 中 
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|. 0 Dp 


22, PER 

__ | де 2% др 
09) =- a бга 040 
20 ёр д?р 

д2, 2102, 02,02, 


E Тем БЕ: Ф(т) 的 行列 起 ( determinant of the 
Гей function @(z)). 

Leú 条 件 (1)- (3) 已 经 拓 广 到 复 流 形 上 的 区 
域 ( 见 [4]) ， 
参考 文献 - 

HAJ 1см], Е.Е., Studii яи punti singolaii csscazali delle 
fanzioni analiticke Че аше о pu variabili compl-$se , 
Алп. Маг. Pura Ард.,17(1910), 61 — 87. 

[IB] Гем, E.E., Sulle ipersurficie dello spazio а 4 dimersionc 
Фе possono essere frontiera del сатро di estenza di 
una funzione analitica di due variabili complese , Аил 
Маг. Pura Аррі.. 18(1911), 69 — 79. 

[2] Владимиров, В. ©. , Методы теорин функций 
многих комплексных переменных, М., 1964 ( Ж 
ЖЖ: Мабітіоу , У. 5., Methods of the theory 
of functions of many complex мибиз, М. 1. 
Г, 19%). 

13] Шзбат,Б.В., 
2вд.‚,ч. 2. M.. 1976 

14] Gunning. R. С. алё Rossi , 日 .，Analytic functiom of 

Severa] complex variables. Printice - Hall , 1965. 
Е. Д. Соломенцев #& 

【 补 注 】 шей, р 在 © Ж Тем Y B (Levi pseudo- 
conwx a) ,如 果 (1) 为 满足 ( 2》 的 向 量 折 满足 卫 称 
ж же 《Levi) 拟 凸 的 【stricty (Levi) pseudo- 
conwx at С); ШЖ (3) эйе (2) 的 向 量 所 满足 ， 

区 域 D Ж (Тему 氢 凸 的 ， 如 果 在 每 一 边界 点 
都 是 Гем 拟 凸 的 . 

RR C? 边界 的 区 域 ，Levi {ДЕЕ {ҮРЕ ЭЕ 
何 一 种 : 

а) Iog4d(z) 在 DD 是 多 次 调和 的 (В! р 是 Hartogs 
拟 凸 的 ) ， 其 中 4(т) 表示 z 到 D 的 边界 的 欧 氏 历 离 . 

b) K # D тха K D 中 相对 紧 ， 其 中 
K ={гєр: р(2) < әр, kp (2) 对 D 上 的 每 一 多 次 
ЯЖ р}. 
参考 文献 

[АІ] Krantz, 5. G... Function theory of several complex 
variables , Wiley ( interscienoe ), 1982. 钟 同 德 译 


Введение в комплексный анализ, 


Levi- Мальцев 分 解 Levi -Mal tsev decomposition; Леви- 
Мальцева разложение ] 

МЕРКИ ЕВЕ Lie 代数 L， 表 成 其 根 
只 (的 最 大 的 可 解 理想 } 和 一 个 半 单 Lie 子 代数 SCL 
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的 {作为 向 量 空间 ) 的 次 和 . 
И. Мальцев ([2]) 得 到 .Levi- мыш 定理 指出 ， 
这 样 的 分 解 上 = 民 +5 总 是 存在 的 . 进一步 ， 精 确 至 相 
差 一 个 形 如 exp (ad 习 的 自 同 构 ，5 是 2 的 ， 其 中 adz 
ННН ОВОРА) с Ж с АЕ А е 
Юе. Gk — A ЖОШ sÑ PE BE 8 3 Lie 
群 ， 那 么 有 G ttl BL 09 ЖЕКИ r f R R ЯП S 满足 
R (05= (8). ЖОР RE: СААС Bini SO F ap. s 
是 6 的 一 个 半 单子 群 ， 而 且 映 射 (r,s) ~ rs, r€ R. 
зєв АХУ G 上 的 一 个 解析 同 构 ， 此 时 ,分 
解 G=RS 二 SR 也 同样 称 为 是 一 个 Levi - Мальцев 分 解 . 
参考 文献 

[1] 104, Е.Е., Аш. Ассай. Ба. Torino Cl. Sci. Ез. Ми. 
Natur, 40 (1906), 3—17, 

[2] Мальцев,А.И., Докл. АН CCCP у, 36 (1942), 2, 
46-50. 

[3] Jacobson, №., Lic algebras, Interscience , 1962 (中 译本 : 
N. 页 柯 勃 下 、 李 代数 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，l964) . 

14] Кирилов, A.A., Элементы теория придставлений,М., 
1972 (38 ®Ж: Kirillov, А.А. , Elernents of the theory of 
representations, Springer, 1976) . 

[5] Наймарк, М.А. , Теория придставлений груш, М., 
1976( 英 译本 : Майтак, М. А., Theory of group гсрлз ~ 
entations. Springer, 10982). A.A. Штерн 所 

【 补 注 】 被 称 为 Levi 因子 (Levi асо) S ( 如 果 S 
个 半 单子 代数 或 半 单 子 群 ， 也 称 为 Levi ТАЖ (Lea 
subalgebra) 或 Levi 子 群 (Levi subgroup) ) 的 在 在 性 是 
LeWi 确 定 的 ， 而 Low Bu BJ ЖЕБЕ Ж Мальцев 证 明 
є. 
对 于 代数 群 G 类 似 的 分 解 G=RS 成 立 . 此 时 只 是 
其 最 大 等 么 正规 子 群 、 而 S 是 个 极 大 约 化 于 群 (Mostow 
定理 (Mestow theorem)) . 
参考 文献 
[AL] Bourbaki, N., Elements of mathematics , Lie groups and 
Lie algebras, Addison- Wesley, 19751 译 自 法 文 》， 
{ A2] Hochschild, G., The structure of Lie groups, Holden - 
Day, 1965. 
16:9] 
参考 文献 
[B1] 严 志 达 ， 许 以 趋 ，Lie 群 及 其 Lie 代数 ， 高 等 教育 出 
М. 1985. ААХ W ХЫН 校 
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Levi 问题 [Levi ргойеш ; Леви проблема] 

在 给 定 解析 空间 (analytic space) Ё ЖЕЕ Stein 
空间 (stein space) 的 几何 特征 问题 ， 它 是 由 Е.Е. Levi 
([1]) 对 仿 射 空间 C" 的 区 域 以 如 下 形式 提出 的 . Фр 
为 C" 中 的 ~- 区域， 它 的 链 一 边界 点 之 具 有 下 列 性 质 : 存 
Ж {ЖЕ C" 中 的 一 邻 域 U 和 在 Ор 中 的 一 全 纯 函 数 
不 能 全 纯 开 拓 到 【 . DD 是 否 一 全 纯 域 (domain of holbmor- 


рһу)? 这 个 性 质 等 价 于 关于 区 域 D 的 下 列 任 -断言 ; 了 
没有 点 5e0D 存在 一 有 界 全 纯 册 而 序列 S,， 收 敛 于 一 
Фаш 5,08 05, 05,9, 25<р, (е5; 2) 
域 р 101730, Е 0р (2, 2р) (ze D), ЖЧ p 
Euchd е, Ж D 中 的 多 次 调和 函数 (plursubharmonic 
function); 3) D J — ОЕ. Bl D 中 的 一 多 次 调和 
B RKONBOET 0р МЕТ +. sf C" 中 的 Levi 问题 已 
在 1953 — 1954 8, Н. Bremenmann 和 下 .Norguet 
独立 地 肯定 解决 了 ， 而 且 罗 次 在 更 一 般 的 形式 下 ( 关 
干 展 右 在 C" 上 的 区 域 (Е ( covering domain )) ) 
解决 了 这 个 问题 (W [2]-[6]). BR 的 结果 已 经 被 扒 
广 到 展 布 在 任何 Stein 流 形 的 区 域 的 情 浇 :如 果 这 样 的 
区 域 р 是 一 拟 凸 流 形 ， 那 么 D 是 一 Stein ЙЕ. Levi 问 
题 也 在 其 他 许多 情形 下 被 肯定 地 解决 了 ， 例 如 ， 对 展 
布 在 射影 空间 СР" 或 展 布 在 一 Kahler 流 形 在 其 上 存在 
蝇 多 次 调和 函数 { 见 [2]) 的 区 域 ， 以 及 对 具有 正 全 
纯 双 截 曲 率 【 见 [7]) 的 Kihler 流 形 中 的 区 域 . 同时 ， 
拟 凸 流 形 和 区 域 不 是 Stein 流 形 利 甚至 不 是 全 纯 凸 的 例 
子 也 知道 了 ， 一 个 复 空间 是 一 Sizin 空间 的 充 要 条 件 
Ж, 它 基 强 拟 凸 的 ( 见 氢 凸 和 撒 四 《pseudio-convex and 
pseudo - concave)) .而 自 ， 在 任何 复 空间 中 的 一 强 拟 凸 域 
是 全 纯 凸 的 , 并 且 是 一 Stein 空间 的 真 修改 ( 见 [2], [4], 
亦 见 修改 (modification ) ; 真 访 射 (proper morphism) 
Levi 问题 也 可 对 无 穷 维 复 拓扑 向 量 空间 二 中 的 区 
域 DD 提出， 如 果 E 是 局 部 出 的 又 D 是 一 全 纯 域 ， 那 
么 р ЖАШ, ШИЕ D 中 太一 多 次 调和 函数 当 接近 于 
éD ШЕТ +o. ШАЯ ór Banach 空间 也 不 成 
立 ， 但 对 具有 可 数 基 的 Banach 空间 以 及 对 许多 其 他 种 
类 的 空间 都 已 证 明 是 成 立 的 ( 见 [2]). 
参考 文献 

[1} Levi, Е. E., Sule superfiic ddllo spazio а 4 dimensi- 
опе фе possono essere frontiera del carppo di esistenza 
di una funzione analitica di due variabili oomplesse , Алл. 
Маг. Pura Арй., 18 (1911). @ — 

[2А] Оняшик, А. Л., Пространствами Штейна, Итоги 
науки и техники. Алгебра. Топология Геометрия. 

М. 11 (1904), 125 — 151, 

128] Онищик, А. Л., Псевдовыцухлссть в теории ком- 
плексных пролранствами , Итоти науки и техники. 
Алгобра . Топология. Геометрия. М., 15 (1977), 
93—171. 

[3] Владимиров , В. С., Методы теории функций многих 
хомглексвых переменных, М., 1964. ( 英 译本 : Ylad- 
umirov, У. 5., Methods of the theory of functons of 
many complex variabls, М. 1. T., 1966) 

14] Gunning, R. C. and Rose, Н., Aralytic functions of 
several complex variables , Prentice - Най, 1965 

[5] Фукс, Б. A. ‚Специальные главы теории аналитиче- 
ских функции мнфлтих комійлексных переменных, 


М., 1963. (За: Fuks, B. А., Specal chapters of 
the theory of analytic functions of several complex van - 
ables . Amer. Math. Soc.. 1905) 

[6] Шабат, Б. B., Введснис в комплексный анализ, 2 
изд., ч. 2-функпин нсскольких псрсменных, М, 
1976. 

[7] Suzuki, O., Psexloconvex domams on а Kàhler manl- 
fold with positiye ҺоютотрМс. hisectiona: curature ， 
Publ. Res. st. Math. Sa. Кушо Uniy., 12 (1976). 
191 — 214; 439 — 445 A. Л. Онищик E 

【 补 注 ] 
参考 文献 
[AL- Kobayashi, 5. and Wu, Н. Complex differential pe- 
ometry , Birkhšuser , 1983. 
[译注 】 复 流 形 上 的 Levi 问题 是 由 Grauert, Н. Ж 
1958 年 用 层 论 方法 解决 的 ([B1]). 复 空间 上 的 Тем 问 
题 症 Narasimhan 、R .在 1962 年 解决 的 ([B2]) 
Ера А 
[Bl] Оташе, Н., On Levi's problem and the embedding 
of тед] -analytie mamfolds, Алл af Math., 68 (1958), 
460 — 472. 

[B2] Narasimhan , Б., The Levi problem for complex spaos 
Ш, Math. Ann., 144 (1952), 195 — 216. 

钟 同 德 译 


Lëvy 典范 表示 {Lévy canonical representation ; Леви ka - 
ноническое предст авленне | 

关于 无 穷 可 分 分 布 (infinitety -divisible distribution ) 
的 特征 函数 ( characteristic function) 对 数 mp(4) 的 
一 个 公式 : 


2 
пе(д) 4- SZ + 


Н А 
+Í |- 1 -下 Јамоо+ 


其 中 Lévy AQ EEN у, о, M 与 N 满足 如 
下 条 件 : -oo «ухо, 0220, М(х) 5 N(x) 分 
别 为 (- co, 0) 5 (0, oo) БИЗЕ А, H 
使 
йл М(х) Ша M (x) = 0 

以 及 

р , 

фам) ка, {оамо) <. 

Ы Н 
对 于 每 一 无 穷 可 分 分 布 。 在 Lévy 典范 表示 中 有 唯一 
一 组 特征 量 y, о, M, N 与 之 对 应 ; 反之 ， 对 满足 
上 述 条 件 的 一 组 特征 量 )，5?，jMd 与 N, Liy ЁЙ Ж 
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示 确 定 一 虑 穷 可 分 分 布 特征 函数 的 对 数 ， 
例如 ， 对 于 有 均值 a 与 方差 a* ЙЯ 
(normal distribution ) : 
y=a,0 =02, N(x) = 0, М(х) = 0. 
ЭРГИ ; 的 Poisson 分 布 (Poisson distribution ) : 
y= £ за? =0, М(х) = 0, 


д xS1, 

ve x>1. 

对 指数 为 а 的 稳定 分 布 (stable dstripution ) , 0 < x < 
2、 与 之 对 应 的 Lévy 表示 为 


вї=0,у 任意 ， мо) = трт, NO)=- ZE, 


其 中 с,20 (1=1. 2) #8 (cl Te,>0). 无 
穷 可 分 分 布 的 Lévy 典范 表示 由 P. Lévy T 1934 年 
提出 . 它 推广 了 А. Н. Колмогоров 1932 年 针对 有 有 
穷 方 差 的 无 穷 可 分 分 布 的 情形 发 现 的 一 个 公式 .关于 
зод), ЖЯ КИР Lévy 典范 表示 的 公式 ， 它 
是 由 А. Я. Хинчин 于 1937 年 提出 的 ， 因 而 称 为 Levy - 
Хинчин 典范 表示 ( Lévy -Khinchin canonical represen- 
айп). Юй N 与 M 的 概率 意义 以 及 Lévy 典范 表 
示 的 应 用 领域 可 解说 如 十: 对 每 一 无 穷 可 分 的 分 布 函 
数 P， 对 应 一 个 随机 连续 的 平稳 独立 增长 过 程 


X=[X(t):0Sr:< eY, Х(0)=0, 

它 满足 
F(x)=P[X(1) <x). 
这 种 类 型 的 可 分 过 程 (separable process) X， 其 样本 
轨道 以 概率 1 无 第 二 类 不 连续 点 ; 因此 ， 对 于 
b>a>0, ЖХ Y([a,b)) 等 于 集合 
(r: a< HmX(t++)— Bm XX(t-r)<5, 
0<r<1) 

中 元 索 的 个 数 ， 即 区 间 [0, 1].щ ЕЖЕ (а, b) 中 
ЖЖ. ОШ TYK[a，5)》 确 为 一 隐 机 变量 . 用 这 个 
记 法 ， 对 相应 于 F 的 函数 N 就 有 


E(Y([a, b)]= N(b)- N(a)- 


类 似 的 关系 式 对 函数 M 也 成 立 . 
可 分 过 程 天 样本 轨道 的 许多 性 质 可 以 用 分 布 函数 
P IX(1)< x) 的 Lévy 典范 表示 的 特征 量 来 表述 特 
别 是 ， 如 果 og? =0， 
lm N(x)> -%, lim M(x)< eo, 


25 


n А 
= х х 
'=[ 1+ xš м0)+ | тех 4N(x). 
; 
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那么 X ЛЕТИ FEA SORAS IU, BEDE 
A Р НЯ. 如 果 c = O B 


А 1 

{ тамо) + |хам(х) оо, 

Е ; 

那么 X 的 样本 轨道 以 概率 1 在 任意 有 穷 区 间 上 和 有 

界 空 差 . 利用 LeW 典范 表示 的 特征 量 ， 还 可 以 直接 

计算 视 为 Mapkos 随机 函数 的 过 程 X 的 无 穷 小 算 子 

( infinitesimal operator )， 元 穷 可 分 分 布 函 教 的 许多 分 

煌 性 质 卫 可 肯 接 通过 它 的 Lévy 典范 表示 的 特征 其 米 
对 二 在 一 大 类 代数 构造 上 给 出 航 无 穷 可 分 分 布 ， 

ш ЖАЙ Lévy 典范 表示 ， 

参考 文献 

11} Гисденко, Б. B., Колмогоров, А. H., Предедь - 
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ПЕРНЕ, ЕЗ2 ОВ, рН 
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Ye. V., Аогапоу, Үш А.. Probability theory , Spr - 
inger, 1969) 
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Lévy - Cramér 定理 [Livy - Cramer theorem; Леви - Kpa - 
мера теорема] 

如 果 两 个 独立 非常 值 随机 变量 的 和 是 正 态 分 布 
的 ， 那 么 每 个 教 加 项 也 是 正 态 分 布 的 . 此 结果 由 上. 
Lévy ([1]) 提出 而 出 Н. Cramér ((2]) 吉 以 证 明 . 等 
价 的 陈述 是 1) ШЕЙ ТИЛ ИЖ ЗЕ ЖГ 


布 ， 那么 它们 的 从 -个 也 是 正 态 分 布 ; 2) 如 果 g (r) 
Ж! ф,() 是 特征 函数 ， 日 
oi(D) (6) = exp( ~ yt ipt), е) 
у2®0,-=<рң<о, 
那么 
qt)=exp( yt? rip t). 20, 


- e < < 90. 


在 陈述 1) 中 ，Lévy -Cramsr 定理 可 以 挫 广 到 两 
个 符号 测度 的 着 积 ， 阳 对 其 负 变 差 有 某 种 限制 ; 在 陈 
jË 21 中 ， 它 可 推广 到 如 下 情形 ， 即 代替 条 件 (+) 而 
考虑 杀 件 
ДШ ОО}”-ею{— 1+}, 
у20,-=ж= << 0, ЕЕ, 
其 中 pg (0), 77, (0 为 特征 函数 ，a, ，…， ww 为 
ЕЖ, Е 是 以 原点 为 其 极限 点 的 实数 集 ， 还 有 一 些 
结果 ， 把 Lévy-Cramér 定理 推广 到 Euclid 空间 以 及 
局 部 紧 Abel 群 中 的 随机 变量 . 
Lévy -Cramér 定理 具有 如 下 的 稳定 性 ， 即 独立 陵 
机 变量 和 的 分 布 对 正 坊 分 布 的 接近 ， 列 含 着 每 一 被 加 
项 的 分 布 对 正 态 分 布 的 接近 ; 稳定 性 的 定性 估计 也 是 
[БЕДЕЛИ 
对 于 Posson 分 布 (Paiieoa 定理 《Raikoy thcor - 
cm)) ， 对 于 Ров 分 布 与 正 坊 分 布 的 卷 积 ， 以 及 
对 十 其 他 某 些 无 穷 可 分 分 布 类 ， 与 Lévy-Cramér 定理 
类 似 的 定理 也 已 经 得 到 (多 [6]) . 
参考 文献 
[1] Lévy, Р.. Propriétés usymptotiques des sommes de vari ~ 
ables alətorres indépendantes ou enchaines , J. Мот. 
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teilimgsfunktion, Май. Z., 41 ( 1936), 405 — 414. 
[3] Райдов, Д. А., «Докл. АН СССР», 14 (1937). 
9-р. 
[4] Линник, Ю.В., (Теория верояты. и ee иримен.}, 
2 (1957), 34 59. 
[5] Сарогов, Н. А., {Вестк, Ленишр. ун-та. Сер. 
матем ., механ. н астр). 1959, 19, 78 一 05. 
16] Линник, Ю. В., Островский, И. В, 
мия случайных величин и векторов, М., 1972 
( 英 译本 : Link. Yu. V., Озтоувкй, 1. У., Dec- 
omposition of random variables and vectors, Amer, 
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Lévy 不 等 式 [Lévy inequality ; Левн неравенство ] 
按 相 应 中 位 数 中 心 化 的 独立 随机 变量 利 的 极 大 值 
分 布 的 一 个 不 等 式 . ВЕ ОХ ，…, X, 是 一 组 独立 的 随 
机 变量 ， 令 5,= у, X. mX 是 随机 变量 X 的 
中 位 数 《统计 学 中 的 ) (median (in statistics ))， 则 
对 任意 x， 成 立 Lévy 不 等 式 
pÍ тал (5, —т(5,—5,)) 2 x}<2P (S, >x} 


及 
Р (ахз, msi Sl >х}<2°{05,[>х]}. 
这 些 不 等 式 的 直接 捧 沦 是 关于 对 称 分 布 随机 变量 Х|, 
Хеу Ж: 
pÍ mx St> x} <2Р{5, >x) 


(Күт 


E 
Р [mak 1S.|2 x) <2P {18,12 x). 


Lévy 不 等 式 可 以 看 作 Колмогоров 不 等 式 (Котор - 
огоу inequality ) 的 推广 ， Levy 不 等 式 是 Levy([1]) 在 
研究 独立 随机 变量 和 的 分 布 向 稳定 律 收 侣 的 一 般 司 题 
时 得 到 鸭 ， 它 们 还 有 对 拷 的 推广 (121) ， 
参考 文献 
[1] Lévy, P., Théorie de I'addition des variables aléatoires, 
Gauthicr - Villas , 1937 
[2] обе, М.. Probability thcory , Princeton Univ . Press , 
ТСЕ, М. ЗН, WORT, ЖЕШИН. 
1966). A. B. Прохоров # Ж —М й 


1ёту-Хинчин 典范 表示 [Levy -Khinchin canonical repre - 
Sentation ; Левн - Хинчина каноннческпае представленне ] 

关 寺 无 穷 可 分 分 布 (infinitely -divisible distribution ) 
的 特征 函数 ( characteristic function ) 对 数 Ing (24) 的 
一 个 公式 : 


пф (4) = 


А 
+f [和 чт | жа? gG(x), 


I+ x° х? 


其 中 被 积 销 数 在 x =0 处 等 于 一 1/2, ПНЕ у 
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пож ун -实数 ，G 为 非 减 左 连续 的 有 界 变 
ЭД É$ ( function of bounded variation ) . 

Lévy- Хинчин ЖОКЕ А. Я. Хинчин (1937) 
提出 ， 而 它 等 价 于 梢 前 由 了 .Livy (1934) Н 
公式 ， 称 为 Lévy 典范 表示 ( Lévy canonical representa - 
tion) -对 于 每 … 元 穹 可 分 分 布 ， 在 1ёуу-Хинчин 典范 
表示 中 对 应 叭 一 的 一 组 特征 量 у 与 G; 反之 ， 对 杂 上 
的 任 一 组 y 与 G、 上 éyy - Хинчин 典范 表示 确定 一 个 无 
ЭАТ ООНА НО С. 为 使 由 特征 量 ?。 G, 
(n= 1,2, 77) 情 定 的 无 穷 可 分 分 布 序列 弱 收 敏 于 入 
y, G 为 转 征 量 的 分 布 ( 它 必 然 基 无 穷 可 分 的 ) ， 其 几 
要 充分 条 件 是 当 a 一 oo М limy, = y, Н G, Ж 
mr G. 

参考 文献 见 Jkvy 典范 表示 (Lévy canonical repre - 
scntation ). Б. А, Рогозин 所 
САМЕ ЯННАН, УТБА (еъ - 
бопк, convergence ОЁ). нк ж 
Ivy FEE [T yy metric ; Леви метрика] 

一 维 随机 变 最 的 分 布 函 教 (dstribution function ) 空 
闻 ,中 的 一 种 度量 ， 即 对 任意 F,Gey, 令 

L= L(F,G)= 
= ше: F(x—s)=e <S G(x) F(x +š) +£. Vx). 


这 是 由 Lévy 引出 的 ( 见 [1]) .如 果 在 下 种 6 的 图 之 
间 画 .上边 平行 于 坐标 轴 的 正方 形 〔 在 图 的 不 连续 点 涨 
上 垂直 线段 ) ， 则 它们 之 中 最 大 的 边 长 就 是 L. 

Lew B£ 8 17 Dl ЯТ (Е Lëvy-Tipoxopoa 度量 
(Lévy - Prokhorov metric ) 的 特殊 情形 . Lévy JE Bb ii ke 
тина R' ES 328 好 E (度量 
允许 取 无 穷 值 ) . 

Lévy 度量 最 重要 的 性 质 . 1 )Lévy ЕЕН + 中 的 
ЗИ ( WL F f Жр Q (distibutions ，convergence 
оѓ). ЖИЕ (ои, L.) 是 完全 可 分 的 - M 中 函数 序列 
按 度 量 L 的 收 敏 性 等 价 于 完全 收敛 . 

2) 如 果 Fe M ， 昌 若 令 

F_ (x)=infí(r:F(t)< xl, 
则 对 任意 Е, Ge M, 
L(F,G)= L(F_ , G_,). 


3ylévy 度 最 的 正则 性 : 对 任意 F.G,Hez, 
L(FrH,GrH) < L(F,G) 
{ 其 中 ла (函数 的 ) ( convolution (of func - 
tions))) .这 一 性 质 的 推论 是 半 可 加 性 ; 
ЫЕ» FG G) S L(F,,G.)+ L(F,,G,) 
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яд”: 
L(F.G)SL(F*H,G+*H)+2L(E,H) 
(É 是 在 零点 处 的 退化 分 布 ) ， 
4) 胡 果 r, 20,F., G, у, 
ІДУ а, Е, „У z,G,] < тах[1,} а, тах L(F,,G,) 
3) 如果 g.(F)(r > 0) 是 分 布 8948555 ( absol- 
ute moment ) ， 则 


L(F,F)S(p(F) UU. 


6)M 上 的 Lévy 放量 与 积分 平均 魔 量 
P =0.0Р,0) = ||Е(ху— GOOldx 
之 间 的 关系 是 
1? <р. 
7)M 上 的 Lévy ER 5— S R 
p =p (F,G)= supi F(x)— С(х){ 
之 问 的 关系 是 


1,< о & 1+ тш {0,(1.),О(1.)}, (*) 
其 中 
дж) = sp (+ х) РОО 


(Q (x) 是 Fe 的 集中 西数 (concentration function)). 
Foy B, Ша —, BLMG , 有 一 致 有 界 的 导 
数 ， 则 
p S[I+sup б" (х) 

(+) ЛИНЕ E ЛЕ ЯР ЕП Вся — Sk 
ЖОЕ ft ffl Pólya -Гливенко ДЖЕ. 

8) F. (х) =Р(ох+а), Жай s> 0 
是 常数 ， 则 对 任意 F. бєк, 

L(oF,oG) <oL(h,,,6,,,) 


(特别 地 ，、Liwy 度量 对 于 分 布 的 推移 是 不 变 的 ) А. 
lmL(F,,, G6.) = p(F,G). 

9)шЖ f,g ВУЛЕ F.G 相应 的 特征 函数 
( characteristic function) ， 刚 对 任意 Т> е, 


т 
; 1 dt hr 
е, С [0-0 зе 
Тау нау д" 上 分 布 函数 的 
情形 
参考 文献 


[1] Lévy, P., Théore de 1'addition des variables 


akatoires . Gauhier -Villas ‚ 1937. 
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СССР b, 112 (1971 1, 224—231. 
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【 补 注 】 注意 : 在 苏联 数学 文献 САЛЕ БЮ М Ж 
ж) dP, ЛЕВО We Esen, WG fe ЧДУ ХАА 
中 。 它 们 是 右 连 续 的 . 所 以 在 2} 和 т) 中 必须 稍 作 改 
К 
设 下 是 一 分 布 函数 ， 或 更 广义 地 ， 是 -个 非 降 左 
连续 函数 ， 则 F 具有 可 数 的 不 连续 点 集 . 这 个 集合 的 
补 集 称 为 Р НЕ ЗЕ (continuity set)C (F) .分 布 函 数 
序列 了 『, 称 为 弱 收 化 于 分 布 ,如 果 在 F панк 
СЕР) РЯ. ШЕЖЕ, (+ oo) 一 (20) 
Е,(-00) == Р( —%0), иена Ста 
布 的 收 全 (convergence of distributions ) 和 收敛 性 的 类 
型 (convergence types of ) ) ， 
参考 文献 
[А1] Bilingsley . Р., Сопмстрспое of Probabiity measurs ， 
Wiley ‚1968. 
[А2] Нелваллет, W. and Theodomscu, R., Concentration 
functions. Acad. Press ‚ 1973. 
ГАЗ] Loëse , M ., Probability theory , Springer , 1978 „р. 
180 (Ф: M 8 5 b. ЭКСЕ. ЕЙ ЖШ 
ШШ. 1965). Яз # 


1ёху-Прохоров 度量 |LEvy -Ргоћогоу тегіс; Леви - 
Прохорова метрика ] 

由 度量 空间 { Imetric space) (U, 4) 上 有 限 Borel 
测度 ( Borel measure ) 所 成 的 空间 ЯР 上 由 下 式 定 义 的 
一 个 度量 : 

x(P, ба Р(А)<0(А') + е, 
О(А)<Р(А") + є, 对 — 切 468), 
ифа (0, 2) вн жй е Каа 


A'= (x: d(x, у) <, yEA}. 


1ёчу-Прохоров 度量 是 出 Ю. В. Прохоров ([1]) 作 
为 Livy 度量 {Lévy metric ) 的 推广 而 引进 的 ， 如 梁 
在 定义 中 略 去 两 个 不 等 式 中 之 一 ， 并 且 将 0 5 MJ 
一 切 开 集 或 闭 集 族 代替 ， 则 量 x 要 改变 (多 [21) . 
Liry -Tlpoxopos ЕЗЕТ ЕЛ. 
1) 度量 空间 (92. х) 是 可 分 的 ， 当 且 仅 当 【 
4) 是 可 分 的 ( 见 可 分 空间 (Separable ѕрасе)). 


ст 


2) 车 空间 (92, л) 是 完全 的 ( 匈 完全 空间 (co - 
mplete space )) ， 则 空间 CU, 4) 是 党 全 的 . 若 9 的 
一 切 测度 有 可 分 支 集 ， 则 反之 亦 然 . 

З) 在 极 率 测度 的 空间 9 中 ，Lewy- Прохоров HE 
量 有 类似 于 Lévy 度量 前 那些 性 质 ， 即 正则 性 质 3) 
(Я Levy 度量 (Lévy metric )) 及 其 推论 ， 性 质 4) 与 
5), 性质 6) (在 U= 有 R' 情形 下 )， 性 质 7) 的 部 
ЖО rs 和 varl， 与 性 质 8] 的 一 个 类 似 性 质 ， 对 
(0, 4) 为 线性 峰 范 空间 情形 : ЖОР, (А)= P(c4 十 
а) (o>0. ає0), ЮЕ Р, Q< mt, 

п(оР?, с0) or(P,,, ©..,), 
їшл(Р„,, Q) = уат(Р, Q). 


4) 5 U=R* BF, 97 ЙД Lévy-TIpoxopos H 
最 可 以 通过 与 测度 Р, О 相应 的 特征 函数 了 9 来 估计 
( 见 [3],，[4]) . 

5) Гёчу- Прохоров 度量 是 关于 概率 距离 ( probab - 
ility distance ) `. 

K(X, Y) ае: P{d(X, Y)> l<] 


的 最 小 度量 ， 即 对 任意 具有 固定 边缘 分 布 Py，PyE 只 
的 随机 变量 X, Y, Ж x(Px, Py)=infx(X, Y) 
对 所 有 联合 分 布 Pxr 成 立 . 
参考 文献 
[1] Прохоров. IO. В., «Теория вероятн. и cë при- 
мен. 5, 1 (1956), 2, 177— 238 
[2] Dudly, К. M ,, Distances of probability measums ard 
—andom variables , Али. Math. Stat , 39 ( 1968) , 1963 — 
1572. 
[31 Юринский, В. В,, {Теория верояти. и сё при. 
мен. , 20 (1975), 1, 3-12. 
[4] Абрамов , В. A., £ Теприя вероятн. и cË примен. э, 
21 (1976), 2, 406 — 410 
[5] Strassen, У., Тһе cxistence of probability measures 
with given marpinals, Апи. Math. Siat., 36 (1965), 
2, 423 — 439 
16] Bülingisy, Р., Comergenoe of probability rcasures, 
Wiley , 1968 В. М. 3onorapes Ж 
ИРЕТ ЖБ Ў (dstibutions, convergence 
о) ;测度 的 收 合 ( convergence оГ measures ); #380 
БНС (weak сопуегрепсе of probabitty measu- 
r). шй ж хая R 
*P Ba P [ exicographic order ; лексикографический поря- 
док] 
偏 序 集 (partiaily ordered set) X, 的 直 积 (direct 
product) 
x=]lx, 


ве 


上 的 一 种 序 ， 这 里 指标 集 L 是 良 序 的 ( 见 全 良 序 集 (to- 


ГЕХІСОСКАРНІС ORDER 399 


tally well-ordered set)), Ж ХТ: {х у, ЕХ, 
mix.) <S (y. АЧЫР ае, х, = y, 
或 者 存在 - "个 ae ,使 得 x, < y, 而 对 所 有 的 0 < ,xp 
=у,. 按 字典 序 排序 的 集合 X 称 为 集合 X, 的 字典 积 {ke- 
Xicographic product ) 或 序数 积 (ordinal product ). 如 果 所 
有 的 集合 Х, —Ж (ЖН ает, X, = Y), 则 它们 的 
ЗАВ Ү АЗЕД ару. 也 称 X 是 按 
第 一 差异 原理 排序 (如同 词 在 字典 中 的 排序 ) . 这 样 ， 
如 果 L 起 自然 数 序列 ， 则 


(EE 


ЖН, эрй к, 
x<, АЯЙЫН (< kx = у, 


字典 序 是 偏 序 集 的 有 序 积 的 一 种 特殊 情形 ( 见 
[3]). 字典 序 对 任何 偏 序 指标 集 L ЕЗЕН У СА, 
[ 1), 但 基 在 这 种 情况 下 在 集合 H... x. 过 的 关系 不 局 
是 通常 意义 下 的 一 个 序 ( 见 序 ( 集合 上 的 } ( order (on 
а set))) 

有 限 多 个 良 序 集 的 字典 积 是 良 序 的 . 链 的 字典 积 
是 一 个 链 ( cham) 

对 有 限 的 L. 字典 积 由 G Cantor([4]) 在 全 序 集 
的 序 型 的 积 的 定义 中 首先 考虑 ， 

字典 序 在 数学 以 外 广泛 地 货 用 ， 例 如 用 于 字典 、 
参考 书 等 中 词 的 排序 . 


参考 文献 
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[31 Скорияков , Л. À , Элементы теории струхтур, М., 
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[ 阐 注 ] 怎样 一 种 全 序 集 totally ordered set) (X ,>-) 容 
许 有 一 个 应 数 f: X 一 R 使 得 xy х МЕ f(x) 
> f(x 人 )? 这 个 问题 在 数理 经 济 学 中 是 值得 注意 的 (效用 
函数 (utility function), 见 [A1J. R* ЕЗЕН ЖИЙ 
不 是 所 有 的 全 序 集 容许 有 效用 函数 
参考 文献 
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1° Hospital 法 则 [1° Hospital mle 或 | Hópital rule; Ло- 
инталя правило ] 

通过 把 函数 之 比 的 极限 转化 为 所 给 函数 导数 之 比 
的 极限 以 消除 070 型 或 oo /ec 型 的 不 定性 的 一 个 法 
则 .对 二 在 数 轴 上 点 a 的 一 个 去 心 右 邹 域 中 冠 义 的 实 
值 函数 f, а 的 情形 ，1 Hospital 法 则 具有 形式 

x x 
коро 
对 于 0/0 不 定型 即 
Шт у(х) = т д(х) = 0 


和 oo J оо AS 81 DD 
Jim f(x) = ling (x) = 9 


这 两 种 情形 。1 Hospital 法 则 在 下 述 条 件 下 均 成 立 
了 各 9 在 某 个 区 间 (a, b) 内 可 微 ， 对 所 有 点 xe(a, 
b), д (х) #0; 存在 导数 之 比 的 有 限 吉 无 穷 极限 
Im "(х 
хт 0 (x) 
【对 于 о/о т, 如果 此 极限 为 砚 穷 ， 则 它 只 
лава). 在 上 述 条 件 下 ， 函 数 之 比 的 极限 
от, х) Сх) ТЕЕ Н. (ж) 成 立 ， 对 于 左 例 极限 
和 双 侧 极 服 的 情形 ， 还 有 对 于 х — + оо E x— 00 
的 情形 ， 在 作出 一 些 自然 的 更 改 后 ， 上 述 论 断 仍 为 真 ， 

在 实际 应 用 Hospital 法 则 求 函 数 之 比 的 极限 时 ， 
有 时 必须 相继 使 用 该 法 则 若干 次 . 

在 上 述 假定 下 ， 导 数 之 比 r(x)/g'(x) 极限 存 
Е&@ЖЖЕ 2 Ш х) а(х) 极限 存在 的 一 个 充分 
条 性， 但 不 是 必要 条 件 . 
参考 文献 
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说 谎 者 悖 沦 [tar paradox; Лжеца парадокс | 
ЖУ ( апшпоту). 


Пе 容许 代数 | Lie-admissible algebra; Ли допустиман 
алгебра] 
САРЕ 换 位 子 代数 是 Lie 代数 (Lie algebra) 的 ( 非 结 
会) 代数 ( 见 非 结合 环 与 非 结 合 代数 (non- associative 
rings and algebras ) ) . 它 源 于 标准 代数 的 一 个 定义 恒 等 
式 并 由 A,A.Albert 于 148 年 首先 引入 ([A1]). 对于 
B 上 的 一 个 代数 时 ， 它 的 换 位 于 代数 (commutator 
algebra ) 外" 是 定义 在 向 量 空 间 ЕН RR [< , y] = 
xy-yx 的 反 交 换代 数 . 如 果 好 -是 个 Le 代数 ， 即 
和 ”满足 Jacobi 恒等式 (Jacobi identity) [[x , у], 2]+ 
[уг], х], XJ,yj=0， 则 由 被 称 为 是 Lie 容许 的 
(Lie admissible) (ТА). 起 初 . PR00444 
ME Е — АВА FPE ЙО, б пу s 
式 (flexible identity) (xy)x=p( yx) иби де: (power- 
associativit)《 即 每 个 元 素 生 成 一 个 结合 子 代数 )， 或 者 
кж. ТУС ЭСЕ АГЕ Lie 容许 的 (flexible Lic - 
admissible) (ЕГА). 当 且 仅 当 它 油 足 恒等式 
{х,уг]=у[х,?]+{х,у]?. (Al) 
当 而 且 仅 当 映 射 x 人 @y > хужаа 3 J 3: + 
她 - 前 在 伴随 作用 下 的 е 异同 态 . 因此 ，Lie 代数 的 
表示 在 FLA 代数 的 结构 理论 中 起 宇 要 必用 ([A21). 
Lie 代数 和 结合 代数 都 是 FLA 代数 的 例子 、 

由 所 有 ОЗЕ ИТА ЕГА 代数 中 的 分 类 的 
Albert Ж ( Albert problem) 开始 ， 关 于 各 式 各 样 的 堵 
学 的 、 物 理 的 和 几何 的 背景 的 结构 理论 的 普遍 话题 被 
凝聚 到 关于 9177 指定 的 Lie 代数 结构 的 情形 , Albert 问 
题 在 ]962 年 首先 对 特征 0 代数 闭 域 志 上 的 有 限 维 代数 并 
被 解决 ， 且 这 样 的 代数 结果 是 Le 代数 ([A3]), 当 
3 是 典型 Lie 代数 或 广义 Witt 代数 {[A2],[A4]) ( 见 
Wi 代数 (Witt algebra)) 时 , 这 个 结果 被 拓 广 到 Char F 
了 0 情形 . 在 1981 年 ， 这 些 代 数 在 不 假定 有 靠 结 合 
的 条 件 于 进行 了 分 类 : ЧЕГ. БОЁ) ЯС 在 基础 域 下 
上 是 单 的 时 候 ， 对 于 固定 的 纯 量 g< F. 9( 的 乘法 * h 

xx) 二 [х,у} Bx +y (A2) 


给 出 ， 这 里 对 于 非 A (n22) 型 的 中 8=0， 而 对 于 
А,(п®2) Ж", 820, АЙ 


x у=ху+ул— 22 (Тху)! 
ЖЕЎИ '=&(п+1,Е) БЖ, ЖР ху КИНЕ x 


和 ?的 积 ， 而 人 人 ‚ ЖЖЖ А, (222) д" 
ПОЯ Я Я [ГВ ДЕ ЖЕЗ вае й, 9( 
必 为 (A3) 给 нана Г ЕЗШЕ Е] 
她” 的 可 解 恨 ( 见 环 与 代数 的 根 (radical of rings and alge- 
bras)) 是 917 的 直 和 项 或 是 交换 的 情形 { [А2]). 1984 
年 Alberi 问题 中 的 代数 好 在 无 找 性 情形 被 决定 了 
([A7]): ЖЖ 9 ер, ЖОМЕ ЗС Бн, 
(z22), Ете ад 的 单 理想 ， 则 9C0S 3838 <J 
xwy=[x, y] 2+ç (y) хс, (х) y, WL xe@,, ye 
S, 其 中 zy 是 名 ,上 的 线性 函数 ， 并 岂 满 是 有 根据 2、3 
或 4 个 顶点 的 图 的 所 规定 的 某 些 条 件 . 

1978, R. M.Santilli 由 一 个 带 外 项 的 在 经 典 力学 
里 代表 一 个 一 般 非 自 伴 和 牛顿 系统 的 Hamilton 方程 的 修 
正 形式 得 到 了 工 & 代 数 (括号 式 ) ([ A8]} . 这 样 一 个 形 
式 早出 一 个 时 间 展 开 


ЧАС) У Ф4 рис ау HH = (A.B), (АЗ) 
а 4, даг да! 
其 中 4=(al,…, 2") Ж —Л 24 维 流 形 的 局 部 图 Н 


是 个 Hamilton, 10 (5) 是 一 个 有 分 解 539=ш”+Т”, 
а= 1) Нт°=т”(„у=1,--,2п) КАРИЯ 
奇异 C“ 张 县 ,对称 张 最 (T") 表 示 系 统 中 非 自 伴 力 的 
状态 . 换 位 子 (4 ,如 )} 一 (月 ,4 ) 根据 典型 的 Poisson E$ 
号 (Poisson brackets) |, J i 2[ A, H] 98 8, ШИН (АЗ) 
ЖМ, (59) at). a" С" R 5З L uE 
了 一 个 Lie 容许 积 (, ), 这 里 及 是 实数 域 ЕЕ (.)% 
(5°) 被 称 为 是 一 个 基本 Lie 容许 括号 (fundamental Lie- 
admisible bracket) 或 张 是 ( tensor) :更 一 般 地 ， 如 果 
在 一 个 区 域 巾 对 一 个 作对 称 非 奇异 C" kat (o) E 
Su=Q7+TU, W(S2)aK WS K (АЗ) Lie 容许 性 可 
由 9 目的 一 阶 偏 微分 方程 来 拱 述 .对 这 些 方程 ， 在 待定 
# tT W ОЯ — Ñ ЖОЖ И (general cosymplectic 
temsor) 的 … 般 解 95) 存在， 并 在 Birkhof 力学 (Hamil- 
ton 力 学 的 ~ 种 推广 ) 中 起 中 心 作 用 (fa9]) . 此 时 ， 
(о) ® (5°) 被 称 为 一 般 Lie 容许 括号 (genera) Lie- 
admisible bxackeb 或 张 量 (tensor) . 用 苗子 力学 设计 
说 ， 它 就 引出 一 个 物理 系统 中 的 算 子 的 结合 代数 % 中 
的 一 个 时 间 发 展 方程 idAJdi= АКН -HS4， 其 中 RR 和 5 
一 般 大 中 中 的 非 Hermite 非 奇异 算 子 ， 这 些 算 子 代表 
非 自 伴 力 ([48]) . 由 这 个 被 认为 是 Heisenbetg 方程 推 
广 的 方程 可 以 得 到 一 个 LA КЖ (г, в), Ж О 
(7.5) 转化 (mutation)， 其 贡 法 定义 在 有 1 结合 代数 
Е, АЯТЕ ЛГ Ж г, УЕ, хжу=лхгу—узх. 
90,5) ЖТ ШИНЕ ЕШ. 事实 上 ， 这 
些 条 件 中 的 任意 一 个 都 等 价 于 对 中 的 中 心 的 某 个 可 六 
元 4 的 关系 r=as([A10]) . 上述 方 法 的 一 个 特殊 情形 
在 1967([A11]) 已 经 被 Santili 研究 过 ， 他 第 一 次 把 LA 
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代数 引 和 物理， 对 于 实数 1，z，(S0)=(” фу) 时 的 
括号 式 (43) 和 代数 И (д, д) 被 认为 是 Hamilton 力学 
和 划 节 力学 的 一 种 推广 . 按照 Santii 的 见解 ([A8} )， 
这 种 Lie 容许 于 法 的 目的 是 促使 建 立 在 Li 代数 成 它们 
的 分 次 超 对 称 扩张 上 的 现代 物理 异型 向 一 般 Lie 容许 
模型 转化 ， 这 种 转化 本 质 上 爷 许 把 粒子 作为 可 扩散 
的 ,从 而 允许 附加 授 触 , 非 位 势 和 非 Hamitton 交互 作用 , 

从 一 个 不 同 的 观点 ，1978 年 S.Okubo ([ A12]) ж 
用 HLA 代 数 世 推 广 建立 在 结合 律 基 础 上 的 相 容 的 标准 
昔 子 化 过 程 的 框架 . 一 个 量子 化 称 为 相 肉 的 【consis- 
lent)， 如 果 运 动 的 Hamilton 方 程 4 如 /dt=i[ 于 ,Q | 可 再 
现 其 原始 Lagrange 方 程 . 这样 一 个 量子 化 只 依赖 于 标 
准 的 交换 关系 各 恒等式 (A1) 在 外 中 突现. Т ш 
一 个 物理 系统 的 算 子 组 成 ， 那 么 利用 (Al) 可 以 看 到 ， 
RT AT iH ЕЗ, Hesenberg 方程 dxjdt=i[ HH, x] 
本 质 上 是 丸 中 的 最 一 般 的 时 间 发 展 方程 ， 其 中 EH. x] 
三 Hx 一 x 凡是 外 中 的 换 位 子 . 如 果 Hamilton Н {Е % rR 
Ва, ЗАТКА у у= Hy 
的 Schrbdinger 公式 ， 其 时 间 发 展 算 子 exp ( itH) 是 完 
全 确定 的 . 进一步 ， 如 果 召 在 外 中 是 弱 结 合 的 ， 即 对 
ЖЕФ т.п хе. # (H"x)H"=H”(xH”), 
则 和 在 通常 量子 力学 中 一 样 ，Heisenberg 方程 在 中 中 
的 解 形 如 x=ecx(0)e .这 样 代数 的 一 个 例子 是 
实 仿 八 元 数 代数 {real pseudo -octonion algebra) P,, 
它 有 定义 在 迹 为 0 的 3x3 Hermite 炬 阵 的 RR 空间 上 的 
乘法 хжу=иху+ (1-р) ух 3 (Тху), ЖФ a= 
1244/3 /6)i([A2]). Р, Ж FLA ЯНЫ (division 
aleebrmaj， 同 时 P. 同 构 于 gu(3)， 并 与 分 子 物理 
SU{3) 有 些 关系 . 它 周 样 在 实 可 除 代数 结构 理论 中 起 
重要 作用 {[A2]) . 

域 F 上 的 代数 中 被 称 为 Мальцев 容许 的 (Ma 
tsev -admisible) (MA)， 如 果 它 的 换 位 子 代数 or"! E 
成 一 个 Мальцев 代数 (Ма? всу algebra) ， 即 97 满足 
Manmaen 恒等式 (Mal'tsev identity) 

х, 1,05. 21] = {[[х,у}›2],х]+[{у,2],х],х]+ 
+0а,х],х],0]. 
它 与 Mamues 代 数 一 样 ， 是 作为 LA 代数 的 一 种 自然 
的 推广 提出 来 的 ， 而 卫 它 的 结构 理论 与 LA 代数 的 结 
构 埋 论 平行 <[A2]) . 交错 代数 ( 见 交 甸 环 与 交错 代数 
(altemative rings and algebras)) 是 挠 性 Малыкв 容许 
{FMAD) 代 数 的 例子 ， 而 八 元 数 代 数 (35 EF Cayley- 
Dickson 代数 (Cayley - Dickson algebra)) 是 ЕМА 但 不 
是 LA. 对 于 特征 非 2 的 域 上 的 一 个 有 标准 对 合 x — X 
的 六 元 数 代 数 ， 可 以 得 到 一 个 带 有 定义 在 时 上 的 局 
法 x*y=xy ЮН, 代数 Y. 称 为 仿 八 元 数 代 数 
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Э fB SF pu А ЕМА (ü 
数 ， 从 而 不 是 交错 的 ([A2] ) ,一 个 代数 外 (不 一 定 售 
恒 等 元 ) 称 复合 代数 (composition algebm)， 如 果 存 在 
一 个 时 上 的 非 过 化 二 次 型 9， 使 得 对 任意 xy e Y í 
q(xy)=q(x)4(y) .在 意 有 限 维 的 挠 狂 合成 代数 (Char 
丘 关 2) 必 然 是 个 1,2 ,4 或 8 维 的 MA 代数 ， 而 对 于 维 
数 8 , 从 元 数 代数 、 伪 八 元 数 代数 和 半 行 八 元 数 从 数 
是 仅 有 的 此 类 代数 ([A13]) . 对 于 一 个 MA (3k N. 
#4(х,уу=ай[х, у]+[айх,айу]. Жр айх ЙН у 
— [х,у] ҖИ — И 的 伴随 映射 . ЖА. 4(%,%) 
是 -的 导 子 代数 Der 久 -的 一 个 Le 子 代数 { 亦 见 环 中 
的 导 子 (derivation in a ring)), WH H m$ 9 B ЕМА, 
ЖА а, 9) 0 Бег 0 — Р, БА ЯГ 
ху худ © @ 9 #J X ТР ая, 90) 的 Le 模 
同 态 . ВЯ РБИЕ . 如 果 
авд, ДАС, 0) PF. 正 因为 如 此 ， 实 质 
ЖР ЕГА 代数 的 所 有 结果 都 可 以 推广 到 ЕМА 代数 
上 ([A2]) . #91 Ж РМА, її % 是 中 心 单 的 ， 在 
下 上 非 Lie ， 那 么 , 9 是 一 个 Мальцев 代数 同 构 于 一 个 
从 从 元 数 代数 得 到 的 一 个 7 ЯЕ Мальцев 代数 (网 
Мальцев 代数 (Mal су algebra)) . 如 果实 -是 半音 
的 ， 而 下 是 代数 闭 的 ， 那 么 距 基 由 (A2) 给 出 的 单 代数 
和 单 Мальцев 代数 的 直 种 . E fE B f ЛЕ ФГ Lie 
容许 代数 和 从 元 数 代数 两 种 手段 ， 某 些 关于 MA 代数 
的 工作 以 代数 形式 主义 方法 推进 到 物理 学 中 、 

LA 和 MA 代数 也 源 于 Lie 群 和 约 化 齐 性 空间 上 的 
微分 几何 . 对 一 个 有 Lie 代数 3 的 (连通 的 )Lie Ж С, 
决定 G 上 所 有 ( 左 ) 不 变 仿 射 联络 (affine connection) V 
归结 为 有 定义 在 8 上 的 乘法 * 的 所 有 代数 (9,*) 的 分 
类 问题 ;关系 由 对 任意 X, Yeo, v Y=X*Y i. 
жа, (8 ,二 ] 称 为 了 的 联络 代数 (connection algebra) . 
这 些 扭 自由 的 联络 对 应 有 [9 =) 一 9 的 LA 代数 (9 ， 

*)(BDX*Y-Y*X=[X.Y]) ([A14]) . ЖЛ, ФУ 
的 曲率 张 量 (curvature tensor 8: (380, v 3F38), BB 
(9 ,*) 满 是 左 对 称 恒等式 (eft -symmetric identity) 


(рага - octonion algebra) , 


X*(Y*Z)-(X*Y)*Z=Y*(X*Z)—(Y*X)*Z. 


G 上 的 左 不 变 念 射 结构 的 分 类 归结 为 共有 (8,*)"=9 
的 左 对 称 代数 (8,*) 的 分 类 ([A15]) . G 上 了 的 其 他 
几何 性 质 ， 诸 如 短程 线 、 完 整 、 伪 Riemann 结构 和 无 
穷 小 生成 子 可 用 (9 ,*) 的 术语 刻画 . 例如 ， 如 果 4 中 
每 个 向 量 场 是 一 个 对 于 立 的 G 上 仿 射 微分 同 胚 的 单 参 
量 群 的 一 个 汽 穷 小 生成 子 ， 则 六 的 联络 代数 (8 ж) 
FLA{([AI4]) . 

设 0/ 甩 是 个 约 化 塞 性 空间 (homogeneous space) , 
有 确定 的 分 解 8 一 m+ (Я), Кос 
Lie 子 群 H 的 Lie 代数 ，n 是 使 得 [,m] = tn 的 子 空 


问 ( 或 ， 等 价 地 ，[AdH)mcm) .在 GIH 上 G 不 变 
的 仿 射 联络 了 的 集合 与 满足 ad 一 Der(m ,*)( 即 Ad H 
包含 在 (m ,>) 的 鼎 同 构 群 Aut(m,w)) МВ Ст, жу 
的 集合 之 间 有 - -个 一 一 对 应 . 对 于 X,Yem, [X,Y] 
Я] m ЕВН XY 30 转化 成 一 个 反 交 换代 数 (m, 
XY)， 称 为 约 化 代数 (neductive algebra) . 更 一 般 地 ， 
代数 эйе? 的 (reductive admisible), Ж 
` 同 构 于 对 一 个 [汉代 数 0 的 某 个 约 化 分 解 3 = m+ 
的 {m, XY). 这 些 GJH БЕШИ ШИКЕ ВГ z 
(m,*)=(m,XY), Budb< Der(m,*), АЯН C 
Ашта, ж) 的 约 化 容许 代数 (m ,*) . 任意 MA КК И 
йл з= © 4(X.3) 的 约 化 容许 的 ， 其 中 8 
ЖАҢЕВ Х,Ү Ee 外 及 D,D'ed( 外 ,外 ) 有 乘法 


[X+D, Ү+р' ]=[X, Y]+D(Y)-D(X)+ACX, Y)+ 
+[D,D'] 


的 Le 代数 СУН Еул, з Бежен 
ФИХ, к), 关于 这 些 的 详细 解释 ， 匈 [A15] 一 
[Al7]) . 
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Tie 代数 [Lie аера; Лн алгебра] 

一 个 有 单位 元 的 交换 环 大 上 的 酉 大 模 工 。 带 有 
一 个 工 x 工 到 上 的 满足 下 列 二 性 质 的 双 线性 映射 x， 
PI Lx у]: 

1) [x, x]= 
х}; 

29) [x, у, 2]] +[у, [z, x]] + [z, [x, У] = 0 
(Jacobi 粳 等 式 ( Jacobi identity) ). 

是 ， 一 个 Lie 代数 是 k 上 的 一 个 代数 (通常 不 
交换 ) ; 按 常 规 方法 可 定义 子 代数 ， 理 想 、 商 代数 和 
Lie 代数 的 同 态 等 概念 ， 一 个 Li 代数 说 是 交换 的 
(commutative ) ， 如 果 对 任意 x, уе ЖХ, 
3y]=0 

最 重要 的 情形 是 к ач А-В С 
BP) B L E k БЮ (ЗАВ) 的 情形 . 

19 世纪 末 在 数学 上 出 现 了 Lie 代数 ， 它 与 Lie 群 
的 研究 密切 相关 ( 见 е 群 (Lie group) ， 亦 见 局 部 
Lie Ë ( Lie group , local) ; Lie 变换 群 ( Lie transforma - 
боп group ) ; Ше 定理 (Lie theorem ))， 耳 更 早 一 些 
时 候 ， 它 曾 以 仿效 形式 出 现在 力学 中 .这 个 概念 出 现 
的 一 个 共通 先决 条 件 是 “ 无穷 小 变换 "概念 ， 它 至 少 可 
追 湖 到 微 积分 学 的 发 端 时 代 ，Hamikon 方程 的 类 С? 
的 积分 对 于 满足 Jacobi 恒等式 的 Poisson 括号 是 封闭 
的 ， 这 一 现象 是 可 用 Lie 代数 语言 天 述 的 最 早 的 事实 
之 一 ( 见 [8], [10]) ， 术 请 “Li 代数 "是 1934 年 南 
Н. меу 引进 的 〔 那 时 “ 群 的 无 穷人 变换 ”和 和 “无穷 小 
B” 等 术语 已 被 使 用 ) ， 经历 着 时 间 的 掉 移 ，Lie 代数 
的 作用 随 着 Lie 群 在 数学 (特别 在 儿 何 学 ) 以 及 在 十 
虎 力 学 和 量子 力学 的 地 位 不 断 上 升 ， 这 种 情形 首先 可 
由 Lie 代数 在 其 他 各 式 各 样 的 泛 代数 中 的 特殊 地 位 加 


0( 从 而 有 反 交 换 律 [x, y] = -[у, 
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ШЕ. ЖЖ (30 年 代 ) Lie 代数 不 再 仅仅 被 理解 
为 群 论 问题 线性 化 的 有 用 而 有 力 的 工具 (无论 是 在 Lie 
妊 理 论 中 ， 还 是 在 一 个 极 有 意义 的 范 央 内 吸引 着 它 且 
发 展 速度 远 远 超过 它 的 代数 群 理论 中 【 见 伐 数 群 ( alge - 
brai group ) ) ， 还 是 在 相对 独立 的 有 限 群 理论 中 ( 见 
有 限 群 (finite group) ) ) ， 而 且 也 是 线性 代数 中 许多 
极 好 而 困难 的 问题 的 来 源 ， 

下 面 是 几 个 引出 Lie 代数 重要 例子 的 来 源 . 

1) 在 一 般 代数 的 框架 中 ，Lie 代数 的 意义 首先 被 
这 样 的 事实 所 决定 ， 即 任意 一 个 大 代数 4 的 所 有 导 
子 ( 怨 环 的 导 子 { derivation in а rng)) 的 集合 Der 
《4) 是 一 个 具有 运算 


[Di, Da]= 
的 Lie 代数 . Lie 代数 工 的 形 如 


DieD,— D,oD, 


aGx: ух, y), x, yeL 


ОСРАЙ ФР (inner derivations ) 或 伴随 变换 
( adjoint transiormations ) .它们 在 Der (L) 中 物 成 二 
个 子 代数 ad 工 ， 且 映射 x-* айх E Lk 代数 L 一 
Der L, 的 同 态 { Lie 代数 L 的 伴随 表示 (adjoint repre - 
senttion)); 它 的 象 ad 工 ИМТ D 对 于 其 中 心 


2(1)={х61:[х,у]=0, ЯВ уе) 


的 商 代数 . 

2) Li 代数 的 另外 一 个 来 源 与 下 面 简单 的 观测 有 
Ж.Ш LE 上 上 具有 乘法 (x, y) > xy 的 销 合 
К СЯ ЗАЗ Ы К (associatiw rings and аре- 
bras) )， 那 么 在 上 模 上 中 用 规则 


(х, у) (х, p] = ху yx 


ИЛЕДЕН 1, 一 个 大 上 的 Lie 代数 结构 、 称 (上 ， 
L. ]) 是 与 结合 代数 〔( 工 ，，) 相伴 的 Lie 代数 ， 于 是 ， 
取 上 所 有 n 阶 方 隆 的 《结合 ) 代数 MK) 为 (L 
，}， 就 得 到 Lie 代数 的 典型 例 季 . 

Lie 代数 M, (k) 的 子 代数 得 下 述 四 种 类 型 的 汇 
穷 条 列 称 为 典型 的 【classical ) Lic 代数 (其 中 上 是 特 
征 为 0 ЖД): 


А, = (хем, (8): trx=0), n> 1; 


B,=[(xeM, (k): xB+B'x= 0), n2 2, 


1 


„Е, = єм ,(к); 


00 
0 Е 
Е, 0 


1 


C= {хєМ,,:хС+ C'x=0),n23, 
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0 E, 
e |... р 
—E, 0 
р, = {хеМ,,:хр+рх=0},п24, 
ИП 
Е, 0 


Ж йтА,„=п(п + 2),&тВ„=п(2п + 1) ,dim C, = 
п(2п +1), вр, =n(2n— 1). 

一 个 值得 注意 的 结果 是 ， 在 特征 为 零 的 代数 闭 域 
上 ， 这 些 代 数 和 维 数 分 别 为 4，52，78，133 和 248 
的 五 种 例外 Li 代数 G,, Е, Eo， Е,, Е, 一 起 ,在 
间 芍 的 意义 下 穷尽 了 全 部 的 上 上 有 限 维 单 Lie 代数 
( 亦 即 ， 非 交换 的 且 不 会 异 于 0 和 自身 的 理想 ) (ML 
例外 Пе 代数 (Lie algebra, exceptional) ; 半 单 Lie 
代数 (Lie algebra, semi -simple)). 

3) 青 一 个 Lie 代数 的 来 源 是 流 形 上 的 向 其 场 
( 见 [13], [14] 和 流 形 上 向 量 场 (vector бей on a 
тапа )). 8 ЕЖ ХЖ С“ ЖЕШ (mani- 
fold) M 上 的 С" ЖЖК, М 上 所 有 С° 光滑 
向量 场 组 成 的 向 量 空间 Vect( M)， 对 于 在 流 形 理论 中 
起 重要 作用 的 换 位 算 子 ( 见 Lie 括号 ( Lie bracket)) 
作成 一 个 Li 代数 ，Lie 代数 Vect( M) 和 Lie 代数 
Der (F) 是 一 致 的 .一 般 地 说 ， 这 个 代数 是 元 窃 维 
的 . 如 果 M 是 一 个 Lie Ë, 那么 Vect( M) 中 由 所 
有 左 不 变 向 量 场 组 成 的 子 空间 是 一 个 有 限 维 子 代数 ， 
ВЖ е 群 M 的 Lie 代数 (Lie арсыз of the 
Lie group М); 它 在 Ге 群 理论 中 至 关 重 要 ， 使 人们 
有 可 能 把 Lie 群 的 很 多 性 质 用 Lie 代数 的 语言 叙述 出 
ЗЕ. 亦 见 代数 群 的 Lie 代数 ( Lic algebra of an algebraic 
group ) ; 解析 群 的 Tie 代数 ( Lie algebra of an analy - 
бс group ) . 

如 果 在 上 面 的 例子 中 用 域 k 上 的 形式 寡 级 数 作 成 
的 交换 代数 2 (k) = АХ, с, Х,]] КЖ Р, BE 
Z Vect( M) 就 被 代 之 以 一 个 出 微分 算 子 


р-у. э „Ле (ю) 
аня 6 Li К И, 由 分 别 零 化 外 微分 
形式 

wdX A Лах, 1, 

о ах, лах 


的 导 子 组 成 的 子 代 数 S.C W... H.S W, ЖЖ 
用 > ,(k) ЖР 


i dX ) 


ГЕ 
о= dX, + У (ХХ, 
А 


得 到 的 叶子 的 子 代数 Кси, ，， 和 代数 W,, 一 


起 组 成 无 穷 维 单 Lie 代数 的 重要 类 型 【Carlan 型 Lie 
代数 (Lie algebras of Сапап type ))， 代 数 W, an 
二 最 的 《general )， S, ЖИЮ (вре). H, 称 
为 Hamilionian ， 而 K, 称 为 切 触 代数 【contact кде. 
bra) ， 这 些 代数 是 S. Lic 在 证 究 《k = R W Сэ 
变换 群 时 过 到 的 ， 然后 由 于 各 种 原因 被 Е. Cartan 和 
其 他 人 加 以 研究 ( 见 [15]，[19], [18], [19]). 

4) 下 面 的 一 般 构 所 把 Lie Z 代数 L 和 一 个 群 G 
结合 起 来 ; 可 用 于 群 论 ( 见 Bumside 问题 (Bumside 
problem), [16]). 设 


G=G,2G,ə 


Ë G 的 下 中 心 链 ， 那 么 L 是 诸 商 群 G,/ б, ЁШ 
和 ， 并 且 ， 按 定义 ， 二 个 元 崇 хеб,/б,, у= 
С,/6,,, 的 乘积 是 G,,,/G,,,, 的 元 素 ， 即 分 别 是 
тту ЮК хес, уеб, 的 换 位 于 的 陪 集 ， 
这 个 运算 用 分 配 律 可 扩张 到 L 的 任意 元 . 关于 这 个 结 
构 亦 有 某 些 推广 ( 见 [16] ) 

Lie 代数 的 结构 . 一 个 一 般 生 的 结果 是 Birkhoff - 
Witt 定理 ( Birkhoff - Witt theorem) ， 它 特别 表明 了 结构 
2) 在 一 定 意义 下 具有 泛 性 .该 定 理 的 陈述 如 下 对 域 
大 上 的 任意 一 个 Lie 代数 1. 都 有 一 个 结合 的 天 代数 U. 
使 得 L 可 以 被 同 构 地 孝 人 与 U 相伴 的 Те 代数 (0D， 
[,1)# С 82 8 48 К ( Universal enveloping alge - 
bra)) ， 

Ë r 是 特征 零 的 城 k 上 的 一 个 有 限 维 Lie 代 
Ë. 那么 L 是 线性 的 ， 即 同 构 于 某 个 确定 的 Lie 代数 
M ,(k) 的 一 个 子 代数 (Ado 定理 《Ado theorem ))， 
在 L 中 存在 唯一 的 一 个 极 大 的 称 之 为 根基 (тайса!) 
的 可 解 理想 RC 见 可 解 Lie 代数 (Lie algebra, solv- 
able ))， 进 一 步 ， 在 L 中 有 一 个 子 代数 S( 称 为 Les 
子 代数 (Levi subalgebra))， 使 得 F 是 向 量 空间 S 和 
R 的 直 和 ， 并 且 任 意 一 个 具有 此 性 质 的 扯 代 数 均 可 由 
L 的 一 个 自 同 构 将 其 变 到 S 中 【 见 Levi-Mal'tsev 定 
理 (Levi-Mal' tsev theorem ) , 亦 见 Lei-Mal'tsey 98 
(Т.е -Mal' еу decomposition )). 这样 的 子 代数 5 是 
半 单 的 ( 亦 即 ， 根 基 等 于 0)， 并 且 可 以 被 刻画 为 工 的 
一 个 极 大 半 单 子 代数 ,因此 , L 是 一 个 半 单 子 代 数 和 
一 个 可 解 子 代数 的 半 直 和 ， 这 就 把 特征 为 0 ЖОЙ ЕЙ 
有 限 维 Те 代数 的 分 类 问题 归结 为 刻画 这 两 种 类 型 的 
Lie 代数 以 及 半 单 Lie 代数 在 一 个 可 解 Le 代数 上 的 
作用 (通过 S 在 工 中 的 伴随 表示 对 R 的 限制 实 
现 ) 尽管 可 解 Le 代数 在 一 定 意 义 下 可 由 具 平凡 结 
构 的 1 维 Lie 代数 得 到 《{ 亦 即 ， 它 们 有 子 代数 链 二 = 
了 > 了 > DL =0, 使 荆 ,是 1_ Жн, Н. 
І... 是 一 维 的 ) ， 但 其 结果 是 如 此 之 复杂 ， 以 至 
直到 现在 还 没有 一 个 关于 可 解 Lie 代数 分 类 问题 的 适 


tr 


当 的 撕 式 、 与 此 相反 ， 特 征 为 零 的 域 上 的 有 限 维 半 单 
Lie 代数 可 以 被 完全 刻画 出 来 ( 见 半 单 Lie 代数 (Lie 
algebra , semi - simple )) : 任意 一 个 这 样 的 代数 均 分 虱 
为 单 代数 作为 理想 的 直 和 (而 且 ， 反 过 来 ， 单 Le 
代数 的 直 和 是 半 单 的 》 .在 代数 闭 域 情 形 下 ， 单 Lic 
代数 忆 被 完 金 列 出 ( 见 上 面 的 2 ) ); 对 任意 域 的 情 
形 ， 存 在 着 一 个 程序 ， 可 在 许多 情形 下 ( 例如 对 大 = 
R) 得 到 它们 的 分 类 ， 

特征 为 p> 0 的 域 上 的 有 限 维 Lie 代数 { 即使 对 
代数 闭 域 ) 尚未 研究 得 如 此 详细 . 这些 Lie 代数 有 很 
多 特殊 的 性 质 ， 例 如 共 至 半 单 代数 用 单 代数 来 刻 而 者 
不 是 平凡 的 ( 见 [23]) . 对 任意 p 存 在 着 单 Lie 代数 
的 参数 族 ， 使 得 取 自 不 同族 的 每 对 单 Le 代数 互 不 同 
38. 特征 p 的 Le 代数 的 理论 正在 开创 中 ， 它 奇妙 地 
反映 了 对 应 于 本 原 Lie 伤 群 的 两 类 不 同 的 复 Le 代 
数 ， 即 有 限 维 单 代数 和 有 限 维 可 迁 单 代数 的 特性 ( 见 
[17], [18], [19)). 

无 穷 维 Lie 代数 的 研究 始 于 19 世纪 ， 与 有 限 维 
Li 代数 的 研究 同时 ， 这 些 代数 自然 地 出 现在 Cartan 
在 1909 # ([20]) 创立 的 本 原 伪 灾 换 群 的 分 类 中 ， 这 
些 代数 有 一 个 涉 结 构 ， 其 相关 的 分 次 Lic КОРШ 
©--6б, тне. ЖЗ Lie 代数 是 一 个 强 
有 力 的 镍 究 对 象 ， 该 研究 不 仅 揭 示 了 Le 代数 与 几何 
问题 的 联系 ， 也 揭露 了 与 其 他 很 多 数学 分 支 的 联系 
( 见 分 次 Lie 代数 ( Lie algcbra , gk) ， 亦 见 [17]， 
[18], [22]). 79 Lie 代数 的 例子 最 近 出 现在 数学 
物 更 和 形式 变 分 学 的 某 些 方程 的 理论 中 ( 如 Korteweg - 
бе Vries AF82) (01 14]). 

ж Ге 代数 的 抽象 理论 (例如 ， 见 [9] ) 现在 
处 于 发 展 的 初始 阶段 ，Li 代数 的 表示 论 在 Lie 代数 
的 结构 理论 和 物理 学 的 大 部 分 应 用 中 起 重要 作用 . 

亦 见 超 代 数 {superalgebra ) ，Lie {Ж ( Lie alge - 
Bras, vatiety ОЁ). 
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А. H. Кострикин, В. Л. Попов i 
[ 补 注 ] 现在 设 上 的 特征 р> 0， 一 个 特征 p(p>0) 
的 典型 单 Lie 代数 态 是 特征 0 时 相应 于 根系 4。， В, 
C.a D, EB. Бу, Бу, F. G, 的 单 代数 中 基 一 个 的 
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“类 似 ”. 其 例子 可 以 通过 取 这 些 代 数 之 一 的 Chevalley 
区 而 得 到 ; 这 就 给 出 了 定义 在 Z 上 前 一 个 翻版 (也 就 
是 一 个 形式 ， 见 代数 结构 的 形式 (form of an (авс - 
braic ) stmucture ) ;把 这 组 基 元 的 乘法 表 的 系数 模 p 约 
化 就 得 到 Z (p) 上 的 一 个 Lic 代数 ; 如 时 必要 ， 约 
去 该 乙 1/(p) 上 代数 的 中 心 ， 慰 量 扩张 到 大 了 了 /人 (有 

特征 p>0 的 典型 代数 把 五 种 例外 型 Б, E;, 
Es, F., G; ЖИНГЕ Н ӨЙ. ЖЛ LE 代数 
也 可 以 用 МИБ -Sdligman 公理 ( Mils -Scligman axioms ) 
刻画 (1111) : 如 果 9 是 单 的 (而 月 是 有 限 维 的 ) ， 并 
且 有 一 个 Cartan 于 代数 (Cartan subalgebra )  ， 它 对 
角 地 作用 在 每 个 根 空间 5, 上 ; 进一步 ， 如 果 对 每 个 根 
290 都 有 dim[9,, 9 ..]=1, ЖАШ z, 050 
都 是 根 时 并非 所 有 w + ig (ieZ) 都 是 根 ， 那 么 9 
是 典型 的 ，- -个 带 有 非 退 化 迹 型 的 投射 表示 的 单 Lie 
Кееш (кй). шт к 是 代数 闭 域 ， 典 
型 单 Lie 代数 可 出 它们 的 Dynkin 图 进行 分 关 ， 而 在 
一 个 特征 为 р> 0 的 任意 【完全 ) Ж к 上 的 分 类 可 从 
形式 论 ( 见 (代数 ) 结 构 的 形式 (form of an (algebraic ) 
Stnucture)) A. 例如 ， 在 有 限 域 上 可 以 找到 下 述 -、 
系列 (六 辣 构 的 ) 形式 (对 p#*2, 3): 

ЖЯ А,В, C, G,, Р,, E,, Б, 1; 

型 А> 1), D,(n > 4), Е,: 2; 


p>0 的 域 k 上 ， 除了 典型 单 Lie 代数 
外 ， 还 有 很 多 单 代数 . ЖЕЛЕ Wit 代数 ( Witt alge - 
bra) 中 被 措 述 ， 而 其 余 的 所 有 已 知 的 单 Lie 代数 都 是 
Салап 型 单 Lie 代数 (simple Lic algsbras of Cantan 
турс). 2А W. 5, Н, KK 型 光 穷 维 Lie 代数 和 
Cartan 代数 ( 扭 的 ) 类 比 ， 并 作为 知 下 定 文 的 学 代数 
Ит; n) її САН) 子 代数 出 更. 

在 多 项 式 代 数 k[X，，… ,XX,] 上 定义 p(X,) = 
1@X,+ Х,@1 得 到 一 个 余 代数 结构 (多余 代数 (co - 
algebra ) ) СВ АХ, 5, Х|] 成 为 一 个 Hopf 代数 
《Hopf algebra )》， 其 对 偶 代 数 A (m) Е 
的 交换 结合 代数 ， 由 所 有 形式 和 lc xt 组 成 ， 其 中 
а 才 饥 非 负 整数 的 所 有 тол. ДЯН 


(е 
ЕЗ 


ШШ. ЗВ n 的 每 个 то, ФА(т, n) 是 
H x” 张 成 ， 其 中 г БОЙ а <р", H| A( m; n) 是 
А(т) 的 一 个 子 代数 . 设 W (m, n) Ж A(m; n) 的 
导 代 数 ， 则 (т, n) 是 维 数 为 тр"! 的 单 代数 ， 

јл, +. Ин; (1. 5, 1 就 是 Jacob - 
son - Witt 代数 分 ,， 见 Witt 代数 (Wit algebra) . 

对 W(m; u) 的 各 种 { 衬 的 ) S, H. КЕ СНЕ 


述 见 [A41 — [A7]， 它 们 是 Canan 型 Lie 代数 . ОХ 
Kostrikin -Shafarevich 猜 根 (Beneralized Kostrikin -Sjaf- 
arevich conjecture ) 称 域 k 上 的 每 个 单 Lie 代数 都 是 
Bed sk Сапап 型 的 ， 

上 上 的 限制 Le 代数 (resticted Le ама), 
是 对 任意 xe 8 均 有 уед, Ё (а4(х))' =айбр) 的 
代数 ， 如 果 9 是 单 的 ， 则 y 是 唯一 的 . А Кои - 
kin- Shafarevich 猪 起 (Kostrikin -Shafarevich сопјес - 

为 ， 每 个 单 的 有 限 维 限制 Lic 代数 必 为 典型 的 
或 Cartan 型 的 .在 特征 p> 7 的 情形 下 这 已 被 R.E. 
Block 和 民 . 工 . Wason 证 明 ([A5], [A4] ) , 

Сапап 型 单 Lie 代数 与 典型 单 Lie 代数 有 很 大 差 
Ж}: 前 者 有 等 King 型 ; 它们 的 Canan ЧК Яр 
任意 次 宕 零 且 维 数 不 尽 相同 ; 其 根子 空间 可 以 任意 
大 ; 8 的 < 炉 链 可 包含 所 有 的 根 P+ia(i 一 0，…， 
p 1); 对 于 一 个 给 定 的 维 数 可 能 有 无 穷 多 个 亦 不 共 


900 Санап 子 代 数 ， 见 [A8] – [А1]. 
参考 文献 
[At] беле, Ј.-Р., Algbres de Lie semi -simplcs complexes , 
Benjamin , 196. 


[A2] Varadamjan , У. 5., Lie Broups , Lic aleebras and th - 
чиг reprajentations , Prentice Hall , 1974 

[A3] Britten, 0. 1. and Lemire, Е. W. (о. ), Lie alge- 
bras and related topics, Апкт. Math . Soc , 1986. 

[A4} Block, R. E апі Мол, К. 1,., Classification of 
restricted simple Lie algebras , J. of Algera, 14 
(1988), 115-25. 

[А5] Віоск, К. E. and Моп, R. L., The restricted 
simple Lie alecbras ате of classical ог Cartan type. 
Рек. Ми. Аай. Sci. USA. ВІ ( 1984). 5271 — 5274. 

[A6] Block. R. E. and Wikon, К. L., Restricted simple 
Lic algebras, іп 0. J. Впиеп апі F. W. Lemire 
(eds -) Lie algebrs and relatod topics, Атег. Ма. 
ос., 1986, 3 — 18. 

[A7] Wilson. К. L., A strictura characterization of the 
simple Lie algebras of generalized Санап (уре over fi - 
«14 of prime characterise , J. of Algebra , 40 (1976), 
418 一 45. 

ГА8] Benkart, G... Сапап Subalgebras in Lie algebras of 
Canan type, in D. J. Britten алі Е. W Lemire 
(es.), Lie algebrss and selated topics, Arner, Math , 
ос., 1986, 157 — 187. 

[A9] Воск, R. E., New simple Lie algebras of рите 
Characteristic , Тиш. Amer. Май. Soe., 89 (1958), 
41 一 

{ А10] Bmwn、G.，Caitan subalgebras of Zassenhaus alge - 
bras. Сапай. J. Math., 27 (1975), 1011—1021 

ГАІ } Suade Н. ‚ Cartanalgebren im modularen Liealgcbien, 

Comm. іп Algebra , 5 (1977), 1335 — 1359 


[Жї] 对 上 上 特征 p>7 ЮЖ МОВ, J < 
Kostrinkn -Shafarevich 猜想 已 被 Н. Strade 和 R. Е 
Wilson 证 明 是 正确 的 1 见 1B1]) .这 就 是 说 ， 在 同 愧 
意义 FE， 特征 p> 7 的 代数 闭 战 卡 有限 继 单 Lie 代数 
(不 一定 是 限制 的 ) 必 是 典型 的 
№, SC b БИКО КАГЫ ЖЕЛ Lie 代数 的 分 类 
ЁН, £ p > 7 时 山 完全 解决 . 
参考 文献 
(81) Strade, Н. and Wilson. К. L. . , Clawsification of sim - 
Ple Lie algcbras over alpcbraically closed ficlds of prime 
charactenstiç , Bulletin Amer Маз. Soc . 24 (1991). 
2. 357 - 362 А Е WO Er 


代数 的 Lie 代数 [ Lie algebra , alpebraic ;Ja алгебранчес. 


кая алгебра] 

1) B ТИЕ B 25 Ар V ЛҮ НЕ] 80 8 —#@ 
线性 群 (aenenal linear group) 的 一 个 代数 了 群 ( 见 代数 
群 (algebniic group)) 的 Li 代数. 如果 9 是 了 的 所 有 
自 同 态 的 Lie 代数 的 作 意 一 个 子 代数 ， 则 必 有 包 售 9 
的 最 小 的 代数 的 Lic 代数 ， 称 其 为 Le 子 代数 4 的 代数 
包 (algebraic envelope sÑ algebraic Мой). {ЕЖЕН 
上 的 个 Lie 代 数 8 是 代数 的 一 个 必要 条 件 ， 是 对 于 
谷 个 线性 算 FuE9， 其 半 单 利 蹇 零 分 量 了 和] 均 局 于 
3 СЯ. Jordan 分 解 (Jordan decomposition}) . 这 个 条 件 
次 宇 了 所 谓 殖 代 数 的 Lie 代数 (almost -algrbmaic Lic al- 
вебл). В 是 使 6 为 代数 的 Lie 代数 的 充分 条 
件 . 对 于 特征 为 0 的 域 上 的 情形 ， 使 L 双 代数 4 为 代数 
的 一 个 对 分 必要 系 件 是 ， 对 于 п 和 s=diag (si …， 
в), ПЗЕ ф (53)=diag (ф (3),…,gp(s,)) 的 算 
子 都 在 8 沾 ， 其 申 g 是 到 此 的 任意 一 个 О 线性 映 
射 ,对 于 特征 数 p>0 的 城 的 情形 ，[3] Ж ТОШ 
代数 的 结构 、 

2) икон с 代数 工 ， 在 其 中 对 任意 
xs 工 、 定 义 在 工 上 的 伴随 变换 adx:y 一 [x.y] 是 某 个 
首 1 而 其 余 系数 取 自 上 的 多 项 式 的 概 . 域 k 上 的 有 和 限 
Ее 代数 是 个 代数 的 Lie 代 数 . 友 过 来 是 不 成 立 的 : 
往 任 意 域 X 上 都 有 具有 万 限 多 个 生成 元 的 无 穷 维 代数 
的 Lie 代数 ([41) . 1389 Lie 代数 (Lic algebra .nil) 
类 中 很 多 关于 代数 的 Lie Кюн с 
№ 
参考 文献 

[1] Во, А., Linear dlgebraic groups . Benjamin , 1969 . 


12] Chevalley, C., Théorie ds groupes de Lie, 2, Hermann . 
1951, 

[3] Scigman, б... Modular Lie algebras, Springer, 1967, 

14] Голод, Е. С.. Иза АН СССР. Сер. матем). 28 
(1964). 2, 273-276. Ю.А. Бахтурин 所 
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参考 文献 
[ А11 Hochscluld, G., Basic theory of algebraic groups and 
Ше algebras, Springsr, 1981. АЖ Ж ХА g 


例外 Lie 代数 [Lie algebra, exceptional ; Ли особая алге - 
бра] 
石和 典型 的 单 е С Пе КД (Lic algebra ， 
semi-simple) ) . ТЕЕ УЖЫ] Җ 144 5 种 例外 
的 Le 代数: Е,,Е,, Е,, F. Fl G,, ЖЕ 78, 
133, 248. 52 和 14. 指标 是 这 些 Lie 代数 的 秩 . 这 些 例 
外 Le 代数 的 最 简单 的 线性 表示 分 别 有 维 数 2. 56, 
248，26 与 了 7. 代数 G, 是 Cayley-Dickson 代数 (Cayky- 
Dickson algebra) 的 孚 子 代数 ( 见 环 中 导 子 (derivation 
in аоппд)), ЇЇ 天 是 唯一 的 例外 的 Jordan 代数 {Jordan 
algebra) 的 导 子 代数 ， 这 里 的 Jordan 代数 可 甫 成 Cayley- 
Dickson 代数 上 3 阶 Hermite 矩阵 代数 . 代数 E, Е sP 3 
及 用 例外 Jordan 代数 的 元 素 习 的 线性 包 络 .代数 E, 和 
E, 及 非 代数 闭 域 上 所 有 例外 Lie 代数 的 形式 都 同样 与 
Caykey - Dickson 代数 相关 . 例外 Lie 代数 的 各 种 模型 
可 通过 它们 的 用 循环 群 的 分 次 而 得 到 ( 亦 见 分 次 代 昭 
{graded algebra)) . 对 记 例 外 Lie 代 数 的 连通 的 Lie B£ 
称 为 例外 群 (exceptional groups). #&# Rš |F] Fë 27 ty 
表示 Ий, ЫЯ б, # C = Cayley-Dickson 代数 的 
ААИ 92 Р,Ж C 上 例外 Jordan 代 数 的 自 同 构 群 。 
参考 文献 
[1] Jacobson , №., Lie algebras, Interscicnce, 1962 ( 中 译本 : 
N. 页 柯 坦 外 ， 李 屁 数 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，L964) . 
[2] 2асовоһ, N., Exceptional Lie algebras, M.Dekker, 1971. 
[3] Freudenthal, Н., Oktaven, Ausnahmengruppen und Ok- 
tavengeometrie, Math Inst .RU Utrecht, 1960. 
[4] Rozmfeld.B.A.. Einfache Lic - gruppen und richteuk- 
lidische Geometric ,in Algebraical and topological found- 
ations of geometry, Pergamon, 1962. 135— 155 . 
15] Винберг, Э. B. B кн.: Tp. Семинара по векторному 
и тензорному анилюзу ~, в. 13, М., 1966,7-9. 
[6] Tits,1., Algëbms altematiws,ulgëbrs де Jordan et alge- 
bres de Lic cxccptionclles 1. Construction , frdag, Mat. , 
28(1966), 233—237. 
[7] Tits. 1., Таеп zu den einfachen Lie Gruppen und 
ihren Darstellngen. Springer, 1967. Э,Б.Винерг {д 
[ЖЕР 见 对 于 Cartan 6 |£ BJ š⁄ 88 Пе 代数 (Lie alge- 
bra ,semi-simple) 和 例外 Lie 代数 的 Dynkin 图 . 同样 的 
题 关 也 包含 了 关于 任意 域 上 ， 特 别 是 实数 域 上 ， 单 Le 
代数 的 分 类 信息 . БАК # ХӨЙ É: 


指数 Lie 代数 [Lie algebra , exponential ; Ли экспоненциа- 
льман алгебра], (Е) 型 [ie 代数 (Lie algebra of type 
(Е)) 

个 有 限 维 的 实 Le 代数 (Lie algebra) 9， 对 它 的 
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Во X， 伴 随 去 示 (А, Ие НЕШ ТЕШ ЖП (adjoint 
representation of a Lie group)) 的 算 子 adX 没 有 纯 虚 特 
征 值 .代数 4 到 对 应 的 单 连通 Lie 群 6 的 指数 映射 
(exponential mapping)exp: 9 * СЕ, АС 
是 个 指数 Lie ЁЎ ( Lic group, exponential) . 

笠 个 指数 Tie 代数 都 是 可 解 的 ( 兄 可 解 Le 代数 (1ie 
algebra, sofvable)) . R ЕЁ Tie 代数 (Lie algebra, 
nilpotent ) 是 个 指数 Lie 代数 . 指数 Lie 代数 类 位 于 所 
有 可 解 Lie 数 的 类 和 所 有 超 可 解 ( 见 超 可 解 Lie 代数 (Lic 
ajgebra, supersolvable)) 的 类 中 间 ， 它 关于 子 代 S. 
裔 代数 和 省 限 直 和 是 甘 闭 的 ， 但 对 于 扩张 不 是 封闭 的 . 

最 简单 的 指数 Lie 代数 但 不 为 超 可 解 Le 代数 的 全 
ЖАШ Х,Ү,ЛЯЖ. ИДА 

[Х,Ү]=0,2,Х]=а,Х+а„Ү, 
1Z.Y] =a, X+ a, Y 


刻画 求法 的 3 维 Lie 代 数 ， 其 中 [a,] 是 个 复 的 但 不 是 
ЗЕЕ ВОВЕ. 以 X.,Y,Z ЖЖ, 0 


[X,Y]=0, [Z,x]=Y, (Z, Y)=— X 


为 定义 关系 的 3 维 正 代数 9 是 可 解 的 ， 但 不 是 指数 工 
代数 . 

一 个 Lic 代数 8 是 指数 的 ， 当 且 仅 当 8 的 序 有 要 
{ 见 根系 (root system)) 形 如 a+iB， 其 中 х рж 
土 实 线性 型 遇 与 a 成 比例 ( 哆 [1])，、 或 者 8 没有 商 代 
数 能 包含 一 个 同 构 于 9, 的 子 代数 . 

可 参考 指数 Lie 群 ( Lie group, exponential ) 

В.В.Горбацевич Ж ТАХ Ж 邓 拖 明 # 


А Ше 代数 [ Lie algebra , бее;Ли свободная алгебра |, 
КК 
Инш B Bi ЕЕ X 50) Пе Ж (Lie algcbm) 工 = 
ІХ), МХЕ СВО G 的 映射 均 可 扩张 碟 了 上 
到 G 的 同志 ,了 的 基数 完全 决定 了 L(X)， 称 为 L( X) 
的 秩 {rank) ,一 个 自由 Lie 代数 是 一 个 自 出 玉 模 (其 
基 ， 见 基本 换 位 子 (basic cormutaton ) . 域 上 自由 Lie 
代数 欧 一 个 子供 数 本 身 也 是 自由 Lie {{ (Ширшов 定 
理 (Shishov theorem)，{1]) ` 如果 R=Z, ЖАИ 
RATE ЫМ ЖЕҢ ih Abel 群 的 条 件 下 玫 成 立 (12]) . Ж 
上 一 个 自由 Lie 代数 的 所 有 有 限 生成 的 子 代数 构成 其 
Br Y08888 0 — FF 38 (131). №, Марте (141) # 
立 了 自由 Lie 代 数 与 自 出 群 及 与 自 出 结合 代数 二 者 之 
间 的 关系 . 
参考 文献 
[1] Ширщов, A. H.. € Матом, сб.Ў. 33(1953)у, 2, 441—452 
[2] Маи, E., Dic Unteminge der frmen Lieehen Ringe. 
Math Z.. 64 (1956). 195—216. 


[3] Кукин, Г П., «Амебра и norway, 16 (1977). 5, 
577—585. 
[4] Magnus, W., Ueber Bezichungen zwischen hóheren Kom- 
mutatoren , 7. Reine шн. Math., 177 (1997), 105—115. 
[5] Bakhtunn, Уш. А., Identical relations іп Lie algebras, 
VNU. 1987( B 83). Ю.А, Бахтурин 所 
【 补 往 】 可 以 从 出 关 侍 成 的 自由 结合 代数 А(Х) 开始 
去 构造 工 (X)， 先 把 4{X) MR Lie Ж [a, b]|=ab—ba 
作成 Tie 代数 4(X) . 于 是 上 (X) 是 4(X) të ih X E 
成 的 Lie 子 代数 ， 而 4(X) 是 工 (X) 的 证 包 络 代数 
(universal enveloping ара). 7° 
在 灵 基 特征 为 和 的 域 时 ， 关 于 4(X) 的 哪些 元 未 
属于 工 (X)》， 册 Specht - Wever 定 理 (Specht- Wever the- 
orem) 和 Friedrichs 定理 (Friedrichs theorem) 分 别 给 出 
更 明 销 的 结 果 ,前 者 指出 ， 一 个 由 次 的 并 次 元 属于 
L(Xy 当 且 仪 当 ga=ma， 其 中 ao: A(X) > L(X) 
Жн} х ЄХ, 
сбх) ртр x.) 
定义 的 钱 性 映射 . Friedrichs 定理 指出 、 对 于 浆 有 限 情 
JÉ. ac A(X) R T L (X). #4 B iZ š ša=a @1 + i@a, 
其 中 5 是 对 任意 хєх н х=х®1+1®хж УХ 
A(X) ~ A(X)@ A(X) В. 
Вч Lje 代数 是 Campbell - Baker-Hausdorff 公式 在 
其 最 一 般 形式 下 的 最 佳 阐述 . 
参考 文献 
[AL] Jacobson , N., Liz slgebras. Interscyence, 1962 ( 中 译本 : 
N. В, 李 代 数 ,上海 科学 技术 出 版 礼 ，1964 ) 
[А2] Bourbaki. М . Elements of mathematics. Lie groups 
and Ше algebras Addison - Wesley, 197s( 译 自 法 文 ) . 
ао # дй 校 


全 可 解 Lie 代数 [Lie algdwa, fully-solvable; треуго - 
meaaa алгебра Ли] 


同 超 可 解 Lie 代数 (Lie algebra, supersolvable ) . 


分 次 Ше 代数 [Lie algebra, graded ; Ли градунрованная 
aume5pa] 

由 一 个 交换 群 4 来 分 次 的 域 上 上 的 Lie 代数 (Lie 
algebra ) 9 ， 分 甫 成 子 空间 8 (wS A) 的 直 和 ， 满 足 
19., 759.00. ШЖ 4 É — £ Ж (onkered 
grup). 、 则 对 于 每 个 滤 Le 代数 【见证 代数 【fitered 
aleebra 力 ， 其 相伴 分 次 代数 { gmaded algebra ) 就 是 一 个 
分 次 Lie 代数 ， 

分 次 Ше 代数 在 有 限 维 单 Lie 代数 ，Jordan 代数 
及 其 推广 ， 以 及 本 原 伪 变 换 群 的 分 类 中 起 重要 作用 
( 见 [3], [4])， 对 于 任意 的 实 半 单 Lie 代数 ， 其 Car- 
tan 分解 ( Cartan decomposition ) 可 以 认为 是 Ж, 分 次 
的 ,对称 Riemam 空间 的 局 部 分 类 可 归结 为 Z, 分 次 


的 复 单 Lie {ДИЙ МИИ 

某 些 分 次 Lie 代数 的 结构 . 1) 设 U 是 一 个 有 递 
ЖТ (О, КЕ) кР ( 见 结 台 环 与 结合 
数 (associative rings ard algcbras)) ， 候 定 [U 7 
其 中 如是 一 个 固定 的 自然 数 、 再 设 4 一 
ШИ. бы ‚|. Ж 口 由 的 换 位 了 运算 在 空间 u = 
КИШ 个 Z jk Le 代数 结构 ,用 
-一些 以 Poisson 括号 (Poisson brac - 
кез) 为 换 位 子 的 函数 Lie 代数 ， 住 以 下 二 例 中 ， 对 于 
к>0, = 0%; ff k<0,U,=0.a) # СМ 
WWW жия fiikun. 而 U, 
0/дх,, q = x (i= 1, m) 
.那么 [0 USU... H. ав 
以 р, 和 а, 的 多 项 式 为 元 素 ， 以 通常 的 Poission 括号 
为 换 位 子 运算 的 Lie 代数 . by 设 U 是 有 限 维 Lie (Ç 
数 和 的 泛 包 络 代数 【univeral enveloping algebra )， 月 
б,=9. 那么 ， [U4 USU, a. Пий Н 
构 于 8 上 的 对 称 代数 (作为 向 量 空间 ) ， 也 就 是 对 偶 
空间 а 上 的 多 项 式 代 数 (Poincaré-Birkhoff - Witt 
定理 (Poincare-Birkhofr- Witt tneorem)) — Д 9 居 
Ë Lk BË G 的 Lie QR, ЖА u 的 元 素 的 换 位 子 
可 以 香 作 是 在 余 切 然 TG БРЕ Л ЛЕ ИҢ ЖОЙ) 
Poisson 括号 ， 上 或 者 十 在 余 翌 随 表 示 的 雪 道 上 的 Ровѕол 
括号 ， 这 一 表示 由 轨道 上 的 标准 辛 结构 所 确定 . 

2) 设 Chark #2. ñj ÉE Ë k Е-Е 
二 次 型 8 的 n 维 疝 量 空间 ; е, е, Ж E HJ 

个 正 交 此 ，Clford # ( Clifford algebra) С(0) 
Eh] Че, сс, e 》 (i < <i.) 的 和 的 
+Z 分 次 . 对 于 n=2m， 代数 

сд) 的 迹 为 零 的 元 素 构 成 一 个 4 型 的 单 分 次 Lic 
“一 1， 它 的 分 次 是 高 庶 对 称 的 ; 特别 
地 ， 所 有 的 分 次 半空 间 都 是 等 价 的 . 类 似 的 分 次 (用 
各 种 有 限 群 ) 对 于 其 它 单 Le 代数 亦 存在 (11]) . 

3) 每 个 变换 Іле 伪 群 ( pseudo -group ) 对 应 ~ 
向 量 场 Lie 代数， 该 Lie 代数 在 任意 点 的 芽 ! 有 一 个 
自然 的 Z с] 


е; Pl Pl >: 


Җир, Багер НЯ, АЕ RBI RAS r f K 
T k+1 次 需 的 者 级 数 ， 它 的 相伴 分 次 Lie 代数 可 看 
作 多 项 式 向 量 场 的 Li 代数 . 
单 分 次 Lie 代数 的 分 类 . 下 而 四 个 系列 的 单 的 大 
限 维 分 梁 Lie 代数 对 应 着 单 的 本 原 Lie 伪 群 ( 见 [5]): 
W,, nn 维 仿 射 空间 上 所 有 和 多项式 向 量 场 作成 的 
пе в 
S,, W , ОНА УЕН Г Н КД: 
H,, ЮЕ n = 2m，W,， 中 由 等 化 微分 形式 
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Ld A ах, 


ft ІВ B ( Hamilton 向 重 场 ) ТЖК. 
к. Ak n =2m+ 1, W, 中 出 微分 形式 


Ў хийх, x dx...) t dx, 
Е 


乘 以 -个 函数 的 风量 场 组 成 的 地 代数 

在 特征 p > 0 的 域 上 可以 定义 类 似 于 W.. S,, 
H, À! K, НОНЕ АК Lie 代数 ( 见 [5]) 

用 下 列 方法 可 以 得 到 其 他 类 型 的 单 分 次 Le 代数 
([4])). Ë ó = 9(4) 是 出 一 个 不 可 分 解 的 Cartan Ж: 
4=la,l(i,j=1, n) 确 定 的 Lie 代数 (从 现在 
起 使 用 Cartan 矩阵 ( Cartan matrix) Жа). 代数 9 H 
有 -个 使 得 пе go eeg 六 sg M Z* 分 次 , 其 
由 a, В 2 ЭН 1 的 行 (0…1…0) . 8 0, 
0 的 元 素 xeZ" 称 为 根 ， 而 a; ЖАЯА. {ЕШ 
起 单 根 的 带 同 号 整 系数 的 线性 组 合 ， 晶 对 任意 x ez", 
йт, <o0 .3 对 于 其 中 心 ( 它 含 在 9, 中) 的 商 代 
Ë 9 (А) 作为 分 次 代数 是 单 的 ， 即 不 含 非 平凡 的 分 
Кн. 

设 只 号 正 系数 矩阵 A 的 行 向 量 的 线性 组 合 的 余 
Ж. 那么 ， 下 列 情形 之 一 成 立 : 

(P) 及 会 一 行 ， 其 所 有 元 家 都 是 正 的 ; 

(7) R&—T+ZÜ; 

(N) 只 含 一 行 ， 其 所 有 元 素 非 负 ， 

在 情形 (P) F. 4 {4)= 3 (A) 是 有 限 维 单 Lie 
КФ. ЖЖ CN) 下 ，8 (A) 是 无 限 维 单 Lie 代 
Ж. 在 情形 (7) 下 ， 代 数 8 = 0'(A) 仅仅 作为 分 
次 代数 是 单 的 ， 它 可 以 转换 成 一 个 K[u, и) 代 
Ж. 098: a)xg:= 9,,,， 其 中 v 基 正 数 的 行 ; H 
b) ЧЕ 8'/(1 一 x) 8' 一 有 是 有 限 维 单 Lie 代 
Ж. 行 ， 的 诸 分 最 v, 的 最 大 么 因子 等 于 1, 2 或 3， 
称 为 代数 9“ 的 指数 (index of йе аба 5'). 

下 面 的 表 是 带 有 { 艺 ) 型 Cartan 短 阵 的 所 有 单 分 
次 Lie 代数 的 细 目 .这 里 代数 9” 用 与 之 相伴 的 单 有 
Юж Lie 代数 9 的 相同 的 符号 表示 ， 但 用 括号 附加 其 
指数 . 

Ta Blim ТЭР 4， 它 的 项 点 与 单 根 对 应 ; 
第 i 个 和 第 j 个 顶点 用 (euen) 重 边 相 连 ， 如 果 
[а> |а„], мониа аА, WI 
[е „= Га, |, ЖШ. 顶点 上 方 标 上 数 уу. 

以 县 有 (Z) 型 Carlan 0099 Lie 代数 为 工 
具 可 进行 乙 。 分 次 有 限 准 单 Lie 代数 的 分 类 ( 见 [4]， 
[2]). 62, 8 9 = (А), ЭР A 满足 条 件 
(Z), W p: Z" — Z hl p(s,) 20 B рь) =m 
ЮИ. ЯАЖ kez, 0, =), 09: ЖОН 
ВА 0 єў F, ВИН k Ж m 的 剩余 
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类 确定 ， 且 分 解 9 一 ?9 是 š WU Z, ЯК. 如 
ж K МИНИН. ЖАШ ЖУ, итын 
得 到 K ЕЙ Z, 分 次 的 有 限 维 单 Lie 代数 9' 
的 指数 等 于 代数 9 ЖООП ПИШЕ АНЫК 8: < 1 > 
(ехр(2лїК/ т))х, хес, 的 阶 数 . 

满足 下 述 条 件 的 Z 分 次 单 Le 代数 8 = Y p... 3, 
有 一 个 分 类 : a) ЖТС N тд, «С^: 
b) 8 出 子 空间 3 .1 +8, 十 8, 生成 ; с) 4, 在 94.) 
上 的 表示 古 不 可 约 的 . 在 这 种 情况 下 ，8 是 有 限 维 的 ， 
或 者 是 代数 И, 5, H. K, 之 一 ， 或 者 是 由 (Z) 
型 Cartan 仑 阵 定义 的 ， 带 有 一 个 适当 席 Z 分 次 的 代 
# 0 (A), MBO(41. 

— Lie 超 代 数 ( superalgebra) 有 了 时 称 为 7,4} 
次 Lic 代数 . 


参考 文献 
[1] Алехсеевский А. В., {Функциональный апализ и 
сго приложения 3), 8 (1974), 4,1—4. 


[2] Винберг, Э. B... «Изв. АН СССР. Сер. матем. у, 
4 (1926), 3. 488 ~ 96 
13] Кантор, И. Л., Ç Tp. семинара по векторному и 


тензорному анализу …》，1972 16, 407 — 49. 


[21 Кац. В. Г., < Изв, АН СССР Сер, мгасм. у. 
22 (1968). 6, 1323 – 1367. 
15] Кострикин, А. И., Шафаревич, И. Р., «Изв. АШ. 
СССР. Сер. матем. >, 33 ( 1969). 2. 252 – 32 
[6] Навазог. 5. 
syrunctic spaces, Acad. Риз, 1978 
Э.Б. Винберг JE 
[МЕЛ Lie 代数 W (A) ЖУ Кас -Moody 代数 (Kac - 
Moody algebras ) ， 它 们 与 数学 和 数学 物 埋 的 很 多 领域 
83836 ( W[A2]) . 
有 了 时 也 在 分 次 Lie 代数 ( gruded Lie algebra ) 这 一 
名 词 表 达 另 一 种 含义 . 即 -4 Z s Z (2) EK PI Н 
空间 V = Фу, ВЖ 


Ll]: Vx V > V, 


Differential goornetry , Lie groups. und 


使 得 
[V,, V |= V 


Гх, у] С) у. x] xeV,, yeV,. 
H 
《一 
t (-1)°[íz. х]. у]=0. 
对 所 有 хЄү,, ує/,. ze V, 成 立 . ВШ. V = 
ФУ, 有 一 个 分 次 Lie m (graded Lie product ) 或 分 次 
Lie 括号 ( graded Lie bracket > . 

分 次 Lie 括号 可 以 很 自然 地 产生 ， 例 如 代数 和 复 
结构 的 形变 的 上 同调 理论 ([A4]) ， 一 个 带 有 分 次 Le 
括号 的 分 次 向 量 空间 矿 不 是 通常 意义 下 的 Lie (8 
数 . 一 个 Lie 超 代 数 是 一 个 具有 Z/(2) 分 次 Lie 括 
号 的 6102) 分 次 问 是 空间 

Yirasoro 代数 (Virasoro algebra ) 在 基 子 场 论 的 新 
进展 中 有 根本 性 的 重要 地 位 ， 这 是 一 个 上 共有 基底 L, 
(Ае) 和 c， 以 及 交换 关系 


m) — m 


С L,]= пен), Bm -vc 
В (2351 ) Lie 代数 . М [А1]. 
参考 文献 

[AL] Кас, У. G. and Raina, А.К... Bombay lectures on 
highest wesght representations , World Socntific , 1987. 

1A2] Кас, Ү. G., Infinite -dimensional Lie algebras , Cam - 
bridge Оліу. Press, 1985. 

[АЗ] Mathieu, О, Classification des арёЪпз de Lie gra- 
duées simples de croisance < 1', шет. Мий., 86 
(1986), 37) ~ 4% 

ГАА] Hazewirkel ‚ M апа Gerstenhaber, М. (eds .) , Defor - 
mation theory of algebras and structures and арріка - 
tions , Kluwer. 1988 ТАХ W 


线性 Lie 代数 | Lie algebra , linear ;JI линейная алгебра], 
域 大 上 的 

线性 Le К. лж к А (хост 
эрисе) V 的 线性 变换 的 Lie 代 数 ( Lie algebra}g; Ж 
的 吉 法 黄 及 其 元 素 用 类 中 元 素 去 乘 均 控 常 规定 义 ， Tí РЯ 
元 素 x. y€g 的 换 位 子 由 公式 

[x,y]=xy-yx 

ЖЩ (хуй ух со ЕИН Ж ЖН). tH V B) Er fi 
线性 变换 组 成 的 线性 Lie 代数 记 成 4LCV) .如果 
УА". WL(V) А ВА А ЕЛЕ п ДРЕ 
合 ， 并 记 为 $8L(n,k) ,任意 线性 Lic 代数 必 为 某 个 Lie 
代数 аги) 的 子 代数 . 

例 1) 设 六 有 结合 代数 结构 ,那么 六 的 所 有 导 
子 ( 见 环 中 的 导 子 (derivation іп a ппр) 构成 一 个 线性 
IE 代数 . 如 果 了 是 -个 Le 代数， 那么 对 于 一 个 固定 
Ж хер, ШАХ у + [х,у]. ye V. W XE x 38 


adF=[adx:xey 


直 个 线性 代数 ， 称 为 了 了 的 伴随 线性 Li 代数 (adjoint 
linear Lie wlgebra) 或 内 时 子 [ie 代数 (Li айва of in- 
nor derivations) . 2) 设 大 是 个 茂县 宫 某 个 非 平凡 的 绝对 
值 是 完全 的 ， 设 了 直上 上 完全 冉 范 空间 ， 并 设 G E V 
的 变换 的 线性 Lie 群 (linear Lie group)， 即 V 的 所 有 自 
Flint Le Н — 4 Lic T 38. ШЕ G 的 Lie 
代数 (见解 析 群 的 Lie 代数 (Lic algebra of an analytic 
group》 可 自然 地 与 (Р) 的 一 个 Lie 子 代数 等 同 起 
来 ， 即 它 是 -个 线性 Lie 代数 . 
任意 一 个 有 限 维 Lie 代 数 屯 某 个 线性 Lie 代数 的 同 
构 喘 射 的 存在 性 问题 、 在 关于 群 论 和 Ге 代数 的 第 一 
批 论 文中 就 已 经 提出 了 ， 但 到 1935 年 才 由 Ado 定理 
(Айо theorem) 正面 解答 ( 见 14]): 特征 0 的 域 上 的 每 
个 有 限 维 Le 代数 3 都 有 一 个 忠实 的 有 限 维 表 示 p( 进 
一 步 ， 如 果 大 g 的 最 大 赛 零 理想 ， 可 选择 p 使 (ny) 
的 所 有 元 素 痢 塞 等， 亦 见 Ше 代数 的 表示 (reprisentation 
of а Lie algebrma))】. 一 般 地 ， 这 个 定理 对 于 Lie 群 的 类 
推 不 一 定 成 立 ， 便 如 ,2 阶 实 的 么 模 短 阵 群 的 万 有 村 到 
(universal сомів) ЗЕ. 
亦 见 代数 的 Lie 代数 (Lie alpebra, algzbraic ). 
参考 文献 
11] Понїрягин, Л.С., Непрерывные грушы, 3 юд.,М., 
BB (тж: Л.С. жнее, жав) 
С), ЯАВ, 1957) 
{ 2] Bourbaku. N., Elements of mathematics, Lie Broups and 
Lie algebras, Addison - Wesley, 1975 BE Ж}. 
131 Ѕеле, Ј.-Р., Lie @рергаѕ and Lie groups, Benjamin - 
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1965. 
[4] Адо, И.Д., Успехи матем. науку, 2 (1947), 6, 159 
18. В.Л.Пож # ФАХ Ж ЯНИ 校 


局 部 Пе 代数 [Lie algehaa local; Ли локальная алге - 
бра] 

局 部 Lie {Ч# ЛЖ ЖШ ЗЕЙ M 上 的 光滑 
函数 (或 更 般 地 说 ， 是 M 上 光滑 向 量 欠 E 的 光滑 
截面 ) ， 其 换 位 子 运算 在 С 拓扑 下 连续 且 有 局 部 特 
性 , 即 

зирр[/\, f2] < supp f, Nsuppf;, 
其 中 ГЕВ (截面 )f 00 38. 对 于 有 一 维 纤维 的 
向 量 从 E( 特别 地 ， 对 通常 画 数 )， 局 部 Lie 代数 的 
完全 分 类 晨 已 知 的 ( 见 [3]} .事实 上 ， 在 这 种 情况 
下 ， 换 位 子 运 算是 一 阶 的 双 可 微 算 子 ， 其 形式 如 下 ; 
LI. f.] = 


= Ус" (х) лё, Хаб) Ола, — д, Л), 


其 中 д,= 0/0x' 是 对 M 上 的 局 部 坐标 的 偏 导数 . 
其 次 ， 设 P(xy 是 出 和 内 量 

aG) = ах), 和 ce'(x)= Уст), 

ї= 1,5,8 

ЕЖ T. M Та], T, M М 在 点 x 处 的 切 
空间 ， 则 广义 函数 {P{(x): хем}, Ж M 
可 以 分 解 成 积分 流 形 的 并 U J M. 接 位 子 运算 与 到 
М, 上 的 限制 可 交换 ， 并 具 由 此 在 MM。 上 引起 的 局 部 
Lie 代数 的 结构 在 以 下 意义 下 可 还 的 ， 即 对 于 任意 点 
x, P(x) 与 包含 x 的 积分 流 形 М, 的 切 空间 重合 . 

如 果 不 计 基 和 纤维 中 变 元 的 变换 ， 每 个 可 迁 注 部 
Lie 代数 由 基础 菠 形 的 维 数 局 部 地 确定 ， 对 于 偶数 维 
的 流 型 ， 它 同 构 于 Poison 括号 ( Рокол brackets ) 代 
数 ， 而 对 于 青 数 维 流 形 ， 它 同 构 于 Lagrange 括号 代数 
( Ж Lagrange 括号 ( Lagrange bracket) ， 亦 见 [1]). 

局 部 Lie 代数 的 一 个 例子 是 C"{R") 中 的 Le 
代数 结构 ， 它 可 以 说 明 一 般 的 理论 ， 其 中 


U, f.) L Pa a.f. 


这 里 cy E n 维 Lie 代数 9 的 结构 常数 ( 见 [2]) . 
此 时 ， 流 形 M = R" 自然 地 等 同 于 8 的 对 偶 空间 0°, 
而 到 子 流 型 М, 的 划分 重合 于 8" 到 余 伴 随 衷 示 ( coa - 
djoint representation ) 的 轨道 的 划分 . 

局 部 Lie 代数 是 作为 一 类 无 穷 维 Lie 祥 的 Lie 代 
数 出 现 的 特别 地 ， 它 们 是 在 了 .下 . АШ 意义 下 的 微 
分 群 的 Lie 代数 ([4]) . [5] 刻画 了 与 具有 2 维 纤维 
的 线 上 的 从 相 联 系 的 局 部 Lie 代数 .所 有 这 样 的 局 部 
Lie 代数 都 是 Lagrange 括号 代数 ( 在 这 种 情况 下 ， 与 
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向 量 场 的 Lie 代数 重合 ) 用 一 个 带 有 — ft +T š BJ >É А 
局 部 Lie 代数 所 作 的 扩张 ，[61 ин Т Ар) 
Lie 代数 的 -个 分 类 。 
参考 文献 
[1] Apnoma, B. И., Математические методы клїоси- 
ческой физики, М., 1974( ЖЖ: Amol'd. V. 1 . 
Mathematical methods of classical mechanics , Springer ， 
19783. 
[21 Березин, Ф. А., & Функциональный анализ и его 
приложения), 1 (1967), 2.1- 14. 
13] Кириллов, А. А., {Успехи Матем. Наук}. 31 
(1976), 4. 57—76. 
14] Rüt, J. Е., Ріта! groups and formal Lie theory 
for an infinite number of variables. Алл. of Math. (2), 
50 (1950), 708 — 726 
[5] ВШ, J. Е., Differential groups of Order two, Алп. of 
Math. (2), 53 (1951), 49 ~ 59 
16] Wesfeler. В.. Оп Lic algebras of derential formal 
Boups of Ritt, Вий. Атет. Math. Sec., 84 (1078), 
1,122—1%. 


【 补 注 3 关于 局 部 Lie ЧИК ( ЖОҢАП ЭЙ #1) 在 向 重 
手 化 作 形变 论 通 近 中 的 作用 的 说 明 可 见 [A1]. 
A. А Кириллов Bë 


参考 文 南 
ТАТ] Lichnérowicz. А., Applications of ће deformations 
of ajgebrac strmctines to geomeiry and mathematical 
plysics, її М. Hazewinke and М. Gestenhaber 
(eds .) : Deformatiop theory of algebras and strutuns 
and applications , Kluwer , 1988, 855 — 896 
ФАА ж 


ЗЕР Lie 代数 {Lie algebea, пй; Ля нальалгебра | 

域 上 上 的 一 个 Le 代数 8， 有 函数 n:9xs-，N， 
使 得 对 任意 x, yea Ж (ads) Cn (у) =0 其 中 
(adx)(y)=[x,y] ,对 于 说 等 Lie 六 数 的 主要 问题 涉及 
关于 8 ,k,n 的 使 8 为 (局 部 } 知 等 的 条 件 ( 见 署 夫 J 记 代 
数 (Lie algebra, nilpotent )) . 一 个 六 上 有 限 维 的 话 零 Lic 
ТОРН). 另 一 方面 ， 在 任意 域 上 都 有 有 限 生 成 
的 衣 替 代数 不 是 军 零 的 ([1]) , 设 上 是 个 常数 in E 
Chark=0 或 nS<pt1， 其 中 p=Chrk>0, #Ж Lie f€ 
数 必 为 局 部 署 零 的 (Кострикин 定理 (Kostikin theo- 
теш), [2]). 在 是 局 部 可 解 的 情形 下 ,局 部 署 零 性 亦 
然 保持 . 如 果 nzp 一 2， 一 个 无 限 从 成 的 沸 零 Lie 代数 
不 一 定 是 短 零 的 { 见 [3])， 且 对 于 n 之 p+1， 在 可 解 性 
条 件 之 下 非 宕 零 性 仍 可 出 现 . ЖЖ. Е.И. Зельмянов 
证 有 明了， 如 果 Chark=0, ШЕ Lie {ЖО ЖЕМ (ШИ 
16]), В нр], МЕЖЕ 
МЕ p>0 к K fJ 8 2 Lie 代数 的 研究 与 
Bamside 问题 (Bumside problern) #2193 , 


参考 交 献 
[1] Голод,В C Изв, АП СССР. Сер. матем. 5. 28 
(1984). 2,273—276. 
[2] Косгрикин, А И., € Из АЧ СССР Сер, матем у, 
2311959), 1,3—34. 
[3] Ратмыслов Ю.П. { Алебра и тика. 10 (1971). 
133-4. 
14) Bahtunn, Үз, 
19%. 
[5] Braun,A ‚ Liz rings and the Engcl condition, J. of Al- 
Eebra. 31(1974y. 287—292 
[é] Kostikin. A 1., Aound Burnside、 Sprirge!, 1989 Ж 
С). Ю.А Бахтурин j 
【 补 注 了 
参考 文献 
ГАР] Jacobson, №. Lie algebrus ,Interscience 1962 ( 中 详 
Ж: N. PPT d. (САКО, L PFPP E R BDE, 1964). 
[А2] Hurnphneys. J. E... Introduction ta Lie algcbras амі te 
presentation theory, Spnnger, 1972( 中 译本 ; J.E. Lp 
ЖЛ. UB К Жл ЧЕ. 14 ЖЕЕ ЖН 
Б, 19811 ФА Ж ФА t 
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ЖЕР Lie 代数 [ Lie algebra , nlpotent ; Ля нильпотентная 
алгебра ] 

域 上 上 满足 下 列 等 丛 系 件 之 一 的 代数 (algebra) 4. 

1) 有 8 的 理想 的 有 限 降 链 {9,}c,。，， 使 得 93,=8， 
3s={0}， 且 对 Ogicn， 有 [9,3,] 95 

2) 对 于 充分 大 的 k，Ct9= (0) (相应 地 ， 
C8 二 9)， 其 中 C8 和 Ci 分 判 是 下 中 心 列 利 上 中 心 
列 的 项 ; 

3) 有 使 得 对 任意 x... x 8 9 ЩЕ айх айх, 
=0. 

ЗЕТ ШУК ҮЕ B]. 
而 F=1V,) 是 其 中 的 一 个 旗 (Пав). ЖШ 

п(Р) ={xeEndV: xV с, ЖГ 21) 
是 V 的 所 有 线性 变换 的 Le 代数 81(V) А 
代 教 ， 如 果 选 择 了 的 “个 与 旗下 机 容 的 基 , 那么 对 此 基 
впр) 的 元 罕 可 用 主 对 角 线 为 0 的 上 三 角 和 矩阵 表 
Ж. BE F yE (Bi dimV,=k), BZ Ж 
零 线性 Lie 代数 (Lie algebra, linear) n (m, k ) 出 所 有 主 
X10829 тт ТЕЕ. 

ЖЕЕ Ее 代数， 如果 dim8>1， 则 其 换 位 
子 理想 的 余 维 数 codimn[g.9]>2. 特别 地 ， 如 果 
Фіто <2. UU 9 是 交换 的 . 唯一 的 非 交换 的 三 维 千 零 
ео п (3. к) . 2 F JL 4 I 8 (34 
k=C, ЖР йш <7)ж р Lic 代数 已 经 开 列 出 来 ， 但 
贷 然 没有 它们 分 类 的 一 般 途 径 (1989) . 

寡 零 Lie 代数 (早期 它们 匀称 为 特殊 Lie 代数 
(special Lie aləebras) sÀ 0 fJ Li 代数 ) 在 S.Lie 关 于 微分 
方程 积分 方法 研究 的 第 一 阶段 就 局 经 过 到 了 . 可 解 Lie 


代数 (Lie algebra,solvable} 的 分 类 在 一 定 意义 下 归结 为 
ЖОЖ E Lie C. 在 任意 有 限 维 Lie 代数 中 都 有 一 个 
ЖЕКЕ ЖЕЛЕЗЫ ([2] ЮЕ, НЭН (їй radical)) 、 
па ШАЛЕ y — 不 林 约 的 有 限 维 表示 
的 核 的 交集 (ЕЕ 88, 3F N, Lie 代数 的 表示 (Tepresenta- 
tion of а Lie algebra}) ( 见 [1],[4]) . 如 果 T 是 代数 9 
ШЕЕ ЕЗ Ж ns 
{4,т}={в,а]7\т 


重合 . 商 代 数 3 n ВН (81294 Пе 代数 (Lie alge- 
bra. rfeductive}}， 六 且 n 是 有 此 性 质 的 最 小 的 理想 . 如 
Ж chark=0、 则 溪 零 棚 由 所 有 使 得 айх Ж x= r I 
成 

研究 C 上 约 化 Le Ко. BM EH Р 
数 ， 它 们 是 殷 物 子 代数 (parabolc subalgebra) 1 
根 , 当 4=98[( 玉 ) 时， 这 些 竹 零 子 代数 与 上 面 考 忠 过 
的 子 代数 n(F) 重合 .8 的 一 个 Borml 子 代数 ( 见 Borel 
子 群 (Borel subgroup)) 是 9 的 一 个 由 宪 零 元 组 成 的 极 
大 子 代 数 ， 不 计 共 颖 意义 下 是 唯一 的 . 更 广 的 一 类 短 
Бак ЕЕ КЕШ W H 9 ЛАО ЕЕ 
意 理想 形成 ， 当 5 = (И) 时 ， 这 些 署 零 Lie 代 数 已 在 
[6] 中 被 分 类 (标准 训 零 代数 (standard nil algebras) ) ， 
而 一 般 情形 下 在 [7] 中 ` 

一 个 血 替 Le 代数 的 中 心 必 是 大 平凡 的 ， 而 任意 
一 个 舌 零 Lie 代数 均 可 有 由 界 竺 代数 的 中 心 扩 张 列 得 
到 . Же Ка РК. ВК 
张 、 有限 直 和 是 封闭 的 . 特别 地 ，n (n ,k ) 的 任意 子 
代数 是 餐 零 的 ,反之 ,任意 一 个 有 限 维 窜 替 Lie 代数 
МА п (тк) 的 一 个 子 代数 ， 对 菜 个 m( 如 果 
chark=0); 这 是 Адо 定理 的 特殊 情形 ( m. [1], [2]). 

如 果 9 是 一 个 任意 的 有 限 维 Lie 代 数 ， 那 么 它 的 任 
ЗЕР Н xf T Ке 3 (Killing form) 必然 与 它 正 
Ж: 特别 地 ， 对 于 一 个 矫 零 Lie 代数 ， 该 型 是 平凡 
в. 

++ Lie 代数 理论 的 主要 定理 之 一 是 Боро! 定理 
(Engel theorem): 如 果 p:9 — 0 1( V) ЖЖ Let q 
ЛВ ЯК, ВУЖ хед, (x) E AE 
的 ， 则 必 有 一 个 完 念 标志 下， 使 得 P(9) cn (Р). 
Engri 定理 意味 着 一 个 有 限 维 Li 代数 9 ЖЖЖ, ч 
且 仅 当 对 某 个 n 和 所 有 的 xe8 有 ad"x=0、 也 就 是 任 
意 xe8 ЖЖ. 

Engl 定理 包含 了 一 个 关于 睾 零 Lie КЖЕ 
示 的 刻画 ， 这 个 关于 任意 有 限 维 表示 的 刻画 是 Н. Zas~ 
senhavs 的 工作 (Ж [2]): ШЖ кж. ПШ УЖ 
ЖАО, УФ" ГУ, РЕ у Ar k tibbi 
Ж, хез 作用 在 它们 上 而 的 最 制 刚好 是 一 个 纯 基 
жж тшт. шж 也 是 特征 0 的 城 上 上 
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的 一 个 有 限 维 向 景 空间， 则 任意 代数 的 竺 零 Lie 代数 
9 gr (V) 必 形 如 8=a+n, 其 中 & 各 n 分 别 是 出 属于 8 
的 半音 的 如 轿 零 的 线性 变换 组 成 ([5]) . 
参考 文献 
11] Bourbaki,N., Elements of mathematics, Lic groups and 
Lie aleebras , Addison- Wesley, 1975 ( 详 自 法 文 ) . 
[21 Jacobson, N., Lie algebras, Inierscjence, 1962 (中 译本 : N. 
НЙ, Са, ЕНЕР ВЖЕ, 1963) 
[3] Senç. Ј. -Р., Lie арсыаз and Lic groups, Benjamin. 
1965. 
[4] Theorie des algëbras de Lic, Topologic ds groupes de 
Lic, т Sém .S Lie Ecole Norm. Sup., 1955. 
[5] Chewiley,C,， Thaorie des groupes de Lie,3, Hermann , 
1955. 
[6] Гуревич, Г.Б., < Матем. сб.ў, 358(1954}, 437—460. 
[7] Хакимджанов ,Ю.Б.. (Вестн, Моск. ун-та, Матем. 
механ), 1974. 6, 49— 55. В.В. Горбацсвич {Ж 
[ 补 注 】 设 g 是 一 个 Le 代数, g 的 下 中 心 列 (lower cen- 
tral series) 由 理想 0'=0, 9'=[9,9],… ,9"'=[4 ,9']， 
“构成 . 它 同 样 被 称 为 降 中 心 列 (descending central 
seris} ,导出 列 {detived series 是 理想 列 9%; = q, a = 
10%, сс, шр, ш] F ohay] 
(upper central зеге) = 90090 = (xe g: [x ,y]Š 
0} 和 归纳 定义 的 8,, 构成 . 这 里 gs 是 9 的 理想 ， 使 
得 9,119; 是 8/4, 的 中 心 . 
参考 文献 
[AL] Humphreys, J.E ., Intzoduction to Lic algebras and te- 
presentation theory, Springer, 1972( 中 译本 : J.E. BR 
ЕСИ Е 
EE. 981) 
[А2] Sere, Ј.- P.. Algebres de Lie semi- simples complexzs , 
Benjamin, 1986 . 牛 风 文 详 ЖБИ R 


代数 群 的 Lie 代数 [Lie algebra of ап algebraic group; 
Ли алгебра алгебранческой грушы ] 

与 解析 群 的 Пе 代数 (Lie aigebm of an analytic 
group) 类 似 ， 存 在 着 与 仿 射 代数 群 相关 的 Lie 代数 ， 
如 同 在 解析 情形 一 样 ， 一 个 代数 群 G 的 Lie 代数 是 
在 单位 元 处 的 G 的 切 空间 ， 其 上 的 Lie 代数 结构 用 G 
上 函数 民 数 的 左 不 变 导 子 定义 ， 精 确定 义 如 下 . 

设 К-КЕ, Сд К Е ЯН 
Жїз A= K[G] 是 G 上 正则 函数 的 代数 ， 而 Lie 
(С) ж ККЖ 4 的 某 些 导 子 的 集合 、 这些 导 子 与 G 
的 左 平移 所 确定 的 4 的 自 同 构 可 变换 . 空间 Le (G) 
是 一 个 具有 运算 [了 ， D,] = DoD; - D,e D, 的 Je 
代数 ( 见 线性 Lie 代数 (Lie algebra, linear )}， 并 且 
运算 D! = De…oD(p 个 因子) 在 Lie (G) 上 定义 
了 一 个 Lie 代数 结构 (如 果 域 K 的 特征 是 正 的 ， 则 
了 等 于 这 一 特征 ， 如 K 的 特征 是 等 ， 则 p 等 于 
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1, 设 LUG) 是 G 在 单位 元 e 处 的 切 空 间 ， 即 K 
上 的 从 А 到 模 луш, 的 所 有 K S-f E pR 3 j 
Шз], рош, 是 4 在 e 点 的 极 大 理想 ， 再 设 о: 
A + Arm, А. 对 生意 DsLie (б), а 
фр L(G)fJ— T 38, Hak р о + фор 
定义 的 映射 Lie1G) -> L(G) j K ЕШ 
MJ. 这 就 下 以 地 Lie(G) 的 Liep 代数 结 芍 转移 到 
L(G) 上 ， 这 一 Lic 代数 上 {G) ШКА G 
的 Lie 代数 ， ШЖ 大 是 域 K М-Р, ШН G ë 
Ж# k 上， 那么 定义 在 G 上 的 天 代数 A, S 4 的 所 
ЖЕЛ k 导 革 作成 Le(G) БЮ кА. ПЕ 
同 构 也 可 以 定义 在 k 上. 

例 УЖК Е-Е. H G = 
СУ) 是 У 的 所 有 自 四 构 作 成 前 代数 姓 ， ЖА, б 
在 e 处 的 切 空间 自然 地 等 同 十 End V BD УЫП 
同 态 作成 的 向 量 3 代数 群 G 在 End V 上 的 Le 
ААИ НАХ, Y|= XY - YX, X"= XX? 给 
出 .这 一 Lie 代数 记 作 9[(V). 

代数 群 的 Lie 代数 有 大 量 的 性 质 类 似 于 解析 群 的 
Ге 代数 .例如 代数 群 的 一 个 同 杰 在 单位 元 处 的 微分 
是 它们 的 Lk 代数 的 一 个 同 态 ， 代 数 群 G 的 Lic 4ü 
数 的 维 数 等 于 群 G M dek. SACRE G 的 Lie 代数 与 
上 在 单位 元 处 的 连通 分 支 的 Le 代数 重合 . 一 个 代数 
群 的 伴随 涯 示 的 微分 是 其 Lie 代数 的 伴随 表示 〔 亦 见 
Lie 群 的 伴随 寄 示 {adioint tepresentation of a Lie 
group)). ШЖ H 是 代数 群 G 的 一个 代数 和子 群 ， 则 
(及 ) 是 L(G) 的 一 个 于 代数 . 进一步 ， 设 了 是 G 
上 所 有 在 H 上 上 取 零 值 的 正则 函数 作战 的 理想 ， 那 
么 把 L(G) 利 Lie{G) 等 同 起 来 ， 就 可 以 把 L(H) 
揽 夯 为 Lic(G) 的 所 有 宕 化 J А. 这 种 描 
述 对 于 线性 代数 群 ， 即 CL (V) 的 代数 于 群 的 验证 特 
别 方 德 究 实 上 ， 没 J E 天 [End V] 名 一 个 理想 由 在 
G ЕШЕЛОН ОЖАЙ, ЯА L{G) сі) 
恰 由 ИЕА ГА 发 组 成 ， 使 得 由 End V 05 Fi 
Ф Үп; XY 导出 的 K[End V] 上 的 导 子 把 J ЖЕН 
8. L(G) ФЕН ЕЖ 61(V) 中 的 运算 诱导 . 

如 果 p= 1， 仿 射 代 数 群 及 其 Lie 代数 的 联系 本 
质 上 如 同 解析 群 及 其 Lie 代数 的 联系 那样 密切 ， 这 就 
可 以 实质 上 把 仿 射 代数 群 的 研究 归结 为 对 其 Lie 代数 
的 研究 ， 反 之 亦 然 . 进一步 ， 线 性 代数 群 ( 即 GL(V) 
的 代数 子 群 ) 的 Lie 代数 可 以 用 内 在 的 刻画 从 81( V) 
的 所 有 Ше 子 代 教 中 区 分 出 来 { 见 代数 的 Lie 代数 
(Lie alggbrma ,algebraic )) - 当 p> 1 时 ， 这 种 联系 不 是 
那么 密切 ， 并 且 本 质 上 失去 了 它 的 意义 .一 般 来 说 ， 
在 这 种 情 况 下 ， 仅 有 那些 从 群 的 信息 得 到 的 Lie 代数 
的 性 质 仍 保持 正确、 与 此 相反 ， 若 p= 1， 很 多 定 埋 
建立 了 在 反方 向 上 这 种 联系 的 正确 睹 .例如 对 于 - -个 


给 定 的 群 可 能 存在 各 式 各 样 的 连通 千 珍 ， 它 习 的 Lie 
代数 是 重合 的 : ТАГИР ЕЕ Гле 代数 可 能 是 下 解 
B (Ein. p= 2 时 行列 式 为 1 的 2 阶 答 阵 群 ) ,等 等 . 
вали 
11] Bond. А.. Linear alscbraic gronps, Benjamin. 1969 
(second спар) edition . Springer Verlag , 1991) 
12] Chevalley . С., Théone des groupes de Lie, 2, Her- 
mann 1951. В Л Hama 所 
САТ 


参考 文献 
ГАТ] Hochsehtd , G .，Basic theory of algpbraic gzoups and 
Lie algebras, Springer. 1981 个 风 文 Ж 


解析 群 的 Ше 代数 [Lie algebra of ав analytic group; 
Ли алгебра аналитической группы ] 

定义 在 关于 一 个 站 于 儿 绝 对 值 (absolute value ) Ж 
完全 的 域 上 上 一 个 Lic 群 G 的 Lie 代数 一 一 G 的 Tie 
代数 《Lie algcbra) 9 看 成 一 个 启 部 De ## ( Le group， 
local ) ， 这 就 是 ， 作 为 向 量 3 9 与 G f е 
空间 等 同 . Lie 代数 8 ТОЗАИ [. ] 可 以 由 下 
列 等 价 的 方式 中 任意 一 种 来 定义 . 

1) 令 ad 是 群 G 的 伴随 囊 示 (adjoint representa - 
боп) ЙК. ЈА РЕВ хеб ЖіЙ, ad X k: 
空间 q 的 一 个 线性 变换 ， 并 且 adX(Y)= [X. Y], 
对 于 任意 Yeo. 

2) 5 k=R, X. Ye É G fE e 处 两 个 切身 
B. X x(t) уб) 是 СШ ШЕН Хой Y 
R: (= 0 ЮНАЯ, 那么 EX. Y] 是 曲线 q(t) = 
x(s)y(s)x(s) 'y(sy 在 = 0 处 的 切 向 量 ,这 时 
sS 20, 3 =t. 

3) Ф U(G) 是 G 上 支撑 在 e 处 广义 函数 所 组 
成 的 结合 КОЙ, ЖЕНШ * 定义 .空间 у 
代数 U(G) 的 本 原 元 素 ( 见 Нор 代数 (Hopf algebra )) 
的 集合 等 同 ， 并 且 对 于 任意 Х, Үєд, БЫШ X*Y 一 
Y*X #HE 3 内 ， 则 XxY 一 YxX = [XY]. 

4) $ eË G 上 一 切 在 G 的 元 窒 左 半 移 之 下 不 
变 的 向 量 场所 绽 成 的 向 量 空 闻 .和 问 量 场 与 它 在 点 e € G 
的 值 之 间 的 对 应 是 向 量 空间 se 与 9 的 一 个 同 构 , 男 
一 上 方面， 对 于 任意 向 量 场 Lee, 5 G 上 解析 函数 所 
组 成 的 大 代数 4 的 一 个 左 不 变 导 子 与 之 对 应 ， 这 个 
对 应 由 以 下 公式 给 出 : 对 于 任意 feA. yeG，, 
(0) (a) = (47) (2). WAR k lm ЩН wx 到 
的 一 切 左 不 变 导 竹 所 组 成 的 向 量 空 间 D 的 同 构 . 
对 十 任意 ХЄб, 5 Lvs 表示 这 样 一 个 左 不 变 问 量 
场 : (L,),= X. Ша X. ҮЄб, ЖАХ. Y] 
ME Ду 的 这 样 一 个 问 量 ， 对 于 它 来 说 ， 向 量 场 
Lux. 对 应 于 代数 А ЮАР Дуе Lr 一 Lr Lx 


x Л 


тг 


С БАГУА 


Ш. Ф G 是 系数 在 内 一 切 n ИЗВАРА 
组 成 前 解析 群 . 那么 G 在 单位 元 处 的 切 空间 9 可 以 
与 系数 在 к 内 一 切 n 阶 矩 阵 所 组 成 的 空间 等 同 .8 
上 Li 代数 结构 由 公式 [X, 了] = XY— YX 来 定义 . 

ЖКТЕ Ө Lic 代数 之 间 的 对 应 具有 重要 的 函 
子 性 质 ， 并 且 将 解 煌 群 的 研究 有 效 地 归结 为 它们 的 Le 
代数 的 研究 ， 就 是 说 ， 令 G, С, 是 解析 群 ， 它 们 
的 Lie 代数 分 别 为 8， 和 6, X22:G 6, 是 
Я, ЗА dp,: 9，-” 9 , 是 一 个 Li 代 
数 同 态 ， 解 析 群 G, x G, 的 Lie 代数 与 s. @3, Ë 
88. 如 果 9 是 一 个 解 煌 群 G 的 Lie 代数 H E G 
的 一 个 Lie В СЛ, Lie BË (Lie group)) 而 是 解 
析 群 H fü Lie 代数 ， 则 5 E 9 的 一 个 于 代数 ， 当 
H 是 正规 车 群 时 ，$ 是 9 的 一 个 理想 ， 设 的 特征 
为 0. Lie 子 群 的 交 的 Li 代数 就 是 它们 的 Lie 代数 的 
Ж. ЖАЙРА o 的 核 的 Lie 代数 是 它们 的 Le 代数 
5 40. ШИ. ШЕ H 是 G 的 一 个 解析 正规 子 
ж. ий сун 的 Li 代数 是 G 的 Lie 代数 关于 
对 应 于 H 的 理想 的 商 代数 . 如 果 а 是 解析 群 G 的 
Lie 代数 而 是 9 的 一 个 子 代数 ， 那 么 有 唯一 的 连通 
Le 子 群 H< G 以 1 为 其 Le 代数 ,日 不 一 定 在 G 
ИЖИ. 一 个 解析 群 的 Le 代数 是 可 解 的 (Fe 
的 ， 半 单 的 ) 必要 上 且 只 要 这 个 群 本 身 是 可 解 的 ( 宕 堆 
的 ， 半 单 的 ) ， 

然而 与 局 部 Lie 群 的 情形 不 同 ， 解 析 群 范畴 与 Lie 
代数 范畴 之 问 的 联系 并 不 是 这 两 个 范畴 的 等 价 . 就 是 
说 ,不 向 构 的 解析 群 可 能 具有 同 构 的 Lie 代数 . 具有 
同 构 的 Lie 代数 的 解析 群 称 为 局 部 同 构 的 locally Бо- 
morphic ) .在 域 上 ИЕР, 上 每 一 个 有 
限 维 Lie 代数 对 应 着 一 类 局 部 间 构 的 解析 群 . 假设 
k=R С. 硅 所 有 局 部 同 构 的 解析 群 中 ， 有 一 个 连 
通 的 单 连 通 群 。 它 确切 到 同 构 范围 内 是 唯一 的 ; 这 种 
ЗЛАТНЕ К 上 有 限 维 Le 代数 范畴 等 价 ， 
特别 地 ， 每 一 个 Lie 代数 同 杰 都 是 由 对 应 的 连通 单 过 
通 解 斩 群 同 态 所 诱导 的 .任意 局 部 同 构 于 一 个 给 定 的 
连通 单 连 通 Lie 群 G 的 连通 Lie 群 都 具有 形式 G/ D, 
这 里 是 一 个 位 于 G 的 中 心 内 的 离散 正规 子 群 . 
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of the theory of representations , Springer , 1976). 
[5] Chevaley, C., Theory of Ме groups, 1, Princeton 
Univ. Press, 1946. B. Л, Попов 所 
[ 补 注 | C 或 R ЕЮШШ T RAQ Lie Ë G 
的 唯一 的 连通 单 连通 Lie 群 称 为 G ОШЕН С covering 
goup )， 它 的 存在 和 唯一 性 是 内 Л. C. Понтрягин 
(1966) 给 出 的 . 

所 以 ,一 个 Ше В G 的 整体 结构 如 下 ，G 是 由 
离散 个 连通 分 支 组 成 的 .包含 单位 元 的 连通 分 支 G° 
在 G 内 是 正规 的 { 并 且 既 开 且 闭 }. TE G/G° 是 
一 个 离散 群 、 通常， 特别 当 G 是 紧 的 时 候 ，G 是 一 
个 半 直 积 : беа? х,0/0°. 最 后 ， 存 在 G' 的 一 
个 单 连 通 的 连通 履 释 群 Ge ， 连 同一 个 投射 G° 一 G° 
一 { 1}， 核 是 离散 的 ， 并 且 包 含 在 О? 的 中 心 内 
参考 文献 

[A1] Yarmadarajan ，V，S$,，Lie groups, Lic algebras and 
their representations , Prentice Hall , 1974. 
жи 译 
约 化 Lie 代数 [Пе algebra, reductive ; Ли редуктнвная 
алгебра ] 

特征 为 0 的 域 上 上 的 一 个 有 限 维 Lie 代 数 ( Lie alee- 
bm) ， 它 的 伴随 表示 是 完全 可 约 的 (B, Lie ЖЕРЕН Ж 
示 (adjoint representation of a Lie goup)); Lie 代数 的 
表示 (zepresentation of a Lie algebra) ,一 个 Lie 代数 8 
是 约 化 的 这 个 性 质 等 价 于 下 列 性 质 中 的 任意 一 个 : 

1)9 698 r(9) 与 其 中 心 i( 8) 相 重合 ; 

2)9=i(9) 十 go， 其 中 9 是 9 的 一 个 半 单 理想 ; 

3)9= 2 ,9,， 基 中 8, 都 是 察 理想; 

4)8 丘 有 一 个 点 实 的 完全 可 约 的 有 限 维 线性 表示 . 

一 个 Le 代数 是 约 化 的 这 一 性 质 在 基础 起 上 上 扩 
аш ， 

在 k=R 上 一 类 重要 前 约 化 Iie 代 数 是 紧 的 Le 代 
ЗСО Е Пе (Lie group,compact)) . 具有 约 化 Lie 代 
数 的 Le 群 常 被 称 为 约 化 Lie 群 (reductivwe Lie group) . 
k E Lie 代数 是 约 化 的 ， 当 且 仅 当 它 同 构 于 一 个 上 上 约 
化 代数 群 的 Lie 代 数 ， 

ЖИЕ те 代数 概念 的 一 种 推广 如 下 . 称 k 上 有 限 维 
Теб а 前 一 个 子 代数 二 在 9 中 为 约 化 的 (reductive)， 
训 果 伴随 表示 ай: b — 91(3) 是 完全 约 化 的 ， 此 时 下 
是 个 约 化 Le 代数 . АН, Ао Е 
ЖЗ 为 约 化 的 充分 必要 条 侍 是 adr(B) 由 半 单 线性 变 
搞 组 成 . 
参考 文献 

11] Sere, 2.-Р., Lie algebras and Lie groups, Benjamin, 1965. 
[2] Sere, 1.-Р., Algébres de Lic semi-simples complexes, Ben- 

jamin, 1966 . 

[3] Bourbaki, N., Еіепетіз of mathematics, Lie groups 
and Lie algebras, Addison- Wesley, 1975{ 译 自 法 文 ) . 
A.H.Onm Я АХ Ж ЖЕЙ 校 
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半 单 Lie 代数 [Lie alpebra , semi -simple ; Ли полупрос - 


тая алгебра] 

жалк жина те 代数 〔 见 可 解 Le 代数 
( Lie algebra , solvablc )} ， 以 下 考察 特征 为 零 的 域 上 的 
有 限 维 半 单 Le 代数 《特征 非 零 的 域 上 的 半 单 Lie КЇ 
É CH Die 代数 (Lic ашсыа))). 

-个 有 限 维 Lic 代数 8 是 半 单 的 ， 这 
的 任意 一 个 都 等 价 

5 h 不 合 非 零 的 交换 理想 ; 

9 的 Kiling 型 (Kiling fonn) 是 非 退 化 的 
(сшша жи (Салат сгйепоп )); 

3) ӨНЕ ЕВА Ө ЖИН ГА; 

4) 8 的 每 个 青 限 维 线 性 表示 都 是 完全 可 约 的 〈 换 
言 之 ， 每 个 有 限 维 9 异 帮 是 半 单 的 ) ; 

5) 9 的 取 值 于 任意 有 限 维 8 模 一 维 上 同调 都 是 
平凡 的 . 

半 单 Lie 代数 的 任意 理想 和 任意 商 代数 仍然 是 半 
单 的 .一 个 ге 代数 的 条 件 3) 中 所 述 的 分 解 是 唯一 
的 .条件 5) 的 一 个 特殊 情况 断定 如 下 : 半 单 Lie 代 
数 的 所 有 导 闻 都 是 内 导 子 .Lie 代数 是 半 单 的 这 一 性 
质 在 基础 域 的 扩张 和 限制 下 均 保 持 ， 

设 9 是 代数 闭 域 上 的 一 个 半 单 Le 代数 . Ж 
随 表示 把 9 同 构 地 喘 到 Lie 代数 ad 8 上 ， 后 者 是 9 
的 所 有 自 辣 构 的 代数 群 Ant 9 的 Lie 代数 ， 并 且 是 代 
数 的 Lie 代数 (Lie арака, шее). Ж x e 
9 称 为 半 单 的 (semisimple) СЖ) ( nilpotent )), 
如 果 ad X ЖОРЫК СНЛ, ЖЕЙ). ЖЖ X W 
这 个 性 质 在 9 到 另外 的 半 单 Lie 代数 的 任意 同志 之 下 
仍然 保持 ， 恒 等 分 支 (Aut a)" 与 8 的 内 自 辣 构 群 ， 
他 由 所 有 形 如 exp (ad X) ( Xe 8) 的 自 同 构 生成 的 群 重 
2 
&. 

在 研究 代数 闭 域 k 上 的 半 单 Le 代数 时 ， 半 单 
Lie 代数 的 根 起 了 重要 作用 ， 根 的 定义 如 下 . 设 是 
9 的 一 个 Cartan 于 代数 (Cartan subalgzbra ) ， 对 于 
一 个 非 零 线性 函数 ce 5"， 令 0, 代表 由 条 件 

9e= {Xeo:[H, X|=a(H)X, нер} 


给 出 的 线性 子 空间 
如果 9.0. 那么 称 & 是 8 相对 于 日 的 一 
根 、 所 有 非 零 根 的 集合 三 称 为 6 的 根系 (root зуй 
或 system of roots). ЖЛ (root decompositon ) 
$= 56 +) a,. 


== 
一 个 半 单 Lie 代数 的 根系 和 根 分 解 有 下 列 性 质 
а) Z Чәй 5°, ЇЙ НЕҢ Ж УКН) я 
Ж (root system) (在 实数 域 上 МЕНЫН). Ж 
УЖИ, ВЧ g ЖШ. 


与 下 列 诸 条 


) 对 任意 265, 
dimg.=dimlg 9..]= 1. 


ТТЕ Н,Є[9,, 8... Ж а(Н,)=2 
с) 对 于 每 个 非 零 六 ,5 3。 Ж-М Y,eq_,. 
#{Х„, ҮЛЕН, R 


Н, Х„]-2Х,, PIN IH,, 
JH, 


У,]= -27, 


ВН.) = М. ‚«,В®Ў®, 


其 中 1，) 是 由 Kilng 32 ИА (大 积 ) - 
d) Ш а, бех а+д#0, 那么 9。 和 上 
对 于 Killing Ж ТЕЛЕ. А. [9,, 8p] = 8 sy 
根系 上 的 一 个 基 { ci ，…，ox } 同样 也 称 为 代数 
АЕ (system of simple roots). Ж X. Ж 
ТИЕН ЖА X = Y (we x.) MJ 
л 


" 


Н... Н.Х, (хех) 


构成 9 0—8. ИЕ Caran AE (Canan Бев). 
4 


Х.Х. (=, 5, n) 
# 8 的 一 个 生成 系 ， 其 定义 关系 有 如 下 形式 : 
ИХ, X. X.]= РА. 
ИХ, X... X..]= ni Xo, 
(айх, )' с^” X. 0. 
РТР =0, 


这 里 i, j= 1,57, n, [ШШ 
та СТ 
(а, w;) 
性 质 d) жа 
_ N. X... МЖ a 十 Bez 
Dr, X.) {ө ШЖ а +B y, 


其 中 N. Sk. 20 X.(we 三 ,) 可 用 如 下 方法 选取 ， 


N. = CN... BN, = =(p+ 1), 


其 中 p 是 使 得 g ~ pa e у 的 最 大 整数 ， 对 应 的 Cartan 
基 称 为 Chevalley 基 (Chevaly bass ) 9 在 该 基 之 下 
的 结构 常数 都 是 整数 ， 这 就 可 以 把 Lic 代数 9 与 任意 
特征 的 域 上 的 代数 群 ( 见 Chevalley ## (Chevalley gr - 
oup )) 结合 起 来 ， 如 果 k= C, ЖАНЕ 
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+T 


9:48 ЯН оН 


нх. X... (X. + X... (e€ x.) 


线性 包 是 8 的 一 个 紫 实 形式 ， 

单 Lie ЭВО ХАС Cartan + 
代数 和 对 应 的 根系 完 作 确定. 严格 地 说 ， 如 果 3, & 
9, 都 是 大 -上 半 单 Le 代数 ， 和 b, 是 它们 的 Car- 
tan 子 代数 ， 而 z. 和 Z, 是 对 兢 的 根系 ， 那 么 每 个 
能 导出 х, 和 工 ; 同 构 的 б, = 9 前 同 构 都 可 以 扩 
张 成 A, = 8, 的 网 构 ， 另 一 方面 ， 任 意 约 化 根系 均 
可 看 作 是 其 个 半 单 Lie 代数 的 根系 . 于是， 一 个 代数 
闭 域 k Ја е Гле ТСС СЯДЕ, ЗЕ ЗВАО ге 
代数 ) 80238 88 В (对 应 地 ， 不 可 约 的 
约 化 根系 ) 的 分 类 一 致 . 

对 应 于 4 型 一 D 型 根系 的 单 Lie 代数 丈 为 典型 
的 (classical ) ， 且 有 如 下 形式 。 ` 
` A, (n 21). 3=š[(n + 1, k), 由 空间 大 ct 
的 迹 为 0 的 线性 变换 组 成 ; dim 0 = nin +2) 

В, (n22). ё=80(2п+1, K), Ш 
Кї! РАНЕЕ We w FOR Su ЖЕ 5 РЕ 
性 变换 组 成 ; dim9 =п(2л + 1) 

C, EE (n23). 9=ë p (n. k)， 册 空间 К” 
的 对 十 给 定 的 搓 厅 异 斜 对 称 双 线性 型 斜 对 称 的 线性 变 
换 组 成 ; dimng = n(2n +1). 

D. (n 24). Q= 80(2m, 大 )， 由 空间 К?" 的 
对 于 一 个 给 定 的 非 青 异 对 称 双 线性 型 斜 对 称 的 线性 迹 
换 组 成 ; dimg = n(2n 一 1). 

ЛУР Е, Е. Е, Е,, С, 型 根系 的 单 Lie 代 
效 称 为 特殊 的 【special ) 或 例外 的 (exceptonal) (W 
例外 Lie 代数 (Lic algcbra , exceptional )) 

代数 财 域 上 半 单 Lie 代数 在 同 构 意 义 下 出 它 的 
Cartan ЕЙ: ( cartan matrix ) 唯一 确定 ， 单 Lie 代数 的 
Сапап ЖЕТИГЕ: 


2 -1 D 0 
-1 2-1 0 
0 -1 2 0 
0 0 0 1 
0 о 0 2 
2-1 0 0 0 
-1 2-1 0 O 
0 -1 
в: 2 0 0 
оо 0 -1 0 
0 0 оз 2-2 
0 0 ене 2 
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2-1 0б 0 0 
-1 2-1 0 0 
0-2 0 0 
0 0 -1 2 -1 
0 0 0 0 -2 2 
2 -1 0 о оо 0 
=1 2 -] 0 00 0 
0 -1 ооо 0 
р | 0 о O 2-10 O| 
0 0 б з -1 2-1-1 
0 0 O 0-12 0 
0 0 0 0-10 2 
2 0-1 0 0 0 
0 2 о-оо 
102-0 0 
Ecl 0-1-1 2-1 O| 
0 0 0-1 2-1 
ооо 0-1 2 
20- 0 00 0 
0 2 -1 оо 0 
-10 2-1: 00 0 
Erlt 0-1 -1 2 —I 0 о |, 
0 0 0-1 2— 0 
0 0 0 0-1 2-1 
00 0 0 0-1 2 
2 0 — 00000 
0 0 — 0 @ 0 O 
-1 0 2 -1 0 000 
0о-о- 2-1 00 0 
Et 0 0 0 -1 2-1 0 0 || 
0 0 0 0-1 2— 0 
ооо 0 о-1 2-1 
ооо 0 0 0-1 2 
2-1 0 O 
-1 2 -2 0 
Е,: 0 -1 2-—] G,:| 2 -1 
-3 2 
0 0-12 


任意 特征 零 的 域 k 上 的 可 分 裂 半 单 Lie 代数 {一 
个 半音 Lis 代数 9 称 为 分 型 的 (split) ,如 果 它 大 一 个 
Cartan 子 代数 9， 使 得 算 于 ad (хер) 
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特征 根 都 在 k 中 ) 的 分 类 与 代数 闲 域 的 情形 相同 ， 即 
每 个 不 可 约 的 约 化 根系 对 应 于 唯 - 的 分 裂 单 Lie 代 
Ж. 特别 地 ，4 到 D 型 的 分 弄 单 Le 代数 有 上 面 所 
аЗ, Е В 和 D 的 情形 下 必须 考虑 Witt 18 
数 为 n 的 非 育 异 浆 称 邓 线 性 型 外 . 

域 上 上 什 意 半 单 Lie 代数 的 分 类 问题 可 归结 为 下 
述 问题 : 在 同 均 意 义 下 列 出 所 有 大 形式 8。c8， 也 
就 是 所 有 使 得 8 一 9 因 ,天 的 上 和子 代 数 8。c8. 这 
里 六 大 代数 闭 域 且 为 上 的 一 个 代数 扩张 , 而 8 是 天 
上 给 定 的 半 单 Lie 代数 . 这 个 问题 的 解决 也 可 以 用 根 
系 的 诺言 得 到 ( 见 代数 群 的 形式 (form of ап algebraic 
eroup ); 代数 结构 的 形式 ( form of an algebraic struc - 
ture )). 3 9 基 上 上 一 个 典型 单 Lie 代数 时 (йр, 
外 )， 有 另外 一 个 在 8 中 分 类 上 形式 的 方法 ， 这 一 
方法 基于 对 单 结合 代数 的 考查 ( 见 [3]) . 

当天 = 及 时 ， 半 单 Lie 代数 的 分 类 可 如 个 进行 
( 见 [6], [7]) . R 上 的 每 个 非 交换 的 单 Li КЖ. 
或 者 是 C 上 单 Lie 代数 (认为 是 R 上 代数 ) ， 或 者 
R C 上 一 个 单 Lie 代数 的 实 形式 . C 上 一 个 单 的 典 
型 Lk 代数 9 中 的 实 形式 5, 的 分 类 是 这 样 的 

1)А„%@: бз (п+1,С)(п®1). 4:9,= 
800971, R). Ар: п+1=2т OR S. 9; = 
šu`(2n), 是 由 51(2m, С) 中 保持 基 种 四 元 数 结构 的 
元 素 组 域 的 子 代数 . 4w 9 一 Su[p, n+ 1—p), 
是 由 所 (rn 十 1, CC ) 中 对 于 正 指数 p(0 S p<(n +1)/2) 
的 非 奇 Hermiter 型 斜 对 称 的 元 素 组 成 的 子 代数 . 

H)B,: 8 = зо(2а+1, C)(n22).B, 
% = 506 (р, 2n + 1— p), Ња К" EXT R 
正 指数 p (0 < p<n) #— ЕА 
对 称 的 线性 变换 组 成 

Ш) С, 型 : $=6р(п, С) (п23). Су: 3 = 
sp{n, R), bJ 及 ”上 对 于 一 个 非 奇 异 斜 对 称 双 
线性 型 斜 对 称 的 线性 变换 组 成 Ci: 9,= 5 (p, 
n- р) (0<р<п/2) и (2р, 2(n- р)) Ф 
ВЕЕР НО 2 hH i е. 

ЈУ) Р, 型: а=820(28, С) (п>24).р,:8,= 
#о(р, 2п — р), 2 及 ”上 对 于 其 正 指数 ро < 
p Sn) 的 一 个 非 奇 蜡 对 称 双 线性 型 斜 对 称 的 线性 变换 
组 成 , Du : 6,= 80°(2я, С), №6002, С) 中 
保持 特定 四 元 数 结构 的 变换 组 成 的 于 代数 . 

W. Killing 在 文 [11 中 首先 考虑 了 域 C 上 的 半 单 
Lie 代数 ， 给 出 了 它们 的 分 类， 咏 管 他 的 一 些 证 明 存 
在 缺陷 ， 但 被 E. Caran([2]) 填补 了 . 在 Kiling Ж 
Cartan 的 文章 中 ，Lie 代数 的 根 是 作为 算 子 ad х МИ 
征 根 出 现 的 、Cartan 也 给 出 了 实 半 单 Lie 代数 的 分 
类 ， 所 运用 的 方法 是 建立 了 这 些 代数 与 整体 对 称 Rie- 
mam 空间 ( globally symmetric Riemann space ) 的 深刻 


联系 . 
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【 补 注 】 前 面 提 到 的 定义 关系 (ad 天 ) "7 (X,.) 
= 0 以 Sene 关系 (Serre telations ) 8⁄4 . 

通常 利用 所 谓 Dynkin 图 (Dynkin diagrams ) 给 
出 包含 在 Cartan 8 4,- G, 中 的 信息 . 
(л) 
(а 结 点 , а> 2) 
СЕЕ п> 3) 


Sur la structure «је groupes de transforma - 


A, о оз 


Fa u 


ДИҢ 


(н, n24) 


„| — 


Ë (6 结 点 ) 


Е, (7 结 点 》 


By 
【8 结 点 】 


ГА — (4 缚 点 ) 
6; ее 


由 对 应 的 Dynkin 图 ( Dynkin diagram， 有 时 也 称 为 
Dynkin graph ) 所 揭示 的 Сапап Ж ЕЖЕ. # 
顶点 一 个 标号 ， 例 如 


By 


在 Санап 矩阵 的 对 角 线 上 所 有 元 素 都 等 于 2. 如果 
优点 i 和 / 不 村 接 相连 、 ЯРАН а = а, = 0. 
如 果 顶 点 ij 由 一 个 边 直 接 相连 ， 那 么 oj = ~ 
а. 如 果 顶 点 i,j 由 2 个 ,或 3 个 边 直接 相连 ， 朋 


ННЯ у Ф, Дра = 一 2, a,,= 一 1， 或 相应 
Жау = —3,a,= – 1. 
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可 解 Пе 代数 [Lie algebra, solvable; Ли разрешимая 
элгебри ] 

ВКРАВ ТАЕ — Lie Е ( Lie alg- 
ebra) 8: 

1) 对 于 充分 大 的 上 ,9 的 导出 列 рга 的 项 都 等 
于 {0 

2) 有 5 的 理想 的 有 限 升 链 {9,} uci<， 使 得 9u= 
9. 8,={0}, Н[9,,8,]< 98%:《 也 就 是 说 ， 对 所 有 
0<i<n，Lie 代 数 9,19,,1 是 交换 的 ); 

3) 有 子 代数 的 有 限 升 链 { 9, ju<,cw， 使 得 891= 9 ， 
9. = (0), 84 是 如 的 理想 , 且 对 0<i<m, 9/91. 
是 一 维 的 (交换 的 )Lie 代数， 

ЖЕ Pie 代数 {Lie alggbra,nilpotent) 是 可 解 的 . 如 
# Е= [V,) Ж K E # B Ур — 4-5 £ BR 
(Вар), ШЇ 

b(F)=:x€%(V):xV,C Vy, 对 所 有 i 

古 V 的 所 有 线性 灾 棉 的 1 代数 8L(V) 的 一 个 可 解 子 
代数 . 如 果 在 中 选择 一 个 与 忆 相 罕 的 基 ， 那 么 对 于 
这 个 基 ，b (F) 的 元 到 都 可 表 成 上 三 角 矩 阵 ; 由 此 得 
到 的 可 解 线性 Lie КЖК t (n, K). ЖФ пашу. 

可 解 Lie 代数 类 关于 子 代数 、 离 代数 或 扩张 是 圭 
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著 的 ， 特 别 地 ，t (2 ,天 ) 的 任意 子 代数 是 可 解 的 . 如 
果 天 是 代数 闲 域 ， 旦 charK=0 那么 任意 有 限 维 可 
解 Lie 代数 都 同 构 于 对 于 其 个 “的 (т, К) 的 一 个 子 代 
ж. 可 解 ie 代数 的 主要 性 质 之 一 可 类 述 成 Lie 定理 
(Lie theorem): 褒 9 是 特征 4 的 代数 闭 域 上 的 一 个 可 
解 Le 代数 ,而 p:9"” 9[(P) 是 它 的 一 个 有 限 维 线性 
表示 , 那么 在 V 中 有 一 个 完全 的 标志 F， 使 得 p(8) = 
b(F) . 特别 地 ， 如 果 是 不 可 约 的 ， 则 dimy=1. 9 
的 理想 可 以 像 构造 完全 标志 那样 选择 ， 即 使 得 dimg ,= 
dmg 一 . 

特征 0 的 域 上 的 一 个 有 限 维 Lie 代数 9 是 可 解 的 ， 
当 且 仅 当 代数 D?9=[3, 9] 是 宕 零 的 ， 可 解 性 的 另 一 
个 判别 准则 {Cartan 准则 (Cartan erierion)》 是 ，8 是 可 
解 的 ， 当 且 仅 当 对 Kiting 型 (Kiling form) (或 对 任意 一 
个 相应 于 9 的 一 个 忠实 的 有 限 维 表示 的 双 线性 型) 
РЕР. 

在 可 解 Lie 变换 群 的 研究 中 ，S. Lie 首先 考查 了 可 
解 Lie 代数 . 可 解 Lie 代 数 的 研究 在 引进 了 任意 有 限 维 
Lie fü3⁄ 9 Ий (тайса ( 即 最 大 可 解 理想 ) 概念 之 后 次 
得 了 重大 意义 ， 并 证 明了 在 charK=0 的 情形 ， 代 数 9 
是 其 根 与 一 个 极 大 半 单 子 代数 的 半 直 和 ( 见 Levi- 
Мальцев 分 解 (Livi - MaPtsev decomposition)) . 这 使 得 
把 任意 Lie 代数 的 分 类 同 题 归 结 为 列 数 半 单 的 (对 于 
K=C4 P 48 W. Kiling 完 成 ) 和 可 解 Le 代数 一 事 
变 为 可 能 . (对 K=C 或 RR) 可 解 Lic 代 数 的 分 类 仅 做 出 
维 数 二 5 的 情形 . 

иж (Уу) 的 一 个 可 解 的 代数 的 子 代数 ( 见 
代数 的 代数 (algebraic algebra)) ， 其 中 了 是 特征 0 的 域 
天 上 的 有 限 维 空间 ， 则 9 可 以 分 裂 为 由 9 W Bit E 
变换 构成 的 军备 理想 和 由 半 单 变换 组 成 的 交换 子 代数 
的 半 直 积 ( [6]) ,一般 地 ， 任 意 分 裂 可 解 Li 代数 (sp 
solvable Lie algebra), HD K 上 的 一 个 有 限 维 可 解 Le +Ç 
数 ， 它 的 每 个 元 x 均 可 分 烈 戌 x=s+n， 其 中 s, neo, 
[sn]=0，s 是 半 单 的 ，n 是 筹 零 的 ， 具 有 类 似 的 结构 
([8]) ， 对 于 天 上 每 个 有 限 维 可 解 Le 代数 都 有 唯一 对 
应 的 … 个 极 小 分 裂 Le 代数 包含 Е (Мальцев Д ЯР 
(Mal'tsey decomposition)》. 具有 给 定 的 Малыюв 分 解 
的 可 解 Lie 代数 的 分 类 问题 已 经 解决 {18]), 这 样 ， 在 
特定 的 意义 下 ， 可 解 Le 代数 的 分 类 问题 可 归结 为 研 
ЖЕЕ Lie 代数 ， 

ЕШ. ARB Lie 代数 9 中 ， 还 可 以 指 
明 那 些 极 大 的 可 解 子 代数 . 如 困 KK 是 特征 0 的 代数 闭 
Ж. 那么 8 的 所 有 这 样 的 于 代数 ( 称 它们 为 Borel 子 代 
数 (Borel subalgebras) ) 都 是 共 思 的 . 例如 ，t{n, K) 是 
所 有 阶 矩 阵 的 Lie 代数 的 一 个 Borel 子 代数 . 如 果 K 
不 是 代数 半 的 或 者 如 果 charK 是 有 限 的 ， 那 么 ， 一 般 
ж. елит. 但 它 可 以 拓 广 到 K 是 完满 的 且 包 含 
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所 有 伴随 变换 ad x, х=, 的 特征 多 项 式 p{ x) 的 特征 
根 的 情形 . 对 于 一 个 可 解 Le 代数 9 的 伴随 表示 ( 见 Lie 
群 的 伴随 表示 (adioint representation of a Lie group}). 
如 果 这 个 条 件 被 满足 ， 则 称 8 3; — fm 5 (triangular) . 
каиа кг те 代数 的 很 多 性 质 可 学 移 到 三 角 Lic: 
代数 . 特别 地 ， 如 果 char 及 =0， 则 任意 一 个 有 限 维 的 
Lie 代数 的 所 有 极 大 的 三 角子 代数 都 是 共 虑 的 ( 见 [1], 
[7]) . 作为 Borel 代数 的 一 个 好 的 类 似 物 ， 极 大 三 角子 
代数 被 用 于 研究 代数 非 闲 域 上 的 半 单 Le 代数 , 它们 
同样 在 刻画 Lie 群 的 连 适 一 致 子 群 (uniform subgroup ) 
中 起 基本 作用 ([9]) . 
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超 可 解 Lie 代数 [Lie algebra, supersolvable ; Ли вполне 
разрешимая алгебра]. = # Li 代数 (triangular Lie 
algcbra) 

J k ЕЛВЕ Lie КЁ (Пе algebra) g ， 对 所 有 Xe 
3 伴随 表示 的 算 子 аа ВЗА Р К (А, Lie 群 的 
ЕВЗ ( adjoint representation of а Lie group)) . 

超 可 解 Lie 代数 是 可 解 的 , 超 可 解 Lie 代 数 类 包含 
Ef Lie 代数 类 ， 并 含 于 指数 Lie 代数 类 (ЖР Ik Ç 
数 (Lic algebm, nilpotent ); 指数 Lie 代表 (Lie algebra, 
exponential)》. 它 关于 子 代数 ， 商 代数 和 有 限 直 和 是 封 
闭 的 ， 但 它 对 于 扩张 不 是 封闭 的 . 

一 个 完满 域 (perfect field) 上 的 超 可 解 Lie 代数 ， 具 
有 很 多 代数 财 域 上 可 解 Lie 代数 的 性 质 { 见 可 解 Le 代 
数 (Lie algebra, solvable)) (Lie 定理 ,存在 理想 链 8 = gu 
29,>…>4,= (0), #2 dim 4,=dim 9 -i 及 其 他 ) . 
任意 有 限 维 Lic 代数 8 中 都 有 极 大 超 可 和 解 子 代数 ， 且 


它们 都 包含 庄 零 根 , 如果 = 民 或 C， 或 者 kk 是 完全 的 
且 8 是 代数 的 线性 的 Le 代数， 则 所 有 超 可 解 子 代数 
BOE . 完全 域 K 上 的 一 个 上 可 裂 代 数 群 ( 见 分 裂 群 
( split group )) 对 应 的 天 上 Lie 代数 3 起 个 起 可 解 Lie 代 
数 


特征 为 鹤 的 域 上 的 任意 超 可 解 Le 代数 ， 均 可 同 
НБА ос З АО ЕС ЯЯ ЕН Lie 代数 
( 它 本 身 是 超 可 解 的 ) . ААО АГНЕ ДАР BU Lic 
代数 的 例 焉 是 以 光世 为 基 ， 由 关系 [发 ,Y]= 愉 决定 的 2 
E Lie 代数. 见 超 可 解 Lie 群 (Lie group, supersolvable ) 

В.В.Горбацевич ЖФ 牛 风 文 Ж ХУ БШ 校 


Lie 8 [ Lie algebras . variety оѓ; Jin алгебр многооб- 
разне], SC k ha5 

КЕЙЖ -个 固定 的 恒等式 组 的 Lie 代数 (Lie alge- 
bra) 类 93. 最 流行 的 Le 代数 秘 如 下 : 由 恒等式 [x,y] 
= 0 确定 的 Abel Lie ЕЕ X. сш Шей m, 
(fE КЕЕ сеты), КИ < 的 可 
ЖЕ Lie C 8088 @,[ 在 其 中 导出 列 在 不 超过 ! 步 内 收敛 于 
жу. к ЕВА Ше о(к) ВНЕ 
Г (рошроф: 0—00). 这 里 ， 双 是 借助 于 贡 的 理 
想 的 如 的 代数 的 扩张 类 ; 号 ,= W, 3 的 代数 称 为 亚 
abel 的 { metabelian) 

Le 代数 焦 理 论 的 中 心 问 题 是 要 描述 一 个 Le 代数 
化 的 恒等式 的 基 ， 特 别 地 、 它 们 是 有 限 的 还 是 无 限 的 
(In к Noether Ж). 如 果 胡 是 特征 p>0 的 域 ， 则 
存在 局 部 有 限 Le 代数 所 位 于 和 中 旦 没有 恒等式 的 有 
限 基 的 例子 . 在 特征 为 4 的 域 灵 情况 下 ， 到 现在 (1989) 
还 没有 无 限 基 繁 的 实例 . 有 限 基 性 质 在 被 等 零 签 右 乘 
下 以 及 在 与 这 样 的 入 的 并 运算 下 得 以 保持 ,在 Specht 
Ж (Specht variety) (ЮЖ P 88 4-3 r A 38) h 4 t S 
Noether 环 上 的 Lie (ë$ „ИПИ. ЖӘНЕ #2 
шак, Г?Л, 以 及 让 在 特征 为 0 的 域 k 上 二 
Bt 58 3 Пе 代数 ,内 成 立 的 恒等式 所 定义 的 所 
маг (k,) . 在 特征 为 0 的 域 K 上 ， 仍 不 存在 使 得 var (A) 
有 无 限 基 的 有 限 维 Le 代数 4 的 例子 ， 但 在 特征 p>0 
的 无 限 域 k 上 却 有 这 样 的 实例 . 在 有 限 域 上 ， 或 更 一 
般 地 ， 在 含有 么 元 的 任意 有 限 环 上 上， 有限 Le 代数 
A 的 恒等式 从 它们 的 有 限 子 系 推出 、 

OG е 4 生成 的 Le 代数 得 var (A) 称 为 
Cross Ж (Cross variety), ， 并 包含 在 出 所 有 主因 子 阶 
<m, ПЕТИ «с, НЯН РЗ айх ~ 
нада fe Күг] 零 化 的 Lie 代数 组 成 的 Cross Ж 
(了,m,c) 内 .恰好 非 Cross ЖЕ ( just non- Cross variety) 
(АТАУ T ЖЕЎ Эу Cross $ë BJ 3: Cross ЖЕ) ТЕ ПГ 0 8 
襄 下 已 被 描述 ， 且 存在 非 可 解 的 恰好 非 Cross 8 BJ p| 
子 .无限 域 上 的 广 群 v( 上 是 全 0 与 1 的 白 由 半 群 ， 在 
有 限 域 上 ，v {不 能 是 结合 的 ， 域 上 的 Lie В 


КОРИН е (0) 是 宰 格 (modular lattice)， 但 一 
ЖЛ ë 9 Ba 38 (distributive lattice) . 仅 在 无 限 域 情 况 
TF. жое (а?) 是 分 配 的 .特殊 的 Lie 代数 的 恒等式 某 
仅 在 少数 元 种 非 半 凡 情 如 下 被 找 出 : 对 k, (char (k) 
=0 或 char (上 =2)， 还 对 某 些 于 abelLie 代数 . 关于 
带 有 恒等式 (adx)"=0 的 Lie 代数 的 一 些 重要 结果 业已 
| (383 Пе К Се algebra п). 
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Пей [Ге bracket; Ли скобка | 

一 个 微分 流 形 (differentiable manifoki) 1: йй 05 
( 见 流 形 的 上 向 量 场 (vector бе on a manifold) ) ñ 3⁄8: 
Ш. 如 采 把 在 一 个 微分 {类 С") Ж М ЕЕ С 
ПИШЕ М Ж C” 的 西数 代数 РМ) 的 导 子 来 
考查 ， 那 么 场 X 和 了 的 Lie 括号 由 公式 


IX,Y]£=X(Yfy-Y(Xf) 
给 出 ， 其 中 JeF(M) . 在 M 上 的 所 有 类 C” 的 向 量 场 
的 全 体 对 于 Lie 括号 是 一 个 De 代数 (Lie акыга). 
A. Л,Оңицик 所 
【 补 注 】 两 个 向 是 场 的 Lie 括号 还 可 以 看 成 是 一 个 向 
量 场 在 另 一 个 的 方向 上 的 Iie 导数 (Lie derivative ) . 
和 牛 风 文 译 ЖИВ в 


Пе 导数 [Lie derivative ; Ли производная | 

流 形 M 上 张 量 场 О НЕВЕ ХУ Ге 导数 
是 M 1+ Q 同类 型 的 张 量 场 zxQ ，, 它 由 下 列 公 式 给 
H: 

(Q) = lm + (0010), -0,), хем, 

其 中 o; 是 张 量 场 空间 的 由 向 量 场 六 生成 的 局 部 单 参 
数 变 换 群 。 在 局 部 坐标 хт, (К!) НЕ О = 
(07 2) 沿 向 量 场 X= (X) 方向 的 Lic 导数 其 有 
如 下 坐标 (0;= д/дх'): 


а ; 
(ХОШ = a Qha 一 Pa x=. еөз 


А 
СЕИ 


ЖЕМ, (Шей Ж ( Lie diflerentiation) ). 
ДВ. Алексеевский Ж А W 
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了 微分 [LE differential ; jls дифференонал ), Ж $ 38 
0 66333 хле 

在 由 X 生成 的 流 形 上 局 部 单 参数 变换 群 p, 诱 导 的 
变换 下 Q 的 增 且 的 弘 性 主 部 ， 张 最 场 О 沿 向 量 场 x 
方向 的 Le 微分 5x0 等 于 (OQ}dr, Ruf 2 0 Q 
沿 关 方向 的 Lie 导数 (Lie derivative ). 

Li 微分 的 概念 有 下 列 物 理解 释 ， 若 Euctid 空间 的 
一 区 域 的 单 参 数 变换 群 go, 描述 了 速度 场 为 万 的 流体 的 
平稳 流 ，! 是 时 间 ，@ 是 描述 流体 某 种 特性 的 张 量 场 
【形变 过 度 张 最 ， 应 力 张 量 ， 密 度 等 )， 则 Lie 微分 
SQ 表示 从 随 流 体 运动 的 观察 者 着 来 ， 即 在 Lagrange 
ЖЕСЕ, 0 随时 间 而 变化 的 主要 线性 部 分 . 

Д.В. Алексеевский {1 沈 一 兵 详 


Tie 微分 法 {Lie differentiaton ; Ли дефферениированне] 

在 “微分 流 形 (differeatiable manifold) M 上 将 一 个 
可 徽 向 量 场 天 与 Mf 上 的 可 微分 几何 对 象 ( 见 儿 何 对 象 
理论 {geometric objecis, theory of )) Q 联系 起 来 以 得 
出 一 种 新 的 几何 对 象 和 zy 的 自然 的 运算 ， 它 描述 0 
关于 由 关 所 产生 的 MM 上 的 单 参数 (局 部 } 变换 群 o, BJ 
变化 率 . 几何 对 象 <, Q 称 为 几何 对 象 @ 的 Lie 导 数 
(Ше derivative) ,这 里 设 MM 上 的 变换 在 对 象 Q 的 空间 
中 自然 地 诱导 一 个 变换 . 

жож М ЕАН ОН Р, е 导数 
ОЖ ОЛЕН ХАО Е 2,0. 而 由 
тањ: 

САФ) (0—5 0-0). хем, 
— 

о, ХЕ M 上 生 威 的 单 参数 局 部 变换 税 ， 若 将 上 式 用 
局 部 坐标 х, ША 


зу оби 
зб) x КЕП 0(х'), 
х=ў, Хх) А 


Le 微分 法 在 一 般 情况 下 定义 如 下 Ф И GL" (n) 
空间 ， 即 有 大 阶 一 般 微 分 群 ( 即 微分 同 胚 p: Е" 一 
R，%(0)] = 0 在 原点 的 大 节 所 成 的 群 ) 固定 作用 于 其 上 
的 流 形 . 邻 Q: РУМ Ип M E BJ k ir W 
型 几何 对 象 ， 视 为 WM 上 的 天 阶 余 标 架 PAM 的 主 GL*(n) 
ЭЛ W rE СЇ (n) 等 变 映 射 . M 上 向量 场 的 X 
ЕМ МОА ЕЧЕИ 
РМ 上 诱导 出 一 个 单 参数 局 部 变换 群 p 由 . 它 的 速度 
ЕЛ 


称 为 到 РАМ 上 的 完全 提升 (compleie П). ИЛЛ. 
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Бау Оз M EB NR X Le 导数 定义 为 一 

тйлй = Q (TW Ий. W BW GW 

为 一 GL (m) 空间 )， 由 下 式 给 出 
AKII 

пе эү0 在 一 点 PeP AM 的 植 只 依赖 于 6 
及 锤 的 1 阶 节 ， 而 且 是 线性 依赖 ， 还 依赖 于 X UD EB 
НШ дыда. НОЙР ХАА xe 对 处 的 上 
阶 节 ) ， 

着 几何 对 入 О ЖОМЕ М, Пи ОГ (п) 空 
ВИДНА, ПВ О (пу 线性 作用 于 其 上 ， 则 
切 流 形 TW TTDL B 83035 НЕР BEL X W, ШД Le 
导数 

Q :PtM— TW=W xW 
可 以 看 作 一 对 洲 型 的 刀 何 对 象 “第 -个 即 Q Ж, Ж 
Сл ОЕ хов е 2,00. ТАВ 
就 把 它 等 同 于 名 的 Lie SÉ: 


20=(0, 0) . 
所 以 ， 线 性 几何 对 象 的 Lie 导数 可 以 看 成 与 Q 同类 型 
的 几何 对 象 ， 
ЖЖ M 的 局 部 坐标 x' 决定 了 1 阶 余 标 架 流 形 РМ 
ЮЛА х,у: 对 8ge PM， 有 
в=У ахі. 


在 这 些 记 部 坐标 下 ， 任 意 ИЛИН Q=Q(x', у!) 
(例如 一 张 量 杨 ) 在 向 最 场 
X=Y x: 
7 


Ox! 
方向 的 Le 避 数 由 下 式 给 出 


хд. 


(020,9) FF- L зу; 


о. 


这 里 


а 
ki 


对 任 音阶 几何 对 每 的 Lie 导数 也 有 有 类 亿 的 公式 , 

ЖЕМ 上 的 微分 形式 空间 的 Lie 导数 z, 可 以 用 
外 微分 等 子 4 和 内 乘法 算 子 ix( 定义 为 向 量 场 与 一 微分 
形式 的 缩 并 ) 表示 为 下 面 的 同 伦 公式 


х! 


#ү=й oirtirod , 
反之 ， 作 用 在 了 形式 和 上 的 外 微分 算 耶 4 也 可 以 用 Le 
导数 表示 为 以 下 公式 
do(X,,--,X,.)= 


ptr 


= EOD (ХХ) 


(ох X. Ае, X). 


ГРУ 
*^ "表示 其 下 的 符号 要 略 去 ， ХХ, 是 向 量 场 . 
Lie 微分 运算 与 共 变 微 分 法 {covariant differentia- 
tm) 对比， 其 区 别 在 于 后 者 希 要 引信 一 个 联络 而 前 者 
дад РОР ОАЕ, ЛА: 在 问 量 场 方向 
X) Lie 学 数 则 其 两 个 几何 对 象 祥和 如 的 相伴 而 生 的 
ё. 
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е 群 [Lie group; Ja груша] 

一 个 具有 和 解析 流 形 【analytic manifold ) 结 构 的 群 
G， 并 且 直 积 CxG 到 СИВА н: (х, у) 
xy 是 解析 的 ， 换 名 话说 ， 一 个 Lie BASE WT 
一 个 群 和 一 个 解析 流 形 的 相 容 结构 的 集合 . 一 个 LE 
ВЗ, И рю, ВЕТО НА 
上 考虑 而 定 .以 下 作为 约定 ， 只 考虑 实 Lie 群 (每 一 
个 复 Le 群 通过 对 其 起 的 限制 ， 自 然 地 被 赋予 一 个 实 
Lie 群 结构 ， 至 于 p 进 数 域 上 的 Lie 群 ， 见 p 进 Lie 
# (Le group ,p-adic )， 解 析 群 (analytic group ) ). 

Le 群 的 例 、 实数 域 R 上 一 般 线性 群 (general 
Hear group) GL (n, R) (75 Ж 8 Ф ЕЕ (linear 
group) 及 其 在 自然 Euclid 丘 扑 之 下 的 久子 群 (J，von 
Neumann , 1927). 

Le 群 论 的 主要 概念 是 在 1870 年 左右 由 S. Le 
引信 数学 中 的 ，Lie 群 是 与 微分 方程 用 积分 求解 的 可 能 
性 亲 题 以 及 对 连续 变换 群 的 研究 相 联 系 而 产生 的 . EE 
论 对 于 高 次 代数 方程 的 解 的 成 功 的 应 用 ， 这 已 在 Galois 
理论 (Galos theory) 的 创立 中 显 东 出 来 ， 启 发 人 们 试 
图 对 于 微分 方程 建立 一 个 与 Galos 理论 类 似 的 理论 . 
尽管 群 在 微分 方程 理论 中 所 占 的 地 位 多 少 与 它 在 代数 


方程 理论 中 不 同 ， 但 基 这 蜡 致 了 与 数学 的 许多 有 着 深 
肇 联系 的 Lie 群 论 以 及 代数 群 论 的 创立 ，LE 群 最 开 
ЗАВ Эр п 维 空间 及 "( С”) 的 局 部 变换 群 ， 这 
种 变换 解析 地 依 赖 于 一 组 有 限 个 参数 ， 并 卫 要 求 变 损 
浅 积 的 参数 能 够 由 因子 前 寡 数 通过 解析 函数 来 表示 
稍 后 ， 数 学 家 转 而 抽象 地 考虑 Lie 群 ， 不 过 仍然 从 局 
部 观点 来 考虑 (多 局 部 Lie BE ( Lic group , iocal)}. 对 
Lie 妊 整 体 结构 系统 的 研究 娩 于 E. Сапап 和 H. 
Weyl . Lie 群 论 第 一 个 近代 化 的 笑 达 是 由 卫 . С. Понг. 
Parwa 于 1938 年 给 出 的 ( 见 [1]). 

如 果 把 流 形 G HUD н 的 解析 性 用 可 微分 性 来 
代替 ， 是 否 会 导致 Lie 群 类 的 扩充 ? 这 个 问题 已 由 Lie 
ЖЖ: 如 果 и 是 二 次 连续 可 微分 的 ， 则 G 是 一 个 Lie 
群 ，Hilbert 第 五 问题 ( Hilbert fifth problern ) 则 是 要 考 
ВЕНИ: Ш G 荐 一 个 n 维 拓扑 流 形 具 
映射 и: (х, у) ху 是 连续 的 ， 问 G 是 不 是 Le 
R? УРТ ЕЎ, хоп Neumann 于 1933 年 给 出 这 个 问 
题 正 面 的 解决 ， 对 于 局 部 紧 Abel Ж}, Повтрягин 于 
1934 年 给 负 正 面 的 解决 、 对 于 一 般 情形 ， 正 面 的 答案 
是 在 1952 年 由 A. M. Gleason, D. Montgomery 和 
L. Zippin 得 到 的 【 见 [А], Л 18р. 这 样 一 来 ， 
可 以 定义 Lie 祥 为 一 个 拓扑 六 【iopological group ), 
它 的 拓扑 空间 大 一 个 有 限 维 (或 局 部 Euclid ) 流 形 
(manifold). 这 对 于 拓扑 群 的 一 般 理论 来 说 是 非常 重 
要 的 . 

Lie 群 G 的 一 个 子 集 H 称 为 一 个 子 群 (subgroup ) 
(更 确切 地 说 是 一 个 Lie Е (Lie subgroup ) )， 如 
£ H SER G 的 子 群 并 且 是 解析 流 形 G 的 子 流 
ја Іей G, 5 G, 280—420 ( morphsm ) 

一 个 解析 映射 (anlytic mapping) f: G, > G,, Ë 

гш “18% ( homomorphsm ); 如 果 三 还 是 
一 一 映射 且 f 也 是 解析 的 ， 那 么 就 称 三 是 一 个 Le 
群 的 同 构 【isomorphism of 14е groups ); 在 /是 局 部 
一 一 映射 的 情形 (在 单位 元 е 的 周围 }， 就 说 Lie 
G 5 G, 是 局 部 同 构 的 (locally isomorphic ) . 
е P G ШЕ Cdimension of а Lie group ) Ж 6 
作为 解析 流 形 的 维 数 . 以 下 只 考虑 有 根 维 Le 群 . B 
然 许 多 结果 都 可 以 礁 广 到 Бапай Пе BË (Lie group, 
Banach ) 的 情形 . 令 H 是 有 限 维 Le 群 G 的 一 个 
闲 正 规 子 群 ， 则 可 以 赋予 商 群 G/ FH 一 个 解析 结构 使 
得 G/H 成 为 一 个 Lie 群 ， 并 且 奥 范 映射 G -~ G/ H 
是 一 个 态 射 . 

Пе 855 Lie 代数 之 间 的 对 应 . 在 Le 群 论 中 主 
要 的 研究 方法 是 由 Lie 所 创立 的 无 穷 小 方法 .这 个 方 
法 使 得 能 够 将 像 Lie 群 这 样 一 个 复 杀 对 每 的 研究 在 很 
大 程度 上 简化 为 一 个 纯 代数 对 象 ，Lie 代数 (Lie alge - 
bra) 的 研究 ， 对 于 每 一 个 Lie # G 有 一 个 如 下 构成 
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的 Lie 代数 L( G) 与 之 对 应 ( 亦 见解 析 群 的 Lie 代数 
( Lie algebra of an analytic group ))，G 上 一 个 左 不 变 
向 最 场 居 一 个 关于 左 平移 的 微分 不 变 的 向 量 场 ， 就 是 
В, ХЕЛЕНЕ. ШН РЕЖ g, heG 
жї. (а 0 ХОВ) = X(gh), 这 里 L (h) = 
G 上 左 不 变 身 量 场 构成 一 个 向 量 空间 了. 将 向 量 场 Х 
与 它 在 单位 元 е 的 值 联系 起 来 ， 这 个 向 量 空间 可 以 与 
群 G ЖЕ еа) T. (G) ЗНАЯ. Ж X, Y= 
T.(G)， 那 么 Lie 括号 (Lie bracket) [X, Y] = 
Y 了 一 了 oX 仍 是 一 个 左 不 变 向 量 场 ， 并 县 这 就 在 T (G) 
内 定义 了 一 个 双 线 性 运算 ， 对 于 这 个 运算 来 说 ，T.(G) 
就 是 Lie 代数 (С) ( 这 里 向 量 场 看 成 流 形 G Б 
ЭИК ИГУ КПК Р, с 表示 向 量 场 的 合成 ). 
106) 中 换 位 运算 [X，Y] 更 为 明白 的 构造 如 下 : 令 
х), y(t) 是 G 中 经 过 单位 元 e 的 向 量 场 X, Y 的 
паа. ДХ, Y] dhe 


(в) = x( Vs ууз) 


在 e 上 的 切 向 量 . 

从 一 个 Lie 群 G 的 Lie 代数 L (G) 通过 指数 映 
射 (exponential mapping) ехр: 上 (G) ~ G， 它 将 每 
一 个 向 重 场 XeL(G) 喘 成 它 的 积分 洗 线 x (t) 在 
t=1 的 值 x(1)eG， 就 可 以 返回 到 G Б. ПЖ G 
是 一 个 线性 Lie 群 ， 即 一 般 线性 群 (general linear 
goup ) GL (п, В) 的 一 个 子 群 ， 闭 么 L(G) 可 以 与 
ВА Те 代数 L(n, R) 的 一 个 子 代数 等 同 ， 而 
指数 喘 射 有 形式 


ë 1 。 
ср У заг Xx". 


Ж ер: L(G) 一 G 是 解析 的 并 且 是 一 个 局 部 同 
构 ， 因 此 在 群 G 的 单位 元 的 某 个 邻 域内 它 定义 一 个 局 
部 举 标 卡 (chart) ( 典范 坐标 (canonical coordinates )). 
根据 Campbell- Нанди 公式 ( Campbell - Hausdorff 
formula) , G 中 的 乘法 在 典范 堂 标 内 ,， 即 局 部 定义 的 映射 


(Х,У) = exp '(expXexp Y), X, Ye L( G), 


可 以 通过 在 Lie 代数 L (G) B EW ii. 这 样 ， 局 
部 地 来 看 ， 一 个 Lie 群 由 它 的 Le 代数 完全 确定 ， 

群 与 Li 代数 之 问 的 对 应 具有 深刻 的 果子 性 
质 ， 确 急 到 局 部 同 构 的 范围 - Lie 群 由 它 的 Lie 代数 
所 确定 ; 特别 地 ， 如 果 两 个 Le б, 和 G, 是 连通 
县 单 连通 的 ， 那 么 由 它们 的 Lie 代数 的 同 构 可 得 G, = 
G,. — Lie 群 ОЮНУ Ы Le 代数 LOG) 
的 子 代数 一 一 对 应 . 4 f: G ,一 б, 是 Lie 群 的 一 个 
态 射 。 那么 这 个 态 射 在 单位 元 处 的 短 分 是 Те 代数 的 
一 个 同 态 : 


убу). 


ар LG) = L(G,). 
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ВИЖ. ЛК К L (G ) ~ L(G,) 都 
BRA af. 的 形状 ， 不 过 当 G， 是 单 连 通 的 时 候 就 是 这 
种 情形 ,一 个 连通 Lie #É G НДЕ ЯЕ H 是 正规 
АЛ L(H) 总 Le 代数 L(G) 的 埋 想 ， 各 
ЖОН ХЕ G 中 还 是 闭 的 WW 

L(G/ H)# L(G)IL(H) 


根据 构造 ， 一 个 给 定 Lie 群 G 的 Lie 代数 L(G) 是 
一 个 解析 不 变量 . 实际 上 . L(G) 其 一 个 拓扑 不 变 
量 ， 这 可 以 由 如 下 的 Cartan 定理 (theorem of Cartaa ) 

ЖИЕН: 一 个 (3) Lie Ë бю Lie Ë H з 
续 同 态 映射 大 一 个 态 射 ， 对 于 复 Lie 群 来 说 ， 这 个 断 
言 不 一 定 对 ， 虽 然 它 对 于 рй Lie 群 来 说 成 立 { 见 
[3])， 一 个 连通 Lie СА Aut(G) 是 一 
个 Lie 群 ， 它 可 以 等 同 于 Aut(L(G)) 的 一 个 Lk + 
群 . 特别 ， 如 果 Lie 群 G 是 单 连 通 的 ， 那么 


Aut(G)= Aut(L(G)) B L(Am(G) 2 D(L(G)), 


这 里 p(L(G)) 表示 代数 上 (6) Р Lie 代数 . 
对 应 
9 > Ad(y) = d,(Int(g)), 

这 里 Int(g) 是 由 ge G 所 施行 的 内 自 同 构 ， 称 为 Lie 
群 G 的 随 表 示 {adjoint representation of the Lic 
moup); 它 的 微分 是 Le 代数 L(G) ЕЙЕЛ X 
一 ad X, ЖЖ Lie 群 的 伴随 表示 ( adjoint representation 
of a Lie group ) , 

Lie 群 的 整体 结构 ， 具 有 一 个 给 定 的 实 Le 代数 
的 整体 Lic 群 的 存在 是 1930 年 由 Cartan 证 明 的 .他 
还 证 明了 一 个 实 Lic 群 的 闭 子 群 是 Le 群 ， 两 种 类 型 
的 Le 群 具 有 特殊 地 位 ， 就 是 ， 半 单 Tje 群 (Lie gro - 
ир, semi-simple } 和 可 解 Lie 群 ( Lie group , solvable). 
一 个 连带 Lie 群 G 称 为 半 单 的 (semi-simpje)， 如 果 
它 不 含 异 于 单位 子 群 的 连通 可 解 正规 子 群 ;如果 6 不 
ЗЕР) ПЕТ, ЭБАК G 是 单 的 《simple) , 
半 单 ， 单 或 可 解 Lie Ж G 的 Le 代数 分 别 是 半 单 ， 单 
或 可 解 Пе 代数 ， 对 任意 Lie 群 的 研究 主要 归结 为 对 
半 单 和 可 解 Le ВОВУ. 任意 Le 群 G 有 一 个 最 
大 的 连通 可 解 正规 子 祥 ， 称 为 可 解 根 (solvable radical ) 
并 月 记 作 R(G). 在 G hr em fE. ma s 
是 它们 之 中 的 一 个 , M G=S  R(G), НҢ 
Ao if ataban; 如 果 G 是 单 连 遂 的 ， 风 8 全 
R(G)= (e)， 并 和 且 这 个 积 是 半 直 积 (Levi-Mamuen 
定理 ( Levi- Mal'tsev theorem )) . 这 个 分 解 的 存在 首先 
是 由 E. Lewi 于 1905 年 对 于 复 Lie 代数 证 明 的 ， 而 
兴 单 成 分 的 共 示 性 则 是 由 A. И. Мальцев 于 1942 年 
建立 的 ( 见 116], [3], 2 Я, Leii-Mamues 分 解 
(Levi -Maltsev decomposition)) 


关于 可 解 Lie 群 最 普遍 的 事实 是 由 Lie 得 到 的 : 
M C 上 任意 连通 可 解 线性 群 可 以 化 为 三 角形 式 ， 这 就 
是 说 ， 对 连通 林 解 Lie 群 的 描述 归结 为 对 一 般 三 角 群 
T(n) SGL(n. C) 的 子 群 的 描述 ， 可 解 子 群 的 详细 
研究 已 由 Мальцев 在 [16] Т. 

在 钱 完 半 单 Lie ЖЁН НЫ], ВИГАК ЖГ 
起 着 重要 的 作用 ， 这 种 子 群 被 Сапар 与 对 称 空间 理论 
紧密 地 联系 在 一 起 研究 过 .根据 Canan ШЕЙШ 
理 ， 一 个 半 单 Lie б JAA E TREES), An 
Ж B 基 G 的 ~ 个 极 估 紧 子 群 ， 则 存在 一 个 子 流 形 
EC G, ÉE Bb F| $ J — А Eucld 空间 ， 使 得 
G= ВЕ, 并 日 映 射 Bx Е— ВЕ, (b, е) be, Ж 
МАТИСА. 这样，G ВЫ B 的 拓扑 
结构 所 确定 .MamueB ( [ 16]) 将 Cartan 定理 推广 到 任 
意 连 通 Lie 群 上 . 一 个 连通 Lie 群 分 成 一 个 极 大 紧 子 
样 与 一 个 Eucld 空间 的 积 的 男 一 个 分 解 是 由 关 识 找到 
的 【外 岩 深 分 解 ([wasawa decompositon )) . 

线性 下 表示 性 ， 从 Lie 群 论 发 展 的 一 开始 ， 显 然 
任意 Lie 群 就 与 线性 Lie 群 紧密 联系 的 Lie 证明 
了 ,在 许多 情况 下 ，Lie 群 局 部 同 构 于 线性 Lic 群 . 
一 般 性 的 定理 是 И. Д. Ano 于 1935 年 得 到 的 ; 任意 
Lie 群 都 局 部 同 构 于 “个 线性 Lic 群 { 见 [151) , PJ 
时 也 不 难 给 出 非 线 性 Lie 群 的 例子 ， 例 如 ，SL(2, R) 
ЮЖНЕ, 或 (在 域 C 的 情形 ) ЕУ. ш 
# G 是 一 个 单 连通 可 解 Li 群 ， 则 它 的 任意 Li 子 
ВРЕ АЕ ИЕН АР НЕ Lie 群 . 在 一 般 
情形 ， 以 下 关于 线性 可 表示 性 的 送别 准 划 已 被 找到 
(116]): 一 个 连通 Lie 群 是 线性 的 ， 必 要 且 具 时 它 的 
根 КОС) 和 和 半 单 商 群 G/RCG) 是 线性 的 ; 其 次 ， 
R(G) 是 线性 可 表示 的 ， 几 要 日 只 要 它 的 换 位 子 群 是 
单 连通 的 ， 而 半音 Lie 群 G/ R(G) 的 线性 则 依赖 于 
它 的 中 心 的 结构 . 紧 的 ， 以 及 复 半音 Lie 群 不 仅 是 线 
性 的 ， 而 卫 还 是 线性 代数 群 {linear algebraic group ) 
(гр. 

328. Le 群 论 中 主要 问题 之 一 就 是 对 任意 连通 
Lie 说 确切 到 同 帮 范 转 内 进行 分 类 , 在 具有 同一 Lie 
代数 的 所 有 肩 部 同 构 的 连通 Lie 群 类 中 ， 有 唯一 的 单 
连通 Lie 群 8,， 而 这 一 类 的 任意 Lic 群 G 都 同 构 于 
G N, &Ш N 是 一 个 离散 的 中 心 正规 子 群 ， 于 是 ， 
Lie 群 的 分 类 就 归结 为 有 限 维 Lie 代数 的 分 类 和 对 单 
连通 Lie 群 中 心 的 计算 . 另 一 方面 ， 它 归结 为 两 种 基 
本 的 不 同类 型 群 的 分 类 : 半 单 的 和 可 解 的 (网 半 单 Lie 
群 (Lie group , semi-simple }, 可 解 Le 群 (Lie group, 
solvable )) ， 和 车 一 看 ， 可 解 Lie 群 的 结构 比较 简单 ， 它 
们 的 分 类 似乎 并 不 太 难 . 然而 这 种 印象 是 靠不住 的 ， 
迄今 为 目 {197)， 还 没有 希望 得 到 可 解 Lie 群 的 分 
类 . 相反 好， 学 单 Lie 群 已 经 被 完全 分 类 ， 复 半音 Lie 


代数 的 完全 分 类 出 W. Kiling 于 1888 — 1890 得 出 
Са 11, {3]). 因为 一 个 复 半音 Lie 代数 是 单子 代数 
АСТ, ЛОДА А Lie 代数 进行 分 类 即 可 ，-- 共 
内 有 九 种 类 型 的 复 单 Lie 代数 ， 就 是 四 类 无 究 系 列 


.nR21,B,,n22, C..n>23 D,, n> 4, 
和 五 个 例外 代数 
G. Fa Foe, Е, Ех 


( 亦 见 半 单 Lie 代数 ( Lie algebra, semi -simpke )]. 复 
单 Lie 代数 的 无 假 系 列 对 应 于 典型 线性 Le 群 ， 对 应 
的 单 连通 群 有 以 下 形式 : 4 ,型 一 SLtn + 1, C); B, 
型 一 Spin(f,,,)， 对 应 于 一 个 2n + 1 维 非 奇异 之 
次 型 六 ,| %JARBREE (spinor group); С, 型 一 2n 
次 幸 群 { symplectic group); Р, 型 一 Spin (ff,)， Ж 
叭 计算 这 些 群 的 中 心 。 例 如 、SL (2n + 1, C) 的 中 心 
是 m+] Р, Span (f...) 和 辛 群 的 中 心 是 二 
ЮЙ. 这 样 就 得 到 复 半 单 Lie 群 的 分 类 ， 实 半 单 
Lic 和 群 的 分 类 看 来 要 复 条 一 些 ， 它 依赖 于 它们 的 实 形 
式 的 分 类 ( 亦 见 代数 群 的 形式 (form of an algebraic 
group )) . 这 里 最 重要 的 一 点 是 任意 复 半 单 Lie С 
АЕ КОЈИ В; 由 此 得 出 Le 代数 L(G) 
БЕ L(8B)@, C, ШЖ Le 代数 L(B) 而 得 
到 . 根据 这 一 点 ，Cartan 于 1914 得 到 复 半 单 Lie W 
的 实 形式 的 完全 分 类 ， 用 Gaiois 上 同调 (Gaiog co- 
homology ) 的 语言 来 说， 这 等 从 于 对 集合 H'(R, 
Aut(G)) 的 描述 【 亦 见 线性 代数 群 (linear aleebraic 
group)) . 

后 来 Kiling 的 方法 由 Canan 和 Weyl 加 以 完 
状 ， 这 给 出 了 解决 许多 其 他 分 类 问题 的 可 能 性 ， 并 且 
发 展 了 重要 的 Lie 群 表示 论 . 典型 复 单 Li 群 的 半 单 
子 群 的 分 类 已 经 得 到 { 见 [17]). 

近代 的 发 展 和 应 用 . 在 20 世纪 50 年 代 ，Lie 群 
论 的 发 展开 始 了 一 个 新 的 阶段 ， 这 特别 显示 在 代数 娠 
论 的 创立 上 【 见 线性 代数 群 (linear alpebraic group )). 
ЗИМА, С. Chevaley ( 见 [12]) 已 经 详细 地 阐明 
了 Lie 群 论 中 基本 结果 的 代 教 性 质 ， 代 数 几何 方法 的 
应 用 使 得 有 可 能 将 这 些 经 典 结果 用 一 种 新 的 方式 加 以 
阐述 ， 并 且 揭示 了 与 函数 论 ， 数 论 等 理论 的 新 的 深刻 
联系 . p Ше 群 {Lie group ,p-adic ) 的 理论 有 重大 
ЖЖ (Ж{31, {6]) .实际 上 Li 群 与 数学 的 所 有 主 
要 分 支 都 有 联系 : 通过 Lie 变换 群 ( Lie transformation 
group ) 论 与 几何 学 、 拓 扑 学 的 联系 ， 通 过 线性 央 示 论 
与 分 析 的 联系 等 等 ，Lie 群 对 物理 和 力学 的 许多 应 用 
也 是 非常 重要 的 . 
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[ 补 注 】 关于 Le 群 的 早期 六 述评 见 [A1]. 关于 Або 
定理 也 可 以 查阅 [A2]， 关 于 Салап 对 复学 单 Lie # 
实 形式 的 分 类 见 [ 10]. 

一 个 С? 群 是 解析 的 这 个 定理 得 归于 F. Schur 
(1893) ， 在 这 件 事 上 他 的 简 述 较 Lie 更 为 简 清 ，Catnp - 
bell -Hausdorff 公式 也 可 以 同样 追溯 到 Schur ( 1891). 

从 1950 年 前 后 主要 新 的 发 展 就 是 非 紧 半 单 Lie 群 
的 表示 论 的 创立 。 这 大 部 分 是 由 Harish -Chandrma 
([A3]) #8. 
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上 而 正文 中 所 给 出 的 两 个 Lie 群 局 部 同 愧 的 定义 
并 不 是 最 常 克 的 那 一 种 .通常 两 个 Lic Е С, G, Fk 
为 局 部 同 构 的 【locally jsomorphic )， 如 果 有 G， 的 单 
位 元 的 邻 域 о, 和 С, 的 单位 元 的 邻 域 Da， 它们 之 
问 罕 在 一 个 解析 流 江 的 同 构 六 U, -” 上,， 使 得 对 丁 
х,у, xXy€CU ЖЕ (х) (у) = (ху), 并 且 对 
于 wv, иъей, 来 说 都 有 7 (и) 5 (0) = 
f (un). 
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Banach Lie 群 [Lie group, Banach; Ли Банахова гру- 
ша ] 

一 个 集合 G 同时 被 赋予 一 个 群 结 构 和 一 个 解析 
Banach 流 形 结构 ( 见 Banach 解析 空间 ( Banach analy - 
бс space)); 这 两 个 结构 在 下 述 意义 下 是 根 容 的 : 由 
G x G #| G 内 的 映射 (9, л) gh 是 解析 的 .如 
果 这 个 Banach 流 形 是 有 限 维 的 ， 则 这 个 概念 就 与 通 
常 Lie 群 概念 一 致 . 

例 一 个 带 有 加 法 运算 的 Banach 空间 ， 一 个 带 
有 政法 运算 的 Banach 代数 4 ТЛА AV, 
以 及 一 个 光滑 流 形 М 上 取 值 在 一 个 Lie 群 G 内 的 大 
МНА C*(M, G)， 其 中 运算 为 逐 点 相 
乘 ， 都 是 Banach Lie 群 。 另 一 方面 ， 一 个 光滑 流 形 
M 到 它 自 身上 的 上 阶 光滑 一 一 映射 的 集合 ртм 
不 是 Banach Lie 群 ; 这 时 Banach 流 形 的 自然 结构 与 
群 的 白 然 结构 ( 关于 合成 运算 ) 不 是 相 容 的 . 

Lie 群 论 由 一 些 基 本 定理 对 于 Banach Lie 群 来 说 
仍然 成 立 : 对 于 每 一 个 Banach Lie 群 有 一 个 Banach 
Lie 代数 ( Banach Це аера) 与 之 对 应 ， 从 它 出 发 及 
回来 又 可 以 得 到 一 个 局 部 Banach Lie 群 . 然而 并 不 是 
每 一 个 局 部 Banach Lie 群 都 可 以 扩充 为 一 个 整体 
Banach Lie 群 ( 见 [2]) . 一 个 Banach Те 群 的 单位 
元 的 一 个 邻 域 被 指教 映射 的 象 所 驳 盖 ; 在 Banach Le 
群 的 连通 团子 群 与 相应 的 Lie 代数 的 闭 子 代数 之 间 有 
一 个 对 应 关系 . 

Banach Lie 群 概念 有 许多 瓜 广 ( 匈 [3]) ， 在 这 里 
Banach 空间 结构 被 一 个 线性 拓扑 空间 结构 或 更 为 一 
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紧 Lie 群 [Lie group , compact ; Ли компактная групна] 

一 个 紧 群 (compact group ) 又 是 一 个 有 限 维 实 De 
# (Те group ) ， 紧 Lie 群 可 以 被 刻画 为 一 个 有 限 约 
局 部 连通 的 紧 拓 扑 群 . 

ЮЖ G° R- R Lie 群 G 的 单位 元 的 连通 分 
文 ， 那 么 连通 分 女 群 G/ G" 是 有 限 的 ， 对 连通 紧 Lie 
群 结构 的 研究 是 Lie 群 论 的 一 个 基本 课题 . 

下 列 连通 紧 Lie 群 的 例子 在 紧 Lie 群 的 一 般 结 构 
理论 中 扮演 重要 的 角色 ， 

1) 一 切 模 为 1 的 复数 的 乘法 群 Ti. 

2) 一 切 行列 式 为 1 的 n 价 复 丁 矩阵 的 群 SU (n). 

3) 一 切 行列 式 为 1 的 n ПЕНИ 
SO(n). 

4) 一 切 满足 条 件 XJX' = J йй: XeSU (2а) 
所 构成 的 群 Sp (nn)， 这 里 


И 
-Е,0 
“ИШЕ. E. 是 n 阶 单位 矩阵 . 

连通 紧 Lie 群 的 完全 分 类 已 在 E. Cartan ([1]) 
жн. меу ([2]) 的 工作 中 得 到 ， 就 是 以 下 这 样 . 

1) 连通 交换 紧 Lic 群 (connected commutative 
compact Lie groups). 就 是 环 面 (ons )、 即 形 如 
T'= fx Рп 个 因子 ) 的 群 . 

2) жй ЖЖ Lie 群 (connected semi-simple 
compact Lie grups) ( 见 半 单 Це # (Lie group， 
semi -ітріє). ШЖ G 是 一 个 连通 半 单 紧 Lie 群 ， 则 
6 ний G 也 是 一 个 紧 Пе B (му 定理 
(Weyl theorem )) . G 的 中 心 Z 是 有 限 的 ， 并 且 所 有 
与 G 局 部 同 构 的 连通 Le 群 都 是 紧 移 ， 确 切 到 同 构 
Ш, ЗА Сур, йш Dc Z. 半音 
紧 Lie 群 的 Lie 代数 在 本 质 上 可 以 被 刻 旺 为 有 限 维 实 
Lic 代数 中 一 切 具有 负 定 Killing 型 ( Killing form ) 的 


Ж. 
上 述 两 类 连通 Lie 群 的 基本 类 型 确定 了 任意 紧 Lie 
群 的 结构 . 后 一 类 确切 到 何 构 范围 内 就 是 一 切 形 如 
(G x T)/D 的 群 ,这 里 G 是 一 个 连通 单 连通 紧 Lie 
群 ， 以 有 中 心 Z, 了 二 一 个 环 面 , 而 也 其 群 Z x T 


的 - -个 与 了 的 交 为 单位 元 的 有 限 子 群 .任意 紧 Lie Р 
前 Lie 代数 在 本 质 上 也 可 以 在 一 切 有 限 维 实 Lie 代数 
中 刻 三 : 它们 就 是 这 样 的 Lie 代数 9 ， 具 有 一 个 正 完 
的 标量 积 (，} 使 得 对 于 任意 x. у, z€ 9 884 ([x, 
у}, 2) + (y, 1х. 2])=0. 它们 也 称 为 紧 Lie 代数 
{compact Lie аргыга). ` 7 

这 样 ， 连 通 紧 Lie 群 的 分 类 就 归结 为 连通 单 连通 
33038 Lie 群 的 分 类 (或 者 等 价 地 ， 半 单 紧 Lie 代数 
的 分 类 ) 和 对 它们 的 中 心 的 描述 ， 半 单 紧 Le 代数 与 
半 单 复 Lie 代数 ( 从 而 与 约 化 根系 ， 见 根系 (root sys- 
єт )) 一 一 对 应 ， 这 就 是 ， 如 果 9 是 一 个 半 单 紧 Lie 
代数 ， 那 么 它 的 复 全 3c = 8 四 。C 是 半 单 的 .反之 ， 
Ж C 二 任意 一 个 半 单 Lie 代数 内 ， 有 唯一 的 ( 确切 到 
ЗАА) 紧 实 形式 【 见 【 代 数 ) 结构 的 形式 ( form 
of an (algebraic) stnichure)， 特 别 ， 单 紧 Le 代数 和 
与 之 对 应 的 连通 单 连通 紫 Lie 群 的 分 类 的 最 终结 果 如 
TF. 有 四 个 所 谓 典 型 单 紧 Lie 代数 (classcal simple 
compaet Lie ага) 的 充 限 系列 ， 它 们 对 应 着 以 下 不 
可 约 的 约 化 根系 的 系列 : А, n> 1, B,, n22, C,, 
n23, D,. п>4. 它们 分 别 是 群 SU (n+1)， 
80 (2л + 1), Sp (n) Ж 80 (2и) 的 Le 代数 ， 此 
外 ， 还 有 下 个 所 调 例 外 单 紧 Lie 代数 《cxccptional sim - 
ple compact Lie algebras }， 它 们 对 应 于 С,,Е,, Es, 
E, 利 ,型 根系 .任意 一 个 单 紧 Lie 代数 都 同 构 于 
这 些 Lie 代数 中 之 一 ， 而 它们 自已 互 不 同 构 ， 紧 Li 
# 50(п) 和 5р(л) (п >1) 是 连通 晶 单 连通 的 ， 群 
SO(n) (n 23) ЖЕШИН АДЕ ФИ. Ç WJ M 
ЖЕНЕНИН Ж Lie 群 (spinor compact Lie group), 
并 且 记 作 Spin fn)， 一 个 连通 且 单 连通 半 单 紧 Lie Ë 
的 中 心 与 对 应 的 单 连通 复 Lic 群 的 中 心 一 致 《 见 半 单 
Lie 群 (Lie group , semi simple )). 

任意 紧 Lie НИМА АНЕ 这样 一 个 
表示 的 象 是 一 个 实 代数 碍 ,任意 紧 Lie 群 G 都 有 -一 
个 复 化 Ge( 见 Пе 群 的 复 化 (complexification of а 
Lie goup)). 再 者 ，G 是 -- 个 复 约 化 代数 群 ( 见 约 
化 群 《reductive group ))， 它 的 仿 射 代 数 4。 可 以 被 
扒 述 为 G 上 一 切 表示 函数 ( representation functions ) 
кё, ШЕ йк 的 代数 ，f 被 G 的 
元 素平 移 的 线性 包 络 是 有 限 维 的 .代数 4。 有 一 个 自 
然 的 实 结构 ， 因 而 它 确定 了 R 上 一 个 代数 群 ， 这 个 群 
的 实 点 组 成 G， 而 复 点 组 成 G.. 群 G Ë Ge 内 … 
个 极 大 紧 子 群 ， 作 为 一 个 结果 ， 我 们 得 到 同 构 的 紧 Lic 
群 类 与 C 上 约 化 代数 群 类 之 间 的 一 一 对 应 。 

任意 紧 Lie 群 都 是 一 个 实 解 析 群 ， 复 紧 和 解析 群 也 
称 为 复 紧 Lie 群 (complex compact Lie group ). fÉ 
RGS EE Lie 群 ( (作为 一 个 复 Le 群 ) 都 司 构 于 ,一 
个 复 环 面 C'/p, ЖШ r 是 C* 中 一 个 秩 为 2n 的 
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ЖЕН. EH (作为 一 个 实 Lie 群 ) 与 T” PHS. 


两 个 复 环 画 C'/r, 与 C"/T( 作为 复 Lie 群 ) 同 构 
必要 且 只 要 p= g(r i), ЭЖ geGL,(C). 
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【 补 注 】 
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导出 Lie 群 [Lie group, derived; Ли пронзводная гру - 
та) 

一 个 Ше ## ( Lie group ) 的 换 位 子 群 ( commutator 
Subgroup ) - 对 于 任意 Lie 群 G 来 说 ， 它 的 导出 Lie 
ВО, G] 是 G 的 一 个 正规 (不 一 定 闭 ) Le 子 群 . 
在 群 G 的 Le 代数 9 中 与 它 对 应 的 理想 就 是 换 位 子 
代数 [9 , а] 《 也 称 为 上 的 导出 Lie 代数 (derived Le 
algebra )) ， 一 个 单 连通 ( 或 连通 线性 ) Li 群 G 的 换 
位 子 群 在 G 中 总 基 闭 的 . 


参考 文献 
[1] Chevalley, C., Theory of Lie groups, 1, Prineeton 
Univ. Press, 1946. А. Л. Ониших E ЯН Ж 


指数 Lie 群 [Lie group, exponential ; Ли экгпоненцналь- 
ная груша ], ( E) 型 е 8 ( Le group of type (Е)) 

一 个 实 有 限 维 Lie 群 (Lie group ) G， 其 中 指数 
映射 【exponential mapping) exp: 8 一 G Ж ЖЕ 
BE (diffeomorphism),9 É G 的 Li 代数 (Lie аре - 


48 LIE СКОР, FULLY -SOLVABLE 


bra). 
任意 指数 Lie 群 都 是 可 解 并 且 单 连通 的 、 它 的 Lie 
代数 是 一 个 指数 De 代数 (Lic algebra ,exponential ) . 
指数 Lie 群 的 连通 子 群 ， 关 于 一 个 连通 正规 子 群 的 商 
群 以 及 有 限 直 积 都 是 指数 Li 群 ， 然 而 作 群 扩张 则 不 
一 定 是 指数 Lic 群 .一 个 超 可 解 Le Ё# (Lie group - 
supersolvable ) (1, — 82 Lic 群 ) 如 果 是 单 连 
通 的 ， 则 一 定 是 指数 的 . 
一 个 指数 Lie 群 的 连通 子 群 的 交 是 连通 的 .任意 
子 集 的 中 心 化 子 也 是 连通 的 .一 个 单 连 通 Lic 群 是 指 
数 的 必要 县 只 要 它 没有 包含 Eucld РШЕ БИЛИШ 
盖 群 作为 子 群 的 侧 群 . 
参考 文献 
[1] Dixmer ,了 .，L'applicatpn exponenticlics dans ls grou - 
pes dc Lie rtsolubles, Bul. Soe. Math. Frumce, 88 
(1957), 113 — 121 
[2] $айб, М., Sur certains groupes de Lic rsolublas ， 
T. Ш. Se, Рарт Coll. Сеп. Edu. Ший. Tokyo, 
7 (1957), 1—11; 157—168. В. В. Горбашсвич fE 
к 
参考 文献 
[АГ Bemal, Р., et al. , Répresertatior. des groupe, de Lic 
resolubles ， Dunod , 1972 йй ж 


全 可 解 Ше ВЕ [Lie group，filly -solvable ; треугольная 
TIpymma Ли] 
同 超 可 解 Lie 群 (Lie groub ,supersolkvable ) . 


局 部 Lie Ë# [ Lie group ,local; Ли локальная груша], 
局 部 解析 群 (local analytic group ) 

关于 某 一 站 平凡 绝对 值 是 完全 的 域 上 上 一 个 解析 
流 形 (analytic manifold) G， 连 同一 个 特殊 的 元 素 e 
(前 位 元 )， 一 个 开 子 集 Uae Ж U x U PJ G 
ШЕЕ (у, А) = gh 以 及 邻 域 上 到 自身 内 的 
解析 喘 射 2 2, ЖАШТА : 

1) Жей ge = eg 

2) 在 e 的 某 个 邻 域内 有 e= од! 'g; 

3) 对 于 e 的 某 个 邻 域 U' < U 来 说 # U'U' 
СОН j(hr)=(gh)r, EE g, h, r 是 U' 的 性 

局 部 Lie 群 最 初 是 在 5. Lie 和 他 的 学 派 的 工作 
中 作为 局 部 Lie 变换 群 (Lie transformation group ) 而 
出 现 的 ( 见 [1]). 

令 G, 和 ,是 两 个 局 部 Li 群 分 别 有 单 位 元 e, 
和 e,. G, #J G, 内 一 个 局 部 同 态 {Jocal homomor- 
phšm) (ШЕ G, 一 G,) 3 G, е, 的 某 个 他 
域 U 的 解析 映射 (analytic mapping) f: U ~ С,, 
使 得 f(e,)= e, B f(gh)=f()f(0), a h E e, 
的 某 个 邻 域 U, < 的 任意 元 素 . 局 部 同 态 按 自然 定 


义 的 合成 仍 是 一 个 局 部 同 态 .两 个 局 部 同 态 G, 一 
б, ШЖ с 的 某 个 分 域内 一致、 就 称 为 等 价 的 
(equivalent )， 如 朵 有 局 部 辣 态 f: G, > G, 和 f,: 
б, 一 G, 使 得 合成 映射 о, о, 等 从 二 全 等 
We, ЖЕБЕП Lie 群 G, 与 G, 是 等 价 的 

例 . 令 攻 是 一 个 解析 群 (analytic Broup )， 只 备 
单位 元 e. G Ë еб, Mb 的 解析 
结构 在 G 上 诱导 了 一 个 解析 结构 ， 并 且 G 内 的 乘法 
АЕ ЧЕ G 成 为 一 个 局 部 [ie 群 (特别 ， 
G 本 身 可 以 看 成 一 个 局 部 Lie 群 】， 所 有 按 这 种 方式 
从 一 个 固定 的 解析 群 G 所 得 到 的 局 部 Lie 群 G 都 是 
Зона. 

Lie еН > — В ЕШ ИВ BE B. 
有 多 人 普遍 性 的 问题 ， 就 是 说 ， 是 否 每 个 局 部 Lie 群 
都 是 (确切 到 等 价 范围 内 ) 其 个 解析 群 的 一 个 邻 起， 
这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 ( 见 [2], [3], [4]， 在 
Banach Lie 群 的 情形 ， 答 案 是 否定 的 ， 见 [4]) . 

研究 局 部 Lie 群 最 重要 的 工具 就 是 局 部 Lie Жз 
它 的 Lie 代数 (Lie algebra ) 之 闻 的 对 应 ,就 起 说 ， 令 
G 是 域 上 ~- 个 局 部 Le WE. о 是 它 的 单位 元 、 在 从 
位 元 е 处 选取 解析 流 形 G 的 一 个 坐标 卡 (бап) с 
使 得 可 以 将 G е 的 某 个 分 域 与 4 维 坐标 空间 k" 
的 原点 的 某 个 邻 域 U 等 同 起 来 . 于 是 U 成 为 一 个 局 
部 Le BE. 令 U, 是 局 部 Lie ШО 内 原点 的 一 个 贷 
域 ， 使 得 对 于 任意 x, уе, ЖУТА 
z= хує0, Ф, U 内 在 邻 域 V。 内 的 乘法 写成 全 
标 形式 可 以 用 nt 个 解析 西数 


sf 


Э, Н (ху х). (уст 0 (т, 
© ,:,) 分 别 是 点 х, уеШ„ 和 z=xyeU ЙА. 
在 原点 的 一 个 足够 小 的 邻 域内 画 数 f, 被 表示 成 一 个 收 
伍 攻 级 数 的 和 { 以 下 仍 以 y 记 之 ) ， 而 在 U 中 单位 
元 的 存在 和 结合 律 则 由 看 成 20 个 变量 的 形式 加 级 数 
的 这 些 级 数 的 下 列 性 质 表示 : 

a) 对 于 一 切 也 (xz 全 
和 Ft0, 7, 0; y, U y.) 


人 


‚х„;0,с-‚,б)=х, 


b) ЖР i. (и, сз, н„; f (6 е 
кс, WO ст, f (e a мү, с, w))= 
АОнун»; з, се, a „(и ‚сен, 
в, U 6 b); мү, СС, w.). 


由 性 质 a) 和 b) ЯНУКА F. = (7, 
с f.) 是 一 个 形式 群 (formal group )， 特别， 每 一 
个 级 数 f 的 ЖКТЕ к 上 一 个 双 线 性 型 
(bilinear form )， 就 是 说 ， 它 具有 以 下 形式 


У Вух,у= bX у) x (у), 
1 


у= (ур, 
这 使 得 它 可 以 根据 以 下 规则 在 k" Ez Е. | 
{х,у]= 


(b (x. v)- b (y. х). 7, b (x. уі b,(y,x)) 

{ЖЛ ЖЕ, k" 是 一 个 Lie КА. ЖТ Б 
定义 的 坐标 长 ， 这 个 Lie 代数 结构 可 以 通过 同 构 8 一 
如 ЖЕЕ G 在 е 前 切 空间 3 上 .出 不 同 的 坐标 卡 所 
定义 的 形式 群 F, 和 F, 是 同 构 的 ， 而 是 8 上 的 Lie 
代数 结构 并 不 依赖 于 坐标 卡 c 的 选取 ,Lie 代数 8 称 
为 一 个 局 部 Lie 群 的 Lie 代数 ( Lie айга of а local 
Lie group )， 对 于 一 个 局 部 Шс 309 4 6 ИНЖ 
说 ， 它 在 单位 元 的 微分 是 Lie 代数 同 态 ， 这 表明 局 部 
Lie 群 与 它 的 Lie 代数 之 同 的 对 应 ЗЕК. 
别 ， 等 价 的 局 部 Lie ЖЕНЕНИН Lie 代数 . 

如 果 域 的 特征 为 0， 则 上 述 的 构造 ， 这 种 构造 
可 以 追 湖 到 Lie{[1])， 就 使 得 可 以 将 局 部 Lie 群 性 质 
的 研究 归结 为 它们 的 Lie 代数 相应 性 质 的 研究 .在 这 
种 情形 下 ， 确 切 到 等 价 的 范围 内 ，Lie 代数 8 堆 一 地 
确定 局 部 Le WE G. 这 蒜 总 说 ， 可 以 如 此 选取 坐标 卡 
e. 使 得 在 局 部 е 群 САЯНА xy 被 表 成 出 x 和 y 
通过 换 位 运算 [, ] ЯЕ к 的 元 素 所 得 到 的 k" 的 元 
党 的 一 个 收 铺 级 数 【所谓 的 Campbell -Hausdorf 级 
Ў, И. Campbell -Hawsdorff 公式 ( Campbell - Hausdorff 
formula))， 反 之， 对 王城 有 上任 党 一 个 有 限 维 Li 
代数 5, Campbell -Hausdorff 级 数 在 6 的 原点 的 某 个 
邻 域内 收 人 敏 ， 并 且 在 这 个 邻 域内 定义 了 一 个 具有 Lie 
代数 日 的 局 部 Lie 内 结构 . 这样， 对 于 任意 给 定 的 
Lie 代数 6 来 说 ， 洗 唯一 的 【确切 到 等 价 范围 内 ) 局 
部 Lie 群 以 6 为 其 Le 代数 ， 再 者 ， 每 一 个 Lie dÚ 
数 同 态 都 是 让 对 应 的 局 者 Lie 880908 — И] ЕНГ 
Ф. 换 各 话说 ， 局 部 Lie 群 与 其 Le 代数 之 问 的 对 应 
定义 了 局 部 Lie 群 范畴 与 k 上 有 限 维 Le 代数 范畴 的 
一 个 等 价 . 而 且 局 部 Lie 群 与 相应 的 形式 群 之 间 的 对 
应 定义 了 房 部 Li 群 范畴 与 上 上 形式 群 范 畴 的 一 个 等 
价 


对 于 任意 局 部 Banach Lie 群 也 可 以 定义 Lk 代 
数 ; 关于 局 第 Le 群 范畴 与 Lie 代数 范 时 的 等 价 的 主 
要 结果 都 可 以 推广 到 这 个 情形 ( 匈 [2]). 
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СМЕР Жк 上 局 部 Li 群 范畴 ， 形 式 群 范畴 以 及 
Lie 代数 范畴 的 等 价 性 仅 当 域 k 是 特征 0 时 才 成 立 . 
特别 ， 对 于 特征 为 р k 来 说 ， 有 至 少 可 数 个 不 
同 构 的 上 上 一 维 形式 群 ， 然 而 自然 只 有 一 个 域 k 上 
一 维 Lie 代数 . ЖЕ Ж 


ЖЖ Lie 群 [Lie group, nipotent; Ли нильпотентная 
грулпа ] 

— Ше 群 (Lie goup), ЕЕ ЖН В Ж 
ЙО ( WN EBE ( nilpotent group))，Abel Lie #1 8: E: 
же. шй Р (0) 是 域 K 上 有 限 维 向 量 空间 У 
П (р), Ж 

МР) = [g=GL(V): фо = отой V,, 
Ж оу, i 之 1} 
АЖ K 上 一 个 敌 鹤 代数 群 ， 在 一 个 与 F 相 容 的 基 
肉 ， 它 前 元 素 都 可 以 表示 成 主 对 角 线 上 元 圳 都 是 1 的 
三 角形 撼 阵 . 如 果 F 是 一 个 完全 旗 ( 即 如 果 ату, = 
大) ， 则 与 МОР) АНЕ ЕЕ ге 群 N(n, K) 
ШАН К п = dim V 阶 短 阵 组 成 。 

如 果 КЕТИШ, 则 N(F) 是 下 上 一 
ТЖЕ Lie 群 ， 它 的 Lie 代数 是 n(F) (ЮЖ Lie 
代数 (Lie algebra, nilpotent )) . 更 一 般 地 ， 一 个 特征 
为 0 的 域 K 上 Шей G 的 Lie КАЯН 
只 要 G 的 单位 元 的 连通 分 支 G, ААИ 这 就 使 得 
ЭЖЕ Lie 代数 的 性 质 转移 到 敌 零 Lie B F. ( 见 
12], [4], [5]) . Engei 定理 的 群 的 变形 有 以 下 的 更 强 
的 形式 (Kokhin 定理 ( Kokhin theorem)): 设 了 是 
ЮЖ К 上 一 个 有 限 准 向 量 空间 ，G 是 GL (V) 的 
一 个 子 群 ， 如 果 每 一 个 geG ЖАЖА, ЯАЖ 了 
内 有 一 个 完全 旗 了 使 得 G< N(F) (因而 G 自然 是 
жй) { 见 [3]). 

ж Lie 群 是 可 解 的 ， 因 此 可 解 Lie ЕКЕЖ 
可 以 转移 到 它们 上 来 ， 并 且 常 有 更 强 的 形式 ， 这 是 内 
ра МОР Lie 群 都 是 三 角形 的 . 一 个 连通 Lie 群 
G 是 匡 堆 的 必要 日 只 要 在 典范 坐标 内 《 见 ILie 8 (Lie 
goup))G 中 的 群 运算 可 以 写成 多 项 式 ([4]) . 每 一 个 
MEB K ге Ë G 都 同 构 于 一 个 代数 群 ， 更 有 
# E, ПЕТ N(n, R) 的 一 个 代数 子 群 . 

可 以 选取 G 在 Мп, R) 内 一 个 忠实 表示 使 得 自 
МЕ Аш С 能 够 作为 G 的 像 的 正规 化 子 被 说 人 
GL(n, R)( 见 [1]). 

如 果 G 是 一 个 连通 的 害 阵 实 短 零 Lie 群 ， 那 么 
它 分 型 为 一 个 紧 Abel Lie 群 与 一 个 单 连通 Lic 群 的 直 
BL. 特征 为 0 的 域 上 一 个 连通 的 线性 代数 群 G 可 以 
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分 裂 为 “个 用 半 单元 索 组 成 的 Abel IE df 9 
НАЖА ЛЕЯ ТАЯ АЯ (:5]) . 

БСР Lie WE PR APRPE е ЯР (special Lie gro - 
шро) 或 零 秩 Lie Ë ( Lie groups of балк 0) .在 半音 
Lie 群 的 表示 论 中 ， 当 研究 这 种 群 药 离散 子 群 时 ， 具 
有 重要 应 用 的 极限 球面 Lie ЕВ Lie 群 . 
参考 文献 

[1] Віжћої, G .. Representability of Lie algebras апа Lie 
Eroups by matrices, Ama. of Мшй.. (2). 38 (1937). 
526 ~ 532 
{2] Bourbaki, N.. Elements of mathematies. Lie groups 
and Lic alacbras , Addison - Wesley , 1975. 
[3] Sene, Ј.-Р., Lic algebrus and Lie groups, Benjam, 
1965 (Springer , 1992) 
[4] Hdgason, S., Differential geometry, Lie grups and 
symmetric spaces. Асай. Press. 1918. 
[5] Chevalley. С., Théone de groupes de Lie, 3, 
Heman, , 1955 B.B. Горбацевич { 
【 补 注 】 3F3F Lie ЕО MÜ 3ROR3E ip 2 T 85 40 E 
了 ， 这 可 以 追 淹 到 A. A. Kirillov (А. А, Кирилов) 
的 基本 论文 [A1] . 这 个 理论 ， 通 常 你 为 “轨道 方法 ” 
(orbit method )， 已 被 推广 到 可 解 Lie ЖЮ НЕ. PL 
ЕЛЕНИ ЛЕШ. 亦 见 [A3] 
参考 文献 
[АЦ] Kirllov, А. A., Unitary representations of nilpotent 
Lie groups, Russan Math. Surveys, 17 (1962), 4, 
53 — 104 (&Успехи матем. Hayk), 17 (1962). 4, 
57-10) 
ГА21 Raghunathan, М. 5., Discrete suberoups of Lic 
goups, Spnnger , 1972. 
[АЗ] Pukanszky, L.. Leçons 5ш kes mprsentalions des 
Eoupes , Dunod , 1967 部 锁 新 评 
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una] 

p 进 数 域 @@, 土 《更 一 般 地 ， 一 个 局 部 紧 的 非 
Archimede 域 K 上 ) 的 解析 群 【analytic group). p E 
Lic 群 自然 的 例子 是 域 的 某 些 无 限 扩张 的 Galos Ж. 
例如 ， 设 QQ (Cy) 是 对 有 理 数 域 Q 洪 圳 一 个 p" 次 本 
原单 位 根 Ç, 而 得 到 的 域 k= Q (C), K= 
ФСЕ, о). ЖШ] рз 2 扩张 К/К BJ Galois 群 同 
构 于 p 进 Lic B Z , RE p PW. 

通常 Lie 群 沦 中 许多 结果 {Lie 群 与 Le 代数 的 
联系 ， 指 数 呐 射 的 构造 和 性 质 ) 在 p 进 Lie 群 的 情形 
有 类 比 . 这 些 结果 已 被 应 用 于 代数 数论 和 群 论 里 . 
参考 文献 

[1] Bourbaki, N., Elements of mathematics, Lie groups 
ana Lic algebras , Addison - Wesley 1975. 

[2] Sere, 7.-Р., Lic algebras and {ле groups, Benjamin, 
1965 (Springer, 1992}. 


[3] Lazanl ，M .，Groupes analytiques p-adiqucs, Ри 
Math 1ШЕЎ. 26 (1965), 389 — 603. 
А. A. Кириллов {# 
[ 补 注 】 关于 约 化 p 进 群 的 表示 论 见 [A1], [A2]. 
参考 文献 
ГАІ) Harish - Chancra : Collected papers, 1. 1У . Springer. 
1984 . 
[A2] Silberger, A 
reductive p-adic groups , Princeton Univ. Pres , 1979 
[АЗ] Burhat, Е. and Tits. J.. Groupe асі sur un 
corps local, Publ Май. IHES. 41 (1972), 5— 
251. йени 译 
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半 单 Lie #{ [Пе group , semi - simple; Ли полупростая 
труша ] 

个 连通 的 不 舍 非 平凡 连通 可 解 〈 或 等 价 塌 ， 连 
通 Abe) 正规 子 群 的 е 群 (Lie goup). 一 个 连通 
Lie 群 是 半 单 的 必要 县 只 要 它 的 Lie 代数 是 半 单 的 
( 见 半 单 Die 代数 (Lie algebra, semi -simple ))， 一 
连通 Lie G 称 为 单 的 {simple)， 如 果 它 的 Lie 代 
жаю. ЖАЙ, ШЕ G 不 会 非 平凡 的 异 于 G 的 
连通 正规 子 群 ， 一 个 连通 Lk АЕА, ФЕДЯ 
要 它 局 部 地 分 型 为 单 的 非 Abel 正规 地 群 的 直 积 . 

半 单 Lie 群 的 分 类 归结 为 局 部 分 类 ， 即 半 单 Lie 
代数 的 分 类 ， 也 归结 为 对 应 于 一 个 给 害 的 半 单 Lie 代 
数 9 的 Lic 群 G 的 整体 分 类 . 

在 复数 域 C 上 Lie 群 的 情形 ， 局 部 分 类 的 主要 
结果 是 每 一 个 单 连通 的 非 Abel 复 单 Lie 群 必 同 构 于 
Ж SL,. (C), п ®1‚8рт„(С), п> 5( # 8О„(С) 
МеН), 5р (С), n23, hz — ( 见 典型 群 
(classical group ))， 或 例外 复 Lie 群 ( 见 例外 Lie К 
数 (Lie algebra , exceptional)) 中 之 一 ， 对 应 于 C 上 
一 个 半 单 Lie 代数 9 的 Lie 群 的 整体 分 类 是 这 样 
的 . 令 b Ж 9 的 一 个 Cartan 子 代数 (Canan subalge - 
bra), Z 是 8 ЖТ D 的 根系 (rool system). 对 于 每 
一 个 其 有 Lie 代数 8 的 半 单 Le Ж С, 9 
T(G) 8 与 之 对 应 ， 它 是 指数 映射 (exponental 
mapping )exp: р 一 G 的 核 ， 特别 ， 如 果 G 是 单 连 
通 的 ， 则 下 (G) 就 是 由 元 素 2лїН,(«є®) 所 生成 
的 格 Tu=Tu(g)( 见 半 单 Пе 代数 【Lie акып, 
semi-simple))》， 如 果 G 是 一 个 无 中 心 群 (一 个 伴随 
Ж). ГОС) 就 是 格 
T,=T,(8)= {Xe Db: x(X)e2niZ 对 一 切 ae zj. 
在 一 般 情形 下 ，TucT(G) = 工 |,， 对 于 任意 满足 条 件 
TcaMcT 的 加 法 群 M < b 来 说 ， 有 唯一 的 ( 确 
切 到 同 构 范 瑟 ) 连 道 Lie 群 G, ЯЯ Lie 代数 4 ,使 
得 TIG)= M. G 的 中 心 同 均 于 ,JIT(G)， 而 对 于 
基本 群 {fundamenta] group ) 来 说 有 


x(G) STG /To 
WW Z.= ГГ 内 有 Lic (GR 8 的 单 连 道 Lie W 
的 中 心 ) 是 有 限 的 ， 对 于 不 向 类 型 的 单 Le 代数 8 
来 说 ， 它 和 有 以 下 形式 : 


E T.T, 的 阶 等 于 在 9 № Я й Дынкин 图 形 
(Dynkin diagram ) 中 系数 为 1 的 顶点 的 个 数 ， 去 掉 其 
中 一 个 机 得 到 Дынкин 图 形 ， 对 于 紧 实 半 单 Lie 
群 来 说 也 有 类 但 的 分 类 ， 每 一 个 这 样 的 实 Lie 群 都 作 
为 一 个 极 大 紧 子 群 被 构 入 唯一 的 … 个 复 半 单 Lie 群 中 
{ 见 紧 Lie 群 (Lic group, сошрас!)). 

非 紧 的 实 半 单 Lie 群 的 整体 分 类 可 以 用 类 似 的 但 
比较 复杂 一 些 的 方法 得 到 特别， 对 应 于 及 上 个 半 
单 Lie 代数 的 单 连 通 Lie 群 的 中 心 ,可 以 如 下 地 让 
算 . Q 3 =t +P 是 Cartan 分 解 (Cartan decompo- 
sition )， 这 里 t 是 8 的 一 个 极 大 紧 了 代数 而 于 是 它 
关于 Kiling 型 的 正 交 补 , 令 8 ЖЛ 0° 上 相应 
的 对 合 白 同 构 ，4 是 85 的 一 个 Cartan 子 代数 ， 它 
包含 一 个 Cartan РАЖ D Ct, 6, 是 8* 的 一 个 自 
同 构 ， 它 与 0 在 关于 ! 的 根 上 是 一 致 和 的 ， 并 且 以 适 
当 的 方式 开拓 到 根 向 量 上 ， 而 8。= t 。+P。 是 实 形式 
8c 95 对 应 于 0, 的 Cartan 分 解 , 则 262г, 
Г.С. (СМ [3], 在 那里 对 于 R 上 一 二 类 型 的 单 
Ге 代数 9 米 说 ， 这 个 群 都 被 计算 出 来 ) . 

每 一 个 复 半 单 Lie 群 G 有 唯一 的 与 它 所 其 备 的 
解析 结构 相 答 的 仿 射 代数 群 结构 ， 并 卫 G 到 一 个 代数 
都 是 有 理 的 ， 对 应 的 G 上 正则 函数 
代数 与 全 纯 表 示 函 数 代数 相 重 合 . 另 一 方面 ， 一 个 非 
紧 的 实 半 单 Lie 群 不 一 定 容 有 一 个 忠实 线性 表示 
最 简单 的 例子 就 是 对 应 于 Lie 代数 引 (2, R) 的 单 连 
通 Lie 群 . 如 果 9 是 R 上 一 个 半 单 Le 代数 ， 那 么 
在 与 9 相对 应 的 单 连通 群 G, 的 中 心 Z。 内 有 一 个 最 
小 子 群 (8)， 称 为 线性 化 子 ( linearizer )， 使 得 Goy 
3 《9 ) 同 构 于 一 个 线性 半 单 Le 群 . 如 果 u= t+ 
是 95 的 紧 实 形式 ， 那 么 


зе (9) аг, (u) lb IT t,t)) 


( 见 [3]， 在 那里 对 一 切 类 型 的 单 1с 代数 9 жїл. 
这 个 群 都 被 计算 出 米 ) . 
参考 文献 
[1] Adams, J. F 
1969. 
12] Sene, 1.-Р., Lie algcbms and Lic groups. Benjamin . 
1965 (Springer, 1992) 
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[31 Сирота, А. И.. Солодовников, А. C., < Успехи 
матам науку, 18 (1963). 3. 87 — М4. 
А. Л. Онищик 扔 
САНІ R БЕ Ге Жїн ОСЕ ) 表 示 论 大 部 分 
已 被 Harish -Chandra 建立 起 来 . 亦 见 V. S. Varada- 
тайап Ф [А1] 里 对 Harish -Chandra 工作 所 做 的 
出 色 的 综述 . 

2 Е е RÉ modp 的 约 化 称 为 Chevalley 群 
{Chevalley group). 大 多 数 有 限 单 群 都 可 以 从 其 中 得 
到 (БЕ ИН ( alternating group ) 和 26 个 零散 单 群 
( sporadic simple group ) 外 ) ， 对 于 Chevalkey 群 的 结 
构 和 表示 论据 作 的 概述 网 [A2]. 
参考 文献 

[Al ] Harish - Chandra , Collected works. І — IV , Springer, 
1984. 

[А2] Сапег. R. W., Finite groups of Lic type: Conju- 
засу classes and сотрізх characters , Wiley , 1985 
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ог Peneh . 1974. 
[А4 ] Hochschild . С. , The structure of Lie groups , Holden 
-Day, 1965 ТЯ 


可 解 Lie Е [Lie group, solvable; Ли разрешимая гру. 
ппа] 

一 个 Lie 群 (Lie group )， 作 为 抽象 群 是 可 解 的 
( 见 可 解 群 (solvable group)). 以 下 只 考虑 实 或 复 可 
解 Lie 群 . 

宕 零 的 ， 特 别 是 Abel 的 ，Lie 群 是 可 解 的 .如 果 
下 ={Y) 是 (有 或 CC 上) 有 限 维 向 量 空间 V 内 的 
一 个 完全 旗 (Пар), MI 

B(F)=[geGL(V):gV,S 对 一 切 i) 


Ж GL(Y》 的 一 个 可 解 代数 子 群 ， 特别 地 ， 还 是 一 个 
п Lk 群 、 如果 在 VV 内 选取 一 个 与 旗 ' F 相 容 的 
基 ， 则 在 这 个 基 内 ， 群 B(F) 的 元 素 都 被 表示 成 非 奇 
ЖЕТА: 所 得 到 的 矩阵 Lie ВЕЕ T(n, К), 
ЖЕ К-Е С. 

ТЕС 的 Lie 代数 (Lie algebra) 8 是 可 解 的 必要 
НАЖ G 的 单位 元 连通 分 支 [G)。 是 可 解 的 . We 
ВОР) 和 Тп, K) 的 Lie 代数 分 别 是 1(F) 和 t(n, 
K) ( 见 可 解 Lie 代数 ( Lie algebra , solvable )) ， 精 助 
于 9 的 子 代数 与 G 的 连通 Lie 子 群 之 间 的 对 应 关 
系 ， 可 解 Lie 代数 的 一 切 性 质 都 可 以 转移 到 可 解 Lie 
群 上 来 ( 见 [1], [3]) 

关于 可 解 Lie 代数 的 Lie 定理 对 于 可 解 Lie 群 来 
说 有 类 似 的 命题 ， 如 果 p: G 一 GL(V) 是 可 解 Lie 
群 G 的 一 个 有 限 维 复 表示 ， 那 么 在 V 内 有 一 个 旗 F 
使得 p(G)S B(F). 特别 ,在 V 央 有 一 个 关于 所 有 
P{9) (ge G) 的 公共 本 征 苛 量 ， 
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可 解 Lie 群 首先 荐 被 S，Lie 考虑 的 ， 他 猜想 连 
续 群 可 能 会 在 微分 方程 用 积分 米 积 的 埋 论 中 扮演 
Galos 群 在 代数 方程 论 中 同样 的 俯 久 ， 然 而 ， 一般 说 
来 ， 一 个 微分 方程 的 白 同 构 群 是 半 凡 的 . А, 
这 个 方向 所 得 到 的 有 意义 的 结果 只 限 于 线性 的 和 某 此 
其 他 的 方程 ， 这 就 是 ， 对 于 这 些 方 得 来 说 ， 解 可 以 由 
积分 和 它们 的 指数 来 表示 这 样 一 个 事实 等 价 守 对 频 的 
(Ж ) Galois 群 是 可 解 的 这 样 -个 事实 ( 见 [2]) . 
如 果 这 个 群 是 笑 堆 的 ， 则 积分 的 指数 不 在 解 中 出 更. 

由 于 任意 单 连通 Lie 群 被 分 解 成 半 直 积 的 Гем - 
Мальцев 定理 ( 见 Levi -Мальцев 分 解 (Levi-Mal’tsev 
decomposition )), ЯГ Lie 群 在 任意 Lie 群 的 研究 中 
起 着 重要 的 作用 . 在 任意 连通 Lie 群 G 中 也 可 以 考 
ОФ ЖИГИ СЕН. 如果 К=С, 则 它们 就 是 Borel 子 群 
{ Borel subgroup)， 并 且 在 G rk ЖШ. 例如 ， 
B(F) 就 是 GL (V) 的 一 个 Borel Ë. 

一 个 单 连 通 可 解 Lie 群 总 有 -一 个 忠实 的 有 了 根 维 表 
ж. 然而 对 于 非 单 连通 的 可 解 Lic 群 来 说 却 不 一 定 如 
Ш. 单 过 通 可 解 Lie 群 的 任意 连通 子 群 都 是 闭 的 并 且 
是 单 连通 的 【[6]) .指数 映射 (exponential mapping ) 
скр: а 全 不 一 定 是 单 射 也 不 一 定 是 满 射 ， 即 使 对 
于 单 连通 可 解 Lic 群 来 说 也 是 这 样 . 如 时 可 解 Lie 群 
中 exp 基 微 分 同 旺 ， 那 么 就 称 为 指数 Lie 群 (Lie gr - 
оцр. exponential). 一 个 单 连通 可 解 Lie ЯНА 
于 R*， 而 企 意 连 通 可 解 Lic ЖЕЛЕЛЕР ОВ” xT", 
这 里 T" 是 一 个 m 维 环 面 . 

R 上 一 个 连通 线性 可 解 Lie 群 可 以 表示 成 半 直 积 
к.5, ЖЕКА Аы +B S 是 一 人 单 
连通 正规 子 群 ， 性 意 特征 为 0 的 域 上 一 个 代数 连通 可 
甫 群 分 裂 成 由 宕 么 元 组 成 的 正规 子 群 与 由 半 单 元 组 成 
的 Abel 子 群 的 半 直 积 ([3]) . 对 于 连通 可 解 Lie 群 
可 以 定义 Manpues 分 解 的 类 似 分 解 ([4]) ， 

如 果 一 个 连通 Lie 群 G 的 Lie 代数 是 三 角形 的 
(# R L). Mj G 称 为 三 角形 的 【triangular ) ( 亦 见 
超 可 解 Lie 代数 ( Lie algcbm , supersolvable ))， 关 于 可 
解 Lie 代数 的 Lie 定理 对 三 角形 Lic 群 的 类 似 命题 也 
Жм ( L Пе 定理 (Lie theorern )) . 任意 一 个 连通 Lie 
АА АВЕ ЗЕ А 【[5]) . 一 个 连 
通 三 角形 Lie 群 同 构 子 T(n, К) 的 一 个 子 群 ， 而 且 
当 它 是 单 连通 时 ， 还 是 一 个 指数 群 . 
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tial equations . Sprnger, 1986. 
[A2] Vamdarajan , У. $.. Ме goups, Lic algebras and 
their representations. Springer, 1984 
1A3] Springer, Т. А .. Linear algebraic groups , Bikhiuser 
1981 ЯТ 译 
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超 可 解 Lie 群 [Lie group, supersokvable ; Ли вполне 
разрешимам rypnna] ， 三 角形 Lie 群 {triangular Lie 
group ) ` ` 

一 个 连通 实 Пе B (Те moup) G， 对 于 其 中 任 
ЯЛЖ 4 来 说 ， 伴 随 表示 { 见 Lie ВЕД ЕВЕ 
(афоілі representaton of а Lie goup)) 的 算 子 Adg 
的 本 征 值 都 是 实数 ， 

一 个 连通 Lie 群 6 是 起 可 和 解 的 必要 是 只 要 它 的 
Ше 代数 9 是 超 可 解 的 ， 因 此 超 可 解 Lie 群 的 许多 性 
质 都 与 超 可 解 Lie 代数 ( Lie algebra , supersolvable ) 的 
性 质 平行 . 

以 下 的 不 动 点 定理 对 于 超 可 解 Lie 群 成 立 
([2]): 一 个 射影 群 的 任意 超 可 解 Lie Fi: G 在 实 射 
影 空间 的 每 一 个 G 不 变 闭 子 集 内 都 有 一 个 不 动 点 ,还 
有 其 他 与 复 可 解 Lie 群 相 类 似 的 性 质 ， 任 意 和 连通 Lie 
群 G 都 有 极 大 连通 超 可 解 Lie 子 群 Т. ING G 中 
是 共 思 的 ( 见 [2])， 对 于 研究 实 半 单 Lie 群 的 结构 来 
说 ， 子 群 了 常用 来 作为 Bord 子 群 (Borcl subgroup ) 
的 实 类 比 ， 

一 个 单 连通 赵 可 甫 Lie КАГЫ ШНЕК АЕ 上 的 
对 角 线 上 元 素 均 为 正 数 的 实 上 三角 齿 阵 的 群 内 (这 个 
群 本 身 是 越 可 和解 的 ) . 
参考 文献 

[1] Bord, A., Linear algcbmic groups, second eniampd 

edition , Springer , 199). 

[2] Винберг, Э. Б.. «Докл. АН СССР», 141 (1961), 

270 – 273. В. В. Горбацевич # 
[ 补 注 】 在 [1] E, Жет “ЧЕЛИК Le BP 
(trigonalizib|e Lie group ) 。 按 俄 文 般 字面 荔 译 十 余 可 
8 Le BË (fully -solvable Lie group ) йй W 


Пе -Kolchin 定理 [Lie-Koldin theorem; Лн-Колчина 
теорема ] 

Ж ОГУ) (УЕ КИЕ ЕЛГЕ #t n) B E 
间 ) 的 一 个 可 解 子 群 G 有 一 个 指数 至 多 为 p 的 正规 


+W. 这 里 p ҢКЖСР dim V, ЧЇЙ V 中 有 一 个 
Е (Пар) F= (V |. 它 关 于 G， 是 不 变 的 . FIS 
说 ， Ж V 中 有 ` -个 基 ， 在 这 个 基 上 内 ，G， 的 元 素 都 可 
МЕНЕ. 如 果 G 是 GL{V) 在 Zariski 拓 
ЖШ. Д] G = G; 这 时 Lie- Kolchin 
定理 就 是 由 S. Lie 对 复 连 通 (在 Euchd 拓扑 内 ) 可 
解 Lie ## (Lic group. ѕомабе) 所 证 明 的 Lie 定理 
(Lie theorem ) 的 一 般 化 ， 这 个 论断 也 可 以 看 成 Borel 
不 动 点 定理 (Воі fikod point theorem ) 的 一 个 特殊 悄 
36. 

Lie -Kolchin Ж МЕА АТ БЭ ao АЕ 
埋 : ЕРЕ — НАА ВЕЕ СВОЈЕ R 
Т, АЕ ААР. 

Lie-Kokhin ЖИДЕ Е. В. Kokhin ([1]) ( 对 
连通 群 ) 和 А. И. Мальцев ([2]) ( 在 一 般 形式 下 ) 
ЗЕД. АНЕ) Kolchin -Мальцев 定理 (Kokhin - 
Maltsey theorem ) , 7 
参考 文献 

[1] Кокул, Е. R., Algebraic matrix groups and the Pi - 
card - Vessiot theory of homogensous lincar ordinary differ - 
ential equations , Ant. of Math. (2), 49 (1948), 1 
2 
12] Малыез, A. И., Избр. труды, т.1, M. (1976), 
294 — 313 
[3] Каргаполов, М. И., Мерзляков, Ю. И., Основы 
теории груш, 2 изд., М., 197. 
В, В, Горбацевич Ж 
[ 补 注 】 在 西方 文献 里 ，Lie -Kolchin 定理 党 指 的 是 关 
村 GL (V) 的 连通 闭 子 群 的 那 种 较为 狼 义 的 形式 ， 关 
于 Lie-Kokhin 定理 在 线性 常 徽 分 方程 的 Galos 理论 
中 所 起 的 作用 见 [Al]， 
参考 文献 
ТАТІ Kaplansky , 1. Ап introduction to differential algebra , 
Hermann , 1957. 
[A2; Humphreys , 1. E., Linear algebrajc groups , Springer, 
1975. 
[АЗ] Вот, A.. Linéar alpebrüc groups, second enlarged 
edition , Springer , 1991. Кии ж 


Ше р 代数 [Пе p-algebra; Ля р-алгебрај, 限制 Lie 
代数 (restricted Lie algebra ) ` 
特征 了 >0 的 域 上 (SN 3E—BSh, ЖАНЕ p> 0 
的 环 上 ) 的 一 个 Lie 代数 工 ， 具 有 满足 下 述 条 件 的 了 
映射 x= xin; 
ad( x!) = (ad x)”, 
(2х) = zx, 
уут т ут + А (у, уу, 
其 中 adx: у = [x, у] Ж 工 的 由 元 和 xe L 决定 的 
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内 导 子 《伴随 变换 ) ， 而 A,(x, у) 是 L 的 一 个 特定 
元 未 ， 即 如 下 的 Lie 单项 式 的 线性 组 合 ， 

(adx 
日 对 所 有 ї=1,зур-1,х,=х у. 

Lie p 代数 的 -个 典型 例子 可 按 下 述 方 法 得 到 将 
Mk 上 任意 一 个 结合 代数 4 ( 见 结合 环 与 结合 代数 
【associative rings and algebras )) 看 成 是 具有 下 面 两 种 
导 子 运算 的 泛 代 数 ( universal algebra ) : 

l) (ху) “站 二 xy 

йух бух” 


ЯНВ, ЖЕЙ ad{x?) = (ad x)? ШЗ 
сахуу (7 } эм 
的 一 个 直接 椎 论 ， 若 n=p, 对 j=1,…, p 一 1， 


有 ( ; ) 一 0， 册 于 任意 Пе 代数 (Lie algebra ) 均 可 
嵌 人 一 个 适当 选择 的 具有 运算 i) 和 ü) 的 结合 代数 А 
中 (Poincaré - Birkhoff - Witt 定理 { Роїпсагё - Birkhoff - 
Win theorem) ) ， 常 可 用 хе 代替 xn， 尽管 有 时 可 
能 出 现 混乱 ， 

如 同 每 种 结构 理论 一 样 ， 保 持 结构 映射 是 特别 受到 
关注 的 . 


айх) x， 


Universal} enveloping associative algebra U, (L)). 如 果 
dim, L = n, Ж dim U (L) = p"， 这 点 注 记 说 明 ， 
对 任意 Lie 代数 ， 其 最 小 p Ый р 闭 包 是 有 意义 
№. 

Lie 代数 上 的 原来 的 Lie 子 代数 М (Le 理想 ) 
称 为 p 子 代数 ( p-subalgebra ) (р 理想 ( p-ideal) )， 
如 果 对 所 有 xe M 都 有 xUle M. Le р Б 
ЖЯ o: L КЖ р 同 态 ， 如 果 


Ф009) = (px), хед. 


ЖКН k ЕВ ер 代数 ， 也 可 称 之 为 L 
的 一 个 了 表示 ф. 

在 一 个 有 基 席 te，e:，… 上 和 有 零 中 心 Z(L) 的 
Lk КІ Е. р x 一 xm 的 表达 式 是 由 革 序 
er 的 象 el! 的 表达 唯一 确定 的 . 另 一 方面 ， 对 于 一 个 
交换 Lie 代数 上 ， 总 有 д,(х, уу=0, жя} (L, 
п), Й 天 是 一 个 任意 的 p 半 线 性 映射 


л(х+у)=л(х) + z(y), л{Ах) = A za(x), 
дек, 


则 L 被 赋 与 了 一 个 p 结构 . 在 一 个 代数 闭 域 上 上， 
每 个 有 限 维 交换 Lic p 代数 均 可 分 解 成 一 个 环 面 
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Lo= er .er ее, 
和 一 个儿 零 子 代数 СТАЕ КВ ( nilpotent algebra )) 
L 的 下 和 上 = L O L ,, ЖТ 
хи (хи Чут =ф, 
对 充分 大 的 то} ( Ж|1]). 

Lie р 代数 的 主要 来 流 基 代数 群 论 、 形 式 嫩 沦 和 不 
可 分 域 论 ( 见 T2]) .任意 代数 4 的 所 有 导 于 的 Lie 
代数 Der, (А) 是 Ела, (4) 的 :个 卫 子 代数 . 

АЛОВ ВЕ айу Liep 代数 (限制 单 Lie 代 
Ж) 类 特别 契 趣 .对 于 复数 域 С 上 的 一 个 有 限 维 Lie 
代数 v, Ú Z, 是 一 个 Chevalley Ж Z 张 
成 ， 并 坟 张 标量 到 k ZX Ёк. ЁК L= 
мү (ое) 是 单 特 而 且 寺 限制 的 ， 用 这 种 方法 得 到 的 
单 Lie 代数 是 已 知 的 典型 代数 algcbras of classical 
type): 4,0921), В, 23). Ctn22), D Q 2 
4), бу, Р, E, Еу, Es， ШАКИ, ЛБ 
四 类 单 ер 代数: 一 般 代 数 W (n 2 1) (dim W, = 
пр"); 特殊 代数 S.(n 2 2) (т, = n(p*'!— 1)); 
Hamilton 代数 H. (n 21) (бтн, = p” - 2): DJ 
К K (n 22) (атк, = р" s. ҖШ л + 
1 Ф О(тойр) Bz, == 0, ПЧ п + 1 = 0 (modp) 
1, e= 1). 上 述 单 Lep 代数 称 为 Cartan 型 代数 
(algebras of Санап type). E Lie-Cartan 结构 ( 
ка (Lie usa, 3) 中 用 РЖД k[X,， 

„Ха Х{=0, =0] (m=n,n+1, 2n 
或 2n 一 1) ПЕЕ CIIX,, 7, Х.Ш 即 
可 得 到 这 些 代 数 .在 符号 W.,S.. … 中 ， 指 数 有 
不 变 的 意义 ， 即 它 是 极 大 环 面子 代数 的 维 数 ， 重要 的 
Block -Wison 分 类 定理 ( Віоск - Wikon classification 
theorem) ([5]): ЭЁ 二 是 特征 p>7 的 代数 闭 城 天 
上 的 ~ 个 有 限 维 单 Liep 代数 ， 则 上 是 典型 的 或 Car - 
tan 型 的 .这 个 结果 首先 由 А. И. Колрикин #1 И. 
Р. Шайфаревич 猜测 出 来 ( 见 [3]) .上面 的 叙述 对 于 
p= 7 的 情形 是 否 成 立 还 不 知道 { 推 想 可 能 如 此 ) . 但 
对 于 р=2, 3，5， 情 况 克 疑 更 为 复杂 . 例如 ， 对 于 
了 =3， 典 型 Lie 代数 С, 被 包含 在 10 维 单 Lie p К 
数 C,(:) (=) 的 一 个 参数 族 中 ， 

ЗЯ Lie 代数 ( modular Lie algebra ) 理论 ， 即 特征 
p> 0 的 域 上 的 Lic 代数 论 是 上 半 世 纪 提 出 的 ， 简 言 

它 来 源 于 E. Witt (1937) 关于 单 的 非典 型 Lie 代 
ЖО, ЖИ. 在 此 要 注意 的 是 ， 远 为 更 多 的 Cartan 
型 单 Lie 代数 结构 并 不 是 p 代数 .如 果 放 弃 对 限制 性 
的 要 求 ， 在 研究 表示 .上 同调 ， 形 变 ， 以 及 模 Le 代数 
理论 的 其 他 问题 风 会 产生 属 外 药 困 难 ， 研究 要 米 限 制 
АО ЕДЕ ЕВО к уз вис зе Ж, 
成 为 该 理论 的 重要 组 成 部 分 {上 见 [6]) . 


参考 文献 

[l] Jocobson N. , Lic ulgebras ,Intorscience 4962{ 中 译 
ЖОМ. ЖЕ, 2 880 O81848 АПИЕН. 
1964) 

[2] Seligman, С. B.. Modular Lie algebras, Springer . 1967 

[3] Koerpaonq. A. И.. ЇНафарезич, И, P.. {Докт 
АН СССр», 168 (1966). 740 — 72 

[41 Zasenhaus, Н . Ueber Licsche Ringe mit Риіпмаћсћа - 
racteristik , Abh. Math. Sem. Hansische Umo., 13 
(199), 1— 100. 

[5] Block. R. E. and Мов, К. L.. Classification of 
һе mastncxed simple Lie algebrs. J. of Algebra, 114 
(1988). 15—259 

16] Strude. Н. and Farrstciner, R., Modular Lie alecbras 
and their representations. М. Dekker, 1988. 

A. И. Кострикин 所 
【 补 注 】 当 特征 为 2 或 3 时 ， 分 别 有 无 穷 多 个 31 HE 
的 和 10 维 的 单 Liep 代数 ( 见 [A1]). 
参考 文献 

ГАІ] Кас. V. С. and Wisfsier. В. Yu,, Exponentials in 
Lic algebras of characteristic р. Айий. USSR Tau.. 
5 (1971), 777 一 805 

[А2] Вот, А., Lincar algebuic groups. Benjamin. 1969 

(Second enlarged edition , Springer, 19913 
ТАХ Ж 


二 次 曲面 [Lie фай; Ли квадрика] 

等 仿 射 群 或 射影 群 几何 中 曲面 的 一 种 密切 二 次 曲 
面 {osculating quadric )， 在 双 昌 点 М, 其 定义 如 下 . 

i L= ио) 是 渐 近 线 (或 在 M, 与 浙 近 线 
至 少 有 二 阶 切 触 的 曲线 ) ЖАЙ L 给 定向 量 场 p'(r) 
BB w (r) 上 三 点 的 沿 向 最 (re 一 cm 二 
eN 方向 的 三 条 无 限 接近 的 直线 的 二 次 曲面 称 为 Lie 
二 次 曲面 其 中 rira. N EH HE M. 03028. N 
是 仿 射 法 线 (afine nomal). ЕНЕ 

gut'e НЕЕ 26=0. 
ЖР р) E (c : 1) жй б ЖК 
坐标 ，g,, ЖЕЖ, Н РВЕ. 

Lie КШ (ЭЕ Wizynski 二 次 曲面 (Wikzy - 
mski quadiic ) 和 Fubini 二 次 曲面 (Fubimi quadric)) 
属于 Darboux 二 次 曲面 ( Darboux quadric) Ж. Wik - 
zynski 二 次 曲面 具有 方程 

go 
ЖП. L. 基 它 的 第 一 类 测 地 线 ，Fubini 二 次 曲面 具有 方程 
get š (Н+к\ г 2250, 
JR L 和 它 存 M。 有 三 阶 接触 :这 里 x ЖЕ у, 
的 Gauss 曲率 ， 
Li 二 次 出 面 的 概念 是 S Lie 在 1878 年 12 月 18 日 


给 下. Klein 的 信 中 引信 的 ( 见 [1]). 


参考 文献 
[1] Lie, S.. Gesammelte Abhandlungen , Anmerkungen дип 
3-ten Band. ‘Teubner. 1922, p. 78. 
[2] Широков, П A Широков. А П.. Аффннная 


дифференциальная геометрия, M ,, 1959 
[3] Фиников, C. П., Просктиино дифференциалыгая 
теометрия. М.-Л.,1937. М.И. Войдеховский fE 
[ 补 注 } 
参考 文献 
ТАТ] Blaschke, W.. Vorleungen uber DifferentialgeomeLne 
und. geometrische Отпадот von Binstens Relatrvitüts- 


theorie , Affine Differentialpcometric 2.. Springer, 
1923. 
[А2] Bol. G., Projekuve Diffesmtialgeometne , 2, Vanden- 


Hoecs & Кирги, 1954 ЙА if 
Lie 环 [Lie ring; Ли кольцо] 
ТЕЕ 
ай=0 
及 (ab)e Неја (са)Ь = 0 (Jacobi 恒 等 式 (Jacobi 
identity)) 的 环 А, 其 中 4,b,c 是 4 的 任意 元 素 . 第 - - 
个 条 件 意味 着 4 是 反 变 换 的 : 
ba=-—ab . 
在 СВАЕ S OB. Lie 环 构成 一 个 环 艇 (varcty of 
tings) . 它 包含 所 有 的 零 乘 环 ， 
亦 见 非 结合 环 与 非 结合 代数 (non - associative rings 
and alpebras) . 
О.А. Иванова JE 牛 风 文 Ж АРЗЫН Ж 


Lie 三 元 系统 [ Lie teruary system : Ли тройная система] 
具有 三 线性 合成 

mxmxm -rm, (X,Y,2)- [X,Y,Z] 
的 向 量 空间 ( vector space) m, 满足 下 列 条 件 

[X,X,Y]= 0 
[X,Y,Z] +[Y,Z,X]+[Z,X.Y]=0, 
[X.Y,[Z,U,V]]= 

=[[X,Y,Z],U,V]+[Z,[x,Y,U],V] + 

+[Z,U,[X,Y.V]]. 

ШЖ 9 是 Lie 代数 (Lic algebra), B. mc à 
一 个 子 空间 ， 使 得 对 任何 X, Y, Хеш 有 [LX,Y],2Z] 
em, 那么 运算 

[X,Y.2]=[[X,Y],2] 
将 w 变 成 为 Li 三 元 系统 ， 反 之， 每 一 个 Lie 三 无 
ЖИЙЕН ЖЕМ ЖЛ Li 4084831. 
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域 R 上 的 有 限 维 Lie = x НЕВЕ Р ЛЕ 
通 对 称 齐 性 空间 (多 对 称 空间 ( symmetric space )) 的 范 
参考 文献 
[1] Helgason, S., 
symmetric spiocs , Acad . Ризк, 1978 
[2] Loos. Q . Symmetric spaces, 1, Benjamin, 1969. 
А.С. Феденко {1 ЯЙ Ж 


Dilerental Beomety 1с groups. and 


Lie 定理 [Lie theorem ; Ли теорема] 

1) Lie 定理 是 Lic 群 论 中 描述 一 个 局 部 Lie Ë 
( Lie group , local) SZ fJ Lic 代数 之 间 联 系 的 三 个 经 
典 定理 之 一 . Ге 定理 是 在 19 世纪 由 S. Li 和 他 的 
学 派 所 发 展 起 来 的 埋 论 的 基础 ( 见 [1] ). 

令 G 是 区 域 ОСЕ" Б-г 维 实 的 有 效 局 部 

变换 群 (Lie transformation group), < еж G ÉS 
单位 元 玉昌 假设 在 G x Q 的 子 集 {e} x 电 的 一 个 邻 
域内 的 局 部 坐标 里 ，G 在 Q 上 的 作用 止 一 组 解析 函 
数 


1 

(1) 
‚#„)еб,х=(х,,сс,х,„) 
‚ у„)е@. 这 个 作用 在 Q 


yi f(g ЈЕ 
给 出 ， 这 里 g = (g., 
sQ, Bg(x) =у= (у, 
ТЕУ £ 个 解析 向 量 场 ， 


хос АНИ 


жи 2. (x)= Of, rog (e, х) 

Lic 第 一 定理 (Lie їшї theorem ) 确认 定义 G 的 
作用 的 函数 у, (1,55, n) жанын G 上 某 -- 组 
ЖЕЕ БАЖ p. (0) (k. i= 1. зг) 所 定义 
№, Тс, ft 


3.08) 0,5 (3) 


Ж 5,, 是 Kronecker 符号 {Kronecker symbol ). 更 
йй. Ср) 是 G 的 由 元 素 g ' 的 右 半 移 
在 g 点 的 微分 的 和 矩阵， 而 函数 组 《 1) 正 是 方程 组 
yo 人 0 
人 
的 满足 初始 条 件 f(e, x)= xt = 1, п) Ё. 
е 第 二 定理 (Lie second theorem) й ë Ж 
Сур СУ НЯ. Ш ¿ о WR 


1<# jr 10а 
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( 这 个 组 是 方程 组 (4) 的 可 积 条 件 ) ， 而 函数 j, (9) 
满足 方程 组 
дуи yi = 
ад. 99 
这 里 с, 是 一 些 常数 ， 由 关系 《5) 得 出 两 个 向 基 场 X, 
# X, 的 换 位 了 (Lie 插 号 (Lie brcket)) [X,, Х,] 
жави X|,，“…. X. 的 常 系数 线性 组 合 

[X,, х= Хех, (6) 
这 就 是 说 ， 向 量 场 其 ，…， Х, 的 线性 包 9 对 于 Lie 
括号 来 说 是 一 个 代数 . 

Lie 第 一 和 第 二 定理 的 逆 命 题 如 下 .如 果子 数 У, 
给 出 (4) 的 一 个 解 ， 其 中 短 诛 (6,，)》 具 有 极 大 
Ж, 并 日 (3) 和 (5) 被 满 是 ， 则 《1) 博 定 一 个 有 效 
局 部 Li 变换 群 . 这 个 局 部 群 是 由 {2) 所 给 出 的 单 参 
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数 变换 群生 成 的 . 
Lie 第 三 定理 ( Le third theorem ) Ж, Жс 
请 是 下 列 
= et, 
етее жеде, =0, (7) 


1Si,j,k,1,m <r, 
这 就 是 说 ，4 是 一 个 Lie 代数 . S= ЖШ ДЕ 
ЖЕ: 如 果 cf QÑ (7) 的 任意 常数 ， 那 么 存在 
一 组 满足 (6) 的 向 量 场 X... X ， 这 些 向 量 场 通 
过 上 述 构 造 出 某 一 个 局 部 Lie 变换 群 产生 ( 换 句 话 
说 ,每 … 个 有 限 维 Lie 代 效 都 是 某 个 局 部 Le 变换 群 
的 Lie КЖ). Le 第 三 定理 有 时 【例如 ，[4]) 被 说 
成 对 于 R sk C 上 每 一 个 有 限 维 Le 代数 9 来 说 ， 
以 9 为 Lie 代数 的 整体 Lie 群 的 存在 定理 《见解 析 群 
的 Пе 代数 (Lie algebra of an analytic group)). 
2) 关于 可 解 Lie 代数 的 Lie Ж: 令 9 是 特征 
为 0 的 代数 闭 域 上 一 个 有 限 维 可 解 Lie 代数 ( Lie аре - 
bra, solvable) b 在 一 个 向 量 空 间 广内 的 线性 表示 
(Jinear representation ). 那么 有 V 的 一 个 基 使 得 p {6 ) 
的 一 切 算 子 X 都 可 以 写成 上 三 角形 叫 阵 ， 类 羽 的 论断 
对 于 一 个 连通 拓扑 可 解 群 在 一 个 有 限 维 复 问 量 空间 内 
的 线性 连续 表示 来 说 也 成 立 (Lie 定理 在 群 论 中 的 类 
比 )， 群 是 连通 的 假设 是 本 质 性 的 - Lie 定理 在 群 论 中 
类 比 的 一 个 重要 变形 称 为 Lie - Kolchin 定理 (Це - Kol - 
chin theorem ) . 
参考 文献 
11] Һе, 8. and Ened, FP., Theoric der Transformations ~ 
втрреп, 1 3, Teubner, 1888 一 1893 
[2] Boubaki, №.. Elements of mathemabes. Lie goups 
amd Lie algebras, Addison - Wesley. 1975{ 译 自 法 文 ] 


[3] Понтрягин, Л. С., 1епрерывныс грушы, 3 изд., 
м.. эз (| жж: Л C. MHRPDR 4. ШЕНЕ, 
FEE dt, LDO 1957, FH, 1958), 

[41 Sere. Ј.-Р.. Lie alpebras and Lie groups, Benjamin. 
1965 (Spnnger , 1992). 

[5] Chewalley, С.. Théore des groupes de Lic. 3. Hem- 
апп, 1955 

[6] Чеботарев , H. Г., Teepem руш Ли. М.-Л., 1940. 

В.Л. Попов # 
[ 补 注 】 上 而 正文 中 第 1) АЛЛ Frobenius 定理 
(关于 РЫЙ 方程 组 的 ) ( Frobenius theorem on Pfaffian 
systems). 
参考 文献 
[AL] Вомі. А.. [Апет algebrne groups. second cnlamed 
edition , Springer , 1991 
[A2] Varadargan, V. $.. Lic goups, Lic algebras and 
their representations , Springer, (98. 
[АЗ] Halgason $., Differential geometry , Lie groups - and 
symmetric spaces , Асай. Pres , 1978 
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Lie 变换 群 [ Lie transformation group ; Ли группа преоб- 
разований ] 

一 个 连通 Lie Ë (Lie moup) G 在 一 个 光滑 流 形 
(manifok ) М 上 的 光滑 作用 ， 即 满足 下 列 条 件 的 一 个 
光滑 映射 (C” 类 的 ) 4: GXM — M: 

I) A(g'9", т) = A(g'. А(д”,т)). ж 
9 9°, "€G, me M; 

П) A(e,m)= m, |0 me M (e 是 群 G 的 
单位 元 ). 

如 果 作用 А 还 满足 条 件 

Ш) #-A(g,m)=m 对 一 切 me M. Шо=е, 
那么 就 称 为 有 效 的 (effective ) 。 

Lie 变换 者 的 例 ， 一 个 Lie Ш G 在 一 个 有 限 维 向 
量 空间 M 内 的 在 意 光滑 线性 坡 示 ; Пе] G 分 别 通 
过 左 或 右 平移 作用 在 自身 上 ，4(g. т) = gm А(е, 
m)= mg '(g, теб); Lie 群 G 通过 内 自 同 构 作用 
在 自身 上 ，A(g, т) =9т97' (0, теб); 以 及 单 
参数 变换 群 {one-parameter transformation group ), 
В R 在 一 个 流 形 M 上 的 光滑 作用 . 

与 上 面 所 定义 的 整体 Lie 变换 群 一 起 ， 还 考 虞 局 
部 Lie 变换 群 (local Ше transformation groups )， 它 们 
是 Lie 群 经 奥 理论 的 主要 论题 . 代替 G 考虑 一 个 局 
部 De 群 (Lis group, jbcal) ЖЖЖ еШ G 内 
单位 元 的 一 个 售 域 и, WU M 考虑 一 个 开 子 集 
ИСЕ". 

如 果 G 是 M .上 一 个 Lie 变换 群 ， 那 么 通过 在 G 
办 选取 一 个 适当 的 邻 域 [ae 和 一 个 开 子 集 W C M. 
就 得 到 一 个 局 部 Lie 变换 群 ， 相 反 的 步骤 ， 出 一 个 局 
部 Lic 变换 群 到 一 个 整体 Lie 变换 群 (整体 化 (globali- 


vr 


zation ))， 并 非 永远 可 能 ， 然 丽 如 果 dimM < 4 E W 
趾 移 小 、 贡 各 整体 化 是 可 能 的 ( 见 [2]). 

有 时 考虑 C* Ж 1<а<=, @ C' 类 (fW 
析 ) Lie 变换 群 ， 即 俊 定 4 属于 相应 的 类 . ШЖ A 
是 连续 的 ， 章 么 要 它 属 十 C 或 C". ИЖАРА 
966, М 的 变换 4,: m = A(g.m) 也 属于 这 个 类 
(М[3]). 特别 ， 对 于 作用 在 M 上 的 Lie ЖЕЙ G 
的 讨论 等 价 于 对 于 G 到 M 的 带 有 当然 拓扑 物 微 分 辐 
BEBE атм 内 一 个 连续 同 态 G = атм 的 讨论 . 

对 于 任意 Lie 变换 群 О 来 说 ， 有 一 个 G 的 Lie 
代数 (Lie algebra ) 9 到 М 上 光 清 自 量 场 的 Lie 代数 
Ф(М) 内 的 同 态 4.: 8 > Ф(М) 与 之 对 应 ， 这 在 元 
Ж Xe 9 与 单 参数 变换 群 


(t, m) -~ A(@ptX, m) 


ПЕВ Т КЕ, ЕШ tsR me M 
而 скр: 9 ~ G Ж fBWW8F (exponcntal mapping ) 
(®[5]). 如 果 G 号 有 效 的 ， 则 A. 是 单 射 对 于 
一 个 连通 Lie F G 来 说 ,， 同 态 А. 完全 确定 了 这 个 
Lie 变换 群 。 上 反之 ， 对 于 任意 同志 8 :8 一 中 (M)， 
都 有 一 个 局 部 Lie 变换 群 与 之 对 应 {[6]) . ШЖ 
Во) 的 所 有 向 量 场 都 是 完全 的 (compktc)( 即 它们 
的 积分 曲线 х(‹) 对 一 切 [都 被 定义 )， 那么 有 МЕ 
一 个 整体 Lic 变换 群 G， 使 得 А. = 3， 只 需要 求 
(8) 作为 一 个 Lic 六 数 是 由 完全 的 向 量 场 生成 的 ; 
如 果 M 是 紧 的 ， 则 完全 性 条 性 自 然 被 满足 (网 
[4]. 

ШЖ С 是 流 形 M 上 一 个 Lie 变换 群 ， 那 么 对 于 
任意 点 тем 的 稳定 子 群 G = {9EG: A(g, m)= 
m) 是 G 的 一 个 团子 群 ; 它 也 称 为 点 m 的 稳定 化 子 
(siabitzr ) sÉ tJ Z BË ( isotropy subgroup). жр вр 
Lie 代数 9。 出 一 切 这 样 的 хе (А. (Х),=0) 
级 成 . 在 § 的 一 切 于 代数 所 成 的 集合 上 身 然 拓扑 
B, fV 9 。 连 续 地 依赖 于 m([7]). 点 m 的 轨道 
G(m)= [A(g, m): веб} 是 МЮ АЙ 
J, ЯНА С/С. ШЖ G 是 紧 的 ， 则 一 切 
轨道 都 是 紧 个 人 子 流 形 . В R 在 球面 


T'=l(z,,z,):zeC,|z| = 1,i=1,2) 
-上 由 公式 
(ee 


«ең 是 碟 再 数 ， 所 给 出 的 作用 是 非 油 人 轨道 的 例子 - 
两 个 Lie ФВ А G x M,— Mi, i= 1, 
称 为 相似 的 (similar )， 如 果 到 一 КҮС; м, 
= Mi а А (д, т) = A,(g, /(т)), geG. тє 
M, ‚ жийир Еа 
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内 对 Lie 变换 群 进行 分 类 .迄今 为 止 (1997 ) 只 在 
其 些 特殊 情形 下 得 到 解 次 . S. Lie (11р) 给 出 了 在 区 
Җ R' 和 RR? 内 请 切 到 局 部 相似 范 册 内 的 局 部 Lie 变 
ШЕЛ. СЯР Е Пе 变换 群 的 部 分 分 类 已 经 
完成 Ж Lie 变 按 群 也 已 被 充分 研究 ， 关 于 传递 的 Lie 
变换 群 见 齐 性 空间 ( homogeneous space ) - 
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transfonmation groups, Мет. Ате. Math. Soc., 22 
(1957), 1 — 023 

[51 Sulanke, R amd Wintgen, Р., Dilerentialgeometric 
und Taserbunndel , Birkhšuser , 1972. 

[6] Понтрягин, Л, С., Непрерывные грушы), 3 изд.. 
M 1973( 中 译本 . 工 - C、 邦 德 列 雅 金 ， 连 续 群 ， 科 
ШАЙ, TR, 1957, БЭЙ. 19%). 

[2] Richardon, R., Оп the vanation of Болору 
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В. В. Горбацевич # 
【 补 注 】 如 果 G 大 一 个 局 部 紧 群 ， 道 过 C* 变换 连续 
斤 有 效 地 作用 在 一 个 Ct 流 形 M E. MJ G 号 一 个 Lie 
群 ,并且 作 用 G x M 一 M 是 C* Ж. 

对 十 上 > 2、 这 个 定理 是 属于 S. Bochner й О. 
Montgomery 的 、 灶 于 一 1， 是 属于 M. Kuranishi 
的 . Ж. [АТ], Chap. V. 
хи 

ГАТ] Montgomery, О. and Zippin , L. ., Topological trans - 

formation groups, Interscience , 1964. Ban 详 
ianl -Chipart ЖІ [ Linard-Chipart criterion ; Льенара. 
Шипара критерий ] 

Routh - Hurwitz 准则 ( Routh - Hurwitz criterion ) 的 
一 个 改进 ， 它 把 其 中 的 所 有 计算 归结 为 Hurwitz S BE: 
的 仅仅 偶 阶 (或 仅仅 奇 阶 ) 的 主子 式 的 计算 - 

设 给 定 了 一 个 多 项 式 


f(x)= aex"+a"" V+ +a,a>o; (*) 


令 月 是 它 的 Hurwitz #8 8 ( ML Ronth -Hurwitz 准则 
( Routh -Hurwitz criterion)); 又 令 А, ЖГ 阶 主 
子 式 , i= 1, 

Liénard -Chipart 准则 .下 述 四 个 条 件 任意 之 一 都 是 
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实 系数 多 项 式 【* ) 的 所 有 根 均 有 负 的 实 部 的 必要 充分 
Жі 
la >), а> 0,7, д2 0. A 201; 
2) а >Ü, а >07. А20 А> бз; 
З) ш >0, 020, а, 320,7, Ar 20, 


А20, 7; 
4) а >20. а |>, >>0 д.20, 
А>. 
这 个 准则 是 由 A. Liénard 和 Н. Chipart 建立 的 
(p 
参考 文献 
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Liénard 方程 | Liémard equation; Льенара уравнение | 
滥 线 性 二 阶 常 微分 方程 


х”+[(х)х' rx=0. (*) 


ЖОЛЫНА Z {ЕТЕНЕ Ж) ЖАР ӨЫ ТЕШЕ J Ж б B tH 
度 系 统 的 动力 学 ， 如 果 函 数 了 具有 性 质 ; 

f(x) <0， 对 小 的 |x1, 

(x) > 0, АФ |x|: 
РЛ, ЖАКЕ, РЕКЕ, ФЕ 
散 出 现 ， 则 条 统 可 发 后 自 激 振 动 【 出 现 自 振动 (auto - 
oscillation ) ). 系统 ( *) НЕ ЕНЕВО ЖЛ ЖШ А. 
Lienard 首次 证 明 《[1]) . 

1ёлигй 77 Ж 与 Raykigh 方程 (Raylegh equa- 
ton) 紧密 相 联 ， 它 的 ' -种 重要 的 特殊 情形 是 van der 
Pol 方程 (vn der Pol eduatior ) .代替 方 程 (* ) ， 
考 域 才 程 组 


х'=р,рб = 


х= f(x) 
(PEIB x, o БЮЛ БЕЛИК 6 (+) 
的 一 个 日 振动 过 程 ) ， 战 与 之 等 价 的 方程 

de _ —х—{{(х)» 


ах ә 
ЕЛЕ Ю. 引进 新 变量 рех + F(x), Аср 
Е(х)= а (248, Ж (+) 846368 est 
х= ут P(x), у= — x. 
比 Liénard 7 fikih А 
x" +f(x)x'+g(x)= 0, 
к” +ф(х,х'}х'+у{х) = 0. 
ВЕЗЕ 3 38 ЖОНЕ ЕНИ Ж ИНК ae яа ДОТ ПЕ — А 


定 周期 解 的 可 能 更 如- - 般 的 充分 条 件 ， 非 线 性 Litnard 
方程 
х"+](х)х' + x= e(1) 
R REY B 83185. 
参考 文献 
{1] ішкі, A.. Reo. Gen. Мет, 
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{2} Андронов, А. A., Вит, А. А, Хайкин, С.Э. 
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似 然 方程 :Jikelihood equation; правдоподобия уравненяе ] 

用 最 大 似 然 法 (maximum -likelihood method) 求 未 
知 参数 的 统计 估计 时 得 出 的 方程 . 设立 是 一 随机 向 
量 ， 其 概率 禾 度 p(x | 四 含 未 知 参 数 9 Ө. ИЖ 


а 
зр 82010)=0 


场合 可 以 用 初等 方法 求解 . 但 是 似 然 方程 一 般 为 代数 
方程 或 超越 方程 ， 利 用 逐步 通 近 法 求解 ( 见 序列 逼近 法 
(sequential approximation, method of )) . 


参考 文献 
[1] Waerden. B.L. van der, Mathenarische statistik , Springer. 
1957. M.C Никулин {# 
нї] 
参考 文献 


[АТ] Cox.D.R ,and Hinkley. D.V.. Theoretical statistics, 
Chapman & Hall, 1974. Б Ж 


ЕЁ [likelihood-ratio test; отношения прандопо- 
дабня критерий | 

一 种 统计 恰 验 ， 其 统计 若是 对 应 于 所 恰 验 假设 和 
一 切 容许 息 设 集 的 似 然 函数 的 最 大 值 之 比 . 设 随机 变 
最 ХАРАА Х.Р, }(@е 日]， 而 测度 族 > 
IP 08 ©} XF 35 сла и P А, ju р, (х) = 
аР, (х) 4и (х). 设 根据 随机 变量 X ЗЕЙ А 
合 假设 B.: 参数 8 的 未 知 真 值 9, 局 于 集合 ӨСӨ. 
备 选 假设 为 H:68@,-@vƏ, . НЮ. ЖЕ 
显著 性 水 平 xc{0<w < 12) 下 和 否定 假设 Но. RELI DQ 


验 结 则 得 4 (х) «д, iF 1( X) 为 由 
шр p(X) 
00 ру) 
决定 的 似 然 比 检验 的 统计 量 ，4, 是 临界 水 平 ， 由 检验 
ЖЕЙ (зше of the test 
з0рР,{4(х) <4,}= 


7 


== | һб) 
EL GH 

等 于 & 的 条 件 来 求 . вя. шж ЫНДА 

m: Ө={ 上 而 灿 互 对 立 的 两 个 假设 (这 里 为 简单 

假设 ) 分 别 对 应 密度 (*) 和 р"). ДК КАЎ 

统计 量 这 时 四 下 式 给 出 : 

АХ) (2) | 
max( n (Х). р, ОО} РХ) j 
ЕКЕ, ДВ АЕК wx 下 应 该 被 拒绝 ， 如 
Ж (Х)/р,(Ху& 4. ИНФ; (0<А,<1)&я РЕЖ 
件 


4(X)= 


-mi 人 А 


Р(400)«4.|8)= 


- Í 
Ix тб бод} 
信义 ) 似 然 比 检验 是 J.Neyman 和 E.S.Person 1928 
年 提出 的 . 他 们 (1933) 还 证 明 ， 在 检验 一 个 简单 假设 
对 另 一 简单 候 设 的 一 切 水 平 x 的 输 验 中 ， 倍 然 比 检验 
是 最 大 功效 的 ( 见 Neyman- Pearson 引 理 (Neyman-Pear- 
son lemma)} , 
参考 文献 
[1] Neyman, J. and Pearson, Е.5., Joint statistical papas, 
Cambridge Univ. Pres, 1967. 
[2] Lehmann, E., Testing statistical hypothess, Wiley, 1986 
М.С. Никулин #8 
[ 补 注 】 此 检验 亦 称 为 广义 个 然 比 检 验 (generatized like- 


hood tsD 和 Wald 检验 (Wald tes) `. ` BH ie 


PO) (dX) =a. 


极限 [limit; предел] 

数学 中 鞋 本 概念 之 --， 意 指 一 个 变量 依 闲 于 女 一 
变量 ， 当 后 一 变量 授 一 定 方式 改变 叶 前 者 任意 接近 地 
趋向 某 一 常数 ， 在 极 恨 的 定义 中 ， 所 考虑 对 象 的 接近 
性 起 基本 作用 : ДЯ Ж Т ЖОКЕ ЛИЕШ АЯ ЖИИ 
ЖХ. ИТЕ ЖЖЖ p 5 R BLS HK 
Жї: 连续 性 ， 导 数 ， 微 分 ， 积 分 . 极限 的 最 简单 的 
情况 之 一 是 序列 的 极限 . 

序列 的 极限 . 设 X 是 折 扑 空间 ( topological sp - 
ace). X 中 点 的 序列 x. , n = 1，2，…， 称 为 收敛 于 
х,ЕХ, ЗР, дох, 称 为 给 定 序 列 的 极限 
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在 某 自然 数 N， 使 得 对 所 有 的 n> N. x,sU 成 立 . 
在 此 博 况 下 ， 记 作 


lm x, = xe. 


当 X 是 Hausdorff 空间 ( Hausdorff space) 的 情形 ， 
序列 x,EX, n 二 1, 2, 的 极限 如 果 存 在 ， 必 是 唯 
一 的 ， 对 度量 空间 ( metric space ) Х, К x, 是 序列 
{ xj 的 极限 ， 当 且 仅 当 对 每 一 个 s > 0 存在 自然 数 
N, 使 得 对 所 有 的 指标 n > N. Ж К р(х„, х) < 
ЕВ, КШ р(х, X.) 是 x, 与 x, 之 间 的 距离 
如 度量 空间 中 一 个 点 列 收敛 ， 则 它 是 有 界 的 . see s 
量 空间 (complete metric space ) 中 的 一 点 列 收敛 ， 当 
且 仅 当 它 是 基本 序列 (fundamental sequence) .特别 
地 ， 这 对 数列 为 真 ， 出 此 两 史上 首先 有 了 岸 列 极限 
的 概念 . 对 这 种 数列 以 下 公式 成 立 : 


фт e = c, lm cx, =c Jim x,, 
这 里 c 是 任 一 给 定 的 数 ; 
Jim (x,+y,)= їп x, + yo 


Im х,у„= lm x, lm pn; 


又 如 果 m... y, 0. MI 


这 些 数列 的 性 质 能 推广 到 更 一 般 结构 中 序列 的 极限 ， 
例如 ， 和 的 极限 的 性 质 能 推广 到 线性 拓 半 空间 中 的 点 
列 ， 积 的 极 眼 的 性 质 能 推广 到 拓扑 群 中 的 点 列 ， 等 
等 . 

如 果 两 实数 序列 x,sR 和 y,ER ек, хн 
x <y,n=1,2,, M| 


„эю x, < Jim y,, 


即 过 滤 到 极限 时 非 严 格 不 等 式 保 待 不 变 . ШЖ 
Шш x,= ту, =a, 


又 如 果 x. <:,<y,, MPP] z,, n= 1, 2,9, 
化 于 同样 的 极限 : lim, .7z, = a. 这 些 性 质 能 推广 到 
序 集中 点 列 的 极限 . 

每 一 个 上 (下 ) 有 界 的 增 (W) 实数 序列 x,， 即 
满足 хох, (хи 2х) n =l, 2, +, ЮЙ 
列 基 收 伍 的 ， 旦 其 极限 是 其 成 员 集 的 上 殉 界 【下 确 
Ж). 例如 , 如 ee>0, 大 是 自然 数 而 a, Жа" 
的 近似 值 ， 算 到 小 数 点 后 由 位 ， 则 a, m= 1,2,，…， 
形成 一 增 序 列 且 ва, а, а". ЗК 
列 的 例子 是 内 接 于 某 圆 的 n 边 正 多 边 形 (mn = 3, 4, 
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т) НЕЗА: ЖЕЛЕК ТШЕ] <. 

ТЕЖО Ёл Дш ЖИЙ ЖЗ КН Саба 
testmal sequences) 或 零 序列 (null sequences). ЙИШ 
+, ЖОНИ ЖИЕ ЛЕШ ЕЖЕ 
结 为 无 将 小 序列 概念 ， “数列 收敛 于 一 给 ЫН 
ТАШЕВ ЛИ БА 9k 35 R Җ АЎ ЛУГУ ЯЙ. 

数 的 无 穷 大 序列 ( mfinitely -large sequence ) 概念 也 
ЛЮ. SR ASK +o, — oo Z— X 
195058 K 四 КҮСҮР 28 T я X ХК 
限 ， 符 号 + ос, — ос 或 oo 在 实数 集 RR 中 的 z 34 
(¿> 0) 概念 山 以 下 公式 引信 人 


О( ноо, 1) = [xeR:; х» 1}, 


UC- 9, )=(xeR:x<- Ñ ), 


О0о, в) ={хей:|х|> L), 


而 со 在 复 才 集 C 中 的 。 аен д 
Ш(ю,)у={геС: 1215 1} 


А. 旭 果 对 每 一 š> 日 存在 其 指标 М, AL xB 
有 的 指标 n> N， 会 体 成 员 x,eU (о, е) (x, 


U{+ 加 5) 或 xX,gU(~ о, р) 成立 则 记 战 
lim im x, = + =o 10 — 001, 
ЕЕЕ А ЕЗИ 


АРН а ЗЕ ЛРЯІ Я. Bolzano - Weier - 
strass 定理 (Bolzano - Weierstrass theorem) ) ， 每 +K 
ЖЕЛЕ РА ЕЈ. 

ЛЕ ЕРО (Я 009697) 极限 称 
ИЙСЕ F PF PIE В ( subsequential лї). (E— 3: 
НОРИН ЕЛЕЕ ДР, А аа 
最 小 的 【有限 或 无 穷 )， 序 列 的 最 大 的 【最 小 的 ) rye 
列 极限 你 为 它 的 上 (下 ) 极限 (upper (lower) limit) 
Аат, дч Биет 
极限 重合 ， 且 其 公共 值 是 此 序列 的 极限 、 

其 他 的 极限 概念 ， 如 函数 的 极限 和 Riemann 和 的 
极限 ， 能 借助 于 序列 极限 来 表示 ， 序 列 极限 的 定义 能 
推广 到 有 向 (ОЕ) Ж. 

ВЕТ С) 的 极限 . 设 X 和 Y БЫ} 


J, 
ES X, xn 是 五 的 标点 (accumulation point 或 cluster 


point). Bi f: E— УЖА E | Y ФЯ) (їй 
Ж). .如果 对 Y 中 点 а МЕЖ У = 了 (za)， 存 在 
х, 在 Хр = U(x。o)， 使 得 本 任意 点 хек 
站 U(x) \ {xo], £ f(x) 属于 V: f(x)eV， 或 换 
言 之 ，fE 间 口 ) SV、 则 称 点 ae Y ЖЖЖ (函数) 了 
在 хо 处 的 极限 (limit of a mapping ( function) ) ( 或 
称 为 x Ë T x, 时 的 极限 )， 记 作 


моххо. 


Шт (хра BQ f(x) сн а, 


ШЖ У 3 Hausdorf 2 üJ. Л f. Е + Y 在 一 
ЕЛ xos 才 至 多 能 有 一 个 极限 . 
=E YC ЕН x, 是 E” 的 聚 点 时 /在 F` 上 的 
BU fl, 的 极限 称 为 f & E` ， 记 作 
їп f(x) = lim, Ле 
“чєк 


ШЖ ЛЕ Y. ES ES X. x, Ж ЕЖ 


т Hlm... f(x) frt, 则 在 E' E f f x, 的 极 
Bear Н. 
Im „о ш. f(x). 
如 果 Ei, E,C X, f. E U E, > Y ПЕЙ 
Ша f(x)= m =a 
К+ чы 
存在 ， 则 极限 
im f(x) =a 
jefe. 


ЧЕШИ (函数) Е Y, Ec X. Ңң 
x "xos 大 的 极限 时 ， 可 以 出 现 xue 巨 ， 或 者 另 一 方 
Т, хф. хоер ВОМ ЕИН, УТ 
导 敏 连续 函数 《continvows function ) 的 概念 : 如 果 у: 
Е ~ Y, Y 是 Hausdorf 完 问 日 x。E EE， 则 为 使 映射 / 
# x, 是 连续 的 《continuows )， АЛАТ 


йт (x) = f(x.) 


如 果 x, 是 E 的 一 
限 


个 孤立 点 (isolated point) ДЇ 


Jim х) = f) 


对 任 一 映射 六 E “ 了 都 存在 ， 即 任 一 映射 在 其 定义 
域 的 所 有 孤立 点 上 连续 ， 所 以 映射 的 极限 概念 ， 特 别 
是 连续 性 概念 ， 内 总 对 被 映射 集合 的 极限 点 (limit 
point of a set) 才 是非 平凡 的 ,在 函数 ЛЕ = 了 的 
极限 的 经 典 情况 ， 通 常 假定 x ÉE, Bl x, 不 属于 在 
Инне, 

Жа ХО x. 满足 第 一 可 数 公理 ( first axi- 
om of counlability ) HL zs [8] Y 是 Hausdorf 的 ， 则 为 
六 映射 f: Ес Y, ES X ДИ hm... (х) 存 
在 ， 必 要 充分 条 件 是 : 对 满足 lim, ох, = x, 的 性 
一 序列 x,EE, n=1,2, 57, 极限 lim,.. f(x.) Ж 
Ж. 如 果 这 条 件 成 立 ， 则 极限 lm... f(x.) 不 依赖 
于 序列 {x,} 的 选取 ， 且 这 些 极限 的 公共 值 是 了 在 x, 
的 极限 . 

不 拓扑 空间 Y 中 点 列 y, ИЙИН (йшй of a зе 


quence of points ) Je n J (函数 ) РИА: 
«йн. EN. Н НАА ЙИШ. 
Xi ko, X= NU +o), H. X f + о} 
ЖЕШ Ш=(п:п>®па„} JI о) АЕР Ос 
X, 8 n, 足 一 日 然 数 . 

和 多重 序列 的 概 限 ( limit of a multiple sequence ) 概 
念 ， 即 其 记 员 是 用 台 多 重 指标 作 指 不 的 序列 极限 ， 也 
ЕА 
їй Хо #х„#—"1#Н 了 是 完全 上 度 基 
空间 的 情况 映射 у: E ， 了 了 在 给 定点 x, 极限 存在 
的 一 个 内 在 准则 ( 称 为 Cauchy 准则 (Cauchy criteri- 
on) ) с Lim... /(х) 存在 ， 当 目 仅 当 对 每 一 
є>0 存在 x, ХВАН U= U (xu)， 使 得 对 满 
足 条 件 x ，x”s 瑟 站 ENxn} 的 所 有 点 x 和 x”, 
不 等 式 p (0х). fO) < RS. 特别 地 ， 如 果 
Y 是 实数 或 复数 从， 此 准则 成 立 . 

极限 的 某 些 性 质 . 如 果 Y 是 虚 量 空间 ， 广 E 一 
Y. £S X, ВЖ im... f(x) = as 了 存在 ， 则 存 
在 x, Е U= О(х,), ШЕИ Е 与 
40382 2 ЕГИ 在 映射 了 下 的 象 是 了 的 有 界 子 
ж. 

如 果 FC X. ВЕЗЕ, 函数 / E — ШЖ 
хе ХАНА ЗЕМЕ, ДИНЕ x, й U 一 
U(x,) 和 一 个 数 c >0 ， 使 得 对 所 有 的 点 xe E YU 
ATxn]， 不 等 式 


f(x)>c. 各 果 lim f(x)>0, 


f(x)< —c, 如果 lim f(x)< 0 


满足 . 

ШЖ ҮЗЕ (topological group) 【特别 是 
Abe 群 (Abelian group ) ， 带 有 用 加 法 写 出 的 群 运 
Ж), Ji Е-+ Y, ЕЄХ, Hx EX， 则 极限 
lma... Лх) fel S Fa, ЧЕЧ а(х) = 
f(x)a Xo 有 极限 只 等 于 Y 的 单位 元 (分 别 地 ， 
函数 а(х) = (х) - a fE xs 有 极限 且 等 于 零 一 这 
伴 的 函数 称 为 无 穷 小 函数 (infinitesimal ñnction )). 

如 果 УЖ (Ted) P 上 的 线性 白 扑 空间 (linear 
topological ѕрасс), /,/,: Е = Ү, Я Ec x, Ш 
Гу, 的 线性 组合 在 xy 的 极限 等 于 在 同一 点 上 它 
们 的 极限 的 同样 的 线性 组 合 : 


im [A fx) жд 


=й йа f(x) + А ау, (х), 
41: МЕР. 
ЖЯ Y 是 实数 或 复数 斥 ， 方 . у: E — Y( 这 种 
函数 称 为 数值 范 数 ) B. E < x, Ml 
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Jm Ji 006) = Im f, (x) im 00): 


如 果 m... f(x) #0, M| 
Hm f(x) 


йт f,(x) ` 

在 这 种 情形 ， 极 限 im... (f. (x)/f,(x)) 的 意义 是 
ff, 在 被 映射 集 E 和 x, 的 茶 邻 域 的 交集 上 的 限 
ШЕЕ, ШЕН ЖЖ ШИ f1/f， 是 有 定义 的 . 
ШЖ f (x) S f, (x), xeE, Н m, ‚эЛ (x) 和 
Hm... f, (x) 存在 ， 则 


m fC) Stim 7,00). 


ы Ло) _ 
Жо) 7 


ШЖ X 和 Y 是 从 实数 集 R ОШО ЛТ АЕ 
的 无 穷 大 oo 或 者 补充 两 个 带 符号 的 无 穷 大 + © 和 
一 中 而 得 出 HB ЕСЕ, (Е) SR, Д x ÉE, HJ 
如 上 定义 的 函数 极限 的 定义 是 单 实 变量 实 值 函数 的 有 
限 或 无 穷 极限 的 经 典 定义 ,类似 地 ， 如 果 空 间 X Ñ Y 
НК C 添加 无 穷 大 mn 而 得 出 ， 就 得 到 单 复 验 量 
函数 的 (有限 或 无 穷 ) 极限 的 定义 . 另 一 方面 ， 如 果 
空间 天 由 R'(C'), п> 1, ЖАЗУ oo 得 出 ， 就 
жй А ЛЕШ ЕР ОЗ Г Ж 
穷 极限 的 定义 

对 定义 在 实 直 线 (或 更 一 般 地 ， 在 序 集 上 ) 的 于 
集 的 函数 ， 可 定义 单 侧 极 限 (олс -sided mi) WE 
念 、 在 其 定义 域 的 所 有 机 限 点 至 少 太一 个 单 侧 极限 的 
函数 的 例子 是 实 值 单调 函 数 ， 如 扶 函 数 / 在 实 直线 的 
Фа БЕЛИ А x, Е 的 一 个 极限 点 ， 则 它 
是 两 集合 Е-Е (хек: x<x,) 和 E, = ED 
{xsR: хох, 中 至 少 一 个 的 极限 点 ， 如 果 < 是 E, 
的 极限 点 ， 由 了 在 х, RE, Bl 8， 上 的 极 
I. 另 一 方面 ， 如 果 <, Ë Е, 的 极限 点 ， 则 了 在 x, 
ДАЛАЙ, BE E, 上 的 极限 ， 如 果 此 外 又 假设 f E 
递增 的 且 上 方 有 只，E, ФН х, 是 E, 的 极限 点 ， 
Bilim... /(х) 是 有 限 的 ， 

求 函数 极限 的 一 个 基本 的 通用 方法 是 确定 此 函数 
在 给 定点 是 促 域 中 的 二 部， 通常 藉 助 于 Taylor 公式 
CTaylor formula ) 而 得 到 .为 了 求 极限 ，1 Hospital 法 
则 (1 Hospital ru) 常常 是 有 用 的 ， 

不 论 映射 的 极限 概念 有 很 大 的 普遍 性 ， 但 是 它 不 
能 包括 在 当代 数学 中 出 现 的 所 有 存在 的 极限 概念 . 例 
如 ，Riemann 和 ( 见 积分 和 ( integral sum ) ) 的 极限 概 
念 不 包括 在 映射 | 函数 ) 的 极限 概念 中 ， 援 腿 的 一 个 
充分 普遍 的 概念 ， 在 一 定 意义 下 包括 所 有 基本 情况 的 
是 -映射 关于 波 子 的 极限 概念 

РНИ. МЕН, х = 9, 1 = 
(0) 是 它 的 拓扑 的 一 个 基 (ше), НИЖЕ ХШ 
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一 个 速 子 (шег) (BD X 03232 но — ара Йй, 
使 得 对 任意 的 4'、A4”e W, Е ae $, fd АС 
A (147. НҢ -个 包含 AS BX 0 TEM T 
W). Ў mO xn 点 的 拓扑 的 局 部 基 纽 成 的 滩 车 
站 (xu])。 即 对 任 一 Ue 6(х,), ЖУРЕ Ac МИН АС 
口 ， 则 点 хо 称 为 滤 子 % 的 极限 (limit of a filter) . 

设 N 是 带 离散 拓扑 的 自然 数 集 ， 由 所 有 N 的 有 
限 子 集 的 补 集 组 成 的 N 上 的 波 子 称 为 N БА 
(natural filter) ， 量 表 成 中、 它 在 N 中 无 极限 Fl 
样 的 波 子 在 集合 х= МОН + оор 上 有 十 © 作为 它 
的 极限 ， 如 X 中 局 部 基 9( 上 ec ) 由 集合 А, = (т: 
теМ,т>»пеМ} 组 成 而 对 пем, 路 in) 由 单 点 信 
{п}. 一 拓 各 空间 上 浇 子 极限 的 唯一 性 与 能 分 离 
空间 的 点 相 联 系 ; 为 了 一 拓扑 空间 上 每 ~ 小子 最 多 自 
一 个 极限 ， 究 分 必要 条 件 是 此 空间 是 Hausdorf 空 
й. 

设 XX 是 一 集合 ，Y 是 一 拓扑 空间 ，g 是 从 X #l 
ҮР. Н @ 是 БТ. Ë Беу 称 为 映射 
Ф 关于 直子 W ЦВ, ug 

lm ф(х) =b 
如 果 由 所 有 的 集合 g(4), дей, 组 成 的 滤 子 wp (车 ) 
在 了 中 有 五 作为 其 极限 。 

如 果 X= NN 是 自然 数 集合 ，p 是 从 N 到 一 拓扑 
空间 了 中 的 澳 射 ,9 (n) =y,E7, пем, Н %, É 
自然 弟子 ， 则 在 了 中 р 关于 W. ЮУ Y 中 序列 
{y ,上 的 通常 极限 重合 . 

如 果 在 X=NXxN p, X FR ЗЕЙ 
子 的 乘积 ， 印 它 的 所 有 的 形 如 4 x B 的 集合 组 成 ， 
这 里 д, Be, ҢШЖ e 是 从 N x N 到 一 拓扑 空 
BJ 了 中 的 映射 ，p (nm т) = ys SY, n, тем, ШЇ 
Үт 9 关于 Š 的 极限 与 了 中 二 重 序 列 (double se - 
quence 》 的 通常 极限 一 致 - 

设 架 合 х ка, ьт 


{和 一 组 点 
[1 t] [= 1，2，… 组 成 的 集合 x, H 
х={;ф sa} 


设 4,( 对 任意 的 #4>0) 是 XX 的 于 集 ， 由 在 x 
中 出现 的 前 分 Wa IS aB B) БЕЯ ЛЖ 
xEX 组 成 ， 


пах (t,—t 


系统 W= { 4,} 是 一 厂子 ,每 一 定义 在 [a, b) 
上 的 实 值 函数 f 由 以 下 公式 诱导 出 ~ 个 了 到 R 中 的 
映射 фу, 


p= Ў) tht), 


人 上 <. 


х= {ry ё Ea) те 


БЕД, ф(х) 是 相应 于 xEX 的 Riemann 和 

R 中 gj 关于 8 的 极限 与 7 0 Riemann ЖЧ 
分 的 网 格 趋 于 鹤 时 的 通常 极限 重合 ， 两 考 重合 十 指 这 
两 个 极限 同属 存在 或 不 存在 ， 当 极限 存在 时 必 和 相等 日 
与 了 在 [a, Б} 上 的 Riemam 积分 (Riemann integral ) 
一 致 

拓扑 空间 的 映射 关于 梁子 的 极限 . 设 X 和 了 是 
拓扑 空间 ，E cx, ЖЛ E ЕШТ, АЙ p 是 从 
ЕЖ УЧИ. жрет 称 为 映射 o 在 ac X 
上 关于 池子 多 的 极限 ， 如 果 a 是 W БЫШ b j 
Ф(®) 的 极限 : Pd 


b= тоф (х) 
ri 


如 果 W (a) 是 在 a А, Е = Х\{а}. 
HR Ef у 由 a 的 所 有 “去 心 " 邻 域 Оа) \ (а). 
U(a)em(a) UR, M| lims p(x) 与 p 在 a 点 的 通 
常 极限 m. g(x) 一 致 ， 这 样 推广 了 用 邻 域 术语 表 
达 的 映射 极限 的 经 典 定义 .序列 补 限 概念 的 直接 推广 
是 拓扑 空间 中 有 向 灸 的 极限 ， 有 向 集 是 一 种 篇 序 集 
( partially ordered set ) ， 其 中 任 两 元 索 有 公共 的 后 
继 . 从 一 拓扑 空间 到 另 一 拓扑 空间 中 的 映射 的 极限 概 
念 能 糙 助 于 关于 有 向 集 的 极限 来 表述 .( 见 广义 序列 
《Beneralized sequence ) ; 收敛 性 (的 类 型 ) 
Bence, types of) .) 

集合 序列 的 极限 . ВЕ (topological limit). 
设 4,(a= 1,2,…)》 是 一 拓扑 空间 的 于 集 ， 序 列 
{А} 的 上 拓扑 极限 (upper topological limit) ПА, 
定义 为 其 每 一 邻 域 与 无 穷 多 个 集合 A, 相交 的 那些 点 
xe Хх #@. 下 拓扑 极 限 (lower topological limit) 
па, ВЕЕ инал а 4 ,的 点 的 那些 
点 的 集合 ， 显 然 RA, SRA, 如果 A=RA, SRA, 
яя я, аю, 面 集合 4 称 为 集合 序列 

АВ ЯЯ ( limit of a sequence of зев); R А= 
һа" В E. ЊН. 

合 论 极限 (Set -theorctical limit) .有 不 涉及 拓 

тезине. 一 个 集合 序列 4 = 1 

， 称 为 收 敏 的 (convergent ) 、 如 梁 有 一 集合 А, 
使 得 4 的 每 个 元 素 属于 从 其 指标 起 的 所 有 集合 A, Н. 
ЖЕНИ 4 ， 的 并 集中 不 属于 4 的 每 一 点 仅 包含 在 有 
R£ A, 中 ,此 集合 4 (л, ЮЕШ, А 
表 成 


(conver- 


= limA,. 


集合 4 是 序列 { 4 上 的 极限 ， 当 且 仅 当 此 序列 的 上 极 
限 和 下 极限 (upper and lower timits ) 重合 旦 等 于 А 
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[ 补 注 】 对 拓扑 空间 的 一 般 理论 ， 人 们 需要 研究 比 点 
列 收 生 更 一 般 的 收 答 概 念 、 符 要 考虑 以 有 向 偏 序 集 
{ 匈 有 向 集 (directed set ) ) 为 指标 的 点 集 的 极限 . 这样 
前 集合 称 为 网 【nels ) ， 而 网 的 收 令 有 时 称 为 Moore - 
Smith 099 ( Moore -Smith convergence ) 

ЧЫЙ? 的 某 本 {引信 的 是 某 对 象 川 其 他 对 
象 序列 任意 接近 地 通 近 .这 个 思想 也 有 各 种 代 歼 的 和 
МТ ЖАИ. 

и д ЕВЕ (category) П 4 是 一 偏 订 集 . 
对 每 一 mEA 有 一 对 象 C,ew ， 对 4 中 任 一 对 
5 8 9—3 7, „ В у. = id. пя 
арку, Дра J fa 7 f, WN C, f. 组 成 了 
以 4 8384638080 е“ 中 的 图 式 (Шарпа). 

СС, Го) 的 折射 极限 (projective Jimib ЖО ВЕ А 
(inverse жай) (Р. f, ) iË - 对 象 Pex ЖЕШ 
НОНЕ Т: Р C 组 成 ， 当 z< phi /,.J, 
= HW DR. D ~ 人 ,对 所 有 的 a 所 $8 满足 
fg. gy， 则 存在 唯 50} 0:0 + P. Ж}, = 
g,. МЕ: Р=їт. C, 

ЖАЙ, CC, , f, 的 归纳 极限 (inductiwe Шой) 
ИЗИН (direct Jimit ) (1, h.) 由 一 对 象 1 连同 满足 以 下 
ЫЙ АС, = 了 组成， 于 也有 a ААА, 
=h, Rn EL К: с, УЕ, Яо 
R k Г.к, ШЕЛ СБ КСЈ + E, 8 
Kh. =, Е: T= lm С, 

Авва Дания ( š À 中 
# САЛТ). 在 А 是 有 向 集 (directed set) 
前 情形 ， 越 来 越 好 地 天 近 的 思想 到 重新 出 现 了 ;例如 


‚ Ыы. АКАТ 


‚ Flements of mathematiss General topo - 
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ЗР = 18 (topological vector space ) - 

更 一 般 也 ， 人 人 科 也 考虑 在 范 力 中 国 式 〈diagram ) 
的 投射 和 归纳 极限 . 

还 有 另外 一 个 极限 概念 是 谐 序列 (Spectral soqu - 
елсе) 的 极限 概念 ШЖК] (СЕ) ЖАР СН), 
ЦОН.) 也 称 为 (E54) 的 极限 . 

还 有 另外 - 些 极限 思想 ， 例 如 极限 圆 ( limit. cycle ) 
概念 ; 极限 元 《limit elements) ; 集合 的 极限 点 (limit 
point of a жї); 聚 点 ( accumulation point) 等 等 
к. 

[A1] Courent . R , , Differential and integral calculus, 1-2, 
Васкес, J048( 译 自 德 文 ) 

[A2] Stromberg , К. R , , Introduction to classical real апа - 
Iysis, Wadsworth, 1981. 

1A3] Колу, J. L ., General topology, v. Мойгапф. 1955 
(中 译本 : J， L. ЖЖ. — АИК, РЗ НАЗЕ, 


1982) 

[А4] Mitchell. В., Theory of categoris Acad. Pres, 
]965 

ТАЗ] Adimaek , 1.. Theory of mathematical structurs , Rei - 
аа, 1983. 


АЙ ж РЕЖ R 


ЖАЗИ IR Br ЇЙ EE | Bmit - ahsorption principle ; предельного 
поглощения принцип | 

借助 引 人 一 个 无 穷 小 吸收 来 唯一 地 发 现 类 似 于 He 
moltz 方程 {Heimhoitz cquatior) 的 方程 的 解 的 一 种 方 
式 . 这 个 原理 数学 地 叙述 双 下 . 设 岂 是 及 "中 的 一 个 无 
界 区 域 、 设 己 是 工 ;( 只 ) 上 用 微分 表达 式 Р(х, 0/0x). 
хей. 各 全 上 的 齐 次 边界 条 件 给 出 的 白 伴 算 子 .并且 设 
2 是 了 的 连续 说 中 的 一 个 点 . 那么 对 с 038 

Ри, =(4+riz)u +f 

ЖЕ L ,(Q) PE: E — ага, ЭР HE -- АВЕ F 45 
助 极 限 过 渡 


= mu, 
可 以 发 现 方程 
Pu=in-f 
的 解 u=u, .这 里 假设 /有 紧 支 集 ， 并 且 当 a = +0 


М. Жаси. ”ws 星 按 工 ,{ 0 ) 的 意义 理解 ， 其 中 心 
ЖОЮ ЖЖЖ. 内 于 是 了 的 连 绪 谱 中 的 一 个 
点 ,一般 这 个 极限 在 (О) ТИЛЕ. 
第 一 个 极限 吸收 原理 是 对 灵 ? 中 的 Helmholtz 方 程 
з) 
(А+Ё)и=—/. Q=R°:, 
Р=-А. ¿=-k'<0 


Жин. 用 这 个 原理 找到 的 解 yx e Qik eak. ЭР 
几 在 无 穷 远 处 满足 辐射 条 件 (radiation conditions) . 这 
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些 洁 果 苇 黎 到 了 了 ( 见 [2],[3]) 对 算 子 


| a 
-| ёх, 


у, ВЕ ДЕ Т ШЕ ИШ: ЕЕ 

当 пр © 岂 充分 快 地 趋 于 常数 . 为 了 极限 吸 
收 原理 在 这 种 情形 下 成 立 ，i 必须 不 是 Р ЙЧ Ж ПЕШ 
者 了 与 本 征 函 数 正 交 . 加 订 镍 拓 ( 见 [3]) 的 一 个 定夺 给 
出 了 算 子 P= 一 A2g(x) 的 六 没有 本 征 值 的 充分 
条 件 . 对 算 子 (4} 也 得 到 了 这 样 的 宕 埋 ( 兄 [3]) ,极限 
琢 收 原 埋 对 一 定 的 带 非 紧 边 界 的 区 域 书 被 证 实 ( 见 
Ї31,[41). 

AE rrt Л — А ПЕ ЕИ ЯА К 
ЫЙ ПЕ ЖИ (М. [5]—[7]); 它们 组 成 如 下 
P=0Ə/əx) ЕШ (GSS) T, WE: 
D) £ Р(0) АЖЕ 2) ЩЩ P (o) =0, 
сев", ЭЖ? ie uñ ХОН МИЫ 5,015) ЖЮ), {ПМ 
ШИНЭ: ЈЕ З) ас Р (о) О 5,1. ВВЕ 5, 
二 给 出 了 一 个 定向 ， 即 对 每 一 个 项 面 独 立地 选择 了 一 
АЛИН у. 没 w=xi|x|， 设 0=a(w) 是 5S, 上 的 
-个 点 ， 其 上 ,和 名 有 相同 的 方向 ， 并 HH н, а) = 
人 ri (oh о). ЖА. н хун, Ш 
果 它 可 以 表示 为 


je Ca 


‚ 
и= Уи, (ху m0 9). 
= 


ди . п 
7; = ё (о) н, от 92). r> %. 


{А Ж Е ва ЕИ ТУМ 


2 |е ет 
的 叭 НТ. 对 这 个 方程 的 极限 吸收 原理 就 是 这 个 解 
n. Af Л ЛЕ y А 


МЕ а, е.в") а: "+0 时 的 极限 得 到 ， 其 中 

Qlo) 有 实 系 数 ， 并 且 在 S 上 Q (0) #0. ЖТ 

sim. Q 《a)(1Sj 生 和) 的 选 拌 ， 取 极限 得 到 满 是 对 丘 

рУ, 的 某 个 定向 的 辐射 茶 件 约 解 .对 将 有 办 区 域外 部 

(W [5] = 1715. АЗЕ S, 的 情形 下 共有 变 系数 

前 高 前 方程 和 方程 组 ， 这 个 原理 已 经 证 实 . 对 这 样 的 

办 程 也 有 一 个 吉 若 型 的 崔 一 性 定 亚 . 
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极限 锥 [limit сопе, предельный конус |. йй S 09 
М5 上 基点 O 出 发 的 属于 以 S 为 边界 的 症 休 
的 时 直线 形成 的 链 体 的 表面 P(S). ЗЕ ИР 
Е ао зе ч 
X. x] ШЕН ЛЕ rB nt 
Еа еш ЕНЕН ВХ. 
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поверхностей, М 


[A2] Busemann, H ., Conwx surfaes, Inteseienoz. 1958 
成 жж 
极限 环 [limit cycle ; предельный цикл] 
T 823 8 B 183 5 ( ашопотоцв system ) #2 
问 中 的 一 条 对 闭 轨道 ， 它 是 该 系统 的 至 少 一 条 其 他 轨 
遵 的 д ВЕНЕ нў оо 极限 集 ( 见 轨 道 的 极限 集 (limit sct 
of а trajectory ) ) ,极限 坏 称 为 轨道 稳定 的 {orbit sta 
һе) 或 稳定 的 (stable ) 、 如 果 对 住 意 的 > 9， 存 在 
6 > 0 便 得 在 它 的 一 个 5 分 城 内 当 г = 0 时 出 发 的 所 
有 轨道 ， 对 + > 0 不 离开 它 的 。 邻 域 { 见 轨道 稳定 性 
(оњи stabilty ) ) 一 个 极限 苹 对 应 于 系统 的 一 个 不 
为 常数 区 周期 解 ， 为 了 使 - -个 同期 亩 对 应 一 个 稳定 的 
极限 环 ， 充 分 条 件 是 除 -个 乘 千 外 它 的 所 有 银子 的 模 
都 小 于 1( 见 特征 指数 (characteristic cxponent ) ; 
Андронов -Witt 定理 ( Andronov - Witt theorem ) ). 从 
物理 观点 来 看 ， 极 限 乐 对 应 于 系统 的 周期 特性 或 自 振 
{autooseillation ) ( 见 12]) . 
设 定义 在 区 威 Ос V" 内 的 自治 系统 
x= f(x) (+) 
б-а г, Ж и" НОЕ, И И 
R" 在 卫 点 引 与 V' 树 截 的 超 平 面 x. А £ = Ü 


ҮА сейл 20 £ 05. ЖЕ, sí tB 
加 时 在 点 T{c) 再 次 与 x 相交 ， 是 рї 个 充分 
ЛЕ) Ж. {ЛЕ Т: V ~ 47CV) ЖА аря 
让 你 为 Poincare 返回 映射 (Poincart retum тар). 
它 的 特性 决定 了 在 T 的 - ТАРАР ИЦ BU eE 
质 ， 一 个 杰 限 坏 和 任 一 财 轨道 的 差别 在 于 它 总 是 决定 
个 等 的 Poincare 返回 映射 ， 如果 р 是 微分 
Иш ТЮ BO. HAB SE 下 称 为 鞍 型 的 【of 
saddle уре). ПИТ ТТИ ВЛ А ААТ Я ЈН Н 
线 ， 即 可 有 有 这样 的 轴 道 ， 对 于 它们 极限 坏 既 是 x 极限 
集 又 是 o МЕЖ. 
维系 统 (x) (V"= 2) 的 情形 个 ,将 z RR 
НЕЕ р, pf(e)= Т(є)= e, 称 为 Poin- 
сагё 返回 胃 数 (Poincar retum function). р 的 等 点 
c = p fÜ SM02938 BR АЙЕ ( mutiplicity of the lim- 
ї суйе). ОЕЕО ЖЖ А9 (аст -зш- 
ме). ВЕНЕ Т) 88 (separatrix ) ТТ 
ИОА КЕ АТ ЕНЕ ЭЁ (М. Роілсагё - Bendixson 
理论 ( Рошсагї -Bendixson theory) 2 [3], [4]). 在 
解析 函数 ЭЕ Т, ВЕР КИРСИН Л 2 
1) йш; 3) АЕО, ВШ глы 
юп; 3) 六 稳定 的 . ИП. АЯ 


n. 


= ox, thx (хо 


D". 


шх nm (wiray 1), 


(JE ¿Š 0. a = ЖШ. КЄМ) 对 a< 0 (0) 
和 奇数 k 有 一 个 稳定 的 【不 稳定 的 ) k ЖИЙИ. xf 
偶数 k 让 一 个 半 稳 定 的 大 重 极限 坏 ， 在 所 有 有 的 情况 
下 ， 极 限 环 是 圆 x? 4+ 5 二 1， 即 解 


х= сез(! + фи), х; = sin(wrt фу) 


的 轨道 。 如 果 系 统 (*) ar ШАШ U R: 
Е, ЖАНИЯ РЕДИ ШЕҢ. 

ТАК И ЕЛО И. ЕВЕР 下面 事实 
的 方法 : ТЯН БА В / Мы (РК) 指向 “个 环形 
КЕС, ШАШ G 不 包含 静止 点 ， 那 和 在 G 中 至 
少 有 一 个 稳定 的 《不 稳定 的 ) ВВ. С 的 选择 是 基 
了 物理 的 考虑 、 尸 者 解析 和 数值 计算 的 结果 . 
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Л. А, Черкас 所 
Р РШЕ ИЙ] ЖЕ В) 20777 
夷 述 ， 并 不 - - 定 要 用 常 徽 分 方程 自治 系统 来 定 
部 分 结果 在 那 种 情况 下 供 有 意义 .对 于 Роіпсаге -Ben - 
dixson 埋 论 ， 亦 见 例 如 [Al]. Sect. И. 1. [A2] 是 
Ж 一 个 很 好 的 全 面 和 的 参考 文献 
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[ 详 注 ] 
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极限 元 [ linit ekments; граничные элементы], 边界 元 
( boundary elements)， 素 端 (prime ends), — 4 2 Айбу 

йи хы ЕШИКЕ во. 设 8 是 扩 
区 复 平面 旺 的 一 个 单 连 通 区 域 ， 又 设 дв BO n . 
Ву (section )с 定义 为 任意 的 以 q Ж b Зуй 
ж СБа 和 证 一 Я 关于 球面 上 度 最 是 闭 的 
简单 Jordan fc 二 #5, 它 的 a, ЪЖ F óB, 并 且 
它 把 В 绝 分 成 两 个 这 样 的 子 区 域 ， 具 中 每 一 个 的 边界 
ВЕЗЕТ 38 ñF a 科 避 的 点 . 区 域 В 
с, 的 序列 K 称 为 -个 链 (chain)， 如 果 : 1) 当 nn — 
хо ML с, АЕТ 2) 对 于 每 个 xn， 交集 
z (YE... 都 是 空 的 ; 3) 任意 一 第 在 B 内 连接 给 定点 
Qe B МЕЕ c (n> 1) 的 路 径 都 和 <， MI. B 
内 的 两 个 链 天 = с 和民 = {с} ЖЕЙ. ШЖ 
с сЕ ВТШ ОТАТ ЖК с, ОУ ОГ, 
除去 其 中 的 有 限 个 例外 . ВЕЙ — 402888 B 
ОЛЙ. 
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设 P Ж ВЮШЕК = (с, ИЗ, У В, 
З ВЫ с, 所 细 分 成 的 两 个 子 区 域 中 的 一 个 ， 它 不 包含 
о атр) = 站?- ,万 。 称 为 这 个 素 端的 印记 (im- 
presson) 或 支 集 (supporl). 一 个 素 端 的 印记 内 边界 点 
组 成 ， 并 旦 不 依赖 于 链 KK 在 等 价 类 蛙 的 选取 . 一 
束 端 的 主 点 是 辫 的 一 个 这 样 的 点 : 确定 这 个 素 端的 诸 链 
中 至 少 有 一 个 链 的 截 线 收 化 到 它 ,一 个 宕 端的 邻近 点 
(neighbouring рош! ) лї 80 JJ х ( subsidiary point) ЁЁ 
的 除 主 点 外 的 任何 点 . 任 一 索 端 至 少 包 含 一 个 主 点 . 
素 端 的 主 点 组 成 闭 集 ,以 下 是 案 端 的 Carathéeodory([ 1]) 
分 类 : 第 一 类 元 隶 包 含 单个 主 点 并 且 没 有 邻近 点 ， 第 
二 类 元 未 包 会 一 个 主 点 和 无 穷 多 个 邻近 点 ; 第 三 类 元 
素 包 含 一 个 主 点 连续 统 但 是 没有 邻近 点 ; 第 四 类 元 素 
包含 一 个 主 点 连 绪 统 各 无穷 多 个 邻近 点 . 
另外 一 个 等 价 的 定义 由 P. Koebe 给 出 ([2]). 它 
基于 路 入 的 等 价 类 . 北端 理论 中 最 主要 的 定理 是 Cara- 
théodory 定理 ( Carathéodory theorem ) : 在 区 域 8 到 音 
TB |] Š 1 上 的 一 个 单 叶 共 形 映射 (conformal map - 
Ping} 下 ， 单 位 轩辕 的 点 各 BB 的 家 端 之 间 存 在 一 个 一 
对 一 的 对 应 ， 并 且 加 内 等 个 收 伍 到 素 端 己 的 点 列 变 成 
单位 图 内 收 伍 到 点 ¿ (|ü |= 1) 的 点 列 ， 这 个 点 就 是 
РЖ. 
参考 文献 
[1] Carathéodory, С., Ucber die Begrenzung einfach ms 
ammenhingender Gebiete , Math. Ama, 73 (19131. 
323 — 370. 
[2] Koebe, P., Abhandiungen zur Theone der konformen 
Abbildung. 1, /. Rene Angew. Math., 145 (1915). 
117 - 223. 
[3] Суворов, Г. Д., Семейства плоских топологичс. 
ских отображений, Новосиб., 1965 


[4] Маркушевич, А И , Теория аналитиҷоскич фук- 
пий, 2 изд. т. 2. М., 1968 ( ЖЖЖ: Makushe - 
vich ; А. 1., Theory of functions of a complex vari- 
able, 2, Chelsca , 1977} 
Collingwood , Е Е and Lohwater. А. Ј., The theory 
of cluster sets, Cambadge Univ, Press, 1966, Chapt. 
9. Е. Г. Голузина E 
САРЕ САР “527. ГАЙ ВЕ АЙ (cross cut) 或 
# сс). 
К-Э СВЕ — 89) sx bs BJ bA 25 E 


15 


Кл, ( 见 可 达 边 界 点 (attainable boundary point ) ) . 


КАЕ BR B) КОЗ ЕА ( conformal mapping, , boun - 
dary properties of a). 

在 文献 中 ， 也 会 看 到 Сагайбобогу Bë ( Carathéodory 
ел1), ШЕН ЖОЙ ` 

8 = 4 5 Жой ФР КАЗА LPD Ы 
*% "(епа) КН ЗА ун: ЮЖ 
ТОЗО ЕЕН ЖН Эй (епа). 


参考 文献 
ГАІ: Ohtsuka , 
prime ends , у. Nostrund , 1967 


M... Diriehlet problem 、cxtremal Jength ¿nd 
ЮМ 译 


学 形 性 极限 [Шш of star -Wkeness: звезлообразвости 
ipagnua] ， 星 形 性 精确 半 
ness) ， 星 形 性 界 ( bo star -jikeness ) 

Жа jz| < 的 半径 的 最 小 上 掉 R. ВРС 
是 某 类 在 |z| < 1 内 正则 单 时 函数 w = f(z)= 2+ 
ЕЕЗ 
射 成 关于 点 w=0 的 星 形 区 域 (star-like domain). 
区 间 0<r< К, 内 任何 一 个 数 + 称 为 类 U WE) 
性 半径 (radius of star -likeness) 
”“ 昌 形 性 极限 通常 用 下 述 星 形 性 准则 (criterion of 
star -likeness) 求 出 : BB 121 < 被 w Š yG) АЯТЕ 
ШЙ. WR =, 上 


да). Е ЕХЕ 


15 (exact radius of star-like- 


дф 
或 与 之 等 价 的 
of) |< x 
j Fl) | 2 


所 有 在 圆 盘 |z | < 1 АЗЕД Ў f(z)= z+ 
… 组 成 的 类 S 的 星 形 柱 极限 只 ,等 于 tanh(x/4) = 
065... 


#+ xc 
[1] Голун. Г. M.. 
комплексхо исремешюго, 2 юзд.. М.. 


Геометрическая теория функций 
1966 (ЖОЖ 
А: Goluzin, G. М., Goometric theory of unctions 
of а complex variabJe, Апкт. Маһ. Soc. , 1969). 
Е. Г. Голузина J 
1] 
ке. 
[Al] Duren, Р. 1... Univalent functions , Springer . 1983 
杨 维 奇 PK 


集合 的 极限 点 [limit point of a set; предельяая точка 
множества], ЗА Ф в 

拓扑 空间 (topological space ) 的 一 点 ， 其 每 个 部 
域 至 少 全 有 该 集合 中 与 之 相 异 的 ”点 ，- 个 集合 如 果 
含有 它 所 有 的 极限 点 ， 就 称 为 闭 的 (бей). Ж М 
的 及 有 极限 点 的 集合 称 为 M ЧУЕ, DN M'. жш 
Jay B| 满足 第 一 分 部 公理 (separation axiom) (对 十 
其 中 任何 两 点 x 积 y， 存 在 x 的 一 个 俩 域 V(X). 不 
аж y), ИШ мех 的 极限 点 的 任何 分 域 均 会 有 
集合 M 的 无 限 多 个 点 ， 身 导 集 М' 是 闭 集 . JE MM 的 
任何 邻近 点 ( proximate point) 或 着 是 它 的 一 个 极限 
点 ， 或 者 是 它 的 一 个 孤立 点 【sotated point). 


参考 文献 
[1] Алсксаңдров, Л. С., Введение s теорию множеств 
и общую топатогию, М., 1977 
12] Hausdoff, Ғ.. Grmdztige der Mengenlehre, Leipzig. 
1914 (ЖЖ: FF, 窜 斯 道夫 ， 集 论 ， 科 学 出 版 杜 、 
1960) Л. Д. Кудрявцср 所 
САНЫ АЕ О ЁК А ЖЖ А BJ BE gs. ( accu- 
mulation роі). ЙЕ SR (condensation point ] (的 
补 注 ) . 
参考 文献 
[AL] Engclting, R., General topology. Heldermann , 1989 
胡 师 度 、 白 苏 华 Ж 


轨道 的 极限 点 | limit рой of a trajectory : предельнан 


точка траектории] 


动力 系统 аи 
x, lim ух (1) 
(a ЖИЫ (a-limit point ) ) 或 
x, = m fx (2) 


(o ЕВЕ (оо етай point) ), ЖОШ {т}, 8 
十: (Пр kos ю с, 5 оо, (2) Ф 
& > “ HF > to, ЕН (1) 或 12) 中 的 极限 
对 于 动力 系统 (dynamical system ) f* ( 或 者 换 人 多 
Weg. ЭРЕ СЕ, х), СТД) BOB t fx], о BI 
点 (o 极限 点 与 动力 系统 f"'( 道 向 时 间 系 统 ) 的 
轨道 { 广 *x} 的 o 极限 点 {a 极限 点 ) 相同 . 轨道 
ХВГ o 极限 点 (x 极限 点 ) му! Q.(A.) 
称 为 这 个 轨道 的 o 极限 集 (w-limit se) (a 极限 集 
(а-ай set))《 见 航道 的 极限 集 (limit set of a tajec - 
tory)) 
参考 文献 
[l] Немыңкий, В. В., Степанов, В. В., Качествен 
ная теория дифференциальных уравнений, 2изд., 
M., 1949( 中 详 本 : B. B. їжа, В.В. 斯 捷 
色 诺 夫 ， 微 分 方程 定性 理论 ， 科 学 出 版 村 上册 1956, 
ЕШ 1959). B. M. Миллиоициков ES 
B 云 译 
极限 集 [lmit set предельное множество ] 
ЖЛ) ЖН ЖМА ЖЕ { cluster set) 、 
DRE) “极限 集 " 一 词 也 用 于 其 他 方面 . 例如， 用 
于 Кеш 群 (Kinian group) 理论 和 动力 杀 统 理论 
(例如 见 轨道 的 极限 集 (limit set of a trajectory )). 


轨道 的 极限 集 | limit set of a frajectory; предельное 
множество ] ， 动 力 系统 у В (х) 的 家 限 集 是 
L fix 的 
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所 有 极限 点 的 集合 4 (о БЕРИШ (<-limit set )) 
或 所 有 o ВЕНЕВ О, Сос 极限 集 (o -limit set ) ) 
( 见 轨 道 的 航 跟 点 《limit point of a trajectory》). Ж 
统 的 轨道 { 产 x 上 (或 用 另 一 种 记号 ， f(t, x), Ар) 
的 о 极限 集 (o 极限 集 ) 与 动力 系统 dynamical вуз - 
tem) (首付 向 系统 ) 的 轨道 { 广 "xz оо 极限 
Ж {相应 地 ，x БЕЖ) 相同 . 因此 ，x 极限 集 与 o 
极限 集 的 性 质 相 类 似 、 

集合 Q, BHI OR ШЖ Q =Q, MRE 
СРЕ Ж 8k ( divergent in the positive dir- 
ection ) ;如果 A.Q. ДЭУ ЕЖЕН ( divergent 
in the negative direction) ; 如果 О,=Ах=@Ф, Щй 
BBS B (детет). ШЖ хе0,, M) x 称 
为 正 Poison 稳定 的 (positive Poisson stable); 如 果 
хед,. Bj x 称 为 负 Poisson 稳定 的 ( negative Poisson 
sable) ; ШЖ хєл Nn,, Ш x 移 为 Poisson 稳定 
的 (Poisson stable) .如果 xéQ. В Я, #0, ML x 
ЕНН ( positively asymptotic》 ; 如 果 хёАх 
В 4х#0ф, Ш х 称 为 负 渐 近 的 (negatively asymp - 
(ойс) ， ` 

如 果 x 足下 Lagrange 稳定 点 ( W Lagrarge 稳定 
性 (Tagrange stability) ) Ж ,是非 空 连通 集 ， 

lm da(Px Q.)=0 


( 这 里 d(z, Y) 是 点 z 到 集合 Y 的 距离 ) 并 且 Q. 
中 存在 回复 点 (recurrent point) (Йй). ШЖ x 是 
жак, Яо, = (х). 如 果 x 是 周期 点 ， 则 


= {Дх} а= {f x} to. ro 


Жага. 如 果 点 x 是 正 Poisson 稳定 的 ， 则 
它 既 非 不 动 点 又 非 周期 点 ， 且 若 所 考虑 的 动力 系统 是 
在 完全 的 度量 空间 中 ， 则 Q. 中 不 在 轨道 { fx y 上 的 
点 在 О. ТАМЫ. 

如 果 平 面 动 力 系统 由 自治 微分 方程 组 ( 见 自治 系 
统 (autonomous system)) 


k= f(x), xeR2, /еС' 


给 出 (具有 光滑 向 量 场 f). x E Lagrange 稳定 但 非 
半期 点 ， 并 且 卫 在 Q, 上 不 为 零 ( 即 Q, 中 不 含 不 动 
m). МО, 是 一 个 际 路 ， 即 一 条 团 曲 线 〔 周 期 点 的 
轨道 ) ,而 当 1 - ов, SE (Fx) 围绕 这 个 闭路 
螺旋 缠绕 .对 于 在 R* (mn > 2) 中 ， 或 在 二 维 蔓 面 如 
环 面 上 的 动力 系统 ，w 极限 集 可 能 有 卷 不 同 的 结构 . 
例如 ， 环 面 上 的 无 理 缠绕 (系统 由 = 1 , рер, ЖЕ 
(@, ú) (modl) 是 环 面 T? ЕКЕЖ. Шон 
是 无 理 数 ) ， 对 每 一 个 x= (@, р), ЖА Q, 与 环 
面 重合 . 
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[1] Немылкий, В. B.. Степанов, B. B., Качсстве- 
иная теория дифференциальных уравнений, 2 
иэд., М.-Л. 10490 Е: В.В. йа, В. 
也， 斯 楼 巴 诺 夫 ， 微 分 方程 定性 理论 ， 科 学 出 版 社 ， 
JJ 8955， 下 册 1959). 
[2] Понтрягиш, Л. С, Обыкновенные дифференци- 
альные уравнения. 4 изд.. M ，1974( 中 译本 : Л 
С. ЖЕНЕ, ВИЛО, ЕНЕН ЖН 
ML. 190). В. М. Миллионциков ise 
[ 补 注 ] “ 正 向 发 散 的 ”,“ 负 向 发 散 的 ”和 “发 散 
的 "也 可 换 用 正 后 退 的 《 positively receding ) ， 负 后 退 
的 《negatively receding 》 和 后 退 的 {тесейшг) Ж 
语 
上 面 关于 平面 动力 系统 某 些 极限 集 的 图 结构 的 论 
断 基 所 谓 Poincaré - Bendixson 定理 { Poincaré -Bendix - 
son theorem ) 的 一 部 分 ( 见 PoincarE -Bendixson 理论 
( Poincax -Bendixson theory) ， 亦 见 极限 围 《〈timit cy- 
ce ) ) ， 它 适用 于 平面 上 的 任意 动力 系统 (不 必 由 微 分 
方程 给 出 ) . W.[A3]. WI. 1 节 ， 或 一 种 训 开 局 部 截 
面 的 方法 ， 见 [Al] 第 二 章 ， 也 可 由 [A2] 得 . 
参考 文献 

ГАТТ Beck, А. , Continuous flows in the plane. Springer , 
1974. 

[A2] Gutierez, С.. Smoothing continuous flows on two - 
manifolds and mcurrences, Ergodic Theory and 
Dymam. Syst, 6 (1986), 17 — 44 

[АЗ] Hajek О. , Dynamical systems т the plane, Асай. 
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极限 定理 [limit theorems; предельные теоремы ], Ж 
率 论 中 的 

概率 论 中 一 类 定理 的 通称 ， 这 些 定理 为 大 量 随 机 
源 共同 作用 的 结果 呈现 茶 种 规则 性 给 出 条 件 ， 由 了, 
Bemoulli (1713) 和 Р. Laplace (1812) 建立 的 最 初 的 
极限 定理 ， 论 述 了 某 一 事件 E 在 n 次 独立 试验 中 出 
ЗІН и /ma 偏离 其 概率 p(0 <p<1) 的 分 布 
(其 准确 叙述 见 Ветюш 定理 ( Вепошії theorern ) ; 
laplace 定理 ( Laplace theorem ) ) S$. Poison (1837) 
把 这 些 定理 推广 凤 E 在 第 次 试验 中 出 现 的 概率 p, 
依赖 于 的 情形 . 表述 了 当 n — oo 时 рн ЕП 
概率 p,(1 < 上 二) 的 算术 平均 值 p. = (E. p n 
的 分 布 的 极限 性 志 ( 见 Poisson 定理 (Poisson theor - 
ет)). ШЖ X, 表示 如 下 随机 变量 : 车 E TË k 
次 试验 中 出 现 则 取 值 1， 若 对 立 事件 出 现 则 取 值 O, 
那么 n, 就 可 表示 为 和 

B =X ku + X,. 


这 样 就 可 以 把 上 面 陈述 的 定理 当 作 有 关 独 立 随机 变量 


和 的 两 个 较 一 般 命题 一 大 数 律 (law of large num- 

Боз) 与 中 心 极限 定理 【central limit theorem ) 的 特殊 

情形 (下 面 给 出 的 是 这 两 个 命题 的 古典 形式 ) 、 
хив. 设 


X. X... (1) 


是 一 独立 随机 变量 序列 ， 今 s, 表示 此 序列 的 头 n 个 
元 之 和 
з= X, + + X,, (2) 


A, 与 В| 分 别 表 示 s, 的 数学 期 望 (mathematical cxp - 
ectation ) 


А, = Fs, ЕХ += +E X, 
与 方差 {见方 差 (dispersion ) ) . 
Bi~Ds, -DX +: +DX,, 


称 序列 (1) 是 服从 大 数 律 的 ， 如 果 对 任意 (> 0, 
不 等 式 
ЕЕН 
п п 
成 立 的 概率 当 n 一 о 时 趋 于 党 

关于 可 应 用 大 数 律 的 很 一 般 的 条 件 首先 出 VL. Л. 
Чебышев ( 1867) Ж Ш, ЖХ Ш А. А. Марков 
(1906】 吉 以 推广 .关于 可 应 用 大 数 律 的 必要 与 充分 条 
件 的 司 题 、 由 A. Н. Колмогоров (1928) 彻底 解决 - 
如 果 所 有 随机 变量 有 共同 的 分 布 函数 ， 那 么 这 些 杀 件 
就 简化 为 一 个 : X, 有 有 限 的 数学 期 望 ( 这 由 A. H. 
Хинчин 在 1929 年 证 明 ) ， 

中 心 极限 定理 ， 称 中 心 极限 定理 对 序列 【1 ) 成 
立 ， 如 果 对 任意 的 z， 和 z,， 不 等 式 


> 


21B, <8,— А <2,В, 
成 立 的 概率 当 n 一 оо 时 有 极 照 值 
Ф(2,)- Ф(21), 
其 中 


Q(z) = т [е7 
( 见 正 态 分 布 (normal distribution уу. 中心 极限 定理 成 
立 的 相当 一 般 的 充分 条 件 由 Чебышев (1887) 指出 ， 
也 他 的 证 明 有 漏洞 ， 稍 后 才 由 Mapxca (1898) 补正 ， 
此 问题 的 一 个 近 于 最 后 的 解答 ， 由 A. М. Ляпунов 
(1901) 得 到 - Ляпунов 定理 的 精确 陈述 是 Rb 


c =E|X, -ЕХ,[2**, > 0, 


C. =c +u te 


ПТЕР 


RS n о 时 С, B21 趋 于 零 ， 那 么 中 
心 极限 定理 对 (1) m 中 心 极限 定理 可 应 用 的 条 件 
问题 的 最 终 解 答 ， 就 ~- 般 轮廓 而 言 ， 二 由 C.H. Бер- 
штейн (1926) 得 到 ， 并 出 W . Ғећег ( 1935) 完成 的 - 
在 中 心 巩 限 定理 的 条 件 下 ， 当 z, 随 n Ра 
ЖЕК, А5, - А, >, В, 不 等 式 成 立 的 概 
素 用 工 一 中 {z) 允 近 的 相对 精度 可 以 是 很 低 的 . 为 增 
加 此 精度 而 必须 的 修正 因子 ， 出 关于 大 偏差 概率 的 极限 
定理 表 出 ( WA ЛЕШЕ Ж (probability of large devia - 
tions ) ; Cramér 定理 ( Сапег theorem)). 先是 H. 
Cramér 及 W. Feller， 后 又 有 Ю.В. Линник 与 其 他 
人 研究 了 此 问题 ， 有 关 这 一 学 科 分 支 的 典型 结果 ， 最 
方便 的 是 用 独立 同 分 布 随 机 变量 X，, Х,, -- 的 和 
(2) 为 例 米 解释 ， 其 中 EX =0 B DX,=1， 央 此 
ЖА, =0, В, = 

п. ЖАК 


х. 22, 


的 概率 ， 它 等 于 1-Е, (2,), 其 中 F,(z,) 是 随机 
变量 s,/ Vn 的 分 布 函数 ， 而 对 固定 的 z = z, {п 
> o 时 有 


1-F,(zy= 1- Ф(2). (3) 


如 果 ¿ 依赖 于 n B n — oo 时 有 z, 
么 就 有 
1 一 F(z,) +0 及 


> co, Я 


1—@(z,) — 0, 


向 公式 {3) 是 无 用 的 这 时 有 必要 获得 逼近 的 相对 精 
ЖТР, (zY 1 一 Ф(2,) 之 比 的 界 . 特别 地 ， 
自然 产生 的 同 题 是 ， 在 什么 条 件 下 ， 当 z, 一 oo 时 ， 
1-—F.{z,) 
—Ф{(,) 
要 关系 式 (4) 对 任意 增长 的 z,( 事实 上 只 要 对 其 
AT Vn 的 z,) 成 立 ， 只 能 是 被 加 项 有 正 态 分 
Ж. 如果 被 加 项 不 是 正 态 的 ， 那 么 关系 式 { 4) 可 能 在 
阶 不 越过 Vn 的 某 些 带 形 (zones) 内 成 立 ， 在 其 定 
阶 矩 为 有 穷 的 条 件 下 ， 可 获得 “ 较 准 * 的 (对 数 阶 
的 ) f. 此 时 在 被 加 项 的 密度 满足 一 定 的 “正则 性 "条 
件 下 ， 可 以 彻底 研究 ЧЕ” 渐 近 的 程度 . 例如 ， 如 果 
被 加 项 的 密度 为 


— 1. (4) 


2 1 
x (1+z52 ' 
那么 当 n ~ oo 时 ， 对 z Ят 
1 2 1 1 
аљр аук 2. 21. 
Е } 1 Ф020 + = J 
青 考虑 到 当 z -= oo 时 ， 
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- 0(z) ~ 


由 此 即 易 确认 什么 样 的 с, 使 (4) Кз. 要 想 把 营 宽 
ЗОБ ( 形 如 at. a <112) ， 则 要 求 条 件 


Бент < оо (5) 


上 成立， 同时 要 求 X, ОАЕ ВТ СВОР s) 的 
COSES Fah. Я — (ЗЕРЕН 
合 性 ) 条 件 不 满足 ， 那 么 (4 式 左 边 的 比 可 以 用 Cra- 
mér 级 数 ( 在 所 谓 的 Cramér 条 件 下 ， 见 Cramér 定理 
(Статут theorem )) 或 它 的 起 始 部 分 和 来 刻画 (在 形 
各 (5) 式 的 条 件 下 ). 

大 偏差 概率 的 估计 用 于 数理 统计 、 统 计 物 理 等 学 
科 . 

极限 定理 领域 中 可 能 还 有 下 面 一些 其 他 研究 方向 
是 值得 特别 提出 的 ， 

1) 由 Марков 发 端 并 由 Бернстейн 与 其 他 人 继 
纺 的 ， 研 究 在 何 种 条 件 下 ， 大 数 律 与 趾 心 极限 定理 对 
相依 随机 变量 和 成 立 . 

2) 即使 二 相同 分 布 东 机 变量 序 列 的 情形 ， 也 可 
以 举 出 简单 的 例 地 ， 其 “正规 化 " 和 【〔s。 一 as ) fb,， 
其 中 a,. b. > 0 为 常数 ， 有 不 同 于 正 态 分 布 的 极限 分 
布 【 指 非 退 化 分 布 ， 即 不 是 集中 手 一 点 的 分 布 ) (M, 
稳定 分 布 (stable distribution)). 在 А. Я. Хинчин, Б. 
В. Гнеденко, Р. Lévy，W. Doeblin 及 其 他 人 的 工作 
中 ， 独 立 随机 变量 各 的 可 能 的 分 布 类 以 及 和 的 分 布 收 
ЗОРЕ ЯРЬ (ЖЕТЕ ВА ЖЕЕ А = fa PE >| 
( triangular апау), ЛЕЗ Е 38156 RJ 8 88 i 
(asymptotic negligibility) 条 件 ) ， 已 被 完全 地 进行 了 
研究 ( 见 无 穷 可 分 分 布 (infinitely - divisible distribution ) ; 
独立 增 量 随机 过 程 (stochastic process with independent 
inerements ) ) 

3) 局 部 极限 定理 (local limit theorcms ) 也 是 被 注 
重 的 .例如 ， 没 随机 变量 X 仅 取 整数 值 。 那么 和 5, 
也 仅 取 如 数值 ， 且 自然 提出 的 问题 是 ，s, = m 计 概 率 
Р,(т) 的 极限 性 态 ， 其 中 m 为 整数 、 局 部 极限 定理 
МААЕ ЗБ Laplace 定理 ， 另 一 种 类 型 的 局 
部 极限 定理 则 是 讨论 和 的 分 布 密度 的 极限 分 布 - 

4) 极限 定理 的 古典 命 征 是 讨论 当 n 增长 时 单个 
和 s, 的 性 态 ， 关 于 同时 傅 球 于 多 个 和 的 事件 概率 的 
足够 一 般 的 极限 定理 首先 由 Колмогоров (1931) Ж 
得. 例如 ， 他 的 结果 包含 了 ， 在 相当 一 般 的 条 件 下 ， 
不 等 式 

max |s,|< zB, 


ТЯ 


的 概率 以 如 下 的 量 为 其 极限 ; 
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4 ç 1 нк на! ; 
БЫ е иы, 

证 明 这 类 极限 定理 的 最 一 般 方法 乃 是 从 离散 向 连续 过 
程 的 极限 转移 . 

5) 以 上 给 出 的 枢 限 定理 都 是 与 随机 变量 之 和 关 
联 的 ， 其 他 类 型 极限 定理 的 一 个 例子 是 关于 顺序 统计 
量 的 极限 定理 .这 类 定理 已 经 内 B. В. Гнеденко,Н 
В. Смирнов 及 其 他 人 作 了 详细 的 研究 . 

6) 最 后 ， 建 立 随机 变量 序列 以 概率 1 发 生 的 性 
质 的 定理 称 为 强 极限 定理 【 见 强大 数 律 (stone law of 
large numbers) ;和 量 对 数 律 (law of the iterated Jogari -~ 
thm )). 

关于 证 明 极限 定 雹 的 方法 见 特征 阔 数 { characteri - 
зіс function ) ;分 布 的 收 伍 ( distributions , convergence 
of). 
参考 文献 
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ные распределения для сумм независимых случай - 
ных величин, М.-Л.. 1949 ( 英 译 本 : Gnedenko, 
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dent and statonary sequences of random variabes 。 
Woalters - Noordhoff 1971). 

13] Петров, B. B., 
1972 ( ЗЕ: Рейоу. V. V., Sums 
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[4] Прохоров, IO. В., Розанов, Ю.А. , Теория веро- 
1973( 英 译本 : Prokhorov , Yu. 
V., Когапоу, Үп. А., Probability тежу, Springer, 
1999). Ю. В. Прохоров 所 
[ 补 广 】 大 数 律 通常 又 称 为 弱 大 教 律 (weak law of 
large numbers )， 它 荐 随机 变量 序列 依 概率 收 伍 于 0 
的 特殊 例子 ( 见 依 报 宁 收 剑 (corvergence in probab - 
шу) ). 中心 极限 定理 则 是 关 手 随机 变量 序列 或 隐 机 
过 程序 列 依 分 布 收敛 ( convergence in distribution ) 这 
很 广 一 类 定理 的 特例 ,等 价 地 说 ， 这 些 定理 处 理 刻 画 
所 论 变 重 或 过 程 分 布 的 概率 测度 的 弱 收 敏 问题 { 见 测 
度 的 收 钱 ( convergence of measures) ; ЖИ ВОЗ 
Ж (weak convergence of probability measures ) ) . 


Суммы независимых случайных 
величин, М. 


атностей, 2 изд., М., 


参考 文献 
[AL] Bilingsley Р., Convergence of probability measures , 
Wiley , 1968 
(А2 ] РоПаді, ТЭ. ‚ Convergence of stochastic proccsss, 
Springer , 1984 
{ АЗ] Jacod , Ј., Shiryasv, A. N ., Limit theorems for sto - 


chastic processss , Springer , 1987 (Ж Й) 
[ А4] Lošw: , M , , Probability theory . 1, Springer , 1977. 
[ A5] РашашКав. V , Rackauskas, А, Approuimation the ~ 
оту in the central Jimit theorem ，Exact results in Ban - 
ach spaces K'uwer , 1989 й—к ж 
极限 振幅 原理 [ Bmiting-amplitode principle ; предельной 
амплктуды привцни | 
借助 对 应 的 带 零 初 始 数据 和 关于 上 是 周期 的 形 如 
信 x)e**' 的 石 端 的 非 稳定 方程 解 的 振幅 当 1 -> oo 时 
的 极限 过 渡 ， 唯 一 地 重 导 稳定 方程 解 的 一 个 方法 . 如 
果 极 限 振 电 原理 成 立 ， 那 么 所 拱 述 的 非 稳定 问题 的 解 
+(x,f)， 当 1 一 时 ， 有 形式 
y(x,t)=u,(x)e*  'o(1), (+) 
其 中 и, 是 稳定 方程 的 解 ， 它 描述 稳定 的 振动 、 
这 个 原理 是 首先 ([1]) 对 R” 中 的 Helmholtz 方程 
(Atk'u=f 
提出 的 ， 并 朋 它 作为 辐射 条件 (radiation conditions) 和 
极限 上 吸收 原理 (limit - absorption principle) 决 定 这 个 方 
程 的 相同 的 解 . 对 在 一 个 有 界 区 域 的 外 部 有 变 系 数 的 
二 阶 方程 ( 见 [2],[3])， 带 非 紧 边界 的 一 定 的 区 域 中 
的 Helmholtz 方程 (W 13] ,14j)， 对 带 上 的 Cauchy- 
Poisson 问题 (W [5]》， 对 一 定 的 高 阶 方程 ( 见 [3]. 
[6] 》， 对 有 界 区 域外 部 的 混合 问题 。 对 任意 阶 和 变 系 
数 的 方程 和 方程 组 ( 见 [7]) ， 极 限 振幅 不 理 的 实现 都 已 
经 研究 过 . 在 捕 面 的 情形 下 辐射 和 极限 吸收 原理 决定 
稳定 方程 的 2* (1 <k<<%) 个 解 ， 而 极限 振幅 原理 只 决 
定 它 们 中 的 2 个 . 在 [8] 中 给 出 了 一 个 允许 决定 所 有 2* 
个 解 的 极限 振幅 原理 的 一 个 陈述 ([8]). 
为 使 极限 斤 幅 原理 上 成立， 必须 f 与 稳定 方程 的 所 
有 本 征 函 效 正 交 ， 所 以 这 个 原理 在 有 界 区 域 不 成 立 . 
设 请 是 从 对 非 稳定 方程 的 混合 问题 在 方程 和 边界 条 件 
中 用 1 代替 微分 算 子 ia/ax 得 到 的 ， 多 项 式 地 依赖 于 谐 
参数 1 的 ， 对 应 于 稳定 问题 的 算 子 . ВЕЗЕ В В 
Pi(4= 常数 ) 色 实现 与 预 解 式 R, = P 的 核 到 连续 
谱 上 的 解析 延 拓 的 可 能 性 和 这 个 延 拓 { 关 于 4) 的 光滑 
性 有 关 ( 见 [3],[7]). МЕНА Е АТ 
з, НЕЩА — oo 时 有 适当 的 估计 ， 那 么 可 以 描 
述 (?] 中 的 剩余 o(1) 当 上 -= о 时 的 渐 近 过 程 ， 并 卫 可 以 
得 到 其 他 非 稳定 问题 的 解 当 t- оо ЈО ЗЕ ЖТ (А. 
(21,071). # [7] 中 对 有 界 区 域外 部 的 混合 问题 对 任 
意 阶 的 力 程 和 方程 组 得 到 了 上 面 提 关 的 RK, 的 性 质 . 
参考 文献 
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[2] Ладыженская, O. А., 
(1997), 3, 161—164 , 
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Limleberg - Еейет 定理 [Lindeberg - Feller theorem ; Линде- 
берга -bennepa теорема] 

对 于 有 有 限 方差 的 独立 随机 变量 和 的 分 布 函数 ， 
建立 其 渐 近 正 态 性 的 必要 完 分 条 件 的 一 个 定理 . 设 X|, 
Х,, 7 是 一 列 独立 的 随机 变量 ， 有 均值 ar, 4,，… 
БФ 01.01.77, ВФЕ, 6 


В. = У ој, V,(x) =P [X,< x) 
ЭНЕ n 一 oo 时 ， 


B. t max a! -~ 0, 
ачы: 


{з буво) - тї f ear 
©“ то 

对 任意 x М. БЕН. Ж МОЕ ЭК}: ( Lindeberg 

条 件 (Lindeberg condition)) ЖЖЖ: 当 n > о 

П, ЯНЕ ¿> 0, 


BY О-уу х) 0. 


ОЛУЯ 
其 充分 性 基 由 J. W. Lindeberg (111) 证 明 的 ， 必 要 
性 则 由 W. Feler ([2]) ШЕВА. 
参考 文献 
[1] Lindeberg, J. W., Fine neue Hereitung des Exponen- 
tialgesetzes іл der Wahischcinlichkeitsrechnung , Math 
Z., 15 (1023, 211 ~ 205. 
[2] Feller, W., Ueber den zentralen Grenzwertsatz der Wa - 
hrscheinlichkeitsechnung , Май. Z. , 40 (1935), 521 一 
559. 
13] Losve, М., Probability theory , $рппрет, 1977 
[4] Петров, В. В., Суммы независимых случайных 
велычин, M. , 1072 (ЖЖ. Рату, У. У., Sums 
of independent random variables, Springer, 1975) 
В.В. Петроз 8 潘 一 民主 


Lindelof 4 
струкция] 


法 [ Lindelóf constraction ; Линделёфа кон - 
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ЖОНЕ УИА rh ЖН J S а fg — 4 Л.Г}: 
ЕНЕ (5) 


Lindelof 作 图 法 仍然 通用 于 其 _ Eyer 方程 ( Eujer equa- 
tion) 的 通 积分 能 用 公式 
y _ [Í x— c 
Z=) 
表示 的 (x, у) 平面 上 任何 最 简 型 的 变 分 问题 . W 45 
ШЮ&Ж##җ АЯП А' 的 切线 在 x 轴 上 某 点 ТЖ 
交 ， 而 且 沿 АА' 的 可 变 积 分 的 值 等 于 它 在 折线 
ATA' 上 的 值 ( 见 [2]). 一 个 例子 是 有 母 曲 线 
oh х 


с с 
ПОЛЕЗ (catenoid ) . 
参考 文献 
11] Lindelof, E., Legons de catcul des variations, Paris, 
1861. 
12] Boa, О., Bull. Math. Soe., 18 (1911), 3, 107— 
ио. 


[31 Carathtodory , С., Vanationsechnung und partiale Dif - 
ferentialəleichungea crster Ordnug, Teubner, 1956. 
В. B. Охрименко #8 
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Lindelif 假设 [Lindef hypothesis ; Линделёфа гипотеза ], 
Lindeii ЖЕ (Linddf conjechare)， 关 于 Riemann { 
函数 性 态 的 


对 任意 > 0， 
m CD 20, 


这 是 由 E .LindelfCf1]) 宣布 的 、Lindelf 猜想 等 价 于 
下 述 论 断 : 对 于 国定 的 ne( 去 DUO) 站 区 域 
Res>o,T<Jms<T+1 内 的 零点 个 数 为 ofn7T), 
因此 Lindal5f 猜想 是 关于 《 (s) 零点 的 Riemann 猜想 
的 一 个 推论 ( 见 Riemann 假设 (Riemann hypotheses )). 
已 知 (1982) 

т 10002400 _ 0 

r 
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此 处 c 是 满足 0 < c< 6/37 的 常数 . 
对 于 Dirichlet L. 0 Lindelof 猜想 的 下 列 推广 : 
对 任意 :> 0， 


LF t,x) = Ok ку), 


这 里 天 是 特征 у КИЙ 
参考 文献 
11] Lindelaf ， Е., Le calcul des гв çt ss applications 
à Ла thšorie des foncuons , Gauthier - Уаз, 1905. 
[2] ислаһ. Е. С, The theory of the Riemann zeta - 
function , Oxford Univ Press, 1951, Chapt. 13. 
С. M. Воронин 所 
нїп 
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ойдо 原理 [Tinddóf principle ; Ланделёфа прницип ] 

共 形 映射 (conformal mapping ) 理论 中 的 一 个 基 
本 的 定性 变 分 原理 { 见 变 分 原理 〔〈 复 变 画 数论 中 的 ) 
( variational principle (in complex function theory))). 
A F. Lindelóf([1]) 发 现 的 , 假设 p $t D R WK z 
平面 内 这 样 油 个 单 连通 区 域 ， 它 们 的 边界 p 和 工分 
别 出 有 限 条 Jordan За, D 包含 在 D 内 ， 并 设 点 
ьей=р. ИЙ у= (2) w= ў(т) 是 分 别 
实现 D 和 D ана a= {w:|w| <1} 的 共 形 
WB. ЭРА Л) = 0, 702) = 0. Lindelf 原理 指 
出 ， 1) 9 || <р, 0<о<1. 在 
Б w = (2) ЯЕ Б, 位 于 同一 区 域 |w| < p 在 
Ай} w = f(z) F 58 Р, 内 ， 而 且 仅 当 D = D hi 
它们 的 边界 Т, 5 r, 才 可 能 接触 ; 2) |Ë (ay 14> 
(901, җа D= 五 对 才 可 能 是 等 式 ; 3 ) 若 存在 
P r 的 一 个 公共 点 z, Ml 

Ша) 0, 
仅 当 берик. 换言之 ， 著 只 的 边界 
T 向 内 推移 ， 则 : а) 所 有 水 平 线 (level сиге) 
Г, Р iw| = p САЙ: Б) 在 点 z, 处 的 人 
展 扩大 ; c) 在 边界 上 的 不 动 点 z, 处 的 伸展 缩小 . 

从 Lindel6f 原型 中 所 给 出 的 信息 亦 可 推出 : 边界 
у ЖЕЎ y 寺内 目的 索 件 下 其 迷 的 长 度 不 超过 了 
的 象 的 长 度 (Jength /(у) < kength 太 站)， 且 等 式 仅 当 
工 = 工时 或 立 ，Lindel5f 原理 的 这 一 推论 亦 称 为 Mon- 
tel 原理 【Montel principle). 

对 于 当 Бяр 分 别 是 由 z 平面 和 w 平面 中 有 
ШЖ Jordan 曲线 出 成 的 有 限 连 通 区 域 并 且 w = 了 (2) 
是 值 在 рф D 内 王 纯 函数 的 更 一 般 情形 ，Lindelif 
ДШН КН: & w 是 D я fO) 中 一 点 . 


[z] уо, 1. …， 是 方 中 适 合 所 z) 一 mm 的 点 
Ж. m, З f(z) ~ ru 的 零点 z, М. @(2,,) 
是 了 的 以 z, 为 极点 的 Green 函数 (Green function )， 
бу. wo] ЖО 的 以 w, 为 极点 的 Green 函数 ， 则 不 
等 式 


өбө, wa) тйс.) 0 


对 所 有 的 ;eb, у= }(:) 成 立 . 车 在 (1) 中 等 式 宇 
少 对 一 点 гєр 成 立 ， 则 在 D р ААУ. Н 
地 ， 从 (1) 推 出 的 不 等 式 


g(w,w,)2g(z, =) (2) 


曾 由 Lindelif # í 1] 中 得 到 . 这 意味 着 区 域 { z:8(z， 
д) > 14】} 总 总 位 于 区 域 ; wig(w, м) > у} 内. 
一 般 形 式 (1 ) 的 Lindelaf 原理 可 应 用 于 任意 区 域 
b m D， 但 关于 等 号 的 结论 在 此 处 通常 是 不 正确 的 . 
Lindel6f 原理 能 够 得 出 在 区 域 变 形 下 共 形 映射 变 分 的 许 
多 定量 知 汁 ( 见 [3]). 它 同 从 局 原理 (subordination 
principle ) 有 密切 的 联系 ， 而 且 亦 可 看 作 Sdwar 引 理 
( Schwarz lemma ) 的 -一 种 撞 广 . 
参考 文献 
11] пдф, E 
thëorie des fonctions monogenes ct sur quelques propné- 
1 nouvelle de oe fonctions dans la voisinage d'un po- 
int singulier essentic] , Acta Soc. Sci. Fermica, 35( 1909), 
7, 1- 35 
[2] Голузин, Г.М., 
комплексного переменного, 2 ид., М., 


‚ Mémoire зш oertaines inoqualités dans la 


Гсометрическая теория функций 
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Lindelaf 空间 [ Lindelif space ; Линделёфа пространство |, 
终 紧 空间 ( finally -compact space ) 

”拓扑 空间 X, атна (ИЛНЕ ( 集合 的 ) 
(covering (of а set))) Жа 9—1 Т. ИШ. 
具有 可 数 基 的 空间 是 Lindelif z 

(quasi-compact space) 都 是 Lindelaf 空 河 ，Lindelaf 
空间 前 每 个 闭 子 空间 是 Lindelsf 空间 ， 如 果 了 是 把 
Lindelaf 空间 关 映 人 一 个 拓扑 空间 中 的 连续 映射 ， 则 


后 一 空间 的 子 空间 f (X) 是 Lindelóf 空间 .任何 Ha- 


Usdorff 空间 ， 如 果 是 可 数 多 个 紧 集 之 并， 就 是 一 个 
Lindelof 空间 ， 任 何 正则 Lindebf 空间 都 是 仿 紧 的 { 见 
仿 紧 空间 (paracompact space). Lindebf 空间 与 紧 
( Hausdorff ) 空间 之 积 是 Lindelóf 空间 . 

M. H. Boinexcecx 把 硼 师 度 、 白 苏 华 Ж 


Linmielof 求 和 法 {Швей summation method ; Лкнделёфа 
метод суммирования ] 


出 函数 系 
go(5)=1, 9,(0) =exp(-—¿óklnk), á> 0, 
k=1,2,-- 


ЯА +] J S OR 38 Б BS ЖОЛ ФЕ oR ЖОЖ — ОРЕ Fk 
方法 《多 求 和 法 (summation methods) ) ， 级 数 


Ун, 

КЫ 
按 Lindelaf ЖЕЕ ( Lindel5f summation method.) Я] 
和 ， 其 和 为 5， 如 果 


В| анны | =s 


且 上 式 极限 号 后 的 级 数 收 敏 ， 此 方法 为 E. Lindetóf 
为 求 若 级 数 之 和 而 引进 {[1]) . 

Lindelsf 求 和 法 是 正则 的 《 见 正 财 求 和 法 〈regular 
summation methods ) ) Н.Р {ЕЕН КТЕЙ ( analytic 
continuation ) 的 工具 ， 如果 f(z) 是 一 个 解析 函数 的 
主 支 ， 在 原点 处 正则 且 当 |z| 小 时 可 表 为 宕 级 数 


2, a. 25, 
则 此 级 数 在 函数 f(z) 的 整个 星 形 ( 见 函 数 元 的 星 形 
(star of a function element) ) 内 按 Lindelif 求 和 法 是 
可 求 和 的 ， 且 在 包含 于 该 星 形 内 部 的 每 个 有 界 闭 域 上 
是 一 致 可 求 和 的 ， 
在 由 形 如 
Ce mt! 
Е(а) 

(其 中 Е (0) =Y fa e ot 0—1 (епше 
function ) ) ВОЗЕ pd — АЕА 3 55 — ДЕ 
所 确定 的 求 和 法 中 ，Lindel6f 考虑 了 


во) д вауу | 8>1 


的 情形 ， 由 这 类 整 函 数 构成 的 匈 阵 (as fw) ) ЖА Lin- 
delif ЖЕ {Lindelif matrix) , 
参考 文献 
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à la théone des fonctions .Gauthier - Villas 1905. 
13] Начу. G. H 
199. 
[4] Cooke, А. G., lofinte matrices and sequence spaces, 
MacMillan , 1950 И. И. Волков Ж ЖЖК Ж 


‚ Divergent serics. Clarcndon Риюв, 


оё 定理 [Lindelof theorem ; Линделёфа теорема], 
关于 渐 近 值 的 

и аа р = [ерди 
一 个 有 界 正则 解析 函数 ， 又 设 是 沿 着 位 于 р РИА A 
一 条 Jordan Ж L ЖАЧА ( asymptotic val - 
ИЯ 1, 2 一 ew 时 , /(2) wa. 那么 x 是 
f(z) 在 e* 的 角 边 界 值 (angular boundary маме) (ЧЕ 
切 向 边界 值 》， 即 当 存 以 e° 为 项 点 和 由 贺 盘 D 的 两 
杀 玖 构成 的 一 个 集 内 ，z — e 时 ，f(z] 一 致 地 趋向 


z. 

Lindelóf ДЕ Ж {Е ЖБ Ж КЕ. SK 口内 也 是 正确 的 ， 
并 且 关 于 jz) 药 条 件 已 大 大 地 减弱 ， 例 如， 只 需要 求 
f(z) 是 DD 内 的 不 到 三 个 不 同 的 值 的 亚 纯 函数 就 够 了 . 
Lindejaf 吓 理 也 可 推广 到 多 复 变量 z (л, --,2,) НЕА 
Ж 02). 例如 ， 荐 f(z) 是 球 D = {z:1z[< 1 内 的 有 
界 全 纯 范 数 ， 它 沿 着 一 条 在 点 《EBD 处 非 切 向 路 径 
元 有 渐 近 值 x， 则 = 是 7z) 在 “的 非 切 向 边界 值 { 见 
14]). 

2) 设 w= /(:) ЖИР = {z: |z| < 1} 内 的 有 和 
正则 解析 函数 ， 它 沿 着 终止 于 点 e” 的 两 条 不 同 的 路 
£ L Ж L, 有 渐 近 值 x 和 8. А, к= 6, НЕЙ 
ж 工 | 和 二 ;之 问 的 角 内 一 致 地 用 z)-* a. 这 个 定理 
对 于 其 他 类 型 的 区 域 DD 也 是 正确 的 ， 对 于 无 界 函 数 ， 
一 般 说 来 它 是 不 正确 的 . 

这 些 定理 是 也 .Lindekif 发 现 的 {[1])， 
参考 文 出 
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【 英 译 本 : бошап, С.М .. Geometric thcory of func - 
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E. R. Соломенцев PB 
【 补 注 】 对 于 Lindelof ЯР Ж ИШИНЕ”. B4e 
L 是 不 相 切 的 条 件 可 以 减弱 ， 见 [Al)，Chapt. 8, 
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Lindemam 定理 [ Lindemann theorem ; Линдемана теор - 
ема] 

指数 函数 (exponential function )e° ЧЕ z Z 0 
(КН ( alpebraic number )) 上 取 超 越 值 ( 见 超越 数 
( transoendental number )), 这 是 Lindemann 在 1882 年 证 
明 的 . 下面 由 Lindemann 提出 供 未 加 证 明 的 更 一 般 的 
论断 是 К. Weierstrass 在 1885 年 证 明 的 ， 称 做 Lindema- 
Tm - Weierstrass 定理 . 

Waru a, 是 非 零 代数 数 ， 而 xj со a, 是 两 
两 互 蜡 的 代数 数 ， 则 


ae tua emo. 


这 个 论断 等 价 于 下 列 命题 : 若 8 ,…, B. 是 在 有 理 数 域 
上 线性 无 关 的 代数 数 ， 则 数 ef ，… ,et 代数 无 关 
Lindemann 定理 的 证 明 方 法 称 为 Hermite -Lindem- 
ann 法 (Hermite -Lindemann method ) . 它 是 Hermite 1873 
年 证 明 е 的 超越 性 的 方法 的 发 展 ， 并 且 以 Ноте 
恒等式 ( Hermite identity) 对 某 些 特殊 构造 的 多 项 式 
的 应 用 为 基础 . 
出 Lindemann 定理 可 以 推出 x 是 超越 数 ， 化 贺 
为 方 的 问题 光 解 ， 以 及 函数 sn z ,cos z 和 tanz 当代 
数 数 z #0 时 到 超越 入， 还 有 Inz 当代 数 数 250,1 
时 取 超 越 值 ， 
参考 文献 
[1] Гельфонд, А. О ..Транюсценденгные м алгебраические 
числа, М., 1952 ( ЗЕ. бекі, А. О., 'Yrans- 
oendental and algobraic numbers , Dowr, reprint , 1960) 
[2] Фельдман, Н. И., Шидловсхий, А. Б., { Успехи 
матем. наук }, 22( 1967), 3,3 - 81. 
А. И. Галочкин 握 


[ЗЕТ D .Hilbert 给 出 这 个 定理 的 一 个 简化 证 明 ， 其 
后 它 又 被 许多 数学 家 改进 , 见 ГАТ) ,1988 年 了 ,Beukers， 
JP ,Bezivin 和 Ph .Robba 给 出 一 个 新 的 初等 证 明 ， 见 
[A2]. 
参考 文献 
ГАІ] Baker, A., Transoendental number theory , Cambridge 
Univ , Press , repiinted with additional material , 1979. 
[A2] Beukes, F., Bënvin, J. P. and Robba Ph., Ап 
altemative proof of the Lindemann - Weierstrass theo - 
тап, Атет. Math. Monthly. 97 ( 1990), 183 — 197 
жк Ж 
线 (曲线 ) [line( акте); линия ] 
Л, ЖИНИ ЖЖ 5— Ена ле Ж 
甚 难 作 出 ， 在 不 同 的 几何 学 分 支 有 不 同 定义 ， 
初等 几何 学 中 曲线 的 概念 没有 消 楚 地 定义 ， 有 时 
定义 为 有 长 光 宽 "或 “一 曲面 的 界限 ”, 初等 几何 学 
中 曲线 的 研究 实 奈 上 归结 为 个 别 特例 (нй. QER. £ 
边 形 、 贺 等 等 ) 的 讨论 ， 央 为 没有 一 般 的 处 理 方法 ， 初 
等 几何 学 对 特殊 曲线 【圆锥 曲线 、 某 些 商 阶 代数 曲线 和 


超越 朋 线 ) 的 性 质 逐 一 运用 特别 的 方法 进行 了 相当 演 人 
的 研究 . 解析 儿 何 学 中 平面 上 “期 线 定义 为 淮 标 满足 方 
E Ех, уу= Оа. 函数 刁 须 予以 限制 区 使 一 
方面 此 方程 的 解 的 集合 无 穷 ， 另 一 方面 解 的 集合 不 至 
填 满 “ Нее". 

—жя ЖИ ЕНЕ И Р(х, у) EW Tez 
的 多 项 式 的 遇 线 ; 这 种 出 多 项 式 方程 F(x, y) = 03 
义 的 曲线 叫做 代数 (alegebmaic ) 曲线 . 一 次 方程 所 确定 
HJ 08 (straight lines )， 具 者 无 穷 多 个 解 的 二 次 方 
жиле ЛИЕ elipse )、 双 曲线 (hyperbola )、 抛 物 
线 (parabola). 或 少 一 个 分 裂 为 两 条 ( 可 能 重合 的 ) 5 
线 的 曲线 ， 高 次 方程 所 定义 的 昌吉 在 世 数 儿 何 中 研究 . 
若 在 复 射影 半 面 上 进行 讨论 则 可 建立 业 带 整齐 的 理 
论 . 此 时 代数 曲线 {algebraic сиге) 由 如 下 形式 的 方程 
所 定义 : 


F(x!,x1, x<3y=0, 
其 中 下 是 一 个 三 变 元 即 点 的 射 入 坐标 的 并 次 多 项 式 . 
对 于 其 中 函数 理论 十 分 重要 的 数学 分 皮 ( 例 如 分 
本、 微分 几何 学 等 )， 程 (paramettie equations) 
#u am 4 BE X Ш. ЕРШ, WH 2538 
方程 


x= (t), y k (t), {1) 
其 中 ф() fl (r) 是 区 间 a < t < b Б 
所 确定 的 曲线 是 对 应 于 参数 上 的 所 有 可 能 的 值 的 点 
(x,y) 的 集合 ， 这 些 具有 下 述 的 确定 次 序 : 设 点 
M, 对 应 于 二 而 M, 于 a, Жа <, ШМ, 
看 作 在 M, 之 前 ; 不 同 的 参数 值 对 应 的 点 当 作 不 同 的 
ж. 如果 存在 又 间 [ab] 到 区 问 [4, b] РИ (11) 
= да)=а, (b) = b 0 ф(д(г)) = e (t) 
及 СА (10) = pi (t), ШУ x = 91 (1), у= 
р (t), te[aó bi] 确定 的 出线 与 方程 (1) 的 相同 ， 
284085, ЕЕ ХА НН — ЖШ x= 
g(t) 的 参数 方程 (parametrc equatior ) 定义 ,其 中 @ 
是 实 变 元 t 的 函数 ， 在 Fa, b] 上 连续 ， 取 值 为 X 的 
点 x. 

此 外 ， 关 于 以 参数 方程 定义 曲线 有 另 一 观点 (CC. 
Jordan, 1882): 一 曲线 是 平面 上 其 坐 慰 为 参数 上 在 一 
Bal [a, b] 上 的 连续 函数 x= ф(г), y= (t) 的 点 
的 集合 ; НААН ГАНЕ Ж] ВЛА АЧ 
作 不 同 的 点 ， 曲 线 上 的 点 信也 不 再 按 上 的 值 排序 ， 这 
一 对 应 可 以 推广 到 任意 拓扑 室 间 : 拓扑 空间 的 一 个 点 集 
芳 是 区 间 的 某 一 连续 象 ， 即 称 之 为 Jordan 意义 下 的 曲 
线 (curve in the sense of Jordan). 12717 

不 过 ， 可 以 构造 连续 函数 2 (r) 和 gí(r)(0 << 
1)， 筑 得 其 坐标 由 此 二 两 数 决定 的 点 的 集合 填 满 正方 形 
0<x,y<1(M Pamo 曲线 (Peano curve))、 更 一 般 
地 有 ， 任 一 局 部 连通 连续 统 ( 即 每 一 点 有 一 任意 小 之 连 


ЖИД ЕНИ) 其 区 问 的 一 个 连续 象 ( Mazurkiewicz 
定理 {Mazurkiewicz theorem))， 央 此 ， 不 但 正方 撒 ， 
而 旦 任意 维 数 的 趋 立方 体 芮 至 元 穷 维 的 Hilbert 立方 体 
( Hilbert cube) 都 是 一 区 辣 的 连续 象 . 

以 上 所 述说 明了 如 果 对 映射 不 作 附 加 限制 ， 则 区 
问 的 连续 象 不 能 作为 曲线 的 定义 .在 微分 几何 学 中 ， 
这 些 限 制 册 大 由 线 之 参数 定义 中 丽 数 的 各 有 阶 导 数 的 存 
在 性 这 -条 件 . 另 一 方面 ， 存 在 这 样 的 迷 续 统 ， 它 们 
可 以 自然 地 看 成 曲线 ， 但 因 其 在 局 部 连通 而 不 是 区 问 
的 连续 象 ， 这 种 例子 之 一 是 如 下 定义 的 连续 统 : у= 
зіп(1/х), 0<x<1l;x=0,-1<y<1(E1) 

А 
' | „© 
/ 


| / 


ОКШЫ, ИО 7 — Е ЕН G 
Cantor 在 1870 年 因 创立 点 集 理论 而 提出 的 . 一 个 平面 
连续 统 如 果 在 其 每 一 点 的 任意 邻 城 存在 平面 上 的 点 不 
属于 此 连续 统 ， 则 称 为 Cantor HQ (Cantor силе). 
Cantor 曲线 的 一 个 重要 例子 是 Sicrpifski ЖШ (5егрїй- 
ski carpet), ЕЗЕТ. —1 КОЗ 1 的 正方 形 Q 由 于 
30 E 8R3yrk Ju IE ЭЁ. +N rh BJ IE 
方形 的 所 有 为 点 (图 2, n= 1)， 对 所 剩 之 八 个 第 一 级 
正方 形 作 相 同 处 理 ， 获 得 64 个 第 二 级 正方 形 (图 2， 
n=2). 对 所 有 自然 数 п 连续 进行 上 述 过 程 ， 在 第 n 
步 得 到 8° 个 边 长 为 113" 的 第 n 级 正方 形 . 此 法 所 得 
之 所 有 集合 的 交 即 是 Sierpifski ИО ( 02). 
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ооо 90095009 

Шека Есе 
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任何 Cantor 曲线 L 均 可 拓扑 嵌 人 于 Sierpióski 地 
05, ШБ 中 存在 连续 统 工 ' 同 胚 于 工 .Sierpitski 
地 丢 是 一 局 部 连通 的 连续 统 也 是 区 间 的 一 个 连续 象 . 

拓扑 学 中 使 用 由 П.С. Урысон 在 1921 年 引 人 的 
更 为 一 般 ( 但 不 过 分 } 的 曲线 概念 .曲线 的 定义 陈述 如 
Т: 一 条 曲线 天 一 个 一 维 连 续 统 ， 即 一 个 连通 、 鞭 度 
量 空间 ( metric space)C， 其 每 一 点 有 边界 为 0 Жї 
任意 小 邻 域 ， 换 句 活 说 ， 对 任意 = > 0， 空 间 C 可 以 
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表示 为 有 限 个 半径 小 于 е 的 闭 集 的 和 、 而 用 任何 三 个 
这 样 的 闭 集 没有 公共 点 ，Sxrpitski 地 乱 满 足 曲线 的 这 
一 定义 ， 所 以 任何 一 条 Cantor 曲线 也 是 一 个 Ypucou 
意义 下 的 曲线 ， 反 过 来 ， 如 果 一 个 平 面 连续 统 是 Уры- 
сон 意义 下 的 出 线 ， 则 它 也 是 一 条 Cantor Н. Уры- 
сон 所 给 出 的 曲线 定义 是 内 在 的 ， 它 仪 由 空间 C 本 身 
的 性 质 所 刻画 ， 而 不 依赖 于 该 空间 是 在 其 自身 还 是 作 
为 其 他 拓扑 空间 的 子 集 来 考虑 的 . 

有 些 曲 线 不 同 胚 于 于 面 的 任何 子 集 ， 例子 之 一 是 
位 于 三 维 空间 的 一 个 曲线 ， 由 一 个 四 面体 的 六 个 边 以 
及 连接 不 在 该 四 面体 任何 一 面 的 一 个 点 和 其 四 个 顶点 
的 线段 所 构成 {图 3) 


БЕ 


不 过 任意 一 个 (Ypeicon 意义 的 ) ШЕР 
Euclid 空间 的 一 个 集 (Menger 定理 ( Menger theorem ) ) . 
具有 对 任何 曲线 C 存在 M В C 的 子 连 续 
统 C' 这 一 性 质 的 一 个 连续 统 构造 如 下 .一 个 边 长 为 
的 立方 体 K 由 平行 于 它 的 面 的 平面 分 成 27 个 合同 的 
立方 体 . 从 K 中 去 掉 此 前 分 中 位 于 中 心 的 立方 体 和 与 
之 沿 二 维 面 邻接 的 所 有 立方 体 ， 则 得 到 一 个 由 晋 下 的 
20 个 第 一 级 闭 立 方 体 构成 的 集合 К ， 对 每 一 个 第 一 
级 立方 体 作 完 全 相同 的 处 理 ， 获 得 含有 400 个 第 二 级 
立方 体 的 集合 К, (图 4)， 连 续 进行 上 述 过 程 直至 无 穷 ， 
即 得 一 个 连续 统 序列 K, > K, 2 …， 其 交 是 一 个 一 
维 连 续 统 KM ， 叫 做 Menger 盯 有 沿线 ( Menger universal 
соле), „пе 


图 4 

分 战 指数 ( ramification index) 的 概念 在 曲线 的 研 
突 中 具有 重要 作用 .曲线 C 在 点 x 处 有 分 歧 指数 т, 
如 果 对 任意 s> 0， 存 在 一 个 含有 x 旦 直径 小 于 s 的 
开 集 吕 ， 其 边界 是 一 基数 最 多 为 m 的 集合 ， 但 对 于 任 
意 充分 小 的 e* > 0， 任 -含有 x 月 直径 小 于 8° ЮЛ 
集 U 的 边界 的 基数 不 小 于 m .曲线 上 的 点 可 按 其 分 野 
指数 分 类 如 下 ; 
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ТОЗО пй ДФ n 为 “自然数. 

2) 具 有 无 界 分 歧 指数 o 的 点 .( 曲线 C 上 一 点 
x 有 分 歧 指 数 中， 如 有 对 任意 = > 0， 存在 一 个 含有 x 
Вие г Е U， 其 边界 是 一 有 限 点 集 ， 同 时 
对 于 任意 自然 数 n 在 在 一 个 数 +, > 0 使 得 任 一 含有 
x ВНЕ е, 的 开 集 0 的 边界 包含 至 少 n S.) 

3) 上 共有 可 数 分 歧 将 数 六 ,的 点 

4) 具 有 连续 分 层 指数 上 的 4 

曲线 上 分 歧 搬 数 大 于 2 的 点 叫做 分 歧 点 (ramifica - 
боп point); 分歧 指数 为 1 的 点 叫做 端点 (end point). 

例 a 一 个 线段 在 其 所 有 内 点 有 分 歧 痢 数 2; 
线 航 每 一 端点 的 分 睦 指 数 为 1. b) 贺 在 其 每 一 点 有 
分 歧 指 数 2. c) 由 从 一 点 0 出 发 的 下 条 直线 肢 所 构成 
的 曲线 在 点 0 КРВНО н. ЭША O 出 发 
的 长 度 分 别 为 112，…，1/2"，… BS x а 
分 别 为 </12，…，r/20，… 的 线段 Da Oa, … 
所 稳 成 的 曲线 在 点 O 有 无 摊 递增 分 时 指数 (СШ 5) 


ЕЕ БЕ 
e) 由 长 度 为 1 的 线段 О 和 从 O ШЖ, ЕЖП 
且 与 Da 的 夹 角 分 别 为 rz12,，…，r12"，… 的 线段 
Оа, ~", Oa 所 构成 的 曲线 在 0a 的 每 一 点 有 可 数 
ЖЕН К (16). f) 由 连接 ~- 点 O 和 位 于 区 问 
0&х&1, у= 0 № Самог 集 (Cantor set) 的 每 一 点 的 
所 有 线段 所 构成 的 曲线 在 其 每 一 点 有 连续 分 歧 措 数 c 
СИТ). в) Sierpinski ИЕЛЕ} -点 有 连续 分 歧 指 数 . 
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ЖЕ — ЯШӘ yB Е, БИ КЕ — hu 
ЭНЖЕ 1 或 ?2， 则 此 曲 煞 或 者 是 一 简单 红 {sim- 
йе ас) (一 个 区 间 的 拓扑 象 ) ， 或 者 是 一 简单 六 由 线 


(вітре closed curve ) ( 贺 的 一 个 拓扑 象 ) 、 当 曲线 上 所 
有 的 点 的 分 战 指数 都 为 2 时 ， 则 此 曲线 是 一 简单 闭 若 
线 ， 当 一 曲线 没有 分 歧 点 但 具有 端点 时 (可 评 明 此 时 伍 
Жан). Еа М. 如果 一 曲线 只 有 有 
限 多 个 分 岐 点， 而 且 其 中 每 一 点 的 分 赎 指 数 都 是 有 限 
时 ， 则 此 种 曲线 可 以 分 型 为 有 限 多 个 简单 扳 ， 这 些 弧 
除去 端点 以 外 没有 公共 点 

贺 是 维 一 的 在 其 所 有 的 点 分 歧 指 数 为 2 的 曲线 ; 
没有 其 他 任何 曲线 在 其 所 有 有 相同 的 有 限 分 歧 
指数 ， 并 月 如 果 一 曲线 L 的 所 有 点 前 分 上 指数 大 于 或 
等 于 ”， 则 在 该 曲线 上 有 一点 其 分 歧 指 数 大 于 或 等 于 
2п-2; 对 任 一 自然 数 4 存在 一 遇 线 使 其 只 含有 分 野 
指数 为 n 和 2n 一 2 的 点 ( Урысон 定理 ( Urysohn the- 
отет), АЗАН 3 dk 4 的 点 的 曲线 构 
造 如 下 . 


5 

在 一 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 中 作 三 条 线段 连接 其 
三 边 的 中 点 ， 除 去 此 三 条 线段 所 构成 的 三 角形 的 内 
А. 对 所 剩 之 三 个 第 一 级 三 角形 进行 类 似 处 理 ， 结 果 
得 到 九 个 第 一 级 三 角形 ， 对 它们 进行 司 一 处 理 ， 即 得 
27 个 第 三 形 ， 等 等 ， 不 停 地 作 下 去 .以 上 过 程 
所 得 集合 的 交 是 一 曲线 C (图 8)， 一 个 只 含有 分 歧 指 
数 为 3 或 4 的 点 的 遇 线 内 两 个 连续 统 С 和 C, BJ 
№. ВРЕЛА T C， 而 且 除 开 与 连续 统 C 
的 底 三 角形 的 项 点 对 应 的 点 外 ， 二 者 没有 其 他 公共 点 . 

同样 岂 存在 每 一 点 都 具有 无 界 分 歧 吾 数 ， 可 效 分 
歧 指数 ， 以 及 连续 分 岐 指数 的 曲线 - 
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[ 补 注 】 一 个 “Jordan 意义 下 的 曲线 ”( 即 单位 区 间 了 


的 一 个 连续 象 ) 又 你 为 Peano 连续 统 ( Peano oontinuum ) 
不 可 将 其 与 Jordan 曲线 (Jordan curve )( 同 是 于 加 的 空 
Е. ХИНА) 之 概念 混淆. 
Ë š Mazurkiewicz 定理 一 般 称 为 Hahn-Mazurkiewicz 
定理 (Hahn -Maznrkicwicz theorem ) [A1], 6.3. 14. 
` “Sierpiisks ИИ ЙОН Sierpifski Ж С Sierpióski 
universal curwe ). 777 
图 8 中 的 曲线 是 由 W. Sicrpifski([A3]) 构造 的 . 
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General topology , Heldermann , 1989 
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线性 代数 [linear alpebra ; линейная алгебра} 
算 子 环 (operator ring) 的 一 种 特殊 情形 ， 此 时 算 

子 的 定义 域 是 有 单位 的 交换 结合 环 ， 

【 补 注 这 个 和 名词 在 西方 文献 中 不 用 来 表示 这 里 指定 

的 意义 .线性 代数 是 【有 限 维 ) 向 其 空间 及 其 疗 的 线 

性 算 子 的 理论 . 见 下 面 的 线性 代数 (linear algebra】 条 

R. BR 详 


线性 代数 linear algebra ; линейная алгебра] 
研究 向 基 (线性 ) 空 间 ， 向 量 空间 上 线性 算 子 (线性 
М), ҖЕ. ХЕ ОР БТ УН — 


历史 上 线性 代数 的 第 一 个 分 支 是 线性 代数 方程 组 
理论 ( 见 线性 方程 (inear equation) ) ,与 求解 线性 方程 
组 相关 ， 产 牛 行列 式 (determinant) 概念 ХЕ 1750 年 、 
得 到 求解 线性 方程 组 的 Cramer 法 则 (Cramer ше). Ж 
中 ， 方 程 的 个 数 等 于 未 知 量 的 个 数 ， 且 未 知 量 系数 的 
行 烈 式 非 零 ， 在 1849 年， 用 于 求解 售 数 值 系数 的 线性 
方程 组 的 Саше 法 (Gauss method) 被 提出 . 此 法 就 所 用 
的 运算 量 而 言 是 最 经 汶 的 ， 并 且 ， 做 某 些 不 局 的 更 改 ， 
它 也 用 于 系数 是 近似 给 出 的 代数 方程 组 的 近 他 求解 ` 

和 矩阵 (matrix) 概念 的 出 现 与 线性 方程 组 及 其 行列 
式 的 研究 有 关 . 由 G.Frobenius # 1877 #Ë E ШИЖ BE 
ИИК Д-Н] R З QE p E 
组 的 相 容 性 与 确定 性 条 件 成 为 可 能 (M. Kromecker -Ca- 
рей 定理 (Kronecker - Capelli theorem)) . 因此 ， 线 性 
方程 组 … 般 理论 的 构造 完成 于 坦 世 纪 末 叶 . 
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АЛЯЕВА 9 世纪 线性 代数 的 主要 内 容 册 线性 
方程 组 与 行列 式 理论 组 上 成， 那么 在 0 世纪 占据 中 心 位 
属 的 晨 向 最 空 间 概 念 以 及 与 其 相关 联 的 向 量 空间 上 的 
线性 变换 ， 线 往 、 双 线性 与 多 重 线性 函数 诸 概 礼 ， 

起 KK 上 一 个 向 量 袍 间 (vector space) 或 线性 空间 
(linear space) ) 是 元 案 { 称 为 向 量 ) 的 集合 V， 在 此 集合 
内 ， 疝 量 的 加 法 与 向 车 用 下 的 元 素 相 萎 的 运算 被 指 
定 ， 并 满足 若干 公 二 (多 向 量 空间 (vector space)) ， 在 
除 环 上 的 向 量 空间 也 被 考 瞄 . 向 量 空间 理论 中 最 重要 
概念 之 一 基线 性 映射 ， 亦 即 在 疝 一 域 上 向 量 空 间 的 同 
#5 (homomorphism】, 一 个 线性 算 子 ( linear operator ) 
或 线性 变换 (linear transformation ) 是 空间 到 自身 中 的 一 
个 线性 耽 对 ( 即 向 量 空 间 的 一 个 自 底 态 )， 如 果 空 间 
区 是 有 限 维 的 ， 则 选择 了 上 内 一 个 天 e ,…,e,， 且 邻 


Ф(е)= а, е, ј=1 н. 
各 


便 得 到 一 个 nn 阶 方 阵 Ка. 9 ЗА 定 基 的 线 
性 变换 Фф ЖЕЕ (matrix of the linear transformation) . 
` ` ORP Ае жи 25 BB fJ на Иша K 
ЙО а BJ V у K E BD 4838 (algebra) ( 见 环 与 代数 
(rings and algebras); T EK (operator ring)) . 

= B| V r Sut F 38 F Н ЙЕ ХИК. Ж 
法 以 及 线性 变换 用 故 的 元 索 相 滋 的 运算 组 成 上 一 个 
代数 ,元 素 取 自 挟 的 有 固定 阶 的 所 有 方 阵 亦 组 成 K E 
一 个 代数 . 空间 VV 的 线性 变换 与 它们 在 给 定 基 上 的 短 
阵 之 间 的 上 述 对 应 是 这 汕 个 代数 的 一 个 同 构 ， 此 事实 使 
得 用 矩阵 语言 表达 关于 线性 变换 的 定理 以 及 在 证 明 这 
些 定理 中 使 用 矩阵 理论 变 为 可 能 ， 

在 线性 变换 理论 中 具有 重要 意义 的 是 基 的 选择 ， 
在 这 个 基 下 变换 的 矩阵 在 某 种 意义 下 取 它 的 最 简单 的 
形式 . 例如 ， 在 代数 团 域 情况 下 ， 这 个 形式 就 是 年 阵 
的 Jordan 正 规 形式 (Jordan normal form) . 

线性 映 东 的 一 种 重要 情 拒 基线 性 函数 (线性 泛 
和 函 ) 一 一 自 V 到 六 中 的 线性 映射 . 上 上 所 有 线性 函数 关 
于 自然 定义 的 加 法 与 被 天 的 元 素 相 乘 的 运算 组 成 KE 
一 个 向 遇 空 间 V*"， 称 为 VV 的 对 侦 空 间 (dual space) . 
的 向 量 通过 赋予 x{f )=f (x) 对 所 有 xe V. fe V". М 
可 以 视 为 对 惕 空间 V "上 的 线性 范 数 . 如 果 下 是 有 限 维 
的 那么 这 建立 了 与 扩 " 之 间 的 一 个 自然 的 同 构 . 

线性 函数 概念 的 一 .种 推广 是 多 重 线性 画 数 ， 亦 即 
值 取 在 天 中 依赖 于 几 个 自 变量 (其 中 某 些 属于 У, 其 余 
的 属于 V') 的 函数 ， 它 关于 每 个 自 变量 是 线性 的 .这 
些 函 数 也 称 为 张 量 - 多 重 线 性 代数 (muitilinear alge- 
bra) 致力 于 张 量 的 研究 . 多 重 线性 函数 的 一 种 特殊 情 
形 是 双 线 性 函数 ( 见 双 线 性 映射 (biliocar mapping)) . 
射 对 称 多 重 线性 函数 亦 称 外 形式 (exterior form) ， 

基于 向 量 空间 的 概念 ， 几 何 学 中 研究 的 各 种 典型 
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空间 业已 被 定义 ， 旭 仿 射 空间 ， 射 影 空 间 ， 等 等 . 

向 量 空间 理论 与 群 论 有 重要 的 联系 . 域 K 上 nn 维 
启 量 空间 六 的 所 有 自问 构 关 于 乘法 组 成 一 个 群 ， 它 司 
МТА Кн МАТУ. BAAB G 
ЭНЕ А ТРИО s] ОВЕ G TE МЕ ж 
ж (linear representation of the кдир). Ж 
的 研究 是 群 的 线性 表示 (linear аан: 
ж. 

线性 方程 组 与 行列 式 的 古典 理论 业已 推广 到 下 面 
情形 ， 这 时 代 蔡 数 或 某 域 的 元 素 ， 考 虑 任意 除 环 的 元 素 . 

ЯКЕ Е А НЕГ ВАЕ Е 
的 模 (module) . ЛЯ HJ 1048 ру 8 55 aj, АНЕ ГАО 
某 些 基本 定理 不 再 是 正确 的 . 对 模 也 有 效 的 推广 的 可 
能 性 的 研究 导致 代数 天 理论 (algebraic K theory) 的 创 
Ë. 
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线性 代数 中 的 数值 方法 [linear algebra, mmmerical methods 


їп; линейная алгебра; численные методы] 


与 求解 线性 代数 中 数值 问题 过 程 的 数学 描述 和 研 
究 有 关 的 数值 歼 学 的 分 支 ， 

在 线性 代数 问题 之 中 ， 有 两 个 最 重要 的 问题 : 求 
解 线性 代数 方程 组 与 确定 扼 称 的 本 征 值 和 本 征 向 其 . 
其 他 常 过 到 的 问题 是 : 矩阵 求 送 ， 计 算 行列 式 以 及 确 
定 代数 多 项 式 的 根 . 这 些 在 线性 代数 中 一 般 没 有 独立 
的 意义 ， 旦 在 它 的 主要 问题 求解 中 带 有 畏 助 的 特征 - 

线性 代数 的 任意 数值 方法 可 视 为 在 输 人 数据 的 元 
素 上 进行 的 一 系列 算术 运算 . 如 果 对 任意 输 信 数据 
一 个 数值 方法 能 够 在 有 限 多 算术 运算 内 水 出 问题 的 
解 ， 那 么 这 样 的 方法 称 为 直接 的 (direct)， 否 则 ， 称 为 
渤 代 的 (terative)、 ` 
”“ 求解 绕 性 代数 方程 组 的 直接 法 ， 假设 给 定 带 有 类 
降 4 与 右 侧 向 最 5 的 方程 织 

Ax=b. (1) 

如 果 A hdi. 刚 其 解 由 公式 x= A b ib, ДР АТ! 
为 4 的 逆 短 阵 . 直接 法 的 主要 思想 在 于 变换 (1) 到 一 个 
等 从 方程 组 ， 对 尼 者 其 短 阵 容易 求 送 、 因 而 容易 找 出 
原 方程 组 的 解 . Ë 8 (1109 ИЧИ ЖЕШ bt W 
Lo “Lo ООН 


Ахї Lb (2) 


等 价 于 (1). 总 可 选择 抑 隆 ,使 得 (2) 左 合 的 抵 阵 充分 
简单 ， 例 如 ， 三 角 的， 对 角 的 或 酉 的 . 在 这 种 情况 
下 ,易于 计算 4 与 4| . 

一 个 首要 的 直接 法 是 Gaus 法 (Gauss method) . 
它 用 下 三 角 和 矩阵 {triangular matrix) 2, 并 能 将 原 方程 
组 化 简 到 一 个 带 有 上 三 角 类 阵 的 方 各 组 . 这 种 方法 易 
于 在 计算 机 上 实现 ， 它 的 带 选 主 元 的 格式 能 够 冰 解 带 
ЕЕ ОГИ, ЖН. -种 紧凑 格式 能 够 通过 累 
计 标 量 积 得 到 增加 精 志 度 的 结果 . 在 实用 的 直接 方法 

之 中 ，Gauss 法 要 求 最 少 的 计算 工作 县 . 

与 баце 法 直接 相关 的 是 Jordan 法 (Jordan meth- 
o 中 及 其 一 种 改进 ， 最 优 消 元 法 ( 见 [2]) . 这 些 方 法 用 
下 三 角 与 上 宇 角 矩阵 L,， 并 能 化 简 原 方程 组 到 一 个 具 
有 对 角 矩 阵 的 方程 组 ,这 两 种 方法 按 其 特征 与 Gauss 
法 区 别 很 小 ， 但 第 二 种 方法 能 够 用 等 县 的 计算 机 存储 
求解 具有 双 倍 阶 数 的 方程 组 . 

所 述 诸 法 均 属于 所 谓 的 消 元 法 的 一 类 . 这 个 称谓 
可 用 如 下 事实 解释 : ЕГЕ. Ж 
在 方程 组 的 您 阵 中 被 消去 . 消 元 法 不 仅 可 通过 三 角 算 
阵 也 可 通过 西 定 阵 来 实现 . 消 元 法 的 各 种 改进 实质 上 
都 与 方程 组 (U) 9 ЕА = АЕНА, — 
+= fi E ы ОРЕВ Я 2 . 

基 些 方法 ， 诸 如 加 边 法 (bordering method) 与 完全 
化 方法 (complketion method)， 不 是 消 元 法 ， 虽 然 它们 
均 楼 过 于 Gauss 法 ， 
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ЖЕРИНИ E H, УГАРЕ S RJ: 
秋 组 的 撼 阵 月 在 某 种 度量 下 正 交 的 方法 业已 广泛 地 传 
播 . 此 类 中 - -种 首要 的 方法 就 是 正 交行 法 . 该 法 的 短 
陈 已 都 是 下 三 角 的 月 方程 组 (2) ИНЕТНАЯ. М 
于 正 交 化 的 方法 有 许多 优点 ， 俱 对 含 人 误 益 的 影响 比 
感 . 在 正 交 化 型 方法 发 展 基础 上 ，( 对 求解 某 些 有 稀 玻 
ЖЕЕ у ЖИВ) 非常 有 效 的 共 应 方向 法 已 被 建立 [ 见 
[9], [9 . 

确定 矩阵 的 本 征 值 与 本 征 向 量 的 直接 法 . 假定 对 
ж 4 要求 确定 任 一 本 征 值 ¿ 与 本 征 向 基 x， 即 要 求 
解 方程 

Ах=д4х. (3) 
在 变量 变换 <= Cy "E. ЖШ 已 是 非 奇 异 矩阵 ， 方 程 
(3 ) 转变 为 方程 By=ly, ЖР B=C 4C , 求解 给 定 
问题 的 直接 法 在 于 通过 有 限 多 步 相 似 变换 将 原 矩阵 4 
归 化 到 具有 简单 形式 的 给 阵 B， 使 得 它 易 丁 求 出 特征 
多 项 式 的 系数 与 它 的 水 征 钢 是 . 诸 本 征 值 从 特征 方程 
通过 其 个 狼 知 的 方法 求 得 . 从 4 到 的 转换 的 数值 方 
法 本 质 上 与 (1 ) 变换 到 { 2 ) 的 方法 区 别 极 少 ,已经 知道 
有 许多 相似 型 的 方法 {Kpbmoe #%, Данилевский 法 ， 
Hessenberg 法 ， 等 等 ， 见 [1]) . 但 是 ， 出 于 它们 的 相 
当 火 的 数值 不 稳定 性 ， 在 实 晓 中 并 不 被 广泛 采用 ({ 见 
13р. 

E AE UE ӨЛЕ ЖШ BUH By k E 
值 ) 与 都 分 本 征 值 问题 ( 这 时 寻求 某 些 本 征 值 ); 后 者 在 
用 差分 方法 通 近 微分 和 积分 方程 中 出 现 的 线性 代数 问 
题 的 情况 更 为 典型 . 

求解 线性 代数 方程 组 的 选 代 法 ， 这 些 方法 按 某 些 
向 量 序 列 极限 的 形式 给 出 方程 组 ( 1 ) 的 解 ! 它们 的 构造 
册 一 个 一 致 的 过 程 来 实现 ， 此 过 程 称 为 汉代 过 程 (iera- 
tive process) . 对 求解 (1》 的 主要 迁 代 过 程 可 用 如 下 一 
般 格 式 来 描述 . 从 递归 公式 


Xb Ах), 


(Жн, Но, ЖИЕ], тї x 中 是 初始 过 
似 ， 一 般 来 讲 是 任 划 的) 构造 向 量 序列 x 中 、… у, 
… 短 降序 到 百 (0 的 不 辐 选 择 导致 不 同 的 迁 代 过 程 . 
最 简单 的 选 代 过 程 均 为 平移 过 程 ， 其 中 年 阵 H 
不 依赖 于 步 数 上 ;它们 亦 称 为 简单 选 代 法 [simple -ra- 
程 称 为 循环 的 fcyelic) ,每 个 钳 环 过 程 均 能 变换 到 平稳 
и, BROKER E dk. 和 平稳 过 
程 ， 特 别 是 特 环 过 程 。 被 用 以 加 速 选 代 过 程 的 收 伍 ( 见 
15],[6]) . 在 加 速 收敛 的 请 方法 中 ， 应 用 Чебышев 多 
项 式 ( 见 151,16]) 和 其 二 方向 ( 见 [10]) 的 那些 方法 占 
有 特殊 的 地 位 ， 
алайн: Н чунан ЕРЕ НО 


的 选取 可 玻 各 种 方法 进行 ,能够 按 这 样 的 方式 来 构造 
征 阵 再 (0， 便 得 迁 代 过 程 对 很 广 一 类 方程 组 尽 可 能 快 
地 收 敏 于 解 ( 见 [5]) . 也 能 用 相反 的 步骤 ， 这 时 在 构 
造 诸 只 降下 中 9 中， 充分 利用 给 定 的 方程 组 的 特性 以 得 
到 有 尽快 收 敏 速度 的 选 代 过 各 { 匈 16]) . BW Н 
的 上 述 第 二 种 方法 更 盛行 . 

构造 选 代 过 程 的 一 个 最 流行 的 原则 是 松弛 原则 
(网 松弛 法 (relaxation methods)) . 在 这 种 情况 下 ， 诸 
ЖЕН ЙГЕ РЕ, ЖЕНЕ ИНЕ 
— ih 36 RE y RR bo ЕЕ О Et aR), , 松弛 方 
法 之 中 发 展 最 快 的 方法 是 坐标 法 与 梯度 法 .在 坐标 法 
її. ЖЛЕ 百 必 使 得 在 每 一 步 至 少 一 个 逐次 近似 
的 分 量 改 变 . 对 近似 解 x 的 准确 底 ， 最 常用 的 是 误 郑 
向 量 r= 4x 一 5 的 值 - 

在 平稳 选 代 方法 情况 下 ， 主 要 误差 项 还 可 以 用 д? 
过 程 来 估计 ( 见 [5]) - 

在 其 他 迭代 方法 中 ， 可 提 到 简单 选 代 法 (simpke- 
iteration method) ， 可 变 方 向 法 (variable - directions meth- 
od)， 完 全 与 不 完全 松弛 方法 ， 等 等 { 见 [1].[6],[10]) . 
通常 ， 送 代 法 便于 在 计算 机 .上 实现 、 但 与 直接 方法 形 
成 鲜明 对 比 ， 它 们 经 常 有 受 很 大 限制 的 应 用 范围 . 在 
它们 的 应 用 范 尖 内 ， 送 代 方 法 在 计算 量 方面 很 少 真 超 
过 直接 方法 . 因而 直接 与 非 直接 方法 的 比较 问题 只 能 
通过 对 实际 方程 组 性 质 的 细致 研究 来 解决 . 求解 微分 
方程 的 内 分 逼近 中 产生 的 方程 组 的 最 龟 行 方法 均 为 迁 
代 方法 ( 见 [5],[6]) . 

求解 完全 本 征 值 问题 的 选 代 法 . 在 选 代 方法 中 事 
先 不 确定 特征 多 项 式 系数 ， 本 征 值 作为 某 些 数值 序列 
的 极限 来 计算 ЖЖ. Шр E ШЙ БАЖ 
征 关系 相 联 系 的 某 些 其 他 向 量 . 多 数 选 代 方法 对 伟人 
误 凑 的 灵敏 度 小 于 直接 方法 ， 但 工作 是 明 显 增 大 . 这 
些 方法 的 发 展 与 在 实际 计算 中 引用 它们 仅 在 使 用 计算 
机 后 才 成 为 可 能 , 

在 选 代 方法 中 求解 实 对 称 矩 阵 的 完全 本 征 值 问题 
的 施 转 法 (rotation method) (Jacoli 法 (Jacobi method) ) 
占有 特殊 的 地 位 . ОРТАН РАН АЕ 4 的 一 系 
列 扯 阵 的 构造 ， 使 得 不 在 证 对 角 线 上 所 有 元 豆 的 平方 
和 单调 地 威 小 到 零 . 

Jacobi 法 {Jacobi method) 非常 简单 ， 易 于 在 计算 
机 上 实现 ， 且 它 总 是 收 敏 的 .与 本 征 值 的 位 置 无 闫 
它 有 渐 近 平方 收 伍 性 . 多 重 与 相近 本 征 值 的 出 现 不 仅 
不 减 慢 方法 的 收 策 速度 ， 而 且 相 反 地 却 提高 了 速度 ， 
Jacobi 法 在 中 间 计 算 结果 中 关于 含 人 误差 的 影响 是 稳 
定 的 . 这 个 方法 的 诸 狂 质 是 它 在 解决 一 般 形式 矩阵 的 
完全 本 征 值 问题 中 得 以 演 行 的 缘 内 .不 用 木质 上 的 改 
变 ，Jacobi 法 可 用 于 Hermite Ж B£ 25 9 Hermite 矩阵 . 
对 它 的 一 个 无 关 紧 要 的 改变 ， 便 能 够 成 功 地 同时 求解 
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EBE A`A Ч ЮЗЕФА, ТРАЕ 
ЗИН. 用 广义 的 Jacobi 法 可 实现 这 个 方法 对 其 
有 简单 结构 的 任意 短 阵 的 有 效 的 扩展 . 

在 求解 完全 十 征 借 问 题 的 选 代 方法 中 ， 权 法 组 成 
一 个 重要 的 类 , 它们 的 多 数 算法 按 如 下 格式 安排 ; 


эзе 或 者 эе. 
А6,1=6,5, 


жю, аа ЕЛ ЖОНЕ 88 N = q: 
阵 之 积 . 假设 它们 之 一 是 三 角 的 ， 另 一 个 是 酉 隆 或 不 
同类 型 的 三 角 隆 , 这 时 在 茶 些 附加 假定 下 ， 短 降 
Ө АС, 与 RL kt Н АШИ 4 31 = ЛШ 
уйй, ДИНАН ЖЛ b АЛИ АЖ. IN 
THE BD ЕУ S: ААА РАН ЮЕШ. 

已 经 知道 这 种 类 型 的 少数 几 种 方法 ， 它 们 的 一 种 
最 好 的 方法 就 是 QR 算法 (QR - algorithm) (0, [7р) - 

数值 方法 的 研究 与 分 类 . 线性 代数 的 大 量 的 数值 
方法 提出 一 个 实际 问题 ， 主 要 的 不 是 产生 新 的 方法 
而 基 对 现 有 方法 的 研究 与 分 类 (从 数学 结构 观点 来 看 
一 种 最 完整 的 方法 分 类 包含 在 [1] 内 ， 专 着 [2j,[3]， 
[7] 从 计算 机 实现 观点 致力 于 方法 的 描述 ) . 

关于 线性 代数 中 求解 问题 的 数值 方法 中 稳定 性 与 
舍 人 误 基 分 析 的 最 初 论文 在 1947 一 1948 年 才 出 现 ， 
НЗС РАЦЕ А А Gauss 型 方法 求解 方程 组 的 
ES, 这 些 结果 的 实际 价值 其 小 . 这 个 问题 研究 中 一 
个 重要 的 进展 出 现在 加 址 纪 罗 年 代 中 期 ( 见 [3])， 这 
时 在 等 价 扰 动 的 分 析 与 估计 中 采纳 了 一 个 决定 性 的 步 
Зр. 一 个 确定 疝 题 的 实际 计算 垦 被 解释 成 同一 问题 但 
шз ЖОШ ЙО bt 3 ñ) 38 BL АЕ (所 谓 的 向 后 分 析 
(backward analysis)》. 88% 8 300 8 Rak 2 
表征 命 人 的 影响 . 从 给 出 等 价 抗 动 的 范 数 的 强 估 计 观 
点 出 发 ， 许 多 方法 得 以 研究 (于 [3] ,17]) 

对 - 个 国定 的 算法 与 售 人 方法 ， 售 人 误差 的 整体 
是 -个 单 值 向 量 函 数 @,( .全 ， 它 依赖 于 用 于 进行 计算 
的 字 位 长 + 与 原始 数据 4. 当 : 一 оор, р, (А) 
的 宇 项 没有 任何 有 用 的 显 式 表达 . 然而 ， 在 随机 地 指 
定 的 初始 数据 类 中 对 p,( А) 的 研究 其 结果 是 很 有 效 
ЕВ: 由 含 人 误差 引起 的 计算 解 与 精确 解 
的 偏差 最 可 能 的 值 万 分 地 小 于 最 大 可 能 值 ( 见 [7]) 

会 人 江 差 影响 的 分 析 表明 从 稳定 性 观点 出 发 ， 也 
就 是 关于 信人 误差 ， 存 最 好 的 几 种 方法 之 问 不 存在 很 
大 的 基本 差别 .这 个 结论 迫使 人 们 近 新 的 方式 去 考察 
在 实际 计算 工作 中 选择 某 个 计算 方法 的 问题 . 大 型 计 
算 机 的 出 现 本 质 上 间 红 了 方法 之 问 在 所 需 计算 机 存 贮 
的 大 小 与 算术 运算 次 数 这 类 特征 方面 的 差别 的 意义 ， 


并 导致 了 对 保证 解 的 准确 庶 的 增长 的 需求 - 在 这 些 条 
件 中 ， 最 可 取 前 方法 是 那些 当 速 度 和 在 让 算 机 上 实现 
没有 很 人 差别 ， 而 能 够 求解 一 大 
态 与 病态 问题 ， 并 给 出 计算 解 准确 度 


上 面 提 到 的 数值 方法 的 分 类 与 比较 主要 指 的 是 整 
个 初始 数据 被 完全 存 贮 在 计算 机 的 操作 内 存 中 的 情 
P O 但是， 对 两 种 极端 情形 有 着 特殊 的 兴趣 一 一 在 小 
型 与 在 巨型 计算 机 上 线性 代数 问题 的 求解 . 在 这 样 计 
算 机 上 问题 的 求解 有 它 自 身 的 专 有 的 特征 . 
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线性 代数 方程 [iinear alpebraic equation ; линейное алгеб- 
раическое уравнение } 

关于 所 有 未 知 量 的 一 次 代数 方程 (algebmaic equa- 
tion)， 亦 即 有 具有 形式 


ax t'a x =b 


> 


的 方程 . 每 一 个 线性 代数 方程 组 可 写 为 如 下 形式 


ахтар, х, 
| " 


a, x + 


其 中 m 与 n 填 自然 数 ， а, (11,55, тј, п) 
称 为 未 知 量 的 系数 (coefficient) , иже: жыйп= 
1 n) 882 为 自 出 项 (fiee (епт). 且 也 给 定 ; Wx. (= 
1, n) 称 为 末 知 量 (unknown)， 需要 寻求 , 线性 代 
数 方程 组 (D 89 Ж (solution) ЖН с.с, 的 一 个 集 
£. 使 得 当 用 渚 ЕУ Ж, 方程 组 的 每 
一 个 方程 变 为 恒等式 . 对 于 应 用 ， 最 重 覃 情形 是 未 知 
量 的 系数 ， 自 由 项 以 及 未 知 量 的 值 均 为 数 { 复数、 实数 
或 整数 )， 人 也 也 可 考虑 它们 是 属于 任意 域 (feld) P 的 
情形 . 

按照 解 的 个 数 ， 线 性 代数 方程 组 分 为 如 下 类 型 : 

相 容 方程 组 (compatible system) 一 一 至 少 有 一 解 
вг 

不 想 容 方程 组 (incompatible system) (或 矛盾 方程 
组 } -一 - 没有 解 的 方程 组 ; 

确定 方程 级 (determinate system) —— Ж — [0] 


解 的 方程 组 ， 
С 如果 考 虑 其 末 知 量 的 值 在 其 给 定数 域 (或 在 任意 无 
38) 大 的 方程 组 的 解 ， 刚 每 一 个 不 定 线性 方程 组 有 无 
穷 多 个 解 . 与 次 数 超过 1 的 方程 组 成 鲜明 对 比 ， 线 性 
代数 方程 组 的 类 型 当 给 定 域 忆 扩张 时 不 变 ， 因 此 ， 在 
域 扩张 下 ， 不 相知 方程 组 不 能 变 为 相 容 有 的， 确定 方程 
组 不 能 变 为 不 定 的 ， 然而， 不定 方程 组 的 解 集 在 域 扩 
张 下 增 大 

决定 方程 组 (1) 的 类 型 与 计算 它 的 解 的 最 简单 的 方 
法 由 消去 未 知 量 的 Gauss 法 (Gauss method) 给 出 .在 
пет, 27 (0) age m. B HH 
系数 组 成 的 行列 式 非 堆 .在 这 种 情况 下 ， 方 程 组 的 叭 
一 解 可 按 Cramer 法 则 (Cramer rule) R Н. 

为 了 求解 系数 会 有 参数 的 线性 方程 组 ， 代 于 Gauss 
法 、 更 方便 地 可 应 用 与 矩阵 的 铁 {rank) 有 关 的 线性 方 
程 组 一 般 至 论 . 一 个 矩 降 的 秩 (rank of a matrix) 可 定 
义 为 线性 无 关 行 或 列 指 最 头 个 数 ， 根据 关于 乍 隆 铁 的 
定理 ， 一 个 矩阵 行 系 的 秩 等 于 列 系 的 秩 ， 旧 也 等 于 该 
ЯШЕР (mino 的 最 高 阶 数 . 与 线性 方程 组 (1) 
相关 联 的 有 两 个 第 阵 : 让 未 知 量 系 将 组 成 的 王 阵 


4 一 la 四 


以 及 由 4 加 人 自由 项 的 列 得 到 的 增 广 短 阵 
B=la,, bl. 
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方程 组 (1) 为 相 容 的 一 种 准则 由 Kronecker -Capelli 定 
Яй (Kronecker- Сирен theorem) 给 出 线性 方程 组 (1) 
是 相 容 的 ， 当 且 仅 当 4 的 秩 等 于 8 的 鞭 . 

线性 方程 组 (有 了 唯一 解 ， 当 且 仅 当 АКИЕВ 
Юй. ВТ. 

Ж £t bt s 88 sB 0483 Г y. 35 3° (principal) 
ЖИЕ ts Ë ii Cree) 未 知 量 ， 对 自由 来 知 量 的 任 一 组 
值 ， 存 在 唯一 确定 的 主 未 知 量 的 值 ， 它 们 一 起 给 出 已 
知 方程 组 的 一 个 解 . 主 未 知 量 与 自由 米 知 量 的 分 法 通 
常 不 是 唯一 的 ， 也 就 是 说 ， 如 果 4 的 秩 等 于 8 的 秩 
只 等 于 rm， 则 其 夭 数 可 以 组 成 一 个 行列 式 卫 0 的 任意 > 
个 未 知 量 可 视 为 主 未 知 其 ， 其 他 的 为 自由 的 ,在 这 种 
情况 下 ,行列 式 了 D 称 为 方程 组 的 主子 式 (principal mi- 
nor) (或 基本 子 式 ( basic minor )) . 它 可 用 从 最 小 阶 
数 的 于 起 开刀 的 加 边 法 (bordering method) 找 出 ， 它 也 
不 总 是 唯一 确定 的 . 在 计算 解 中 只 需要 到 含 主 半 式 D 
的 r 个 方程 ， 并 按 一 般 形式 (如 用 Cramer 公式 ) 用 自由 
未 知 量 表达 主 炒 知 量 . 这些 表达 式 称 为 通 解 {Benetal so- 
lation) , 自由 未 知 量 在 其 中 起 着 自由 参数 的 作用 .给 
定 它们 的 任意 一 组 伟 ， 可 求 出 主 未 知 量 的 值 ， 它 们 过 
同 自 由 未 知 量 的 已 选 定 值 给 出 方程 组 的 一 个 解 . 相 容 
方程 组 的 任意 一 个 解 可 以 按 这 种 方式 由 自由 未 知 征 的 
适当 的 一 组 值得 到 . 如 果 未 知 量 的 所 有 系数 与 自由 项 
属于 域 p， 则 从 同一 域 P 选 取 自 出 未知 是 的 值 便 得 到 
其 记 未 知 量 陪 自 间 一 域 P 的 一 个 解 ， 对 于 r= 的 博 
襄 ， 所 有 未 知 量 均 为 主 未 知 量 ， 旦 不 存在 通 解 . 

A (1) 用 零 代替 自由 项 得 出 的 线性 方程 组 


aux t'a б, 


) (2) 
0. 


称 为 对 应 于 (1) 的 齐 次 线性 方程 组 (homogeneous system 
of linear equations) . 方 守 组 (2) 总 是 相 容 的 (因为 鹤 解 
ЖЛЕ). 它 有 非 举 解 的 必要 充分 条 件 是 它 的 箱 阵 4 的 
秩 应 该 小 于 未 知 量 的 个 数 n ,特殊 地 , 对 m=n 的 情况 ， 
方 的 齐 次 线性 代数 方程 组 有 非 零 解 ， 当 且 仅 当 它 的 行 
列 式 等 于 零 . 

相 容 的 线性 代数 方程 组 (1) 的 解 与 对 应 的 齐 次 方程 
组 人 的 多 联系 如 下 : (1) 的 解 与 (2) 的 解 之 和 为 (1) 的 
解 ; (1) 的 两 个 解 之 差 为 (2) 的 解 . (1) 的 所 有 解 可 由 (1) 
的 同一 个 特 解 加 上 (2) 章 每 一 个 解 得 到 . 

线性 方程 组 解 的 几何 解释 . 域 了 的 n 个 元 素 组 成 
的 任意 行 可 视 为 P 上 nn 维 向 量 空 间 广 的 一 个 向 其 x 按 
ЖЕЗ ААН ААТ. 为 简洁 起 见 ， 该 向 量 x 与 
它 的 坐标 组 成 的 行 看 成 一 致 的 . 齐 次 方程 组 人 的 所 有 
解 组 成 了 的 一 个 子 空 间 U， 其 维 数 等 于 nr， 这 里 ，n 
是 未 知 重 的 个 数 ， 而 + 是 方程 组 矩阵 4 的 秩 . ШЖ 
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r<n. МИЗ н) U МЕР. H + 0038383830 2 tt 
方程 组 (2) 的 基本 解 组 (fundamental system of solu- 
tioms) . 友之， 对 六 章 每 一 个 子 空间 以 ， 存 在 一 个 齐 次 
线性 方程 组 ， 其 解 组 成 口 . 由 同 -个 向 量 xe 加 上 已 的 
每 一 个 向 其 所 得 到 的 问 量 的 集合 Z=U+x, 称 为 了 的 
线性 能 (linear variety) (或 线性 流 形 (linear manifold) ) - 
在 dmU=n 一 ] 的 情况 下 ， Айли ич п пик 
plane) . 一 个 相 容 的 线性 方程 织 (1) ТӘ Д 
ФЕ 25 反之 ， 对 任意 第 线性 能 Z， 存在 一 个 相符 
的 方程 组 ， 其 解 组 成 那 给 定 的 线性 艇 ( 见 13] ) ， 

线性 方程 组 在 整数 集 内 的 解 . 假定 给 出 所 有 aj 与 
bb, 均 为 整数 的 方程 组 (0) ， 令 4, (k=1,:-:,min(m,n)) 
表示 由 未 知 量 系数 组 成 的 答 阵 4 的 所 有 大 阶 子 式 的 最 
КАЖ, ЕФ 4, (6-1, … mn(m,n+1)) ЖЯ 
ГЕ ВПО С А(% В) АЙН КВТ ü 
Муу, И 4 =O Она, 4,0). п-га 
集 内 的 线性 方程 组 ( 1 ) 有 整数 解 的 必要 充 4 яне 
整除 4,1,7 цн, в), НяЯїт>п, di = 

S Tabir m BH E кию. К 
人 所 谓 的 整数 矩阵 的 初等 交换 : 1) НА сИ у 
行 再 加 到 第 #11 (1#]); 2) 用 一 1 81438 i 行 ，3) 交换 
第 1 与 第 j 47;， 并 月， 对 别 也 有 类 似 的 变换 . 在 行 的 初 
等 变换 下 ， 方 程 组 (1) 变 换 为 一 个 等 价 方程 组 ， 因 而 其 
整数 解 集 不 变 . 在 由 未 知 量 系数 组 成 的 乞 阵 А 的 列 初 
等 变换 之 间 ， 产 生 如 下 的 未 知 量 的 受 撞 : у, 
у, 为 新 的 未 知 量 ， 则 在 变换 1) 下， 

җ=у,(К®}). x;=y,+cy,; 
在 变换 已 下 、 
хау, (k#i). x= — y, 
ПЛА ЗТ. 
X.=y (k# ij), x=y х,=у,. 

ТЕЖ АШИ EF F. ЖЖЖ ТЕКИ. 

ЖЕ À D08895 B JK R ЗЕ r JBE (I) В 
的 行 与 4 的 列 的 初等 变换 并 去 掉 零 方程 可 归结 到 上 典 
范 形式 


еур, те, (3) 
诸 数 。 满足 下 列 附 加 条 件 : 
é >Ü, i=],…,r, 
5 


ЕТПЕК 
Жеңи ЕЕ КАРОНА Н PJ Ж О Б 
жй. 


方程 组 (3) 存在 整数 解 的 必要 与 多 分 条 件 是 诸 
数 


均 为 整数 . 未 知 量 yy,…,y, 是 唯一 确定 的 ， 日 对 +<n 
的 情形 ， 林 知 量 у, с, у, ПЧЕЛЕ ЖН. 
为 了 计算 原 方程 组 (1) 的 解 ， 需 要 将 4 的 列 的 所 
有 变换 按 相 同 次 岸 应 用 到 ЙТ! {Ж ЕЕ Е. 最 终 所 得 
的 整数 甜 阵 全 给 出 IH 与 新 的 未 知 量 之 同 的 关系 : 
X=QY, 


其 中 ， 


У. 
ЖЖ ус. 1, ло Шет 的 情况 可 对 未 
ЖЖ у, 1,770, ЕВОНИ, wa Н. 

在 整数 环 上 这 种 求解 (1) 的 方法 可 以 推广 到 任意 
Enelid 环 【Euclidean ring) 或 主 理想 环 (principal ideal 
Олд). 

在 一 般 情 况 下 整数 解 与 方 但 组 的 研究 属于 
Diophantus 方 程 (Diophantine equation) 理 论 的 课题 . 
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线性 代数 群 [linear algebraic group; линейная алгебран- 
ческая группа] 

同 物 子 一 般 线 性 群 ( general linear group ) 的 其 个 
代数 子 群 的 代数 群 (algebraic воцр). КЖЕ С 是 
线性 的 ， 当 且 仅 当 G 的 代数 往 (algebraic variety) 是 
仿 射 的 ， 即 同 构 于 一 个 仿 射 空间 的 Zariski И-й ( 亦 
见 Zariski 拓扑 ( Zariski topology)) , 

线性 代数 群 的 理论 起 源 于 19 世纪 林 用 求 积 法 解 线 
性 微分 方程 的 Саюв 理论 (8S. Lie, E. Picard, 1. 
Maurer )， 而 戏子 复数 域 上 的 线性 代数 群 的 研究 最 初 
是 类 比 用 Lie 代数 的 方法 对 Lie 群 的 研究 ， 复 数 域 C 
上 的 一 个 线性 代数 群 G 可 视 为 {可逆 (x x n) ЖН 
BE) # GL (Cn, С) 的 一 个 解析 子 群 (见解 析 群 (analy- 


. 


sl 


tic goup )) ， 故 以 通常 方式 定义 的 G 的 е 代数 ( Lie 
ава) 成 为 GL (n, C) 的 Lie 代数 的 一 个 于 代数 . 
由 此 内 产生 的 问题 “哪些 Lie 子 代 数 对 应 于 GL (n, 
С) 的 代数 的 {而 不 仅 是 解析 的 ) T "(CERA Пе 
代数 (е algebra , algebraic))， 已 经 有 了 彻底 的 答案 . 

20 世纪 中 时 .CChevalley 完成 并 推广 了 Lk 群 
利 Lie 代数 理论 的 方法 ， 随 后 他 将 这 些 方法 用 竹 研 究 
特征 0 前 任意 城 上 的 线性 代数 奉 ( 0. [6]). 对 于 下 等 
特征 的 域 ，Lie 代数 的 方法 效果 不 大 ， 于 是 自然 产生 了 
用 代数 几 合 方法 对 于 线性 代数 群 做 整体 研究 的 需要 . 
A. Волі 为 对 线性 代 赦 群 进行 整体 研究 莫 定 了 基础 ( М. 
[2))， 此 后 线性 代数 群 的 是 论 获得 了 一 种 严 亲 有 序 的 
形式 ( 见 [8])， 线性 代数 群 的 主要 丫 题 之 一 是 线性 民 
数 群 的 同 构 分 类 问题 ， 因 为 任 一 线性 代数 群 都 有 一 个 
极 大 连通 可 解 正规 子 祥 Н, ВЕ G/ H 是 一 个 半 
单 的 线性 代数 群 ， 所 以 在 其 种 程度 上 分 类 问题 可 以 简 
化 成 两 种 类 型 的 线性 代数 群 的 分 类 : 六 单 的 和 可 解 的 ， 
线性 代数 群 理论 的 主要 结果 之 .是 Chevalley 对 于 任意 
特 引 的 代数 寺 闭 域 上 的 连通 半 单 线性 代数 群 共 分 类 ( W, 
[7], [17]). 这 个 分 类 类 似 于 复 半 单 Lie 代数 的 Car - 
tan-Kiling 分 类 ( 见 半 单 Lie 代数 ，(Lic aigebra, 
semi -simple )) . Chevallsy 的 分 类 基于 如 下 事实 : 在- 、 
个 半 单 代数 群 中 可 以 构造 出 Cartan - Killing 理论 中 各 要 
未 的 类 似 物 ， 即 Cartan 8 (Cartan subgroup )， 根 
等 等 ，Borel +ë ( Вог] subgroup ) 和 极 大 环 面 ( 见 伐 
数 环 面 (algebraic torvs }) 起 了 重要 的 作用 . 

设 G 是 一 个 半 单 线性 代数 群 ( 见 半 单 代数 群 (semi- 
simple algebraic goup)), T 8— B KARI, Nç (TD 
Ж ТЖ G 中 的 正规 化 子 ( T SEBJIESMKE- ( norma- 
асг of а subset)), 而 Nç (T)/T Ë G W Ме EE 
(Weyl goup)， 环 面 了 仅 包含 在 G 的 有 限 多 个 Borel 
子 群 中 ,而 Nó (T) ЖЖ ЫЕ ИНЕШ ах 
те. 可 以 构造 一 个 从 域 的 加 法 群 到 (包含 ТЮ) 
Borel 子 群 的 单 同 态 ， 使 之 起 根 的 作用 . 利用 Baat 分 
解 《Bruhat decomposition ) Ж. ТЕЗ ТЕЁ Ж 
系统 可 对 群 G 进行 完全 分 类 ， 糙 其 确定 到 可 构 ( h. 
11], [7], [17]). ЖАК Ж #4 Ж3ЕЖК Ж ++ 
的 特征 ， 从 而 与 复 半 单 代数 群 的 分 类 相 一 致 

对 于 定义 在 一 个 非 代数 封闭 域 k 上 的 半 单 线性 代 
数 群 作 k 同 构 分 类 要 复杂 得 多 ， 它 本 质 上 要 依赖 于 域 
k， 量 化 为 对 于 代数 群 的 д 形式 的 分 类 【 见 代数 群 的 形 
式 ( form of an algebmic group))， 定 义 在 大 的 一 个 代 
数 闭 包 КЕККЕ С, Ж k 形式 的 集合 与 一 维 
Galois 上 同调 (Galois cohomology ) 的 集合 H'(k, Аш 
(6)) 成 一 一 对 上 应， 其 中 Aut( G) 为 G 的 自 同 构 群 .在 
扩张 К/К 的 Galois 群 ( Galos group) 已 知 (例如 大 
为 实数 域 或 有 限 域 ) 的 情况 下 ， 这 个 对 应 给 出 了 关于 
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G 前 形式 的 有 登 义 的 信息 . 但 是 目前 ( 1989) 这 个 深刻 
的 问题 还 远 未 得 到 解决 ， 主 要 的 困难 在 于 研究 半 单 线 
性 代数 群 的 上 结构 . 

ЖЕЕ КОЮН Е, ӨХ k 分 虱 环 面 起 了 类 
似 于 代数 封闭 域 上 的 群 G 中 极 大 代数 环 面 的 作用 . k 
分 虱 环 面 《K-split torus) 是 这 样 一 个 坏 面 ， 它 k FLW 
于 二 个 定义 在 k БАЯН GL (1 ) 的 直 积 ，C is 
КЕШЕ ЕА G, 的 元 南 作 用 下 互相 共 
Ж. ПЕ ОУ G 的 大 秩 (K-rank )( 记 做 mnk, С). 
如 果 rak,G > 0, B G 称 为 是 上 迷 疝 的 (K- 
isotppic)， 否 则 称 为 是 & 非 迷 癌 的 (k'ankotropic). 
半 单 群 G 是 上 迷 向 的 ， 当 目 仅 当 б. 包含 异 于 单位 元 
的 每 各 元 对 于 一 个 单 的 单 连 首 群 G 有 Kneser - Tits 
假设 ( Knoser -Tits hypothesis ): 如 果 rank, G > 0， 则 
Gs 出 竹 和 元 生成 ( 见 113]]， 一 般 地 这 已 被 证 明 不 成 
立 ( 见 [16])， 在 大 为 任意 域 时 、 代 从 Воі 子 群 起 作 
用 的 是 家 小 抛物 k 子 群 ， 这 是 一 个 定义 在 天 上 的 G 的 
Ë Вох] 子 群 的 极 小 子 群 ， 可 以 在 G 中 定义 关 末 一 
个 极 大 大 分裂 环 面 的 根系 以 及 相应 的 Weyl 群 ( 见 [3 ]). 
如 果 G 有 一 个 上 分 虱 的 极 大 环 面 ， 则 这 些 结构 要 素 
ЖЕЙ k 并且 确定 群 到 k 同 构 ， 具 有 上 分裂 极 
大 环 面 的 群 称 为 k 分 型 的 (k-split ) 或 者 称 为 Chevalley 
群 (Chevallkey group ). Chevalley 关于 代数 封闭 域 上 半 
单 群 的 分 类 可 推广 至 k 分 裂 群 。Chevalley 证 明了 任意 
半 单 群 都 有 一 个 分 裂 的 КОЙ (MEET "Z 上 的 
形式 "， 见 [7?], [14]). 

ТЕ — ИЙНЕ. Во! 和 Tis ([3]) 证 明了 存在 群 
G, 的 Bruhat 分 解 的 类 似 物 ， 其 中 Borel 子 群 的 作用 
被 极 小 抛物 k 子 群 的 上 有 理 点 群 所 代替 这 使 得 有 可 
能 将 具有 正 k 秩 前 半 单 线性 代数 群 的 分 类 在 很 大 程度 
上 化 成 对 k É 0 的 半 单 群 的 分 类 ， 即 化 为 对 k 非 迷 
向 群 的 分 类 ， 换言之， 在 & 同 构 意义 下 ， 半 单 群 G 由 
其 在 上 的 代数 闭 包 上 的 同 构 类 ，、 它 的 上 指数 以 及 半 
单 k 非 迷 向 核 {anisotropic kernel) 所 确定 ( 见 [9]). 
在 有 些 情形 已 经 有 可 能 获得 k 非 迷 疝 半 单 群 的 分 关 。 
例如 在 一 个 有 限 城 上 ， 不 存在 非 迷 向 的 半 单 群 ， 而 对 于 
一 大 类 局 部 域 已 经 证 明 ( 见 [15J); 每 个 非 迷 向 
单线 性 代数 群 G 都 是 A, 型 的 一 个 内 形式 ， 即 在 单 连 
通 情况 时 Gi 同 构 于 8101.0), ЖР D 为 上 上 有 有限 
次 的 体 . 这 些 结论 的 基础 是 Tis Ж (Tis system ) 的 概 
念 ， 它 是 经 典 情况 时 Bruhat 分 解 的 深刻 的 公理 化 推广 
(9013р. 

在 其 他 一 般 性 的 结论 中 值得 一 提 的 是 Grolhendeck 
的 结果 : 定义 在 天 上 的 线性 代数 群 具 有 定义 在 k 上 的 
极 大 环 面 ， 上 上 的 连通 可 约 线性 代数 群 作 为 一个 代数 
# k 上 是 单 有 理 的 ( 见 [1], [10], [ 12]) 

如 果 G 定义 在 一 个 代数 数 域 或 者 一 个 一 元 代数 函 
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数 域 上 、 则 产生 关于 G 的 算 不 性 质 的 问题 ， 对 于 它 的 
研究 是 线性 代数 群 算术 尘 论 的 课题 ( 见 线性 代数 群 的 
算术 理论 【linear algebraic groups. arithmetic theory 
оғ), [12])， 
线性 代数 群 的 思想 和 技巧 已 经 被 用 于 研究 任意 线 
性 群 ， 民 出 了 线性 群 理论 中 的 基本 方法 之 -`( 见 1 11]) 
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线性 代数 群 的 算术 理论 [linear algebraic groups , arithme- 
Ж theory of; линейных алгебранческих груши ариф- 
метическая теория ] 

研究 线性 代数 群 (linear algebraic group ) 的 算术 性 
质 的 理 沦 ， 这 些 群 通常 是 定义 在 整体 域 (global field ) 
ЕЙ. 

线性 代数 群 的 算术 理论 中 最 主要 的 研究 课题 之 一 
大 一 个 代数 群 G 的 算术 子 群 ( 匈 算术 群 《anthmetic gro- 
由 ,而 主要 的 技术 手 鼎 之 一 是 阿 代 尔 (adale) 群 G, 
在 G, 土 可 以 自然 地 定义 一 个 测度 ， 称 作 玉河 测度 ( Ta- 
тараза measure }， 这 里 出 现 的 首要 问题 之 一 是 ; G, X: 
ТЖВ ТЕ G 的 商 空间 的 体积 在 什么 时 候 是 有 限 
的 ? 这 个 问题 的 完整 的 答案 是 由 А. Borcl 得 到 的 .由 
此 即 知 对 于 半 单 群 而 言 6 / G, 的 体积 总 是 有 限 的 .在 
这 个 问题 解决 之 前 已 有 算术 群 的 约 化 理论 (名 [5],[6]) . 

应 用 关于 主 阿 代 尔 子 群 的 约 化 理论 可 以 在 许多 铺 
形 下 计算 Gy б, 的 体积 ， 此 体积 称 为 群 с Р Е 
{Tamagawa mumber) ， 例 如 ， 对 于 正 交 群 G， 其 玉河 数 
r(G)= 2， 这 实际 上 等 价 于 二 次 型 的 解析 理论 中 的 基 
本 结果 【 见 [1])， 对 于 算术 代数 群 的 结构 的 研究 〔( 始 
于 [5]) 后 来 在 许多 不 同 的 方向 上 发 展 . 首先 应 该 提 及 
的 是 关于 同 余 问题 (congmence problem ) 2295 
要 大 性 的 问题 以 及 算术 群 的 亏 格 问题 的 研究 . 

在 线性 代数 群 的 算术 理论 的 所 有 基本 问题 中 ， 通 
近 定 理 起 着 基本 的 作用 ， 它 把 定义 在 整体 城 上 的 代数 
群 的 算术 性 质 的 研究 简化 为 定义 在 局 部 域 上 的 代数 群 
的 算术 性 质 的 研究 . 代数 样 中 的 强逼 近 问 题 ( problem 
of strong approximation) ЖА ЖЖЖЖ Ж. КА- 
问题 的 内 容 如 下 : S V = (о) k 09 ЖЮ 
Ж б. АЕ КЭТ b 的 完全 化 ，O, 是 k, rb G ЖС 
Ж, XQ D.E O, МИн KE. 对 十 任 一 有 限 子 集 
ЗСУ, Gs 表示 С.Р оН o 分量 才 等 于 
怀 等 元 的 元 索 构 成 的 子 群 .问题 是 : НАВОТ 


= G, (З едЕ G, 的 拓扑 下 的 闭 包 )? 如 果 
S оо (оё КЕШ Archimedes 范 的 集合 )， 则 此 问 
起 可 以 等 价 地 表述 如 下 :， 对 任 一 v.$S(i= 1,…,n)， 
任 一 a, G,, D RF m. ， 什 么 时 候 同 余 式 组 


x = a, (moda) 


在 人 由 有 满 忠 下 面条 性 的 解 :对 于 we оов, р, 
хеб„. 

M. Fichler ([13]) 解决 了 关于 群 SL(n, D) 的 强 
通 近 问题 ， 这 里 的 D 是 有 限 k 秩 的 除 环 (skew -field ) 
此 后 ，M .Knescr，G .Shimura 和 入 .Wei( 见 [4]) #f 
究 了 这 个 问题 的 若干 特殊 情形 .关于 数 域 上 的 典型 群 的 
强 盘 近 问 题 已 经 解决 还 发 现 了 一 般 铺 形 下 这 个 问题 有 
肯定 答案 的 必要 条 件 、 即 : a) G 作为 代数 群 必须 是 单 
连通 的 ， 和 Tb) 如果 F 是 G 的 半音 部 分 的 任 一 单 分 支 ， 
则 F, 必须 是 韭 紧 的 .对 于 函数 域 这 些 条 件 的 必要 性 已 
被 征明 (| 14))， 最后， 条 件 а) 和 b) 在 数 域 和 函数 域 
上 的 充分 性 亦 被 证 明 {([7]， 亦 见 [16]) ， 这 给 出 了 强 
打 近 问题 的 完全 的 解 等 ， 该 证 其 方法 的 基 珊 是 把 这 个 癌 
题 归结 为 证 明 关 于 局 部 域 上 的 单 连通 群 的 结构 的 Kneser- 
Тиз 假设 ( Kneser -Tits hypothess);: ШЖ G Ж k, ў 
的 单 连通 群 的 k, ЖИР. B| G, 由 敌 单 元 生成 ， 或 等 价 
№, G, 关于 它 的 中 心 的 商 群 芋 抽 象 意义 下 的 单 群 . 作 
为 强 遥 近 定 悍 的 最 简 音 的 应 用 ， 人 和 们 得 到 了 下 述 事实 : 
设 G X S= c ДЕЛЕ, 令 O 是 上 的 整 
хи. MM 

G, = [9 
这 说 明 Ge 的 算术 在 很 大 程度 上 被 它 的 局 部 分 量 G, 
的 算术 所 决定 - 

在 线性 代数 群 的 算术 埋 论 中 和 强 通 近 同 样 起 着 重 
要 作用 的 是 … 个 代数 群 G 关 于 $ 的 弱 通 近 ( weak аррг- 
oximation ) 性 质 ， 它 的 内 容 是 : 在 典范 投射 G， > Gs 下 
G, 的 像 在 б, Р. Ж ЕЕЕ R f ЖОНЕ 
质 . 另 一 方面 ， 符 在 不 具有 弱 通 近 性 质 的 半 单 铬 和 代 
数 环 面 的 例子 ( 见 [11],[2))， 然 而 ， 对 于 广泛 的 一 类 
ЗРАД ВЕ, Е ЗЕ ЕВЕР, ЕЕ 
满足 的 { [12]). 如 果 忆 是 一 个 代数 环 而 (algebraic torus) , 
并 且 对 于 每 个 ve5,， G6 在 起 ,的 某 个 疑 环 扩张 下 分 
型 ， 则 GG 关于 5 具有 器 允 近 性 质 . 在 某 些 情形 下 ， 对 于 
任意 域 上 的 代数 群 ， 此 性 质 是 成 立 的 【 见 [11]). 有 
一 个 猜想 ( 见 []1]): 群 SL(n, D) 满足 弱 通 近 性 质 ， 
其 中 D 是 任 一 无 限 域 k 上 的 有 限 k 秩 的 体 . 但 是 ， 
约 化 K 理论 的 发 展 已 导致 否定 的 答案 ( 见 [15]): 群 
SL tn, D) 与 弱 通 近 的 篇 莽 下 以 任意 大 . 

在 线性 代数 群 的 算术 理论 中 ， 上 上 同调 方法 ， 特 别 
是 Hasse 原理 ( Hasse principle ) 起 着 重要 的 作用 ( W. 
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Саі 上 同调 (Galos cohomology }). 
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САРЕ ХРАМ ЁЁ G 都 已 计算 了 Tamagawa 数 

(Tamagawa number)， 特 别 地 ，Weil 猜想 的 :如果 G 

是 单 连通 的 ， 则 +{G) = 1, 已 被 证 明 是 下 者 的 . 
ЖЖ Е Шит 校 


二 面 角 的 直线 角 [linear аде of а dihedral апре; линей- 
ный угол] 

从 二 面 角 (dihedral апре) 的 楼 上 一 点 出 发 、 处 于 
两 半 面 上 的 棱 的 垂 线 之 问 的 来 角 . 
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【 补 注 了 
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线性 边 值 问题 [linear boundary value problem ; линейная 
краевая задача} 
ЖОШ: 在 变量 х= (xi，… 
中 确定 线性 微分 方程 
(Lu)(x)= f(x), xED 
在 此 区 域 的 边界 5 {或 其 一 部 分 上 ) 满足 线性 边界 条 什 


(Ви)(у) = p(y), yes 


м) 的 区 域 D 


їйї. 

亦 见 边 值 问题 ， 常 微分 方程 (boundary value pro- 
Шет, ordinary differential equatons }， 边 值 问题 ， 偏 微 
分 方程 {boundary value problem，partial differential 
equations ). А. П. Соллатов ЖФ у 详 
线性 边 值 问题 ， 数 值 方法 [liar bowndary value prob- 
Лат, numerical methods ; линейная краевая задача, чи- 
еленные методы решения ] 

能 够 获得 线性 边 值 问题 ( linear boundary value pro - 
blem ) 在 网 格 点 上 列表 形式 的 近似 解 之 值 的 方法 ， 这 
种 方法 并 不 使 用 关于 解 的 表达 式 所 提供 的 信息 ， 在 这 
些 方 法 的 有 关 理论 中 ， 一 般 假设 原来 问题 的 解 总 是 存 
在 而 且 有 充分 多 次 导数 . 因为 省 略 另 外 一 些 恨 定 会 导 
致 数值 方法 在 普 渔 性 方面 存在 差异 . 

由 网 格 近 似 葵 代 原 来 的 方程 组 对 求解 钱 性 边 什 问 
是 的 数 秆 方法 来 讲 是 最 基本 航 ， 在 积分 - 微分 方程 情 
况 下 ， 这 种 温 近 一 般 痢 是 使 用 差分 格式 和 求 积 公式 . 
于 是 产生 了 如 下 问题 : 

1. 在 网 格 加 密 条 件 下 ， 如 何 使 网 格 癌 题 的 准确 解 
很 快 地 收敛 到 原来 间 题 的 解 ? 

2， 网 格 同 题 的 解 对 于 初始 数据 的 改变 敏感 性 如 
何 ? 

3. 至少 是 在 近似 的 意义 下 如 何 求解 网 格 问题 ? 

为 了 解决 第 一 和 第 二 个 问题 需要 下 面 的 准备 知 
А. 假定 在 闭 区 域 D 上 纵 出 了 方程 

Lu= f, (D 

而 区 域 的 边界 Гн T, 组 成 ， 在 工 上 给 出 了 边界 条 
fr 

а= Фф, ЖОГ, 上, i=],…,s. (2) 

ХШ! ЭНЕНЕ /和 o, 分 别 属于 赋 范 线性 空间 F 


各 中,， 线 性 算 子 L 和 1, 将 D 中 连续 函数 的 赋 范 线 
性 空间 U 的 某 线 性 子 集 多 分 别 变换 到 下 和 中 ，. 


很 设 为 了 逼近 【1) 选取 网 格 p, 和 ptc p, = 

们 依赖 于 一 个 正 参数 h， 由 函数 u, 和 F, 组 成 的 冉 
范 线性 空间 U, 和 F, 分 别 定义 在 网 烙 D; 和 DI 的 
网 格 点 上 ， 而 甩 线 性 算 子 L, 将 О, Т8) F.. 为 
了 通 近 边界 条 件 (2). ЖЫ гсг, ШХА 
жг. 上 点 的 函数 р 形成 一 个 线性 赋 范 空间 中 
种 把 U, 变换 到 中 的 线性 算 子 1 进一步， 选取 
线性 算 子 P, p., BU F 和 p, 变换 到 F, А 
中 ,结果 得 到 了 原来 问题 (1) ，(2) 的 网 属 通 近 
( grid approximation ) 
L,u, = Р, (3) 


lan r= Bag， 在 Two 上 =1 s, (4) 


Ж [и], {/},. (0,7. 分 别 表示 网 格 D,., DY. Г„ 
上 属于 О, F, Ф, 的 函数 u, f, е, 的 迹 ( 限 制 )， 这 
Fen e E и, 对 原来 问题 的 解 4 3 h 一 0 
MW ВНЕ ЈАВИ, МЮ КЖ i U, F, Ф, 中 相 
АКЕ, М, МЕТА и. /, g,， 下 列 极 限 关系 
ЖУ: 
ПОЛЬ ОДРА 
еы, ~ lol... 
如 果 не, feF, р,еФ,, ШЖ 
200) “1 [и],— {Би}, t+ Pf „+ 
+ ир ар 
^ 
+1р„ф,—{,} 
称 为 问题 (3) ，(4) 对 问题 1) (2) ШИЕ 
(error of арргохітайоп). 如 果 и 是 问题 (1)， 
(2) 的 解 ， 则 量 
е0) = Lil] = P. fl, + 
ВПО 
ЕКОЕ. ШЖ h > O I Z(h) -> 0 
《或 p( > 0) 则 称 问题 (3)，(4) ИТИЙ 
(1), (2) (或 者 关于 解 ú B E). Z (h) (或 
p(h)) 的 最 低 阶 数 称 为 逼近 阶 (order of approxima - 
ton) 【或 关于 解 и ВОВ). 
例如 ， 考 虑 热传导 方程 ( heat equation ) МИЙ. 
在 区 域 D(x 20,120) 来 解 方程 (1) ,其 中 


Жа T, (t= 0, x20) 上 给 出 了 初始 条 件 1и 
1(x)， 在 半 线 r.,(x=0,t2>0) 上 给 出 了 边界 条 件 
lu=g,(t, ЖР au =u,l,u = = H o,(0)= 
Ф,(0). Ж F 为 连续 函数 (е, x) 的 空间 ， 范 数 定义 


LINEAR BOUNDARY VALUE PROBLEM, NUMERICAL METHODS 467 


为 
Ifl, = оре. х)|. 
5 


j b, Ж 四; 为 连续 函数 o (x) 利 ф(х) 的 空间 
其 范 数 分 别 出 下 式 定义 


Кеа, = зир Ге (х) Ж Пе о, = supl ф›(#)| 
| ; 


ИЖ U 与 下 重合 ,最 W ЛИЕШ us U 的 具有 DIN 
连续 偏 导数 01/01, ди/дх, ди јох Е. e 
D, 为 点 集 (пт, mh), пе0, 1， , m= 一 1, 0, 

СВЕ О сега) 使 
цан бт 0. 集合 ронак (и +172), 
mh), п= 0,1,7: ме 0, 1,57. ЖЕ, # U, р 
其 有 以 下 相 容 范 数 的 网 格 函数 5, (с, x) 和 u(t, x) 
的 空间 


Illa = зир1/, (т, DR Mus ho, 
算 子 L, 出 上 面 关系 定义 


= suplus(t, х). 
P. 


ыз» д = [+] + 


1 
[lt zj -二 СЕ + ‚х+А]+ 


tt 


一 ma СЕ 1-х А] u [r +, + 
+u, [一 фоси} 
今 
чө 


ЕЕ Ра, х) Í ла, pa]. 


对 于 初始 条 件 的 逼近 ， 取 网 格 Fn 由 点 (0, mh) 组 


成 , m= 二 0, 1,…， 网 格 函 数 9 1,(x) 组 成 的 空间 
Ф 其 有 相 容 范 数 

To lo = зире OF 
Н 


Пум (х) = ut0, x), раф. 


{ра 


ЖАИЗ Т, 取 网 格 Г, 由 点 (nt, 0) 8 
成 ，m 二 1， 2，…; БН о, (z) 组 成 的 空间 Ф, 
具有 相 容 范 数 


АРЫ supl ФС); 


ИТІ. 定义 为 


1 


Ei 
而 算 子 КИИ 于 是 
z()= IL lu] (ар 
“usta (ыны, 


且 当 上 -> 0] z(h) > 0. 假如 对 W E NR OE 
多 一 些 的 函数 ue5 的 集合 ， 除 以 上 提 到 的 ， 若 在 p 
内 的 偏 导 数 ?wj8t 和 д'и/дх* 有 界 ， 则 对 于 
r= h 可 得 到 二 阶 精度 的 带 近 ， 
网 格 问题 
и, = f. (3) 
1и, = ф„, ЖТ, + (47) 


оуб (меш -ровва), ЗТЯ) РЭУ А 下列 
ЕРЕ ВЕЕ: 对 于 任意 给 定 的 函数 ЕГ, фае 
Фи 问题 是 可 解 的 ， 而 县 存在 岁 {4)， 它 与 А ЖЖ. 

随 д 一 起 志向 于 零 ， 并 对 尾 何 函数 yss U, 使 得 


ГАК Ўы.) (5) 


еВ РИЧЕ Б 一致 地 依赖 于 
给 定西 数 ， 网 格 同 题 的 适 定 是 其 解 对 计算 过 程 中 会 人 
误差 的 引入 不 怎么 敏感 的 一 个 必要 条 件 . 1А и 是 
(1), (2) ЖЖ, ШЕМ (37), (4°) 是 适 定 的 ， 
那么 

їн, = Гаа S #(oe(h)). (6) 


而 且 ， 如 果 问 题 (3), (4) ЖШ (1). (2) 的 
解 ， 则 有 


Па, = [sa] la 0, 3 h— 0. 


若 范 数 相 容 性 条 件 ，z(4) — 0 和 条 件 (5) 满足 ， 则 
当 取 u, = [u], 并 在 (5) 中 令 h — 0 而 取 极 限 ， 可 
得 不 等 式 


lu ООС „] (7) 


它 对 任意 函数 иє 者 成立， 这样 ， 为 了 研究 形 为 
(1), (2) 的 边 值 问题 是 否 适 定 ， 可 按 下 而 作法 进 
行 : 首先 得 到 估计 式 (5) ， 然 后 从 它 估计 《7) . 应 
用 (5) 式 这 种 类 型 的 合计 ， 常 常 能 够 证 明 ， 作 为 
h — 0 时 网 格 逼近 的 极限 ， 问 题 (1 ) (2) 的 解 u 存 
在 - 

为 使 求解 问题 [1) ，{2) 的 近似 解 问 题 有 一 个 彻 
底 的 解决 ， 需 要 构造 共有 含 人 稳定 性 的 求解 (3) ， 
СФ) 的 一 个 准确 或 近似 的 解法. 研究 稳定 性 使 用 算法 
的 闭 包 ( closure of a computational algorithm ) 的 概念 
是 有 益 的 . 在 上 面 的 例子 里 可 使 用 关于 变量 4 的 追赶 
法 来 求解 方程 ， 
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估计 网 格 方法 误差 的 (6) 式 有 一 个 缺点 、 在 西数 
W (¿) ае ОНИЕ и 的 各 防 导 数 一 般 都 存在 . 
在 z 些 慑 数 作 先 验 估计 《 即 ， 在 给 出 
问题 订 作 信 计 )， 和 但 这 类 估计 一 股 都 很 粗糙 . 
还 [为 精 贿 的 估计 ， 基 中 导数 被 近似 解 u, 
前 老 商 世代 ， 网 格 方法 误差 的 实用 个 计 方法 主要 采用 
下 述 办 法 实施 : 对 省 不 由 辣 的 h 重复 地 求解 问题 
(3). (4). ， 并 用 继 而 分 离 出 形 为 天 [=], 的 误差 的 主 
要 部 分 ， 其 中 у 为 误 莽 的 己 知 坡 小 阶 数 ， 于 是 ， 若 得 
到 了 渐 近 关 系 式 

llu], Hr ТЕ] ооа). 


[h Жк 
uit шин ятан w s 的 导数 的 2 的 方 
程 .这 样 就 能 在 解 完 原 来 的 问题 之 后 可 在 一 个 较 和 的 
И КИЖИ = 的 方程 ， 获 得 主要 误差 项 并 加 
到 近似 解 1 上， 以 此 实现 精密 化 
在 某 些 情形 个 ， 在 求解 问题 (1) ，(2) 的 变 分 或 
投影 方 技 中 频 用 坐标 丙 数 的 特殊 选取 作法 ， 可 以 得 到 
形 为 (3) ，(4) 的 方程 ， 它 们 陈 保 证 了 古典 解 也 包括 
Гак. жунли ино зея ног 
ДИ finite -element method ) ， 它 对 网 格 的 选取 有 很 人 
ЭИК. ， 通 过 对 于 节点 的 适当 安排 ， 只 月 少量 网 格 节 
点 就 能 获得 上 所 需 的 计算 精度 . 
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线性 典型 群 [ linear classical group; лнпейная классичес- 
кая груша ] 

体 上 有限 维 向 量 空间 ( vector space ) Е йе dkay 
ЕА 45800. ПЖ АЕ — АНЕ ( classical 
group) ( 亦 见 线性 群 (linear вгоцр)). ЕТ 
于 要 的 几 种 类 型 如 下 : 一 般 线性 群 ( general linear gro- 
up) GL, (К), КЕ Е Е (specil linear group) 
SL,(K) 和 国 群 (unitary group ) U, (K, f) (rh n = 
йтЕ, f Ë É F— КОАО Hermite 或 者 
Ф Hermif 形式 }， 当 K he etek. ШШЕ 
的 情况 有 : 辛 群 (symplectic group ) Sp, (К) 和 正 交 群 
(orihogonal group)O,( 兵 , f) (tF f ЖМ E 上 的 一 
-次 型 ，& 的 特征 不 等 于 2). В.Л. Попов # 


ПЕ 
参考 文献 
[BI] 华罗庚 ， 万 肯 先 ， 典 型 群 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
1963 
[B2] Z. Wan. Geometry of classical groups owr finite 


Ficlds . Studentlitteratur , Lund , 1992 
F ДЖ EB) t 
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线性 闭 包 [linear closure ; линейное замыкание ] 
线性 包 (linear Dug ) 的 闭 包 . 


线性 联络 [linear соппесйоп;линейная евазность] 

D82838 М bist qes м кудаа 
( affine connection) НЗС Lal eh. zl 
仿 射 联络 ， 可 定义 癌 量 的 平行 移动 ( paralki displace- 
ment), 从 而 对 M БЕЯ L(x. x.) 能 够 定义 切 
ЗВ ЖЕНИ T (М) ~ T. (M). £ Š FK E X 
TF, M 上 一 个 仿 射 联络 确定 一 个 线性 联络 ， 从 而 所 
有 仅 依赖 于 向 量 (或 更 一 般 的 张 量 ) 的 平移 的 概念 和 
结构 都 可 转移 到 线性 联络 上 去 .MM 上 一 个 线性 联 
络 是 切 室 间 T. (M )(xe M) 的 标 架 主 欠 B(M) 上 的 
联络 ， 鞭 出 下 列 二 种 等 价 方式 之 一 来 定义 : 

人) 出 联络 对 象 定义 、 它 们 在 局 部 坐标 域 的 
Зе БАТА В а: 
дх' ax Ox  ， Dx’ дх 
ди бу! 0х ls gw" Ox 

(2) ЗА ВОМ) ЫМ 1 形式 矩阵 о ж 
Ж. ЕЕЕ Т ЕШМ ЯСЕ, 2030 

ао + A wt = О 
可 表达 为 如 下 形状 : 
Q= + Ria хк A dx; 

63) 由 共 变 微分 《covariant differentiation ) 的 双 线 性 
算 子 V 定义 、 它 使 M БЕРЕ Х,У 对 应 于 第 
三 个 向 量 场 V. X, JEE R Wm F tE: 

У(Х) (Yf) X+ fv, x, 
Vir X= fv: X. 
其 中 了 是 M 上 光滑 函数 

M 上 每 个 线性 联络 唯一 地 人 确定 一 个 与 它 典范 关联 
的 M 上 的 仿 射 联络 . тан M 上 任何 曲线 А (х, 
х) 的 展开 来 确定 . 为 了 得 到 这 个 展开 ， 首 先 必须 
йж n= dim M 个 线性 独立 的 沿 上 的 平行 向 量 场 
着 ， 革 ,然后 用 它们 来 表示 L 的 切 向 量 场 

х0) = pC XD), 
BEF T. (M) 中 求 微分 方程 
(0) = pL KCO) 


满足 初始 和 茶 件 x (0) = 0 的 解 xf0， 企 工 的 任 一 点 
xy 切 仿 射 字 间 的 仿 射 映射 


(A.),, — (A... 


Tas 


就 由 标 册 映射 
xD] + Uy, Х,00)) 


所 确定 ， 其 中 хоу, = x(r). 

利用 它们 之 问 的 “一 对 应 ， 一 个 线 隆 联络 常 恒 同 
工 与 它 典 范 关联 的 仿 射 联络 

ЛА НЕЕ Е ПУМА А л: Хх В 
Дон Л В. Ё В AF282. х, 型 х, ЕВЕ 
光滑 曲线 三 伴随 一 个 作为 向 量 空间 前 纤维 z-'(xn) 到 
纤维 x '( x。) МЕНИ. ЖУ ЖШ 上 的 平行 移动 
( parallel dispiacement ). 线性 联络 被 给 定向 量 从 之 纤维 的 
ИЖА P 上 的 水 平分 布 (horizontal distribution) 所 
确定 ， 在 分 析 上 ， 线 性 联络 可 由 P 上 的 1 形式 拭 阵 
© RER, Ита, Вс (k 是 纤维 的 维 数 )， 使 
得 2 形式 

do + 

是 半 基 前 《semi-basic)、 即 在 B ЕТЕЙ ЖЯ 
(2 下 它们 可 表达 为 旭 下 尼 状 : 


ай Вла. 


ША. ЖЛЕ P БАЛТ oP = 0 所 确定 . 
2 形式 ОЈ ИТК (curvature forms ). 根 据 和 乐 
定理 , 它们 确定 了 线性 联络 的 和 乐 群 (holonomy group ). 


的 一 给 定点 y 出 发 的 水 平 昌 线 的 切 向 重 作成 一 个 T. (E) 
的 向 量子 空间 A, ;线性 联络 就 被 水 平分 布 《 horizontal 
distnbution ) д:у1- A, 所 确定 . 
参考 文献 
[11 Lichnerowicz , А .. Global theory of connections and hol- 
onomy groups .Noorihof , 1976 
12] Kobayash , 5. and Мопшд\, K ,Foundations of diffenen- 
tial geometry , | , Intenscienoe , 1963 
Ю.Г. Лумисте 3 
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参考 文献 
[A1] Lang. $.. ntroduction to dfferentiable manifokis, 
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线性 相关 [Hnear dependence ; линейная зависимость] 
见 线性 无 关 (linear independence). 


Banach 空间 中 的 线性 微分 方程 [iear differential equa - 
tion in a Barach space ; лкнейное днфференциялькое 
уравнение в банлховом пространстве] 
ШАЛ 

А„()й = A,(t)u + g(t) 1) 
的 方程 ， 其 中 对 每 个 1 AGO 和 А (т) А Banach 空 
间 (Banach space ) Е 中 的 线性 算 子 ， 而 у(:) ЖЕ 
的 函数 ，w(t) 十 未 知 函数 ， 它 们 都 取 值 于 E; 导数 
à 埋 解 成 差 商 关 于 E 的 模 的 极限 ， 
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1. 具有 有 界 算 子 的 线性 微分 方程 .假定 对 每 个 1， 
AGO ЖА (0) 是 作用 十 E ACT. ФАТ 
+. Аи) ДЯН, ML (1) 可 以 解 出 导数 ， 且 
ой 

ñ= A(t)u + а), (2) 
其 中 AG) 是 E F04 39 Г. 5 Ñ иг) АЖ 
RT ЕЙНЕК. ЖЕ К A(1) 和 f(1) 是 连续 的 (或 
更 一 般 地 ， 在 每 个 有 限 区 间 上 是 可 测 的 和 可 积 的 )， 
则 对 任意 useE, Cavchy 问题 (Cauchy problem ) 

= A(tO)u,u(s)= us (3) 

的 解 存在 ， 且 出 公式 

u(t)= U(t.s)u, 
给 出 ， 其 中 


U(t,s)= I+ [AG + 


+ расава, (4) 
为 方程 à = A(t)u 的 发 展 算 子 (evolution operator) . 
方 理 (2) 的 Cauchy 问题 的 解 由 公式 
ua 人 (DO U(t. Ju + | UG fn)dr 
确定 ， 由 (4) 得 到 信 计 。 ， 
Посе, з) «ер {Пасо (5) 
Tm as 
ОПЕ ij, (de), (5 
其 中 r. (r) 是 算 于 4 (Ga) ЮЖ (spectral ra- 
dhs ) ， 发 展 算 子 具有 性 质 
005, з) = 1, UG UG 5) UG. з), 
би, 0) = 100, 09] 

在 (2) ЁН РЕП ЕЕ JER PAEE ЖИЕ 
ЭЪ, ЖОР А (0) 和 /(r) 的 性 态 ,该 
方 吾 的 一 个 重要 特征 是 一 般 指数 (Beneral exponem) 
(或 奇异 指数 (singular exponent) ) 


Tm T andUGers,9)l. 


АЕ БИЖ! АЯ Ж 8 88 Эу E C: fr YH SE ЗЕ (ШШ 
Banach 空间 中 微分 方程 的 定性 理论 ( qualitative theory 
of differentia] equations їп Banach ѕрасеѕ)). 

方 各 (2) 也 可 在 复 平面 上 来 考虑 . 若 函 数 A(t) 
和 f(1) 在 含 点 的 单 连 通 区 域 中 是 全 纯 的 ， 则 在 


把 和 要 分 看 成 在 连接 s 和 АГК АОК РИД 
ў, 2003), (4), (5), (57) 仍 成 立 . 

另外 有 些 方程 出 现在 最 初 的 线性 方程 不 能 解 出 导 
数 双 情形 .如 果 除 去 一 点 ， 管 如 r= 0, ЖОТО А0) 
还 处 处 有 界 可 道 的 ， 则 在 空间 E 中 该 方程 就 化 为 形式 

а(гуй = AG(tu + f(ry, (6) 

其 中 а(!) ВАН а(0) = 0. 这 里 主要 集中 
于 研究 解 在 原点 的 一 个 邻 域 中 的 性 态 ， 分 别 考 虑 两 种 
情形 : 解析 和 非 解 析 情 形 . 

解析 情形 ， 对 于 食 常 值 算 -f л 的 最 简 方 各 

їй = Au, 
发 展 算 子 上 (1) = 001, 0) 其 有 形式 
ийу= е", 

НМ А: Ш ра Ж д НЫ]. Хш 
Ш ечи 

ЖЕДЕ Да тог 

ТЫР дее |а, (л) 
其 中 右边 的 级 数 在 原点 的 一 个 邻 域内 收 敏 如果 所 寺 
求 的 算 子 пг) 具有 级 数 形式 
по [ӯ ое]. 
Кын 


则 为 了 确定 系数 U, 4833840 
Аце род D, 
(49 09-0049 = 一 Ў дово, 
= 
k=1,2, 
为 使 此 方程 组 可 解 ， 即 为 使 (7) 形式 上 可 解 ， 只 党 算 
于 A) 和 AW -kf 的 谱 不 相交 【 见 算 子 谱 {spec - 


trum of an operator ) ) ， 或 等 价 地 ， 在 À) 的 谱 中 
不 存在 相 盖 整数 的 点 . 在 此 条 件 下 级 数 


фона 
作为 4(t) 的 级 数 在 零点 的 同一 邻 城中 收敛 . 现在 ， 


若 有 有 限 个 整数 ， 它 们 能 表示 成 4% 的 谱 点 之 差 , B. 
每 一 点 是 变换 


ИХ = AVX— ХА 
的 谱 的 扳 立 点 ， 则 有 下 列 堪 式 的 解 : 


шоў куша" |е, 0< |2 <у, 


ЯРО, Я Int 的 整 函数 ， 对 每 个 > 0， 它 满 
Аж 


er 
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По, (шо Сет. 


їп ЧА КЕ Е СЕК А, ДШИ 
U, 是 多 项 式 . 
在 非 正则 奇 点 的 情形 。 微 分 方程 


їй |Ë а= ш 
已 在 Banach 代数 © (П, {Е Banach 空间 E 上 的 
有 界 算 子 代数 ) 中 讨论 过 . 对 AU 作 某 些 限 制 ， 在 
СЖ А 33 钓 矩阵 代数 中 通过 Laplce 积分 可 把 这 个 
方 改 化 成 共有 正 刚 奇 点 (mm = 1) буЛ Ж. 
非 解析 情形 ， 假定 在 方程 
= A(t)u +f(), 0 <r<T 


中 函数 4(t) 和 f(1) 其 无 穷 次 可 微 的 . 在 有 限 维 情 
形 已 有 完整 结果 : 如 果 该 方程 有 吞 级 数 型 的 形式 解 ， 
则 在 [0, T] 上 存 耕 无 穷 次 可 微 的 解 ， 使 该 形式 级 数 为 
在 点 上 = 0 处 的 Taylor 级 数 .在 无 限 维 情形 ， 仅 有 
一 些 充分 条 件 保证 存在 无 穷 次 可 微 的 解 

假定 m > 1， 如 果 算 子 4(0) ЖИЛ БИЖ НП 
交 ， 则 存在 一 族 无 穷 次 可 微 的 解 ， 它 依赖 于 由 A{0) 
在 左 半 平 面 的 部 分 谱 所 确定 的 A(0) 的 不 变 子 空间 中 
的 任意 元 素 9 .在 该 族 中 的 任 一 解 在 [0，T] LE 
续 . 如 果 4(0) 的 谱 整 个 位 于 左 半 平面 ， 则 仅 有 一 个 
无 穷 次 可 微 解 ， 

假定 m= 1. 如 果 在 4(0) 的 溢 中 不 存在 负 整 
数 ， 则 有 唯一 的 无 穷 次 可 微 解 . 在 对 算 子 4(0) 的 类 
但 假定 下 ， 已 考虑 过 形 如 【6) 的 方程 .其 中 a(r) 和 
(t) 有 限 次 光滑 性 ， 解 也 有 间 样 的 光滑 性 . 

在 微分 方程 不 能 对 所 有 上 解 出 导数 的 情形 ， 例 如 
当 4 是 不 可 逆 的 常数 算 子 时， 情况 大 为 不 同 ， 假 定 
在 方程 


Aü = Ви (8) 


ЖИТ 4 和 B 在 空间 E 中 是 有 界 的 ， 且 A 为 不 可 
Ж гейш 算 子 ( Fredbolm operator) ， 假 定 算 子 
A+ B 对 充分 小 的 连续 可 逆 ， 那么 存在 直 和 分 能 
E=NÜ) + M 和 Е= М +M, 使 得 A 和 В 
将 ЛО 映射 到 NG 中 ,将 МО Вана MG 中 . 算 
子 4 在 мо Етп) мо Б. 子 空间 М? 
共有 限 维 的 (8) ОРГАНЕ Е МО РДА 
有 形式 еХ- Bt)uo， 其 中 有 是 4 М 上 的 
限制 ， 且 wosM 必 ， 对 于 非 齐 次 方程 Ай= Bu + 
Жа), н ут) 有 一 定 的 光滑 性 且 лос) 及 其 导数 的 
值 与 初 值 满 号 某 种 相 容 性 条 件 时 有 解 FO) 的 某 些 分 
ААЛИ ЧЕКТ КОШКЕН ИЛЕРИ Т А 
的 互相 伴 链 的 最 大 长 度 ， 若 满足 这 些 条 件 ， 则 Cau- 


chy 问题 的 解 基 唯 一 的 ， 

如 果 算 子 4+EB 对 所 有 是 不 可 逆 的 ， 则 
(8) 的 所 有 解 ，~ 般 说 来 ， 位 于 一 个 具有 无 穷 亏 量 的 
子 空间 中 (又 见 亏 子 空间 ( deficiency subspace ) ) . Ё 
的 Cauchy 问题 的 解 不 唯一 . ЧЕЛЕК Jr ЧӘР Ва ҖИ 
fO) 要 求 满足 无 穷 次 可 微 性 的 条 件 和 相 容 性 条 件 . 

2. 具有 无 界 算 子 的 线性 微分 方程 БЕ A (7) 
对 每 个 上 可 道 ， 使 (1 ) 可 解 出 导数 且 取 形式 


а= A(t)u + (г), (9) 


假定 这 里 的 4 人 t) 是 空间 E 中 的 无 界 算 子 ， 具 有 在 E 
s ye В ОА (г) 及 非 空 预 解 集 (resolvent 
жї), ЖЕ f{1) 是 给 定 的 函数 ， 且 и(:) жж 
数 ， 它 们 都 取 值 于 E(t). 

性 使 对 于 具有 无 办 算 子 的 最 简 方程 à= Ан, Cau- 
chy 问题 u (0) = u, 的 解 也 不 一 定 存在 ， 解 可 以 不 唯 
一 ， 及 不 可 扩张 到 整个 半 轴 ， 因 而 主要 的 研究 归结 为 
解 的 存在 竹 和 叭 一 生 问题 Зу й = Au 在 区 间 [0 , 
T] 上 的 解 罩 成 是 取 值 于 五 (4) 0, ТЕО, Т) 
ажна ， 有 时 这 个 定义 太 严 ， 而 引进 旨 角 
(weak solution) 概念 ， 这 是 在 (0, Т] 上 有 相同 性 
质 。 而 仅 在 0 处 连续 的 函数 . 

假定 算 子 4 对 所 有 充分 大 的 正 数 4 ЖЫ 


Коз, 4)= (4 ~— 1), 


Па дА, A)|= h< T. 


则 问题 
й= Au, u(0)= u, (10) 


的 弱 解 在 [0, Т-А] 上 是 唯一 的 ， 且 可 在 上 = Т-А 
处 出 现 分 支 . 车 请 = 0， 则 解 在 整个 半 轴 上 是 唯一 
的 .而 就 4 一 oo 时 R(A, A) 的 性 态 来 六 ， 这 个 断 
诸 是 正确 的 . 
如 果 对 每 个 ue D(A). 问题 (10) 在 [0, Т] 上 
有 连续 可 第 的 唯一 解 ， 则 该 解 可 扩充 到 整个 半 轴 ， 且 
可 表示 成 w(t) = U(t)u, 的 形式 ， 这 里 U{D 为 [0， 
о) 上 有 界 算 子 的 强 连 续 半 群 (strongly-continuous 
semi-group), U(0)= I. 且 估计 式 (1 < Ме" 
成 立 ， 该 方程 具有 这 种 性 质 ， 当 且 促 当 对 所 有 的 
4> 包 和 下 =1, 2, …， 有 
а= о)", А)Ї< М, @) 


其 中 M 5 АЙ m 无 关 . 要 验证 这 些 条 性 是 困难 
的 - ЕЛЕ 102-0) кл, А) 时 满足 ， 从 而 
Пос) е, # о = 0, Д Ú (t) 是 压缩 半 群 
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(contraction semi -group ) ， 当 且 仅 当 4 为 最 大 耗 散 
ЖСР (dissipative operator) 时 即 如 此 ,车 u é D( A). 
则 函数 U (cu, 不 可 微 (对 := 0 总 如 此 ); Ç EE 
为 (i0) 的 广义 解 ( generalized solution) 78 ñ = Ач 
的 解 可 通过 具有 有 界 算 寺 的 方程 h = А u 满足 相同 
初始 条 件 欠 解 当 п 一 co 时 了 极限 来 构造 .为 此 只 须 
等 子 4A, 交换， 在 D(A) 上 强 收敛 到 А, 日 


lee | < ме“. 


车 条 人 忻 ( 11) 满足 ， 则 算 子 4, = -nl- n'R(¿, А) 
(ШИ ( Yosida operator) ) 具有 这 些 性 质 . 

` 物 造 方程 à= Au 的 解 的 另 一 个 方法 是 基于 Lap - 
lace 变换 . 车 4 的 烦 解 式 定义 在 某 个 力道 F 上 ， 则 
函数 


иб) зт енка, hx (у) 
形式 上 满足 方程 i 
ü= Au + 


= ee 
如 果 该 积分 的 收 敏 性 ， 积 分 号 下 微分 的 有 效 性 及 最 后 
的 积分 为 零 都 能 保证 ， 则 (г) 满足 该 方程 .困难 在 
于 其 解 式 的 范 数 在 无 穷 远 处 不 能 比 |4|-' 9ч 
快 .但 在 某 些 因素 下 它 究 澈 得 快 些 .多 如 当 R(2, А) 
对 Кеда 有 定义 ， 征 对 充分 大 的 |4|， 有 


IR(¿, A)I < МД] k 2 - 1, 


风 对 r = (— ico, (co), Д (12) 对 任意 une 
DD(4013) 给 出 解 . 在 “不 太 好 ”情形 即 上 述 不 等 式 
仅 在 区 域 


Re4szlImi 0O<ae<l 


ТЙЛ (ЗН Ле) B. T 为 该 区 域 的 边界 的 情 
形 ， 仅 当 u, 属于 4 的 所 有 竺 的 定义 域 之 交 时 有 解 ， 
这 里 当 n — oc 时 |А" | 有 确定 性 态 。 

жог 位 于 左 半 平面 且 可 利用 函数 ie2 在 这 里 的 
豪 减 时 ， 可 得 到 很 重要 约 双 解 .该 解 在 + > 0 时 的 光 
请 程度 通常 在 增加 . 如 果 该 预 解 式 在 国道 了: Re 4 = 
一 下 (|Im4|) 上 有 界 ， 这 里 的 岁 (z) ЭСН та 
BS B fE co 处 像 ht 那样 增加 ， 则 对 任意 нек, 
函数 (了 2) ТЖ, ВАТ с, 开始 满足 方程 ， 当 上 
进一步 增加 时 ， 它 的 光滑 性 也 增加 .如果 由 (+) 像 指 
数 小 于 1 叶 的 的 者 那样 增加 ， 则 函数 (32) 对 1>0 
无 穷 次 可 徽 ; ШЖ (z) fü тут ЖЩ. 
u (t) 属于 所 解析 类 ( quasi- anaktytic class) 函数 ; 如 
果 它 像 线性 函数 那样 增加 ， 则 u Сг) 是 解析 的 ， 在 所 
有 这 些 情形 它 满足 方程 L = Au. 

预 解 式 在 位 于 左 半 平面 的 力道 上 的 存在 性 可 利用 


级 数 展 式 从 名 直线 上 的 相应 估计 得 到 .， ЯА] Rei 27 


(д, 4) МО + од) ,0<f<1. 
(13) 


测 对 每 个 a SD(A), PJ СЮ) 有 解 .所 有 这 些 解 
对 1>0 无 穷 次 可 微 ， 它 们 可 表 成 ий) = U (t)u, 
的 形式 ， 其 中 U(t) 对 r> 0 ТИКЕ, Я 一 
般 地 说 ， 在 上 = 0 处 有 奇 点 、 对 于 它 的 孕 数 有 估计 式 


Гоо (OOF моек, 


车 估计 式 (13) 对 8= 1 满足 А h = Au 的 所 
有 广义 解 在 含 正 半 轴 的 荣 个 凯 形 中 解析 ， 
方程 b = Ац 称 为 抽象 扫 物 型 方程 ( abstract par- 
abolic equation ) ， 如 时 在 [0， =] 上 存在 着 对 主意 
иЄ Е 满足 初 始 条 忻 u (0)= u, 的 电解 ， 如果 
1А(А, А) Мід o| 对 Recl>owm (14) 


则 该 方程 为 抽象 的 抛物 型 方程 ， 它 的 所 有 广义 解 在 会 
正 半 轴 的 某 个 肩 形 中 解析 ， 卫 


Мае 2 Сета 1. 


其 中 C 与 wo 丘 甘 .反之 ,如果 方程 具有 上 述 性 
Ж. Ийт 4 满足 (14) ， 

者 问题 (10} 对 任意 wosD(4) fifE—j jg, (S 
其 导数 在 每 个 有 限 区 问 上 可 积 ， 则 这 些 解 可 表 成 
ч) = U(t)u, 形式 其 中 Ш(г) 32 (0, ©) 上 的 强 
连续 半 群 ， 晶 非 齐 次 方程 b= 4u + f(t) 其 有 初始 条 
f bf0) = 0 的 每 个 弱 解 可 表示 成 下 列 形 式 : 


о) = [ue в) (в) аз (15) 
Н 


解 v01) 对 任意 述 续 的 УСС) 有 定义 ， 央 而 称 为 非 齐 次 
ЕЕГ Ў. 为 保证 它 可 微 ， 对 (г) 加 上 光滑 性 
Жї. BBT О(г) я", ЕЈ Н”. 
因而 ， 在 上 述 条 件 下 ， 当 8(t) 二 次 连续 可 微 时 
(15) 为 非 齐 次 方程 的 弱 解 ， 如果 (11) 满足 ， 则 当 
Го) 连续 可 微 时 ( 15) 为 解 ， 如 果 ( 13) 满足 且 8 > 
213， 则 当 JOO 满足 具 有 指数 7 了 >2(1 一 1/8) 的 
Hoker 条 件 时 ，v (1) 为 弱 解 .代替 (с) 关于 上 的 
光滑 性 ， 可 要 求 Гг) 的 值 属于 А 的 相应 血 的 定义 
ж. 
对 于 含 变量 算 子 的 方程 

ü= Alt)u, О.Т, (16) 


有 一 些 关于 在 区 间 s < t < T' Е Cuuchy 问题 xfs)》 = 
н СЗ) 的 基本 的 存在 性 和 唯一 性 定理 ， 如 果 A 
的 定义 域 与 上 DX, 

DCA) = р(4), 
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如 果 算 子 A(r) 在 D(4) 上 关于 ! BES. Bai 
i>0, 


ВАК (д, А), 


MI Cauchy 问题 的 解 唯 一 . 而 且 ， 如 果 4A{t) 在 D(A) 
上 强 连 续 可 微 ， 则 对 每 个 и,ер(А), ЖЕ Ааа 
成 


u(s) = UCt, s)u, 


的 形式 ， 其 中 U (t, s) 为 具有 下 列 性 质 的 发 展 算 子 
(evolution operator ) : 

1) U(t, s) 在 三 角形 Ta: 0 <; S< r< T Е 
续 ; 

2) U(t,s)= 
T, U(s,s)= I; 

3) О(е, s) Ж D( AY As Bp, АЙТ 

АСО (Е, У)А Т (s) 


在 T, PHARRR RS; 
4) 在 D(4) EE U(t, s) 对 + 和 s 强 可 
ж. А 


з<т<16 


О(г. 2) (т, s), O< 


ЖР Qt， s) ЕЛЕУ ННЯ А„(т) 通 近 
AG) 并 用 分 段 常数 算 子 荐 代 4,{t) 来 实现 . 

在 许多 重要 问题 中 上 述 关于 算 子 A(t) 的 条 件 并 
不 满足 . БЕИ (г), ЕН M 和 о 使 得 
对 所 有 д>, 0<St S. St, ST, k=1, 2, 


:有 


їк(ї ACE)) 77 ВОД, А(г))\& 


假定 在 E 中 存在 含 于 所 有 D(A) Ф АЛА 
Banach 空间 F， 同 时 具有 下 列 性 质 : а) 在 F 到 EE 
的 有 界 算 子 范 数 中 ， 算 子 4(t) A F 到 E 的 作用 有 
界 ， 关 于 上 连续 ; 而 且 b) 存在 F 到 E 上 的 同 构 使 


MO 一 oo) 


S4(DS- = AG + B(t), 


其 中 B(t) 为 在 Е ВЕЯНИЯ ТЕЙ. [ЇЇ 
Пв) | # (9, Т] Ей. 那 末 存在 发 展 算 子 О(г, 
s) ДЖЕЛ: 1); 2); 37)UGr, s)FS F B. U(t, s) 
在 T, E 下 中 强 连 续 ， 及 4')F ЕЙТ U(t, s) 在 
E 的 范 数 意义 下 强 可 微 6U/ 6t = 4(0)0, 6U/6s= 
一 UA(s}. 这 个 断 语 能 得 到 关于 双 曲 型 数学 物理 的 基 
本 拟 线性 方程 的 存在 性 定理 . 

冻结 系数 法 { method of болоп coefficients ) 用 于 
抛物 型 方程 理论 ， 假 定 对 每 个 tye[0，Tj， 方 程 站 = 
A(to) u ЖЕР ЖР И, (日 未 知 的 发 展 算 


子 形式 上 满足 积分 方程 


00,8) = Uw (6-8) + 


‚| Шш) (@—5) [А(+)— A(t)]UGz, s)ar, 


Ult, s)= Ue (1—5) + 


+ UG) LAG) = AG) Us (+—5)4т. 


当 这 些 方程 的 核 具 有 弱 冶 性 时 ， 可 以 证 明 方 程 有 解 且 
U(t, s) 也 是 发 展 算 子 ， 下 面 的 结论 最 有 用 : 如 果 


D(A(0)= D(A), [RCA, AGt)1 < 


<M(1+|2D `! 
对 Re 220 Z 
11402) — AGs)]A '(9)| < Се s|” 

(Helkder 条 件 )， 则 存在 发 展 算 子 U(t, s)， 它 对 每 
个 uoEE 给 出 Cauchy 问题 的 弱 解 U (t, s)u,. 在 
算 子 4(D4 (0) (在 Hilbert 空间 中 ) 连续 这 个 条 
件 解 的 唯一 性 成 立 ， 类 局 于 上 述 的 存在 性 定理 对 于 具 
Ж (13) 型 条 件 的 算 子 4(1) 及 p 和 p 间 的 某 种 关 条 
Mr. 

对 于 考虑 其 有 依赖 于 上 的 边界 条 件 的 边 值 问 题 来 
Ë, D(A(t)) 为 常数 的 假定 还 不 能 应 用 .假定 在 剧 


Ж |argals x- @, @ < xz/2 中 
IR(, AG)|SM(1+]4) 7", Rea > 0; 
dA (0) _ dA'(58) < Kl: — s|“, 
dt ds 
O<a<i; 
[ж ла, A(D) kuka ',бж<р<1, 


则 存在 发 展 算 子 5(t,，s)， 这 里 并 没有 假定 D(A(t)) 
是 常数 .后 一 个 断言 有 一 种 说 法 适 十 考 虐 非 柱 形 域 中 
的 抛物 型 问题 ， 其 中 D(A(1)) 对 每 个 + 位 于 ЕМЖ 
个 于 空间 E(!) Ф. 

方程 (16) ЖР О, з) 形式 上 浦 是 积分 方程 


UG(s)= Даб), dz, (17) 


因 4(t) 无 界 ， 这 个 方程 不 能 用 逐次 逼近 法 求解 ( 见 
JE EN EE (sequential approximation ,method оѓ) ) . 
设 Banach 空间 E, Ж. OS a< 1, ВЖЖ E,< 
E. 和 151, «11 Ж a< 8. 设 A(t) 作 为 Es 到 
Е. 中 的 算 子 有 界 : 
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Га Са). 

П.А) 至 于 Е, ЇЙ 片 。 的 有 界 算 子 空间 的 范 数 对 上 
连续 . 则 人 在 该 空间 中 方程 (17) КОЖ ЖОМЕ Р 
е 5 Сва) (Ce) ' kak. 这 样 ， 可 以 把 算 子 
U(t. s) 局 部 地 构造 成 Е, 到 E, ЖЕЙТ. 在 应 
用 中 这 个 方法 给 出 Cauchy -Кавалсвская 型 定理 ( 见 
Сашћу -Ковалевскан 定理 { Cauchy -Kovalevekaya theo - 


mm) ) 
对 于 非 齐 次 方程 (9) ， 在 已 知 方 程 ñ= A (t) u 
的 发 展 算 子 时 ，Cauchy 问题 的 解 形式 上 写成 形 如 


= йа, зун, + обе, 0048. 


这 个 公式 能 在 fr) 的 某 些 光 沸 性 条 件 下 对 各 种 情形 

进行 判断 . 
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线性 微分 算 子 [linear differential operator; линейный 
дифференциальный оператор], f& 7% 

按照 公式 
作用 于 定义 在 个 开 集 U ке ео ВЯ (k= 
k=C} 上 的 算 子 4 . 这 里 ,是 在 同一 域 店 取 值 的 五 
数 ， 称 为 4 的 系数 (coeflicients) ， 如果 系数 在 天 上 
(Lx) 维 箱 阵 的 集合 中 取舍， 那么 线 生 微分 算 二 4 完 
义 在 向 量 秆 函数 #=(4，… ,4,) 上 并 日 把 它们 变 到 向 量 
值 函数 v=(v,,…,6) . 在 n=1 的 情形 下 称 为 线性 常生 
分 算 子 (linear ordinary different operator), # и> 
fui F 8k 39 take 8388238 f. Cinear partial diferential 
К 

设 导 是 一 个 微分 流 形 (digerentiable manifold) , ЭЁ 
Bi ЕЕ ХЕЙ ЖЕН By ОЕ Се 类 ， 见 向 
量具 (vector bundle)) , 设 二 -~ 下 是 对 应 的 光 清 性 类 的 
这 些 欠 的 截面 的 芽 的 层 {sheaf) ， 一 个 广义 绕 性 微分 算 
f. (linear differential operator in фе wide sens) А: E 
一 是 满足 下 面 系 件 的 层 映 射 局 -> 让， 每 一 点 xe X 
有 一 个 其 中 从 是 半 儿 的 坐标 分 域 U， 而 忽 庙 

A:T(U,E) »г(О, Б), 

ЖОР ГОО, Б) Ж ЕЖЕ U БШ BJ. 8 (D E 
用 ， 其 中 使 用 了 局 部 坐标 xj，…,x, 和 平凡 化 


E| #Uxk, Fl S Uxk' . 


使 (1) 对 所 有 的 点 xeX 适 合 的 最 小 的 数 m ЯКО ЕЕ 
分 算 子 4 的 阶 (order). 例如, E 上 的 每 一 个 恬 零 联络 是 
一 个 一 阶 线性 微分 算 子 d: Е EG Q'(X). 下面 是 线 
性 微分 算 子 4: E 一 下 的 另 一 个 等 价 的 定义 ; W 
足 条 件 supp 44 suppu 的 一 个 线性 算 子 4:T(X,E) 一 
F(X,F), Ж suppu Виж. 
线性 微分 算 子 可 以 定义 在 更 广泛 的 函数 空间 上 . 
ИШ, ШАХЕ ХТ МЕЕН, EH 2 Eu F r 


定义 了 一 个 标量 积 ， 那 么 这 些 从 的 平方 可 积 截面 的 空 
ЙЕ . 由 局 部 表达 式 {) 定 义 的 线性 微分 算 子 定 
УТЕ ЛИГА: (Е) = L,(F) .在 - 定 
的 弱 的 假设 下 ， 后 老 作为 Hilbert 空间 上 的 一 个 算 子 可 
以 是 闭 的 .这 个 闭 包 也 称 为 线性 微分 算 子 . 用 类 做 的 
方法 可 以 构造 Cobones 空间 或 更 一 般 的 标量 的 空间 上 
的 算 子 ， 

C” 类 线性 微分 算 千 可 以 扩张 为 广义 截面 空间 上 的 
算 子 ， 这 样 的 扩张 可 以 用 形式 伴随 算 子 的 方法 构造 . 
设 E' 是 对 侦 于 EE 的 从 ( 即 E'=Hom(E,1)， 其 中 1 是 
平凡 一 维 处 ) 并 卫 吕 是 世上 最 大 阶 的 微分 形式 的 扑 ， 
那里 定义 了 一 个 涉及 X 上 积分 的 双 线 性 映射 


CTX, E) XK (X, E SQ). 
这 里 To(* ) 是 带 紧 文 集 的 截面 的 空间 ,公式 


(Азн), Ан), 


唯一 地 定义 了 一 个 线性 算 子 
АГЕ ®о)-= TX,E' @ Q). 


这 个 算 千 是 由 线性 微分 算 子 СА: Р QQ 一 Е'®0 
诱导 的 ， 它 在 坐标 邻 域 U 的 内 部 有 表达 式 


u= C1) 


ЕГИ 


如 果 从 ОТА 4х /\ A dx, 的 选择 平凡 化 . 线性 
Жж ЖТ '4 称 为 关于 А 的 形式 伴 中 的 (fomnally 
ашу. — 

ЖЕ ЫГ, (Х.Е ® О) rik E TF ШАЛ 
X; f. f. ЖЖЖ /, n) X 38 03 t ë Е—1 ЖШ 
中 ,并 且 如 果 在 任何 其 上 存在 三 的 平凡 化 的 坐标 邻 域 
USX 中 ， 向 量 值 函 数 f 一致 收 合 到 了 且 它 对 局 部 坐标 
的 所 有 偏 导 数 都 一 致 收敛 . 所 有 线性 泛 函 的 空间 称 为 
面 空间 (space of generalized sectioms) 并 且 记 
算 子 “4 把 收 敏 序列 映 到 收 敏 序列 ， 所 以 
Ж ВЖ f D'(E)— D'(F) . 后 者 在 半空 间 
TCX,EE) 上 与 4 一致， 并且 称 为 给 定 的 线性 微分 算 子 
到 广义 载 面 空间 的 扩张 (extersiom) ， 也 考虑 线性 微分 
算 子 到 无 穷 阶 广 义 蕉 面 空间 、 超 函数 空间 等 等 的 扩 
Ж. 

学 穷 阶 的 线性 微分 算 子 理解 为 作用 在 解析 函数 ( 截 
面 ) 的 某 个 空间 上 的 算 子 ，、 并 日 用 (1) 定 义 ， 其 中 的 和 
取 遍 指标 的 一 个 无 限 焦 РП, з, U. 

下 面 的 性 质 刻画 了 线性 微分 算 子 . Pr p| (f, er 
(X, E) 称 为 收 售 到 截面 f。 如 果 f, 和 它 所 有 的 偏 导 数 
在 有 紧 闭 包 的 任 一 坐标 舍 域 中 一 致 焰 向 于 了 及 其 相应 
偏 导 数 ,把 收 化 序列 映 到 收 伍 序列 的 线性 算 子 А: Г, 
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(Х.Е) F (X, F) 是 一 个 至 多 т її ЕЛ. 
子 ， 当 且 仅 当 对 任何 f,geC”(X) 函数 


exp (~iAg) А(/ехр(148)) {2) 


是 参数 14 的 至 多 贡 次 的 多 项 式 . 如 果 这 个 条 件 用 (2) 
表 为 一 个 渐 近 震级 数 (asymptotic power series} 的 假设 
代替 ， 那 么 得 到 线性 伪 微 分 算 子 (pseudo -diferertial 
operator) 的 定义 ， 

ВЖИ ХОДА ЕТЕТ О (С -struc- 
ture)， 其 中 G 是 一 个 群 . 那么 这 个 群 在 任何 线性 微分 
ЖТ A: E— 下 上 的 作用 用 公式 


#`(А)(и)=9(А(а`'(и))) 


定义 . 线性 微分 算 子 4 称 为 关于 G 不 变 的 (invarin)) , 
如 果 g (4)=4 对 所 有 的 geG . 
射流 的 从 是 一 个 与 一 个 线性 微分 算 子 的 空间 对 侦 
的 对 象 . ЖӨ ЕС“ ЙЕ ХЕИ ФАА. E 
的 截面 的 澡 射流 的 从 (bundke of m хех + 
ДЕ x Witt aap Е, E (my 的 向 量 从 J (Е). 
Е„Ж E 048180 ЕКА. ЕЮ Е, зат 
ОША BJ m Ji fE АТАТ СТЕ x 为 零 的 截面 
的 芽 组 成 的 子 空间 . 按照 下 述 规 则 作用 的 线性 微分 
算 子 d。:E.> J。(8) 称 为 万 有 的 {umiversal)， 这 个 规则 
Ж: ЖШ d. (u) f s x 的 值 等 于 截面 .在 商 空间 
EJE (m) 中 的 象 . 其 次 , 设 下 是 半 上 的 一 个 处， 
А1, (Е) > 下 是 一 个 小 同 态 ， 即 -个 等 阶 线性 微分 
算 子 . 复合 


а, а 
E >J (E) — Е (3) 


是 一 个 至 多 пн k . 反 过 来， 每 一 个 至 
多 力 阶 的 线性 微分 算 子 可 以 唯一 地 表示 为 复合 (3). 

线性 徽 分 算 子 4:E 一 下 的 象征 ( 主 系 ) (symbol) 
(Principal system) АВРАТ Т ОХ) Сх 6) 
ЕГА 


G(x ENE F. . 


它们 按照 公式 e — а (2те) jml! 作 用 ， 其 中 a 是 (3) 中 
Ë АШЫ. ее, ЖН ¿"eg J.(E), FS уте 
的 象 的 元 素 ， 其 中 了 是 一 个 C 类 函数 的 站， 使 得 f(x) 
=0，4df(x)=5 . 如 果 4 具有 形式 (1)， 那 么 


ra) DE 


ДР а САТО) хии ЕНЕР НАЕ 
标 ; е а 
于 象征 的 这 个 构造 引 人 特 征 的 概念 . 线性 微分 算 子 4 
的 特征 (characteristic) 是 一 个 点 (x, ¿)e 了 "(X)， 在 那里 
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ЖЛЕ о АРЕ. 

В ЕФ Б 328 3: S bp R fE l € 
相同 维 数 的 从 由 的 线性 微分 算 子 ， 实 际 上 涉及 形 如 
(D 式 而 其 系数 是 方 阵 的 算 子 . 一 个 线性 微分 算 子 称 为 
构 回 型 的 (eliptic)， 如 果 它 没有 了 0 的 实 特征 (x.6) 
ОК ЮДИН УГЕ (ерис partial differential equa- 
бол). 这 个 类 四 方程 Au= w 的 解 的 最 好 的 局 部 性 质 
所 刻画 ， 并 日 还 由 有 界 域 中 的 边 值 问 题 是 适 定 的 事实 
ЕЭП . 双 曲 型 线性 微分 算 子 (byperbolie linear difler- 
ential operators) 类 也 由 一 个 仅仅 加 在 特征 上 的 条 件 来 
КЎ (38 88 898225 #8 (hyperbolic panal differential 
equatiom)) .“ 是 双 曲 型 的 ”这 个 性 质 与 带 非 解析 数据 
的 Cauchy 问题 的 适 定 竹 紧 密 相 关 ， 主 型 线性 微分 算 子 
类 由 仅仅 加 在 象征 上 的 一 个 条 件 所 界定 ( 见 主 型 篇 微分 
JE (principal type, partial differentia} operator of )) . 
对 这 样 的 算 子 已 经 发 展 了 局 部 可 解 性 和 甫 的 光滑 性 的 
理论 ， 抛 物 线性 微分 算 子 (parabolic lincar difierential 
ореаіод) Ж} 1— ЖБ ФЛЕШ Н.Н ЕЯ Ж 
的 条 件 来 区 别 ( 见 抛物 型 偏 微分 方程 (pasbolie partial 
differential equation)) .对 抛物 型 线性 微分 算 子 而 言 ， 
混合 问题 (mixed problem) 和 带 在 无 穷 远 的 条 件 的 Canchy 
问题 (Cauchy problem) 是 典型 的 . ЗЕ 18 20 (hypo-clli- 
ptic) 线性 给 分 算 子 用 下 面 的 非 形式 有 条 御 界 定 ， 还 居 
СЗЭ дие w 的 每 一 个 先 险 广义 解 本 身 
属于 С". 已 知 一 些 加 在 表达 式 (1) 上 保证 算 子 是 超 柚 
国 型 的 形式 条 件 . 

除了 这 些 基本 型 的 线性 微分 算 子 外 ， 有 时 讲 到 混 
合 或 可 变型 线性 微分 算 子 ( 亦 匈 混合 型 微分 方程 mixed 
-type differential equation) }， 复 合 型 线性 油分 算 子 ， 等 
等 , 也 考虑 无 界 城中 带 在 无 穷 远 的 条 件 的 问题 ， 带 自 
由 边界 的 边 值 问题 ， 谱 理论 问题 ， 最 佳 控制 问题 ， 竺 
等 . 

线性 微分 算 子 的 党 形 (complex) ЕК y 3 Y. 68 
一 个 序列 


Bi Б, B a Bs 


其 中 A 4=0， 对 所 有 的 大 成立， 线性 微分 算 二 的 
复 形 E` 的 上 同调 是 向 量 空间 ГОХ, E`) 的 复 形 的 上 同 
调 . 设 鼠 ' 是 这 个 复 形 在 第 上 项 的 上 同调 . 和 (一 ])* 
шн" 称 为 这 个 线性 微分 算 子 复 形 的 指标 (index of the 
complex) . 这样 ， 一 个 线性 微分 算 子 的 概 加 型 ( 即 只 有 
有 限 多 个 E, 不 为 零 ， 并 且 由 这 个 线性 微分 算 子 的 符号 
4 组 成 的 复 形 在 所 有 的 点 (x)eT"(XME0) 是 正 合 
的 ) 复 形 的 指标 在 紧 的 情形 下 是 有 限 的 ， 并 且 导 找 把 
这 样 一 个 复 形 的 指标 用 它 的 象征 来 表达 的 公式 ， 就 是 
„ашна жане 5 代数 几何 学 和 代数 拓扑 学 

会 起 来 的 研究 的 内 容 ( 见 指标 公式 (index formulas)) , 


上 面 描述 的 象征 (和 特征 ) 的 定义 对 作用 在 维 数 大 
于 1 的 从 中 的 线性 微分 算 子 不 是 完全 满意 的 ,对 此 的 
理由 之 一 是 等 式 gw 一 4° os 可 能 不 成 立 . 下 面 的 代替 
象征 概念 的 复杂 结构 是 更 适当 的 - L C 36806 X L 
的 每 一 个 从 考虑 线性 微分 算 子 E -了 的 菠 的 层 
D (E), Ф -- ЯЛАХ, ЭХЕ 
集 口 天 上 的 逢 是 所 有 线性 微分 算 子 一 Г 的 总 
数 . W D,( E) UW КИЯ F HU ЕРЕ. 在 
D= р(1) 上 有 一 个 ( 非 变换 ) 代数 的 层 的 结构 ， 并 且 
D(E) 有 一 个 D 上 左 模 的 结构 ， 其 中 4eD 在 beD{E) 
上 的 作用 等 子 复合 a5: 一 个 给 定 的 线性 微分 算 子 A: 
E =F. 按照 复合 的 规律 a 一 a4 а-ар 
BLAS Р(Еу— D(E). 设 M(4) 是 这 个 杰 射 的 余 
核 ,存在 一 个 左 DD 模 正 合 序列 


D(F) Z D(E) 5 M(A)— 0, (4) 
PE B O(X) ## м=р, (Е) (k=0,1,…)， 在 
M(A) 中 组 成 一 个 增加 的 小 子 ,分 次 O(X) 模 


EM(A)=OM MG M1=0, 


称 为 这 个 线性 微分 算 子 АЮ ЯЛЕ (symbol поце). 
出 于 对 任意 的 & 和 1，D, 在 四 (4) 上 的 作用 是 把 M 映 
到 MM,,x 中 ， 在 grM(4) 中 存在 一 个 在 分 次 代数 gr 
= Өрр,/ р, 上 的 分 次 模 (Braded rnodule) 的 结构 . 
这 个 模 的 零 化 子 是 关口 中 的 一 个 并 次 理想 . 算 子 4 的 
特征 流 形 (characteristic mmanifold) 是 这 个 理想 等 点 的 集 
Š ` 由于 代数 半 D 与 正切 处 T (X) 的 对 称 代数 同 构 ， 
特征 流 形 典范 地 贼人 ТСХ) т, ЕА р ИЕ 
的 交 是 一 个 代数 镀 . 

如 果 流 形 关 和 给 定 的 执 有 实 或 复 的 解 煌 结构 ， 那 
ЕНЕ S 8838 gr (ann М (4)) 的 根 的 集合 一 致 ， 
在 这 种 情形 下 , 它 是 了 (XX) 的 一 个 闭 的 解 祈 子 集 ， 并且 
如 果 它 不 是 空 的 ， 它 的 礁 数 至 少 是 dimX . 在 这 个 维 数 
З Тапан. ВЕЛИТ А 称 为 极 大 超 定 
的 (maximally overdetermined) ,或 者 完整 的 (bojonomic) . 

一 般 线性 微分 算 子 形式 理论 小 让 范式 可 积 性 和 也 
解 式 的 概念 . 末 梨 流 的 对 侦 术 语 定义 的 形式 可 积 性 
(formal integrability) 性 质 等 价 于 O (X) ам (А) 
局 部 自由 的 条 件 . 线性 微分 算 子 4 的 预 解 式 (resolvent) 
理解 为 扩展 了 (4) 的 序列 77 

орову рв) А D(E) — МА). 
其 中 所 的 A,(k=1,2,…) ВААР. И 
Ы, A, Эр 4 的 相 容 算 子 (coropatibility operator) , JÉ 
式 可 积 性 保证 了 我 解 式 的 局 部 存在 性 

在 文献 中 对 微分 方程 组 使 用 了 术 诺 “ 超 定 ”各 
“ 欠 定 "然而 没有 满意 的 一 役 定 义 .下面 的 说 法 可 以 
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非 为 这 样 -个 定义 的 近似 : ТЕЛЕ АК it OPY 
В, 使 得 ВА=0 ( 超 定 性 (overdetermination)), АВ-0 
性 (anderdeteminatiom)) „п, ЖЕМЕ Т 
гп X L ftJ k tk ЗК E ñi i ЖИЕК ИС d 
КОКА, xÍ k<n 是 超 定 的 和 对 k=0 是 完整 
的 . 

对 一 般 线性 微分 算 子 研究 的 主 黄 问 题 如 下 : 5 
端的 方程 4u=w 的 可 解 性 、 如 果 满 足 一 个 相 容 性 象 件 
Au=0; 方程 44=0 的 解 延 拓 到 一 个 更 大 的 区 域 的 可 
能 性 (与 超 定 相 联系 的 一 个 结果 ); 以 及 一 般 解 用 一 个 
特殊 形式 的 解 来 表现 ， 对 不 变 算 子 最 后 的 问题 可 以 叙 
述 得 更 加 明 悄 ， 例 如 对 及 " 中 带 党 数 和 内 期 系数 的 线性 
微分 算 子 ， 措 述 一 个 群 避 在 解 襟 间 中 作为 在 所 有 不 可 
分 解 子 表示 上 的 一 个 积分 ( 按 某 种 意义 ) 的 表示 . 为 了 
确定 带 常 系数 的 算 子 ， 这 样 的 表示 是 由 关于 指数 的 积 
分 规定 的 (指数 迎 表 示 )， 对 带 周 期 系数 的 算 子 用 关于 
Floquet 广义 解 的 积分 . 

线性 微分 算 子 也 定义 在 任意 的 代数 结构 上 . ИК 
ЖЕ, ЗАВЕРЕ АЖ. ЖАЯА: 
E— 下 称 为 至 多 m ЙЫНА Т. етті 
的 ， 并 且 对 任意 元 素 ае АЖ] a4-4a 是 一 个 至 多 
由 一 1 阶 的 线性 微分 算 子 . 至 多 -1 院 的 线性 微分 算 子 
是 指 零 映射 特别 地 ， 零 阶 线性 微分 算 子 是 一 个 玉 异 
同 态 、 并 且 反 过 来 也 对 . 每 一 个 导 子 ( 见 环 中 的 导 子 
{derivation in а тілр)о: К 卫 是 一 个 一 阶 线性 微分 
算 子 (或 等 于 零 ) . 如 果 КЕ к Е-е, ЯБА К 
上 的 线性 微分 算 子 是 环 尺 上 的 线性 微分 算 子 ， 它 大 一 
个 天 线性 喘 射 . 这 样 一 个 线性 微分 算 子 有 一 些 常 线性 
微分 算 子 的 形式 心 质 . 如 果 只 是 上 上 所 有 形式 者 级 数 
БИК k Lk S WR КЕ К, ЭРНШЖ ЕНЕ 
是 有 限 型 自由 只 模 ， 那 么 每 一 个 至 多 m 阶 的 线性 微分 
NA: E— 下 可 以 唯一 地 写成 (]) 的 形式 . 

设 (X, 作 ) 是 ~ 个 戴 环 空间 (ringed space ), £ B 8 E 
Ж ЕЕ ОЙ. 线 生 微分 算 子 4:E > РАСК 
人 上 的 线性 微分 算 子 那样 作用 在 每 一 个 点 xeX 上 的 纤 
维 中 的 任 一 层 态 射 . 作用 在 模 或 模 的 层 中 的 线性 微分 
算 子 已 经 应 用 在 代数 几何 学 的 一 些 问题 中 、 
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线性 椭 加 型 偏 微 分 方程 和 方程 组 [linear ёнрбс partial 
differential equation and system; линейное эллиптическое 
уравненне и система J 


一 个 形 如 
Lu= f 
的 偏 微分 方程 (组 ) ， 其 中 L Rš + 
Lu= У a,(x)D*u (x). (1) 


АЯ 
其 实 系数 4。(x) 的 算 子 ( 1) 被 次 为 在 хло 
的 《eliptc )， 车 特征 形式 

а(х, ф= У аә 


在 该 点 是 确定 的 . 此 处 х= (x , сз, x )SR", a= 
баз. суа.) Ж АЗН ( 非 负 整数 的 集合 )， 
Ха, (8 
H e=. SR. ЖТ 工 的 阶 数 必须 是 偶 
的 ,mm 二 2m'， 直 到 可 能 相 莽 一 个 符号 ， 该 形式 的 定 
性 的 条 件 可 写 为 


{(—1)"(х, > 6}41",8 = (х) 20. (2) 
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车 在 区 域 D 中 每 点 x ДЬ, 算 子 L НИД. 
则 称 它 在 区 域 D 内 是 椭圆 型 的 .又 车 存在 (2) 中 
个 不 依赖 于 x 的 5 > 0， 则 称 它 在 此 区 域内 是 一 致 帆 
圆 型 的 ( uniformly elliptic ) , А 


“对 二 阶 方程 
22у га ди 
„4,009 буй + да) Bx + 
+a(x)u = f(x), (3) 


此 定义 可 重 述 如 下 . 若 在 区 域 D 的 每 点 ， 用 一 自 变 
凝 的 变换 可 将 此 方程 化 为 典范 型 
u 


Au+ ах) = 


其 中 以 TLaplace 算 子 (Laplace operator ) 
a: д? 
ТЕТЯ 

为 其 主 部 ， 则 方程 (3) 在 区 域 D АЫ. ҮЕ 
平面 内 的 档 回 型 偏 微分 方程 情形 下 ， 关 于 系数 a, fE 
非常 一 般 的 假定 后 就 可 存在 这 样 一 个 变换 ， 使 得 它 不 
仅 对 一 点 而 且 在 整个 区 域内 均 成 立 ( 匈 [1])， 

最 简单 的 椭圆 型 偏 微 分 方程 是 Laplac 方程 {Lap - 
lace equation)， 且 它 的 解 称 为 调和 函数 《harmonic 
function } ， 线 性 椭圆 型 偏 微分 方程 的 解 由 这 样 的 事 搓 表 
征 ， 那 就 是 它们 有 许多 与 谓 和 函数 共同 的 性 质 ， 在 平 
面 情形 “， 每 一 个 调和 函数 是 一 个 解析 函数 的 实 部 ; 
它 是 一 个 具 两 个 自 变 量 的 实 解析 函数 一般 线性 椭 贺 
型 偏 微 分 方程 Lu = f 的 解 有 类 似 的 性 质 . 若 系数 
а, (х) (а Sm) 和 右 端 项 f(x) 在 区 域 D 内 关于 
二 (x1,…, х„) 是 解析 的 ， 则 此 方程 的 任 一 解 同样 
也 是 解 煌 的 - 

存在 另外 一 些 类 似 的 断言 . 例如 ， 若 Lu 一 的 
系数 及 右 映 项 的 直到 大 Т (包括 阶 ) КЕФ НЕ 
续 的 ， 且 第 k 阶 导数 满足 带 有 指数 a(0 < z< 1) 的 
Holder 条 件 (Hilder condition》， 则 任 一 解 有 直到 
Кт 阶 约 导数 ， 这 些 导 数 满足 同样 指数 z 的 Hkier 
Ж. 在 此 ， 属 于 Holdar 类 这 一 事实 是 本 质 的 . 若 系 
数 和 右 端 项 仅 是 连续 的 ， 则 和 解 不 需 有 与 方程 阶 数 相等 
的 那些 阶 连 续 导 数 . 这 一 点 甚至 对 最 简单 的 线性 梢 贺 
型 偏 微分 方程 ，JPoisson 方程 { Poisson equation ) 


+а(х)и = f(x), 


Ar = f, 
也 是 正确 的 . 
上 述 指 的 是 古典 解 ， 那 就 是 解 有 直到 方程 阶 数 的 
连续 导数 .关于 逢 的 概念 存在 各 种 推广 . 
例如 ， 若 系数 а, (х) 充分 光滑 ， 则 对 算 子 (1) 
能 定义 Lagrange 伴随 算 于 
L'u= Y (—1)'!р^ (ан), 


一 个 局 部 可 积 函 数 и(х). 若 关 于 所 有 oe C” (Ж 
紧 支 集 的 无 限 次 可 微 函 数 ) 有 


{60900004dx= [COL ө(х)ах, 


则 称 n (x) 是 方 很 Lu = f WJ 3888 (weak solution). 
TE, 778 Ди = у На Holder 连续 
的 ， 则 每 -个 蚂 解 同样 也 是 古典 解 . 

对 Laplace 方程 ， 最 简单 的 适 定 问 题 是 Dirichlet 
问题 ( Dirichiet problem) ,在 具 算 子 (1) 的 方程 的 一 
般 情 形 下 ， 这 值 问题 是 要 在 区 域 D 内 找 方程 Lu 一 了 
ИЙЕ u{x》， 使 其 满足 m'= т/2 个 形 如 

(B) O) = Fb)D u(x) = 9,(x), 

хєдр, 1<ј<т', 
的 边界 条 件 Neumaw 问题 ( Neumann problem ) 对 应 
于 边界 算 子 b, 一 (8/8v》， 此 处 0/0 类 示 在 外 法 向 
的 微分 ， 

对 于 是 Noether 的 边 值 问题 ， 见 Noether 算 子 
{ Noetherian operator )， 边 界 算 子 В, 必须 满足 Ша 
пиро - Лопатин:кий ТЕКЕ ( Shapiro -Lopatinskit com - 
plementation conditon) ( 见 [2]) 一 一 一 个 在 边界 点 
хєдр 处 关于 多 项 式 


У bo(x)é, 1 Sj Sm, Pa 


lt” 
fn, miza 


的 代数 条 件 ，Dirichiet 问题 的 边界 算 子 对 任 一 椭 回 型 
算 子 L 而 言 满足 此 条 件 . 

车 在 复 函 数 类 内 考虑 微 分 算 子 的 系数 和 解 ， 则 由 
ЖИ о{(х, 6) 天 0 (2+0) ET (1) FR L E 
椭 图 型 的 ， 这 个 定义 多 许 奇 阶 的 椭圆 型 算 子 ， 如 像 
Cauchy -Riemann 算 子 《Cauchy - Riemann operator): 
д{дху+1д{9х, 就 是 例子 ， 另 外 ， 偶 扮 算 子 的 性 质 
却 可 能 够 变化 . 例如 ， 对 Bunanse 方程 ( Bisadze ой - 
ton)( 见 [3]) 

0 u +i (ЫЛ д°ц 

дх? дхду ду? 
它 的 Dirichlet 问题 不 是 适 定 的 : 车 是 单位 回 盘 ， 
ЛЮЙ u(z)= (2) (1 — |215) ЖЖ ЯК Ош- 
chiet 问题 的 解 ， 其 中 fO) 是 任意 解析 函数 . 

这 个 词 子 导致 按 其 Dirichiet 问题 是 Noether 的 性 
质 是 否 保 竺 去 区 分 栖 贺 型 算 子 类 的 必要 性 ， 在 这 方面 
ПАТИ ТЕ (И. [4]). 所 谓 算 子 


=0, 


函数 ?(x) "0, Ж 
Кау (а) У а(х) 2014], 6 >0 


成 立 ， 特别 地 ， 阶 数 m 必须 是 偶 的 . 
其 次 一 个 更 广泛 的 概念 是 雇 (正则 ) НИ. 车 
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算 子 (1) 的 阶 数 是 偶 的 ， 且 对 任意 一 对 线性 碟 关 问 量 
СА. Ж (ЖТ т) 
У а(х)" 


ма 
М m'= тп /2 Н АРА ТАА ВЕ 
虚 部 的 根 ， 刚 称 算 子 1 ) СВИ Я 00 (propery ol- 
бр). Ч n23 时 ， 人 年 一 椭圆 型 算 子 均 是 真 椭圆 型 
的 、 困 此 这 个 定义 本 质 上 仅 对 п = 2 时 提出 的 . 

ЖЕННИ В т, НЛ 
项 及 边界 条 件 的 范 数 得 到 解 的 范 数 的 先 验 估计 方法 起 
ЖЕШТЕН. С. Н. Бернштейн ( W,|6]) 开始 系统 
地 使 用 这 些 估计 ， 较 近 的 发 展 要 归 之 于 J. Schasder 
С [7]). Schauder 佑 让 关注 于 区 域 D 内 具有 HIder 
КЕИ ДЕ АЕ, НЕЙ 
种 形式 .第 一 形式 的 估计 (“ 内 " 估计 ) 是 在 任何 紧 集 
Кер 上 利用 sup|u | 及 访 程 右 端 项 的 Holder 常数 和 
模 得 到 所 含 的 直到 二 阶 的 导数 和 它们 的 Helder 常数 的 
悄 计 ,而 第 二 形式 的 估计 ( ° 直到 边界 ”的 估计 ) 关注 
于 边 值 问题 . 在 此 ， 辣 样 一 些 量 被 估计 了 ， 但 是 在 问 
题 中 的 区 域 的 闭 包 内 进行 并且 在 估计 中 出 现 边界 条 
ЕО 8 . 

Schauder 估计 已 进一步 推广 到 -- 般 线性 酉 圆 型 偏 
微分 方程 和 边 值 问 题 ( 见 [7}). 这 些 估计 的 导出 是 基 
于 位 势 理论 . 借助 于 单位 分 解 ， 对 它们 可 给 出 其 局 部 
特性 ， 并 且 事情 就 化 为 这 样 一 些 奇异 积分 算 子 范 数 
的 估计 ， 在 内 估计 中 此 青 异 积分 算 子 表示 为 和 基本 解 
相 联 系 的 函数 的 一 个 着 积 ， 面 在 直到 边界 的 久 计 中 则 
是 与 在 某 标准 区 域内 相应 边 值 问题 的 Green 函数 相 联 
系 的 函数 的 着 积 .这 些 估计 最 车 是 在 Hokier 空间 C ° 
的 刻 量 下 得 到 的 ， 它 们 已 推广 到 Соболев 空间 W; 
( 工 , ЗЕ), ЖЕЖ. 

对 于 强 椭圆 型 算 子 存在 称 为 Gariing 不 等 式 ( Gr - 
ding inequality ) 的 先 验 估计 ， 这 个 不 等 式 是 用 另外 方 
法 得 到 的 . 它 处 于 对 研究 边 值 问 题 的 一 个 基本 处 理 方 
法 的 中 心 【Hilbert 空间 方法 ) . 

在 线性 栅 圆 型 偏 微分 方程 理论 中 ， 基 本 解 处 于 一 
个 重要 的 地 位 ， 对 具 充分 光滑 系数 的 算 子 (1) ， 其 基 
Ж ( fundamental solution ) 定义 为 满足 条 件 | 


{pT у)йх= (у). 对 所 有 фес 
MERK (x, у) = (x)， 从 广义 函数 理论 章 观 点 来 
讲 ， 这 意味 着 

5, 
其 中 右 端 是 Dirac 的 5 函数 . 
线性 棋 圆 型 信 微 分 方程 的 基本 解 对 这 样 一 些 方程 
НЕН: ДР АУЕ САТА 


У), АУК ЖЕ (于 其 它们 属于 
Се 类 的 ) 以 及 许多 另外 一 些 方程 ， 这 些 方程 的 系数 
其 有 较 弱 的 限制 . 对 于 由 最 商 阶 mr = 2m' 项 组 成 的 
常 系数 椭圆 型 算 子 工 o。， 其 基本 解 仅 依 柬 于 变量 之 
间 的 差别 ， 且 有 形式 (了 一 0) 
Јо) = тт |в, 

其 中 风 在 球面 |хр=1 БАТ: 在 n 为 偶数 月 
m —n 2 0 BJ, q 是 m — n К, ТИЛЕ ДИН, 
下 g=0( 见 [8]). 

特别 地 ， 对 Тарасе 方程 (m=2)， 当 n>2 
№. а=0, у= 常数 ,而 当 4=2 M. = 常数 ， 
y=0. 

基本 解 使 有 可 能 构造 线性 椭圆 型 偏 微分 方程 的 解 
的 各 种 显 式 表示 式 .它们 是 用 积分 方程 小 研究 边 值 问 
题 时 的 必要 的 工具 ， 对 于 二 阶 方程 ， 这 个 方法 是 经 典 
的 ， 并 且 给 出 了 最 精确 的 结果 ( 见 [9]). 

最 大 值 原理 《maximum principle ) 在 二 阶 线 性 椭 
圆 型 偏 微分 方程 理论 中 已 有 大 量 的 应 用 假定 函数 
пуд, а ШМ, ПЕТР (3) 在 某 区 域 D 内 是 
ЖИН. ай и 被 取 为 在 闭 包 D 内 连续 且 属 
于 С?(р) 26. 

在 强 形式 下 的 最 大 值 原理 是 : 6 M (3) 中 算 
+ L š a = 0 的 情形 . 

а) 车 Mu 20 H и 在 一 内 部 点 处 达 最 大 值 ， 则 
u ЁК. 

b) ж Mu2 0 B и 在 这 样 的 边界 点 x, 处 达 最 
大 值 ， 此 点 x, 也 在 某 球面 上 ， 而 此 球 完全 包含 在 р 
内 ， 则 或 者 w 基 常 数 ， 或 者 在 x, 点 处 的 外 法 向 导数 
ди 0» 是 正 的 ， 

类 似 的 断言 对 上 共 a< 0 的 算 子 L 也 成 立 ， 只 要 
É a) 和 b) 中 所 述 的 最 大 值 理解 为 正 最 大 值 就 可 以 
Т. 最 大 值 原 桂 在 证 明 大 景 边 值 问 题 的 解 的 唯一 性 定 
悍 中 是 一 个 本 质 的 要 替 . 对 商 阶 方程 也 同样 有 某 些 类 
似 的 结论 . 
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线性 方程 [linear emation ; лннейное уравнение ] 
形 如 

Ax=b (1) 
的 方程 ， 其 中 A 是 从 向 量 空 间 (vector space) X fE 
用 到 问 量 空间 B 的 线性 算 于 【linear operator), x 是 
ХИЖИХ, b 是 B 的 已 知 元 家 (H Hm), 2 
二 0， 线性 方程 就 称 为 齐 次 的 (homogeneovs ) - 线性 
方程 的 解 (solution of the jinear equation ) ЕЖ 
xu， 使 得 (1 ) 为 恒等式 : 

Ахо = b. 

最 简单 的 例子 是 线性 算 子 А: x -~ ах( 线性 函数 
(linear function )) 和 由 它 葡 定 的 线性 代数 方程 linear 
algebraic equation ) 

ax=b, (2) 


а, Бей 或 C( 或 任意 域 k); 它 的 解 存在 ， 当 且 仅 当 


或 z 关 0( 则 x。=6b/a) 或 a=b 一 0 (这 时 x。 是 
任意 的 ). E (2) 的 一 -个 推广 是 形 如 

Ах = f(x)=b (3) 
的 线性 方程 ， 其 中 f(x) Ж ТЕ k(bek) 上 的 向 


Bts B| X E BU e EE Z Bš (linear fanctonal). 特别 
地 ,车 的 维 数 是 有 限 的 日 等 于 an({ 因此 X 同 构 于 


к"), H| f E n 个 变量 ху, х, МАН, В 
(3) 可 写 为 
a 二 (4) 


Жа Se, Ж (4) 的 解 集 构成 X 中 的 
(n- 1) ФЕН {在 齐 次 的 情况 下 ， 为 线性 子 空 
М). # 多 是 无 限 维 的 ， 虽 (3 ) 的 解 集 是 余 维 数 1 
МЕНЕ. 

形 如 《4) 的 m 个 方程 组 成 了 线性 方程 组 (system 


of linear equations ) 
арх +С ta,x, =b, jl m. (5) 


方程 组 (5) 可 以 解释 为 形 如 (1) 的 线性 方程 ， 如 果 
对 于 X, ОБ к", GT B, ар К", ЭБЕ 
阵 (matrix) а, | (= 1,55, n, је1, 55, т) 
ЖИТ 4， 关 于 线性 方程 组 (5) 的 相 容 性 问题 ， 即 线 
性 方程 组 的 解 的 存在 问题 ， 遂 过 比较 抢 阵 Па 1 和 
la,, b| 的 秩 来 解决 ， 有 解 存在 ， 当 和 且 仅 当 两 秩 相 
等 

m X ж В 是 无 限 维 向 量 空 间 时， 情况 比较 复 
Ж. 空间 XX 和 B 的 拓 扩 以 及 由 此 而 产生 的 算 子 4 的 
各 种 性 质 ， 诸 如 有 界 ， 连 续 等 等 ， 起 着 重要 作用 . 在 

般 情 况 下 ， 线 性 方程 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 由 4 的 
可 地 性 确定 СЛОВ А ( inverse mapping ))， 然 而 ， 
有 效 地 求 А 的 地 往往 很 不 容易 ， 所 以 在 线性 方程 的 
研究 中 ， 定 性 方法 起 着 重要 作用 ， 用 这 种 方法 有 可 能 
不 解 线性 方程 而 阐明 解 族 (假定 它们 存在 ) 的 在 某 些 
方面 基 有 用 的 性 质 ， 例 如 唯一 性 、 先 验 估计 ， 等 等 . 
另 一 方面 ， 算 子 4 不 一 定 定义 在 整个 空间 X 上 ,而 
方程 (1) 对 某 些 b 不 一 定 有 解 . 在 这 时 ，(1) 的 可 
解 性 (在 许多 实际 上 重要 的 情形 ) 通过 合适 选择 4 的 
扩张 来 确定 ( 见 算 子 的 扩张 (extension of ап opera - 
tor)) ， 

对 于 一 些 特殊 类 型 的 线性 方程 ， 例 如 对 于 线性 常 
微分 方程 、 线 性 偏 微分 方程 ， 以 及 线性 积分 方程 ， 已 
发 展 了 一 些 求解 和 研究 的 特殊 方法 ， 包 括 数值 方法 . 
最 后 ， 在 许多 情况 下 《例如 在 线性 回归 问题 中 }， 在 
某 种 意义 上 最 适合 作为 线性 方程 的 解 的 那些 x, 的 
值 ， 看 来 是 有 用 的 . M. И. Войцеховский {# 
【 补 注 】 
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线性 估计 量 [linear estimmtor ;txeiinag оценка} 
被 观测 变量 的 线性 函数 (将 葡 观 浏 变量 的 具体 值 代 
人 其 中 后 } 用 来 做 所 研究 随机 模型 中 未 知 参 数 的 近似 值 
(估计 值 ) ( 见 统计 估计 最 (statistica] estimator) ) . 之 所 以 
特别 划分 出 一 类 线性 估计 量 ， 是 因为 对 于 线性 估计 量 
穿 易 进行 统计 分 析 ， 包 括 研 究 村 合 性 、 无 偏 性 、 有 效 
性 、 相 点 置 信 区 间 的 建立 等 . 同时 ， 在 相当 广泛 的 情 
形 下 ， 寻 求 (在 一 定 意义 下 ) “最 优 的 "估计 量 也 越 不 出 
线性 估计 类 的 界限 . 例如 ， 考 虐 形 如 
Y= ХӨ +£ 
Ë) 8⁄3 B] 8 (linear regression) 模 型 . 由 对 该 模型 的 统计 
ЛЯ, Ной га 
6=(X х) ХҮ 
是 最 优 线性 无 偏 估 计量 ( 它 关 于 对 所 研究 随机 变量 的 观 
测 值 立 是 线性 的 ) . 这 里 ，Y 是 对 所 研究 月 标 特征 ( 随 
机 变量 ) 的 观测 值 y, (1=1,，… n) Иб п ЖЭ; Х 
是 秩 为 了 的 пхр Ж. ЖЖЖ xiiy(i=1,…,n, КЕ, 
…, 了 是 自 标 特 征 了 所 依赖 的 p 个 非 随机 因子 - Ë aE 
量 的 观测 值 : 6 是 未 知 参 数 Q, (k=1.… , р) 构成 的 p 维 
列 向 量 ; 3 是 剩余 分 量 构成 的 跨 维 随机 列 向 县， 满足 条 
ЖЕ с=0, Е (суа 是 单位 矩阵 ) ， 
参考 文献 
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设 ， 当 nn оо 时 ， 它 在 一 切 估 计量 中 是 渐 近 有 效 的 
( 见 渐 近 效率 (efficinecy, asymptotic)) . 局 概 容 s 


线性 型 [linear form ; линейная форма] 
1) 一 次 齐 次 多 项 式 ( 见 齐 次 函数 { homogeneous 
function )) . 
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2) 域 上 上 的 向 量 空间 ( vector space) у ЕЮ, Ж 
上 中 到 值 的 ( 齐 次 ) 线性 函数 (linear function)， 郊 线 
性 代数 (linear algebra ) 39838 ж 


对 数 线性 型 [linear form їп loparithms ; линейная форма 
от логарифмов ], 448386 
形 如 
1 =ploga + + Бора, 

的 表达 式 ， 当 &,，… ,a B UU B. 是 有 理 数 或 代数 
90, Јово, 77, ова, 是 对 数 的 固定 分 支 并 在 域 Q 上 线 
ЕЗЕН, | 工 | 的 有 效 性 下 界 知 计 在 数论 中 起 着 重要 
作用 . 

当 067 B. 是 有 理 数 时 ， 不 等 式 |L| > es 成 
0, 其 中 B = пахв, 而 c> 0 У аг, ,xn 
有 关 . 3 | 工 | 的 非 平凡 下 田 的 方法 属于 超越 数论 . 
在 n 二 2 的 情形 下 ，A.DO .Tenpgomn 于 1935 一 1949 年 期 
间 得 到 一 系列 不 等 式 ， 它 们 当 B 大 于 某 个 可 有 效 计算 的 
界 值 时 成 立 ， 其 中 最 好 的 一 个 有 涉 式 | 三 | > em 

1948 年 他 证 明了 对 任何 и 及 所 有 足够 大 的 有 
IL| > e. 但 这 个 结果 只 是 一 个 存在 性 定理 ， 而 且 使 
此 不 等 式 成 立 的 B 的 界 值 不 能 由 证 明 过 程 确定 .对 任 
# n, Ш 的 有 效 性 箔 值 是 А. Baker 基于 Гельфонд 
方法 于 1966 年 得 到 的 { 见 [2]). 

Жоп? 2, a, 十 代数 数 ， 其 高 和 次 数 分 别 不 
超过 4 和 d, 此 处 À> 4,d 之 4( 见 代数 数 (algebraic 
number )) .再 设 0 < s< 1 , 且 Joga,,…, ова, 是 对 数 
主 值 ， 如 果 穿 在 有 理 整 数 b. b |b |< B, а 

O<1lb во + + b. во, | < e", 
那么 
В < (47 "орду. 

与 各 种 不 同 问题 相 联系 ， 我 们 得 到 多 种 对 数 线性 
型 的 有 效 性 估 值 . 通过 B 的 赛 给 出 的 | 工 | 的 界 值 是 Н. 
MH. Фельдман ([3]) 于 1968 年 首次 得 到 的 . 

Ë 8 之 2, ，,… ,a, 是 代数 数 ，Jog ci ,… ,log a, 
对 数 的 国定 分 支 并 且 在 Q 上 线性 无 关 ， 则 存在 有 效 性 
常数 cx > 0,x, > 了 9， 使 对 任何 高 不 超过 B 的 代数 数 
Ва В, 不等式 

18. + Biloga + + ова, |> с, Вт" 


威 立 , 其 中 常数 c: 和 к, 可 以 通过 数 mi ,…, %, ЖБ, 
7, B. ЖЕЗДЕ НЕН. 

应 用 代数 数 的 对 数 线性 型 的 界 值 ， 可 以 得 到 不 同 
类 型 的 Diophantus 方程 (Diophantine equations) (Thue 
方程 ， 赵 枯 圆 方程 ， 由 亏 数 为 1 的 曲线 给 出 的 方程 ， 
等 等 ) 的 解数 的 情 值 ， 对 数 线性 型 的 知 计 还 使 我 们 能 
够 确定 类 数 为 1 和 2 的 点 二 次 域 的 判别 式 的 界 值 ， 代 
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数 数 的 对 数 线性 型 下 界 估 让 定理 的 p 进 类 似 在 数论 中 
也 很 有 用 . 
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Transcendental and algebraic numbers , Dover, reprint , 
190). 
[2] Baker, A... Effective methods in the theory of пите, 
in Actës Сопрг. Intemat. Mathématiciens Nice , 1970, 
Уай. 1, Сашһет-МИав, 1971, 19 — 26. 
[3] Фельдман, Н. И., ¢ Матем, 0.9. TT (1968), 3, 
423 — 436. 
[4] Фельдман, Н И. {Изв AH СССР. Сер.ма- 
тем. у. 38(197)). 5, 973 ~ 990 
[5] AgTyamphe проблемы аналитической теории 


чисел, Минск, 1974 Ю. В. Нестеренко {% 
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线性 函数 [linear function ;mteialag функция] 

形 如 y= kx 十 b 的 函数 . 线性 西数 的 主要 性 质 
Ж: 函数 的 增 革 与 自 变 量 的 增 量 成 比例 ,在 图 上 ， 线 
必 函 数 册 一 条 直线 来 表示 . 

п ЛВ х, U, x, 的 线性 函数 十 下 列 形式 的 函 


Ж: 
J(x)=a xi + +ах„+@, 
其 中 wr，… а, 利口 是 革 些 固定 的 数 ， 线 性 函数 的 
定义 域 是 实 或 复 变 量 x, ，…, х, 的 整个 n 维 空间 . 
如 果 a= 0, ti Ж BS ЖС: ЈИ ЗК ( homogeneous 
form) 或 线性 型 【linear form). 
如 果 一 切 变 量 xi ，…，xs 和 系数 a, a,, a 


Ж СЕ) Ж, ДЕЕ хс. xn 了 的 (a+i) 
# (E рат ВИЕ РА ЖИЕ ИНЕ Е ( 复 ) n ЕТ 
y=ax t'u Tax, 特别 是 当 n= 1 时， 它 是 平 
ш (相应 地 ， 二 维 复 空间 中 的 复 平面 ) 上 的 一 条 二 


“ 线 呈 函数" ， 或 老 更 确切 地 说 ， 齐 次 线性 函数 
这 ~` 本 语 ， 常 常用 来 表示 域 天 上 的 向 最 空间 X 到 这 
个 域 的 线性 映射 ， 即 英 射 АХ = 天 ， 使 得 对 任何 元 
Жох',х"ЄХ МН C". a "€ K, Ж 


fa x Бахт) a f(x) натх"). 


在 这 种 情况 下 ， 往 往 不 用 “线性 函数 " 一 词 ， 而 称 为 
线性 泛 函 (incar functional ) 或 线性 型 (linear form). 
` Л.Д. Кулрявев Ж Йй Ж 


Ë PE PE Bñ [linear functional; линейный функционал], 
线性 型 (jinear forn), К kay tomi L 上 的 
映射 了 L 一 大 ， 使 得 对 所 有 的 x. уе, дек. 
有 
Jf(x+y)=f(x)+ f(y), f(x) = A f(x) 


线性 泛 函 这 概念 ， 作 为 线性 算 子 《linear operator) Ж 
念 的 重要 特殊 情况 ， 十 线性 代数 中 上 上 要 概念 之 一 日 在 
分 析 中 起 重要 作用 . 

在 了 上 上 线性 泛 函 的 集合 L# Б, ЕШШ 
量 的 运算 按 以 下 的 公式 定义 
(f+g)(x)=f(x)+jg(x), (Af) (x) =A f(x), 

Г, gEL#, xe L, AEk. 

它们 在 L 中 偏 定 了 一 个 上 的 癌 量 空间 结构 。 

线性 泛 函 的 核 (kemel of a linear functional ) 是 子 
空间 Кар {xeL: f(x) =0). 如 果 /#0eL# 
(ËJ f(x) ае бек), HÍ Kerf 是 上 中 一 个 超 平面 . 
具有 同样 核 的 线性 泛 函 是 成 比例 的 

如 果 {e,: yeA 上 是 工 的 一 组 基 ， 则 对 


х= en a sk. Јо) Ў). 


їй f [f(x y: v eA) 是 L BJ KA 上 的 一 个 同 
构 . 推论 : 工 同 构 于 上 L# 当 且 仅 当 它 是 有 限 维 的 . 当 
转移 到 L 中 的 ` 一 组 新 基 时 ， 元 未 了 (e, )ek 用 与 基 向 
基 同 样 的 公式 变换 . 

由 公式 Q.x(f/) = х) 定义 的 算 子 О,: 上 一 
(L#)# Ы. 它 是 一 个 同 构 ， 当 且 仅 当 工 是 
有 限 维 的 ， 这 个 同 构 ,与 L 和 L* 之 间 的 同 构 不 
同 ,是 自然 的 《 WEñ 3583 ( functoril morphism ) ) , 

局 部 凸 空间 (locally convex space) 上 ， 特 别 是 赋 
范 空间 上 的 线性 泛 函 是 泛 函 分 析 中 的 重要 研究 对 银 . 
局 部 凸 空间 E 上 每 一 个 连续 的 【作为 拓扑 空间 上 的 映 
射 ) 线性 泛 两 是 有 界 的 ( 见 有 办 算 子 (bounded орега- 
tor ) ) ， 即 对 所 有 有 界 的 M C E. 


sup|/(x)|< ә. 


如 果 点 是 一 个 赋 范 空间 (normed space) ， 则 其 逆 也 

其 对 的 ; 这 两 个 性 质 等 价 于 数 
ИЕ ЕЗ 

的 有 限 性 . 

局 部 凸 空间 E ЮЗА НЮ E 的 子 
空间 E ， 称 为 E 的 对 偶 (Фа) 空间 . 在 E` 中， 
人 们 考虑 不 同 的 拓扑， 包括 绊 的 和 强 的 拓扑 ， 它 们 分 
别 对 应 于 逐 点 收 贫 和 在 有 界 集 上 一 致 收 贫 ， 如 果 E 是 
赋 范 空间 ， 则 E' 关于 范 数 | I 是 Bamach 空间 ( Bar - 
ach space ) ， 且 相应 的 拓扑 与 强 拓 扑 一 致 . 单位 球 
ОТА. 

Haim - Вапасћ 定理 ( Hahn -Banach theorem ) 在 分 
析 中 有 重要 应 用 ; 它 的 一 种 表示 形式 如 下 : 如 果 1 1 
是 向 量 空间 E 上 的 一 个 准 范 数 (pe-nomm), RB y, 
是 定义 在 E 的 于 空间 上 5。 上 的 线性 泛 函 使 得 对 所 有 的 
xEEo, Ї/,(х)& 151, Ж f, 能够 延 拓 到 整个 E 
上 ， 保 持 线性 和 给 定 的 界 . 推论 : 定义 在 局 部 凸 空 间 
Е 的 子 空间 E, ЕЕН ЕЕЕ ТУ ЗЕ ЕЗЕШ, E 上 
的 连续 线性 泛 函 ， 而 且 如 果 Е 是 赋 范 空间 ， 则 保持 范 
数 . 因此 ， 对 每 -个 xe E, x 寺 0， 存 在 一 个 fe E`, 
使 得 Ох) #0. 

设 E 是 赋 范 空间 且 设 占 ” 和 然后 的 (五 ") ” 取 相 
应 的 范 数 ， 则 算 子 

Кк: Е (E`), R,x(/) = f(x) 


RƏSBERA. РЕНАТ E 55 (E`) 重合 ， 则 
É 必须 是 完全 的 ， жя (иие сем 
space)). ШП, L.[a, b] 和 1 „(1*р<=)айды 
8, МД р>1. я-а, 22501 
的 自 反 性 概念 . 

对 很 多 局 部 目 空间 ， 所 有 连续 线性 泛 函 都 有 了 描 
Ж. 例如 ，Hilbert 空间 H 的 伴随 空间 是 {r: f(x) = 
(x ,x。)， 对 一 圈定 的 x,e Hl. С[а, b] 的 伴随 空间 
是 f: (x) = [Сар (т), я1— ИЕА 
Жош}. 
参考 文献 

[1] Bourbaki, N., Elements of mathomatics Algebra : Mo - 
dues. Ring. Fons, 2, Addson -Wesley, 1975, 
Chapt 4; 5; 6( 译 自 法 文 ) 

[2] Колмогоров, А. Н., Фомин, С. B., Элементы reo - 
рин функиий и функционально анализа, 5 ma. M. , 
]981( 中 译本 : A. H. ЖЕР Ж, СВ. в 
З, СЕА ААЫР. Б. КАБ ЖЭНЕ 


ШӨ. 1992) А.Я Хелемокий BE 
[ 补 注 】 
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线性 群 [lnear group ; линейная группа | 

某 个 除 环 {skew-feld) K 上 有 限 n 维 向 量 空 间 
(vector space ) 的 线性 变换 构成 的 群 ， 在 V 中 选取 
一 组 基本 将 一 个 线性 群 实现 为 一 个 K ЕЗЕРА (п 
хл) ЛИ. 由 此 方法 建立 起 了 线性 群 与 气 阵 群 之 
间 的 同 构 ， 

一 个 自由 КЖ 了 的 全 体 自 同 构 构成 的 群 亦 称 为 
一 般 线性 群 ( general linear group) (ФЯ ), Б 
ЕСКИ), 天 上 所 有 可 道 的 (n x n) ДА 
( ЖЕЗ ВЕНЕ) 记 作 GL (и, K) 或 GL, (К). 
GL(V) 的 子 群 称 为 (n x n) 您 阵 的 线性 姓 (linear M 
оцр) 或 者 n 阶 线性 群 ( linear group “of order n). 

K 为 交换 ， 即 当 КОЮ (feld) В. нн ын 
究 最 为 充分 ， 因 此 ( 除非 另 有 声明 ) 以 下 只 考虑 域 上 的 
线性 群 . 

线性 群 的 理论 出 现 于 19 世纪 中 叶 ， 其 发 展 与 Lie 
群 理论 和 Galos 理论 紧密 相连 . 开始 对 线性 群 作 系统 
研究 的 是 C. Jordan 的 著作 ( 见 [1]). 与 Galois # 
论 的 联系 首先 导致 了 研究 某 个 素 城 上 的 可 解 的 和 典型 的 
线性 群 { 见 典 型 群 ( classical group )). 建立 了 关于 线性 
Ë G 的 可 约 性 或 不 可 约 性 ， 即 有 关 G 模 VY 的 性 质 的 
某 些 一 般 性 事实 . 对 子 每 个 线性 群 G， 存 在 一 个 G 
子 模 的 合成 列 


(оре, е-е 


ЛЕНТИ V. Г, 者 是 不 可 级 的 . ВЕР, S 
ЛЕНЕ GL, (K) Р о БЕГ) 
块 的 拟 三 角 阵 构成 的 群 . 令 G, 为 G 中 由 所 有 在 商 
模 (= 0, ,mi-1) 上 作用 平凡 的 元 素 构 
战 的 于 群 ， 则 G, 是 一 个 正规 攻 霍 子 群 ， 其 元 未 (在 
V 的 全 体 线性 变换 梅 成 的 天 代数 Eud( V) 中 ) 满足 方 
程 (x 一 1)" =0; ЖВНЕ Ek E: Н Z BU (uni- 
ром). Э А ЗЙЗОЕРЕТ, ЯЕ Сп, K) 中 都 
ЖЕР ЖЕНЯ ЕД F = f W HR 00 y 
群 , 商 群 G/ Go 的 结构 在 很 大 程度 上 由 G 在 商 模 
及 + 7 TV 上 诱导 出 的 不 可 约 线性 群 б, 的 结构 所 决 
定 . 如 果 线性 群 G 在 代数 封闭 域 КБЖ, А 
包含 天 代数 End(V) 中 个 (在 KK 上 ) 线 性 无 
ЖЖ, ВСЮ K 线性 包 等 于 End (V )(Bumside 
定理 (Burnside theorem)) ， 完 全 可 约 的 线性 群 中 每 个 
正规 子 群 都 是 完全 可 约 的 ， 

ARE. 尽管 线性 群 的 埋 论 有 很 长 的 历史 ， 
但 一 般 方法 的 创立 却 是 胡 当 晚 的 ， 只 有 可 解 的 和 典型 
的 线性 群 是 例外 .1870 年 ，Jordan 研究 了 有 限 域 上 的 
可 拥 线 性 群 的 结构 ， 得 出 了 关于 这 些 群 的 告 干 分 类 结 
Ж. 这 些 研究 获得 了 进一步 的 发 展 ( 见 [13]): 对 于 结 
构 作 了 详尽 的 研究 ， 代 数 封 阐 域 K 上 GL (n, K) 的 


v,= V, 


484 LINEAR GROUP 


极 大 可 解 的 和 局 部 狂 零 的 子 群 被 分 类 、 关 于 可 解 线性 群 
的 主要 结构 定理 由 A. И, Малыкв 于 1951 年 组 到 
‹%[8], 294 — 313): КА ЕН (пхп) ЖИ 
АЛАС ГИТЕ 本 有 一 个 月 限 指数 的 正规 于 群 开 ， 
hi =Й СЕВЕ, ПДН IT IH] 被 n 
f— АСЕ (ЗЕЛ, Lie -Kolchin 定理 (Lie -Kol- 
chin theoren)); Ы, H Way РЕ — РАВ, 
月 从 抽象 观点 看 , P 是 H 被 宕 零 换 位 于 群 的 有 限 扩张 . 

线性 群 理论 中 一 个 重要 并 且 被 研究 得 很 多 的 分 支 
是 典型 群 的 理论 (例如 见 [4], [7]) 

线性 群 理论 发 展 的 一 个 新 阶段 开始 于 20 世纪 60 
年 代 ， 当 时 创建 了 基于 代数 群 技术 的 一 般 研究 方法 ( 见 
线性 代数 群 (linear algebraic атошр), ЖЕЙ, [9], [18]). 
这 一 方法 使 得 有 可 能 解决 线性 群 理论 中 的 一 些 问题 . 
例如 ， 用 这 种 方法 证 明了 线性 群 的 a 册子 群 定理 (the- 
orem оп тог subgroups of а lncar group) (Ж [14]): 
特征 0 的 域 上 的 每 个 线性 群 ， 或 者 包含 一 个 非 交 换 的 
自由 子 群 ， 或 者 包 售 一 个 有 限 指数 的 可 解 子 群 . 周期 
线性 媳 的 理论 建立 了 起 来 ( 见 19])( 其 结果 是 ， 有 限 
群 理论 ( 见 有 限 群 (finite group )) 中 的 主要 结构 结果 
在 周期 鲜 这 一 更 为 一 般 的 情况 下 被 保持 } . 

线性 群 中 的 另 一 个 重要 方法 ， 即 所 谓 的 通 近 方 
法 ， 为 Мальцев 在 1940 年 首次 采用 ( 见 18]). 它 适 
合 于 研究 有 限 型 整 环 上 的 线性 群 ， 特 别 是 具有 有 限 多 个 
生成 元 的 线性 群 。 该 方法 的 要 点 如 下 : E GL(n, F) 
为 域 K 的 一 个 有 限 生 成 子 环 F 上 的 一 般 线性 群 ， 则 
F 模 掉 极 大 理想 被 有 限 域 F, П, ЕН ОГ (n. 
F) 可 被 有 限 矩 阵 群 GL (n, F.) 通 近 .对 于 每 个 子 群 
F eGL(n, Р) 就 得 到 通过 有 限 线性 群 下, 的 一 个 诱导 
逼近 . 结果 在 很 多 情况 下 群 T 的 性 盾 在 很 大 程度 上 被 
群 Г, 的 性 质 所 确定 ， 这 一 方法 后 来 被 加 以 完善 ( 见 
[18])， 导 致 证 明了 一 个 一 般 的 逼近 定理 ， 申 此 可 得 出 
关于 有 限 多 个 生成 元 的 无 限 线性 群 的 大 多 数 结论 . 

有 痕 线性 群 ， 了 迎 今 为 止 关于 有 限 线性 群 结构 的 最 
好 结果 是 Jordan 定理 ( Jordan theorem)( 1878): 存在 
一 个 整数 值 函数 放 #i)， 便 得 对 于 特征 0 的 域 上 每 个 
(n x n) 给 阵 的 有 限 线 性 群 都 大 一 个 正规 Abel + Ë, 
其 指数 小 于 f(n)， 对 于 正 特征 的 域 ， 对 取 定 的 n 存在 
有 限 单线 性 群 的 无 限 序 列 ， 故 Jordan 定理 不 能 直接 用 
于 这 种 情况 . 然而 ， 利 用 有 限 群 的 模 表 示 已 经 证 明 ， 
存在 一 个 整数 值 函 数 f(m, #]， 使 得 对 于 特征 p> 0 
域 上 的 一 个 《ma x n) 掏 阵 的 有 限 线性 群 ， 只 要 其 Syiow 
子 群 (Sylow subgroup) 的 阶 不 超过 p"， 就 包含 一 个 指 
数 小 于 f(m, n) 的 正规 Abel 子 群 { 兄 [16]). 

有 有 限 线性 群 理论 的 主要 问题 之 一 是 分 类 单线 性 
ЖЕ. 自从 L. Dickson 于 1901 年 在 [2; 中 给 出 了 有 关 
典型 单 有 限 线性 群 的 主要 事实 以 来 ， 许 多 新 的 结论 业 


已 获得 . 其 中 С ”Chevalley 的 结果 占 描 了 中 心地 位 
( 见 115])， 他 使 用 Lie 代数 理论 的 方法 构造 单 的 有 限 
线性 群 ， 这 导致 了 发 现 新 类 型 的 单 有 限 线性 群 ， 并 量 
使 得 有 可 能 以 一 种 统 . -的 方法 来 获得 几乎 所 有 已 知 的 
单 在 限 线 性 群 ( 详 见 [11], [12]) 

除 环 和 环 上 的 线性 群 . 对 于 非 交 换 除 环 КОЮ 
性 群 的 系统 研究 开始 于 J. Dieudonné 1943 年 的 工作 之 
后 ( 见 [5])， 基 中 他 描述 了 除 忒 上 的 行列 式 的 构造 
( ЛАТЭЈЗС ( determinart )). GL (л, K) 中 由 行列 式 为 
1 的 变换 构成 的 子 群 你 为 特殊 线性 群 ， 记 作 SL(n， 
K). ТЕ Hi ЕЕ ( trarsvections ) ( 即 这 样 的 变换 г, Ñ 
А dim (1 — t) = 1, Пре 0) Ж t=) 
生成 的 ， В ОС (п, K) 的 每 个 不 变 子 群 或 者 是 标 最 群 ， 
或 者 包含 SL(n, К), 除了 n=2, |K|=2, 3 的 情 
ш, Жир GL(2, KK) 是 可 解 的 . 如 果 天 在 其 中 心 Z 
上 的 维 数 有 限 ， 那 么 存在 唯一 的 一 个 值 在 Z 中 的 行列 
式 ， 称 为 简化 范 数 《 见 [5])， 而 SL{m, K) 包含 在 由 
简化 范 数 为 1 的 元 家 构成 的 群 UL (п, K) 中 .1943 年 
提出 了 这 些 群 是 否 一 致 的 问题 ( 淡 中 - Artin 问题 (Tan- 
naka - Arin problem), 8 Kneser -is 假设 (Kneer- 
Tits hypothess ))， 在 [10] 中 被 否定 地 解决 了 ， 群 UL 
(n, K) 和 商 群 SK ,= UL (м, K)/SL (и, К), Ж 
简化 Whitehead 群 (reduced Whitehead group)， 在 线 
性 代数 群 和 代数 K 理论 中 起 了 重要 的 作用 ( 见 [5]). 

环 上 线性 群 理论 失主 要 问题 是 与 一 般 线 性 群 和 其 
他 典型 群 的 正规 子 群 多 描述 相 联系 的 . 这 一 领域 的 进 
展 与 代数 K 理论 的 发 展 有 非常 密切 的 关系 ( 见 [5])， 
例如 对 于 整数 环 Z, ЗВ GL (n, Z) 的 正规 子 群 的 
问题 当 a> 2 时 实际 上 等 价 于 群 SL (п, Z) 的 同 余 问 
EB (congruenee problem). ËJ SL(x,Zj)(n>2) 的 等 
个 非 标量 的 正规 子 群 具有 有 限 指数 目 为 一 同 余 子 群 ， 而 
SL(2, Z) 是 自由 群 的 一 个 有 限 扩张 ， 因 而 有 若干 无 限 
指数 的 下 规 子 姓 . 

对 于 域 各 环 上 的 典型 线性 群 的 自 同 构 亦 有 研究 
【 见 [19]). 
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线性 包 | linear hall ; линейная оболочка]. (3 ШЕ 
中 集合 4 的 
包含 向 量 空间 E 内 和 集合 4 的 所 有 子 空间 的 交 М. 
该 集合 МН 4 生成 的 子 空间 (subspace) . 
` `М` И. Войцоховский 1А 
СРД ЕЕ ТАН (linear envelope) . 集合 4 
的 线性 包 的 闭 包 称 为 该 集 的 线性 闭 包 {linear closure) , 
B 8 
线性 双 曲 型 偏 微分 方程 和 方程 组 [linear hyperbolic partial 
differential equation and system ; линейное гиперболнчес. 
кое уравнение H снтстема] 
一 个 形 如 


F a,(x)D*u = f а) 


и» 
的 偏 微分 方程 ( 或 方程 组 ) ， 它 具有 如 下 特性 : 在 其 
定义 域 Q 内 的 任 一 点 x = (x。6,…, x,) 处 ， 从 实 变 
HL ya, с, y, 中 人 们 能 将 一 个 变量 ， 例 如 у=, 
用 下 面 的 方法 区 别 出 来 【 若 有 必要 的 话 ， 可 经 过 一 个 
通 当 的 自 变 量 的 仿 射 变 换 ) ， 那 就 是 对 n 维 БЫ 
空间 民 " 中 的 所 有 点 了 = (yo, y,)， 特 征 方程 
(关于 741 的) 


de Da OO y= (yp, 2) 


< 
ВЯ Nm ARB. 此 处 <= (а, сс, а,) 是 带 有 非 负 
整数 坐标 的 向 量 ; [а= Уша, 是 微分 算 子 p'= 
DP: DE ЮИ, р,= 0/05, (= 0, з, н); m 
EB (1) 的 阶 数 ; a,(x) 是 确定 在 Q 内 的 N 阶 实 方 
Bë; u(x) = 1а (хә), е, М) 是 一 个 未 知 的 
ЭҢИШ; 且 f(x) 是 定义 在 Q 内 的 带 有 N 个 分 量 的 
向 最 - 

一 个 典型 的 例子 是 波动 方程 《wave equation ) 

Hm = Ун. (3) 

在 数学 物理 中 有 许多 问题 可 归结 为 线性 双 罗 型 偏 微分 
方程 或 方程 组 . 

ff 5: ф(х) =0, 车 有 gradp w 0 及 Q (x, 
шиіф) = 0, ДЖУ А x #h01864c (characteristic) , 
Iw. CA 


Q(x, у) = Q(x, y, D=dt р а„{х)у* 


是 组 (1) 的 特征 形式 . 车 Q (x, у) = 0, ШИЮ y 
定义 了 大 点 处 的 一 个 特征 方向 (characteratic direction ) 
或 特征 法 向 (characterstic normal ) ， 落 


О(х, gadq) 一 0， 对 所 有 xes, 
ЖШ S 为 组 (1) 的 一 个 特征 曲面 (chamcteristic 
surface ) ( 或 简称 特征 (characierstie)3， 对 于 一 个 在 
其 上 任 一 点 处 匹 特征 法 向 的 曲面 ， 人 们 称 它 为 自由 申 
面 (бес surace ) ， 在 自由 曲面 上 +， 特 征 矩 隆 (charac- 
teristic matrix ) 

А(х, у) A(x, yo, ШЫ a,(x)y", y=gmd g 


的 秩 为 N， 而 在 特征 曲面 S 上 它 却 小 于 N. 设 8 是 
特征 曲面 ， 著 对 某 ) 及 所 有 хез 有 

|= je edo) 关 0， 
则 称 S 是 简单 的 (simple ) ， 否 则 就 称 特征 基 多 重 的 
(Cmultiple ) ， 有 时 对 个 阵 A(x, айр) 之 秩 是 NN 一 1 
的 特征 就 称 为 简单 的 . 
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ХАРЕ 50: x = 0, B x, Ф998 А(х, 1, 
Ү)=а, о а БАБАЕ (ЖЫЙ. ШШШ S, 是 自由 
的 ) ， 卫 特征 方程 Q(x, у, Y) = 0 的 所 有 根 1 = 
даб, mN) 对 所 有 YeR" ЛТ EJES, 
别称 组 (1) 在 x 点 基于 超 平面 S, 大 到 曲 型 的 ， 若 在 
口内 每 点 x 处 关于 5, 是 妈 南 型 的 ， 网 称 组 (I) 在 
区 域 Q 内 关于 5。 十 双 曲 型 的 ， 

оаа аде лвла» 
程 和 方程 组 ， 它 们 有 了 时 称 为 全 双 且 型 方程 组 (felly 
hyperbolic systems ) 或 狭义 下 戏曲 型 的 【hyperbelie in 
{йс narrow sense). 所 请 组 [1) 是 严格 双 昌 型 方程 组 
(strictly hyperbol system )， 是 指 车 特征 方程 的 所 有 有 
дл, 对 任 一 首 零 向量 Ys R" ПИЙ 
的 . 用 格 双 曲 型 方 各 (组 ) 的 特征 是 简单 的 .下面 的 
事实 使 得 严格 双 曲 型 组 (关于 S.) 成 为 值得 注意 的 ， 


那 就 是 对 此 方程 组 的 Cauchy 问题 
Diu|,- = 6 (x) А20, 7 


在 组 (1) 的 系数 a, (х), f(x) 以 及 初始 数据 【初始 
Ж) y (x) (х= (хо, 77, х,)) 均 为 充分 光滑 的 
单一 假定 下 蚌 适 定 的 . 存在 一 些 形 如 (1) 的 冯 曲 型 方 
程 的 例子 ， 它 们 不 中 严格 双 曲 型 的 《其 至 在 m 阶 导数 
前 为 常 系数 )， 且 其 Cauchy 问题 是 不 适 定 的 . 

关于 波动 方程 (3) 的 Cauchy 问题 {4) ， 其 解 能 
ВЯЗУ, ЕА з m = 0 (med2) 昌 仅 当 此 时 ， 
u(x) 在 特征 乌 (characteristic сое) |X — X'|= x; — 
ж, X=(x,, се, Xx,) 的 顶点 X' (ШЖК ШР 
个 锥 的 底部 |Х- Х'|=х,(х„=0) 上 初始 数据 
ро (х). р) 及 其 导数 之 值 (此 称 为 Huygess 原理 
( Huygens principle) ) 

对 于 严格 双 曲 型 (关于 S,) 方程 和 方程 组 ， 波 的 
扩散 问题 以 及 间隙 的 相关 问题 业已 讨论 ， 见 空隙 
(Lacuna ) ， 对 形 如 

У a, D°u = 0, а, = 常数 
a 
的 常 系数 方程 已 给 出 了 详尽 的 基 答 _ 

对 于 具 常 系数 ，a,(x) =а, = 常数 的 -个 方程 
(标量 方程 ) 的 情形 ， 严 格 双 曲 性 的 定义 可 推广 如 
下 , 方程 (1) 称 为 关于 一 非 零 向 量 ?ER" 588 
型 的 , 如果  СС77`777 


.m—-1 (4) 


„297 +0 
ЕЕ ИАС З 
А24. 9 
Ey tis) 0 
在 所 有 稼 系数 的 线性 方程 中 ， 仅 仅 对 在 下 述 意义 


下 为 双 时 型 的 方程 ， 妈 其 Cauchy 问题 关于 确定 在 超 
平面 

Fy-0 
上 巩 任 意 的 充分 光滑 的 初始 条 件 是 适 定 的 - 
波动 方程 (3) 关于 满足 条 件 


特别 地 ， 


>} У} 

Е ЕЕ ТКЖ У F y MU 190. 

关于 方程 及 方程 组 的 严格 双 曲 性 的 定义 存在 着 各 
种 推广 , 这 主要 是 这 样 一 些 方程 和 方程 组 ， 它 们 由 下 
列 事实 完全 麦 征 ， 即 对 它们 在 自 几 曲面 上 给 定数 据 
后 ， 若 初始 函数 充分 光滑 但 在 无 穷 处 泡 任 何 增长 性 的 
限制 ， 则 相应 的 Cauchy 问题 是 唯一 可 解 的 . 

一 类 重要 的 一 阶 线 性 双 曲 型 组 是 对 称 冯 浊 型 

а. 对 于 组 


аны, Во) = f(x). (5) 


此 中 а, Ск), b(x) 是 定义 在 О 内 的 МЕЙЛ, ах) Ж 
带 有 N 个 分 县 的 未 知 向 量 ， 洲 矩阵 a, (x) 是 对 称 的 


(或 者 用 同一 变换 使 之 同时 为 可 对 称 化 的 )， 且 若 在 
每 点 存在 一 个 空 向 超 平面 (spatially-oriented hyperplane ) 
(或 类 空 起 半 面 (space -like hyperplane ))， 那 就 是 此 


ЖИЙЕН У = (уо, у) ЖШ Ya, ya (x) 
ЖЕЕ К. ЛИЕ ЖИП ЖЕЛ; БИН (5) 是 Q 内 的 对 
ЖАШ ЛГАН (symmetric hyperbolic system) ， 对 
了 于 县 充分 光滑 系数 的 对 称 双 曲 组 (5), МАЕНА 
函数 以 及 方程 组 右 端 项 有 平方 可 积 的 р И 
数 ， 则 相应 的 Cauchy 问题 存在 唯一 的 广义 解 ， 且 有 
同样 阶 数 的 平方 可 积 的 偏 导数 . 任 一 个 二 阶 严 格 双 曲 
型 偏向 分 方程 可 化 为 一 对 称 双 曲 组 . 

在 区 域 Q 内 正则 的 解 类 中 ， 二 阶 方程 (1) 可 写 
战 如 下 形式 


X nasa, 5 Хн + eu = fO, 


fo 

(6) 
фа, (х) =а„(х), b,(x)，c(x) Ж fO) 是 定义 
在 内 内 的 函数 ， 若 在 Q 内 每 一 点 处 , 方程 (6) 中 


首 项 系数 的 短 阵 а(х) = Па, (х) 1 (k, j=0,…,n) 
的 所 有 本 征 什 非 零 . 月 这些 本 征 值 中 有 一 个 本 征 值 的 
符号 不 同 于 其 他 所 有 的 本 征 值 的 符号 ， 则 方程 (6) 在 
Q 内 大 到 曲 型 的 . 关于 { 6) ， 沿 着 特征 曲面 人 们 能 区 
别 二 类 光滑 曲面 : = 癌 曲面 (spatialy -oriented surfa- 
ces ) 和 时 向 曲面 (йт -Griented surfaces ) 《或 称 类 空 
曲面 (space ке surfaces ) 和 类 时 曲面 (time -like sur - 
йсє)). НОГ p(x)=0 的 方程 给 出 ， 则 在 
第 ЖШШЕ Q (x, райф) > 0， 而 在 第 二 类 曲面 


LINEAR. HYPERBOLIC PARTIAL DIFFRRENTIAL EQUATION AND SYSTEM 487 


上 Q (x. grad gq) <0， 此 中 
Q(x. у) 


在 类 时 曲面 上 给 定 初始 КҮГЕ 的 
Cauchy 问题 一 般 是 不 适 定 的 . 
ЕСЕ еч 


= У а, (х)а, + Yb Gu, +e(x)ú = 
кзз а у " 


2 КЕД 


Н 


= (a), 
ЖЕЕ + 使 得 对 而 内 所 有 x Ее 
(с Севен 
„Хамо хе 
ЖЕЛМЕ КШ Q 内 是 一 致 (或 正则 ) 双 册 型 的 
(uniomly (regularly) hyperbolic )、 当 ñ = 1 WL. + 


ах 
ah — ап <0。 对 所 有 xe Q 


是 (6) 在 О 内 为 一 致 双 曲 型 的 充分 必要 条 件 、 效 振 
动 方程 


И rn = 0 


是 具 两 自 变量 的 二 阶 线性 一 致 双 曲 型 偏向 分 方程 的 一 
个 典型 代表 ， 此 方程 在 平面 R? 的 任 一 凸 域 中 内 的 
通 解 由 Alembert 公式 {d'Alembert formula) 给 出 : 
u(x)= f(x tx ) + g(xo C xi), 
其 中 子 和 9 是 任意 函数 . 
fE n = 上 时 ， 经 过 一 个 自 变 量 x。 和 x, Е 


异 实 变换 ， 双 曲 型 偏 微 分 方程 (6) 可 化 为 正规 СА 
ЗЕ ) 形 式 ( normal (canonical] fora) 


By My + A(y)u,, + B(y)u + C(y)u =F(y), 


у= (у, 4). (7) 


考虑 形 如 (7) W U 38 H. Бтр А (у), В(у) 
和 С(у) Ж МИЗ, F(y) 是 一 个 给 定 的 向量 
H и 是 未 知 涪 量 ， 这 两 个 向 量 均 带 有 N 个 分 量 ， 对 
于 初始 数据 在 一 非特 征 (自由 ) 曲线 上 的 Cauchy 向 
是 和 数据 给 定 在 两 相交 特征 上 的 Gowsat 问 题 (Goursat 
problem ) 的 适 定 性 阿 题 已 用 Riemam 法 (Riemann 
method ) 进行 了 完全 的 讨论 . 

关于 以 香 型 方程 的 一 些 主要 的 问题 是 Сашву ЙИ] 
ЖА (Cauchy problem), Cauchy 特征 问题 (Cauchy 
Characteristic problem ) 以 及 混合 问题 ( 亦 见 双 曲 型 方 
程 和 方程 组 的 混合 和 边 值 问题 (mixed and boundary 
value problems for hyperbolc equations and systems). 

在 主要 的 问题 的 讨论 中 ， 基 本 解 起 着 重要 的 作 
用 ， 它 可 能 用 以 得 到 正则 和 广义 解 的 显 式 (积分 ) Ж 


示 式 ， 并 朋 还 可 建立 它们 芥 结 构 性 和 定居 的 性 质 ， 特 
别 地 用 以 研究 波 前 及 问 断 性 的 传播 问题 - 

对 于 方程 (6) ， 沙 在 引 内 每 -- 点 x 处 矩阵 а(х) 

的 所 有 本 征 值 非 零 ， 且 至 少 有 二 个 在 符号 上 不 同 于 其 

他 各 个 ， 而 其他 不 征 值 至 少 有 二 个 ， 则 称 (6) 在 区 域 

全 内 是 趋 双 曲 型 方程 ( ultra -hyperbolic cquation )， 形 

0 (8) 


的 方程 是 超 双 曲 型 方程 的 一 个 例子 .此 方程 上 如 下 性 
Ж: 在 变量 为 x= (xa, 7, X.) у= (yo U y.) 
的 Eucld 空间 的 区 域 Q h. 2 n(x, y) MU (8) 的 
一 个 正则 解 ， 且 着 (x, y) 是 QQ 内 任意 一 点 ， 则 函 
数 и(х, у') 在 球面 局? (x, 一 x)) ?=r* 上 的 平均 
值 等于 函数 u (x`, у) 在 球面 Уо .„(у,—у;)1= 
上 的 平均 值 此 中 у; (x= x) t= m 
开 (y, y) хе (усе) y" = 
(yG U у) 为 中 心 且 以 同一 个 r 为 半径 的 球面 . 此 
定理 被 广泛 地 用 于 常 系数 二 阶 线性 双 曲 型 偏向 分 方程 
的 理论 中 . 
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5:9] 
全 双 曲 型 方程 组 或 狭义 双 曲 型 方程 组 同样 也 分 别 
称 为 侈 双 曲 全 方程 组 ( totally hyperbolic system ) 或 Пет- 


the sense of Petrovskil). 
关于 常 系数 标量 方程 的 双 曲 性 的 定义 可 见 [Al]， 
Vol. П. Chapt. 12. 
Ce. 同样 可 见 
Ш. Сы. 13, 
和 
J (Asgeirsson theorem )， 见 
参考 文 南 
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[А1], Vol. 


述 定理 称 为 Asgeirsson 定 
见 [9], Chapt. 6. 


线性 假设 [linear hypothsis ; лявейная гипотеза | 
关于 n 维 正 态 分 布 律 N (а, о?Г) "3836 о 
(га) 维 线性 子 空间 II'cII* 的 统计 假设 ， 其 中 已 
мат s(s<n) ЖТ ТЕК" 中 取 值 ， 而 1 是 
ж#н. 
УЕ ЖОШО ЕНШ а руа ES з SD }Е {ЕП 09 АЈ 
题 ， 而 线性 假设 常 表述 为 如 下 标准 形式 ， 设 х= (Х,. 
ХӘЛЛЕ, КАЗНЕ, П 
ЕХ, =a,0=1, .8), EX,=0(i=s+1.…,n), 


DX=0(i=1, ,nn), 
а.о? Ж. ВБА, 398 Ну: 


0. r<s<n, 


На 
“= 
古典 范 线性 假设 (canonieal lear hypothesi) . 
Y f Z, Z, Ë n+m 个 独立 随 
8, НЕБАТ М, (4,07) №, (0,0? > 
其 中 参数 4, Бож. ЯА, Ві Н: a: 
性 傻 设 ， 然 而 对 于 а„#5,, Б а=а,, 
性 的 . 
参考 文献 
[1] Lehmann,B., Testing statistical hypothesis, Wiley, 1986. 
М.С.1икулин {# 
ОМ ЖМ. ama, Б=, (а, #6,) ЕДИН 
于 关于 姿 换 后 变量 Y.=Y —a, 2. 一 Z,~b, 之 均值 的 线 
隆 假设 - Аж ж 


线性 无 关 [linear independence; линейная незавнсн- 
мость] 

线性 代数 (linear algebra) 的 主要 概念 之 一 . 设 了 
是 域 K 上 的 向 量 空间 (vector space ); Жа, 
а, 将 为 线性 无 关 的 Cimeany independent )， 如 果 对 任 
何 集合 K. K(k, = =&,= 0 除外 ) 有 

Ka + жка, #0. 

Ж, АЖ а, …, a, (n> 1) 称 为 线性 相关 的 
(linearly dependent). 08 a ，…, a, 是 线性 相关 
ШИ 当 且 仅 当 其 中 至 少 有 一 个 向 量 必 其 余 向 量 的 线性 
弓 合 , 的 向 量 的 一 个 无 限 子 集 称 为 线性 相关 的 ， 如 
果 它 的 某 个 有 限 子 集 是 线性 相关 的 ; 称 为 线性 无 关 
的 ， 和 如果 它 的 任何 有 限 子 集 都 是 线性 无 关 的 . 一 个 空 
间 的 最 大 线性 无 关子 集 的 元 素 个 数 (基数 ) 与 这 个 子 
集 的 这 择 无 关 ， 被 称 为 这 个 空间 的 秩 (rank) 或 维 数 
(dimension) ， 而 这 个 地 集 本 身 称 为 若 ( basis ) . 

在 特殊 的 情形 下 ， 当 向 量 а, с, a, 是 某 个 数 域 
K 的 元 素 而 上 是 天 的 子 域 时 ， Ring T 8m n t a 
关 性 (Jinear independence of numbers ) 的 概念 .有 部 
数 域 Q 上 的 数 的 线性 无 关 性 可 看 作为 光 理 性 概念 的 
推广 { 见 充 理 数 (jirational number) ) ， 从 而 ， 两 个 数 
«Жї 1 是 线性 无 关 的 ， 当 上 且 仅 当 x 是 无 理 数 . 

对 Abel 群 和 模 还 引信 了 元 素 的 线性 相关 性 和 线 

线性 相关 性 是 集合 上 的 抽象 相关 关系 这 一 更 广泛 


概念 的 特殊 情形 О, А. Иванова FE 
【 补 注 】 抽象 相关 关系 也 称 为 拟 阵 (matroid)， 见 
[А1] 

参考 文献 


ГАШ Wash , D. J. А., Matroid theory, Acad, Press, 
1976. 社 小 杨 译 


线性 无 基 度 量 [liwar independence , measure of; лнней- 
ной независимости мера], # i,… ,x 的 
函数 


Lm a, | B)= ЕСН) = трада + жаа, |, 


其 中 极 小 可 在 所 有 可 能 的 满足 条 件 
lal < H,Ja,|+ 和 十 | 本 | >0 
的 整数 组 (а, а.) 之 上 .已 知 有 
(аа В) < Са аА, 


其 中 当 所 有 的 数 о, 7а, 为 实数 时 t=1, 在 其 他 情 
ЖТ <= 1/2. 对 基 些 特殊 的 数 集 a,,…, as 求 出 
Lm m IH) 关于 参数 量 的 下 界 ， 是 Diophantus Ж 
ЗЯ ( Diophantine approximations ) 论 的 问题 之 一 . 

Ю. В. Нестеренко 所 ЖЖ # 


线性 不 等 式 [linear jnequality ; линейное неравенство | 
形 如 
1(%)—а#= аху Tax, 40 (1) 
或 形 如 
1{%)—а#= maxi t'u' tax, -a<0 (2) 
的 不 等 式 ， 其 中 91，… ,4,, 9 为 任意 实数 ， 而 хе (х. 
уд). 
按 一 种 较 广 的 意义 ， 线 性 不 等 式 是 形 如 
f(x)-as0 (3) 
或 形 如 
[(ху)-а<0 (4) 
的 不 等 式 ， 其 中 ，f(x) 是 实 向 量 空间 (vector space) 
L(R) 上 其 值 取 自 实数 域 良 的 线性 ( 亦 即 可 加 与 齐 次 
А), В aER ,可 以 得 到 线性 不 等 式 概念 的 进一步 
推广 ， 如 果 代 埠 R 取 任意 的 序 域 (orderod бей) p. Ж 
于 这 种 推广 的 线性 不 等 式 的 现代 理论 业已 创立 (М. 
пр. 
аР, ЛАЗЕ Е раа 
要 问题 归结 到 线性 不 等 式 组 的 研究 . 与 线性 不 等 式 组 
有 关 的 一 些 结果 在 经 济 学 研究 中 找到 非常 重要 的 应 
Ж. 特别 地 ， 在 这 些 应 用 中 ， 线 性 规划 (linear program- 
ming) 应 运 兴起 .在 技术 经 济 学 与 经 济 计划 中 许多 实际 
条 题 归结 到 特定 的 线性 不 等 式 组 的 求解; 这 业已 有 效 
地 确定 线性 不 等 式 领域 内 的 现代 研究 方向 . 
依 此 特别 地 产生 线性 不 等 式 理论 的 主要 原理 ， 边 
界 解 原理 ， 它 首先 对 按 模 的 形式 的 有 限 线性 不 等 式 
组 ， 即 对 形 如 


1,0090, |а„х,+-+а„х„-а|&4,. (5) 


a Xn 


/三 1,… ,加 ， 的 不 等 式 组 建 羔 ， Др, Газ, оа 


54,2 


а ВНТ Н, ПЕ 4, 3 N 
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т({%[4]). 
Ж #Ë ( principle of boundary solutions) 7 #- 
的 内 容 如 下 ， 在 具有 秩 ">0 的 形 如 (5) 的 任意 相 容 织 
狸 不 等 式 组 里 ， 可 选取 秩 为 + 的 中 /个 不 等 式 组 成 的 于 
系统 ， 使 得 后 者 至 少 有 一 个 解 ， 官 让 所 有 子 系 统 中 的 
不 等 式 成 为 等 式 ， 并 演 足 (9) 的 所 有 不 等 式 ， 换 言 之， 
它 是 (5) 的 一 个 解 . 
边 算 解 原理 已 被 扩展 到 域 有 上 的 线性 不 等 式 组 


(system of linear inequalities) ( 见 15]): 
1,(х) ау tt <0, (6) 


у, тА ЖЖ а.а, а, ЖН, 
j=1,…,m)， 且 具有 下 面 较 强 结论 的 形式 ， 在 秩 为 
r>0 的 完全 系统 {complete system) (6) 8, ЯГУ г 
的 由 个 不 等 式 组 成 的 子 系统 ， 使 得 让 其 所 有 不 等 式 
成 为 等 式 的 此 子 系统 的 任意 解 满足 (6) 的 所 有 不 等 式 
(对 形 如 (6) 的 不 等 式 织 ， 这 个 结论 原来 是 等 介 于 前 一 
个 结论 ) . 线性 不 等 式 组 的 秩 (rank of a system of linear 
inequalities) 是 出 现在 该 组 中 的 线性 无 关 式 1(x) 的 最 大 
个 数 . 

边界 解 原理 也 已 扩展 到 性 意 窜 域 P Eh n (6) 05 
不 等 式 组 ， 巷 至 推广 到 了 上 出 有 限 多 个 形 如 (3) 的 线性 
不 等 式 组 成 的 更 一 般 的 不 等 式 组 ( 见 [6]》. 这 个 原理 
草 特 以 下 的 对 任意 序 域 上 形 如 (6) 的 不 等 式 组 的 相 容 性 
条 件 . 牧 为 r>0 的 不 等 式 组 (ОАА, АЗЕ 
它 的 系数 矩阵 中 存在 一 个 r 阶 非 零 子 式 (minor) A， 使 
得 对 于 用 此 盾 阵 的 第 j 行 与 元 察 a, 组 成 的 列 加 边 到 A 
所 得 到 的 行列 式 如 ，j 一 1 …，,m， 所 有 的 比值 AjjA 3J 
为 非 负 的 . 在 相 容 的 线性 方程 组 { 见 线性 方程 
(linear equation)) a x + +a, x =a =0(j=1, m) 
ЖЕТ. АСЕ РЕНО ЕЗ ЗР C Р А, Ж 
些 比 值 均 为 零 . 

线性 不 等 式 理论 的 发 展 始 于 19 世 纪 末 . 具有 一 般 
特征 的 创立 在 [3],[9] 中 的 头 一 批 命题 之 一 便 是 Mink- 
owski - Farkas 定理 (Minkowski 一 Farkas theorsm)， 它 
现在 是 线性 不 等 式 理论 中 关键 定理 之 一 : 如 果 R 上 相 


容 不 等 式 组 ( 纱 的 所 有 解 满足 不 等 式 
IO0)-b=bx; ri +b x, —bS0, 

b,b,eER, i=1,…,n， 那么 存在 非 负 数 p. ,pw， 使 得 

对 x 一 (x1,… ,x,) 恒等式 


1(ж—5= У, ()-а)-љ 


ЗУ. 
20 ttl det РЗА ВО Г. Ф Вор. 
oo 证 的 研究 中 。 引 发 出 线性 不 等 式 理论 的 主要 问题 之 
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， 即 研究 空间 Б” 内 出 非 零 秩 的 相 容 的 有 限 不 等 式 组 
诸 解 定义 的 西 多 面体 (convex polyhedron) 的 性 质 的 问题 、 
Boponoñ 的 主要 定理 (而 {1]) 表 达 出 使 得 上 述 多 面体 为 
非 退 化 的 条 件 ， 换 言 之 ， 刀 对 于 形 如 (2) 的 不 等 式 构成 
的 有 限 涉 等 式 组 的 相 和 容 性 条 件 ,在 很 长 一 段 时 间 里 ， 
研究 形 如 (名 的 不 等 式 组 解 的 多 面体 的 问题 以 及 
Н. Minkowski({3]) 与 J.Farkas ([9]) 的 结果 曾 决定 着 
关于 线性 不 等 式 研究 的 宇 要 趋向 { 见 [10]) . 

后 来 下 面 的 事实 变 得 清楚 ， 即 有 关 形 如 (名 的 有 限 
不 等 式 组 的 线性 不 等 式 理论 的 结果 ， 特 别 是 前 面 提 六 
的 Minkowski，Farkas 以 及 Bopaao 间 的 结果 如 何 可 从 边 
界 解 原理 用 离散 的 方法 ， 也 就 是 说 ， 不 用 实数 域 R ñ) 
拓扑 性 质 ( 或 这 些 性 质 的 任何 推论 } 推 导出 来 ， 半 且 ， 
边界 解 原理 本 身 也 用 离散 方法 证 出 ( 见 [1] 与 [6]) , И 
此 ， 最 终 证 明 用 任意 序 域 P 代 替 在 有 限 线性 不 等 式 组 
理论 的 结构 中 的 枯 域 及 是 可 能 的 . ЕЖ. ЯР 
散 方法 这 种 手段 为 线性 不 等 式 的 纯 代 数理 论 的 建造 租 
好 准备 ， 

线性 不 等 式 理论 长 期 以 来 不 包含 寻求 有 限 线性 不 
等 式 组 解 的 有 效 方法 . 由 直接 应 用 边界 解 原理 构成 的 
方法 不 是 十 分 有 效 的 .对 寻找 有 限 线性 不 等 式 组 的 个 
别 解 的 有 效 方法 (特别 是 单纯 形 法 (simplex method }》 
随 着 线性 规划 的 兴起 才 出 现 . 

在 1960 一 1965 年 ， 一 种 称 为 线性 不 等 式 组 的 对 合 
方法 (conwolntion method) 得 以 发 展 ， 它 有 可 能 从 一 般 
由 形 如 (3) 与 (和 的 不 等 式 ， 特 别 由 形 如 (1) 8 (2) 的 不 
等 式 组 成 的 有 限 不 等 式 组 ， 并 从 与 它 有 联系 的 空间 的 
茶 给 定 的 子 空间 法 寻找 一 个 新 的 有 限 线性 不 等 式 组 ， 
其 解 集 重 合 于 前 述 不 等 式 组 的 解 集 在 所 选取 子 空间 上 
的 某 个 投影 ( 见 [1]) ,基于 此 法 发 展 的 基本 对 合算 法 
(fundamental convolution algorithm) (在 不 等 式 给 (日 中 
逐步 消去 未 知 量 的 一 种 特殊 算法 } 有 可 能 得 到 确定 形 如 
(全 的 相 容 不 等 式 组 的 整个 解 集 的 一 般 公式 . 对 合 方法 
可 用 于 线性 规划 问题 中 以 减少 未 知 量 的 个 数 ， 且 得 出 
确定 整个 最 优 解 集 的 一 般 公式 ( 见 [1]) . 同时 也 证 明 
( 见 [7]) 用 对 合 方法 能 够 辨别 出 不 相 答 有 限 线性 不 等 
式 组 ( 它 一 般 由 形 恕 (3) 与 (49， 特 别 由 形 如 (与 (2 的 
不 等 式 组 成 ) 内 的 极 大 相 容 子 组 . 这 使 得 有 可 能 在 关于 
模式 辨认 (pattem recognition) 问题 的 一 种 解法 中 (3, 
[9) 频 用 它 . 

在 无 限 线性 不 等 式 组 中 ， 一 种 特殊 类 ， 即 多 面 对 
闭 级 己 被 区 分 出 来 ， 并 加 以 研究 ( 见 [1] ) . 在 实 向 量 
зША", ФАИНА ЎР бла хо 
а.х, 7а.<0(0е М) й, ТЕҢИН БУ 内 

ЛИНКИ, ЈЕ ЛЖ 

(а. 4,0.) , ЕМ, Б(#,—1) 
生成 的 詹 ， 这 里 4 ВН С, А] ЕЛЖ К ЭЛИ 


多 面 封 闭 组 ， 有 限 线性 不 等 式 组 的 许多 性 质 得 以 保 
持 ; 特别 地 ， 对 这 样 的 不 等 式 组 ，Minkowski -Farkas 定 
理 成 立 ， 线性 不 等 式 的 多 面 封闭 组 被 用 于 函数 近 近 论 ， 
凸 规划 (convex programming) 以 及 控制 论 中 { 见 [8]). 
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【 补 注 】 对 线性 不 等 式 在 凸 几何 学 与 组 合 几 何 学 中 的 
应 用 见 [A1] ,[A2]; 对 在 数 的 几何 (geometry of num- 
bers) 中 的 应 用 亦 见 [A3]; 对 在 最 优化 中 的 应 用 见 
[А4]. 亦 见 线性 规划 (linear programming) . 
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[АЗ] Gniber, P. M. and Lekkerkerker. С.С., Geometry of 
numbers, North Holland , 1987. 
[ A4] Grotschel, M., Lovasz, L. and Schrijver, А., Geome- 
tric algorithms and combinatorial optimization, Spring- 
ег, 1988. 陈 公 宁 Ж 


线性 积分 方程 [linear integral equation ; лынейное интег. 
ральюе уравненне | 
一 类 积分 方程 ， 其 中 未 知 范 数 p(s) 以 线性 形式 出 
现 : 
Абхуе(х)+ | Кох, з)е(з)4з = /(х), хер. 
; 


这 里 А, К, f ЖЕЙ. D 是 Evclid 空间 中 的 一 个 
К, k 和 s 是 该 空间 中 的 点 ，ds Я. WL 
积分 方程 (integral eqvation ). 

А, Б, Ивашов Ж Ж Ж 


线性 插值 法 [linear interpolation; линейная ннтерполя - 


ция } 
近似 计算 函数 f(x》 的 值 的 一 
性 函数 


种 方法 ， 基 于 用 线 


L(x)= a(x—x1)+p 


VË х); ёа 和 РАЖ: 在 给 定 的 点 х. 
xz 处 , L (x) 的 值 与 /(х) 的 值 相等 ， 即 
L(x.)= ху), L(x,) = f(x;). 
这 些 条 件 为 唯一 的 函数 
х= f(x.) f(x.) 
ES 
所 满 是 ， 它 在 区 间 [x,、x;] Аиа 


Ро) 0) ОО а) (кх 


611, x;] 
逼近 给 定 的 函数 .f(x)， 线 性 插值 法 所 必须 的 计算 易 
于 用 笔算 完成 ， 因 此 这 一 方法 广泛 用 于 列表 数据 的 揪 
值 中 . 
$x 
[1] Бахвалов, H. С., Числонные методы, 2 юэд., М. 
1975. 
[2] Березин, И. С., Жидков, Н. П., Методы вычис- 
тений, 3 изд., т. 1, М.. 1966( ЖЖ: Berezin, 1 
5., Zhidkov, М Р., Computing metbods , Pergamon , 
1973) М.К. Самарин # 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
ГАТ] Davis, Р. }., Interpolation and approximation , Do - 
чег, mprint, 1975. 
[A21 Steffensen, 1. F., Interpolation, Chelsea, reprint, 
1950. 沈 永 欢 详 


(x-x)+J/(x,) 


线性 算 于 [ linear operator ; линейный оператор], 线性 
变换 (linear transformation) 
两 个 向 量 空间 (vector spacs) 之 间 与 它们 的 线性 结 
稳 一 致 的 一 个 映射 ,更 精确 地 ， 一 个 眩 射 4; E— F, 
其 中 EE 和 下 是 域 k 上 的 向 量 空间 ， 称 为 从 记 到 下 的 一 
个 线性 算 子 ， 如 果 对 所 有 的 x,yeE, дек, 
А(х +y)=AÀAx+Áy, А(Ах)=;4х. 


ОЛЕТИН та Bl 22 1 6: — ЖЕЛЕ ВЕ 
数 中 是 基本 的 ， 在 数学 和 物理 各 种 各 样 的 分 支 中 , 首先 
是 在 分 析 及 其 应 用 中 起 作用 . 
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线性 算 子 的 现代 定义 由 G.Peano 首先 给 出 (11]) 
(对 K=R) . 然而 ， 它 植 根 于 已 经 积累 了 (从 线性 函数 
y=ax 开始 ) 大 量 仙子 的 数学 先前 的 发 展 ， 在 代数 学 中 ， 
它们 的 一 个 不 完全 的 表 包 括 了 线性 方程 组 的 线性 代 换 ， 
ША, ЖЛ! Grassmann 代数 元 素 的 滋 法 ; 在 解析 儿 
何 学 中 ， 它 包括 了 坐标 变换 ; 在 分 析 中 ， 它 包括 了 微 
分 和 积分 变换 以 及 Fourier 积分 . 

直 划 20 世 纪 初 已 经 系统 研究 过 的 线性 算 子 仅仅 是 
域 及 和 CC 上 有 限 礁 空间 间 的 那些 算 子 . 第 一 个 “无 穷 
维 " 的 报告 ， 也 是 涉及 一 般 域 的 由 OQ.Toeplitz( [3] y E 
出 ， 通常， 无穷 维 空间 EE 和 下 间 的 线性 算 子 是 在 它们 
对 于 一 定 的 拓扑 是 连续 的 假设 下 研究 的 . 作用 在 各 类 
拓扑 向 量 空间 ， 首 先是 Banach 和 Hilbert 空 онан 
线性 算 子 是 线性 泛 函 分 析 研 究 的 主要 对 象 ( 亦 见 
空间 (Banach space); Hilbert 空间 (Hilbert Кнорр М 
扑 向 最 空间 (topological vector space)) . 

在 线性 算 手 的 理论 中 , Кек АП F= E 这 而 个 特殊 
情形 是 最 重要 的 . 在 第 一 种 情形 下 ， 一 个 线性 算 地 称 为 
tz ЧїилсЧолаї) (Ж ЕЕ Bs (linear functional) ) , 
在 第 二 -种 情形 下 称 为 作用 在 Е 上 的 线性 算 子 、 或 者 自 
ТЯ 4 ( endomorphism) . 

ОЕ РЛЕР КОЕШ ТАЕ Ре 
(Е.Е) 2 (Е,Е) УУ (Е)), НЕН ДД 


(А+В)х—Ах+Вх ЖД А)х= (4х), A, BE LAE, Е), 


хЄЕ, ekan; 220. ФИТ AE 一 БОВ: 
Е,» F, 的 乘法 复合)4B 仅 当 F,=E, Е X S B fll A 
的 逐次 运用 . 关于 这 三 个 运算 < (E) Ae k L puk (u 
元 1 的 结合 代数 的 一 个 例子 ( 抑 结 合 环 与 结合 代数 (as- 
sociative rings and аірегаѕ)) . 这 “不 仅 是 一 个 例子 " :天 
上 每 一 个 结合 代数 都 可 以 你 人 到 一 个 对 某 个 已 的 z (E) 
中 . 

一 个 固定 域 上 的 向 量 空间 (对象 ) 和 线性 算 子 ( 术 
射 ) 与 合成 律 一 起 组 成 一 个 范 贱 (category) sw 下面 的 概 
念 是 一 般 范 财 概念 的 特殊 情形 (与 2, 有关) . 对 线性 
ИТА:Е = Е. ТЮЕ (кеге) 是 也 空间 Ker A= {хє 
Е:Ах=0). 189% бпаре) E: + #z 8 ImA= {уеР:у= 
Ах 对 某 个 хек). ТЯ (cokemel) 是 商 空间 Coker 
А=Р[1тА. ВЕЙ АЙ - — 1 (monomor- 
phism), 如 果 Ker4= 10}; — 488 8508 (epimorphism), 
如 果 ImA=F . EE W £ B: F 已 称 为 用 й 
(Jef){ 分 别 地 ， 右 (right)) 3Ë (imerse), 如 果 BA J E F 
的 恒 等 算 子 (分 别 地 ，AB E РЕНЖИТ). 同时 是 
А ЖЯ ШЕЕ Т АС! ЖЗ; A 的 道 (шуге). 
有 赣 的 线性 算 闻 (分 别 地 ， 自 局 态 ) 称 为 同 构 (isomor- 
phism) {分别 能 ， 自 闻 物 Cautomorphism)) ` 

范 旷 的 关于 线性 算 子 的 加 法 是 一 个 Abal УКА 
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(Abelian category); ЖЕЙН, < 为 单 态 射 ， 又 为 满 态 
射 的 线性 算 子 是 一 个 同 构 . 而 且 , {Еч 中 每 一 个 单 态 
射 有 一 个 开道， 等 一 个 满 术 射 有 一 个 右 道 ,类似 于 4 
引信 范 叶 各。 ЖЯ Же, 第 一 个 的 对 象 是 Вапасћ 25 |8], 
第 二 个 的 对 象 是 Hilbert 空间 ， 在 这 丙种 情形 下 ， 态 射 
都 是 连续 线性 算 子 , 两 个 范畴 都 是 加 丝 的 { 见 加 性 范 栈 
( additive саіерогу)). (92: Abel 的 . 其 中 的 同 构 称 为 
拓扑 同 构 (togological iomorphisms) ;他们 是 具有 和 连续 
道 的 线性 算 子 

线性 算 子 内 著 理 论 最 重要 的 典型 问题 之 一 ， 是 按 
某 一 种 等 价 对 自 同 态 (或 者 至 少 它们 的 某 些 类 ) 进行 分 
类 的 问题 ( problem ‘of classfying emdomorphisrms ). 对 纯 
ДРВ Т, ЖИЕ и В БЮ - 般 范 畴 
等 价 ， 这 称 为 相似 性 (similarity ) 换言之 ， 分 别 作用 在 
E 入 上 的 线性 算 子 4 和 B 是 相 亿 的， 如果 对 某 个 
п ов 

Е_А Е 


1) | 0 


F "F 


B 

交换 .(- - 般 )Banach 空间 中 连续 线性 算 子 的 等 价 称 为 
拓扑 等 价 {iopological equivajence)， 并 月 在 一 般 失范 
W, 这 时 是 在 а 的 意义 下 理解 ; kW (1) ЖЖ 
个 拓扑 同 构 忆 交换 , 对 Hilbert 空间 中 的 线性 算 子 ， 这 
对 应 于 图 式 (1) 对 某 个 酉 { 见 下 ) 算 子 0 交换 的 要 求 { 选 
А 5 ВИ S Р ( urtary equivalence ) 作为 基础 ) . 

除 此 之 外 ， 在 带 拓扑 的 空间 癌 的 线 世 算 子 的 理论 
中 ， 有 重要 的 用 结构 煌 对 简单 的 算 字 对 各 类 线性 算 了 于 
ЮЕ Н (problems of approximating) . 关于 寻找 只 
体 空间 ， 最 经 常 的 基 函 数 空间 上 线性 算 子 的 一 般 形 式 的 
问题 起 了 重要 的 作用 . 

在 相似 不 变量 中 ， 最 重要 的 是 谱 和 给 定 维 数 的 不 
变 子 空间 的 个 数 , 设 4 是 上 的 线性 算 子 , 它 的 谱 
(spectrum) 是 上 中 这 样 的 4 组 成 的 子 集 (4)， 对 它 
ЛУАН. 叱 的 一 个 子 空间 E, 称 为 关于 4 不 变 
(invarian ,如 果 хе E, ES Ax= E, . ЖТ “Өй 
子 的 核 和 象 以 外 ， 包 含 这 个 算 子 的 所 谓 本 征 向 量 (eign 
Vectors) 的 一 维 子 空间 也 是 后 子 ， 即 这 些 xeE(x 0), 
ЖЕ Ах=х(дей). д, ЖЭ ХАНА береп val- 
ue)， 自 动 地 属于 À 0048. 

线性 算 子 的 概念 是 用 任意 的 环 代 痊 域 得 到 的 模 的 
态 和 的 概念 的 一 个 特殊 人 情形 . 在 许多 方面 模 的 态 射 在 
它们 的 性 质 上 不 像 线性 算 子 ， 但 是 关于 后 者 的 结 巢 形 
成 一 个 研究 它们 的 促进 因素 ， 

有 限 维 空间 上 的 线性 算 于 (没有 内 加 结构 ) ` 对 这 
种 线性 算 节 的 主要 解 新 工具 是 矩阵 记号 (matrix nota- 
tion) . ЖЕРЕН е у Sm fa f.(1Si< 


п) 8], ША: РАНЕЙ, ЖА а e 
是 4e, 关于 第 二 个 基 的 展开 式 的 第 1 个 系数 . 那么 
(т хп) 维 矩 阵 M ,=la, | 称 为 线 生 算 子 A ST 35 e, 和 
ГЕРЕ (таш). 如果 E= ГЕЧЕ 
Ж (Й, e=f,1SiSm=n). 在 转移 到 其 他 的 基 
时 ， 线 性 算 子 的 后 阵 接 简 单 的 公式 改变 ， 

对 线性 算 子 的 各 种 特征 ， 通 常 它 们 矩阵 的 可 有 效 
计算 的 特征 与 之 对 应 . 例如 ，dimIm4=r(M ,)#l dim 
Kerá=dimE—r (M4)， 其 中 Yr 是 这 个 矩阵 的 秩 
(rank); 特别 地 , 4 是 一 个 同 构 , 当 且 仅 当 dimE=dim F 
=r(M,): 这 个 条 件 等 价 于 М, 的 行列 式 (determin- 
ant) 不 为 零 . 对 线性 算 子 的 民 数 运算 ， 它 们 取 固 定 基 
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ФЕЙ ТЕЛИ. чачта а — 
阵 描述 (每 一 个 路 它 “自己 的 ” 基 ) . 一 个 线性 算 子 的 
本 征 值 是 亡 的 矩阵 的 竺 征 多 项 式 (characterstic polyno- 
Imial) 的 根 , 这 萄 池 在 代数 闭 域 (例如 ，C ) 上 的 有 限 维 
空间 上 的 每 一 个 线性 算 子 至 少 有 一 个 本 征 向 量 . 任意 
域 上 有 限 维 空间 上 的 一 个 线性 算 子 的 谱 是 它 的 本 征 值 
的 集合 . 

代数 闭 域 上 有 限 维 空间 的 自 同 次 分 类 问题 已 经 完 
全 解决 ， 并 且 相 似 性 类 已 用 不 变 子 空间 的 术语 描述 . 
这 里 主要 的 步骤 是 由 和 ,Jordan (ШЕ С) 发 现 的 下 
面 的 分 类 定理 . 在 主 对 角 线 上 为 固定 的 4ek， 在 上 上 次 
对 角 线 上 为 1 并且 在 其 他 地 方 为 零 的 矩阵 称 为 一 个 
Jordan 84 (Jordan block)， 一 个 在 主 对 角 线 上 为 {不 同 
准 数 和 和 带 不 同 1 的 )Jordan 块 在 其 他 地 方 为 零 的 分 块 短 
阵 称 为 Jordan B: B£ (Jordan matrix) . 那么 每 一 个 自 同 
态 可 以 按 某 个 基 写 成 一 个 Jordan 矩阵 . 寻求 这 样 一 个 
基 称 为 一 个 线性 算 子 向 Jordan 形式 (Jordan form) 的 约 
化 (Ieduction)， 由 于 用 Jordan НОВЮ НЦ 
Йй, ЗВУ ЕНГЕН ЕТЕ Jordan 块 的 一 个 置换 后 一 
致 ， 这 个 年 埋 意 味 着 Jordan 矩阵 在 适当 的 等 同 后 提供 
了 相似 不 变量 的 一 个 完全 集 . 

Вам 空间 上 的 连续 线性 算 于 . 这 个 理论 的 基础 
由 S.Banach ЁЁ (А [4]). 

Т САЖ, 1&р<=): 8— T f 
界 数列 的 乘法 线性 算 子 ; 左 ( 分 别 地 ， 右 ) 移 位 线性 算 
+f. Евр ре, 9] {л=4,) ЯВ, 81 у= 
fm те, ї>0}). 

2) 11,14,18 С[а,Ь]: ЖШ [а,Ь] Е 
续 函 数 g 的 乘法 线性 算 于 ， 映 /到 g， 


до) {доа 


的 不 定 积分 线性 算 子 - 
3) Ж1,(8): 平移 teR 的 线性 算 子 ， 它 映 了 到 


я 


#- g{x)=f(x +). 
4) 从 二 (RJ 到 CG (R)rF: 经 典 的 Fourier 算 子 ， 
ъд. 


во) [оета 


Banach Ж ВГ — ЕЕ + А: Е— ЕЕ 
的 (continuows)， 当 且 仅 当 它 是 有 界 的 (bounded)， 亦 
即 E 中 丝 一 个 有 界 集 的 象 在 中 是 大 界 的 ， 或 等 价 地 ， 
如 果 有 一 个 称 为 算 子 范 数 (openator nom) 的 (有 限 ] 数 
| А|=зор { Ах: xi 有 1 一 个 类 似 的 论断 对 任意 的 
赋 范 空间 也 成 立 ) , 从 加 到 灰 中 的 连续 线性 算 子 组 成 
(E,F) 的 一 个 子 空间 B(E,F)， 它 关于 Jal 8— + 
Banach 空 间 . 于 空间 B(E,E)， 常 记 为 B(E)， 甚 至 
是 一 个 关于 算 子 乘法 的 Banach 代 数 . 这 些 代数 的 类 在 
每 一 个 Banach КОВА АМЕР ВСЕ) 
个 子 代数 的 意义 下 是 万 有 的 . B (E, FF) 中 由 拓扑 同 构 
组 成 的 子 集 是 于 的 ， 并 县 对 E=F 包 含 一 个 心 为 1 半径 
为 1 的 开 球 . 

线性 算 子 的 Banach 理论 中 有 两 个 定理 起 郑重 要 作 
用 ， 它 们 与 Hahn- Banach 定理 (Hahn-Banach theo- 
тет) (ЯНЕ ЕВА (inear functional) ) 一 起 称 为 线性 分 
析 的 三 个 基本 原理 “一 致 有 界 原理 ”最 简单 的 形式 是 
Barach--Steinhaus 定理 (Banach- Steinhaus theorem): 如 
ЗЕЕ Д.Е 了 COt=12,…) 使 得 对 每 一 
+ xe ж зир,|А„х{<®, 那么 зр, 14,10. “Ж 
映射 原理 " 最 简单 的 滥 式 是 Banach 定理 (Banach theo- 
теш): 如果 一 个 连 绕 线 性 算 子 有 一 个 逆 ， 那 么 这 个 滋 自 
动 地 是 连续 的 在 这 两 个 定 地 中， 空间 是 Banach ( 完 
«уйше лир. 

一 个 连续 线性 算 子 4 :下 -> 下 所 谱 ， 通 常 对 复 空间 
考虑 ， 是 C 中 一 个 非 空 紧 集 . 在 无 穷 维 空间 的 情形 
下 ， 一 个 线性 算 子 本 征 值 的 集合 称 为 点 涝 (point spoc- 
тот), ЖНА (А) 的 一 部 分 .对 剩 下 йде 
s(A)83fIn(21-A)2E; 这 些 数控 照 Im( ht- А) E 
中 黎 或 不 铜 分 为 两 个 集合 ， 连 续 洋 (continuous зрес- 
rum) 和 剩余 谱 (residual spectrum) .例如 ， 乘 以 p (对 
Яв НЕ ЕНДА Р [а Б}, а Г, а, 
4 空间 的 情 并 下 它 所 有 А0 ННВ, Са, В] 
的 情形 下 它们 属于 狮 余 谱 . 

定义 在 C\o(4) 上 的 算 子 值 函 数 RO4)=(41 一 4)-! 
称 为 线性 算 子 4 的 预 解 式 (resolent) . 这 是 有 用 的 ， 特 
别 是 因为 对 每 一 个 在 谱 的 某 个 部 域 上 全 纯 的 画 数 
由 ， 使 得 可 以 考虑 线性 算 子 ( 记 为 w( 4)) 


ОМО 
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其 中 工 是 上 中 包 轩 了 谱 的 光滑 围 道 , 用 这 种 方法 可 以 
构造 “他 纯 算 子 演算 "， 至 于 “全 纯 多 个 算 子 演算 ”， 
ЛИ 给 多 个 “ 算 子 ” 变 元 的 全 纯 范 数 的 概 

合理 的 意义 ， 它 的 构造 同 题 原来 要 困难 得 多 . 
КРЫ 定 的 意义 下 接近 完全 的 结果 己 用 同调 代数 的 
方法 得 到 C[5]). 

Banach 空间 间 的 线性 算 子 理论 中 的 一 个 重要 运算 
是 从 4:E 一 下 到 它 的 所 谓 伴 随 线 性 算 子 fadjoint linear 
operator) A": F — Е' ( 亦 刀 伴随 算 子 (adjoint opera- 
tor)), ен 

АЈО)= Ах) 
(А+В У = A +B' (44У =14°, (AB) = BA, 
МЇ А 
(在 等 式 的 左边 有 意义 的 假设 下 ) . 如 果 中 和 下 是 自 反 
的 ( 见 自 反 密 间 (reflexive space))， 闭 么 (4)*=4 

下 面 是 Banach 空间 中 最 重要 的 一 些 线 性 算 子 类 . 

1)А: E— 下 称 为 一 个 紧 算 子 (compact opera - 
tonD， 或 者 一 个 完全 连续 算 子 (completely-continuous 
operatoD)， 如 果 它 把 三 上 任 一 有 界 集 映 成 中 中 一 个 全 
有 界 ( 即 准 紧 ) 集 . 能 用 有 限 维 { 有 有 限 维 象 ) 线 性 算 子 
按 算 子 范 数 近 近 共 每 一 个 线性 算 子 是 紧 的 . 对 于 绝 大 
多 数 经 典 Banach 空间 下， 其 道 也 是 真 的 ; 从 任何 互 到 
到 的 每 一 个 紧 线性 算 子 可 以 用 有 有限 维 算 子 道 近 ,所 亩 
的 逼近 问题 approximation problem) {这 是 否 对 所 有 的 下 
成 立 人 ) 已 经 被 否定 地 回答 了 ([6]) ` 

巨 中 的 恒 等 线 性 算 子 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 E 是 有 限 
维 的 {Riesz 定理 (Riesz theorem)). 紧 线 性 算 子 的 谱 是 
一 个 含有 0， 译 多 可 笋 的 集合 . 如 果 谱 是 无 限 的 ， 那 
么 0 是 它 的 唯一 极限 点 . 每 一 个 Aeo (4)(4# 人 0) 是 一 
个 本 征 值 ， 并 且 对 应 于 它 的 本 征 向 量 组 成 一 个 有 限 维 
空间 . 

2) A: 上-* 下 称 为 核 型 算 子 (nuclear operator), ЯП 
果 它 可 以 表示 为 一 维 线性 算 子 组 成 的 在 B(E, 下 ) 中 绝 
对 收 钱 的 级 数 ， 这 样 的 算 子 一 定 是 紧 的 . 利用 核 型 线 
性 算 子 可 以 定义 分 析 中 重要 的 称 为 核 型 空间 的 一 类 拓 
扑 向 量 空间 ( 68925 [8) (nuclear space}) , 

3) 4: E — ЕУ Fredholm 算 子 (Fredholm opera- 
tor)， 加 果 它 的 粮 和 余 核 是 有 限 维 的 ， 这 样 一 个 线性 算 
子 的 象 一 定 是 闭 的 . 线性 Fredholm 算 子 的 主要 特征 是 
它 的 指标 dimKer4 dimCoker А. 线性 Fredholm 算 子 
的 集合 在 B{5,F) 中 是 开 的 ， 并 且 其 上 的 指标 ( 基 分 别 
取 的 核 和 余 核 的 维 数 形成 对 照 的 ) 是 一 个 局 部 常数 函 
数 . 线性 Fredholm 算 子 理 论 的 先驱 是 积分 方程 理论 . 
通过 实质 性 地 证 明 E. Fredholm 确立 了 (并 且 D. Hilbert 
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Hei ik ЛИ" PREMI AGXE АЖ) 
的 线性 算 季 起 Fredholm 算 子 并 日 有 指标 零 ( 见 Fredholm 
抉择 定理 (Fredholm sternative)) . #8 ЯЖ ЕЛЕЙ 
型 微分 表达 式 叶 产生 的 特殊 线性 Fredhoim % + 
类 . 计算 它们 的 指标 的 问题 名 要 代数 拓扑 学 的 工具 
([8]) ( 亦 见 指标 定理 (index theorerns)) ， 

Banach 空间 自 同 态 的 分 类 问题 ， 从 对 它 前 解 给 出 
一 个 有 限 维 模型 的 Jordan 的 定理 的 观点 米 看 ， 可 以 当 
作 构 造 线性 算 子 的 Jordan 形式 适当 的 无 穷 维 类 似 的 问 
题 的 “最初 的 源 近 ”, 然而 放 没 有 被 解决 : 不 用 说 对 不 
$ -个 “充分 的 ”集合 无 所 知 ， 到 现在 为 
ПЗЕ HE Hilbert 42 |a) Б @ 88£ — Р е 

Зу fo Н, (不 同 于 (0) # H) 的 不 突 子 空间 也 

不 知道 ， 如果 作用 在 任意 Banach 空间 上 的 一 个 线性 算 
f 4 不 与 1 成 比例 ， 江 且 和 某 个 尝 线 性 算 子 交换 ， 那 
么 与 4 交换 的 所 有 线性 算 子 的 集合 有 一 个 非 平凡 不 变 
子 空间 ( 见 [9]) . 

除了 赋 范 空间 的 拓扑 以 外 ， 在 B(E,F) 中 还 有 规 
定 其 中 一 个 局 部 四 空间 (locally convex space) 结构 的 拓 


tor topologies) ， 分 别 用 半 范 数 (semi - norms) 的 系 
(pap, (A)=|Ax]1, xeE} 


和 
{рр СА) AN: x EE, fe F°) 


拓扑 向 量 空间 上 连续 线性 算 子 的 埋 论 (这 样 的 线性 
算 子 的 合子 是 广义 的 数 上 的 Fourier 变换 ) 是 在 Banach 
理论 的 基础 上 发 展 的 . 其 中 推广 Banach 的 经 典 定理 和 
其 他 定理 可 能 性 的 研究 占有 十 分 重要 的 位 置 ; 它 导 至 
许多 重要 类 型 空间 的 引入 . 例如 ， 关 于 连续 性 和 有 界 
性 等 价 的 定理 ，Banach- Steinhaus 定理 和 Banach 关于 
道 算 子 的 定理 对 任意 的 ， 即 使 对 局 部 凸 ， 分 离 的 和 完 
全 的 空间 是 不 成 立 的 , 同时， 这些 定理 的 第 一 个 总 真 
的 ， 如 果 E 是 ~ 个 因 型 空间 ;第 二 个 是 真 的 ， 如 果 玉 
是 个 桶 型 空间 (banelied space); 第 三 个 是 真 的 ， 如 
果 忆 是 绝对 完全 的 、 并 且 Ран). 

Hilbet 空间 上 的 连续 线性 鞭子 (有 限 维和 无 限 维 
的 ) . 这 个 理论 是 在 Hilbert (f 10]) 关于 积分 方程 和 无 
限 二 次 型 的 工作 中 首次 定形 的 ， 

例 . 1) БЕА р=2 时 1,, L [a, b], L (R) 
中 的 线性 算 千 的 所 有 例子 . 

2)L,[a,b] PW f El z, 


N 
s= | KG) 


的 积分 算 子 ， 其 中 天 起 集合 aS x, yb 上 的 平方 可 积 


函数 . 这 样 的 线性 算 子 总 是 紧 的 . 
3) L, (R) Р Fourier 算 子 是 出 在 L, (R)() L, (R) 
с 与 经 典 Fourier 6 ОМ Б) -~ 致 这 一 事实 唯一 确定 
的 、 

下 面 以 对 C 上 的 空间 共有 的 形式 给 出 一 些 概念 和 
事实 : 也 就 是 说 ， 在 化 空间 中 、 这 个 理论 已 经 显示 出 
是 最 重要 的 和 最 省 意义 的 . 

在 Banach 理论 背景 下 线性 算 子 的 Hilbart 理论 的 特 
殊 位 置 ， 是 由 伴随 算 子 (adjoint operator) 概 念 显著 增加 
的 作用 决定 的 .出 于 一 个 Hilbert 空间 Н ЖЕКИРЕ Н” 
ЖЛ, ВЕТА; 一 H; 自然 地 等 同 于 内 
(Ax,y)=(x,A`y), хеН,,уЄН, Ж-Ж А H, 
到 H, МЕТ; ТЕАТ. БнР 
态 伴随 的 级 性 算 子 还 是 作用 在 互 中 . B(H} 中 产生 一 
个 重要 的 附加 结构 一 一 从 4 转移 到 A" 的 运算 ， 它 有 对 
合 的 性 质 、 并 且 B(H) 关于 它 是 一 个 C" 代数 (Calg- 
cbra). 事实 止 ， 每 一 个 C” 代数 对 某 个 H SSE * РТ 
于 B(H) 的 一 个 С" ЗУ ( Гелыранд-Маймарк ей 
(Gelfand - Naimark theorem)). ` 

下 而 的 线性 算 子 类 是 Hibert 空 间 的 特色 . 

线性 算 子 A: H-= H 称 为 自 伴 算 子 (self- adjoint op- 
erator) 或 者 Hermite 算 子 {Hermitian operator)， 如 果 
由 一 4 ,与 其 平方 相等 的 自 伴 线 1 性 算 子 称 为 一 个 投影 
算 子 (projector, projection operator ); 这 样 一 个 线性 算 
子 .可 以 实现 为 到 态 的 一 个 闭 子 空间 上 的 正 交 投影 算 
子 . 线性 算 子 4: 此 — 五 , 称 为 一 个 画 算 子 (unitary 
pe a R 的 情形 下 ， 一 个 正 交 算 子 ( orthogonal 
operator), 如 果 4 = 4-', 或 者 等 价 地 ， 如 果 
(Ах, Ау) = (х,у), х,у, ЖА ImA = Н,. 一 个 线 
житди, чаша НЕЮ Ену. 
В {ЯГ Н F| E FS (normal operator ) RJ SS pk 
情形 : 一 个 线性 算 子 A: H -> H E A A=Ad4, 

СВ, L.,la,b]) ЯЯ) (分 别 地 ， 
一 个 函数 ) 的 乘法 线性 算 子 是 自 伴 的 ， 当 上 且 仅 当 这 个 序 
列 ( 函 数 ) 是 实 值 的 . 一 个 线性 积分 算 子 是 自 伴 的 ， 当 
旨 仅 当 几 平 处 处 有 К(х,у)=К (у, х). ЖЕ L, (R) 中 移 
位 算 子 和 Fourier 算 子 是 本 的 .在 1; 中 左 和 种 移 位 线 
性 算 子 是 互 为 伴随 的 ， 并 晶 不 是 正规 的 . 自 伴 算 子 的 
谱 位 于 RR 中 ， 酉 和 舞 子 的 谱 位 于 .中 的 单位 贺 周 上 . 投 
对 P11,0 的 谱 由 点 0 和 1 组 成 . 正规 线性 算 子 的 谱 可 
以 是 C 中 任意 紧 集 . 一 个 自 伴 线性 算 持 对 应 于 不 同 本 
征 值 的 本 征 向 量 是 正 交 的 - 

上 面 捕 述 的 线性 算 子 类 应 用 在 数学 和 物理 的 许多 
аке, 包括 量子 力学 (那里 自 伴 算 子 理解 为 可 观察 

， 表 示 理 论 和 调和 分 折 ， 徽 分 方程 现 论 和 动力 系统 
НА . 
有 关 作 用 在 有 限 维 Hilbert 空间 上 的 一 个 线性 算 子 


СИ 1 


о 


е аат 


а 


ө, ИНТЕ — ЕЗ ае h pies Bi 
提供 . 控 照 这 个 记号 ， 转 移 到 伴随 线性 算 地 对 应 于 取 
这 个 抵 隆 转角 的 复 共 频 ;作为 一 个 推论 ， 对 一 个 自 伴 
ФЕ ТИРЕШ ра, 有 ,= 西 ，“ 半 于 约 化 到 对 涯 
撒 " 的 经 典 定 埋 尘 言 ， 和 链 一 个 正规 (在 域 RR 的 情形 下 、 
每 一 个 外 伴 ) 线 性 算 子 可 以 按 某 个 标准 正 交 基 写 成 一 个 
对 第 矩阵 . 与 线性 算 子 是 西 等 价 ( 当 昌 仅 当 它们 可 以 用 
С РЕ -— 4 ШЕ 8 D: m IE = ИШ 
-一 盐 ， 这 个 定理 草 涵 本 征 值 ( 按 它们 的 重 数 计 ) 的 集合 
组 成 正视 线性 竺 子 西 等 价 不 变量 一 个 完全 系 . 

约 化 到 半角 型 的 定理 在 这 -~ 点 上 比 Jordan 的 定理 
"更 巧妙 "， 找 到 了 它 的 一 个 无 穷 维 类 似 ，1912 年 发 现 
的 ， 正 规 算 子 的 谱 定理 (spectal theorem): 一 个 正规 
线性 算 子 可 以 唯 二 地 表示 为 一 个 算 子 值 Stisljes 积分 
4=fsw4P(d4)， ЁШ P (da) Ж c (A) 的 Borel 子 集 
上 的 一 个 可 数 可 加 正则 (例如 在 蝇 算 子 拓扑 的 意义 
下 ?函数 ， 它 在 投射 中 取 介 并 上 使 得 P(r(4]) =1( 见 
ЖЕЙ (реси! measure) ) . 一 个 推论 是 每 一 个 正规 线 
性 算 子 可 以 用 投射 的 线性 组 合 还 近 . 

在 Hilbert 的 岩 理 的 基础 上 (任意 维 空间 中 的 ) 正 规 
线性 算 子 直到 百 等 价 的 一 个 完全 分 类 已 经 得 到 
(111); 特别 地 ， 每 一 个 正规 线性 算 子 原来 都 西 等 价 
于 已 (c) ЕЖЕ ЯГЫП, ЖШ ою 
жаК ГЕ ЕН]. ўнг АЕ B| Б) SE IE MRE 
算 子 描述 就 简化 了 ， 这 样 的 线性 算 子 以 它 自己 的 本 征 
向 量 作为 规范 正 交 基 ， 并 且 因此 与 作用 在 了 ;中 乘 以 一 
个 序列 (这 个 序列 必须 收 合 到 等) 的 乘法 算 子 百 等 价 . 

在 一 个 正规 的 А 的 俏 形 下 ， 谱 定理 有 可 能 对 比 谱 
上 的 侈 纯 钾 数 更 广泛 的 函数 类 给 函数 表达 式 УСА) 一 
个 意义 ， 例 如， 对 一 个 连续 的 1， 线 性 算 子 ДА) ЕХ 
为 [owf()P(44) .如果 4 是 自 伴 的 .那么 线性 算 子 
exp (i4) ЖН. 

主要 的 努力 已 经 集中 在 各 类 非 正 规 线性 算 子 的 研 
究 上 ， 首 先是 抽象 Yolterma ЖР, 833 T ABR F 
(Ж. [11]—[13], Ж Yoltera 算 子 {Voltera operator); 
谱 算 子 (spectral operator); ЖЕЙ (condensing орега- 
toD)， 虽 然 与 谱 定 理 中 的 正则 性 可 比 的 正则 性 仍然 没 
有 发 现 ， 然 而 在 这 方面 已 经 得 到 深刻 的 结果 . 

分 析 的 发 展 和 它 的 应 用 ， 首 先是 微分 方程 和 量子 
力学 ， 促 使 我 们 超出 有 界 (Ш, ЖЕШ) 线性 算 子 的 范 
围 . 严格 地 讲 ， 骆 中 的 一 个 无界 得 子 (unbounded opera- 
tor) 按 这 里 采用 的 意义 不 是 一 个 线性 算 子 ， 由 于 它 不 
ЖЕЛЕН, Ш, Е 
НА (К) РШ x 33838 f fa 962 
算 子 . sha REM TE) йи ХТО, {Ей 
线性 算 子 和 上 面 考虑 的 线性 算 子 类 . 虽然 它们 的 理论 
比 有 界线 性 算 子 的 理论 复杂 得 多 ， 但 是 后 者 的 许多 深 
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刻 的 结果 已 经 作 了 有 意义 的 推广 - 其 中 最 重要 的 是 J. 
уоп Neumann 对 无 界 自 伴 算 子 发 现 的 谱 定 理 的 一 个 类 
似 结果 . 
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线性 常 微分 方程 [linear ordinary differential equation ; 
лннейвог дифференциальное уравнение обыкновеаное ] 

一 种 常 微 分 方程 ( differential equation, ordinary) , 
它 对 末 知 函数 { 合 一 个 自 变量 ) 及 其 各 阶 导数 都 是 线 
性 的 ， 即 下 列 形式 的 方程 : 

ХӨ” +а(}х@ а (x=/0) (1) 
де хг) так, а (т), fa) E йй; н 
称 为 方程 (1) 的 阶 {order) СЕВО ЯНЕ АО 
程 的 一 般 更 论 ， 对 于 二 阶 方程 亦 见 二 阶 线性 党 微分 广 
程 (linear ordinary differential equaton of the second 
order )). 

1 如 果 在 (1) 中 函数 1，…, а„, 了 在 区 间 (а. Б) 
上 是 连续 的 ， 则 对 任何 数 x。, хз, хе M r e(a, 
5)， 存 在 方程 《1) 的 在 整个 区 间 (a, b) 上 定义 的 唯 
一 解 ， 它 满足 初始 条 性 ( initial condiions ) 


х) xo X'(a)= зщ, sD (10) = xt. 
方程 

Xt N+ qa (tx=0 (2) 
28 31 z T. dF УР KO 38 ( inhomogeneous equation ) (1) 
的 齐 次 方程 (homogeneous 如 uation ). П х(г) 是 (2) 
的 一 个 解 ， 且 

ха) (д) = x(G) = 0, 
дух) = 0, WR х, (t), с, х, (7?) 都 是 (2) Ж. 
则 任何 线性 组 合 

Cx (t) + = + C. x(t) 
是 【2) 的 一 个 解 - 如 果 n 个 函数 
(се, x. (x) (3) 


Ж (2) 的 线性 泡 关 的 解 ， 则 对 (2) 的 每 个 解 x (1), 
存在 常数 Cj，…，Cn， 使 得 


x(t)= C,x (t) +“ + C,x, (t). (4) 


于 是 ， 如 果 (3) 是 (2) 的 基本 解 组 (fundamental sys- 
tem of solutions ){ 80 (2) 的 一 组 n 个 线性 无 关 的 解 )， 


则 (2) 的 通 解 (general solution) H 14) ан. ЖР 
C,, =, C. 是 一 些 任意 常数 ， 对 于 每 个 此 奇 异 的 n x 
n ж В= jb 上 和 每 个 ms (а, Б), 11779 (2) 
的 基本 解 组 (3)。 使 得 


х0 (6) =, Је 1, та. 


对 于 n 个 函数 ( 3)， 行 列 式 


2 
ха) сз ха) 


хо) е хото) | 


称 为 Wronski 行列 式 (Wrorskian 或 Wronski determin- 
ant)， 如 果 (3) 是 (2) 的 一 个 基本 解 组 ， 则 对 于 一 切 
te(a,b), Ий) 关 0， 如 果 至 少 对 于 一 点 局， Йй) = 
0, B| W(t)= 0, 且 在 这 种 情况 下 ， 方 程 (2) 的 n 
A+ (з) 是 线性 相关 的 ， 对 于 方程 (2) 的 解 (3) 的 
Wronski 行列 式 ，Liouville - Остроградский 公式 ( Liouv- 
Ше -Ostrogradski formula ) 成 立 : 


w(t)= киде; -| а оё], 


ЗЕК (1) Ж 882 ЖЕК ОЛ (2) 的 通 解 与 
(1 ) 的 一 个 特 解 x.(t) 之 和 ， 由 下 式 给 出 : 


х) CX) + + C,x,(t) + xa (t), 


其 中 x (t), с, x. (t) (2) 的 一 个 基本 解 组 ， 而 
Сз. С, 是 任意 沼 数 、 如 果 已 知 方程 (2) 的 一 个 基 
本 解 组 (3), 非 齐 次 方程 (1) 的 一 个 特 解 可 用 常数 变 
PË ( variation of constants ) 求 得 . 

2) n 阶 线性 常 微 分 方程 组 (system of linear ordin- 


агу differential equations ) 是 一 个 方程 组 


k= k ауу), 11, n, 
£ 


或 者 向 量 形式 
k= А(гух + b(t), (5) 


其 中 x(t)E 及 "是 未 知 列 向 量 ，4(t) 是 正 阶 方 阵 ，b(r) 
асани. 再 假设 4(t) 和 b(t) 在 某 个 区 间 
(а, 上) 上 是 连续 的 . 在 这 种 情况 下 ， 对 于 任何 e (a, 
b) 和 xoER"， 存 在 方程 组 (5) 的 在 整个 区 间 (a, b) 
上 定义 并 满足 初始 条 件 xf rm) = x 的 唯一 解 . 

线性 方程 组 


k= А()х (6) 
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称 为 对 应 于 非 齐 次 方程 组 5) 的 齐 次 方程 组 ， 如 果 x( 


(6) 0688. 且 x(n) 一 0， 则 xft) = 0; мж 
х0), 77 х СОЕ Сб). Лана 


Сах (t) + +C, х, (t) 


也 是 ( 6) Юй; х (t), o, x, (t) 是 (6) 的 线 


性 无 关 的 解 ， 则 对 于 任何 ге (а, Б), 向 量 x (t), 7, 
x,(t) 是 线性 无 关 的 . 如 果 n 个 向 量 函 数 


x (t) e, x.(t) (7) 
构成 (6) 的 一 个 基本 解 组 ， 则 对 于 (5) 的 每 个 解 
хо), 存在 常数 С, …，C， 使 得 


х) = Сух) С,х, (1). (8) 


因此 ， 公 式 (8) 给 出 了 方程 织 (6) 的 通 解 。 对 于 任何 
һе(а, b) 和 任何 n 个 线性 无 关 疝 量 41，…， a ER”, 
存在 方程 组 (6) 的 一 个 基本 解 组 (7)， 使 得 

х) а, ст, х„(ы)=а,. 


对 于 作为 方程 组 (6) 的 解 的 n 个 向 量 通 数 ， 和 矩阵 


(CD н) 


x(t)= (9) 


х0) х, (0) 


的 行列 式 ИР (г) 称 为 Wronski 行列 式 (Wronskian )， 
这 里 xuft) 是 第 i 个 和 解 的 第 j 个 分 量 . 如 果 (7) 是 
(6) 的 一 个 基本 解 组 ， 则 对 于 一 切 te (а, Б), W(t) 
= 0, 而 (9) 称 为 一 个 基本 矩阵 《fandamental matrix), 
如 果 方 程 组 (6) СТ) 襟 作对 于 一 点 如 是 线性 相 
关 的 ， 则 它们 对 于 任何 re(z，b) 都 是 线性 相关 的 , 这 
时 W(i)= 0. 对 于 方程 组 (6) 的 解 (7) 的 Wronski 
行列 式 ，Liouviile 公式 { Liouvile formula ) 成 立 : 


у= ие [Tua |, 


Boh Tr(AG)) =a, (2) t на, (r) ЖАВ А (т) 
ОЖ. EB (9) 满足 矩阵 方程 Х=А(@)Х(). 如 
Ж X(t) 是 方程 组 (6) BJ — 4-8 ЖОЕ МЕ ( fundammental 
inatix)， 则 对 于 这 个 方程 组 任何 另 一 个 基本 矩阵 
ҮС), Е-Е и x n 常数 矩阵 C， 使 得 了 fr) 
= X(t)C, ЮЖ X(r)= E, Еф ЕДАМ, ШШ) 
基本 矩阵 Х(г) 称 为 在 点 与 上 正规 化 的 【normalized ) ， 
而 公式 х(ту= X(r)x, 给 出 了 方程 组 (6) LL Tes apo] 
Ж хз) = x, 的 解 . 

如 果 把 矩阵 л (г) 同 它 的 积分 交换 ， 则 方程 组 
(6) 的 在 点 toe(a,b) 上 正规 化 的 基本 矩阵 由 公式 


хо | (аса 


给 出 ， 特 别 是 ， 对 于 常数 生 阵 А, 在 点 fo 上 正规 化 
的 基本 算 阵 由 公式 X(r) = exp A(t—ta) 给 出 .方程 组 
(5) 的 通 解 是 亨 次 方程 组 (6) 的 通 解 与 {5) 的 一 
特 解 之 各 ， 出 公式 


Xt) = C. x (t)+ + Cx lt) + x (t) 


给 出 ， 其 中 x, (0) зз, x,(t) Ж (6) 的 基本 解 组 
Су, 7, С, 是 任意 常数 .如 果 已 知 方程 组 (6) 的 一 
个 基本 解 组 (7》, 则 非 齐 次 方程 组 (5) 的 特 解 可 用 常 
数 变 易 法 ( variation of constants ) 求 得 . 如 果 X (4) 
方程 组 (6) 的 一 个 基本 短 阵 ， 则 公式 


X= X(t) X (txo + [хаула 


给 出 方程 组 (5) 满足 初始 条 件 x(t,)= x, ВО. 

3) 假 设 在 方程 组 (5) 和 (6) Ф. А(ғ) 和 b(t) 
在 半 直 线 [a, +%) 上 是 连续 的 . (5) 的 一 切 解 或 者 
同时 悬 称 定 的 ， 或 者 世 时 是 不 稳定 的 ， 于 是 方程 组 
(5) 称 为 稳定 的 (stable) ( — ВОВ ЯИС ( uniformly sta- 
ble), 浙 近 各 是 的 (asymptoiically stable )), 如 果 它 的 
一 切 解 是 稳定 的 【一 致 稳定 的 ， 渐 近 稳定 的 )， 见 渐 
ЖИЕ Я ( asymptotically-stable solution); Жашунов #8 
性 (Lyapunov stability). 方程 组 (5) 是 稳定 的 (一致 
稳定 的 ， 渐 近 稳 定 的 )。 当 且 仅 当 方 程 组 (6) 是 稳定 
的 【一 致 稳定 的 ， 渐 近 稳定 的 ) ， 所 以 ， 在 研究 线性 微 
分 方程 组 的 稳定 性 ( stability) 问题 时 ， 只 需 考 虑 齐 次 方 
程 组 . 

方程 组 (6) 是 稳定 的 ， 当 且 仅 当 它 的 一 切 解 在 平 
直线 [Te，+%) 上 是 有 界 的 ,方程 组 《6) 是 渐 近 稳定 
的 ， 当 且 仅 当 对 于 它 的 一 切 解 x{t) 有 

tm x(r) = 0. (10) 


бе 


后 一 条 件 等 价 于 对 构成 基本 解 组 约 n 个 解 x. (0), Ul, 
xu{t)， 关 系 式 (10) 成 立 . 渐 近 稳定 的 方程 组 (6) 
在 大 范 转 内 是 渐 近 稳定 的 - 

常 系数 线性 方程 组 


k= Ax (1) 


是 稳定 的 ， 当 且 仅 当 4 的 一 切 本 征 值 Д, U 4, 都 
具有 非 正 的 实 部 《 即 Rea, < 0, i 一 1，…， п), Ж 
为 零 的 本 征 值 只 能 有 简单 的 初等 因子 (elementary divi- 
sors ). 方程 组 (11) 是 渐 近 稳定 的 ， 当 只 仅 当 4 的 一 
切 本 征 值 都 具有 负 的 实 部 - 

4) 方程 组 
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p= 一 45(Dy (12) 
# 2036 (6) 的 伴随 方程 组 (adjoint System)， 其 中 


А) 是 4(1) МИНЕ ЕШ. ШЖ хг) 和 JI) 分 
别 是 (6) 和 ( 12) 的 任意 解 ， 则 标量 积 


(x(t).y(n)) = 常数 


ай хуй УС) 分 别 是 (6) 和 (12) 的 解 的 基本 
жй. MJ 
ү) X(N) = C, 


其 中 СНЕ 

5) 研究 线性 方程 组 的 各 种 特殊 性 质 ， 特 别 是 稳定 
性 问题 ， 涉 及 到 才 的 JEmyaos 特征 指数 (Lyapunov 
characteristic cxponent ) 概念 以 及 А. М. Ляпунов 发 展 
的 稳定 性 理论 中 的 第 一 方法 〔 见 正则 线性 方程 组 (iegu- 
lar linear system); 可 约 线性 方程 组 ( reducible linear 
system); Лапунов 稿 定性 )， 

6) 两 个 形 如 (6) 的 方程 组 称 为 渐 近 等 价 的 ( asym- 
ptotically equivalent), 如 果 在 它们 的 入 X, (r) Ë x, 《1) 
之 问 存在 一 个 一 一 对 应 关系 ， 使 得 

lm(x()- 10) =0. 


ШАНА А 的 方程 组 (11) 是 稳定 的 ， 则 它 
渐 近 等 价 于 方程 组 х= (A+ B(r) х, ЖФ 
B(t) ЖЕ [а, +оо) 上 是 连续 的 ， 并且 


Í в) ае < оо. (13) 

加 果 (13) RA. Р х = Вг) х 渐 近 等 于 方程 
#mi=o 

两 个 形 如 (11) 8898 3834853 ИЕ 535 ВО 
(topologically equivalent), АЗЕ -– 1-а 187-2 
R, ОНДЕ ВОН 64353 — 4348 Hl ñb 
定向 轨道 ， 各 果 两 个 n ИУ А 种 B 的 实 部 为 负 的 
本 征 值 的 个 数 相同 ， 并 且 没有 实 部 为 零 的 本 征 值 ， 则 
方程 组 x = Ax fü x= Bx 是 拓扑 等 价 的 . 

7) 和 假设 在 方程 组 (6)] 1, ЖЕ 4 (г) 在 整个 实 
轴 上 是 连续 的 和 有 界 的 . 称 方 程 组 (6) 具有 指数 二 分 
性 (exponential dichotomy )， 如 果 空 间 К" 分 解 为 站 
Ñu: R'= В" Өй", mi +n; 一 n， 于 是 对 于 每 个 共有 
x(9)e R" 的 解 x(:)， 不 等 式 


Пасо 2 cer 


БА 
k: 


立 ， 而 对 每 个 具有 x(0)eR"” 的 解 x(!)， 不等式 


Лх < l! te 


= 
É 


ч. ЖНА „єк, >, W Q< c <1 fl k 


> 0 рш. 例如， 在 具有 常数 矩阵 4 的 方程 组 
(il) 中 存在 指数 二 分 性 ， 和 如果 А 没有 实 部 为 零 的 本 
ЕЕ ( 这 种 方 六 组 称 为 冯 上 曲 型 的 (hyperbolic )). 如 果 向 
其 函数 b(t) 在 整个 实 轴 上 是 有 界 的 ， 则 具有 指数 二 分 
性 的 方程 组 {5) 存在 在 整个 实 轴 及 上 有 界 的 唯 - 解 - 
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[ 补 注 】 如 果 在 (6) 中 ，4(t) 是 周期 的 ， 其 周期 为 
T, 则 基本 矩阵 具有 下 列 形式 : 
X(t = Ү(г)е*', 


其 中 у) 是 具有 ТИЕР. КЕЯ 
ВЕ. Ў Поре 理论 (Floquet theory). 
参考 文献 
[A1] Balman, В. Е., Stability theory of differential өдшң- 
tions ,MoGmaw-Hl ，1953 (P kk: ARB. Ж 
Эа е КЕЙН. БЕЙИШ. 196). 
[А2] Coddingon, Е А. and Levinson , N., Theory of or 
dinary differentia] equations, McGraw - Hill , 1955. 
жж 译 


二 阶 线性 常 微分 方程 [lnear ordinary differential equation 
of the second order; линейное дифференцнальное ура- 
вненне второго порядка | 
形 如 

x“ +p(t)x'+q(t)x=r(t) (1) 
的 方程 ， 其 中 х() 是 末 知 函数 ，p(1), 400), r(t) 
是 给 定 的 在 某 个 区 间 (а, Б) 内 连续 的 函数 、 对 于 任 
何 实数 х„. х, ЦА гое (а, Б), ЖЕ (1) 的 定义 于 
所 有 ге(а, б) 的 唯一 解 x (1)， 满 足 初始 条 件 


х(Ф) = xo w (6)= ху. 
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如 果 х (с) 和 x,(t) 是 对 应 的 齐 次 方程 《homo - 
Sneous equation ) 
x"+p(t)x +q(t)x= 0 (2) 
的 线性 无 关 的 和解， 而 x, (+) 是 非 齐 次 方程 (1) 的 一 
ЛУИ. Л] (1) 的 通 解 ( general solution) 由 公式 
(有 一 Xe(D+ C x, (t) +C,x,(t) 


给 出 ， 其 中 C，，C， 是 任意 常数 .如 果 已 知 (2) 的 一 
个 非 零 解 x,(t)， 则 此 方程 的 另 一 个 与 x, (t) 线性 无 


关 的 解 由 公式 
exp {~ }р()й} 
эшо Cho dt 
给 出 .如果 已 知 (2) 的 两 个 线性 无 美的 解 x, (r) 和 
xX,(!)， 则 可 用 常数 变易 法 ( variation of corstants ) 求 

出 (1) 的 一 个 特 解 x.(t). 

在 研究 (2 ) 时 ， 把 它 变 换 为 其 他 类 型 的 方程 起 着 
重要 作用 . 例如 ， 通 过 变量 普 换 хех, хх, 
方程 ( 2) 就 转化 为 一 阶 线性 方程 物 成 的 正规 方程 组 ; 
кян 

1 \ 

= - 1 dt, 

x yoo( 5 [0 г) 
ЖЕ. (2) 9086462928 у'+ R(t)y = 0, Еф 
в) = 009 T ружа 


称 为 方程 (2) 的 不 变量 (invariant of an equation ) ; 
作 变 最 疮 换 x = ух, 方程 (2) 就 转化 为 Ricaat 方 
程 (Riccati equation ) 


y'+y'tp(t)y+a()=0. 
ей 
Рау=ехр(} (04) 
后 ， 方 程 (2 ) 就 采取 自 伴 形式 
(P(t)x')'+P(t)4(t)x=0. 


方程 (2) 只 在 少数 几 种 情形 才能 由 求 积 来 积分 ; 
不 可 积 方程 (2) 的 一 些 最 重要 的 特别 类 型 则 产 尘 各 种 
特殊 函数 ( special function ) , 

ЖЕЛЕНИН Sturm SE3E (Sturm theorem ) : 
如 果 x.(D, x,() 是 (2) ВЕЗЕ, су. 5 
(т<) Ж x, (ty 的 相 邻 的 零点 ， 则 在 区 间 (г, 
t,) 内 恰 有 x,(r) 的 一 个 等 点 . 

假定 方程 


XxX + q (tx=0,x"+q4,G)x=0 (3) 


Ф п, а, 在 (a, b) 内 连续 且 有 q,G) > 


9.0), ШЕ ( 比较 定理 (comparison thbeoremy ) : 如 
Жап, < r, ) 是 (3) 中 第 一 个 方程 的 一 个 非 夫 
fE S, ЕЖЕНИН 内 至 少 有 (3 ) 中 第 二 
个 方程 的 任 一 解 的 一 个 零点 ， 

美 于 方程 {1 ) 的 线性 边 秆 问题 ( lincar boundary val- 
ue problem ) 可 陈述 如 下 : ЖС Wm х(ї), (#2 08 
ИЗЕЛ ( boundary condition) : 


«х(а)+8 х'(ау)=у,, к х(Б) + Bx (0) =, 


其 中 wj， В, у, ЖЕН. 
det 名 Ë ) #0. 
з B: 
х” + Ag(t)x=0 
(ЖОР a(e)> 0 Ж[а, b) БЕ) 07 Sturm - Шоме 
问题 (Sturm - Liouville problem ) 可 陈述 如 下 : 求 参数 
的 值 ， 使 所 给 方程 对 这 些 4 值 具有 满足 边界 条 件 
х(а) =x(b)=0 的 非 零 解 . 这 些 4 值 称 为 本 征 代 
Сереп аце), ， 而 对 应 的 解 称 为 本 征 函 数 { eigen func - 
боп) . 
如 果 方程 (2) 中 的 上 和 x Я О, 89 p(t) 和 
q (t) 在 点 t 处 全 纯 ， 则 对 任何 数 x。 刘 x,， 存 在 
(2) 的 唯一 的 复 解 x(t), CE t Фан E 316 
条 件 x(t)= xi, x'(to) = xs。， 如 果 方 程 
x” + 0 ТО хер (4) 
° " 
AWAY 和 аСт) 在 点 r, 处 是 全 纯 的 月 数 p(to ) ， 
(to), 4"(10) ЕРНАТ, дг, 称 为 方 往 
(2 的 正则 奇 点 ( regular singular point) ， 在 这 种 点 
шй, ЭЖ (4) 移 广 义 敌 级 数 形式 的 解 : 


хонае t0)*, co 天 0; (5) 
其 中 p 从 定义 方程 (defining equation ) 


方程 


Р(Р—1)+ рур—4,=0 
求 出 ， 此 处 pm 一 P(to)， 4= (к). ВНУ 
1 р,, p. (р. Sp,) 是 实 的 ， 如 果 p; - pi ЖЕ 
数 ， 则 有 有 两 个 线性 无 关 的 对 应 于 оер, # p= p, 
的 形 如 (5) 的 解 ， 如 果 о, 一 р, 是 整数 ， 则 一 般 地 说 
只 有 一 个 对 应 于 p = p; 的 形 如 (5) 的 解 ， 而 第 二 个 
解 具有 更 复杂 的 形式 { 见 [3] 一 [6]) . 
参考 文献 
[1] Пошрягин, Л. С., Обыкновенные дифференциальные 
уравнения, 3 юзд., М., 1900: Л.С. B$ 
里 雅 金 ， 常 微分 方程 ， 上 海 利 学 技术 出 版 社 ，1962). 
12] Kamke, Е.. Differentislgleichungen ，Lisungsmethoden 
und Lisungen, 1. Gcwbnliche Differentialgleichungen , 
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Chelsea 、Ieprint 1947 РЖ: Е. КЕЯ, ЖЯ 
方程 手册 ， 科 学 出 版 社 ，1977) ， 
13] Sansone, G., Equazioni differeraiali nel campo тае 
1, H. Zanichelli, 1948 - 1949 
[4] Harman Р., Ordinary differentiat equations , Birkhiru - 
жт, 1982 
[5] Tricomi, Е.. Керепопшт der Theorie der Differential - 
jeichungen , Springer 1968. 
[61 Голубев, В. В., Лекиии по аналитической тсорин 
дифференциальных уравнений, 2 изд., М.-Л., 1950 
(中 详 本 : В.В. хадж. Ка Ut 
УХ. ОЗОН БИЕ, 1956) 1. iL. Ладис # 
【 补 注 】 亦 匈 常 微分 方程 ( diferental equation ordin - 
ary ) ， 线 性 常 微分 方程 ( linear ordinary differential equa- 
tion). 


参考 文献 
TAL] Ince, E. L ., Onjinary dffenentjal eguations , Dover, 
reprint, 1956. 


[A2] Coddington, Е. A., Levinson, N., Theory of ond - 
inary differential cquations, McGraw - Hill , 1955 
[译注 了 定义 方程 又 称 指标 方程 (indicial equation ) , 
后 一 名 称 现在 更 加 通用 . 
参考 文献 
[BI] Віт, G., Rota, G -C., Ordinary differential 
equations , John Wiley & Sons , 1969. 
[82] Schafke ，F ，W , Schmidt . D., Gewohnlichc Differ - 
entialgeichungen -一 Die Grindlagen der Theone im Re - 
еПеп und Komplexen Spnnger, 1973 ( "Ж: F 
W. йй, D. MORE. MRE 一 实 域 及 
MR PABP ЗЕН. АБНА, 1982). 


常 系数 线性 常 微分 方程 [linear ordinary diflerential equa - 
боп with constant coefficients; линейное дҥфференциа- 
львое уранненне с постоянными коэффициентами } 
形 如 
人 十 XXX (1) 
的 常 微分 方程 ( 见 常 微分 方程 ( differential equation , 
Ordinary) ) ， 其 中 х(ї) ЖЖ, а, з, a, 是 
给 定 的 实数 ，f(1) 是 给 定 的 实 函 数 . 
对 应 于 (1) 的 齐 次 方程 (homogeneous equa- 
tion) 
XV Fa Dtax=0 (2) 
可 求 积 如 下 ， 设 4，…， 是 特征 方程 
二 (3) 


的 及 有 相同 的 根 、 重 数 分 别 为 1 ，… 
1, =n. ТЖВ 


和 


{4) 


E (2) 的 线性 基 关 的 解 (一 般 说 是 复 的 ); 即 它们 构 
成 一 个 基本 解 组 ( fundamental system of solutions ) , 
(2) 的 通 解 是 基本 解 组 的 共有 任意 常数 系数 的 线性 组 
合 . 如 果 д = 四 十 及 是 复数 ， 则 对 每 个 满足 O< 
m<l,- 1 的 整数 m， 复 解 rent 的 实 部 tree 
+ соз ву! ЖЕР 1"e "sin рг 8 (2) 的 线性 光 关 的 实 
解 ， 从 而 重 数 为 1 ВЗЯВ а, дуг 对 应 21， 
个 线性 无 关 的 实 和 解 


"еч сов B ("езп gt, m=0, 1,7,1. 


te 


非 齐 次 方程 {1 ) 可 以 用 常数 变易 法 ( variation of 
constants) ЖЯ. 如 果 了 是 拟 多 项 式 ( quasi - polynomial ) 
即 


Л) = е" (p(t}co bt + q(t)sin br), 
其 中 ps, а„ 大 次 数 <S m 2724, B a+ bi 不 是 
(3) 的 祖 ， 则 可 求 (1) 的 形 如 
x.(t)=e"(P.(t)cosbr+ Q(t)sinbt) (5) 
的 特 解 ， 这 里 P.. 名 。 是 系数 待定 的 m 次 多 项 式 ， 这 


些 系 数 可 种 过 以 (5] КА (1) ЖЫ. 如 果 a 十 bi 是 
(3) k 重 根 ， 则 可 用 待定 系数 法 求 ( 1) 的 形 如 


x. (t) = te"(P.(t)cosbt+ O, (tsinbt) 


的 特 解 . 如 果 xu{!) 是 非 齐 次 方程 (1 ) 的 一 个 特 解 
而 x (t), се, x (t) 是 相应 的 齐 次 方程 (2) 的 基本 
解 组 ， 别 (1) 的 通 解 出 公式 


x(t) =x (ft) + Cx A(t)+ С, х, (0) 


ан. ДС, C, 是 任意 常数 . 
n 阶 齐 次 线性 微分 方程 组 
k=Ax (6) 


( 其 中 xeR' 是 未 知 向 量 ，4 是 nx n ЕШ) 可 
如 下 求 积 、 如 果 4 是 矩阵 4 的 重 数 为 上 的 实 本 征 
值 ， 则 可 求 出 对 应 于 4 的 一 个 解 x = (x... х), 
其 中 


x = Р (ен, = 


Р. (0), 7, P. (t) 是 系数 符 定 的 上 一 1 次 多 项 式 ， 

这 些 系数 可 通过 以 (7) 代入 {6) ЖШ. В к ЈЕ 
如 (7) 的 线性 无 关 的 解 . 如 果 1 是 重 数 为 的 复 本 
征 值 ， 则 形 如 (7) 的 复 解 的 实 部 和 患部 构成 (6) 的 
2k 个 线性 无 关 的 实 解 ， 而 一 对 人 ЖЖЖИ ЖЇН д, 
ДЕЊ (6) 的 2k 个 线性 无 关 的 实 解 - 取 A 的 所 有 
本 征 值 ， 即 可 求 出 n 个 线 姓 无 关 的 解 ， 此 即 基 本 解 


„х,= Р)"; (7) 


У 


ЕБАТИ 
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н. (6) 的 通 解 是 基本 解 组 的 其 有 任意 常数 系数 的 线 
ине. 
Ж (г) е^' E (7) 的 在 原点 处 正规 化 的 基 


本 矩阵 (fundamental matrix ) ， 这 是 因为 Х(0)= E, 
ЕЛЯ. 这 里 


+ y А*г 
= 
НЕОН — EBE 4 和 所 有 实数 + 绝对 收敛 
方程 组 (6) 的 任何 别 的 基本 算 阵 都 具有 eC 的 形 
Ж, СЖ n 阶 非 退化 常数 矩阵 ， 
参考 文献 
[1] Понтрягин, Л. C. Обыкиженные дифференральные 
уравњения. 3 изд., М., 1970 { 中 译本 : Л, С, BE 
特 里 雅 金 ， 常 微分 方程 ， 上 海 科 学 技术 出 版 福 ，]962) 
[2] Арнольд, В. И., Обыкжесиные дифференциальные 
уравнения, М., 1971( Ж: В.И. и, 
常 微分 方程 ， 科 学 出 版 福 ，1985). 
[3] Демидович, Б. П., Лекцин гю математической теор- 
эм устойчивости, М., 1967. 
Н.Н. Ладе 提 沈 永 欢 Ж 


线性 抛物 型 偏 微 分 方程 和 方程 组 [ linear parabolic partial 
tifferential equation агы] system ; линейное параболнҷеское 
уравневне u система] 


形 如 
Er А аә ё 
ЕД т 1 4.0, 1) дг" Ox’ „+ 
+/(х,) (1) 
的 偏 微分 方程 (组 ) ， 其 中 1Sis N, К, 7, А 


是 白 然 数 ，p 是 整数 ,5 (81,77,51) s= s +" 
十 s。， 在 变量 为 {x,t) = (x,,…, X, r) 的 区 域 p 
内 考虑 此 方程 .对 于 (x°, yep 点 ， 关 多项式 (关于 
2) 


зас fT pk 


|, AAIE) — вуд" | 


的 根 A TOS. х, 1) (1Sm<k + +k.) 满足 不 等 
式 
зир Ке} „(&, x°, to)< 0, (2) 
«7а 
ЖИП (1) 在 (x', 1°) 点 县 (Петровский) 热 物 型 
的 ， 其 中 пе (аг и”, 是 虚数 单位 
Ж, j, 是 Kronecker 符号 . 
车 不 等 式 (2) 对 D 中 所 有 点 x， Вий, M| 
称 组 (1) 在 D НЕФ О. 车 存在 菜 常数 5 > 0， 
使 有 


sup Rei, ,(Z.x,t)< — ó, 


ЕП 
(тоер 


则 称 组 (1) 在 D 内 是 一 至 地 物 型 的 ( uniformly parab - 
ойс). 


对 二 阶 方程 
E cuu t Dem ten=h (3) 


情形 ， 人 们 可 给 出 抛物 性 的 另 一 定义 . 在 给 定点 x° = 
( x8，…, xs) ， 存 在 一 个 仿 射 变换 使 (3) 成 为 
К ма Ўро, +в, 

其 中 当 реи, b; (x2)=0., 如果 在 点 x° 处 b.(x°) 
中 有 一 个 (例如 b. (x°) AFE, 而 另外 一 些 b, (x°)% 
0(i> 0)， 且 它们 有 同样 的 符号 ， 还 有 Б, (х°) #0, 
则 方程 13) 在 x" 点 是 抛物 型 的 . 若 在 D 的 每 点 均 
为 抛物 型 ， 则 方程 (3) 在 DD 内 为 抛物 型 的 对 了 内 
抛物 型 的 方程 (3) ， 若 它 的 系数 充分 光滑 ， 则 在 任意 
点 хоер 的 邻 域内 ， 用 一 自 变 量 的 非 奇 异 变换 ， 可 化 
为 


s Yau + Йан„+аш=у, (4) 
其 中 Yaz. 是 让 定形 式 . 
扳 物 型 方程 的 一 个 典型 代表 是 热传导 方程 ( ther - 
mal -conductance equation ) 
м.а), (5) 


此 方程 的 一 些 主要 性 质 为 一 般 抛物 型 方程 保持 . 
下 面 一 些 癌 题 对 方程 (4) 而 言 是 基本 的 . 
Cauchy -Dirichlet 问 题 ( Cauchy -Diriohlet problem): 
а а(х, 1)， 使 在 f >0, xeR" 部 分 满 是 (4), 
而 在 上 = 0 上 满足 初始 条 件 


| ф(х), х=й". 


第 一 边 信和 问题 ， 在 此 问题 中 ，{ 4) 被 规定 在 一 柱 


0.= Q x [0, Т] 
内 ，Q 是 R" Й. 90 4 使 之 满足 初始 条 件 


ule = Ф(х), xe Q, 
及 边界 条 件 
ule 0 С, t). (6) 


КҮП 
НЕТА (6) 不 同 于 第 一 边 
信和 问题 ， 此 条 件 由 第 二 边 值 条 件 
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реет леш) 
或 第 三 边 值 条 件 
| = 二] = их, 0) 


04047 
AC. 去 中 у (1<i<n) 是 外 法 向 N 的 分 量 ， 

这 些 问 题 的 古典 解 要 求解 在 闭 区 域 中 连续 ， 关 于 
鹤 问 变 基 的 直到 二 阶 的 导数 在 区 域内 部 连续 ， 并 凡 在 
第 二 及 第 三 边 值 问题 中 其 一 阶 导数 连续 到 柱 体 Q ; 的 
便 面 .而 对 Cauchy -Dirichlet 问题 ,或 О 是 无 界 的 边 
ШИЖ. DUERI и 当 |x| -* oo 时 有 和 界 (或 更 一 般 
地 ，ju | 按 适 当 方式 规定 其 增长 性 y. 

假定 方程 (4) 是 一 致 抛物 型 的 。 及 方程 的 系数 ， 初 
始 及 边界 条 在， 以 及 区 域 的 边 租 是 充 分 光滑 的 ， 而 对 
无 界 区 域 情 淆 时 原始 数据 狂 足 适当 的 增长 条 件 .在 这 
些 假设 下 ，Cauchy -Dirichlet 问题 和 第 -~ 边 值 问 题 的 解 
存在 且 基 唯一 的 . 又 车 a 0, or > 0， 且 满足 必须 的 
相 容 性 条 件 ， 则 对 第 二 及 第 三 达 值 问题 也 有 类 似 的 结 
Ж. 


这 些 癌 题 的 唯 -性 由 最 大 值 原理 (maximum prin - 


сїрє ) 得 到 ， 假 设 方程 (4 ) 的 系数 在 О.Ж, Ов 
有 界 区 域 ; 4 


T=0Q\{(x, 0): xeQ,r= TY 


М = max а, М = max |f| , 
a š, 


则 对 方程 (4) 的 任 一 解 


пєС(0,) С° (TT), 

估计 式 

Пих, | Se" [Nt + mak|u[], (х, с) 05 
Ж. ВХА ОВО ЮЕ. 5 
外 ， 对 抛物 型 方程 成 立 Zaremba - Giraud 原理 的 一 个 
类 似 物 ， 它 是 关于 在 极 值 点 的 斜 导数 的 符号 的 原理 ， 
这 在 碳 回 型 方程 理论 中 是 众所周知 的 . 

在 兆 物 型 方程 理论 中 ， 基 本 解 起 着 重要 的 作用 . 
对 热传导 方程 (5) ， 这 是 函数 

， 1 хонат 

w(x, 2, Ёт) = у * Sean, 
它 对 5> Wm (5). Hq R' 内 任 一 连续 县 有 界 的 
函数 p(x}， 在 有" 内 关于 x 的 紧 子 集 上 ， 一 致 地 有 

Im. |w(x. t, б, PCE dE = ф(х) 


特别 地 ， 对 + = 0， 可 得 Cauchy- Dirichlet 问题 的 解 
ибх. = еб о 6 0) ot)de, (т) 


函数 ф(х) 的 全 体 的 值 影响 解 在 (x, !) (t> 0) 处 
的 值 ， 这 是 下 列 事实 的 - -个 表示 : Cauchy -Dirichlet 
问题 的 拢 动 是 以 龙眼 速度 进行 传播 的 ， 这 是 抛物 型 方 
程 和 肥 曲 型 方 径 之 阿 的 本 质 差异 ， 对 于 后 者 ， 扰 动 的 
传播 速度 是 有 限 的 . 

在 关于 系数 的 光滑 性 作 了 不 常 一 般 的 息 定 后 ， 也 
能 对 - 般 的 抛物 型 方程 员 方 程 组 愧 造 其 基本 解 . 
参考 文献 

{ 1] Бицадзс, А, В., Уравнения математической физики, 
м.. 1976 

12] Ларыжеккая, О. А , Солошиков, В. А., Уральц- 
ева, Н. Н., Линйные и қвазилинсйные уравнения 
параболическоо типа, М., 1967( ЖЕ: Ladyzhen - 
жауа, О. А., Solonnikov, У. À , Umi'iseva, М 
N., Lincar and duasi -Jinear cquations of parabolic 
type, Amer. Math. Ѕос., 1968). 

[3] Friedtman , А., Partial difieuential equations of parabolic 
type，Prenticc-Hal 1964( 中 译本 : А. ЖЕФ, 
抽 物 型 偏激 分 方程 ， 科 学 出 版 社 ，]964》 

[4] Эйдельман, C. Д., Лараболическит системы, M. , 
1964{ 英 译本 : Eidel' man, S D., Parabolic systems 、 
North - Holland, 1969 

[5] Ильнн, А. M., Калашников, A. С., Олейник, О. 
A,, Ушехи матем. наук), 17 (1962), 3, 3 — 46. 

А. П. Соллатов ## 

【 穴 注 ] 必须 强调 指出 ,“ Cauchy-Dirichiet 问题 "这 一 
名 词 通 常 是 指 在 第 … 边 值 问题 之 中 ， 存 全 空间 内 的 始 值 
МЭУ Cauchy 或 特征 Cauchy 问题 ( 因为 数据 提 在 
特征 {characteristic) ЕШ), 7:0 Cauchy 特征 问题 
( Cauchy -characteristic problem); Сашһу 问题 (Can - 
chy problem ). 

同样 ， 在 正文 中 关 二 第 二 和 第 三 边 值 问题 之 间 的 
差异 并 不 像 人 们 通常 发 现 的 那样 ， 在 西方 文献 中 ， 这 
两 个 向 题 并 非 由 gu 项 存在 与 否 来 区 分 ， 而 是 由 边界 条 
件 中 出 现 的 导数 是 余 法 方向 的 导数 (第 二 边 值 问题 或 
Neumam 问题 ( Neumann problem ))， 还 是 一 个 不 同 
方向 的 导数 (第 三 边 值 问题 ( third boundary value pro - 
blem)) 来 区 分 . 

第 四 和 第 五 边 值 问题 问 样 是 少 某 些 重要 人 性 的 问题 
С [АЕ], [A5]2. 

Schauder 型 估计 在 线性 抛物 型 方程 理论 中 具有 基 
本 的 作用 ， 这 种 估计 在 [АЗ] 中 得 到 了 . М. Gewey 
([A4]) ат ЕЛ Мр арав яар. 
参考 文献 

[AIH] Baderko , Е. A., Solution of a heat corduetion pm - 
blem for concentrated heat capacitics by the method of 
Parabolic Potentials ， Diffeertiadl Eq ., 8 (1972), 940 — 
947 ( Diffrentsial . Опит. , 8 (1972). 1225 ~ 1234). 

[A2] Canon, Ј. R.. The one- dimensional heat equation , 
Addison - Wesley ,1984 . 
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ГАЗ] Cihbeto , C. , Formule dr mapgiorazione c teoreni di 
esistenza рог le soluzioni delle equazioni paraboliche in 
due ушар Richerche d, Mat,, 3 (1954). 1234 
1249 

РАД] болку, М... Оштв. С. N. R. 5. 1970 

[А5] Ughi. M 
contomo Ф quano с duinto tipo per una euuszione 


Stime а рпол la sohzioni di problem al 


parabolica -ineam At Semi, Мағ Fi Unin Modeaa , 
26 (1977), 304 - 328 
[Аб] Рола. M. H 
neipks in «елп! eqwations, Prentice - Hall 1967 
(РИ& М.Н. ЖУН, Н.Р. MW. 微分 
方程 的 最 大 值 原理 ， 到 学 出 版 札 ，198S) 
АА. 3% 


Weinberger, Н Е., Майтытрп- 


线性 偏 微分 方程 [linear partial differential equatiom ; Линей- 
ное дифференцнальное уравненне с частвыми 
пронзводными | 
形式 为 
F(X, B... U) 0 
的 方程 ， 其 中 ЕКЕШ 


= 0 
Р. Bd 
的 线性 函数 (inear fimction ) .i ，…, i, 是 非 负 整 数 指 
ж. Уу = 0,77, m. m>1, ЇЙ 


њарн- жж. 
详细 情况 ， 见 偏 微分 方程 【differential equation раг- 
tial). А Б Иванов} Ж 译 


线性 规划 [ linear programming ; лннейное проғраммнро - 
ванне ] 

ЖЗ: Ө; ЖЕТЕ ЖЕТЕ Н КЕЛК Эд И ДН ЖИРЕМ п 
ЖЫ Bb sz [Б] А L И {Т ЖЕ И R Bien rik W] 
数学 学 科 ; 线性 规划 是 数学 规划 (mathcmatica] pro - 


gramming ) 物 分 支 之 一 ， 典 型 的 线性 规划 问题 如 下 : 
求 线性 函数 
Bex, п) 
的 最 大 值 ， 条 件 为 
Da Eh ms (2) 
0, j= 1, eh, (3) 


其 中 с,, а, 和 b; 是 给 定 的 数 . 
线性 规划 问题 是 许 许多 多 有 技术 - 经 济 内 容 的 问 
题 的 数学 模型 .企业 中 的 下 列 计划 工作 问题 是 - -个 例 
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于 . 为 了 制造 品种 产品 ， 必 须 利用 各 种 生产 要 素 : 原 
材料 ， 劳 动力 机械、 燃料 ， 运 输 等 等 . 通常 有 多 种 
进行 生产 的 鞋 艺 模式 ， 并且 在 这 些 模 式 中 ， 人 持 产 要 案 
人 在 制造 产品 的 单位 时 间 中 的 消 新 县 是 不 同和 的 ,生产 要 
素 的 消耗 量 和 产品 的 产 出 县 农 赖 于 以 某 种 工艺 模式 生 
产 时 所 花费 的 上 时间. 问题 在 于 如 何 合 埋 分 配 在 不 同 的 
牛 产 模式 上 所 化 的 时 间 ， 也 їй, ШЕЕ ЛЕ” 
ЗЕКИГЕН ТЕ, Ж ЛОР ЛЕЙ 
所 花 的 时 间 ， 使 得 产品 的 产 出 而 最 天 ， 这 一 问题 可 形 
式 化 如 下 .假设 有 n 种 制造 产品 的 工艺 模式 和 m 种 
РЕЖ. с, 是 以 第 / 种 工艺 模式 生产 时 在 单位 是 间 
中 所 制造 的 产品 基 ，a, 是 以 第 j 种 工艺 模式 生产 时 在 
单位 时 关中 所 消耗 的 第 i ЖЛ: тш ЖШ. Б, 是 第 i 
种 生产 要 索 的 资源 量 ，x,， 是 以 第 地 种 工艺 模式 生产 的 
计划 时 间 . 是 


Уа, х, 
=. 


ЖЕЕ ЕТЕТ х= (x,, UU, x,) 时 
的 总 消耗 ， 既 然 资源 出 量 р 来 限制 ， 就 引起 自然 条 
件 (2) (3). 问题 就 被 提出 为 :为 使 生产 总 量 
У аск, 最 大 ， 求 每 种 工艺 合式 的 工作 时 间 分 本 
(ЖИЙ ) x ”={x ху), ВИА (1) — (3). 
另 一 个 应 用 线 性 规划 问题 的 有 特 旬 前 例子 是 运输 问题 
( transport problem ) . 

ЗИНАГА ПЕ, И fE оК E 4: Ж ЕЕ ЕЗЙ ЗГЕ] 
是 的 许多 方法 中 的 从 属 问题 而 发 生 . 例如 ， 在 可 行 方 
向 法 《 见 数 学 规划 (mathematical programming ) ) 
中 ， 为 求 出 每 次 近代 的 下 降 方向 时 ， 必 须 解 出 对 应 的 
线性 规划 问题 、 

“线性 规划 ”这 一 术 诸 的 会 义 在 于 在 线性 规划 中 ， 
人 们 解 出 一 个 形成 最 优 行动 的 规划 (计划 》， 在 这 一 
联系 中 ， 线 性 规划 可 看 作 运筹 学 ( operations research ) 
中 的 数学 模型 之 一 . 

在 比 (1) — (3) 更 一 般 的 线性 规划 问题 中 ， 条 件 
(2) 中 的 某 些 【或 全 部 ) 可 以 是 等 式 ， 而 对 变量 xi 
中 的 某 些 ( 或 全 部 ) 可 以 不 如 非 负 条 件 .任何 线性 规 
划 问 题 可 以 归结 为 形式 (1) — (3) 的 等 价 问题 . 

研究 组 性 规划 问题 性 质 的 基础 是 对 偶 理 论 ， 问 题 
(1) ~ (3) 的 对 偶 问 题 (dual probjem ) 是 使 函数 


Yb, (4) 

最 小 化 ， 条 件 为 
Boy meo j= l. mi (5) 
уу2 0,121, m, (6) 


问题 (1) — (3) # (4) — (6) 或 者 都 有 解 ， 或 者 都 
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Ай. НСТ) 和 (4) 在 两 个 解 上 的 值 重合 . 

解 线性 规划 问题 的 主要 方法 之 -是 单纯 形 法 
( simplex method) ， 可 行 集 (2) 8 (3) E 5 £ Él $E 
(ЖЕ ЛЧ. Маат ШК). ШЖ 
规划 有 解 ， 那 么 存在 多 而 集 顶 点 x ”是 一 个 最 估计 
(зң. (НН 
个 顶点 时 有 所 增 
上 对 应 -个 方 径 组 ， 这 些 方程 是 以 菜 种 特 
丈 形式 在 不 等 式 组 (2) (3) 中 选取 的 ， 使 得 单纯 把 
法 的 计算 程序 可 中 逐次 求解 级 性 代数 方程 组 来 组 成 . 
算法 的 简明 性 使 得 这 一 方法 的 计算 想 实 砚 很 方便 .在 
线 隆 贡 划 中 ， 整 个 一 系列 其 他 有 限 方法 已 经 得 到 发 
展 ， 例 如 对 惕 单纯 形 法 (dual simplex method), ЁН] 
原 问题 (了 ) 一 (3) 的 解 可 透 过 对 于 对 偶 问 题 (4) 一 
(6) 应 用 单纯 形 法 而 得 到 .除了 术语 “单纯 形 法 "和 
“对 偶 单 纯 形 法 "以 外 ， 也 采用 不 存 “ 逐 次 最 优 让 划 
法 ”和 “逐次 精确 估计 法 “- 

在 对 实际 现象 进行 模型 化 时 ， 笃 常会 提出 大 维 数 
的 线性 规划 问题 ， 这 方 测 的 内 容 取决 于 让 算 算法 的 可 
能 竹 以 及 所 使 用 的 计算 机 的 诸如 内 存 容量 、 速 度 等 特 
征 . 为 解 次 大 维 数 问题 ， 已 经 创立 考虑 约束 韦 阵 的 特 
义 结 作 的 解法 ， 许 多 这 类 方法 的 核心 在 于 限制 系统 分 
解 (decomposition ) 为 子 系统 的 概念 ， 对 于 每 个 圭 系 
统 必 须 求解 一 个 维 数 比 原 问题 的 继 数 低 的 线 枉 规划 地 
Е. 

为 求解 线性 规划 问题 ， 除 了 有 限 方法 以 外 ， 也 运 
用 构造 以 最 优 计 划 为 极限 的 逼近 序列 的 先 代 法 .与 此 
有 关 的 有 基于 应 用 四 沙 数 的 方法 ( 见 罚 函 数 法 ( penalty 
各 nctions ，method of ) ) ， 以 及 对 策 论 的 选 代 法 ; 后 者 
是 基于 任何 算 阵 对 策 (matrix game ) 都 等 价 于 一 对 互 
为 对 偶 的 线性 规划 问题 ， 还 有 一 采 列 其 他 方法 . 

在 线性 规划 中 ， 稳 定性 问题 处 于 一 个 重要 位 置 . 
在 实际 问题 中 《尤其 是 部 些 有 技术 - # 5 3 ë А 
通 )， 厌 始 信息 往往 只 以 一 定 的 精度 已 知 ， 即 使 对 原 
始 数据 只 有 一 点 小 扰动 (误差 ) ， 也 可 能 使 扰动 解 对 
真实 解 有 可 观 的 偏差 . 在 某 些 有 限 方法 的 数值 实现 
中 .会 带 来 伟人 误差 ， 这 些 合 人 误差 的 黑 积 ， 特 别 是 
在 大 维 数 问题 中 ， 可 以 导致 所 得 到 的 通 近 解 对 真实 解 
前 显著 的 偏离 ， 这 两 种 情况 都 刻画 了 不 稳定 性 质 ， 并 
则 对 不 适 定 阿 题 是 内 在 的 、 解 不 适 定 的 线性 规划 问题 
的 方法 已 经 得 到 2 这 样 ， 在 正则 化 方法 中 ， 对 用 
对 解 的 某 些 附加 可 通过 一 个 带 移 效 的 稳定 问题 
的 序列 来 遂 近 原 问 题 ， 使 得 前 者 的 般 庆 列 收敛 寺 原 问 
是 的 解 - 

除了 有 限 维 线性 规划 问题 以 外 ， 还 可 考虑 无 限 维 
空间 .上 的 线性 规划 问题 . 例如 ， 具 有 混合 约束 的 线性 
创 问 题 就 与 这 美 问 题 有 关 . 


参考 文献 
[1) Юдин, Д. Б.. Гольипеин, Е. T.. Линейное npor- 
раммированис, M. , 1969, 
12] Dantzig, С. В. Linear programming and cxutensons, 
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13] Еремин, И. И., Астафьев. Н, Ш., Воедение в teo- 
рию линейного и быпуклого программирования, М.. 


19%. 
14] Карманов, B. Г.. Математическое зрограммирова - 
ние, M 1975 


[5] Тер - Крикоров, А. М., Ошимальнос управление и 
математическая и математическая экономика, М... 
1977 B Г, Карманов {# 
【 补 注 】 线性 规划 的 创立 之 父 是 亲 苏 联 数学 家 Л.В. 
Канторович 和 美国 数学 家 G . B，Dantzig， 前 者 还 内 
他 在 这 一 领域 中 的 工作 获得 诺 贝 尔 经 济 学 奖 . 
线性 规划 问题 的 计算 复杂 性 长 期 来 是 一 个 开 何 
果 ,单纯 形 法 的 所 有 变种 都 被 鉴定 为 在 最 坏 的 情况 下 
入 要 指数 时 间 ; МФИ, [А5]. 1979 年 , Л.Г. Хач- 
иян ([ A4]) 解 右 了 对 线性 规划 提出 多 项 式 时 间 算 法 的 
问题 ; 这 种 枉 球 算法 (cllipsoid method ) 原来 是 由 H. 
з. Шор, Д. Б, Один 和 А. С. Немировский 34} 
线性 规划 所 发 展 的 ， 随 后 有 一 系列 其 他 前 对 于 线性 规 
划 乓 多 项 式 算法 ， 其 中 最 引 人 注 目的 是 М. Karmarkat 
的 射影 法 ( projective method) 《[A3]) ， 它 可 以 在 实 
际 上 与 单纯 形 法 竞争 .余下 的 开 问 是 是 线性 规划 问题 
是 否 可 用 强 多 项 式 算法 ( strongly polynomial algorithm) 
来 水 解 ， 对 这 种 针尖 来 说 ， 运 行 时 间 足 多 项 式 地 欠 于 
维 数 4 和 m， 而 不 受 数 c ,a 和 b. 的 尺度 所 影响 . 
N. Megiddo ([А6]) 设计 了 一 种 算法 ， 对 于 固定 的 ， 
它 以 线性 时 间 运 行 . 
这 些 新 算法 促使 对 单纯 撒 算 法 的 形态 作 进 --- 步 研 
究 . К.Н. Borgwardt ([ A1]) 与 另 一 些 著作 ([ A8]) 
已 经 指出 ， 在 某 种 自然 的 概率 异型 中 ， 多 种 单纯 形 法 
的 变种 以 多 项 式 期 望 时 间 来 运行 . 
也 见 两 本 教科 书 [A2], [A?). 
参考 文献 
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[Аб] Megiddo, N.. 
when (he dimension is fixed. J. зс. Compunng 
Масћ., 31 (1984), 14—127. 
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线性 回归 [linear regression ; линейная регрессия ]， 一 
AMARA У(Х, 
Ху 
关于 x 线 性 的 严 维 问 量 型 ， 描 绘 随机 癌 量 Y( 在 X 
=X 的 条 件 下 ) 的 条 件数 学 期 望 对 x= (хз ух”) 
值 的 依赖 关系 . 相应 的 方程 
уб (х, b)=E (91%) 


. 
|” 0) 


XY = ] k=, 5, т. 

称 为 立 对 入 的 线 性 | = Fe (linear regression equations ) , 
而 参数 b, 称 为 回归 系数 《regression cocfficients) ( 亦 见 
回归 (regression) ) 是 所 考虑 前 结 时 函数 (响应 )Y(X) 
之 数学 期 望 所 依赖 的 被 观测 参数 (未 必 是 随机 的 》 

此 外 ， 常 把 了 中 对 站 的 线性 回归 理解 为 了 的 由 变 
量 XX( 在 一 定 意义 上 ) 的 “最 优 ”线性 通 近 ， 或 在 不 能 
把 试验 点 组 视 为 来 自 相 应 总 体 的 样 术 的 情形 下 理解 为 
利用 空间 LY 中 ,X) 中 的 超 平面 对 已 有 试验 点 (观测 结 
Ж) (Y XJG=1,: n) (在 一 定 意义 上 ) 最 优 
平滑 的 结果 . 在 这 样 的 定义 下 ， 禹 要 根据 了 疏 册 变量 
及 线性 折 近 误差 之 计算 方法 的 选择 (或 根据 平滑 质量 标 
ЗЕЊН), ханшаа акаа. ХА 
线性 组 合 (ДШ (У, X) J 88 k E ШШЕ ҮЧ WJ 
质量 的 ~-- 些 最 常用 准则 是 : 


ова ообо, х»), 


_ " 了 了 1 
доу, Ë 
>: > 


0,0-6 (а Е) годов, х» 


} 


б, | үю-У ых. 
à БА 
, 
о): гео, Ўв"). 


~ ú р 
бы о. (уе b, xe] . 
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在 以 上 各 式 中 * 权 ”ow (X) 或 ,是 根据 所 研究 模型 的 性 
质 来 选取 的 ， 例 如， 车 ҮЧ (Х) 作为 殖 机 变量 共 方 关 
D YW%(XX{ 或 其 方 藉 的 估计 值 ) 是 已 知 的 ， 则 o) (X)= 
[DY (X)]-', ЕТЕР. ОР а 
Уху Y ШТОКА ЗРП Е р (ео) 
量 . 如 果 系数 b шей 0 (5) 入 ,(b) б Ж Л ЕЖЕ 
求 得 ， 则 线性 回归 称 做 最 小 二 乘 的 (east squares) 或 L,; 
如 果 使 用 准则 吕 : 本 和 人:(b) ， 则 线性 回归 称 为 最 小 
绝对 偏差 的 (minimal absolule diviations) Ж 1; ЕЖ 
用 准则 如;(b) 或 @,(b)， 则 线性 巾 归 称 为 最 小 p 距离 
的 (minimum p -distance) ` 

在 有 些 场 合 、 经 典 意义 下 的 级 性 回归 (e) tS НО, 
型 泛 函 定义 的 线性 回归 相同 . 例如 ， 如 果 向 量 [X' ， 
了 (服从 多 维 正 态 律 ， 则 了 (对 买 在 人 意义 下 的 回归 
ПОБЕДЕ ураар - 
参考 文献 
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线性 表示 [ linear representation ; Линейное opexcTamremae ] 
# 《或 者 代数 、 环 、 半 群 ) ХА 到 向 量 空间 E 的 全 
体 可 省 线性 千 子 构成 的 群 (或 者 中 上 全 体 线性 算 子 构 
误 的 代数 ， 环 ， 乘法 半 群 ) 的 一 个 同意 (homomor - 
рт) x ， 当 Е 是 拓扑 向 量 空间 时 ， 久 在 E 上 的 线 
性 表示 要 求 其 象 只 包含 E 上 的 连续 线性 算 子 . 空间 E 
称 为 r 的 表示 空间 ( representation space ), #5 л(х) 
(хех) 称 为 表示 x 的 算 子 (operatom of the represen- 
ation 7 7°” 
参考 文献 
[ll Кириллов, А. Á. , Элементы теории представлений, 
2 изд., М., 1978 (3: Kirillov, А. А., БЕ- 
ments of the theory of representations , Springer , 1976). 
А. И. Штерн Ж 
[ 补 注 } 
参考 文献 
[AL] Оиз, С. W. and Reiner, Г., Methods of wpresen- 
tation theory, 1-2, Wiley, 1981 — 1987 
{ А2] Ѕепе, }.°Р., Representations lineaires des goups Пав. 
Hermann, 1967. 
[A3] Naimark, М. А. and ЅЫет, А. Г., Theory of pm- 
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up repreentations. Spnnger. 1982 (0 R #8 2) 
l. Ж (UE Ж 


线性 表示 的 不 变量 [iinear representation , invariant of а, 
линейного представления ннварнант | 
ТЕСПЕ СМО З Я (representation of а 
втоцр)) л BJ БЕРДЫМ с 50, ХТА дес 
£. Lie 代数 X НОЕ x 的 不 变革 
空间 ЕНДТ 过关 0， 对 所 有 的 хех 满足 
日， 特别 地 ， 当 z 是 线 忻 群 在 一 个 多 线性 范 
数 空间 由 的 表示 时 ， 这 里 给 出 的 线性 表示 不 变量 询 定 义 
ил Ж Sk. жИН ЖЕК ( ireducibk representa- 
tion) 限制 在 ~ РА AB [ЙН Eka ЗЕ Lie 
群 和 Lie 代数 的 表示 理论 中 志 养 重要 的 作用 【 见 Lie 
代数 的 表示 ( representation of а Lic algebra )) 
参考 文 南 
[TIT Weyl, H , 
presentations , Priocetor, Univ , Р, 1946. 
{2] Желобенко, Д. П., Компакгныс арушы Ли и 
1070 (ЗЕ: Zhelobemko ， 
D. P... mpact Lac впоцрѕ але their mpreentations , 
Арыт. Май. Ѕос.. 1973) А И. IIrera 所 
[ 9] 
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The classical gronps , theur mvanants and re- 


их предсгавления, М., 


Invanant theory ，Lectute notes m 


Г., Representations of 


线性 空间 [lmear space : Лилейное пространство ] 
问 向 量 空间 ( vector space), 


线性 子 空间 [linear subspace ; линейное подпростран- 
Sme ] ， 向 量子 空间 《vector subspace ) 

и каве (vector space) 【线性 空间 ) F 
Мрав L. М8 上 自身 关于 定义 于 E Ef) 
нуни 个 向 量 空 间 . 集合 L+ 

X (XS E) 称 为 一 个 线性 稻 ( linear variety ) 或 线性 流 形 
(lnear marifold) — М И, Вошехомкий 所 ЖЖ} 


线性 求 和 法 [ linear smmation method ; линейный метод 
суммирования ] 

其 有 线性 性 质 的 求 和 法 ( summation method ) : 

1) ЖУ a, 按 此 米 和 法 可 求 和 ， 其 和 
为 4， 则 级 数 У 2 ca, 按 此 求 和 法 可 求 舌 ， 其 和 为 
cA; 

2) мж каа Ут. 


„Б, ЮЖН ní 


ж, ЖН д, В, М (а, Fb.) 
按 此 求 和 法 可 求 和 ， 其 和 为 А+ В 

ЈАНЕ АД ЗЕ В НЮ: ЛЕ, ЕВЕ 
求 和 法 matrix summation method ) 和 半 连 续 求 和 法 
是 线性 和 的。 也 和 有 


( semi -continuous кыпилайоп melliod ) 


非 线 性 求 和 和 让， 例如， 如 下 定义 的 一 个 级 数 可 求 和 ， 
其 和 为 5 的 方法 是 非 线 性 的 : ЈЕСТ, СВИ S. 
这 里 


(s, 是 让 给 级 数 的 第 n 部 分 机 ) 


参考 文献 
ТІ) Нату, G FL, Divergent sea, Clawndon Prew. 
1949. 
12] Соке, К. С... апе matrees апа sequence spaces , 
MacMilan 1950 


[3] Кенгро, Г. Ф.. в сб : Итим пауки и техники 

Математический анализ, т. |2, М.. 1974, 5 — 10. 

[4] Барон, С. А,, Введение в тоорию суммирусмости 
рядов, 2 иод. , Tan., 1977 

И.И Волков 提 沈 永 欢 Iñ 


线性 系 [linear system ; линейная система] 

ЖЖ (аірергаіс varicty ) 二 的 一 族 线 性 等 价 的 有 
效 除 子 ( divisor ), 它 为 射影 空间 扩 参 数 化 . 

ХЕК БАРАКОВ, ЕХ БВДШ (пуы- 
Чое sheaf), ГОХ. г) ЕШЮ, L < 
ГОХ) 是 一 个 有 限 维 子 空间 ， 如 果 dim L > 0, 则 由 
- 的 截面 的 罕 点 所 确定 的 除 子 是 线性 等 价 的 有 效 除 子 . 
半空 间 构 成 前 射影 空间 | 上 L| = 了 CL) 就 是 一 
ЖШТ ЕЖЕ КЕ. 如 果 атг 
, 则 称 线性 系 1F (用 | 为 完全 的 {com- 
ріеіг), 同样 记 为 |L| ` 

Зза, 是 工 的 - -个 菇 ,通过 


х {so (x) 


可 定义 一 个 有 理 映 射 (rational mapping jp,: X = Р”. 
通常 就 说 po, 是 由 线性 系 | 了 | 定义 的 . Фо, (X) 不 会 落 
在 P' BE Pa ЗЕ УОЛА ( E. [2]). K Z Н F bak mi 
的 任何 有 埋 映 射 у: X + P” 都 由 某 个 线性 系 所 确定 . 
ТЕЛ ИЛ Ж} Ж. ( fixed component of a line- 
ar зет) н ХА Ое р", Б УНЕ D 
єр D + р. rh D' ke: - 4" ft ч 
Юй |13]. ВЕЗЕ D 构 成 ЕНЕ ID | ШР 
ЯЛАН # ЖК. 映射 pz 与 p, ДОНГО. АО ЧЕ р, 
时 可 以 假设 1 上 | GS s Ж. (£ R Ph WEOE. о, t 
在 |L| 的 基本 集 (basic set) 上 没 x. 

Т) ХЕР, L= Z (d) d> 1; M FP (P2, 


,5,(х)), хех, 
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< (d yt g Е 9-Р Р? 上 的 4 次 形式 , А 
БЕЯ 17. (4) СВИ 4 次 曲线 的 集合 

2) 慰 准 .次 变换 r:P = P2 (ML Cremona 变换 (Cre- 
mona transtonmaticn ) ë Н JLE 2 (0,0,1),(0,1,0), 
(1.0.0) 的 贺 镍 遇 线 的 i 定义 的 、 

3) Geiser 对 合 c: Pl > Р 是 由 以 重 数 3 通 过 7 个 
一 般 位 置 点 ( point in general position) 的 8 次 曲线 的 
线性 系 所 定义 的 . 

4) Bertini 对 合 月 :P -> РЇ k B bA RK3 6 8 8 
个 处 于 -一 般 位 置 的 点 前 17 次 曲线 的 线性 系 所 定义 . 
参考 文献 

[1] Алгебранческис поверхности, М. (955 


8 


[2] Mumford , Ю.. Lectures on симез ол ап alpcbraio suría- 
се , Princiton Univ , Press , 1966. 
[3] Zarski,O., Aleebnúc sufacrs, Springer , 1971 
В А, Исковских {Ж 
5 补 注 】 在 古典 〔 切 等 ) 射影 几何 和 解析 妃 何 里 ， 人们 
谈论 到 出 线 、 曲 南 、 二 次 超 曲 本 等 的 线性 系 . 这 十 指 
形 如 下 式 的 遇 线 ， 出 夯 等 的 族 : 
MP tt haF, =0, 


这 蛙 的 F. = 0 是 各 个 曲线 、 册 而 等 的 方程 ， 如 各 这 个 
族 是 -- 继 的 《 郧 对 于 -个 处 于 一 般 位 置 的 点 ， 族 中 有 
一 个 成 员 道 过 它 )， 襄 称 为 一 个 束 Срепої), С.Е 
《 即 族 中 有 两 个 不 同 的 成 员 通 过 一 个 处 于 一 般 位 置 的 
Ж) 称 为 “个 网 {net), Z (MB) 的 族 称 为 一 个 
Ë (зев (| A1]). АЧ +B, J] Ж ië “А ( bundle) ” {Ж 
“网 "， 有 时 也 用 “网 " 代替 " 罗 " 、“ 

一 股 地 说 ， 如 果品 是 В" ЛЕШ, И 上 的 一 个 
余 维 数 codimension)& 的 4d 罗 (4d-web) 由 U 上 4d 个 余 
Яни е от ига, В хер, ЖИ x B d 
个 叶 处 于 НОА, А 99 ( web). 特别 是 在 余 维 数 
fn 一 1) 的 п ЗМНЕ. ШИШ Jn Ж ( n-web of cur- 
ме), ССВ (В а), 常常 使 用 “网 ”这 个 词 

“线性 条 "( 作为 一 个 简称 】 当然 也 出 现在 数学 许 
多 其 他 分 支 ， 例 如 在 微分 方程 理论 中 ， 是 线性 微分 
方程 组 的 简称 ， 寂 控制 和 系统 理论 中 ， 作 为 线性 输 
人 /输出 系统 ， 线 性 动力 宗 统 或 线性 控制 系统 的 简称 . 
参考 文献 
[Al] Todd ,本 A.. Prolective and analytical geornetry , Pit - 

таа, 1947 , Chapt , VJ 陈 志 杰 译 


殖 周 期 系数 的 线性 微分 方程 组 [linear system of differ - 
ential equations with almost-periodie coefficients，anu - 
нейнан система дифференциальных уравнений c 
почти перколическнми коэффицнентами] 
常 微分 方程 组 
= AC)x+ р), хЄЕ", О) 


PAC):R + Hom(R”. R*).f (+): R-> В" 
2958 M НО Р ( 多 殖 周 期 函数 (almost - periodic func - 
Нот) ) . Bebe ih. WE 


х= Хах рв) 1 з n, 
= 


та) А учу G. = 1, п) 为 玛 周 期 实 值 
函数 .这 种 方程 组 的 出 现 与 Bohr Sa Е]ДДЕЕ 8 ( Bohr 
almost - periodie functions) {Ж (%]1]). 对 一 类 范 困 
蒋 狭 的 方程 【其 中 Ав) 和 f(r) 为 拟 周 期 映射 ， 
见 拟 周期 函数 ( quasi - periodic function) ) 更 品 就 有 兴 
趣 ， 这 亲 沿 韦 天 体力 学 方程 的 条 件 周 期 解 去 考 起 变 分 
方程 有 关 . 
如 果 齐 次 方程 组 
k= AGt)x (2) 


是 积分 分 离 的 { 见 积 分 分 窗 友 人 性 (integral seperation 
condition) ) ， 则 它 可 通过 【 关 十 了 的 ) 列 周 期 Ляпу- 
нов 变换 (1 уаропоу transformation) х = L (t) y 化 成 
前 周期 系数 的 对 凶 方 程 组 了- B(ryy; 即 对 于 它 所 化 
成 的 方程 组 ， 存 在 ВЮ Агза, ХМ 
由 对 每 个 eR, BT Вг) 的 本 征 向 量 组 成 .在 美 
丁 这 个 基 的 坐标 下， 方程 组 了 一 B(1)y 可 每 成 对 角 拒 
式 : 

у= в)", 


在 殖 周 期 系数 方程 组 (2) 的 空 


‚п. 


шр WL ДЕШ 


(А, А) = вир |А,(т)— A, (6011, 
эк 


ЖИЛ ЛЗ ЕПШШ ES JFK. ЖШ HHR 
立 : 设 A(t)= C+ eD(t), 8 Ce Hom(R", В"), 
© 的 本 征 值 都 为 不 同 实数 ， 日 Dí( ，) 为 殉 周 期 喘 射 
R > Hom(R', В"), 3 у> 和， 使 得 对 所 有 有 满 
是 |e| < к, ОЕТ (2) 可 通过 【关于 上 的 ) 给 
周期 Ляпунов О УНН Л У ХТ Е 
а. 
ХТЖ МИ (0): R Нот (8", В"), 
下 述 四 个 论断 等 价 : 1) ХРЕН (+ ): 
R -~R"， 存 在 方程 组 (1) 的 列 周 期 解 ，2) 存在 方 
程 组 (2) 解 的 指数 二 分 性 (dichotomy) ; 3) 方程 组 
k= AGOx, Жер AGO = lm, .. A(t. +), ®Ж 
Ф020: 4) 对 于 每 个 有 界 映射 (1): R" R", 
方程 组 (1) 县 有 有 押解 . 
参考 文献 
[1] Вом. Н.. Almost -periode functions. Chelsea, rep - 
бї, 19471 АЕЦ). 


[2] Favard. J.. Leçons sur les fonctions presque -përiodi - 


ques, Gauthier- Villas, 1933 
13] Вругин, H. 11,, Линсӣвые системы обыкновенных 
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диффересицяальных уравнений с периодическими 
и квазяпериодическими коэффициситами, Минск, 
1963( 英 译本 : Engin, М.Р 
dnary differential equations with periodie and duasi- 
репосіс coefficients. Acad. Press. 1966). 

[4] Massea, J. L. алй Schiffer, J.J 
На] equations and function spaces, Асай. Press . 1966. 

«Докл. АН СССР». її 


‚ Linear systems of Or- 


; Lanear differen - 


[5] Мухамадив, 9., 
(1971), 1,47 4. 

16] Итохи науки и техники. Магемалический анализ, 
12 (1974), 71 — 146 В. М. Миллионщиков } 
DRE] 又 见 常 微分 方程 ( Differential equation , ordin - 
ау) 及 其 参考 文献 . k 云 评 


周期 奈 数 的 线性 微分 方程 组 [ linear system of differential 
equations with periodic coefficients; линейная система 
дифференциальных уравнений c перкодическими 
коэффнинентами] 
下 列 形式 的 n 个 线性 常 微 分 的 方程 组 : 
ах, 


т а а, (0х, 


(1) 


а а Охна (Dx, 


dt 
其 中 + 为 实 变 量 ，zj, (0 和 x = x (t) 3530888 
&, Н 

e+ TD) = se (D, HER, h. (2) 


# T> 0 黎 为 方程 组 (1) 的 系数 周期 ( period of the 


coefficients) (1) 可 方便 地 写成 一 个 向 量 方程 
45 =A(D)x, (3) 
其 中 
х= (ху, U”, х„), AG = По Ce), 


ів}, 
А z (t) 对 сев 有 定义 , 在 10, T) 上 可 测 
H Lebesgue 可 积 ， 而 等 式 (2) ， 即 A G+ T) = 
А00), ЛАМЫ. (3) 的 解 是 具有 绝对 连续 分 
ЖОР В х x(t)， 使 得 (3) 几乎 处 处 满足 . 
设 ЕВ 和 a 为 (任意 ) 给 定 的 数 和 句 量 . 满足 条 
ft x(t。) =а 的 解 x(1) 存在 且 唯 一 确定 ， 基 有 绝对 
连续 元 案 的 n БИЕ Хг) 称 为 (3) тт (та. 
trizant) (ЗЕ ВЕЕ ( evolution пах), Бб 
(transition matrix) , а Саусак (ix), 
如 果 在 R 上 几乎 处 处 有 

= = AG) X 
及 X(0)= I. Ж Ni nx a Е. ЯЕ 


X(1) 满足 关系 

X(C+T)= X(t)X(T), reR 
ЖЕ ОГ) 8k 88 B EB ( monodromy matrix) ， 它 
НААН р, БЕЛ) (3) ЯР 《muiplier ) . ЖР р, 


的 方程 
det [X(T)— p11]=0 {4) 


你 为 方程 (3) ( 或 方程 组 (1) ) 前 特征 方程 (characteri - 
ЯАЖ о. НААН ЕНУ) 
个 满足 条 件 


Stic equation ) . 
B ae ”"、 对 应 于 (3) 的 一 


x) (r+ T)= рух (t) 


的 解 x 中 (0) = X (tD) а 9. Floque-Jlanyuop 定理 
( Floquet-Lyapunov theorem) 成 立 : (3) 的 具有 T JUD 
Ni 4(4) ВБИТО st 


ХО) = Fü), (5) 


Н КНЕ, РО) 为 绝对 连续 的 矩阵 函数 ， 
具有 周期 了 ， 对 所 有 тев 是 非 奇 异 的 ， 且 使 得 F(0) 
= 了 友之, # F(t) 和 天 为 具有 上 土 述 性 质 的 先 阵 ， 
ДНЕВЕ (5) 是 共有 了 工 周期 矩阵 4 (1) 的 方程 (3) 的 
转移 矩阵 。 表示 式 (5) FS DE K{ тА Е 
( indicator matrix ) 和 称 阵 函数 F(t) 并 不 叭 二 确定 
存 (5) 中 实 系数 о (t) ИЕ. X(r) ЖЭИЕ}, dB 
FG) # K — MB. ， 此 时 有 改进 的 Floquet- 
Ляпунов 定理 : 具有 了 周期 实 矩阵 А(гу 的 (3) 的 
ЕКЙ R (5) 的 形式 ， 其 中 K MW 33 E 
ВЕ, Wi F(t) 为 实 的 绝对 连续 矩阵 函数 ， 它 对 所 有 上 
是 非 奇 蜡 的 ， 月 满足 关系 


F(t+ T) = ЕОР), F(0)= 1, KL= LK, 
这 里 上 为 实 矩阵 ， 使 得 
Li=1. 
特别 地 ，FUE+ 2Ту=Р(т). BZ. 着 FG), Kf L 


ЗАЕМЕ, MJ (5) 为 只 有 工 周 期 
SME A(t) 的 方程 (3 ) РОНЕ. 

(5) 的 一 个 直接 推论 是 Floquet 定理 (Floquet 
theorem ) ， 它 是 说 ,方程 (3) 具有 一 基本 解 组 (fun - 
damental system of sohutions ) ， 可 分 成 若干 子 集 ， 每 
+ Ае 

х@ (в) еки (0), 


x) (0) вереш (0) и (0р, 


х= 
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al ТТ D: a G+ Ега, көз] 
其 中 uw,(1) 为 绝对 连续 T 周期 (一 般 地 说 ， 复 值 
的 ) бй. (КЕШЕГЕЗ Т K 的 Jordan ЭЁ 
式 的 一 个 (mx m) 热 .)》 如 果 天 的 每 个 初等 因子 为 单 
的 {特别 是 ， 如 果 特 征 方程 (4) 的 所 有 根基 单 的 ) , 
则 存在 形 如 

хи G) = nt 


u (t). ut t+ T)= u, (t). 


= 1, 

的 基本 解 组 1Н2 дз (5) н. (3) 可 通过 变量 车 
I x= F(6)y 化 为 方程 (所 可 约 线性 系统 ( educible 
linear system )) 
4 " 
па: 
(Ляпунов 定理 (Lyapunoy theorem) }. 

Жору. Т, о, 为 方程 (3) 的 染 子 ， 开 为 任意 指 
ZDE. BB 


em = ХОТ). (6) 


КЮН д, 7, д, 称 为 【3) 的 特征 指数 (char- 
acterstic exponent) . 从 (6) 得 到 e = р, j= 1, 
зуп. РНЕК д 可 定义 为 一 个 复数 ， 使 得 (3) B. 
有 可 表示 为 下 列 形 式 的 解 : 
х() =e“u(ty, 

Kh w (0 为 ТОИ АА АЖ. 这 些 解 在 应 用 中 常 
感 兴趣 的 主要 性 质 目 所 给 方程 的 特征 指数 或 采 子 来 确 
定 ( 见 下 表 ). 

解 的 狂 质 特征 指数 ЕЗШЕ 
平凡 解 的 稳定 性 Олар: зе аА 
有 解 企 (0, оо) 上 | 堆 或 纯 庶 特征 指数 或 单位 阿 上 ， 
т ) 出 它们 对 应 下 指示 | 后 一 捕 形 对 应 

竹 降 的 单 重 初等 因 | B fi MG BE f) 
+ 举重 初等 因子 


平凡 解 的 渐 过 稳定 乌 | 实 部 为 和 
(对 任意 解 当 上 一 oo| 


位 于 单位 圆 内 


时 |x(r)i— 0) 

所 有 解 在 (— o, H AOP {ука Г, 

+оо) 上 的 有 界 性 АЧ ае | 对 应 于 单 值 策 阵 
Б їй йл N+ 

平凡 解 的 不 稳定 。 | 有 一 特征 指教 或 具 | 有 一 乘 下 或 在 单位 

姓 (存在 在 (0， | 有 有 正 实 部 ， 或 为 纯 | 回 外 ， 或 在 单位 贺 

©) 上 无 界 的 解 ) ЕО, 为 零 )| ЕКЕНЖ Ж ЕРЕ: 


卫 有 有 指示 矩阵 的 非 | -- 个 非 单 重 的 初等 
单 重 初等 因子 ”| 因子 


续 表 
存在 一 了 周期 解 “| 对 茶 个 特征 指数 д, | 有 一 特征 乘 数 
和 和 7T=2rrm ата 
(m 为 整数 ) 


存在 一 料 周期 解 , 即 | 对 某 个 特征 指数 д | 有 一 隧 子 p = 
(ГОБЛИН ¿T =(2m+1)-1 

t,x(r+7T)= ' wi(m 939638) 
— (t) 


ЖЫЙ, (1) ЖОЙ КШТ ЕШ. 
间 中 分 辨 出 使 (1) ПЗЕ PA Pr E BE i ç 
些 性 质 通常 是 上 表 中 的 前 四 个 ， 或 对 所 给 的 a 有 


ГС W$ + e). 因而 这 类 向 题 归 结 {1) 的 特 
征 指 数 (E) 的 计算 戌 估计 . 
хе 
至 = (рх +f, (7) 


这 里 A(t) Ж f(t) 分 别 为 可 测 的 了 周期 的 矩阵 函数 
和 向 县 活 数 , 且 在 [0, T] 上 Lebesgue 可 职 (几乎 公 处 
АСТ) = А{т), f(t+ T) = f(t)), Жуй 期 系数 
党 微分 方程 (inhomogeneous linear ord - 
д cntaj equation with Periodic cocfficients ) , 
如 果 相 应 的 齐 次 方程 
> =4(0y (8) 
不 存在 了 周期 解 ， 则 {7) 有 唯一 的 Т ИЛИШ. ЕТТ 
公式 


т 
х) 0 (0, 0017 {RE т-а) dz 
Ў 


来 确定 ， 这 里 КО, 5) = Y(r+ T)Y(r+ Т), 而 
Y(t) 为 齐 次 方程 (8) 8989360, B R(r+T,s)= 
R(t, s), de [I — R(z, 0)]#0 

йж (8) 有 d 之 1 个 线性 无 关 的 了 BBM 


y (t), се. э), АЙЛУ 
dz __ 
dr “ТАЧ 


也 有 d 个 线性 无 关 的 T 周期 解 z (r), з, z (t). 
非 并 次 方程 (?) 具有 T 周期 解 ， 当 且 仅 当 正 交 关 悉 


J a d=0, j=1, ,dd (9) 


成 立 ， 如 果 这 样 ， 则 (7) 的 任 一 了 周期 解 具有 形式 
X(t =x 0) ty (O+ + 


Р ү 


yy. (t), 


‚у 为 任意 数 ， 而 x 人 9 (r) 是 (7) 的 一 
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个 了 网 期 解 .在 附加 条 什 


eeo， pO d=0, 7=1, ,4d 


К. ГАЯН хб) 哈 一 硝 定 ， 而 入 存在 与 f(t) Ж 
美的 常数 日 > 0， 使 得 


1:00) а ога 


假设 给 定 方程 


4% dei (10) 


dt 
其 理 阵 系数 余 纯 地 依 帧 于 复 “ 人 ”参数 с: 


Да) teA lt) te ADF 
(H) 


1е[0, T]. 


AG. я 


假设 对 |s] < en， 级 数 
14( )|+elA,( 
а, хш 


treslA,( )|+ 


т 
Па, = та, солае, 


它 保 证 级 数 { 11 ) 在 空间 100. Т) 中 对 Ü| < s, 的 
《分 量 方式 的 ) БЕ. 这 时 对 固定 的 te[0. Т], 
(10) 的 转移 矩阵 对 lel < so 为 s 的 解析 函数 ， 设 
А) = C 为 具有 本 征 值 1, = 1, . n) ЖОН 
М. B р, (е) 为 方程 (10) Ж f, р, (0) 一 
схр{3,Т). Ж р.(0) = = р,(0)= exp(a tT) 
为 重 乘 子 ， 则 


mas 20а В А (0) 


其 中 m, 为 整数 ЛАЦ АЮ M 
ФИТ, MARAS, ШӘ ХР у, АЕА 
т, РЕВЕ C 的 单 重 初等 因子 ( 例如 ， 如 果 所 有 
Ë A. ЖШ), 0 乏 为 《方程 (10) 4 ¿£= 01 
的 ) ФЕ r 重 特征 指数 (r-fbl characteristic expon - 
сп). 这样 ，( 10) 对 于 小 > 0 的 相应 的 r 个 特征 指 
数 可 以 很 容易 计算 到 一 次 通 近 .也 就 是 说 ， 设 a, 和 
b, ЭЕ C 和 С" 相应 的 正规 化 本 征 向 车 ; 


Са, = дау, СВ r lb, 


(а, 6) = 


дл і В h; 


ў Гә 
47 зари | 


ЗА (10) 的 Fourier 909, Н.Е 


оа (Ата р ју п, 
Жон, (12)'ФЖК. ААА (10) 的 相应 的 
个 特征 指数 or (6). В= Ву. Суй, ета = 0 


М «©', ЯРА ВА ЛАЙ = 的 分 数 萝 级 数 展开 
x 
а. (в) = а +B, Ок) =, сс, h, 


х р, 为 方程 


det оа Врба) =0 


的 根 СЕНКИ), ， 而 4 МЕТАНА pi 的 
得 数 的 自然 数 (5,, = 1,5,0, ул). ЖИН B. 
т, Ша, =1 ПН а, (є) 对 5=0 
И. ih (13) 得 出 有 可 能 出 现 这 种 情形 :“ 无 扰 
217 (BD r= 0 时 ) 系统 为 稳定 (所 有 д, ЭНИН. 

日 对 应 于 单 重 初等 因子 )， 而 “扰动 ”系统 {小 
50) 力 不 稳定 (至少 有 一 个 ñ, 有 Reg, >0). 这 
种 由 参数 (随时 间 ) 的 任意 小 周期 变化 而 失 稳 舶 现象 
Ноа ( parametric гсѕопапсе) . 类似 而 更 复 

РАР АЗА ОВО. 

Ў о), р 为 方 各 (3) КЕШ Р, HR jk 
пуу n, 为 它们 的 重 数 ，m + … Бн, =n. BE 
R ¿PM ЙД pW WIB AE |: ор 
Ак = 0 ;= o 呵 一 条 与 这 些 
贺 盘 不 交 的 剂 线 . Phi af pt 与 一 个 任意 整数 
m, ВЮ, 日 U = ХОТ, е) 为 (10) 的 转移 处 阵 .对 
数 (mx)。 的 分 支 由 该 制 线 确定 ， ЖЕ: mn U ( ° 6 £ 
对 数 ”) 可 由 公式 


hU= эш, y 上 UU (nD, 4, (14) 


确定 ， 其 中 r. ЖШ —р%®|=к,. Ë mi m, 
集 决定 了 该 对 数 拭 阵 的 一 条 分 支 ， 对 小 e, exp (n U) 
= 也 如 此 ,一 艇 地 说 ， 公 式 (14) 对 所 有 可 能 的 т, 

m, 并 不 覆盖 短 阵 对 数 的 所 有 值 ， 邮 方程 op2 
U 的 所 有 解 Z， 但 由 (14 ) 给 出 的 解 具 有 重要 的 全 
性质 : 《14) 中 敌阵 InU еж U алкеш 
数 .对 方程 (10)， 公 式 (5) ЈЕ 


X(t, в) = F(t. e)expl t K(e)], (15) 
其 中 FUE+ Т, в) Ft є). КО) TU In ХОР, ey. 
车 Х(Т, е) 9 (14) 确定， 则 


K(ü= Ку веку, 


} (6) 


Ей у= FG) +t EF (t) + 


为 对 小 | ИА. ЗЕТЕ Н г 一 + oo 时 的 性 状 
(这 常 在 应 用 中 感 兴趣 ) 的 主要 信息 包含 在 指示 征 阵 
区 (8) 中 .个 面 给 出 一 个 求 (10) 的 浙 近 积分 的 方 
法 ， 即 逐次 确定 (16) 的 系数 K, 和 F,(r) 的 方法 、 
假定 (11) 中 A G)= С. 虽然 X(t, 0) = 
exp (tC), Ж, FFE SOY Ж, {БИНЕ 
B Ке) 8 s= 0 解析 ， 旦 K(0)= C， 该 对 数 分 支 
将 存在 于 所 谓 非 共振 情 况 ( пол - resonance case), BJ 


在 C 的 本 征 值 4， 中 不 存在 使 
2лтї 
217 #0 


„= 


的 数 (m 为 整数 ) 的 情 .在 共振 情况 (resonance 
саве} (此 时 这 样 的 本 征 值 存在 )， 通过 适当 的 变量 
Ж X= 了 P(t)y， 其 中 P(t +T) =P (t), 78 
(10) 化 为 类 似 的 方程 且 使 非 共 振 情 况 成 立 . H BE 
P(t) 可 由 年 阵 C 确定 . 

ТЕ (16) 中 ,在 非 共 振 情 况 ，K, = C，PFu(D = 
І, ШИЕ F,(t), K (j= 1, 2，…) 由 方程 
4 рс зА (D) жед, (Р), в) = 

— F(t, a)K(s) 
邻 其 中 同 次 肾 系 数 相 等 而 得 到 ， 为 确定 Z(1) = F,(t) 
# L= К,, 390830 
dz _ 
dt 

fg am, Moh ф((+Т)=Ф(). 从 (17) RM. 
ЗНАЕ Z(t+ T)= Z(t) ЖЕ рй Z(t) 和 工 ， 
而 且 是 唯一 的 《 非 共 振 情 况 ) . 

对 于 系统 《1) 的 特殊 情况 ， 见 线性 Наша Ж 
统 {Hamiltonian system , linear ) 和 HU 方程 (Hil equa - 
ton). 
参考 文献 


{1] Штокало, И. 3., Линейные дифференциальные 


(17) 


уравнения с переменными коэффициентами, К., 
1960 ( Ж Ж: Shtokalo, I. 2., Linear differential 
equations with variable coefficients: criteria of stability 
алі unstability of their solutions, Hindushtan Publ 
Comp., 1961). 

12] Вругин, Н. П., Линейные системы обыкновенных 
дифференшиальных уриввений с периодическими 
и квазипериодическуми коэффициентами, Минск, 
1963 (ЖЖ: Елап. М.Р., Linear systems of ordi - 
пагу differential equatiors with periodic and qusi-penodic 
coefficients , Асай. Press , 1966). 

[3] Якубович, В. А., Старжинский, В. M. , Линей- 
ные дифференцхальны© уравнения с периодическ- 
ими коэффииентами и их приложения М. , 1972 
{ 英 译本 : Yakubovich, V. А. and Starzhinskii, V 
M., Linear differential oquations with periodic coeffi - 
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cients , Wiley, 1975). В. А. Якубович I 


[ 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Brockett . R. W., Finite dimensional linear systems , 
Wiley , 1970 


[A2] Hale, J. K.. Ordinary differential equations, Wiley 、 
Э(Е: J. K. Нас, ЖАУА, ЛЕ 
育 出 版 社 ，1980)。 唐 5 W 


线性 拓扑 空间 [ linear topological space; линейное топо - 
логическое пространство ] 
同时 又 是 拓扑 空间 的 (线性 ) 向 最 空间 (vector 
space ) 工 ， 其 中 的 加 法 运算 和 乘 以 标量 的 运算 关于 L 
给 定 拓扑 是 连续 的 ， 见 拓扑 向 量 空间 (topological 
Vector space ) . M. И, Войцеховский # SEE W 


线性 拓扑 [linear topology ; линейная топология ], 环 4 的 

环 上 的 拓扑 ， 其 中 存在 着 由 左 理 想 构 成 的 零 的 基 
本 邻 域 系 ( 此 时 称 这 拓扑 为 左 线 性 的 }、 类 似 地 ,在 A 
Жї 三 上 的 拓扑 称 为 线性 的 ， 是 指 它 有 由 子 模 构成 的 等 
的 基本 邻 域 系 . 使 用 最 多 的 是 adic 拓扑 (adic topo- 
юру), 它 的 基底 出 一 个 理想 的 窒 给 出 . 

可 分 的 线性 拓扑 4 模 E 称 为 是 线性 紧 模 (linearly 
-compact module )， 如 果 任 一 由 E 的 仿 射 线性 乌 ( 即 
ЖШ x+ E' 的 子 模 ， 其 中 xe E, E' 是 E 的 子 模 ) 构 
ЛЕ ЕЕ С ЖЕР (filter )) 有 极限 点 。 在 紧 局 部 
Noether 环 上 的 任 一 有 限 型 模 是 线性 紧 的 . 
参考 文献 

[1] Bourbaki, N., Elements of mathematis ，Commutative 
algebra ，Addison - Wesley , 1972 ( W B 2822) ， 
B. И. Данилов{ 
【 补 注 】 环 上 的 баьа 拓扑 是 线性 拓扑 的 例子 ， 它 出 
现在 局 部 化 理论 ( 见 交 换代 数 中 的 局 部 化 (localization in 
a commutatiw ајрерга )) 或 挠 论 中 .Gabriel 拓扑 对 应 于 
环 上 左 模范 畴 的 Serre 馈 部 学 范畴 . 


参考 文献 
[АЦ Golan Ј., Localization of noncommutative rings , М. 
Tykker. 1975 


[A2] Stenstrim ，B . Кіпез of quotients, Springer, 1975. 

[АЗ] Oystaeyen, F. van and Verschorm, А., Кейейиз 
and localization Application to sheaf theory, М. 
Dekker, 1979. 

[A4] Lambek, 1., Tomion thəoris, additive semantics and 
rings of quotients, Lecture notes in math., 77, Spr- 
inger, 1971. 竟 绪 宁 W 


线性 变换 [linear transformation ; линейное вреобразова- 
we] 

一 个 向 最 空间 {vector space} 到 其 自身 内 的 上 映射、 
在 它 作 用 下 两 个 向量 和 的 象 是 它们 象 之 和 ， 且 一 个 向 
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#5— жїл 9 2 56 ВИЯН. 
пж уы: zs 间 ， 了 是 定义 在 它 内 的 线性 变换 ，x ,y 

室 间 的 任意 向 量 ， 囊 和 是 任意 数 { 革 域 的 任意 元 
Ж). д 


Дох+у)=/(х}+ Ду» ЛА) АЛО). 


ЗЛА Bi УТБИ n. ее, 为 它 的 
Ж (базі), x,,…,x, 是 任 一 向 县 x % РОЛ ЖЕЛЕ 
ж, В.р, у, ЕЮ у= (х) Мж, ШЕ y 


By 6 ЕЕ Л ТЫ АЁ x ААА ТЕЕ ЯРУ ОЕ ЖОК: 


PAX Вау, 


P =a, tU һа. 


矩阵 
а а. 
А- 2. 
a, 人 
ЖАТ е, е :线性 变换 了 的 矩阵 (matrix of the 


linear transformation 万. ЕЛЕЙ Н Жр КЮ ЖЕ 
标 组 成 ,如 果 


ЖНЖ, 7,0, В е, е, ВРЕДЕ Е: 


есцет се, 


е, 


则 关于 基 ei ，…:e; 线性 变换 /的 矩阵 8 是 B=C714C. 
两 个 线性 变换 了 与 9 的 和 是 变 痪 h， 它 舍得 对 任 
意向 量 xe V, 


h(x)=f(x)+g(x). 
一 个 线性 变换 /与 数 的 积 是 变换 &， 对 此 变换 ， 
k(X)=4f(x) 对 每 -- 个 向 量 xc 成立 ， 
线性 变换 9 乘 以 线性 变换 了 的 积 是 下 面 变换 : 


1б)=д(/(х)). 

Па р, ҖИК Е, ИЖ 
Wr tk СНЕ) Ж ДЯ {л 5 НЕ Ж 
换 . 线性 变换 的 全 体 组 成 一 个 代数 . 在 维 数 为 n 的 有 
很 维 空间 情况 下 ， 它 的 线性 变换 组 成 的 代数 同 构 陡 n 
阶 方 隆 弓 成 的 代数 ， 这 些 方 阵 以 爸 造 该 向 量 空间 的 基 
域 的 元 素 为 其 元 家 . 

在 其 作用 下 使 线 糙 空间 驳 射 到 自身 上 的 线性 变换 了 
称 为 可 逆 的 《invertible) ， 如 提存 在 变换 广 " 使 得 


JE， 


ЖР, ЕЗШЕ. 变换 三 图 一 个 线性 变换 ， 且 
称 为 了 的 道 变换 (inverse transformation) . 定义 在 基 有 
限 继 向 量 空间 上 的 线性 变换 是 可 道 的 ， 当 旦 仅 当 关于 
某 个 (因而 关于 任意 ) 基 它 的 矩阵 的 行列 起 (determi - 
папі) РЕ. 如果 А ЖЕЕП! ЕТЕНЕ 了 的 乱 阵 ， 
则 复 广 :的 矩阵 是 4-! ,可逆 的 线性 变换 全 体 关于 乘法 
ЧИЛИ. 在 具有 有 限 维 数 n 的 向 量 空间 情况 下 ， 这 个 
群 同 构 于 n 阶 作 奇 异 方 阵 组 成 的 群 . 

向 量 空间 的 子 空 间 V° 称 为 关于 线性 变换 了 的 不 
变 子 空间 (invariant subspace) ， 如 果 对 每 一 个 向 量 хе 
六 及 Xe У'. ЧЕ И xe НЕЛЕ f 0 
对 应 于 本 征 值 (eigen value) 7 的 本 征 向 量 (cigen vector), 
如 果 Ох) ix. 在 复数 域 ( 或 更 一 般 地 ， 代 数 朵 域 ) 上 
有 限 纺 向 量 空间 情况 下 ， 每 一 个 线性 变换 有 木 征 向 重 
(其 有 一 维 不 变 子 空间 ) .在 实数 域 上 有 限 维 空间 情况 
下 "每 一 个 线性 变换 有 一 维 或 二 维 的 不 变 邓 空间 ， 

定义 在 有 限 继 沿 量 空间 上 的 线性 变换 / 称 为 可 
对 角 化 线性 变换 (diagonalizable linear trarsformation), 
{ЛЕ V чав, ЕТЕНЕ НИЕ а Н DE qr 
ЭБ ЛТАВА BE (diagonal matrix》) и>. — 
个 线性 变换 是 可 对 角 化 的 ， 如 果 空 间 有 这 个 线性 变换 
的 水 征 阅 量 组 成 前 基 , 然而 ， 即 使 在 复数 域 上 空间 
内 ， 也 不 是 每 一 个 线性 变换 都 有 本 征 向 量 组 成 的 基 . 
йй, ий 
11 
| 


给 出 的 二 维 空间 的 线性 变换 有 唯一 的 会 基 疝 量 (10) 
的 一 维 不 变 子 空间 . 

在 复数 域 ( 或 任意 代数 闭 域 ] 上 有 限 维 向 量 空间 
内 ， 对 每 一 个 线性 变换 存在 一 个 基 、 这 个 变换 关于 此 
基 的 矩阵 有 分 块 形式 ( 见 分 块 对 角 算 子 (block-diagonal 
operator))，Jordan 块 在 其 主 对 角 - 上 ， 其 他 处 为 零 . 一 
阶 的 Jordan 块 由 一 个 数 1 组成; k Pt Jordan ВЕН 
下 列 形式 的 & 阶 方 阵 ; 


= 


000-2 
ЛАВИН ТЖ {Н . 同 阶 的 几 个 块 以 
及 不 同 阶 的 块 可 几 对 应 着 同一 个 4 . НН Jordan 块 组 成 
的 短 阵 称 为 短 阵 的 Jordan 正规 形式 (Jordan лота! 
form) (或 Jordan 典范 形式 (Jordan Canonical form)) . 

定义 在 Evclid 空间 (本 空间 (umilary space)) 上 的 
线性 变换 了 称 为 自 伴 的 (self -adjoint) (对 应 地 ，Hermite 
的 (Hermitan)})， 如 时 对 任 喜 两 个 向 量 x,yE V. 0х, 


f(y))=(y.f(x)) (对 应 地 , (х, f(y))=(y. f(x))). 

定义 在 有 限 维 Euclid { 西 ) 空 间 上 的 线性 变换 是 
В (Негтіе) 的 ， 当 且 仅 当 关于 某 个 (因而 任意 ) 正 交 
ЗЕТА Е Е ЯК АЕ Е (symeetric matrix) (对 应 地 ， 
Hermite 矩阵 (Hemrmite табіх)) . 定义 在 有 限 准 Euclid 
(ЛЯН, ES) 空间 上 的 自 伴 (Hermite) 线性 变换 有 一 
正 交 基 ， 关 于 此 基 它 的 矩阵 有 对 角形 式 ， 其 志 对 角 线 
ш ЖЯ ЕО (总 是 实 的 } 本 征 值 组 成 . 

定义 在 Eucld( 本 ) 空间 了 上 的 线性 变换 了 称 为 等 
距 的 (isometie) 或 正 交 的 {orthogonal) (对 应 地 ， B 69 
(unitary))， 如 果 对 每 一 个 划 量 xe у, 


ШЫН 


定义 在 有 限 维 Euclid ( 88 > 5 F 890 Pk 8 ЖЕ S PE 
的 (对 应 地 ， 酉 的 }， 当 且 仪 当 关 于 某 个 (因而 任意 ) 正 
交 基 它 的 矩阵 A Jë 1E З 38 B£ ( orthogonal matrix) (对 应 
地 ， 丁 上 矩阵 (unitary matrix)) . 对 定义 在 有 限 维 Euclide 
空间 上 的 每 一 个 等 距 的 线性 变换 ， 存 在 一 个 正 交 基 、 
关于 此 基 该 变换 的 矩阵 由 其 主 对 角 上 的 一 阶 与 二 阶 块 
组 成， 其 一 阶 块 是 变换 的 矩 括 4 的 实 本 征 值 ， 等 于 +1 
与 ~1， 而 二 阶 块 有 形式 

Сф —sne 

| 


其 中 cosq 与 Sing 分 别 是 А 的 复 木 社 值 1 一 cosp 二 ising 
ӨЗ БШ. АлАТ. 对 定义 在 
本 空间 上 的 每 一 个 西 变换 ， 存 在 一 个 正 交 基 ， 关 于 此 
基 这 个 变换 的 剑 阵 是 对 角 的 ， 日 主 对 角 上 所 有 数 的 绝 
对 值 为 1 . 

定义 在 有 限 维 Euclid (8) 空间 上 每 一 个 线性 变换 
是 一 个 自 伴 线性 变换 (self -adjoint linear transformation) 
与 一 个 等 距 线性 变换 (对 应 地 ， 一 个 Hermite 与 一 个 本 


线性 安 换 ) 的 乘积 . 
参考 文献 
[1] Александров, ..С., Лекции po аналитической гео - 
метрим  , M ,, 19%. 


[2] Гельфанд, И. М., Лекцих по линейной алгебре, 4 
изд., M.,1971( 中 详 本 : И. М. л, ВЫК 
学 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1957) ， 
[3] Ефимов, Н. B., Разендори, Э.Р., Линейная алгебра м 
мюсомерная геометрия, М ., 1970 
14] Напюв, P,R.,, Finite - dimensional sector spaces. v. Nos - 
trand, 1958. A.C Пархоменко {# 
【 补 注 
参考 文献 
ҒАТ) Bourbaki, N., Elements of mathematics, 2 . Linear and 
multilinear algebra, Addison- Wedey, 1973, Chapt. 2 
(W kk). 
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[A2] Jacobson, N., Lectures in abstract algebra, 2. Linear dl- 
рема, v. Nostrand, 1953 (1 0: N. 08. 
拭 象 代数 学 ，1 一 3 ， 科 学 出 版 社 ，1987) 。 

БАТ Ж 


线性 稻 [linear variety ; линейное многообразне }, 线 
性 流 形 (linear manifbld)， 仿 射 子 空间 (afine 
subspace ) - a 

(线性 ) 向 是 空间 (vector space ) E 中 的 于 集 М 
且 是 E 中 线性 子 空间 (linear subspace ) 上 的 平移 ， 即 
Ж x + L 的 集合 М, 其 中 хем. жа М 
一 硝 定 L, W x, 只 是 模 L 确定 的 : 


xo fL=x +N, 
当 且 仅 当 上 = N 及 xi — x eL. M 的 维 数 是 L 的 


维 数 。 与 余 维 数 为 的 子 空 间 相 对 应 的 线性 饼 称 为 超 
六 面 (hyperplane). М. И. Войцеховский Ж 葛 显 良 译 


线性 化 方法 [linearization methods; линеарязацин ме. 
тоды] 
使 把 非 线 性 问题 的 求解 化 为 有 关 的 线性 问题 的 逐 
次 求解 成 为 可 能 的 方法 . 
考虑 一 个 非 线 性 算 子 方程 
L(u)=f. (1) 
其 中 算 于 工 把 Banach 28] Н ВЗЈЕ Ё ВВ, L(0)=0, 
ЖН Есте! 可 微 的 . 解 (D 的 基于 把 (]) 线 性 化 的 经 
典 方法 之 一 是 Newton - Канторович 选 代 法 (也 见 Newton 
法 (Newton method); Канторович 法 (Kantorovich pro- 
cess)) ， 这 个 方法 是 从 一 个 已 知 的 近似 解 ut НЕО att! 
作为 线性 方程 
ш.и ше) 00и") (2) 
的 解 来 决定 ,这 个 方法 的 基础 是 (对 小 的 1z 由 用 表达 
Зс) Н Е (иг), Га. 35 L ZE & u" ñ 
Frédet 导数 (Fréchet derivative) , 在 [1] —[4] 中 可 以 
找到 这 个 方法 各 式 各 样 的 修改 和 相应 的 收 化 速率 的 估 
计 . 算 了 方程 (本 身 可 能 对 应 丁 ， 例 如 ， 一 个 偏 微分 
方程 的 非 线性 边 值 问 题 ( 见 [2],[4j,55])， 并 且 在 
(2) 的 每 一 步 都 必须 解 一 个 线性 边 值 问题 ， 这 使 得 必须 
使 用 数值 方法 和 原 问 题 以 及 与 它 有 关 的 线性 问题 的 某 
种 离散 化 . 从 计算 的 观点 看 ， 在 原 问 题 适 当 的 离散 化 
后 。 把 (由 作为 一 个 有 限 维 空间 中 的 算 子 方程 来 考 浇 线 
性 化 方法 ， 显 得 更 自然 一 些 . 
求 (的 近似 解 的 线性 化 方法 的 另 一 个 例子 是 ( 斌 
位 法 的 ) 眉 的 迁 代 法 { 见 [2],[3]) , 在 许多 情形 下 ， 对 
从 数学 物理 中 提出 来 的 问题 (1) 更 好 的 是 在 物理 论证 的 
基础 上 对 二 (za+ 习 线性 化 ， 对 某 个 线性 算 子 M. i 
М. (СЖ (ит) [5] [10]) . 那么 所 得 到 的 
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次 代 法 可 以 写成 
М, Сачу (ои M.) (3) 


ТЕЕ. Зс ВЫ СР BE 88 Pe BB 6 h КОЕ EE I 85: 
йй М 参数 方法 ( 见 [5] -[8]); МЕ 
对 应 于 线性 洋 性 理论 的 算 子 . 
ЖИНИ НЕ Каманов 选 代 法 ( 见 [9] ,[10]) 3040 
线 住 化 的 候 法 与 关于 参数 的 延 拖 结合 起 来 的 序列 负载 
法 ! 见 [51 —[8]). 有 叶 候 代 蔡 像 (3) 那样 的 方法 用 更 
一 般 的 形 如 


М (?!-и")=—1,(1(и")-/) (4) 
带 有 一 个 可 选择 的 选 代 参 数 », 的 和 迭代 法 . 

在 这 些 力 法 的 实现 中 必须 考 壕 系 统 的 解 的 近似 本 
质 ( 例 如 ， 作为 辅助 送 代 法 应 用 的 结果 ) { 见 例如 11]， 
Гар 121), 在 考虑 非 线性 本 征 值 问题 ( 找 分 歧 点 的 问 
B). 03640 


L(u)=AM(u). 
АӨК ПАТ ( 5) 化 为 研究 线性 本 征 值 门 题 


L(0)=0, М(0)=0 (5) 
的 问题 时 ， 
L,(z)=AM;(z) 


的 线性 化 (5) MUMBUL EE UR t + 39 Н АЖЕП OW 
[13],]14]). ХЕ A 88 E ЗЕ ЕНЕ НЯ рід [15] 一 
[18] ) 的 网 格 法 中 频 莹 地 使 用 这 种 或 那 种 线性 化 ， 它 从 
直到 的 忆 知 诅 时 解 出 发 ， 给 出 为 求 得 下 一 个 离散 朋 
时 44=toft(T 是 时 间 步 长 ) 解 的 线性 方程 . 
参考 文献 
11] Красносельский, М.А. Еи др.], Приближсиное ре. 
ление операторных уравнений. М.,1 (1969)( 英 译本 
Kranoset'skii, М.А. , et al., Approximate solution of op- 
erator equations, Weltess - Noordhoff, 1972) 
12] Collatz, L.., Funkrionalanalyss und numerische mathema- 
tik, Springer, 1964. 
13] Onega, J.M. and Rheinboldt, W. C., Rerative solation of 
nonlinear equations in several variables, Acad. Press, 1970 
ГА] Bcliman, К.Е. and Kalaba, А., Quasilinearization ami пол- 
iincar boundary- value probiems, Алкт. Elsevier, 1970. 
{51 Победря, Б.Е., в ки., Упругость и аеупругость, в. 3. 
М,,1973,95—173. 
[61 Оеп, 4.T., Finite clements of nonlinear continua, Mc- 
Graw ~ Hill, 1972. 
[7] Zenkençh, О., The method. of firite clements їп engine- 
спів, MeGraw - НЩ, 1977{ 中 译本 : О С. ЖЖ. 
有 限 雹 法， 科学 出 版 社 ，1985 ) 
18] Свирсхий, И.В.. Методы типа ByGuosa-Tamepkuga 
и последовательных приближений, M., 1%8. 
[9] Михлин, С. Г., исленная реализация вариацион. 
нык методов, M ., 1966 


110] Fuúk.S..Kmtochwl. А. and Nešas, 1.. Кибалоу- Gal- 
erkin merhod and its applications, Апа. Unio. Curolinae 
Math. Phys.. 15 (1974). 1— 

[11] Beast S. C..Schuliz. М Н. and Shemman. А.Н. The 
application of spame matrix mcthods to the riumerical 


solution of nonlinear elliptic partial differential cqua- 
tions,in D.L Cotton and R.P Gilber (as), Constr- 
uctive апі computationa; methods for differential and 
integral equations, Lectums notes in math., Vol. 430, 
Springer. 1974, 131-153. 
[12] Елиа, 9, С. Schultz, М.Н, , Shaman, А.Н., Lect , 
Nates Math..1974,430,131--153 . 
113] Keller.J. В. and Antman, 5. (cds). Вїйтсабоп theory 
ang nonlincar cigenvalue problems. Benjamin , 1969. 
[14] Сюыпкик, И, В., Нелинейные эллишическис ypan- 
нения высшего порядка, К., 1973. 
[15] Ледыжонскан, О. À ,, Математические вопросы ди. 
нам ИКИ ВЯЗКОЙ не°сжимасмой жидкости, 2 изд.. 
M ，19 劝 (中 译本 : О.А, ВОВНИ IS, ЛЕЛЕРИ А 
流体 动力 学 的 数学 问题 上海 科学 歧 术 出 版 社 ，1963). 
[16] Дъякопов, Е.Г., Расносгные матоды решения крае. 
вых задач, в. 2-Нестационарные задачи, M., [972 
(171 Fairweather, G., Ешие slemetnt Galerkin methods for 
differential equatiors. М Dekker. 1978 
[18] Luskin, M ., A Galerkin method for nonlinear parabolic 
eqttatiors with nonlinear boundary conditions, SIAM J. 
Мат. Anal... 6 (1979 y. 2, 284— 299 . 
E. T. Дьяконов 所 
{ 补 注 】 上 面 的 这 篇 文章 考虑 数值 分 析 中 的 线性 化 方 
法 ， 这 样 的 方法 也 出 现在 其 他 领域 . 例如 ， 算 多 项 
А) А АДА, РЯ, ДВА, 
是 作用 在 Banach 空间 关上 的 算 子 ， 可 以 约 化 为 线性 束 


1000 DT д 
0 . . 
1 ЕБЕ . 
А 10 оо 1 
0 од 一 机 А 5 4а 
Э, ДТЕК X 上 的 恒 等 算 子 ， 这 个 方向 的 其 
ЖИТ [А1]. 
参考 文献 


ГАТ] Gohberg. IL.C., Kaashosk, М А. and Lay, D.C. , Equi 
salence, lincarization, and decomposition of holomor 
phic operator functions. J, Кет. Anal. 28 (1978), 102 
- 4. ЖК ЮН 校 


ЗРЯ lingariy -compact module ; линейно компакт- 
ный модуль] 

拓扑 环 (topological ring) ЕЙ ЕКЙ ( topological 
module), ТОНН РЕАЛ 53 ЖЛ 483838 ( 见 基 ( base) y, 


ААТТАА АО h 8 8 (ИВЕ, 
亦 见 有 心 集 族 (cented family of sets )) 具有 非 空 的 
交 ， 每 个 线性 紧 模 是 一 个 完全 的 拓扑 群 . 

一 个 线性 紧 模 称 为 犹 义 的 线性 紧 异 ， 如 果 每 个 到 
和 有 由 节 痪 组 成 的 零 的 铝 谍 车 的 拓扑 懂 之 上 的 连续 同 态 
是 开 的 ( 匈 开 映射 (open тарт)? 一 拓扑 模 是 一 个 
狭义 线性 紧 模 ， 当 有 自 仅 当 它 是 一 个 完全 的 拓扑 群 ， 日 
丝 个 相对 十 开 江 模 的 商 模 是 一 + Artin 模 ( Artinian 
iodule)， 特 别 地 ， 一 个 Artun 异 ， 取 离散 拓扑 ， 则 就 
ТЧ ЕЕЕ. ШОНЕН ЕЕ Artin 模 的 
“26. 

СХ) 线性 紧 模 的 直 积 、 闭 子 模 、 相 对 于 闭 子 模 
的 商 模 及 在 有 由 子 模 构 成 的 零 的 邻 域 基 的 括 扑 模 上 的 
连续 同 态 的 象 仍然 是 (狭义 ) 线性 紧 模 . 
参考 文献 

[1] Lefschetz, S 
1955 
12] Zelinsky, D., Linearly compact moduks and rings, 
Amar J. Math., 76 (1953), 1. 7#— 90 
13] Leptin, H ,, Lincar kompakte Moduln und Ringe , Ма- 
m Z., 6 (1955), Mi 一 367. 
14] Leptin, H., Lincar kompakte Moduln und Ringe П. 
Math 2., 66 ( 19573, 289 ~ 327 
В.М. Арнаутов 所 
[ 补 注 ] (+) 域 ( 环 ) БЕИ МУНЯ 
拓扑 【lnear topology), 如 果 存 在 由 子 六 组 成 的 零 的 邻 
域 基 . МАЧЕ V 是 线性 紧 的 ， 如 果 每 个 由 
УН + ЖИНИ ЖЖ { y.) 都 有 有 限 交 丝 质 ， 即 如 
果 { V.) 中 有 限 个 元 素 交 是 非 空 的 ， 则 (YV, 是 非 空 
的 . ОВА Е Ну. 

# G 上 的 波 过 【filtration on a group G ) (指标 用 
整数 ) 是 一 个 G WB 《G6,) ,sz 的 升 或 降 的 集合 . 设 
有 4 是 一 个 环 ， 它 有 A 的 加 法 群 下 的 滤 过 《4,) cz 
这 个 滤 过 称 作 与 环 结构 基 相 容 的 ,如果 А А„= А, 
对 一 切 п, те, 1s4d， 有 这 样 一 个 滤 过 的 环 称 为 
ИЗИ (Ишей ring]， 现 设 М 是 一 АЖ. (М), 
是 在 Abel 群 下 的 涉 过 . 此 滤 过 称 为 ЧИЮ А 相 容 ， 
如果 A M.S MM, ,mw， 对 所 有 п, те. ЕЮ 
滤 过 环 4 一 的 滤 过 异 ( fileroed module )， 如 像 通常 情 
JÉ, A. : 则 M. 都 是 M 的 4 子 模 . 在 文中 部 过 模 
定义 就 正 对 应 了 M 的 4 子 模 , 使 用 (A, 和 (M.) 
作为 4 和 M 的 开 邻 域 基 ， 就 定义 了 4 和 М 的 线性 
招 扑 .这 大 线性 拓扑 化 的 模 与 环 浓 见 的 例子 . 
参考 文献 

ГАІ] Bourbaki, №., Адык солла, Hermann , 1961. 
Chapt.. 3. Graduatiors , filtrarions et topologies 

[A2] Wamer, S , , Topologxal fidds , North-Holland , 1989 , 
Chapt, 5, Set. M. ше 详 


‚ Algebraic topology. Атпа", Math , Soc . , 
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线性 天 缘 扩 张 [lineady - disjoint extensions ; 


разделенные расширения], 34 K 的 
的 扩张 Q 中 的 两 个 子 扩张 4 和 B, 819 4 

与 8 在 Q 中 生成 的 子 代数 是 ( 同 构 于 ) k 上 的 张 量 积 
( tensor product ) 4 @ B ( 见 域 的 扩张 (extension of а 
feld)). лава ко 中 任意 两 个 子 
ж, Ей C 是 出 4 和 B 生成 的 О 的 和 不 ， 则 总 是 存 
在 一 坏 同 态 о:А®В- С, 将 х®уєА®В 映 为 
XyEC、 这 里 хєА, yep. 代数 АЛ B MON k 
上 是 线性 无 缘 的 【jineaty disjoint). 如 条 gg 是 A@ B 
到 C 上 的 阿 构 、 此 时 a (B =k. А ËL B E k 
上 线性 无 综 ， 只 须 存在 一 组 B 在 k 上 的 基底 在 А 上 
无 关 . 如 果 4 是 上 上 的 有 限 扩 张 则 扩张 次 数 
[B(4):B] 不 超过 [4:k], 两 者 相等 的 充分 必要 条 件 为 
ААЖ B /t J SütF CBR 00 . 
тахи 

[1] Bourbaki, №., Algebra, Springer. 1988, Chapts. 4—7 


лннейно 


《 译 自 法 文 ) 。 О. А. Ивьпова 所 
【 补 注 了 
参考 文献 
[AL] Хадзі, О. and Samuel, P.. Commutative algebra , 
1, Springer , 1975 мс ж 


线性 -正则 随机 过 程 [ lineariy- regular random proces ; 
линейно регулярный случайный процесс] 
满足 正则 性 条 件 

人 BC-o,D=0 
的 广义 平稳 随机 过 程 (stationary stochastic process ) £ (t) 
(e «1 <0), ДН. (-90,0) &(›) (s S t) 8 
钱 性 组 合 的 均 方 闭 包 . (此 处 能 定 EE(t) = 0.) 正则 性 
意味 着 在 非常 入 远 的 未 来 对 过 程 “(0)( 线性 ) 预报 的 
不 可 能 性 ;更 确切 地 说 ， 若 (гни) 6 (ги) ЖР 
Z (s)(s <t) 的 最 佳 线性 预报 ， 即 

Е (жи) ~ ¢ (tru l= 
= Ж Ер (t +u) сл, 

则 有 А 

lm E(t +u)=0 

{ 一 维 ) 平稳 过 程 满足 正则 性 的 必要 和 充分 条 件 

JE fE fE 8 BE ( spectral density ) (4)， 使 得 

Í 1702) 

5 1+2 

多 维 或 无 穷 维 平稳 过 程 正则 性 的 解析 杀 件 更 为 复杂 . 
在 一 般 情 况 下 ， 当 谱 密 度 (А) 是 Hilbert 空间 中 的 正 
算 地 函数 时 ， 正 则 性 条 件 等 价 于 Од), 有 如 下 形式 的 
因子 分 解 : 


а> —%. 
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Кд) @°(4)Ф(3)› 
其 中 ф(4)(—оо «д оо) fr тШ z=4 tin 
(н< 0) ЖРТВУ А дъ ін) 3 д» O 时 的 
边界 值 . 
每 一 广义 平稳 过 程 (r) 都 有 一 个 正 交 利 形式 的 分 
解 : 
¿(e= (0) +00), 
ES(t) nG) =O, 
Ж (т) 是 线性 - 正则 过 程 , 而 pC1) 是 线性 -奇异 
过 程 ( lineariy 、singular process )， 它 是 一 广义 平稳 过 
в. B 
Г\н„(-®л)=Н,(-®,®); 
ЖЭБ. x1— tj сЕ 
H.(- 0,1) =н (90,1) 
及 
H (—co, EH{—%,t). 
参考 文献 

{1] Розанов, IO. А... Сгационарные случайныс процеє- 
сы, M., 1963. ( 英 译 本 : Rozanov, Yu.A.,Stationary 
random processes , Holden - Day 1967.) 

12] Розанов, Ю, À ., Теория обновляющих процессов, 
M., 1974. (Ж; Rozaov, Үп. А.,1ппоуайоп 
tiocssss , Wiely ‚ 1977.) Ю.А. Розанов Ж 

ИРЕ 人 们 更 常用 的 名 称 是 〈 广义 ) ЕИН 


程 【purely non- deterministic proosss) 而 不 是 线性 -下 
则 过 程 . 一 个 二 阶 过 程 分 成 正则 和 奇异 部 分 的 分 解 
(如 正文 所 述 )， 称 为 Wold 分 解 (Wold decomposi- 
tion) . 
参考 文献 
ГАІ] Ибрагимов, M.A., Линник, Ю.В., Независимые 
и стационарно связанные величины, Изд-во. 
Наука, М., 1965. (06; Ibmgimov, 1, А, and 
Linnik, Yu. У., Independemt and stationary sequences 
of random variables , Wolters - Noordboff , 1971 .) 
[A2] Poob , J. L., Stochastic рюозыз , Chapman and 
Най ‚ 1953 
[АЗ] Ibragimov, 1. А. and Rozanoy Yu. А., Gaussam 
random procesos , Springer , 1978{®Н#Х). 
МЯЎ # 


链 环 [їшї ; пояс], #Ж c 在 去 角 剖 分 了 中 的 
闭 星 形 St (oa, T) (T 中 含有 c ЖЕ) 
中 ， 既 不 与 ag、 也 不 与 о 的 面相 交 的 单 形 组 成 的 集合 
In{o, T). M. И. Войлеховский 所 
[ 补 注 】 亦 见 单 形 (抽象 的 ) (simplex (abstract)). 
Шай # ЖЕН 校 


环绕 系数 [linking coefficient ; 2анепленнн коэффициент ] 

与 n Ж йЖ M 中 的 两 个 不 相交 的 闭 链 š"! Hl 
z“ 相 联系 的 尽数 或 分 数 ， 它 们 的 同 晤 类 分 别 是 整数 
同调 群 所 (М2) ЮН, (M ,Z) 的 搁 子 群 的 部 
分 . 最 简单 的 例子 是 R' 中 的 两 条 不 相交 的 可 求 长 的 
ЙН 元 , 工 ; Л Sk. B IM Саша 积分 
(Gauss integra; ): ` 

1 [ {х—-х,)4хуйх, 
1- з: РЕ 

给 出 (这 里 x, ÑU x, 是 上 | 和 上; 的 向 量 径 ). 

环绕 系数 的 概念 推广 到 R” 中 的 闲 定向 流 形 M С! 
和 和 М" Ж: 环绕 系数 等 于 定向 直 积 М x 
М" 到 球面 $7' C R" 的 映射 у 的 虚 ( 见 映射 度 
(degee of mapping )), ЯР. х(х,р)(хе Мм") 是 
-个 点 ， 在 其 上 ，8" ВО ННВ (х, 
у) 的 射线 所 切割 ， 环 绕 系 数 等 于 任何 使 得 2С" = 
жт! 且 有 具有 闭 链 z"* 的 大 链 Ct 的 相交 指数 (El 
调 论 中 的 ) ( intersoction index (іп homology )) 0 а. 
ПОТА Р C* 的 选择 . 如 果 闭 链 z 和 z. 2 
的 作用 可 交换 ， 则 环绕 系数 乘 以 〈 在 可 定向 的 情形 ) 
(трете, 如 果 闭 链 中 的 任何 一 个 用 在 另 一 个 闭 链 
的 补 中 的 同调 闭 链 代 人 过， 则 环绕 系数 保持 机 同 ， 这 十 
Alexander 对 偶 性 (Alexander duality ) 的 环绕 解释 的 基 
Ë. 如 果 闭 链 之 一 用 一 个 同调 闭 链 代 桂 ， 那 么 环绕 系 
数 改变 一 个 闭 数 ， 从 而 定义 了 一 对 值 在 商 群 Q/Z 中 
的 H, (M.Z)# H,.,(M Z) 的 挠 子 群 ， 其 中 Q 
表示 有 埋 数 集 . 这 一 个 偶 对 在 它们 之 间 建 立 了 Понт - 
purwa 对 假 性 (Pontryagin duaiity). 特别 地 ， 考 虑 在 
п=2т 十 上 情形 中 的 H. (M ,Z) ЮВЕ, Tue x 
ТЕ ОГА 中 的 自 环 绕 的 非 退 化 二 次 型 ， 它 是 流 形 
的 同 伦 不 变量 ， 例 如 ， 这 就 导致 对 非 对 称 流 形 的 首次 
观察 ， 而 它 是 特殊 的 透镜 流 形 ( 见 透 镜 空 间 (lens 
space)) 

也 可 用 其 他 系数 域 考 虑 环绕 系数 ， 例 如 ， 如 果 群 r 
自由 地 作用 在 流 形 上 ， 则 同调 群 是 群 模 且 环绕 系数 定 
义 在 适当 的 局 部 群 环 中 . 


参考 文责 
{1] Seifert , Н. and "Гаи, W ., Lehtbuch дег Tbpologie , 
Chelsea , 1980. 


[2] Понгрягин, H.C., Гладкие миогообразия я wx при- 
мененик в теории гомотопий, 2 иэд., M., 1976 
(ЖЖЖ; Pontyagn, L 
their applications , in homolopy theory , Trand, Amer 
Math, Зос.,11 (1959), 1—14). 
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S., Smooth manifolds and 


{ 补 注 ] 
参考 文献 
[A1] Spanicr, E ，Alesbruc topology , Springer , 1978 ( 中 


详 本 : Е.Н. ЙЕ. НКЕ, СФЕ Е 
ЖИЕН. 1987) 徐 森 林 详 


Juan 离散 遍历 法 [Linmik discrete ergodic method ; Ли - 
нника дискретный эргодический метод] 
解析 数论 (analytic number theory) 中 的 一 种 特殊 
的 方法 ， 它 利用 非 交 换算 不 把 流 形 上 整 点 的 一 致 分 布 
(uniform distribution ) 问题 归结 为 考虑 在 这 流 形 上 的 整 
点 “ 流 ” 和 产生 这 些 “ 流 ”的 算 子 的 问题 , 这 一 方法 
的 基础 是 由 Ю.В. Линник ESE ([1}). Линник 的 离 
散记 历法 从 其 结果 [2],[3] 的 蛙 征 而 得 到 实质 性 的 发 
展 和 “遍历 ”的 特色 . 离散 凯 历 法 已 经 应 用 于 用 三 元 
二 次 型 表示 数 的 问题 和 在 相应 的 机 球面 和 双 曲 面 上 整 
点 的 渐 近 分 布 问题 . 已 知 的 最 年 结果 是 关于 在 递增 半 
径 的 球面 上 整 点 渐 近 ~- 致 分 布 的 Линник 定理 { BL [2], 
第 四 章 ) . 
参考 文献 
11] Линник, Ю.В.. < Изв, АН СССР. Сер. матем >, 
4 (1940), 4 — 5. 363 — 402 
[2] Линник, Ю. В.. Эргодические свойства алгебран. 
ческих полей, Л., (967 (ЖЖ: Linnik, Yu, У. 
Ergodie properties of algebraic fields , Springer , 1968). 
13] Малышев, A. В., О представлении целых чисел 
лоложительныма квадратичными формами, М. . 
Л., 1062 (Тр, Матем. ин-та АН СССР, 6). 
[4] Малев, А. В., (Зап, науч. семиваров ЛО. 
МИ», 80( 1975), 179 — 186. 
[5] Malyshev, А. V., Үш. У. Linnik's ergodic method 
in number theory, Ааа Arithm .. 27 (1975), 555—598 
16] Pets, М., Dantellungen бшу definite ternáre quadra- 
tische Роптеп, Acta Анійт., 34( 1977), 57 — 80. 
A. B. Малышев # аф 译 ЖМ R 


Liouville 7) ## [ Liouville equation ; Лиунилля уравненне | 

经 典 N 粒子 系统 按 动 量 р—(р,, с, рь) RUB 
标 q= (4, 7, ч) ВОЛЯ В ww (р, 4: 1) 的 运 
81718: 


тр “IH, waj a = 
= ў [2н ён, _ дву дн 
“| да, 2р, дч, др, у 


其 中 H 是 系统 的 Hamilton Ж ( Hamilton operator ), 
ЛЕ SN КЫЙ Poisson 括号 ( Poison brackets ). 

在 相 空间 (р, q) 中， 分布 we(p, q; t) 与 相 点 
密度 机 联系 ( 每 个 要点 对 应 于 给 定 N 质点 系统 的 一 
个 确定 的 力学 态 ) ， 巾 丁力 学 运动 方程 解 的 叭 -- 性 ， 这 
些 相 点 的 运动 轨道 并 不 相交 ， 以 及 由 于 按 Liowille 定理 
《Liouvile theorems ) 相 体 积 守 伍 的 事实 ， 这 些 相 点 的 
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系 综 在 相 空 间 形 成 一 种 不 可 压缩 流体 ， 其 密度 w, ЖШ 
对 于 时 间 的 爹 导 数 等 于 等 ; 
dw, дм 


а: 8 


faw dq | Ow. dp ]_ 
十 | 2ч ас Төр, Sm о, 
如 果 按 照 Hamilton 方程 (Hamilton equations), j# 
ЗЕ АО ВСЕ Hamilton 函数 的 相应 篇 导数 表示 ， 
则 导致 Liouvile 5748. 

Liouville 方程 不 仅 应 用 于 研究 统计 力学 的 一 般 问 
题 ， 它 们 与 阐明 多 体系 统 态 的 微观 和 宏观 结构 ， 趋 向 
平衡 的 过 程 ， 相 空间 中 的 “混合 " 问题， 遍历 性 等 等 
有 有关; 而且 应 用 于 一 些 具 体 研究 ， 因 为 Liouville 方程 
是 构造 Боголюбов 方程 系列 ( Bognlyubov chain of 
eduatiors ) 的 原始 方程 ， 因 而 也 是 构造 各 种 不 同类 型 动 
理 方 程 的 原始 方程 ， 借 助 于 这 些 方程 ， 应 用 物理 的 阿 
题 已 可 予以 求解 ， 

在 量子 系统 的 情况 下 ，Liouvile 方程 的 角色 由 统计 
EZ рг) (密度 矩阵 (density matrix ) ) 的 运动 方程 
扮演 ， 在 5смбйпрет 绘 景 中 它 具 有 形式 

Фе =н, р} П. Hp pn), 
其 中 H 是 Hamilton 算 子 ， 大 括号 表示 量子 Poisson 
括号 ， 这 全 量子 Liouville 方程 是 《由 给 定 统计 算 子 所 
描述 的 ) 滋 合 态 的 结构 的 一 全 推论， 其中， 组 成 温 合 
态 的 每 个 纯 量子 力学 杰 按 照 Schridinger 77 Е (Schrd 
dinger equation ) 演化 ， 
参考 文献 
[1] Goldsen, H., Classical mechames, Addison-Wesey ， 
1957〈 中 译本 Н.Н, АЛ. ЖЛ Ж 
学 出 版 社 ，1985)， 
[2] Ulienbeck, б. Е., Ford, б. V ., Lectuess in statistical 
mechanis , Апет. Math , 5ос., 1963. 
[3] Боголюбов, Н. Н., Избр. труды, т. 2, К., 1970 
И. А. Квасников 48 
ОТЕТ 量子 Poisson 括号 通常 写成 {H, д) =[Н, 
Р), ЖЕТ LH, p] = Hp — PH 是 对 易 式 括号 
{ commutator bracket ). 
参考 文献 
[А11 Cercignani , С., The Boltzmann equation and ia арр- 
lications, Springer, 1988. 
[A2] Gantmacher, F. [Е. К. Gantmakher], Lectums in 
analytical mechanics , Міг, 1975 (ЖА Ж). 
йй Ж 


Liowville 函数 [Liowille function ; Лиувнлля функция ] 
出 下 式 定义 苍 算 术 函 数 ( arithmetic function) д (n): 


100) = (=), 
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其 中 是 n ЕНУ. Liouvie 函数 与 Mobius 
iS ( Móbius function) p(n) 有 着 密切 联系 : 


在 数论 小，…… 个 重要 的 估计 是 和 
S(x) = Pan), # x оор 


< 


的 估计 .存在 一 个 猜想 
S(x) < Vx ах 
用 H. М. Виноградов 方法 得 到 的 最 新 结果 是 


мз 


$(х) << xexp(—cl1n* хіт In x). 


Liouville 函数 是 J. Liouville 31 АЙ. 
参考 文献 
[1] Prachar , K .，Primzahlverteilurg ，Springer 1957. 
[2] Chandrasekhaman , K ., Arithmetical functions , Springer , 
1910. А. Ф. Лаврик 所 张 鸿 林 Ж 


Liowille 网 [ Liouville net ; Лкувилля сеть] 
时 面 上 的 一 种 参数 曲线 网 ， 使 得 曲面 的 线 素 具有 
下 列 形 状 : 
45 = (U + V) (dw + du), 
其 中 U = U(u),V = (о). 在 出 不 同族 的 两 对 参数 由 
线 组 成 的 每 个 矩形 中 ， 两 测 地 对 角 线 具有 相同 的 长 
Ж. 具 Liouvile 网 的 曲面 是 зоне 曲面 ( Liouville sur- 
face). 例如 ， 二 阶 中 心 曲面 是 Liouvile 曲面 .Liouvile 
网 是 由 J.Liouville 在 1846 年 引 人 的 (00, [1], 命题 3). 
参考 文献 
[1] Monge ,G ., Application ds Гапајуѕе à 1а Sometrie, Bac- 
heher , 1850. 
[2] Шуликсеский, В. И., Классивеская дифференциальная 
теометрия п тензорном изложении, M ., 1963. 
В.Т.Базылев { 
【 补 广 】 
参考 文献 
[Al] Biaschke , W .and Leichtweiss ,K ., Elementare Differen- 
tialpeometrie , Springer , 1973. 
[A2] Berger , М. amd Gostiaux , В., Differential geometry : 
manifokis , curves and surface , Spnnger , 1988 
沈 一 兵 ж 


Liouille 范式 [ Liouville normal Юпп; Лнувалла норма - 
льная форма] 
врвните 
у tp) A + (аху + hex) y=0 
11) 
写 为 


к АЫ (2) 


的 形式 ， 其 中 4 基 参 数 ， 如果 рх)е С, r(x)ec’ 
H r(x)>0， 则 方程 (1) 可 通过 代 换 


л = ф(х)у(х), &= | VD ar, 


ЕСЕ (ооа 


化 简 为 Liouvile 范式 (2); 此 代 痪 (引进 于 [1] 中 ) 
#20 Liouville 变换 { Liouville transformation), 在 研究 
(1 ) 的 解 对 于 参数 1 或 自 变 量 的 很 大 的 值 时 的 渐 近 性 
态 以 及 在 研究 Биш -Liowile 问题 (Sturm -Liouvile 
problem ) 的 本 征 函 数 和 本 征 值 的 渐 近 性 态 中 ，Liouvile 
范式 起 着 重要 作用 ( 见 [3]). 


参考 文献 
[l] Liowile,J., 7 Math. Pus AppL., 2 (1837)，16 一 
35. 
[2] Кате, E. , Differentialgleichungen : Lisungsmethoden 


tnd Lismgen , 1. Gewohnliche Differentialgleichungen , 
Chelsea ,icprint 1947 ( 中 译本 : Е. -下 姆 克 ， 常 微分 
方程 手册 ， 科 学 出 版 社 ，1977) . 

[3] Titchmarsh, Е. C., Eigenfunction expansions associate 
with second -order differential equations, { — 2, Clar - 
endon Р, 1946 – 1948 ( 中 译本 : E. C. #08 
Ж. 与 二 阶 微分 方程 相 联系 的 本 征 函数 展开 ， l WPL 
学 技术 由 版 社 ，1964). М. В. Федорюк 所 


[ 补 注 ] 
参考 文献 
[Ai] Ice, Е. L. ., Ordinary differential oquations, Dover , 
Jseprint , 19%. Wak Ж 


Liowile 数 [ Liowile mmber; Лнувилля число] 
一 个 实数 x ， 使 得 对 任何 vy 2 1 ， 不 等 式 


= р ~ 
а < 
ДЕ 


具有 无 穷 多 个 满足 条 件 9 > 0, (р, q) = 一 1 的 整数 解 
р 各 д. Liouvile 数 是 超越 数 (tnunsccndental number) 
这 -一 事实 ， 可 从 Liomille 定理 (Liouvile theorems ) 得 
H. J. Liouvile 研究 过 这 些 数 〔[1])， 

Liouville 数 的 ~- 些 例子 是 


ўа", 


а= (12, 


РА =ў ае . 


参考 文献 

[1] Liouville, 1.. Sur des classes из ttendyes de quantits 
dont la valeur пей ni algŠbrique ,ni meme riductible à 
des irrationells algÉbriques , С. К. Acad. Sci, Paris, 18 

(1844), 883 -- 885 
[2] Temaboan, A. О., Трансцендентные иалгебраинеские 
числа, М., 1952 (#2: Getfond , А. D. ,, Типы 
endental and algcbraic numbers. Dover, reprint , 1960 ) 
C. B. Кот» jf 


【 补 注 ] 
# xc tk 
[A1] Peron, О., Die iehre von den Ketenbriohen, 1, 
Teubner , 1977. 
[A2] Репоп, O. , Imationalzahlea , Chelsea , repnnt , 1948 


ЖЕЙ Ж 


Нелі - Остроградский 公式 [Liooville - Ostrogradski 
formula ; Лиувилля -Остроградского формула], Liou- 
ме 公式 ( Liouville formula ) 

—-АЖЯНЕЕНЧИЛ НЕНА Wronstd 行列 
3% ( Wionskian ) 和 方程 系数 的 关系 式 、 

设 x (5), U x G) Эп 个 一 阶 线性 齐 次 方程 
组 

X'= А(1)х, хЄЕ", (1) 


的 任意 n 个 解 ， 算 子 A(t) 在 区 间 上 上 连续 ， 且 设 
W(x(t), Q, x,(t))= W(r) 


为 这 一 组 解 的 Wronski 行列 式 Liouville -Ocrporpan- 
ский 公式 具有 下 列 形式 : 


£ иб) = и) е Tra(t ter, (2) 
或 等 价 形式 
W(x (t), 77, х, (0) = 
一 页 (it су x (6) ° әр [ТгА(з)аз, 


r tel. (3) 


这 里 ТгА() 是 算 子 А(т) М (пасе). Liouvile - 
Остроградский 公式 可 以 通过 系统 (1) 的 Cauciy Ж 
子 (Cauchy operator) X(t, t.) 表示 成 : 


det X(t, б) = exp | Tr A(s)ds, t, toEl. (4) 


(4) GR (3)) 的 几何 意义 是 经 过 变换 X(r, (,): 
R° -~ R*, 任何 物体 的 有 向 体积 会 增加 一 个 因子 


өр TrAls)as. 
如 果 考虑 在 区 间 上 具有 连续 系数 的 n ИЕ 
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Кк 
P.G + + Р{)у=0, (5) 
Haftel, H p.(t)# 0, DJ Liouvile -Остроградский 
公式 为 等 式 
W(y (0), ,yA1)) = 


[ор 
17 | 


t t 8, (6) 


= (уй), ,y(to)) ° |- 


这 里 WIy,(), 2. у, (0) Ж (5) п Ж уу(т), 
©, у„(1) 的 Wronski 行列 式 Liouville -OcTporpan- 
ский 23 (3) 和 (6) 常用 于 考虑 的 解 组 为 基本 解 组 
( fondamental system of войшогв ) 的 情形 例如， 如 果 
知道 二 阶 线性 齐 次 方程 的 一 个 非 平凡 特 解 ， 就 可 以 利 
用 公式 (6) ， 通 过 求 积 得 到 它 的 通 解 、 

方程 (5) 在 n = 2 时 的 关系 式 (6) 是 由 N. H. 
Abel 在 1827 年 发 现 的 ( 见 [1]) ， 对 于 任意 的 
则 是 由 J. Louvile ([2]) 和 М. В. Остроградский 
(13]) 于 1838 年 发 现 的 ;等 式 (3) 是 由 Liouvile 
([2]) 和 C. G. J. Jacobi ([4]) 得 到 的 (因而 ， 
(3) 有 时 也 称 为 Jacobi 公式 (Jacobi fonmula】) . 

Liouvile -Остроградекий 公式 (2) 可 以 推广 到 非 
线性 系统 


x = f(t, х), хев". {7) 
这 里 假设 向 量 值 函 数 
а x)=(f (t x U, x.) 
Р xi, U, х) 


ЯЕ д//дх 连续 . 如 果 Q, < R" 为 县 有 有 限 测 
В At to) 的 集合 ， 并 且 它 在 线性 映射 大 (ti to): R" 一 
R "下 的 象 Q, 基 有 测度 u(r), 这 里 X(r, t,) 为 系统 
(7) 的 Cauchy 算 子 ， 则 


а А 
党 = [анла ax 


这 里 


它 在 动力 系统 理论 各 统计 力学 (statistical mechanics ) 
中 都 有 重要 位 用 : 光滑 自治 系统 ( autonomous system 》 


x'= f(x), xeR" 
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的 流 保持 相 空 间 К^ ЕТИКА А Л. 53 B R 34 
对 所 有 的 x， div (х) = 0; 特 划 地 ， 相 体积 在 Hamil - 
ton 系统 ( Hamiltonian system ) 的 流 作 用 下 守恒 . 
参考 文献 
ШАБЫ. N H.. 
Келе Angew. Math. , 
[2] Laouvdle, J., J. Math. Pures Арй., 
349. 
[3] Остроградекий, M. B... 
З.К. 1961, 1274— 
[4] jacobi, C. G.. J., Gesammelte Werke. 4, Chelsea , 
терши, 1969. 
{ 5] ГТонтриягин, Л. С., Обыкновснные дифференни- 
альные уразнения, 4 изд,, М., 194( 中 译本 ; Л, 
C. Deseo, WIKA E, ЕЗЖЕ, 
1962) 
16] Apnoma. В, H., Обыкновенныс дифферещиа- 
льные уравнения, М., 1971( 中 译本 : B. H. FJ 


Ueber eimge besummte Integral, J 
2 (107), 22 — 30. 
3(1838), 32 一 


Полн. собр. трудов, т 


诺尔 德 ， 常 微分 方程 ， 科 学 蝇 版 社 ，985) 
Н, Ф, Розов ў 
【 补 注 】 
参考 文献 
ГАІ] Hartman. P , Ordinary differential equations , Ві - 
hàuser, 1982. B = PE 


Tiowille 曲面 Liouville surface ; Лнувилля поверхность | 
测 地 线 方程 窑 有 二 次 积分 au du du! 的 曲面 ， 其 中 
张 基 a, 不 同 于 曲 闸 的 度量 张 量 ( metric tensor )g。. 例 
如 ， 常 数 Саше Ё Ж ( Gaussian curvature) 的 曲面 是 
Liouville 曲面 。 曲 面容 有 到 平 而 上 的 测 地 映射 ( geodesic 
mapping ) 的 充 疲 条 件 是 它 是 Liouvile 曲面 {Dini 定 
理 《Dini theorem)). 也 见 Liourille 网 ( Liouvile тї). 
` И.Х.Сзбите É 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
ГАІ] Blaschke , W .and Leichtweís , K ., Elementare Differen- 
tialgeometnic ,Springer , 1973 
| А2] Berger, М апі Gostiaux , B . , Differential geometry : 
manifolds , curves and surfacss , Springer, 1988. 
д й 


Tiowille 定理 [Liomile theorems ; Лиувилля теорема ] 
1) 关于 有 ы Liouvile 定理 ， 如 果 复 


г, (еле function ) f(z) 
为 有 界 、 шиж. 

21м < + о, тС", 
MJ /(с) 是 一 常数 , ВАСЕ ЖИ 
果 之 …， 看 来 对 于 п = 1 的 情形 是 由 A. L. Cauchy 
J 1844 年 首次 发 表 的 〔[1); 1. Liouvile 在 其 1847 
年 的 济 报 中 提出 了 这 个 命题 ， 出 此 它 被 冠 以 Liouville 


的 姓氏 、 
Liouville 定理 可 从 各 个 方 站 得 到 推广 例如， 如 
果 f(z) 是 C' 中 的 整 函数 用 对 某 个 非 负 整数 m 有 


П) M(1 + |z|"), z€ C”, 


则 f(z) В (21,77, Z.) 的 不 超过 m 次 的 多 项 
Җ. ЖЯ. ШЖ и(х) 是 空间 R" hi IH 840658 
【harmonic function) , х= (ху. 5, x.), H. 
u(x)<S M(I + |x|”) 
(m -в(х)& М(1+|х|")), ХЕК", 
则 n(x) 是 《x ，…，xw) 的 不 超过 m 次 的 调和 多 项 
Ж ( 亦 见 [4]) - 
【译注 】 事实 上 ,J 了. Liouvile 于 1844 年 12 月 16 日 在 
巴黎 科学 院 会 议 上 已 表述 了 有 界 全 纯 函 数 必 为 常数 这 
一 命题 . 
Фах 
ВІ] (шт, Ј., 1882: Master of 
рше and applied mathematics, Springer , 1990. 
2) 关于 共 形 映射 的 Liouvile 定 埋 , Eucid 2508] 
Е" (923) ЖБ инт 共 形 映射 (contormal 
mapping ) 可 表示 为 有 | 
黎 ， 相 似 变换 、 вза. ШЕЭР J. 
Liouvile 于 1850 ЗЕЕ8Л ( [2], 附录 6). 
АД, ЕВРЕ АТТА. A 
这 个 观点 看 ， 它 在 多 复 变 量 解 析 函 数 沦 各 拟 共 形 映 射 
( quasi -conformal mapping ) 理论 中 十 分 重要 . 
参考 文献 
[1] Cawhy, A. L,, С. R. Acad, Sci. Paris, 19 ( 1844), 
1377 ~ 1384. 
[2] Monge , С., Application де l'analyse й la péométne , 
Bachelier, 1850, рр. 609 — 616. 
1 3] Бицадзе, A . В., Основы теории аналитических фун- 
кций комшексного переменного, 2 азд., M.. 1972 
14) Владимиров, В. С., Методы теории функций многих 
1964 ( ЖЖ: Май - 
mimv, У. $.. Methods of the theory of functions of 
several complex variables, М.Т. Т., 19%). 
Е. Д. Соломенев 扎 
3) 关于 代 教 数 通 近 的 Liouvile 定理 是 陈述 代数 无 


理性 不 可 能 很 好 地 为 有 塑 数 通 近 的 一 条 定理 ， ми 


Josepa Liouville 1809 一 


комлексных теременных, M ., 


xj n IK (n 2 2) 代数 数 (algebraic number) , р 
9 是 任何 正 整 数 ， 则 
252. 
q 9 


其 中 с 是 只 依赖 于 x 的 正常 数 ， 并 可 通过 与 ¿+ 相 联 
ЕЕ бте: 
ËJ. Liouvile ([1]) 用 这 条 定理 首次 构造 了 非 代数 


《超越 ) 数 ( 匈 超越 数 (trunscendental number)). 8] 
如 ， 
r =Y 5 
< 2" 

就 是 这 样 的 一 个 数 ， 它 着 一 个 具有 急 减 项 的 级 数 

对 于 п = 2, Liouvile 定理 给 出 了 最 好 可 能 的 结 
Ж. 对 于 ” 关 3， 此 定理 经 常 得 到 加 强 . 1909 4, А. 
Тїшє ({2]) 证 明 ， 对 于 次 数 п 23 的 代数 数 a 以 及 
v> 1 +n/2, 有 


一 了 |> <. 1) 
z | PU (1) 


C. L. Siegel ([3]) 证 明 ， 如 果 (s 是 整数 } 


n 
> min +5), 
M тв [>T ) 


特别 地 ， 如 果 v > 2 Vn ,(1 ) 仍 满足 ， 从 而 改进 了 Thue 
的 结果 . ВЖ Г. 1. Окол ([4]) 证 明 当 ，> ун 
时 (1) 7. Җа, К.Е. Roth([5]) 证 明 ， 对 
任何 ，> 2, (1) 都 成 立 . Roth 的 结果 是 这 类 结果 中 
最 好 的 ， 央 为 任 一 《代数 的 或 非 代数 和 的》 无理 数 5 
ЖАЙ ТЕШЕ р/ 9 ， 满 足 不 等 式 


[-1|<+. (2) 


所 有 土 面 提 到 的 Liouville 定理 的 强化 都 有 一 个 重 
大 缺陷 ， 即 它们 都 不 是 有 效 的 ， 其 证 明 方法 都 不 能 奸 
立 不 等 式 (1) 中 的 常数 c= c(a. у) 如 何 依赖 于 a 
Яй у. 已经 得 到 Liouville 定理 的 有 效 加 强 ( 见 [6] -~ 
[3]) ， 可 惜 只 是 对 于 与 п 差别 不 大 的 y 值 . 
参考 文献 
Т1] Шоме, J., Sur Jes class tns &enjues de quantité 
dont la valeur m est ni algëbrique , ni тёпє néductiblo 
а des irrationelles algébriques, С. К. Acad. 5а. Paris, 
18 (1844), 883 — 885; 910—911. 
[2] Thue, А., Ueber Annihermgawerte algebraischer 7аһ- 
Jn. J. Кете Angew. Math., 135 (1909), 284 ~ 305. 
[3] 8іеде, С. L., Approximation algebraischer Zahlen , 
Math Z., 10 (1921), 173 — 213. 
[4] Dysor , Е. Ј., The approximation to algebraic numbes 
by rationals, Acta Math ., 79 (1947), 225 — 240 
15] Roth. К. F.., Rational approximation to algebraic nurn - 
Бе, Mathenatika , 2 ( 1955), 1 一 20; 168. 
16] Baker, À ., Contributions to the thcory of Diophantine 
equatons l , Philus. Trans. Roy. Soc. London . Ser. 
A, 263 (1968), 173 — 191 
[7] Capmmsyk В. Г., (Из, АН СССР, Cep .wa- 
тем.®, 35 (1971), 991 — 1007 
[8] Фельдман, Н. И,, (Иа. АН СССР. Сер. ма. 
тем}, 35 (1971), 973 — 990. 
С. А. Степанов Ж 
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ИНЕ 使 (2) 成 立 的 有 理 通 近 p/q 可 从 ЕЕ 
数 展开 的 渐 近 分 数 求 得 

4) 关于 机 体积 守恒 的 Liouvile 定 更; 6 ЕЕ 
间 (р, 的”( 此 空间 的 分 量 为 具有 相互 作用 位 势力 的 
个 质点 的 经 典 系统 中 每 个 质点 的 动量 p= (p... 
Pw) 得 坐标 4 一 (Ti，… г„)) 的 任 一 区 域 G 的 体积 了 
在 时 间 进程 中 保持 不 变 : 


7 [араа = ЖЖ, 
(G; 


假定 这 个 区 域 中 所 有 点 按照 经 典 力 学 方程 适 动 . 这 个 
断言 是 下 述 事实 的 推论 ， 从 《1 时 刻 前 ) 变量 (р, 
а) 到 (1 >t ЖЮ) EB (p', q) 按 运 动 方 程 
(п Hamiton Jr # ) 变换 的 Jacobi 行列 式 等 于 1. 
Ж V Jë Poincaré 积分 不 变量 之 一 ， 因 而 所 述 定理 是 
这 些 积分 不 变量 存在 此 的 挫 论 。 Liouville 定理 月 于 
经 典 系统 的 统 i 力 学 中 ( 见 Liouille 方程 (Liouvile equa - 
tion))， 它 是 由 了 Liouvile 于 1851 年 提出 的 . 
И. A. Квасңиков }% 
[ 详 注 】 J. Liouville 的 研究 首次 发 表 于 1838 年 ， 见 
[В1]. 
参考 文献 
[B1] Liouvlle, J., Note sur la Фое de la variation des 
Constantes агойтайе, /. Ма. Рие Appl., З (1838), 
У - 349 жж W 


Lipsdiitz 条 件 [ Lipachitz condition; Лишшмица. условие ] 
ИКЕ А — ВЕЕ. 如 果 对 属于 区 了 间 [a ， 
b] 的 任何 点 x, х, а 了 的 增长 满足 不 等 式 


О) — f(| S M|x х (*) 


其 中 0< a 和 TI,，M 是 一 常数 ， 则 称 f # а, b] 上 满 
Ж a 阶 Lipschitz ж. 记 作 feLipa, felip „а 或 
feEH"(M). [4a, b] 上 对 于 某 个 > O 满足 Lipschitz 
条 件 的 函数 在 Га, b] 上 是 一 致 连续 的 ; 满足 a 一 1 阶 
Lipschitz 条 件 的 函数 是 绝对 连续 的 【 见 绝对 连 续 性 
( absolute continuity ) ; 一 至 连续 性 ( uniform contin - 
шіу)). 在 [a, b| 上 具有 有 界 导 数 的 函数 在 该 区 间 上 
满足 对 任 一 a S 1 的 Lipschitz ЖР. 
Lipschitz 条 件 (*) 等 价 于 条 件 


全 (8 f) < Mó °, 


Ж o(6, f) E f Ж[а, b] южен (ЛЖАН 
{continuity, modulus of) ) ，R. Lipschitz 在 [1] ФЕ 
为 了 的 Founer 级 数 ( Fouier series ) 收敛 性 的 充分 条 
件 首次 考察 了 Lipschitz 条 件 . 对 于 0 < wm<， 的 情 
Ж. Ж (s) 也 称 为 x E: Hilder 条 件 (Holder con - 
dition ) . 
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参考 文献 
[1] Lipschitz, Ж ., De explicatione per sezics trignomcticas 
jmstttendi [utetionum unus yanabs arbitranarum, et 
prazcipue carum, quae per variablis spatium fininm 
valorum maximorum et minimorum numerum habent 
inhintum “disqusiio, J. Reine Арен. Math., 63 
(1864), 296 — 308. 

[2] Zyemund А., Tngonometric эств. Ь — 2, Cambridge 
Univ, Pres , 1988. 

[3] Натансон, И. Г}, Конструктивная теорня функций, 
м.-Л., 194( 中 详 本 : И.П. АНА, жа 
Ж, ВЕДАЕ, 1958) 

А. В. Ефимов É КЖ 译 


Tipschitz 常数 [TIipsditz constant; Липшицн константа ], 
定义 于 区 间 [а, b] FshË 三 的 

а (0 < z < 1) Ірена 条 件 (Lipschitz condi - 
tion) 

lO) f(x) S Mly= Х|", x, pela, b] 


中 常数 M > 0 的 下 确 界 . 
А. B. Ефимов Ж ИЖ 详 


Lipschitz 积分 条 件 [ Lipschitz integral condition ; Лишинца 
условие интегральное | 

以 积分 度量 给 出 的 关于 函数 增长 性 态 的 一 种 限 
Ж. 称 空间 (а, b) (p2 1) ФИН  /Е[а, b] 
上 上 满足 具有 常数 M >0 的 x > 0 阶 Lipschitz 积分 条 
件 ， 如 果 对 所 有 he(6, в-а), 有 СС 


Ки 
I Í ою лона) < ae; (0) 


记 作 feLipy (а, р), fe Hš (M) & feLip (а, р), 
Јену. 2118898 ( 以 р-а 为 周期 ) 情形 ， 可 
类 但 地 定义 Lipschitz 积分 条 件 ， 只 是 不 等 式 (*) 中 
的 积分 上 限 р-а 必须 代 之 以 6 


参考 文献 
[1] Zygmund, A., Trigonometric series, 1 — 2, Cambndge 
Univ. Press, 1988 


[2] Никольский, С. М., Приближение функций многих 
переменных и теоремы вложения, 2 изд., М., 1977 
( 英 译 本 : Nikol' sil, 5. М., Approxination of fune - 
tions of several variables and imbedding thearems , Spr - 
inger, 1975). 

[3] 5ecoa, О. B., Илыш, В. П., Николекий СМ, 
Интегра льнае предстаалениес функций и теоремы вло- 
жения, М., 1975 ( 英 译本 : Besoy, O. У., ІГ, 
У. P., Niko ski. 5. М., Integral representations of 
fanctions and imbedding tbeorems , Wiley, 1978). 

A. B. Бфимв É ЖХ Ж 


1р 语言 [Lisp; Лиса] 


由 J. McCarthy 在 199 至 1962 年 问 开发 的 一 种 
算法 语言 (algorithmic language) ([1]). 出 一 种 非常 
一 至 的 语法 所 描述 ， 其 中 ， 程 序 及 其 对 象 都 一 致 地 以 
所 谓 表 结构 (Jst suuctue ) 一 一 图 (graph) ， 特 别 是 
树 tree ) 移 形式 出 现 ， 其 基底 的 顶点 是 原子 《( 见 下 
面 ) ， 其 余杭 点 都 是 表 ( list) ， 即 被 空格 和 括号 隔 开 
的 元素 ( 表 或 原子 ) 的 序列 (可 能 是 空 的 ) ， 例 如 

(AX(35B)44Z) 

原子 (atom ) 是 语言 字 苹 表 上 的 非 空 字 ， 它 不 包含 
жэл, таалан. н. аын. 
可 以 谈论 其 值 的 表 和 原子 被 称 为 表达 式 ( expression ) . 
一 个 表 一 一 表达 式 E 一 一 的 第 一 个 元 罕 症 一 个 原 -， 
此 原子 是 一 个 函数 战 者 是 表示 一 个 函数 的 玫 . Е E 的 其 
余 元 素 是 作为 该 孜 数 变量 的 表达 式 ， 而 E 的 值 是 从 其 变 
量 上 作用 一 个 函数 的 结果 . ЖШШЕ СЕИ ON 
常 的 方法 理解 . 一 个 函数 是 以 表 的 形式 来 表示 的 {jambda 
(х1, 77, хп) exp )， 其 中 lambda 是 一 固定 原子 ，(x1， 
=, уп) 是 表示 两 数 谈 量 的 约束 变 元 的 表 ， 了 而 exp Ë 
计算 函数 值 的 表达 式 ， 包 含 x1, …, xn 作 为 自由 变 
量 . 

Lisp 语言 的 基本 函数 有 : car(1) 和 cdr(1), 它们 
者 出 表 1 ЖАН ОНЯ": quote (1), 
指出 1 0928 ; cons (im]， 指 用 表 m 来 “延长 " 表 I; 
cond((plel)(p2e2))， 指 如 果 谓 词 表示 pl E 
欧 ， 那 么 它 取 表 达 式 el 的 值 ， 如 果 p2 ЕЙ, ИЮ 
e2 前 值 ， 如 果 pl 与 p2 ҖЖЕЙ, ИЖ el 的 
8. 基本 谓词 有 : atom ( !)， 验 证 ! 是 否 为 原子 ; 
egt1112)， 和 如果 [1 和 12 是 相等 的 原子 ,那么 
©&(1112)1Ей; 以 及 оши), ВЕ ГЕ, ME 
Z mml( 站 正确 ， 基 本 函数 和 谓词 活 成 一 个 编程 工 只 
箱 ， 足 以 实现 Lisp 语言 中 算法 语言 的 其 他 构造 ， 例 
如 ， 将 变量 值 赋予 一 个 表达 式 或 建立 店 子 与 其 函数 表 
未 之 闻 的 美 系 ， Lip 诸 言 中 的 程序 是 由 表达 式 组 成 的 
一 个 任意 的 表 . 

Lisp 语言 有 易于 表示 任意 表 结 构 的 能 力 ， 记 其 是 
以 递归 定义 的 手段， 以 及 在 计算 过 程 中 形成 表达 式 ， 
是 Lisp 语言 作为 复杂 侈 辑 问 题 的 实用 的 程序 设计 手段 
而 广泛 流行 的 原因 . 
参考 文献 

[1] MeCarthy Ј.. Recursive functions of symbolie exp - 


Jesioms and (юй computation by machine, Camm 
АСМ, 3 (1960), 1%. 

12] 1амоу, S. 5. and Silagadze , G S , Automatic data 
processing , The language Lisp and its realization, Mos - 
cow. 1978({#Ж). 

[3] Higman, В.. A compamtive study of programming 


languages , Алег. Elsevier , 1968. 
A. P. Ershov Ж ЙЯ ЖМ: МЮ 


ЗН [listing knot: листинга узел] 

最 简单 的 非 平凡 纽 结 之 一 { НАНДАН (knot 
thbeory ) ，$8 字 组 结 用 符号 4, 表示 《 见 纽 结 表 {knot 
able )), 有 时 称 为 8 字 图 或 4 折 纪 结 ，8 字 组 结 的 群 
{ 见 纽 结 群 和 连接 群 ( knot and link groups )) 有 表达 式 
[xyiyx уху! = х7 yxy 'x|, H. Alexander # $ 
式 是 A1 = 一 3t +1, 这 是 出 1.B. Listing 得 出 的 {[1]). 


参考 文献 
11] Listing, 1. B., Vorstudien лш торбос, Gitingen, 
1847 М.Ш. Фарер # 

T 补 注 】 

参考 文献 


[АП Crowel, R. H. and Бох, R. Н, Introduction to 
knot theory , Сіпа, 1963. 

[A2] Кашїтап, 1,.Н., Оп Knots , Prineeton Univ, Press, 
1987. ай 详 


Jittewood 问题 [Littlewood problem ; Литлвуда проблема] 

1) 关 于 相 容 Diophanios шт Littlewood 问题 是 
对 于 任意 实数 x， Б.> 09, 是否 存 在 满足 пап йл] 
<На п 的 问题 ， 此 处 рер Жо 到 最 近 整 数 
的 距离 ， 在 其 些 情况 下 ， 例 如 对 于 有 理 数 x 和 ,或 者 
两 数 a 和 8 之 一 可 表 威 具有 非 负 元 素 的 连 分 数 (con- 
tinued fraction ) 之 时 ，Litiewood 问题 具有 肯定 的 回答 . 

2) 关 于 积分 的 Littewood 问题 图 对 于 自然 数 m, 
(к = 1,2,7) 的 任意 递增 序列 М, 是 否 有 


1 


{| весят, аа). e 


这 里 /(пу= Cinn,C > 0 是 绝对 常数 ， 而 n> mn . 对 
于 任意 序列 М, 已 经 得 到 比 (<) 弱 一 些 的 估计 ， 而 
对 某 些 特殊 序列 М, 得 到 了 接近 于 (+) 甚至 与 它 相 吻 
合 的 估计 
Littewood 问题 是 由 本 .三 . Litlewood 陈述 的 ( 见 
01р). 
参考 文献 
[1] Нау, G. H. and Litlewood, J. Е., А new Proof 
of a thoorem on sarangements, J. Londor Math. 
Soc.. 23 ( 1948 ), 163 ~ 168. 
[2] Cassels, y. W. 5., An introduction to the geometry 
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of numbers, Springer, 199. Б. М. Бредихин # 
DRE] РЕЛ) Litlewood 问题 曾 在 三 十 年 的 期 间 
内 吸引 了 众多 数学 家 的 巨大 兴趣 .最终 出 OQ.C. 
MeGehes , L. Рірло 和 В. Smith([ А1]) 以 及 S.V.Kon- 
yapn ([A2]) 独立 地 于 1981 年 予以 肯定 的 解决 .问题 
在 解决 之 前 的 描述 可 见 [A3] 的 1.3. 此 . 
当 n =2N +1,m = k bl, (+) 的 左边 等 于 Lebes- 
常数 (Lebesgue constant) Ls М L, = (4/z2) 
*bg N+, ЩЕ 4y 为 有 界 正 数 ， 故 常数 C 的 取 值 
不 能 大 于 4 jm . 图 下 的 一 个 猜测 , 是 当 ун) = (4/22) 
Лови (对 所 有 п> 1]) 时 (* ) 成 立 . [A4] 中 在 f(n) = 
(4/z2) ，logm 时 证 明了 (+). 


参考 文献 
[A1] MeGehee , О. С., Pigno , L. - and Smith , В., Hardy's 


inequality and the LL norm for exponentíal sums, 
Ann. of Math., 113(1981), 613 — 618. 

[A2] Konjagin, S. У. [8. V. Konyagin], On a problem 
of Litlewood, Math. USSR Fo., 18(1982), 2, 205— 
225. { йш. Асай. Маі SSSR , 45 ( 1981), 243 — 265). 

[АЗ] Graham, С. C. and Мебеће, О. C., Essays in 
commutative harmonic analysis , Springer , 1079. 

[А4] Stegeman, }. D. ., Оп the constant in the Littiewood 
problem , Math , Ann ., 261 ( 1982), 51 — 54 

бй н жав # 


连锁 螺 线 [ls ; жезл] 
一 种 平面 超越 曲线 ， 它 在 极 坐标 中 的 方程 是 


ШЕП 
每 个 ө 值 对 应 于 两 个 p 值 ， 一 个 为 正 的 ， 一 个 为 负 
的 . 连锁 曲线 由 两 个 分 支 组 成 ， 二 者 都 汤 近 地 泪 向 于 


极点 (ЫШ). 


Шр +оо 时 直线 9 一 0, рет АМ. (1/2, 
а/з ) 和 (一 11V3 ，-aV7 ) 804. ЖАЙЫН 
БНС ОШ (spitakg ) 有 联系 ， 
参考 文献 
[1] Савелов, А. A., Плоские кривые, М., 1960 
Д.Д. Соколов # 


【 补 注 】 
ах 
ГАІ) Fladt, K., Analytische Geometric spezieller ebener 
Kunen, Акай, Yeriagsgesellschaft , 1962. 
[А2] Gomes Teixeira，F ., Traité des courbes, 1—3, Che- 
Eea, терїї, 1901. Жн Ж 
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Лобачевский 准则 (З k ЕН) [ Lobachevskii criterion 
(for convergence ); Лобачевского признак] 
ЗЛИТЕ УУТ а, 中 ，a。 单调 地 趋 句 于 军 ， 
则 此 级 数 收 俩 或 发 获 ， 取 决 于 级 数 
э?” 


аин. Яр, ЖЕЛ a 22 "(n = 1, 
р.) 的 各 项 а, 的 最 大 指标 ， 

这 个 准则 是 Н, И, Лобачевский 于 1834 一 1836 年 
提出 的 . B. H. Битюцкоз # ЖЖ Ж 


Лобачевский 函数 [Lobachevskii fiction ; Лобачевского 
функция ] 

1) Лобачевский 几何 学 ( Lobachevski geometry) 
中 的 平行 角 《angle of paraletsm) 是 一 个 函数 ， 用 垂直 
Toa (s a,) 的 平行 线 a 的 线段 04 的 长 度 1 表示 н, 
(m н.) 和 线段 OA 的 夹 角 a С): 


а= (1) = 2ациапе ”*, 
其 中 R В-НЫ SRE А ҮЙ ИЖ. 
Лобачевский В-Ы лу 2 和 0 之 间 的 
Аиа ИПИ: 
lm П (1) = х/2, lim П(1) =0. 
出 Н. H. Лобачевский 在 1826 年 引进 . 
参考 文献 
[1] Каган, В, Ф., Основания геометрии,ч L MI， 
1949. 
[2] Ефимоь, Н. В 
19% 
2) 如 下 定义 的 特殊 函数 ( special functions ): 


L(x)= 一 costdt 
其 中 x ЭПИ, Лобачевский БАЗЫ ЖЕУ ЖОК 


‚ Высшая геометрия, 6 изд., М., 


= _ 1 ксі Sin2 kx 
L(x)=xIn2 т. ў(- 1) ‚те 
主要 关系 有 
t(-x)= -L(x), -至 <<<. 


(п х) = пп2- L(x), 
(5+ х) = па + L(x). 


它们 由 Н. И. Лобачевский 于 1829 年 引进 . 


参考 文献 
[1] Рыжик, И. М., Градштейи, И. C., Таблицы mrer- 


pane, суми, рядов и произведений, 3 иэд., M JI. , 

1951 #2: Кудик, 1. М. and Gradshtein, І. 5. 

Та of integrals , series , and products, Acad. Pres, 

1980) A. Б, Иванов # 

[ 补 注 ] 关于 第 一 个 意义 ( 妈 平 行 角 ) 的 Лобачевский 
Ж, Я ГАІ) 一 [A4]. 

关于 2) 中 定义 的 Лобачсвский 函数 ， 又 见 [A5]. 


参考 文献 
ГАІ] Gmenberg , М.. Ruclidean and non-Buclidean geome- 


tris, Freman, 1974. 

ГА2] Сохдет, H.S. M., Parallel lines, Сомий. Math. Bull. , 
21 (1978), 385 — 397. 

[АЗ] Coxeter, H .3.M., Non-Euchdcan geometry , Toronto 
Univ Press , 1957 

[А4] Bonola , Е. , Non - Euclidean geometry , Dover , reprint , 
1955 

[А5] Coxeter, H.S. M.. Twelve goometric csays , Carbon- 
dale, 1968, Chapt. 1. 杨 и. Мн 译 


Лобачевский 几何 学 [Lobachevskii geometry; Лобачев- 
ского геометрия ] 


除了 平行 公理 { 见 第 五 公设 (ШАҺ postulate)) 以 
外 ， 其 基本 前 提 与 Endid 几何 学 ( Euclidean geometry》 
相同 的 一 种 几何 学 ， 按 照 这 一 公理 ， 在 Баса 几何 
掌中， 平面 上 通过 不 在 直线 4' 4 上 的 一 点 了 正好 有 
一 直线 B'B 与 4'4 不 相交 直线 В ВАА 
的 一 条 平行 线 . 因为 可 以 经 由 依次 画 直 线 PO ла 
及 РВІ PQ 证 明 不 相交 直线 的 存在 性 ， 只 要 求 最 多 
有 一 条 不 相交 直线 就 够 了 . 


2 

ТЕ Лобачевский 几何 学 中 平行 公理 要 求 通过 一 点 P 

(图 1} 有 多 于 一 条 线 与 直线 4' 4 不 相交 . 所 有 这 些 与 
4' 有 4 不 相交 的 直线 充满 以 了 为 项 点 而 位 于 关于 句 线 PQ 
对 称 的 对 顶 角 了 PU 种 U'PT' 之 内 .形成 对 顶 角 之 两 
边 的 直线 分 隔 与 А' 4 相交 种 不 相交 的 直线 ， 而 它们 本 
身 与 44 不 相交 ,这 两 条 边界 线 称 为 4' 4 通过 已 点 
的 沿 其 两 个 方向 的 平行 线 ( parallels у: 了 了 是 4' 4 沿 
方向 4 4 的 半 行 线 ，UU' 是 44 沿 方向 АА ВЕ 
та. 其 他 的 与 44 不 相交 直线 称 为 4' 4 的 超 平行 


[11 


# 
3 


线 (ultaparallekg ]( 详 见 下 )， 过 已 点 的 一 平行 线 与 垂 线 
PQ 所 构成 的 角 as = Z QPT= /0РИ',0й<а< 
x/2， 称 为 线段 РО = a 的 平行 角 (angle of paralle- 
т), 记 为 am (а) a=8 肝 x= 12; Ч a 831 
П ас 减少， 所 以 每 一 纺 定 的 x 对 应 一 确定 的 值 а 
其 对 应 关系 丈 为 Лобачевский 函数 (Lobachevwskii fun- 
ctions ): 
(a= 2actan(e 2, 

此 处 大 是 傅 定 尺度 的 -个 常数 ， 称 为 Лобачевский == 
半径 (radius of curvature of the Lobachevski 


Euchd 几何 学 可 以 作为 Лобачевский 几何 学 的 极限 
情况 来 得 到 :上 二 了 点 的 丽 条 平行 线 合 而 为 - ， 
时 ， 所 有 通过 P 点 而 与 4' 4 不 相交 的 直线 其 唯一 直 
线 . 从 而 每 一 a 对 应 的 角度 a= zx/2. 此 条 件 等 价 于 
к= 四， 在 灾 闻 的 小 区 域 ， 即 图 形 的 大 小 与 天 相 比 
ЈАМА, Лобачевский 几何 学 的 所 有 关系 式 趋 近 于 
Eudid ДЕ ЖЖ. 

平面 上 两 条 不 同 丰 线 构成 下 面 二 种 关系 之 一 . 

相交 直线 ( intersecting lines)， 一 直线 上 的 点 到 另 
一 直线 的 蝶 离 随 其 到 此 二 直线 之 交点 的 氏 离 的 增加 而 
苑 限 增加 ， 如 果 丙 条 直线 不 垂直 ， 则 其 中 任意 一 条 可 
正 交 投 影 到 另外 一 条 的 一 个 有 限 关 区 间 

半 行 线 { paralell Jines)， 没 有 公 垂 线 的 不 相交 之 共 
面 直线 . 如 图 1, 在 P 点 有 PT|QA, PU 04, 
其 平行 角 为 x*， 半 行 是 可 传递 的 ( 如 加 在 同一 方向 有 
ab ,elc。 则 在 该 方向 有 ale). 平行 线 沿 着 平行 方 
沿 互 根基 限 幕 近 ( 疮 指 一 直线 上 一 动 点 到 另 一 直线 之 距 
离 )， 其 中 之 一 在 另 一 条 上 的 正 交 投影 是 一 开 半 直线 . 

超 平 行 线 { ultraparalkls ) . 有 一 公 与 线 ， 其 长 度 给 
нсана. арандан 
出 无 限 散 开 ， 每 一 直线 可 投影 到 另 一 直线 的 一 个 有 限 
РКЫ. 

相对 于 直线 的 三 类 关系 ， 半 面 上 有 三 种 类 型 的 线 
束 ， 其 中 登 一 种 都 攀 益 了 整个 平面 : 第 一 类 线束 ( репой 
of the first kind) 是 经 过 基 一 点 的 所 有 直线 之 集合 (该 
АИВ О (сое of the pencl)); 第 二 类 线束 
( pencil of the second kind) 是 垂直 于 其 一 直 呈 的 所 有 
直线 之 集合 ( 该 直线 称 为 线束 的 廊 ( base of the pencil) ); 
第 三 类 线束 ( pencll of the third kind ) 是 在 一 给 定 方向 

上 于 行 于 划一 直线 的 所 有 直线 之 集合 , шейи. 

三 类 线束 中 直线 的 正 交 雪线 分 别 形成 Eucld ЖШ 
ЕЗҮН 正常 图 (proper cicle); ЭШИ ( equi- 
distant curve 或 curve of equal distances) (不 包括 线 
ЖП ); 极限 曲线 《limiting curve) ЭКН BRI] (ho- 
rocyde}， 可 当 作 图 心 在 死 穷 远 处 的 图， 所 有 极限 圆 是 合 
同 的 ， 它 们 是 非 紧 的 ， 并 在 平行 的 一 侧 是 四 的 .由 同 
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一 线束 所 生成 的 两 个 杖 限 加 是 周 心 的 ( 它们 在 线束 的 各 
直线 上 截 得 相等 的 线段 ). 线 来 中 两 条 直线 所 来 、 位 于 
平行 方向 一 侧 的 两 条 同心 缠 的 长 度 之 比 是 两 强 距离 x 
的 如 下 指数 函数 

Ы = 


£ =e 
5 


圆 的 每 一 种 类 似 物 都 可 由 其 内 部 的 滑动 形成 平面 
上 的 ,一 种 单 参数 运动 : 关 十 通常 阅 心 的 旋转 ， 半 移 {一 
条 轨 线 是 线束 的 底 ， 其 他 的 其 等 距 线 )， 以 及 平行 位 移 
СЛЕПЕ ЕВИЯ). 

ВОЗЕШЕ ЖЛЕ ЖЕ 0 ЕЕЕ 2k: 
球面 的 类 似 物 ， 正 常 球面 (proper sphere) ; ШШ 
(surface of equal distances ) 和 极限 球面 Т (поговріете ); 
即 极限 曲面 (limiting surface ) - 

在 球面 上 大 加 的 几何 学 就 是 通常 的 球面 几何 学 ; 
在 等 距 基 面 上 是 等 距 线 的 几何 学 ， 就 是 Лобачевский 
测 面 积 学 ， 但 对 应 于 较 大 的 А 值 ， 在 极限 球面 上 则 是 
极限 圆 的 Eudid 几何 学 . 

H RS ТААС {ЕЖЕ {С > [в] B) Ж £ RI IR КТЕ E 
的 Ба 三 角 关 系 式 可 导出 平面 上 的 三 角 关 系 式 ， 即 
直线 三 角形 的 三 角 公 式 ， 例 如 ， 三 角形 的 面积 公式 是 : 

вб=К{(т-А<-В—С); 
Юр ЖЕКЕЙ Дз ЖЕ: 
fr 
1=2 xk sinh (z). 

Лобачевокий 几何 学 的 三 角 公式 可 由 将 球面 几何 学 
(spherical geometry) 之 公式 中 的 半径 R 换 成 虚数 ki 
11199). 

Лобачевский 几何 学 之 相 容 性 的 证 明 可 通过 构造 一 
个 解释 {模型 ) 来 完成 . 第 一 个 这 种 解释 是 Beltrami 
解释 ( Beltrami interpretation)， 它 证 实在 Euclid 空间 
某 一 个 具有 常数 负 Саше 曲率 的 曲面 上 的 内 草 几 何 学 
局 部 合同 于 Лобачевский 几何 学 ( 其 中 直线 相应 于 该 
曲面 上 的 测 地 曲线 ). 这 种 类 型 的 昨 面 称 为 伪 球面 
(pseudo - sphere ) , 

Beltrami 9 — ЕН А —— 4" 9t š ft ЖИП ЕИ 
盘 内 部 的 测 地 映射 所 构 咸 . 


图 2 
不 过 ，Beltrami 的 解释 只 建立 了 Лобачевский 平 
面 的 一 部 分 的 模型 ， 关 于 整个 Лабамевский 平面 的 第 
一 个 解释 是 Кып 解释 (Кып inierpretation )， 其 中 用 
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到 了 Сауеу 的 射影 度量 ( projodive metric )， 在 此 解释 
(图 2) 中 Лабачевский 平面 的 训 线 由 一 绝对 形 〔 不 含 
现 ， 重 线 则 是 其 共 轰 弦 . 此 离 利和 角度 可 机 
(一 线段 的 端点 M. N 以 及 线段 所 在 荡 的 端点 

T) 利 相 应 的 四 线 组 ( 角 的 两 边 以 及 通过 角 的 顶点 
的 绝对 形 的 虚 切 线 ) 0 32 Hk, (cross ratio ) 来 表示 ， 经 
过 点 P 与 直线 MN 平行 的 直线 出 与 MN 交 于 绝对 
ЖИН РТЖ pÜ З. 绝对 形 的 点 表示 “天 穷 
бм" СГ М Лобачевский 平面 的 点 ) . 


шз 

1882 年 ，Poincate 917 ЧОН, ЖЫШ 
ИТИ, Б-Н N, RO EE TIN (ФМ, 
Poincaré 模型 (Poincarg model)). 在 第 一 个 模型 
(123) 中 Лобачевский 于 曾 由 圆 盘 的 内 部 实现 ， 直 线 
出 与 译 圆 盘 士 交 的 加 在 圆 盘 内 的 弧 实 现 . 距离 出 交 比 
引入 ， 而 此 村 型 中 角度 的 值 跟 Лобачевский 平面 ( 共 
撕 模 型 ) 中 的 相同 . 

坐标 的 引 大 使 得 有 可 能 建立 Лобачевский 平面 不 
同 的 解析 模型 .Foincart 在 1887 年 提出 将 一 个 双 叶 冯 
归 面 之 一 叶 上 的 径 面 截 组 的 几何 学 当 作 Лобачевский 
几何 学 模型 ， 它 也 可 以 作为 伪 Euclid 空间 ( pseudo -Bu- 
савап space ) 的 一 个 半径 为 纯 碰 数 之 球面 的 几何 学 来 
Ж. 这 些 模型 可 以 推广 到 n 维 空间 情形 . 

ТАНА Л.Р ( еріс geometry) — Ё. Лобачев - 
ский 几何 学 是 常 曲率 Riemann 空间 的 几何 学 ， 

Лобачевский 几何 学 的 产生 起 源 于 半 行 线 问题 ， 即 
ШЕН] Euclid 关于 平行 线 之 第 五 公设 的 尝试 . Н. И. Ло- 
бачевский ( 1826 年 ，1829 — 1830 年 发 表 ) 证 明了 出 一 
个 与 Euclid 第 五 公设 不 同 的 假设 可 以 梅 造 出 比 Euclid 
几何 学 更 一 般 的 Лобачевский 几何 学 ， 独立 于 Лоба- 
чевский, 了 ，Bolyai 在 1832 年 获得 同样 的 发 现 ， 代 出 
于 没有 得 到 C F. Gauss 的 公开 支持 ，Bolyai 没有 继续 

Саш 更 时 以 前 就 作出 了 这 一 新 的 几何 学 的 开端， 
但 他 跳 没有 发 表 其 研究 工作 ， 也 没有 公开 谈 到 这 些 想 
Ж. 不过，Gauss 在 私人 人道 信 中 高 度 评价 了 Bolyai 和 
Лобачевский 的 工作 ， 只 是 没有 公开 发 表意 网 、 

Лобачевский 几何 学 的 应 用 . 在 其 第 一 篇 关于 他 的 


几何 学 的 工作 中 ，Jio6aneackuii 运用 当时 天 文学 家 所 测 
得 的 但 星 年 视差 ， 证 明了 如 上 他 网 儿 何 学 在 物 埋 空 阿 
实现 ， 刘 在 太 届 系 范 转 内 Euclid 几 们 学 的 偏差 将 比 可 能 
ПОЗНАТА ЛС Я. ОЙ, Лобачевский 几何 学 
的 第 ~… 个 应 用 是 Euchd 几何 学 之 实用 精度 的 保证 . 

Лобачевский 将 其 凡 何 学 应 骨 于 数学 分 析 . 通过 将 
某 一 坐标 系 代 惨 他 的 空间 中 的 另 一 个 的 标 系 、Jlo6axea- 
ский 得 出 大 约 200 个 定 积分 的 值 ， 其 他 教学 应 用 由 
Poincare (1882) 发 现 ， 他 将 Лобачевский 几何 学 成 功 
地 应 用 于 自 守 函 数 旦 论 的 发 展 . 

Лобачевский 几何 学 对 于 宁 密 论 的 意义 最 先 出 
A. А. Friedman 提出 .1922 年 他 发 现 了 Юли 方程 
(Einstein equations ) 0—1, WW WH Bibi all; 
Ж. 这 一 结论 随后 由 E. Hubble 的 观测 所 证 实 ， 他 发 
现 了 远 星 云 的 散布 ，Friedman 所 发 现 的 度 基 当时 间 固 
定时 给 出 Лобачевский 空间 ， 狭 义 相对 论 的 速度 空间 
就 是 一 个 Лобачевский 空间 ， 

Лобачевский 几何 学 已 被 成 功 地 应 用 于 基本 粒子 的 
碰撞 及 核子 研究 的 其 他 同 题 . 

大 对 于 空间 之 附近 区 域 的 视觉 产生 进 透 视 效果 ， 
此 现象 可 出 透视 空间 的 该 区 域 的 几何 学 接近 于 明 率 尘 
径 约 为 15 米 的 Лобачевский 几何 学 这 一 事实 来 解释 . 

Лобачевский 几何 学 的 创立 是 空间 可 能 性 质 的 研究 
发 展 中 的 重要 一 步 . 它 对 数学 基础 也 有 特别 重要 的 意 
义 ， 因 为 现代 公理 方法 的 项 理 的 形成 在 很 大 程度 上 归 
功 于 Лобачевский 几何 学 的 出 现 . 
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САМЕІ Лобачевский 几何 学 又 称 为 双 曲 几何 学 . 如 同 
在 球面 几何 学 中 日 然 地 使 用 半 答 为 1 的 球面 一 样 ， 在 
Лобдчевский 几何 学 中 人 们 通常 假定 k= 1 以 简化 公 
ж. (Ий И(а}=2шошпе ",с=л-А-В— 
C, 1=2nsinhr.) 

假如 Beltrami 结合 他 的 师 信 解释， 就 能 够 得 到 F 
Kjein 的 绪 果 

关于 如 何在 Poineart 之 第 -个 模型 (图 3) 中 不 
用 交 比 引入 度量 ， 参 见 [ A2] 

有 美 历史 间 题 丸 见 [A9]， 此 文献 收入 了 Лобачев - 
ский 的 一 往 论 文 和 和 Bolyai 2832 [2] 8936 i£ , 
参考 文献 
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Лобачевский 法 [Lobachevddi method ; Лобачевского 
метод], Отаейс 法 (Опейе method ), Dandelin 法 
(Dandelin method) 
一 种 同时 计算 多 项 式 所 有 根 的 方法 .假定 多 项 式 
(zaza Tas arte, 


=@(:—к)(а2—г„),а„®0 (1) 


КИЙ т, ‚у 满足 不 等 式 
ПОРАЕ (2) 


作为 对 根 的 近似 ， 这 时 可 以 到 比 ala. 1= 1 
n 


现在 假定 702) КАВАЛ А (2) 、 但 绝对 他 
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Лобачевский 法 是 把 梯 力 过 程 应 用 于 方程 
在 经 过 充分 多 次 重复 以 后 得 到 一 个 方程 ， 
它 的 根 满足 (2)， 半 方 就 是 将 多 项 式 у, (2) men] ni 
Ж ус), Rani, АДЕ f, (z) 根 的 半 方 作为 
fri(z) 的 根 .可 用 递 推 公式 进行 这 各 变换. 
Лобачевский 法 可 以 应 用 于 有 多 组 根 为 绝对 值 相 
ЈЕ, КП ЕНСЕ УА ОРИ ЕДИ Л 
化 .这 个 方法 的 优点 是 : 它 不 要 求 对 多项式 的 根 作 初 
始 通 近 ， 在 概 的 绝对 值 不 相等 的 情况 下 ， 这 种 过程 的 


各 不 相同 . 
7(2)= 0. 


但 是 ， Лебачовокий 法 是 数值 不 нуж 
ЗР РИЧЕ А. ЖЮ, едан 
了 自动 校 下 形式 的 Лобачевский 法 ， 例 如 ， 为 了 计算 
(站 的 根 ， 构 造 一 列 方 次 S n- 1 的 多 项 式 gy; (5)， 
满足 下 列 关系 式 

Hari(2)= 29,(2) = pif la), k=0, 1 

ol2)= 1: 
因此 有 
9.) =2* (modf(z)) 
对 于 每 个 癌 定 的 k, fj ЖОК g (г), 使 
之 
9.202) = g,(z); 
而 对 р22, р, „ЖШТ ЙИНЕ ЛИД 
Wr 2 (EF + plz) gs (z). 
其 方 次 Sm ~ p. ШЖ f(z) 的 根 满足 不 等 式 
|7 >|г,|>|г„, |2 >сСг,], 
则 
f G) 
(zr (2 к,) ' 
其 中 广 (z) 是 将 1(z ) 用 其 首 项 系数 除 后 所 得 的 正规 
化 多 项 式 . 内 此 ， 几 原 多 项 式 ， 可 以 选 出 对 应 十 一 组 
绝对 值 相 等 的 根 的 因子 ( 多 [3])} .这 个 方法 是 由 H. 
И. Лобачевский 在 1834 年 提出 的 { 见 [1]) . 
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[2] Березин, И, С. Жидков, Н. П., Методы вызис.. 
‚ 1966 ЗЕД: Berezin ， 
‚ Computing methods , Per - 
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лений, 3 изд,‚,т.1,М 
г. S. and Zhidkov, М.Р 
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rical factorizdtion of а polynoma, SIAM Кер.. 13 
(991). 38 46. Х.Д Икрамов Jë 
[ЗП 将 根 乘 方 的 基本 思想 共 以 下 面 的 简单 事实 为 
基础 的 
DAD Пет) 
是 22 的 多 项 式 ， 其 要 为 ri, '， 对 复 根 情况 的 
系统 处 更 详 见 [Al]， 妆 个 方法 通 带 称 为 Gracffe 的 于 
д д 法 { Сгаейе root squaring method). 
参考 文献 
[AL] Brodcsky, S. and Smeal. G., Оп Gracffe’s method 
Tor complex roots, Proc. Cambndge Роз. Ѕос.. 22 
(19241, 83—87. 
[А2] Hildebrand. Ғ. В.. Introduction to numencal analy - 
sis. McGraw- НШ, 1974 


意 国 兴 ， 张 定 琳 PE 


Лобачевский 空间 [Lobachevskii space; Лобачевского 
пространство ] 

其 几 何 学 出 加 6auegexati 几何 学 (Lobachevskii geo- 
metry) ЖИЛЕ ЖЕЙ. Г ЖГ, Лобачевский 2 
问 是 一 十 Euclid ЖАНН (8), К 2 5 b Биа 空间 
(pseudo -Eudlidean space) 几何 学 的 概念 有 联系 设 
VR. , 是 含有 一 个 类 时 方向 的 Lorenz -Minkowski (н 十 
1) 维 空间 . 一 个 类 时 半径 的 球面 类 似 于 双 叶 发 曲 商 ， 
其 中 一 中 【比如 “未 来 " 叶 }》 等 距 同 构 于 一 个 ” Я 
Лобачевский % [a| '$,„, Лобачевский 空间 这 定义 使 其 
可 以 包含 在 非 Buctid 空间 的 射影 类 中， 空间 75, 在 射 
影 空间 P. 中 由 一 个 “~ 1 维 二 次 饰 形 曲面 的 内 部 米 表 
示 、 访 曲面 是 ”个 类 时 半径 的 я 维 碌 面 和 空间 R... 
的 万 穷 隐 超 平 面 的 交 ; 而 只 +1 被 此 超 平 面 完全 化 为 
射影 空间 了 ,1， 二 次 名 下 南面 上 的 点 是 空 
间 S, ВЛАС, АШСАН ТЕ рну а 
(absolute) , 此 二 次 曲面 的 外 部 称 为 1S, 的 理想 区 域 (ideal 
domain ), $, 完全 化 为 完全 空间 Р,. 这 个 解释 
称 为 Cayley -Klein 射影 解释 (Cayley -Klein projective 
interpretation). АРОК, 中 一 类 时 半径 的 ЖЕ 
球面 由 其 中 心 投影 到 一 n 维 切 空 间 ， 此 切 空间 是 一 n 
维 Eudid 空间 ， 出 空间 'S, 可 由 此 n 维 切 空间 之 一 
维 球 的 内 部 来 表 永 ， 而 此 n 维 球 的 边界 即 是 'S, 的 绝 
对 形 (15. 在 Eucid 空间 R. 的 此 一 和 解释 有 时 称 为 Bel- 
trami -Klein 解释 ( Beltrami- Klein interpreiation))、 

Я = 8 Лобачевский 空间 的 射影 解释 可 以 验证 
Лобачевский 几何 学 公理 ， 给 出 此 几何 学 的 所 有 图 形 的 
表示 ， 并 建立 其 性 质 : 特别 是 ， 在 此 解释 中 容易 由 Ло. 
бачевский 几何 学 之 公理 建立 二 维 Лобачевский 平面 
的 几何 性 质 . 

设 双 遇 空间 'S。 除 人 射影 空间 P,， 一 个 m А 
半 页 称 为 总 正 带 前 ( pioper)， 仍 指 它 与 绝对 形 的 交 时 


该 上 一 1 


一 个 m 一 1 维 -一 次 曲面 ， 与 绝对 形 相 雪 角 m 维 趋 下 
面 称 为 迷 向 的 《isotropie); 而 与 绝对 形 不 相交 的 m dt: 


超 平 面 亲 为 理想 的 (деа). ТЕА Ета 
( ideal points ). 


的 极 ， 更 一 般 地 、.jo6aweaekki 空间 5, 中 正常 т 
起 平面 的 n 一 m —1 维 极 越 半 而 是 一 m — 1 维 理 起 
超 平面 ， 而 m 维 理想 越 平面 的 n 一 m 一 1 维 极 超 平 而 
ЖЕ п-т — 1 ШЕР. 

空间 'S， -点 关 的 坐标 可 以 取 成 该 点 在 'R,,, 相 
应 的 向 量 x 的 分 是 ， 这 些 Weierstrass 坐标 ( Weierstrass 
coordinates ) 必须 满足 条 件 : 

(Фу-у (x)=1, г> 0. 


与 球面 极 坐 标 相 类 比 ， 可 以 在 空间 'S。 引 人 坐标 и, 
"， 它 与 坐标 x' 的 关系 如 下 : 


s n, Et 


х° = cosh u! cosh и?" cosh u" 


x! = sinh u! cosh 2 сон" 


х' = Sinh u' cosh u тећи" 


x" = sinh u°. 
则 '5, 之 两 点 间 的 距离 5 可 用 Weierstrass 坐标 定义 为 
cosh5 Уу 


ТНР X. +}, X xt = 0 Яй Үл! +Y Y, x 
=0 (т-у XI = 1= уну Y?) 之 问 的 
夹 角 ф 可 定义 为 它们 的 极 【 一 品 ,， Ху, э, X,) 和 
(=, Үс, Y,) 的 类 空 皮 离 ， 由 下 式 给 出 : 


Cell 


相似 屯 ， 商 个 越 半 行 超 半 向 之 问 的 距离 5 巾 下 式 
给 出 
овд =}, +> X,Y,|. 


ко ША 85 #I F Ri 2 5 t (8 th. n] IB BJ 88 Р 0 
点 表示 为 诸 点 的 变 比 (cross ratio). 

在 Лобачевский 空间 !8， 中 可 以 定义 球面 ( 球 
Ж), ЖШШЕ, {ЯШ (п=2 时 邯 极 限 圆 ， 参 见 
РИЙ] ( horocycle)), т 维 单 形 等 . 

Лобачевский 空间 'S。 的 运动 作为 直射 变换 将 绝对 
形 的 点 爱 至 自身 ， 其 分 类 归结 为 Lorentz -Minkowski 空 
ВА, 中 同 定 一 点 不 变 而 县 不 交换 “未 来 ”和 “过 
去 ”的 运动 {它们 构成 一 Lie 群 (Lie group)) 的 分 类 - 


内需 给 出 不 在 同一 超 平面 和 的 n + 1 АА S BI nT f е 
'5„ 的 一 个 运动 

Лобачевский 空间 有 许多 共 形 解释 ， 其 中 之 -是 
Poincarë #0 ( Poincax modei)， 空 间 的 共 形 解释 亦 可 
在 其 赵 平 而 上 得 出 除 此 之 外 也 有 夺 复 空间 上 的 解释 . 
特别 ， 对 空间 ' s. 可 以 构造 直线 流 形 的 Котельников 
解释 ( Kotel'nikov interpretation) . 

用 射影 解释 的 方法 ，'S。 之 中 ， 特 别 量 2 维 平面 
'S, 中 的 二 次 曲面 可 得 到 更 完全 的 分 类 . 

空间 ' S, 是 一 个 曲率 为 一 1 o: 的 常 负 曲率 л ЯЕ 
Riemann 空间 ， 其 中 е 是 空间 的 由 率 半 从. Лобачев - 
сокий 空间 秽 几 何 学 在 一 点 的 充分 小 令 域 接近 同 维 数 之 
Бий 空间 的 几何 学 ， 

空间 ' S, 在 大 范围 网 胚 于 空间 К„; 它 在 各 个 方 
疝 上 无 限 延伸 . 当 m < 于 时 ，!S。 之 每 一 m 维 超 半 
面 是 一 空间 18,， 还 有 ，'S, 的 直线 是 测 地 线 ，m 维 
超 平 而 是 此 空间 的 m 维 完全 测 地 上 曲面 . 

在 非 Euclid 空间 的 度量 的 射影 分 类 中 ，JIoGayepcxyii 
空间 亦 可 根据 其 直线 上 、 平 面 束 和 m 纶 超 平面 上 的 庶 
最 来 分 类 ， 特 期 ， 在 ~ Лобачевский 空间 的 2 ЖЖ 
六 向 上 ， 直 线 上 的 度量 是 双 蝎 和 的 ， 而 直线 束 中 的 度量 
则 是 磊 贺 的. 
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LLobatto 求 积 公式 [Lobatto quadrature formula ; Лобатто 
квалратуриая формула | 

对 区 间 fa, 95]={ 一 1, 1] 上 和 具有 商 个 固定 结 
点 : {一 1, 1] 的 端点 的 权 隔 数 р(х) = 1 的 最 高 心 数 
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精度 的 一 
[стаха туя А ХС) 


点 x, ЖАЛ р\ (ху) (Jacobi 多 项 式 ) 前 根 ， 它 
在 [-1， lJ L ® TË 1-х F 3⁄2, А= 
2{{п +1) m +2), C >0. 代数 精度 是 2л +1. 
在 文献 [2] 中 给 出 了 当 n=1(1)15 (n 从 1 变 到 
15. 且 步 长 为 1) 时 Lobatte 求 积 公式 的 结 点 种 系数 
ж ( 亦 匈 [3]) 
这 个 公式 是 出 民 . Lobatto ( 见 11]) 建立 的 . 
参考 文献 
[1] Lobatto, R... Lesen over de differentiaal -en intcgraa - 
Irekening , 1-2, `s Gravenhage. 1851 — 1852 
[2] Крылов, В И., Приближенное вычисление янге- 
тралов, 2 ид., М.. 1%7{ ЖЖЖ: Куо, V. 
г.. Approximate calculation of integrals , Macmuian , 
(9625 
[3] Mehels. Н. Н., Abseissus апа weight cocfficients for 
Lobatto апайгаїше, Май. Сотр., 17 (1963). 237 一 
244 И П. Мысовских Ж 
[ 补 注 ] 求 积 公式 的 代数 精度 概念 可 见 求 积 公式 (dua - 
drature formula ) , 
参考 文献 
ГАІ] Stroud, A. Н. and Secnst 0., Сашвіап quadratum 


formulas , Pientiçe - Най, 1966 
WE. 


种 求 各 公式 . Lotatto КАКИЕ 
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局 部 性 质 与 箱 余 性 质 [local and residnal properties; лока. 
льные н резндуальные свонства] 

кй Ир ЖЕ Bi ( B) tE FL J TE 
保持 的 性 质 ) . 如 果 己 是 代数 的 一 个 抽象 性 质 ， 那 么 称 
地 有 性 质 P， 假 如 存在 4 的 子 代数 的 一 个 
每 一 个 代数 均 有 性 质 P， 4 的 一 个 局 部 
了 代数 系统 (cal System of  subalgebras) ЈЕ 2: 
组 成 的 出 凶 合 关系 定向 的 系统 ， 它 们 的 并 集 与 4 重 
合 ， 如 果 局 部 地 有 性 质 忆 的 某 类 的 每 一 个 代数 本 身 实 
际 上 有 性 质 P， 则 己 称 为 这 个 类 的 代数 的 局 部 性 项 
(local property) , 例如， 成 为 Abel 群 的 性 质 是 所 有 祁 
组 成 的 类 中 的 局 部 性 质 ， 但 成 为 有 限 群 的 性 质 不 是 局 
部 的 ,有关 性 质 的 局 部 性 的 更 多 细节 见 Малыев 局 部 
定理 (Mal'tsev local theorems ). 

称 代数 4 剩余 地 有 性 质 P， 如 果 存 在 4 上 分 离间 
余 族 (gj)jeA， 使 得 每 个 南 代 数 4A/q; ЕР. 族 
(qi) ue 称 为 分 离 同 余 族 (separating family of congruences), 
如 果 也 有 а, 的 交 是 给 定 代数 上 的 对 角 同 余 (等 式 关 
Ж). 一 个 代数 剩余 地 有 性 质 忆 ， 当 月 仅 当 它 可 表示 成 
有 性 质 了 的 合适 类 型 的 代数 的 次 直 积 . 性 质 Р ЖЕЛЕ 
一 个 代数 关中 剩余 的 (residua) ， 如 果 此 类 中 每 个 科 
余地 有 性 质 也 的 代数 全 所 实际 上 人 有 性 质 P - TEB BË 
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的 类 中 ， 成 为 Abel ЖИЕ ДЕДЫ, НА АЕ 
ААЙ). ТЕЙ ПН НВ ар 个 氏 数 的 剩余 性 
质 者 是 局 部 的 ， 
参考 文献 
[11 Con. P.M.. Universal algebra. Reidet. 1981 

О. А, Иванова j 
БРЕТТ ЕШ 
ЖЕНО. 

本 的 子 代 数 的 局 部 系统 的 ”个 最 重要 例子 是 4 的 
所在 有 限 生成 子 代数 的 系统 ;永光 局 部 自由 群 (localy 
free group); 局 部 可 解 群 (locally solvable group); 局 
部 页 解 代数 (localy solvable algebra)， 局 部 性 质 (local 
Property); 局 部 宕 零 群 (localy milpotent group); 局 部 
ЖАТК Посайу nilpotent alg:bra) ; 局 部 有 限 群 (localy 
finite group); 局 部 有 限 代数 (locdly finite algebma ) . 

不 放 ”局 部 性 质 “不仅 用 在 代数 学 中 ， 也 用 于 拓 
eh. Е Р ДЕЕ Ов) — УЕ Е. Д 25 
АТН Р, BMN Н яг B НЕ 
АРЛЫ. (ИШ. “SE 与 “局 部 过 
通 ” 的 性 质 可 杰 此 方式 来 定义 .) 称 了 是 一 个 局 部 性 质 
(local propert)， 如 果 局 部 地 有 性 质 己 的 空 商 俗 是 了 
(Р -space) . ІШІ, Т, 分 高 公理 (separmation axiom) 
是 癌 部 性 质 ， 伺 Hausdorf 公 理 (Hausdor axiom) 却 


бж. ВАГ 译 


函数 的 局 部 逼近 [local approximation of fonctions ; 
локальное приближение функций ] 

# ë rcR aS у Е R СЕ 
1817 (best approximation) 度量 ) . 目 要 问题 总 研 
究 当 mes É =0 时 一 个 函数 局 部 逼近 的 性 态 . 在 某 此 
销 形 下 ， 可 借助 画 数 的 局 部 各 近来 刻 商 被 逼近 基数 的 
ЖИ. š E (а, 30) 为 区 间 (a,B)Xa <S x< p< 
5) Еп 次 代数 多 项 式 对 函数 fe C [a,b] 的 最 佳 
首 近 .下 述 结论 成 立 : ВЖ /在 [a.b] 上 各 点 有 
а + 1 ЖЕЗ ЛЕ} Е 

EF ЗУ 
(Ray 
Вх, хах В BS, ДЖЕНА 
ВАТИ РЕА: 
Са Ту 220 =) 
参考 文献 
[1] Райков, Д. А., {Докл АНСССРУ, 24 (1939), 7 
{2] Берынтейн, С. H.. Собр. соч. 2 (194), М. 
13] Брулный,Ю.А., «Тр. Моск. матем .об-ааў, 24 
(1971), 9 ~ 132. 
Н.П. Корпейчук, В, П. Моторный 所 
ИНЕ ЖЕК 13] 是 一 个 含有 下 富 参 考 文献 的 很 有 价值 


A(x), ах gb, 


的 综述 报告 ， 该 报告 指出 ， 最 导 用 局 者 遥 近 刻画 光 淇 
函数 空间 的 结果 是 由 Д. A. Райков 在 [1] 中 得 到 的 . 
参考 文献 
[А1] Pests , 1., On the согу of L 
Anal... 4( 1969). 71—87 


spaos , J.Funct. 
T£. WG 译 


"з 


Вр ЕГЕЙ Local cohomology ; локальные когомо - 
логий], Ха В «ГЕШ ЕМ 

ЧИ RP (sheaf y, md ЖАЗИ yE 
й ЕВ іЯ (.сопотоюру) #16. 设 X 为 拓扑 空间 
【topologieal space ), # 为 三 上 的 一 个 可 换 群 县 ， 而 
Z 3 Х-НА, ЕХО 中 某 个 开 子 集 V 
Е, 于 是 Г.Х. 57) 表示 了 (Vx |) 中 的 
这 样 一 个 子 群 ; 它 zl, 中 支 集 属 于 Z 的 那些 截 
ШЖ. Ше Z， 对 应 了 > P (X, c) 确定 一 个 由 
ХЕЕЕ {КЕРГЕ ИННИ — + Z F 6 Ë 
f, WS , ЕВ i 个 右 导 出 沙子 (derived func - 
tor yi Н„(Х,. ж), 38229 X 相对 于 Z. 
н 的 第 让 个 局 部 上 网 泗 群 、 it 


НІХ, у= r: (X, z). 


设 жосу) Х КАЕР ТИШН E: 对 每 
AF2 Uc X, ВА Line (U, |u) 与 之 对 
应 . 对 应 .< = 2 (2) 是 一 个 由 关上 的 可 换 群 民 
НЕР А ЯР ЈЕ РЕ. ЕР < 上 的 第 “ 
Леген РАЛЕ z(y, ЭРЕ < 相对 于 
7 的 第 i 个 局 部 上 同调 层 . 层 97507) 是 对 应 于 下 述 
В: 对 每 个 开 子 集 上 = X, ЙИШ HY S (U. 
м1.) 与 之 对 应 ， 

存在 着 - Tek НХ, < ) 的 谱 序 列 Ens, 
这 时 Er = HX ж) (网 [21, [{3]). 

设 Z 为 头 的 局 部 团子 集 ，2' 为 Z 的 闭 子 集 ， 
X Z" = Z\Z'， 那 么 存在 着 下 述 诸 正 合 序列 : 

0 НХ, и) НХ, ж) НХ, 2) + 
~ Hy X.) > НУ'(Х, ж): (1) 


0и) жу) + (7) 
т) > кй! и) сз. (2) 
如 果 Z 就 是 整个 X. Z' 为 X 的 闭 子 集 ， 那 么 
序列 (2) 给 出 正 合 序列 
0 > (е) a) w.) 0 
以 及 一 组 同 构 
Et EE 
Жут С) Ве ВОВ ОО А (вар 
‚ «ФИ ЯНЕ Е XXZ' 的 -上 同调 类 到 


б) iZ, 


整个 XX. 上 的 扩充 问题 上 有 重要 应 用 ( 见 [4]). 

车 计 为 局 部 Noether 概 形 ( Noetherian scheme )， 
> 十 ХЖ Е 【quasi- coherent sheaf)， 叉 ZZ 
为 X BTM, ЖА wy (e) X EHW S 
д. 如 果 уд 马上 的 理想 的 一 个 凝聚 层 {coherent 
sheaf )、 它 界定 子 概 形 Z、 那 么 有 同 构 


Bp Ea, (e 2, v) жу) 


кде Әр E Га 5181 5 JBE ЕЕ t ñiy WE 
则 ， 在 应 用 中 是 重要 的 【 见 13],， [4]》 . 

设 X 基 局 部 Noether 概 形 或 复 解析 空间 ，2 是 
一 个 局 部 闭 子 概 形 或 X 的 解析 子 空间 ，.Y R Z, 
模 的 凝 素 层 ， 又 是 界定 Z НОЈ. dr 


profz = mp prof... 


这 里 рю, у, 是 эу ,中 前 一 内 在 у, 中 为 正规 的 
序列 的 最 大 长 度 ， 若 ,ze = 0 ШЕ со, РЕЙ іи 
B. 2 y (e) = 0 等 价 于 条 件 prof, >п. @ 
codh ,二 prof,. (这 里 m Ж 2, , ЮК 
Ж). 又 命 85。 (5) = [xe X: codh,. z. >т). ШЖ 
X Mafia НИК. ШЕШ Её S. (v) 也 
相应 的 为 解析 的 或 代数 的 .如 果 у 是 X ЕМ Ж 
层 ，Z， 想 应 地 ， 是 解析 子 空间 或 子 镶 ， 那么 当 
O< <q, Bi (у) 的 闭 聚 性 等 价 于 条 件 :对 所 
右 的 整数 к, 


т, (|z) Sk. 


ЖЯ ИЕ ЕНДИ, ГЫ ЖОЖ ЯНЕ (пуройилс- 
tion )， 它 们 在 偏 微 分 方程 理论 中 有 重要 的 应 用 , 见 [5] 
设 吕 是 RR" 的 一 个 开 子 集 ， 它 可 自然 地 媒人 于 С” 
于 是 对 реп, ж (С", 2.) = 0. R" Ef fh: Q 
АС", д) 定义 了 一 个 称 为 超 函 数 的 松弛 层 
(flabby sheaf }. 

在 焰 达 尔 .上 同调 论 中 也 存在 一 种 局 部 上 同调 ([3]). 
参考 文献 

121 Итоги науки и техники. Алгебра. Тополотия ‚ Геоме- 
трия. 10 (1972), 47— 112 (ЖЖ: Dolgachev , 1 
V., Abstract algebraic geometry, Rtsion Math Sur- 
veys, 2 (1974), 3, 264 — 303) 


[2] Grothendiesk, А., Гора) соћолюову, Springer , 1967. 


[31 Grothendieek , А. , Cohonologie locale des faisceaux 
cohérents ct théorëmes de Lefschetz jocaux ct pJobaux. 
North - Holland , 1968. 

[4] Siu, Y.-T., Тгашшалп, G , Gap - sheaves and exten - 
Sion of coberent analyic subsheaves, Springer, 1971 
[5] $сһариа, P , Thtore des hyperforctions, Springer, 

1970 

[6] Banca, C ‚ Stanasila, О., Algebraic methods in the 

global thcory of complex spaces ， Wiley , 1976 ( # B 
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ЗІК). Д. А. Пономарев JZ 
【 补 注 】 对 超 函 数 层 也 可 见 超 函 数 (hypcrfunetion ) 

对 于 具有 单位 的 交换 环 R 中 的 一 个 理想 a, ЫП 
ГАМАШ К: # 为 R 中 包含 有 < W m 
想 的 集合 . 对 REK M. fis Г.М) ëE міт: 
support (m) А}. Fj 

T. (M)= Im: rad (Am (m)) 2а} 
=(mia"m=0, n МА Y= 


~ lim Hom,(R/ a", М). 


Mer Ta(M) 是 民 模 范畴 到 自身 呜 一 个 左 正 合 ， 玉 
线性 的 协 变 函 子 . 它 的 导出 函 子 是 (M 对 于 А( а) 
的 ) 局 部 上 同调 函 子 # (M), PO LJ WR Tu bi 
利用 Koszul 复 形 予以 有 效 的 计算， 见 Koszul 复 形 
《Koszul complex) . 


参考 文献 
ГАІ] Si, Ү.-Т., Techniques of cxtension of analytic objc- 
cts, M. Dekker, 1974 WAR К Shi R 


局 部 分 解 [local decomposition ; локальное разбненне |, 
БАКЫ (local cut ) 
` SED R" 中 的 闭 集 中 是 一 个 局 部 分 着， 如 喘 存 
在 一 点 a {集合 Ф 在 该 点 分 割 此 空间 ) 和 个 正 数 s， 
使 得 对 任意 数 5> 0 和 中 心 为 a 半径 为 5 的 ( 开 ) 球 
О(а, 5). ЕЛЖ O (a, 8) 由 中 存在 一 对 点 满 吓 下 
列 性 质 : 含 于 О(а, ғ) ЯЖ 
(отіп) 都 与 Ф ЖЕУ. К. Меп МП. 
С. Урысоп 让 明了 ， 半 面 二 的 闭 集 中 的 维 数 是 1 的 
ПЕЊЕ, СКЕ ОРЕМ) ААД (至 少 在 一 
点 а) 局 部 分 前 此 平面 . 

п 维 空间 R" 中 (n — 1) 维 闭 集 的 类 似 桨 画册 П. 
С. Алехсандров 给 出 ( 见 局 部 连接 ( local linking)) . 

А. A. Мальцев J Н. 大师 度 译 


局 部 微分 几何 学 [local differential geometry ; локальная 
дифференциальная геометрия ) 
ЛЕ, РАСЛА, НЕ 
HHB, АЕС НЕ. ЗВ, ЕЛ 
Е и КИЕ АЗЕ Т КО 2838. 
设 三 维 Euclid 空间 А? h— УШТЫ 
r=r(t) 
缩 出 、 
这 条 曲线 的 研究 归结 为 发 现 关于 E! зл ЖЕЛ ДУ 
Е, ШЕЕ МОЕ ЕИ 了 与 Р? ВЫ 
系 的 选取 有 关 ， 但 它 的 导数 


r (0) 


SIB fi 6 REX. ШЕ y Б М „Жуй 
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( differential meighbourhood ) Jë 35 5 ША ЗЕ АВЕ H: 
З (+) Ий n ЕВЕ tr Bot tE 38 М. 


因此 ， 则 线 的 切线 和 法 平面 的 概念 属 卫 一 阶 微 分 邻 
PK. ЕКИ OR. Wg N. Pene = ЖИ ЛИ 
分 邻 域 ， 遇 线 的 挠 率 概 念 则 属于 =: 


十 二 阶 
一 册 线 的 明 素 各 挠 率 在 某 种 意义 下 构成 
其 的 党 全 条 ， 吕 曲线 的 任何 不 变量 是 其 曲 
Ж, eo 1036 r 988 k. К? РРА ЦАН) 
ЗВАО ПШ НЕ. Е? КОН НИН ЕП Ө ЖУЙ ЕЕ 
МИК ЛИОН И Ж МБ. ТИЕТ 18 一 19 
世纪 . ТОА, САТО РНЕ ЛТ i m 

其 中 之 一 与 齐 性 空间 (homogeneous space ) 的 概念 相 联 
Ж. 在 任何 微分 几何 学 的 齐 性 空间 GJH 中， 人们 可 以 
Жш E) 的 迟 形 郁 样 构造 名 促 维 数 的 曲线 和 曲面 的 
Ае: ЮЭ ВЕ G 的 不 变量 的 理论 .这 方面 
的 靶 主 要 发 展 出 现在 仿 射 微分 几何 学 (ате differential 
Beometry ) 和 射影 微分 几何 学 ( projective differential ge- 
опеку). 

ЕЕЕ ЗЧ BR BJ E ЕИ 
Riemann 空间 的 理论 , Riemann 空间 的 局 部 理论 在 19 世 
纪 中 期 已 经 出 现 并 继续 发 展 ， 找 到 了 大 量 的 点 用 . 

室 疝 中 山 面 上 问 量 沿 遇 线 平行 移动 的 概念 导致 了 
仿 射 联络 ( affine connection) 空 司 的 理论 ， 进而， 这 是 
— 840: ( 见 联络 (conmection)) 的 发 展 的 开始 . 
参考 文献 

11] Favand ,J., Ошо de péométre differentišlle lomle . Gau- 
thuc - Villas ‚1957 А.С. Феденко {# 
[ 补 注 】 
参考 文献 
ГАН] Berger, M ,and Gostiaux , В. 
тал оф, curves and suríaees , Springer , 1988 
[A2] Klingenborg. W ., À course in diferential geometry. 
Springer , 1978 
[АЗ] Spivak, M... А comprehensive introduction to dfev- 
sntial geometry , 1 — 5, Publish or Perish. 1979. 
沈 一 兵 详 


Differential geormetry 


局 部 维 数 [local dimension; Локальная размерность], 
正规 拓扑 空间 Хар 

折 外 不 变量 edim X， 定 文 如 下 locdimX sn， 
п= —1,0, 1 ЯЕ хех 9—8 
域 O-， 便 得 其 闭 包 的 Lebesgne #8 80 (Lebcsgue dim- 
emsion) ЖА dim O, «п. 刘 果 对 某 个 上 有 ioc- 
dm X < n, ВА 头 的 局 部 维 数 是 有 限 的 ， 记 为 loc- 
dim X < +00, Е 

locdim X = min { n: locdim X < п}. 

oodim X < dim X ;的 硝 存 在 正规 空间 X 使 
得 loodim Х < dim X: 就 仿 紧 空间 类 而 吉 ， 总 有 Jocdim 
X= dm X. 如 打 在 局 部 维 数 的 定义 中 ， 把 Lebesgue 


З ато, 换 为 大 归纳 维 数 {inductive dimension) 
та 0. ， 就 得 到 局 部 大 归纳 维 数 (local large inductive 
dimension) bed X. о ` 

[ 补 注 】 [A1] 中 构造 了 一 个 空间 ， 使 得 оойт X < 
dim Х, БЯ, ЕМЕТ — ЭНЕ А Y， 使 
得 dim Y = 0. 4Ч ҮНЕР Bl, 


ЕЕ ЕАС 4: 的 局 部 维 
数 的 琶 念 见解 析 空间 (analytic spacc ) ， 结 合 环 的 维 数 


《dimension)、 解 析 集 (analytic set ) 以 及 环 的 谱 (spec- 
trum of a ring). 
参考 文献 
[AL Pol. Е. and Pol, К., А herditarly normal strongly 
жето -dimensional spaoe containing subspaces of arbitrarily 
large dimension, Fund. Math . 102( 1979). 137—142 
[A2] Engelking. R.. Dimenson theory PWN & Nonh- 
Holand , 1978 АЕ, РЫР 译 


局 部 域 [local field ; локальное поле] 

一 个 战 ， 其 相对 于 一 个 离散 英 值 四 完全 的 ， 旧 其 
有 有 限 的 剩余 类 球 ， 局 部 域 K 的 结构 是 熟知 的 : 1) 若 
K 的 特征 是 0, MJ K o p-adic 数 域 QQ, 的 有 限 扩张 
(М р (р-на number)); 2) 若 K 的 特征 大 于 0， 
则 K 同 构 于 有 限 域 k 上 的 形式 次 级 数 域 k ((T)). 这 
种 域 之 所 以 称 为 局 部 的 是 有 别 于 整体 域 ( 数 域 Q 的 有 
限 扩张 或 上 (了 )) 而 旦 是 研究 后 者 的 一 种 工具 ， 有关 一 
АА Galos 扩张 的 上 同调 性 质 可 参见 [1], 亦 
见 阿 懂 尔 (Adele ); 伊 代 尔 (ldale ) 及 类 域 论 ( class Лекі 


theory). 
为 构造 多 维 概 形 的 类 域 论 ， 我 们 应 用 局 部 域 概念 
的 一 种 推广 . 亦 即 ， 一 个 n 维 局 部 城 ( n -dimensionat 


local єй), ЖСН 0,, с, 0, 并 带 
ШШ ко) ко,,,), 
其 中 上 是 剩余 域 ，KK 总 一 个 站 0 的 商 域 ， 进 而 要 求 
k(0,) 是 有 限 的 ， 则 存在 对 于 n 维 局 部 域 的 结构 理 
论 ( 见 [3]). 
参考 文献 
11] Зеле, Ј.-Р., Шова fields, Spnnger, 1979 ( 详 自 法 文 ) 
[2] Cassis. J.W 5. and Frihilicb ，A.(ek.)，Aaeebmic 
number theory. Acad. Pnss, 1986. 
[3] Паршин, А.Н., «Докл. АН СССР», 243( 1978), 
4, 855 — 858. В.И. Данилов Ж 
【 补 注 】 АП У ГАГ Е ТЯ ЖЕЕ 
的 离散 赋值 域 . ХРОН НЫЕ 
在 一 个 以 菜 种 天 本 有 群 ( findamental group ) 为 术语 的 关 
域 论 ([A1],[A2])， 有关"n 维 局 部 壤 类 域 论 的 措 述 
{用 代数 天 论 的 语言 ) 亦 见 [A3] 一 [А5]. 
参考 文献 
(АГ) Seme, J.- P., Sur les oorps locaux а coms residucl al- 


#ébriquement дов, Bull. Soc. Math. Prance , 89( 1961) , 
105—154 

TA21 ететш. М. and Gabricl , Р., Grotpes арби, 
North Holland, 1971, 648 — 64 (Appendix: M 
Hasewankel 、Clascs de corps Гос) 

[АЗ] Кио K , Class Field theory and algebraic K - theory . 
in М. Raynaud and T. Shioda (ods.). Акмак 
#eometry , Lecture notes in Math . Vol . 1016, Springer , 
1983. 109 — 126 

[А4] Kato , K., , Yanishing cycles , ramification of waations 
and dlass field theory, Duke Math. J., 55 (1987), 
«09 一 661. 

[А5] Рабі, A.N. , Local clas field theory , Proc. Stehow 
һа. Math , 168 ( 1985), 157—185 ( Trudy Маг. but 
rekor, 68(1984), 143—170). Мат 详 


局 部 同 克 [local homeomorphism ; локальный 1омеомор- 
физм] 

两 个 拓扑 空间 之 问 的 映射 f: X ~ Y, 使 得 每 个 点 
XEX 都 有 一 个 邻 域 0, 被 f 同 胚 地 映 入 Y (WPJ 
(homeomorphism))， 有 叶 在 局 部 同 坚 的 定义 中 还 要 求 
/Х= Y, 并 日 假定 了 是 开 映 射 (open mapping)， 局 
部 同 胚 的 例子 有 : 把 n 维 Eucid 空间 的 一 个 开 子 集 蚁 
人 入 该 n ҖЕ Euclid 空间 的 连续 下 微 映射 ， 若 其 jacobi 
行列 式 不 为 堆 ， 则 为 局 部 同 胜 ， 覆 普 映 射 ， 特 别 是 把 
拓扑 群 喘 成 其 关于 其 离散 子 群 的 商 空间 的 自然 黄 射 ， 都 
是 局 部 同 厦 .如 果 把 Cech 完全 空间 (特别 是 把 局 部 紧 
的 Hausdorf 空间 ) 映 成 Тихонов 空间 Y 的 映射 f: Y 
一 荆 是 开 映 射 ， 并 且 是 可 数 对 一 的 喘 射 ， 即 对 任何 
yeY Ar f y| К, 那么 在 Х 的 某 个 处 处 稠密 的 开 
Ж, ШАЙ} ЖЕЛЕНИ. Б А. Пасынк‹в 所 
【 补 注 
参考 文献 

ГАІ] Arkhangel'skii, А. V. and Ponomarev, V. 1., Fun- 
amenrtals of general topology : problems and exercises , 


Reidel , 1984( ТИЙ). Е, НЕ Ж 


局 部 同调 [local homology ; локальные гомологай | 
确定 在 点 x€ X 的 同调 群 (homology group ) 
Hi= Hi(X, Х\х; б), 

这 里 Н, Rf ЖЖЖ ГИ) ( homology with com - 
рас! support) .这些 群 与 点 x ЕДИ ЕПТ 
lm Н:(Х, X\U; б) 

一 致 . 在 蕊 是 同调 局 部 连 租 时 ， 它 们 又 与 反 向 极限 
lim А. (UN x; G) 

一 致 . 有 限 维 可 度量 化 的 局 部 紧 空 间 X 在 G 上 的 同 

调 维 数 ( 见 空间 的 同调 维 数 ( homology dimenson of а 
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space ) ) ,就 是 使 Ня 0 的 那些 я 中 的 最 人 者 .并 
日 这 种 点 xe X 的 集合 有 维 数 n. 

и. ж X КИШЕН ы: 对 每 个 开 集 
U=x, ИЖ И C.(X. XU. G) 和 它 对 应 ， 
Ну Е хоне.) 的 纤维 对 于 广 文 流 
形 ， 当 p#n= dm x n. Ну=0. а. @ (X. 
A) 的 系数 取 自 G ИЛЕ. 与 个 (x, XA A) А 
EUR B) 忆 。 的 上 同调 序列 一 疼 ( Poincaré -LeRchetz 
对 偶 性 (Poincare -Lefschetz duality )) 对 于 局 部 紧 空 
问 的 局 部 上 同调 (local cohomology)， 类 似 的 结论 不 


参考 文献 
[1] Скляренко, Е. Г, (Изв. АН СССР. Cep. ма- 


тем.ў, 35 (1971), 831 — 843 
12] Харлап, А. Э., «Матем, сб.ў, 96 (1975), 347 一 
эз Е. Г. Скляреико 把 
[ 补 注 】 
参考 文献 
[AU] Dold , А. ,Lectums on algcbnuc topology, Springer, 
192, Sect. У. 3. Wd Ж Е Б 


局 部 极限 定理 [local limit theorems; локальные пред. 
ельные теоремы], ЖФА 

жг ЕКЕШ. Шу ЧУ ВО И) 
极限 分 布 密 虚 (ТЕЕ ЕЕЕ) Wk kh e gp, sQ 
者 ， 局 部 投 限 定 埋 购 经 典 拒 式 ， 有 由 格 点 分 布 的 局 部 定 
理 ， 其 最 简单 的 是 局 部 Тарасе 定理 (Laplace theo- 
теп). 

设 X,, X,, ` 为 一 列 有 相同 分 布 函数 F(x) 的 
УШАН, Нин а, НЕЕ ЕЈР ог. 
令 Е,(х) 表 正规 化 和 

Z,=—— }(Х,-а) 

сүп іт 
Р, ф(х) 表 正 术 (0, 1) 分 布 函数 ， 上 述 候 
没 保证 了 当 n > оо 时 ， 对 任何 x. F (x) > Ф(х). 
可 以 证 明 ， 即 使 分 布 F 有 密度 ， 也 并 不 草食 随机 变量 
Z, ЖУЛИ р„(х) 态 密度 

[ШИЕ 

Ут 
ЯЕ. ШЖЯТЕ n=n, Z, КЕЯ 
р(х), ЖА 


Р.09 5 д е7" о) 

关于 x 一 至 成 立 . 对 某 一 n，， р„(х) 为 有 界 这 一 条 
件 ， 对 于 (*) 关于 x 一 致 成 立 也 是 必要 的 ， 

设 X,, X,, + 为 一 列 有 共 间 非 退 化 分 布 的 独立 

ЮЛЕ, ПЕ ХИЖІ RO ER b+ Nh 

(N=0, +1, 二 2,…) 的 值 ， KB h> 0 W Ьу 
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C (DD X, 有 步 长 为 在 的 格 点 分 布 (lttice distribu- 
боп) ) - 
假设 X. OHO a), $а=ЕХ,Н& 


рме) Ë x снвемь 
^ 


Жов = =] 


-Ll | - 1 | ne-Nh-na [) 

үл | сүп 
成 立 ， 共 必 票 充分 条 件 是 : В h 2 583 АВ. 
В. Гнеденко 的 这 个 定 埋 是 局 部 Laplace apa 
ME). 

жт їп) УЖ BB WL 25 B: ИО P 88 8 е zi 
ЖЕЕП JSE UO BaSe Py 个 基本 的 数学 
TL, (N [7]. [8]) 

МЕИ А: ЭШЛЕ yË Z Bi DL К БАЗА Ra Ж. 
ЖОГ ЗЕН ӨРЖ. PLM OP ASTH ҮЗ Ж де B rh ИД e 
度 ， 极 限 分 布 为 正 态 的 情形 研究 得 最 为 充分 ( 见 [3]， 
LEE DES: 论文 致力 于 任 一 稳定 分 布 (stable 
distribution ) 情形 的 局 部 极限 定理 《 见 121) .类似 的 
醋 讨 也 已 被 搬 到 相依 消 视 变量 之 各， 特别 是 构成 Мар - 
ков 链 {Markov chai) BL ҖУЯ (DM [5], 
[6]) . 


参考 文献 
11] Гнеденко, Б. B . Колмогоров. А. Н , Предель- 


пме распределения для сумм независимых случай - 

пых величия, М. - Л., 1949 ( ж: Б.В. др 

Bae BLS Е, ШЕ ЫЯ БЕЛЛЕ Т s. EL 

ЙЫН, 1955) 

12] Ибра вмов, И. A.. Линник, Ю. В... Независимые 
и стационарно связанные зеличины, М, 1965( Ж 
Ж: Iragimov. 1. A., Linnik, Үп. У., Indepen - 
dent and stationary sequences of randorn variables , Wol - 
ters - Noordhoff , 1971) 

13] Петров В. В., Суммы независимых случайных ве - 

1972 ЖЕФ: Репоу, V. У 
independent random variables , Spnnger , 1975) 

141 Прохоров, Ю B., Розанов, KO. А., Теорая sepo- 
ятнос!ей, 2 изд., М., 1973 ( З Ж; Prokhorov 、 
Yu. V. and Rozanov, Үш. A.. Probabihty theory. 
Springer, 1969) 

[5] Сираждянон, С, X . Предельные теоремы для ол- 


личин, М., ‚ Suns of 


инородных цепей Маркова, Ташкент, 1955 

[6] Статулявичу,, В. А., € Литовский мазм, сб. 5, 
І (1961), 1-2. 231 ~ 314; 9 (1969). 2, 35 – 362 

[7] Хинянн, А. A.. 
стической механики. M.- Л 
«іп. А Ya , 


Математические основания с гаги - 
‚ 1943 ( 英 详 本 : Khin - 


Mathematical foundations of statistical 


mechanics , Dover , терїї. 1949) 
[8] Хинин, А. Я. Математичсскис основания ква- 
нтоой статистики, М.-Л.. 1951 
B.B Петров Be 
【 补 注 
参考 文献 
AL] Bhattacharya, R. М.. Капра Rao, R., Normal app - 
Toximations ¿nd asymptotie expans:ions , Wiley, 1976 
РА2] Paulauseas, У. , Raékauskas, À ., Approvimation the - 
огу in the central bmit theorem , Kluwer, 1989 ( Р] 
ЖХ) 10—14 и 


局 部 环 找 [local linking ; локальное зацепленне ] 
ZE Била 空间 R" h Bf Фф т-а 
ТАНИ. 中 在 a 附近 存在 q ИЧ, ШЖ 
存在 >0。 ， 在 开 集 O (a, 5)\ 中 内 
иттики у ЖИН Zt, g<n， 使 得 对 
Ota, 2) 中 的 任意 闭 集 Р, ПЕ 2 fr P 中 同调 于 
2, НРУ ФЕ. ЖН O (a, б) H 
О(а, є) 分 别 为 以 а ЗРО, б 和 8 为 半径 的 球面 、 
还 可 局 限于 仪 考虑 紧 致 集 P 为 多 面体 的 情形 ， 当 
4 二 0 н]. МЮ ИЕТ Б) ЕИ ОИ 
( 见 局 部 分 解 【local decomposition )). Александров 
ШИЕ Ë ( Akksandrov obstruction theorem): dim g = 
p 当 Е] пр 1 为 最 小 的 整数 о ША ФСК" 
在 基点 ае 四 附近 存在 4 维 环 挠 此外， 还 有 类 似 
МАЖЕ т ЛЯ. УЯДА “Ë m° 
НЕ ( homological dimension) р А А 
BU у: ШЕ АНЕ ЗЕРЕ 8 АЦА 
包含 (homological containment ) 的 定理 . 
参考 文献 
|1] Александров, П С., 


Введение в гомоломческую 
теорию размерности и общую комбинаторную топо - 
логюо, М.. 1975 

[2] Ситников, K . «Докл. АН СССР», 81 (1951). 2, 
153 一 156 

А. А. Manes # ЖИЫ Ж 平 校 


局 部 性 质 [local property ; локальное свойство ], Ж} 
代数 的 

交换 环 (commutative ring) 4 或 А MM 的 -个 
ИЖР, 它 在 A (上 或 M) 上 正确 ， 当 日 仅 当 一 个 类 似 
的 性 质 在 4 (或 M) 关于 A 的 所 有 索 理 想 的 局 部 化 ( 见 
局 部 环 (юса! ring )) 上 都 成 立 、 也 就 是 说 ， 一 个 性 质 
在 整体 上 成 立 ， 当 月 仅 当 它 在 局 右上 处 处 成 并 ,经 常 厅 
限 下 仅 考察 4 的 所 有 极 大 埋 炬 以 代 赫 所 有 素 理 起 的 集 
f. ЖИЙ 4 Бп 4 的 所 有 过 理想 组 成 的 折 : (21 
Spec A( 4 的 讲 》 联 系 起 来 ， 这 个 术 变 得 清楚 了 . 
这 时 ， 论 断 “ 己 对 4 成 立 ”等 价 于 论断 “ 卫 在 整个 
空间 Spec4 上 成 立 *， 而 论断 “ 己 对 所 有 Ал 成立” 


ә, 


等 于 论断 “ Spec 4 的 每 个 点 ЙТ — Й, Е 
ЕБР”. 
局 部 性 质 的 例子 ，-- 个 整 处 4 E CIR ha 
团 ， 当 旧 仅 当 对 于 А 的 所 有 概 大 理想 p, BMB Ay 
是 整 办 的 。 -个 4 ТА f: МС N 是 同 构 (单身 ， 
满 射 ， 零 态 映 )， 当 只 仅 当 对 于 4 的 所 有 极 大 理想 男 ， 
Bagaman У Мае N. 是 同 构 ( 单 射 ， 满 射 ， 
жй). 
但 是 ，4 M 是 自由 模 这 个 性 质 不 是 局 部 的 . 
参考 文献 
[1] Bourbaki. N., Flements of mathematis . Commutative 
aigebra , Addison- Wesley , 1072 ( А E) 
Л.В. Кузьмин {Ё 
САМА 在 代数 系统 ( 例如 群 ) 及 拓扑 中 的 术语 “局 部 
性 所 *， 列 局 部 性 质 和 剩余 性 质 ( local and residual pro- 
perties ). жЕ Ж веж 校 


局 部 环 [local ring ; локальное кольцо ] 
有 唯一 极 头 理想 的 售 么 元 交换 环 (commutative 
ring). 4 是 局 部 环 ，m 是 4 前 极 大 理想 ， 则 商 
Ж Ара 是 一 个 域 ， 称 为 A 的 剩余 域 (resxdue field). 

局 部 下 的 例子 .性 意 域 和 赋值 环 是 局 部 环 ， 一 
域 或 任 一 сынаш ШЕШ 
ЖЕЙ. 3-8, ФК ЕХ, ,Х,(п>1) 
ханаж. И СНЛ, та 
B), ОА x 是 X 的 一 个 点 ， 设 4 是 在 x 点 的 连 
续 函 数 (相应 地 ， 可 微 ， 解 忻 或 正则 函数 ) 的 芽 构 成 
的 坏 ， 则 4 是 局 部 环 ， 它 的 极 大 现 想 由 在 x 点 取 值 
为 零 的 所 有 函数 的 芽 物 成 . 

环 论 中 的 一 些 一 般 性 构造 产生 局 部 环 ， 其 中 最 重 
要 的 是 局 部 化 ( 见 交 换代 数 的 局 部 化 (localimation in a 
commutative algebra)), 设 А 十 一 个 交换 环 , 是 A 
К ЗИ, А, Н а/о 的 分 式 构成 ， 其 中 
QEA, se A\P， 它 是 局 部 环 ， 称 为 环 4 在 5 处 的 局 
部 化 ( localization). А, 的 极 大 理想 是 p 4, ,4 Яу 
Еа ЗЕТЕ 其 他 的 产生 局 部 
环 的 构造 是 Hensel 化 ( 见 Неше SF ( Hensel тіпа) 或 
“个 环 相 对 于 某 个 极 大 理想 的 完全 化 (compkption). 局 
部 环 的 任 一 商 环 是 局 部 环 ， 

ЖАШАЙ М, АКВ) 的 一 个 性 质 称 
为 局 部 性 于 (local property)， 若 它 对 4 成 立 等 价 于 
对 所 有 а (相应 地 ， 模 МО, А, ЖЕЖ ВӘ, А,) 
都 成 立 ， 其 中 p BOB 4 ге ав (ВНЕ 
local property ) ) . 

局 部 环 4 的 极 大 理想 m 的 所 有 的 守 m" 定义 了 
所 滑 局 部 环 拓扑 (local ring topology) (或 m ЖШ 
(mvadic fopology)) 的 在 零 处 的 一 个 邻 域 基 ， 对 于 
Noether 局 部 环 ， 这 个 拓扑 是 可 分 的 《Krull ДЭШ ( Кай 
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tbeorem))， 它 的 任 一 理想 都 二 闭 集 . 

以 下 入 考虑 Noether А ( 亦 见 Noether 环 
(Noetheran rng))， 一 个 局 部 环 称 为 完全 局 部 环 (co- 
mpleie local ring)， 若 它 相 对 于 m -adic 拓扑 是 完全 的 
这 时 4 = Ша, ,4/m"， 在 完全 局 部 环 中 ，m -adic 拓 
扑 比 任何 其 他 可 分 拓扑 弱 {Chevalley 定 现 (Chevaley 
theorem))， 任 一 完全 局 部 环 都 能 表 成 炬 式 将 级 数 环 
S[I[X,, с, Х,]] ЮЖ. СР S 是 域 (在 特征 相同 的 
情况 下 ) 或 完全 离散 赋值 环 (在 特征 不 向 的 情况 下 ) . 
这 个 定理 可 以 用 于 证 明 完 全 局 部 环 的 一 些 特 殊 性 质 ， 
这 些 性 质 在 一 般 的 Noether 局 部 挟 中 是 不 成 立 的 【 见 
[353 例如， 完全 局 部 环 是 一 个 优 环 ( excellent ring y, 

局 部 环 4 的 更 精细 的 定量 化 的 研究 与 伴随 分 次 环 
(adjoint graded ring) Gr (4}=®,,(m' fm" ) 的 
概念 的 应 用 有 关 . 设 Н, (n) 是 向 量 空间 m"/m"*' 在 
剩余 类 域 4/m 上 的 维 数 ， 作 为 整数 变量 п КШ. 
它 称 为 名 部 环 A 的 Hbert-Samuel 函数 ( Hitbert -Sa- 
лаша function) 或 特征 函数 ( (characterstic function). 对 
充分 大 的 n, 这 个 西数 与 n 的 一 个 多 项 式 百 , (On) 一 
致 ， 称 它 为 局 部 环 А 的 Filbert -Samuel 多 项 式 ( Hilbert- 
Samesl polynomial)( 亦 见 Неге 多 项 式 (Tilbert poly- 
nomial )). 这 个 事实 也 可 用 Poincart 级 数 表述 ;形式 级 
数 

P,(t) => H.G): r 
5 


是 一 个 形 如 /()(1—:)7“% 的 有 理 画 数 ， 其 中 fO) 
EZ[t] 是 一 个 多 项 式 ，d(4) ~ 1 是 Н, KR. 整数 
ОСА) 是 环 A fŠ ( Krull) 83% ( (Krull) dimension) dim А, 
жай 4 的 一 个 最 重要 的 不 变量 之 一 . 4( 4A) 是 
使 部 环 4/ (a ,…,as)] 是 Artin SK (Artinian ring) 的 
元 素 а, ,as 4 的 盘 小 的 个 数 . 如 果 能 选择 这 些 元 
案 ,使 它们 生成 极 大 理想 m. ЖА A 称 为 正则 局 部 
环 (тершаг local ring). А 的 正则 性 等 价 于 dim(m /m2) 
二 dim A. 对 一 个 4 ФЕД А, 
n= ("1 ), 

H P.G) =(1—t)“. 几何 上 ， 正 则 性 意味 着 (解析 
或 代数 ) 续 上 相应 的 点 是 非 麻 蜡 的 

除了 特征 函数 H, 及 与 之 相关 的 维 数 和 重 数 之 
外 ， 局 部 环 还 有 一 些 同 调 性 质 的 不 变量 .其 中 生 要 前 一 
个 不 变量 是 深度 depth 4 (ЛАЙН ( depth of a mo- 
dule)); 满足 条 件 depth A = dim 4 的 局 部 环 称 为 Co - 
en-Macanlay 还 ( Cohen-Macaulay грр). 
局 部 环 4， 是 否 存在 一 个 模 M 满足 depth M = тА, 
这 尚 不 清楚 (1989). 另 一 组 同调 不 变量 是 所 谓 局 必 环 
А fŠ Вей (Жош numbers) 5, (A), ЕЖ ЕЗИ 
Tor" (k, КУЮ, ЖР k Ë 4 的 剩余 类 域 . 
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Poincaré 级 数 37, , b. ( A)t " 的 有 理性 问题 仍 是 个 未 知 
的 河 题 、 虽 然 对 于 许多 类 型 的 环 ， 己 得 到 肯定 的 签 案 . 
也 有 一 些 代数 几何 性 质 的 不 变量 ， 它 们 用 局 部 坏 对 应 
的 奇 性 的 化 解 来 定义 . 

具有 有 有 限 个 杰 大 理想 的 环 称 为 半 局 部 环 (semi~jocal 
rings )， 对 这 类 环 也 建立 了 类 似 的 理论 ， 极 大 理想 的 作 
用 由 Jacobson 根 ( Jacobson radial ) 来 代替 . 
参考 文献 

[1] Каш, W., Dimensionstheorie in Stelleningen , /. Reine 
ge . Math. , 179 ( 1939) , 204 - 226 

[2] Chevalley. C. , On the theory of local rings, Am. of 
ман. , (2), 44 (1943), 60 — 708 , 

13] Союп, 1 S., Оп the structure and idodl theory of oo- 
mplete local ring, Than. Аме. Май. Soe., 80 
(1946), 54 ~ 106. 

[4] Sarouel , Р., Alabre jocale , Gauthier- МШазз, 1953 

[5] Nagata, M ., Local rings , Interscienoe , 1962 

[6] Zariski , О. and Samuel , Р., Corumutative агыз, 2, 


Springer , 1975. 
[7] Sem, J.-P., Арды locale Multrplicités, Springer , 
1965. 


[8] Bourbaki, N., Elements of mathematic. Commutative 
algebra , Addison-Wesley, 1972 ( ЕЖ). 
19] Ачуаһ, М.Е. ard Macdonald ， 1.G , , Introduction to 
oommutative algebra, Addison- Wesley , 1969 (Ж: 
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1982). В, И, Данил® f 
[ 补 注 】 关于 Krull 维 数 的 概念 见 结合 环 的 维 数 (dimen- 
Sion). 
D..Angk([A1]) 给 出 了 第 -个 Poincant 级 数 有 理 
性 问题 的 反例 . 
参考 文献 
[A1] Anick, D., Corstruction despaces de facets et d'ann- 
caux Іосашх à sénes de Poincaré -Bett! non sationelles , 
С.К. Асай. Sec. Paris, 290 (1980), 1729 — 1732 
(英文 摘要 ). Жа— W 起 春来 R 


局 部 结构 稳定 性 [local structural stability; локальная 
Tpy6ocm ] ， 一 个 光滑 动力 系统 的 紧 不 变 业 РИ 

此 动力 系统 在 FF 的 某 个 邻 域 中 的 一 切 拓扑 性 质 均 
在 此 系统 的 任意 (Ci 意义 下 的 ) 充 分 小 扰动 下 的 保持 不 
变性 . 更 准确 地 说 ， 局 部 结构 稳定 性 就 是 : 有 下 的 邻 
RO USVSF, HHE] &>0 Ж 6>0, 使 得 著 原 系统 
在 UU 中 在 度量 下 扰动 的 距离 不 超过 5， 必 有 一 同 胚 
ЖАР U， 使 点 前 移动 不 超过 &。 而 原 系 统 在 了 中 
的 一 段 租 道 弧 变 为 扰动 后 系统 的 一 段 轨 道 弧 .( 这 样 ， 
严格 地 说 ， 局 部 结构 稳定 性 并 不 是 集合 本 身 的 性 
质 ， 而 是 在 了 的 邻 域 中 考 媒 的 动力 系统 的 性 质 . ) 

若是 一 个 流 (连续 时 间 动 力 系统 ) (flow) (contin- 
uous -time dynamical system )) 的 平衡 位 置 (或 一 瀑布 


(cascade) 的 不 动 点 , 即 一 离散 时 间 动 力 系统 的 不 动 点 )、 
则 F 的 局 部 结构 稳定 性 蕴涵 了 此 杀 统 在 中 的 点 线性 
化 后 能 保持 系统 的 拓扑 性 质 不 变 . 在 此 情况 下 ， 几 乎 明 
显 的 是 , 局 部 结构 稳定 性 的 一 个 必要 条 件 是 线性 化 系统 
的 本 征 值 不 在 虚 轴 上 (在 瀑布 情况 下 则 为 不 在 单位 加 上 》. 
这 条 件 也 是 充分 的 {Grobman - Hartman 定理 (Grobman - 
Hartman theorem)， 见 [1], 第 区 章 ) . 由 此 容易 得 到 
流 的 周期 轨道 的 局 部 结构 稳定 性 的 必要 充分 条 件 : Ж 
ЭГЕ АЯ — Л 3: + (N, Së +. (multipliers) ) 在 单位 回 
上 . 3 30 ВӘ ЙЕ (byperbolic set, 又 见 [2], [3]) 的 
局 部 结构 稳定 性 也 有 一 些 结果 、 
参考 文献 
11] Harman. P., Ordinary differential oquations, Birkhàuser, 
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[ 补 注 】 М ВВ" К Floquet Я  (Flo- 
quct multiplier). 齐 民 友 译 


轨道 的 局 部 结构 flocaal structure of trajectories; локальная 
структура траекторий], „#04-65 

定向 Riemam 曲面 (Riemann surface ) 上 的 二 次 
微分 (quadratic differential ) 在 沪 曲 而 任 一 点 的 分 域内 
轨道 状态 的 一 种 撕 述 , 设 R 是 定向 Riemanm 曲面 ， 
О(2)а Ж R 上 的 二 次 微分 | 设 C О(2)аг 的 所 
有 和 零点 与 单 极点 的 集合 ,里 是 Q(z)dz? 的 所 有 有 阶 数 
> 2 的 极点 的 集合 ，Q {z) dz* 的 轨道 构成 RV {CU 
H) ЕМЕ. 就 推广 的 正则 曲线 访 概 念 而 宣 ， 
在 R\H 上 仍然 如 此 .HH 的 点 的 邻 域内 轨道 的 状态 要 
复杂 得 多 ， 下面 给 出 轨道 局 部 结构 的 完整 措 述 , 

a) 对 于 任 一 点 PeRN[CUH), 存在 P 在 RR 
上 的 邻 域 N R N 到 圆 盘 |w| <1(w=u+ iv) 的 同 
是 映射， 使 得 N 内 每 条 轨道 的 最 大 开 弧 变 为 于 其 上 ， 
是 常数 的 线段 ， 因而 R\ {CUH} 的 每 一 点 有 
Q(z)42 的 一 条 所 道 通过 ， 或 是 只 上 的 一 条 开 弧 或 
是 R 上 的 一 条 Jordan 曲线 . 

b) 对 于 任 一 „йд PeC( М 了 是 零点 时 jp >0, 
当 是 单 极 点 时 p 二 -1), 存在 P fE R 上 的 邻 域 
N, É МИ jw| < 1 的 同 古 映射 ， 使 得 N 内 每 
条 辆 遵 的 最 大 开 弧 变 成 于 其 上 Im w+222 是 常数 的 开 
Ж. 存在 kh+2 条 以 为 端点 的 软 道 昌 其 极限 切线 
方向 彼此 作成 等 角 2л (06 +2). 

с) Ë PeH Ж а> 2 的 极点 .车 某 条 轨道 


在 P. ЕНЕР 22100-2) 的 
u= 2 个 方向 之 一 趋 于 Р. 存在 Р R ЕЙ М 
上 只 有 下 述 性 质 ，1) 通过 N ЮЖ ДН ВШ ЕЕ 
个 方向 或 趋 于 P 或 离开 N; 2) 存在 包含 在 N 内 的 P 
нй М 使 得 过 N 的 某 点 的 每 条 位 于 N 内 的 轨 
ЖЕР КОЗ P; 3) НЕА 
N 内 因 价 在 而 个 方向 趋 于 Р, BLUE ARIS693 ЖОЕ 
P 时 该 轨道 的 切线 趋 于 两 个 相 人 的 极限 位 置 之 一 、 将 
P 深入 该 轨道 所 得 的 Jordan ВНЕ АТЫ ДИНИ р 包 
售 由 这 两 条 相 邻 的 极限 切线 所 构成 的 角 中 的 点 当 从 
这 区 个 方向 趋 于 Р}, Б D 有 公共 点 的 任 一 艇 道 药 
切线 趋 于 这 些 相 邻 的 极限 位 置 ， 借助 于 函数 ， = 
ji@(z)] 二 dz 的 适当 分 支 ， 区 域 D жил ЕШ 
Tmt > c( 此 处 。 ЖЕШ); 4) 对 于 每 对 相 邻 的 极 委 
位 置 ， 存 在 轨道 具有 3) 中 所 摘 述 的 性 质 . 

а) 8 рен 是 二 阶 极点 , 利用 是 点 z=0, 设 
z 是 局 部 参数 ， 候 定 [Q (2)] 2 (对 干 根 式 分 支 的 菜 种 
ML) 在 = = 0 的 邻 域内 具有 下 述 展 开 式 


[@()] 7 =(a+ib)z[1+ bz +bzl+ e), 


其 中 ай 如 是 实 常 数 ， 而 bi. b... ЖЕН. г 
平面 内 二 次 微分 Q (z) d z: 的 轨道 的 锭 的 结构 出 下列 
三 种 情形 之 一 成 立 所 确定 : 

#Ё1:а#0,Ь#0. 对 于 充分 小 的 а> 0, Fi 
И |2 < 相交 的 每 条 轨道 的 象 在 一 个 方向 上 冰 于 
z=0， 而 在 另 一 个 方向 上 离开 |z| а. 在 |z| <a 内 
的 轨道 的 象 上 ，z 的 模 和 幅 角 呈 单 调 变化 .轨道 的 每 
个 象 绕 点 z= 0 盘旋 而 且 斯 近 地 呈 一 条 对 数 螺 线 (lo - 
parithmic spiral ) 状 . 

ЖЕП: 4 关 0, 6 一 0， 对 于 充分 小 的 a > 0， 同 
圆 盘 |z| < x 相交 的 每 条 轨道 的 象 在 一 个 方向 上 趋 十 
z 三 0， 而 在 男 一 方向 上 离开 |z] < x. 在 |z| < a 内 的 
轨道 的 象 上 ，z 的 模 呈 单调 变化 ， 浅 轨道 的 不 同 的 象 
在 点 z=0 处 有 不 同 的 极限 方 句 ， 

ЖЕШ: a=0, 卢 天 0， 对 于 每 个 e > 0， 存 在 
数 x(e) > 0， 使 得 到 于 0< as xfs)， 则 圆周 |z| = 
x 相交 的 轨道 的 象 是 一 条 位 于 圆 环 x(1 + 8)! < jz| < 
(1+) 内 的 Jordan 曲线 . 
参考 文献 
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【 补 注 】 对 于 二 次 微分 的 轨道 的 概念 见 二 次 微分 (qua- 
dratic differential). 

这 种 描述 本 质 上 取 自 [1] 的 32 4. 对 于 二 次 微 
分 的 详尽 处 理 亦 见 [Al] 

关于 其 整体 结构 见 执 道 的 整体 结构 (global structure 
of trajectories ) , 
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局 部 拓扑 群 [Jocal topological group ; локальная тополо - 


гическая грувпа ] 

Я (1ороовкаі gtoup ). ХЕҢ rh ШЖ 
仅 对 足够 接近 单位 元 的 元 案 有 定义 ， 局 部 拓扑 群 的 引 
人 是 受 了 对 拓扑 群 局 部 结构 《如 在 单位 元 的 任意 小 邻 
域内 的 结构 ， 儿 [前 研究 的 启发 局 部 拓扑 群 的 确 
切 定义 如 下 ， 

令 G 是 一 个 拓扑 空间 e 是 G 的 一 个 元 素 ，@ 
和 器 分 别 是 G 8 G x G 的 开 于 集 сө, ХФ 1 
@ -= G BI m: Q — G 是 连续 映射 如 果 下 列 条 件 被 
满足 ， 就 称 系统 (С.е 日 .Q ,i т) 是 一 个 局 部 拓 
8: 

1) 对 于 任意 деб, (е, g) # (g, e) eQ R 
т (е, g)) =т((9, e)) = g; 

2) ШЖ д, А, teG R (g, А). (А, г), (0, 
h), t), (g, (А, 0020, M] m((m((g, h)), t) = 
m((9, m((h, 29305 

3) 对 于 任意 ge@, (g, i(g)) 和 (i(g).92)= Q 
H m((g. i(g)))= т((1(4), @))= e. 

БРИ (б, е, @, Q, i, m) ЖЕ}: G: 
Ж m((g, В)) 记 作 gh 并 且 称 为 g 5 h 的 积 
(pmoduct)， ЖЖ 109) а о 并 且 称 为 g 的 道 元 
(inverse); ЖЖ с 称 为 G ЎЫ (оону). Ж 
(а. В) е0, 就 说 积 gh 被 定义 如果 ge@、 就 说 
对 9 定义 了 了 道光. 

G 上 这 些 运算 (不 是 对 所 有 元 素 都 定义 的 ) 在 学 
位 元 е 的 一 个 任意 邻 城内 诱导 出 一 个 局 部 拓扑 群 结 
Ë. 令 G, 和 G, 是 两 个 局 部 撕 扑 群 ，G 到 G, 内 的 
局 前 同 态 ( local hornomorphism) 是 G， 的 单位 苑 e, 
ñ AR U, 到 G, 的 单位 元 e 的 一 个 邻 域 U. 
内 的 连续 映射 f, 使 得 f(e,) = ez ， 并 且 对 于 任意 元 
Жу, лер, ТПВ б, has. ЖЖ fO). 
ГОВ) 的 积 在 G， 中 也 有 定义 且 f(gh)=f(g)f(h) 
6, 到 G, 内 两 个 局 部 同 杰 说 成 是 等 价 的 ( equivalent) 、 
如 果 它们 在 G， 的 单位 元 的 某 个 邻 域 内 一 致 . 假设 局 
ШИА 了 RR 0, 与 U, 间 的 一 个 同 旺 (homeo - 
morphism )3E B if 8 770: U, = U, Ë G, 到 G. 
的 一 个 局 部 同 态 ， 则 称 了 是 G| 到 G, 的 一 个 局 部 同 
构 (юса! isomorphism )， 如 果 两 个 局 部 拓扑 群 之 向 让 
一 个 局 部 疗 构 ， 那 么 就 称 它们 是 局 部 同 构 的 (locally 
iomorphic ) 例如， 任意 局 部 拓扑 群 都 与 它 的 单位 元 
的 任意 者 域 是 局 部 同 构 的 . 
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f: ya tii КЕНИ Y n Е ХЕЕЕ (Am 
n Pete но Ай fe о EF pR). Gy ats ie 
F LS ИШИ B: k 45 8] =+ rtt ЛЕ (ЕЕ Z À E iz MJ Ж 
广 ; йй, ЖЕЕ ЕНИП Е А38] 
部 同 构 ,在 - ОВЕН. WS as ЛД (W. [4])， 然 
而 在 有 限 维 局 部 Lie Ef (Lie group, local) 这 个 重要 
的 特 跌 情 形 中 ， 短 案 是 肯定 的 . 
如 同 在 拓扑 咕 论 中 一 样 ， 在 局 部 拓扑 群 理论 中 也 
可 以 定义 (局 部 ) FOR. EJE BOE, ШАРУ 
1. 例如 ， 令 (6G,e, Ө, Q. i, m) 是 一 个 局 部 拓扑 
群 , 令 是 G 的 一 个 包含 е8, JER е G 
— AR U 内 ， 和 集合 СОЛ 是 闭 的 . 又 假设 对 于 
任意 gefH 门 @.、 Ж i(g) 属于 H 并 且 集 合 
Q, = (g, hyeQNGH x H): m((g, АУЕН} 


ж нхн тА (fE 日 带 有 出 СЬ 
的 假定 下 》. 那么 系统 
{H,e,ONH, Qily. mla,1 


是 一 个 局 部 拓扑 群 ， 叫 逢 G 的 一 个 局 部 子 群 (cal 


subgroup ) ， 关 于 正规 地 群 ， 关 于 子 群 的 入 集 忆 及 商 群 
Ноа р). 
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, Tbcorie der Transformations - 


局 部 单 值 化 [юса] uaiformization ; локальнав уннформни- 
зация ] 

确定 与 一 个 局 部 环 〈iocal ring) 双 有 理 等 价 的 正则 
局 部 坏 . 对 于 域 k 上 的 不 可 约 代数 能 V (АГЕ 
(irreducible varcty ) 一 个 分 解 系 ( resolving вумет) 8 
ЖОАН Р ү 的 不 可 约 射影 能 { V, }( 即使 得 
ж &ОҖ КО) АТАСУ), 它们 满足 下 述 条 
件 对 于 K(P) 的 任何 一 个 赋值 (位 ) v, Fri e 
{VV} 使 得 bv РЕА РОЧ. ВЕКА 
存在 性 Сарра ие (local uniformization со - 
rem)) 已 在 下 列 情形 得 到 证 明 : 对 特征 数 零 的 域 上 的 任 
х8 ([1]), 43838 ЕАО АЕА Ж] ШИШЕ КЛ:®Я- 

3% ЗАКАТА Е ЫЕ ([2]) Н $E 

的 分 解 系 的 存在 性 项 人 V 的 奇 点 可 解 消 而 且 当 维 数 科 3 
时 可 从 局 部 单 值 作 定 理 得 到 .在 一 般 的 情形 局 部 单 什 


化 定理 蔓 含 有 限 可 解 系 和 的 存在 性 ([3]). 
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[ЖЕП 特色 ИД F Е АНЕС ЖОШ 
ЖШС ЖОЕ ҮЕ 1964 F 80 (Ai]). 在 特征 数 
р> ОПСС К ЯЕ Е р> 5] З #EG ИР 
点 解 消 已 被 S，S、Abhyankar ЕТ ([А2]). 
关于 解析 几何 里 以 及 单 复 变 冰 数 沦 里 (Riemann 出 
Ш) 的 (局 部 ) ЛИБЕ, 20. АЕМ (uniformzation ). 
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局 部 单 值 化 参数 | local nifonnizing parameter ; локаль- 
ный униформизирующий параметр], УБ ЧЧЫ 
(local tniformizer )， 局 部 参数 ( cal parametar) — 
-个 复 变量 1， 作为 Riemann 曲面 (Riemann sur- 
face) К. БЙРАК г, = gw (p) fE po eR 
的 某 个 邻 才 F( ms) 内 处 处 有 定义 ， 站 卫 实 现 V (р) 91 
ВЖ (р) = {1EC :<r(0p 让 上 上 的 一 个 同 胚 映射 ， 
其 中 pm[po)= 0. 这 里 ，F( pn) 称 为 特 并 郎 域 或 & 
каң (parametric nelshbourhood), Ф: V (Py) ~ 
БҮЗ fu Se B: ЯН Ж 4 Bet g ( parametric map - 
ping), їй рч поише 8 Dl ( (раг- 
amet вс). Ж91— АИА, ВЕЕ БК 
УФ) тошка вр) 成 为 局 部 单 值 化 套数 с mis 
Ж.О (р) = [оу (т) 1= (с). ЛЖ V (p) 和 
VCp1) ВЖЕ (рь) (р) Ф 的 两 个 参数 邻 域 ， 
т„ 是 对 应 的 两 个 局 部 单 值 化 参数 ， 那 么 
Фе СЕ) 是 Dtpo) 的 某 个 于 区 域 土 的 单 叶 
解 忻 涵 数 ， 它 实现 这 个 子 区 域 到 D (p) 于 的 一 个 双全 
МЕН. 
如 果 只 = R. ЛАТ ө = F(:) 的 Riemann ЇН 
Hi, p. ë F(z) 的 一 个 投影 为 2 # co 的 正则 元 ， 那 么 
27205 MP Í za оо 4 t, = liz. 1 Ж p, 是 
Есе) 的 一 个 村 应 十 级 为 有- 1 之 0 的 分 支点 (branah 
point) ан л. М. ЖАУ оо ff r, = 
-,)'%, Жде ож г, = 17210. — Н, Ж 
®жЖ po 的 一 个 参数 人 锅 域 ， 局 部 单 仁 化 参数 了 按照 公 


Җ ($J, зо): 
абз = (т, п) (г) КР. 


确实 实现 了 多 值 基 系 一 上 (z) 的 一 -个 局 部 单 值 化 (uni - 
formization ) . 

在 灵 是 包括 边界 的 Riemann 曲面 的 情形 下 ， 对 于 
属于 КИША р, 局 部 单 值 化 参数 = 9 , (p) 
ЈЕ Т” Ср) Pk RE B] R: 

Р(р) = (ЄС: < (р), Imt 20). 

ШЖ R Jë E hl С" (п> 1) F BU Riemann 区 域 
(Riemannian domain )， 那 么 局 部 单 值 化 参数 
т^ Po (PIE (i, U. t), (@ (p), Ф„(р))„, 
SBS Р (р, } 到 多 六 柱 

到 (一 入 一 (EC 
TS 
ОЕА. 如 果 V (a) (YV (р, y ЕЕ, 
ЖЕМЕЙ т, е, Гето, )1 把 五 (pe) 的 某 个 子 区 域 
Хаа] р (р. 
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PS 8832335 Ж [local variations, method of; локальных 
варнаций метод} 

ЕНИН tJ А ЖЕ Яг З Е У 
山 问 题 的， 基于 状 问 中 变 分 的 一 种 直接 方法 
(direct method) (®[1]—[3]). 

在 局 部 变 分 方法 中 ， 使 作为 一 个 Lagrange 问题 
(Таргапдс problem ) 给 出 的 原来 的 最 优 控制 问题 关于 
ПШ 上 和 相向 量 x 离合 ， 原 问题 就 这 样 转换 成 加 性 
L] 


wan 
ТЕ УР, хаана tota) (1) 


在 约束 


(2 
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k=0, 5. М1, 
(хушу), к= 0,7, № (3) 


下 的 极 小 化 问题 ， 这 里 xx 和 ы, 是 在 结 点 t, КИПЕ 
标 向 量 各 控制 向 量 (分 别 有 维 数 n 和 m), G, 是 
(n +m) 维 空间 中 给 定 的 区 域 (G, 和 G 描述 边界 
Ж, 而 +={T 一 to)jN 是 自 变量 的 原 区 间 [to， 
工 ] 分 划 的 步 长 。 对 局 部 变 分 方法 ，- -个 必 不 可 少 的 条 
件 是 x 和 4 的 维 数 n 和 m 相等. 在 这 种 情形 下 ， 
一 个 毛 等 运算 的 构造 原来 是 很 简单 的 .一 个 初等 运算 
是 决定 一 个 使 系统 从 点 Cf， х,) 到 一 个 邻近 点 (r, 
хо) 的 控制 4 ， 如 果 x 和 的 维 数 相等 ， 并 且 在 
~ 定 的 附加 约束 下 ， 那 么 控制 и, 由 N 个 方程 的 方程 
组 (2) 的 解 定义 在 每 个 区 间 (t... ,,,) E, 组 (2) 
是 作为 原 变 分 问题 的 微分 方程 组 的 有 有 限 莽 分 堪 近 的 结 
有 果 而 得 到 的 . 

假设 作为 初始 逼近 指定 了 一 条 使 (2) 和 (3) 都 满 
是 的 折线 Го: (хр, U xy%)， 对 此 (2) 和 {3) 满足 
局 部 变 分 方法 的 算法 在 于 逐步 改进 T。 通 过 的 结 点 的 
位 置 ， 它 十 作为 问 量 x, 的 每 一 个 j 分 量 的 逐次 局 部 
变 分 的 结果 而 实现 的 . ПАЛЕ ЙО х, 和 ху... ЖА t, 
到 sy (类 =0,， 1，…) 的 每 一 部 分 上 ，x; 的 每 一 个 j 
分 量 依 次 以 步 长 А, > 0 变化 ， 如 果 作为 这 个 变 分 的 结 
2 88 (1 ) 的 值 减 小 (C2) 和 (3 ) 仍 满 足 ) ， 则 对 х, 
的 下 一 个 (j +1) 分 量 进 行 类 似 的 变 分 ， 否则 这 个 j 
分 量 以 步 长 (一,) 变化 . 这 个 局 部 变 分 对 T 的 所 
有 结 点 逐次 地 进行 . 结果， 在 选 代 结 束 的 时 刻 得 到 一 
Яев таа Г, ЖЕЕ (1) 取 的 值 不 大 于 在 初始 
Юй Г, СКИН. 类 似 地 进行 逐次 迁 代 .如 果 必 要 。 
减 小 步 长 h fü ， 原 变 分 问题 的 歇 近 解 由 对 在 每 一 
步 找 到 的 控制 值 的 插值 决定 ， 

对 т=п=1, ЯЙ ЇЙ + 和 产 ， 用 局 部 变 分 方 
法 得 到 的 解 满足 Fnker 方程 (Euler equation ) 的 寡 限 
兰 分 逼近 精确 到 阶 为 max (h, Аут, hft*) 的 项 ( 见 
[3р . 

如 果 原 始 折线 下 。 的 变形 不 限于 它 的 结 点 的 加 次 
变形 ， 而 是 在 对 应 于 步 长 + 和 h, 的 选取 且 包 括 Г, 
的 一 个 更 完全 的 图 上 进行 ， 则 称 之 为 行进 管 法 ( travel - 
ling -tube method ) . 

对 m < nn， 实施 初等 运算 出 现 一 定 的 困难 .在 这 
种 情况 下 ， 代 替 局 部 变 分 方法 可 以 用 行进 波 法 ( travel - 
ling маме method )， 它 与 局 部 变 分 方法 接近 , 

局 部 变 分 方法 能 直接 推广 到 带 非 加 性 泛 函 的 变 分 
问题 ， 其 中 约束 具有 等 周 条 件 的 特征 ( 见 [3])， 局 部 
变 分 方法 可 以 术 展 到 未 知 函 数 依赖 于 几 个 自 变量 且 对 
应 前 泛 函 是 以 不 园 维 数 区 域 上 积分 形式 给 出 的 变 从 问 
В ( 见 [2]). 
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И Б. Вапнярскиӣ Ж АЕА Ж ШЛ Ж 
场所 [locale ; локация ] 
【 补 注 】 一 个 看 成 "广义 拓 直 空间 "的 完全 Heyting 代数 
( 8, Bromwer 格 (Brouwer lattice )) “场所 * 这 名 调 应 归于 
Г.Е .Tsbell[AI] ,虽然 这 概念 已 经 被 很 多 更 早 的 作者 研 
究 过 : 基本 思想 是 ， 对 任何 拓扑 空间 Х,Х 的 开 - 集 
的 格 4( X) 是 完全 的 且 满 足 无 穷 分 配 律 (infinits distib- 
utive law) 11777 

обие) = ОО Пие) 
《等 价 地 ， 它 是 一 个 Heyting 代数 (Heyting algebra))， 
日 空间 的 很 多 重要 拓扑 性 质 ( 紧 性 ， 连 通 性 ， 等 等 ) 
事实 上 是 其 开 集 格 的 性 质 ， 这样， 可 以 碟 满足 丘 穷 分 
马 律 的 任何 完全 格 〔【 这 种 格 普通 称 为 标 架 (frame )) 看 
成 一 个 空间 的 开 集 将 ， 而 不 考虑 它 是 否 有 足够 的 
“点 ”使 被 描述 为 一 个 实在 的 开 地 集 格 .一 个 标 架 同 
# 《jiame homomorphism) 是 保持 有 限 安 和 任意 并 的 
晓 射 ， 一 个 场所 外 延 上 与 标 名 是 同一 事物 ， 但 内 涌 上 
不 同 ， 不 同 在 于 这 样 的 事实 ， 从 X 到 Y 的 场所 的 态 
射 (或 连续 映射 (continuous mapping)) 是 定义 为 从 
间 态 ，( 为 强调 内 涵 抑 不 同 ， 有 些 作者 
把 对 应 于 场所 X 的 标 架 写成 (X) 另外 一 些 作者 
一 例如 [A2] 的 作者 一 -用 不 同 的 术语 : 他 们 重新 定 
义 “ 空 间 " 忆 表示 上 上 身上 所 称 的 场所 ,而 用 “场所 "站 
示 上 面 术 庄 让 的 标 架 ， 本 文 所 用 的 “场所 " 的 意义 是 
Isbell 所 用 的 原来 的 意义 ) 

一 个 标 架 可 表示 为 一 个 空间 的 济 集 司 ， 当 且 仅 当 
每 一 个 元 素 可 表示 为 束 元 隶 的 交 ;， 具有 这 人 性质 的 场所 
称 为 空间 的 《spatial). 对 应 于 空间 场所 的 空间 不 是 唯一 
决定 的 ， 但 是 如 果 要 求 它 是 朴素 的 (sober), 即 每 一 个 
素 开 集 必 须 是 唯一 的 点 的 闭 包 的 梓 集 ， 则 它 是 唯一 决 
定 的 . (每 个 Hausdorff 空间 是 朴素 的 ， 且 每 个 朴 案 空 
问 满足 7, 分离 性 公理 .) 从 杆 索 空 间 到 | 场所 的 过 小 是 
ТЕБЕТ A; 一 般 地 它 不 保持 积 ， 但 是 如 果 一 个 因 
子 是 局 部 紧 的 ， 则 它 保持 积 {对 此 结果 的 更 一 般 形 
式 ， 见 [A3]}. 很 多 类 位 的 拓扑 性 质 能 够 队 { 村 素 ) 2 
问 范畴 扩张 到 场所 范畴 . 例如， 定义 一 个 场所 是 局 部 
К Пашу соттан, et 
(continuous latlice )， 能 够 证 明 ([A4]) 8 — + Bra: 
场所 是 空间 性 的 ， 量 事实 上 启 部 紧 场 所 范畴 等 价 十 局 


部 紧 杆 素 空间 范畴 

有 对 应 上 拓扑 子 空间 概念 的 子 场所 (sublocake ) ( 或 
商标 时 (quotient frame )) 概念 . 每 一 个 场所 能 表 成 空间 
性 声 记 的 子 场 所 ， 但 是 - 般 地 子 场所 表现 出 很 不 癌 于 
子 空间 ， 最 明显 的 事实 足 一 个 给 定 切 所 的 任何 个 数 笛 
子 场所 的 交 是 和 苦 的 . 正 是 这 个 性 质 (常常 连同 两 个 积 
的 概念 之 问 的 差异 ) 引起 场所 范 哇 与 空间 范 畸 之 问 大 
多 数 重大 的 差异 : 如 出 lsbell (АТ) 最初 指 出 的 那样 ， 
这 些 差异 党 带 产生 影响 使 得 前 者 比 之 后 者 成 为 更 乐于 
去 研究 的 范畴 . 这 方面 的 三 个 例子 ， 对 场所 的 仿 紧 性 
重 被 任意 场所 积 所 继承 ([A1]), 对 场所 的 Lindelsf ЭЕ 
全 质 等 价 于 实 紧 性 (ГАЗ), 以 及 场所 群 的 每 一 个 场所 
子 群 是 闭 的 《[A6],[A7]》( 场所 群 相对 于 岳 扑 群 愉 如 
场所 相对 于 空间 》. 

跟 场 所 群 一 样 、 一 致 场所 已 受到 某 种 注意 ([А1], 
ГАВ): 一 个 场所 上 的 一 致 结构 通常 被 定义 为 满足 适当 
的 闭 包 性 质 的 一 族 覆 瘟 ( 即 标 架 的 一 些 子 集 ， 其 并 是 
项 元 素 ) . 场所 在 对 一 般 拓扑 学 的 构造 方法 中 也 起 重 
要 作用 ([A9],[A10]). 关子 场所 理论 的 一 般 报导 、 
ALAN]. 
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ЗНЗ [осайу principle; локальносте принцип] 
一 个 汇集 的 概念 ， 此 概念 组 合 了 若干 主要 有 关于 
ЖЕЛ (ЧЕЖЕ НИЕ КЕЧИ) 型 方程 (ЖТ ) 的 断 
言 ， 并 且 由 这 类 方程 基本 解 的 奇异 性 的 恶 点 特征 而 产 
=. 例如 ， 如 下 形式 
L{D, х) = 


Stone враху, Carnbridge Univ . 


У а„(х)р",хең" 


„і 
的 变 系 数 椭圆 型 算 子 L(D，x) ， 在 适当 意义 下 ， 于 
点 x; 的 邻 城内 可 表 为 

100, х)= У а, (ха)р + 1'(х). 


м1 
此 中 第 一 项 是 常 系数 算 子 ， 且 L'(x) Еа 
内 “充分 小 ”. 
参考 文献 
[1] Dunford , N., Schwartz , }. Т. , Linear operstors , Spec- 
tra] theary , 2, Intetscience , 1963 
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交换 代数 的 局 部 化 [Jocalization їп а cormmatative alpebra ; 
локализация в коммутативной алгебре ] 

从 交换 环 4 到 其 分 式 环 (fiactions , ring оѓ) 4[57'] 
的 转化 ， 其 中 S 是 4 的 子 集 . 环 4[5"'] 可 以 当 作 
ЖАН А 到 一 个 环 的 通用 映射 问题 的 解 ， 在 这 觅 射 下 
S ФЯ В туйо. 不 过 ，4[S-'] 也 可 以 明确 
地 构造 出 来 : 

1) 作 为 形 如 a / s 的 分 式 的 集合 ， 其 中 ae 4A,s 是 
5 中 元 素 的 薪 积 ( 两 个 分 式 a/s 和 а'/з' 视 为 等 价 
的 ， 当 且 仅 当 存 在 s"， 它 也 是 S рли, АЕ 
5°(в'а— sa') = 0; 这 些 分 式 按 通常 的 规则 茹 加 法 和 
乘法 ); 

2) 作 为 名 项 式 环 A[X,](s8 S) 相对 于 由 sx, — 1 
生成 的 理想 的 南环 ; 

3) 作 为 4 楼 的 归纳 系 ( A,, фу) 的 归纳 极限 (ind- 
uctive тй), ДЪ i 取 遍 自然 定 序 的 自由 交 挤 么 半 
МӨ 所 有 А,Б АП, EBR ФА, А, 
УЯ зз SA КИВ, Ж јун + 
тз. 

Ж 4 ЭГЕ БЭЙ А 41871], ЈАТ (573) 
成 为 4 代数， 映射 A— A[S-!] ЖА, 8 B 8 
S 不 含 竺 因子. 另 一 方面 , 如 果 5 А, 则 А[57'] 
=0. 

不 失 一 般 人 性 ， 可 以 假定 S {ЖЕРНИ (这 种 集合 
B 88 29 ë kE fis ( multiplicative ) ҖЕ ЖОЖ ( multipli- 
cative system)) .这 时 4[S"1] 也 可 记 为 А 或 4 
最 重要 的 狠 性 系统 的 例子 有 以 下 几 种 : 
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a) 一 个 元 索 se 4 的 所 有 吞 的 集合 1"); 

ъа AN. Ж ЖИЕ ЮЗ. 对 
应 甬 分 式 环 是 局 部 环 ， 记 为 As; 

ç) 4 中 所 有 非 零 因 子 的 集合 R. 

环 Ка 称 为 4 的 完全 分 式 环 (complete ring 
of fractions )， 如 果 АЖ, Й ААА, Ml 
为 4 的 分 式 域 ， 

车 令 

MI[S-']= M@ ALS], 
则 局 部 化 可 以 齐 无 困难 地 扩展 到 任意 4 模 M E. 从 
м) МІ57] 的 变换 是 一 个 正 合 函 子 . 换 句 话 
说 ,4[S-'] 是 平坦 4 模 . 局 部 化 与 直 和 和 和 归纳 极限 
是 可 交换 的 . 

从 几何 观点 看 ， 局 部 化 意味 着 转向 一 个 开 子 集 . 
更 确切 地 说 ， 对 se 4， 谱 Spec 4[s-'] 可 以 典范 地 等 
同 于 ( 在 Zarski 拓扑 (Zariski topology) 下 ) Spec 4 的 
ЖЕЖ D(s), 其 中 D(s) 是 4 的 所 有 不 含 。 АЖ 
理想 的 集合 ， 进一步， 这 个 运算 使 得 有 可 能 把 每 个 4 
Ж M 与 仿 射 概 形 Spec 4 ЕР—ЯЧШЕЕЖЫН М Wg e 
来 ， 使 得 

г(р(з), M) = MIS-] 

局 部 化 也 可 看 作 是 一 个 运算 ， 它 使 得 在 А 模 的 范 
ВИТ se S 乘 的 态 射 成 为 可 逆 的 ， 从 这 种 观点 出 发 ， 
可 以 把 局 部 化 推广 到 任意 范畴 { 见 范畴 的 局 部 化 《loca- 
lization in categories ) ). 
参考 文献 
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范畴 中 的 局 部 化 [localization in categories ; локализация 
в категорнях] 

БОЛА ВАНО А ВМВ; 它 首先 出 
现在 Abel 范畴 中 用 环 上 模范 畴 的 术语 对 所 谓 Grothen- 
еск ЗЕ ( Grothendieck category) 所 作 的 描述 中 . 设 
外 为 一 个 Ава 范畴 (Abelian category). % 的 一 个 满 
+ И” 称 为 厚 的 (thick)， 如 果 它 包含 其 对 象 的 所 
有 子 对 象 与 离 对 象 ， 并 且 对 于 扩张 是 封闭 的 ， 即 ， 在 
一 个 正 合 列 

0- A— B— C— 0 
中 ，BeObW， 当 和 且 仅 当 4，CeObal'， 商 范畴 
®/%' 用 下 述 方法 来 构造 . СА, и] ЖИЙ АФ B(a,, 
m) 的 一 个 子 对 象 ，r， 与 x 为 投射 ， ВЕУ 
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为 一 个 推出 . Рі (R. a] 称 为 一 个 W ' 子 对 象 ， 
如 果 Сокегл, н, Ker ge Ob 外 和 .两 个 外 ' 子 对 象 是 等 
价 的 ， 如 果 它 们 包含 一 个 %W' 子 对 象 ， 由 定义 ， 集 
合 Hua(A,. B) НАЯ AG B 的 处 ' 子 对 象 的 等 
价 类 所 组 成 的 ， 在 一 个 Abel 范畴 中 ， 二 元 关系 的 通常 
会 威 对 于 上 而 所 引进 的 等 价 性 是 适用 的 ， 这 就 使 得 定 
义 商 范畴 э)” 成 为 可 能 ， 这 个 商 范 畴 却 是 一 个 Abel 
范畴 -个 正 合 函 子 Т:9-- 外 /对 和 部 以 由 让 每 一 个 
Ф a:4 > B 对 应 它 在 4 田 日 中 的 图 来 定义 ， 一 个 
厚 的 子 范畴 W° 称 为 一 个 局 部 化 的 子 范畴 (loaalizing 
subcategory ) ， 如 果 函 子 了 有 一 个 满 凡 忠实 的 右 伴 随 
S:9W/W -> 屯 ， 一 个 局 部 化 子 范畴 总 是 某 个 遗传 报 的 
所 有 根 对 象 的 子 范畴 . 
在 Abcl 群 的 范畴 中 ， 所 有 挠 群 的 子 范畴 都 是 局 
部 化 的 子 范 畴 .任何 模范 畴 对 其 一 个 局 部 化 子 范畴 的 
商 范畴 是 一 个 Grothendieck 范畴 . 反之 ， 任 何 Grothen- 
Чек 范畴 都 等 价 于 一 个 适当 的 模范 四 的 坎 范 量 ， 
局 部 化 子 范 栈 的 概念 也 可 以 对 非 Abel 范畴 来 定 
义 ({31). 可 是 ， 在 非 Abel 的 情况 ， 通常 只 有 很 少 的 
这 种 子 范 畴 ， 例 如 ， 在 结合 环 的 范 畏 中 ， 只 有 两 个 平 
几 的 局 部 化 子 范畴 ， 就 是 ， 整 个 范畴 本 身 ， 以 及 只 包 
会 平 几 环 的 满 子 范畴 
参考 文献 
[1] Bueur, 1. and Deleanu, А., Introduction to the the- 
огу of categorics and functors , Wiley, 1968. 
[2] Gabriel, P., Des categones abdliennes, Bull. Soc. 
Мањ. Franoe. 90 (1962), 303 — 448 , 
[3] Шульгейфер, E. Г., Тр. Моск, матем, об- 
Bay, 19 (1968), 271 ~ 30 
М. Ш. Цалевко J 
СОМЕ "ВЕНЕ" (dense subcategory) 这 个 名 词 
ЧСВВ ИЙЕТ”; B РВЕ" Ж 
0, ЯРАТ Ж. ”Serre 类 ”( Serre class ) 也 用 
来 表示 这 个 概念 ， 特 别 是 被 代数 拓扑 学 家 们 使 用 ( 见 
[А1]). 一 个 厚 的 子 范畴 ор’ 是 一 个 局 部 化 的 子 范畴 当 
且 仅 当 : 1) W 的 每 一 个 对 象 都 在 9 中 有 一 个 极 大 的 
子 对 象 ，2} 纵 定 一 个 对 象 4 使 这 个 极 大 的 子 对 和 象 为 0， 
则 存在 一 个 单 态 射 4 一 B, ХИ B 有 这 样 的 性 质 : 
在 商 范畴 多/ 站” 中 每 一 个 坊 射 C -> B 都 是 从 %[ 中 叭 
—@% Н C — B 引导 来 的 ( 见 [A2])， 商 落 吴 中/ 
也 可 以 定义 成 分 式 范 此 (category of fiactions) (Ж 
[A3])， 其 中 形式 地 小 加 了 W 中 这 些 态 射 的 逆 ， 它 们 
Же и 同 构 " 的 ， 其 意思 是 它们 的 核 与 余 核 都 
属于 中 ， 所 有 模 处 同 构 的 类 县 允许 有 左 分 式 的 运算 
也 多 许 有 右 分 式 的 运算 ; 这 对 应 于 这 样 的 事实 ， 上 典范 函 
Y T:W — 197 ТЕАИ. 
痪 范 睹 的 局部 化 忆 又 很 广泛 地 用 于 非 -交换 环 论 


中 ， 并且 也 企图 用 于 发 展 一 种 “ 非 - 交 焕 的 代数 几何 
学 ”; 见 [A4], [A5]. 
在 非 АЫ 范畴 中 ， 一 个 范畴 C 的 局 部 化 一 般 都 
用 于 指 一 个 函 子 Т.С - DD， 它 是 正 合 的 ( 即 ， 保 持 
有 限 极 限 与 余 极 限 ) 且 有 一 个 满 与 患 实 的 右 伴 随 S; 等 
价 地 ，C 的 局 部 化 可 以 认同 为 C 的 那些 (WAS. B 
的 ) 子 范畴 ， 它 们 都 是 上 述 右 伴随 的 象 . 这样 的 局 部 
化 不 能 像 Abel 的 情况 慢 样 ， 由 局 部 化 子 范畴 来 分 类 ， 
但 在 许多 有 兴趣 的 特 吻 情 形 ， 曾 经 发 展 了 各 种 技巧 来 党 
所 它们 . 例如 ,“ 小 Giraud 定理 ”(litle Giraud the- 
orem) 就 用 C 上 Grofhendieck 拓扑 来 将 一 个 沙子 范畴 
[C” ,Set] 的 局 部 化 分 类 【[A6]); 更 一 般 地 ， 一 个 任 
意 的 【初等 的 ) ИМАТ (topos ) 5 的 后 部 化 是 由 5 中 
的 Lawvere-Tiermney 岳 扑 来 分 类 的 【[A7]). (t L 
[A8]，Serre 类 的 概念 在 拓扑 斯 理论 上 的 类 似 . ) 对 于 代 
数 范畴 ( 与 更 一 般 的 局 部 可 表现 范 团 ) 的 局 部 化 ， 见 
[А9] 5 [А10]. [A11] 研究 了 一 个 给 定 的 范畴 的 闭 
局 部 化 的 有 序 集 ; 结果 是 ， 在 合理 的 假定 下 ， 这 个 集 
合 是 一 个 满足 一 个 无 限 分 配 律 的 完全 格 (complete 
lattice) . 
参考 文献 
[Al] беле, Ј.Р., Groupes d'homotopis et classes de grou- 
рез abéliens, Ann. of Math., 58 (1953). 258 — 294 
[A2] Popescu, N., Abelian categorics with applications to 
Fings and modules, Асай. Press , 1973. 
[АЗ] Gabriel, Р. and Zisman, М.. Categories of fractions 
and homotopy theory , Springer, 1967. 
[A4] Golan , 1. S., Loolizations of noncomrautative rings , 
M. Dekker , 1975 
[АЗ] Golan Ј. S., Топіоп theoriss, Longman, 1986. 
[A6] Anin, M., Grothendicck, А and Yerdier, J. L , 
Théorie des topos (ЗСА 4, Vol 1). Lecture notes in 
math. , 269, Springer , 1972. 
[А7] Johnstone, Р. Т., Topos theory , Асай. Press , 1977. 
ГАВ] Adelman ，M ，and Johnstone Р. Т., Ѕепе dasss 
for toposs, Bul. Austral, ММ. Soc., 25 (1982), 
03 ~ 15. 
[А9] Boreux, Е. and Van den Возсће, G., Арбала 
localic topos with applications to ring theory, Lectume 
notes in math .，1038 Springer. 1983. 
[А10] Воловик, Е. and Vet. B., Оп the Ieft exactnes of 
orthogonal reflections, J. Рие Ар Alg.. 49(1987), 
3 - 4. 
ТАШ] Boreux, Е. амі Kelly, б. М., On locales of 1oca- 
lizations , 7, Pure Appl. Айз. , 46 (1987), 1 — 34 
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局 部 化 原理 [localization principle ; локализацин принцип | 

对 于 系数 趋向 于 专 的 任何 三 角 级 数 ( ttigonometric 
Series }， 这 个 级 数 在 某 一 点 上 是 收 敏 的 还 是 发 获 的 到 
次 于 所 谓 Riemann 8 8 ( Riemann function) 在 这 一 


ов 


im 


点 匆 领 域内 的 性 状 、 
给 定 的 三 角 级 数 


= + а„авпх + bsinnx 


的 Riemann 函数 F 是 把 这 个 纵 数 积分 殉 次 的 结果 ， 好 


FOOD= 四 二 Ў Quon T Впр, 
局 部 化 原理 可 以 推广 到 系数 不 趋向 于 零 的 级 数 的 

情况 ( 见 [2]) 

参考 文献 


[1] Бари, H. K . Тригонометрические ряды, M.. 1961 
(ЖЗЁЖ: Вашу, М. К., А tratise on trigonometric 
series , Pergamon ‚ 1964). 

|2] Zygmund , A., Trigonometric seris , 1 , Cambridge Univ. 
Pres , 1988 
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局 部 紧 除 环 [locally compact skew - бей; локально ком. 
пактное тело | 

一 个 集合 K, ЖЕ ЕК (skew-field) 的 
КЕН, Л ОВТ ЗЬ ( 见 局 部 紧 空间 ( io - 
caly compact space )). ЁТЕ Я. ШЖК. Ж 
ЗШ а fo Wi zu 05568 ( i ЧЕ ВЯ В 
K = 兵 \0 有 定义 )， 在 给 定 的 拓 扒 下 是 连续 的 ， 因 为 
任意 除 环 机 对 离散 拓扑 中 局 部 紧 的 ， 所 以 假定 下 的 拓 
扑 不 是 离散 的 - 

对 局 部 紫 除 环 的 研究 基于 局 部 紧 群 K, (Ж 
加 群 ) 上 的 Нааг 测度 ( Haar measure ) 的 存在 性 . 设 
只 是 ,上 的 一 个 Haar 测度 , 日 = 天 是 大 中 一 个 
ИЖР РЯ, ШАК 


定义 了 乘法 群 K" 到 正 实数 的 乘法 群 R; 的 一 个 同 坊 
(Ж). БЕХ. £ mod.(0)= 0. 

“ 闪 "函数 满足 不 等 式 

mod, (a + b) < Азир (mod, (a), mod, (Б)), 


其 中 4 > 0 为 常数 . 车 这 个 不 等 式 当 A= 1 时 成 立 ， 
则 称 K 为 非 Archimedes 的 《non-Archimedean )， 或 
超度 量 的 Cultrametric ) , 否则 称 K 为 Archimedes к 
( Archimedean skew-feld ) .一 个 除 环 K 是 Archimedes 
的 ， 当 月 仅 当 它 是 连通 的 ,任何 Archimedes 除 环 都 同 
构 于 实数 域 、 复 数 域 或 四 元 数 除 环 . 

超度 量 除 环 K 是 全 不 连通 的 ( 见 全 不 连通 空间 
(totally-disconnected space )).“ 模 " 函数 决定 了 K E 
的 一 个 非 Archimedes 度量 ， 任 一 这 样 的 除 环 都 是 关于 
某 素数 p 的 有 理 р ЖОЙ О, (K 的 特征 为 0 时 ) 或 
卫 个 元 索 的 域 F, 上 的 形式 震级 数 ( formal power series ) 


LOCALLY COMPACT SPACE 543 


MQ F,{(X)) 的 有 限 扩 张 (K 的 特征 为 p 时 ). R Q, 
( 相应 地 ， 域 F, ((X)j) 位 于 KK 的 中 心 .在 上 述 两 种 
WA, K 分 别称 为 p ВК (p-skew -field) 或 p 域 
Cp-field) ` 

ЕНИ Каян 


= {аєК: той,(а) &1} 


定义 的 唯一 的 极 大 子 坏 R, ЖАЖА АНИ (local 
ring). 它 的 极 大 理想 了 ЖТ 
P={aeK: mod,(a) <1} 


ЖЖ, R 中 具有 模 为 1 Мл. P 是 主 
理想 ( principal ideal). 剩余 类 域 КУР 是 特征 为 p 的 
ж. 

当 p 除 坏 非 交 换 时 ， 它 在 其 中 心 К, 上 的 维 数 是 
下 ,在 K， 上 的 分 层 指 数 为 n， 向 时 ， 存 在 一 个 中 间 
ЖК. Ж K>K,>K,, K, 是 K, 的 一 个 次 数 为 n 
的 非 分 歧 扩 张 ， 并 且 K, 在 KK。 上 的 所 有 自 同和 构 均 由 K 
的 内 自 同 构 诱 导出 来 . 
参考 文献 

[1] Bourbaki, N., Elements of mathematics , Commutative 
акта, Addison - Wesley, 1972 ( 译 自 法 文 ) - 
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局 部 紧 空 间 [locally compact space ; локально бикомпак- 
тное пространство | 

一 个 拓扑 空间 ， 其 中 每 - -点 都 有 一 个 具有 紧 闭 包 
的 邻 域 . 局 部 紧 的 Hausdorf 空间 X 其 完全 正则 空间 
( completely -regular space )， 它 所 有 的 Hausdorf 紧 化 
(compactification ) 构成 的 半 序 集 是 一 个 完全 格 ， 其 极 小 
26.6 Александров 4k: (Aleksandroy compactification) 
а X. 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 类 与 Hausdorff 紧 统 的 开 
子 集 类 一 致 局 部 紧 的 Нашао 空间 X 在 任何 Har 
usdorff 紧 化 bX РАМЕ b xN X 8 — + Hausdorff Ж 
Ж. 任何 连通 的 仿 紧 月 局 部 紧 的 空间 都 是 可 数 多 个 紧 
fz Tm. 

局 部 紧 空 间 最 重要 的 例子 是 n 维 Buclid 空间 . 非 
离散 的 完全 赋 范 除 环 上 的 Hausdorff 拓扑 向 量 空间 
( vector space) E (不 简化 成 零 元 } 是 局 部 紧 空间 的 充 
要 条 件 是 : k 是 局 部 紧 的 , 而 E 是 k 上 的 有 限 维 空间 . 
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5⁄4 LOCALLY CONNECTED CONTINUUM 


【 补 注 】 拓 具 空间 的 染 积 TIxX, 是 局 部 紧 空 间 的 充 要 
条 件 是 : 各 个 坐标 空间 X. 是 局 部 紧 空 间 ， 并 且 陈 和 有 
限 多 个 外 全 都 是 紧 空 间 . 


参考 文献 
ГАЈ] Kelley, 3. 1.., General topology , у. Nostrand 1955. 


мо 147{ 中 详 本 : J. L. 36, — ЗЕ, Pr 
学 出 版 社 ，!1982). ЗЛЕ, ЧЭ Ие 


局 部 连通 连续 统 [locally comected coutimmm ; локально 
связный континуум | 

一 个 连续 统 ， 它 是 局 部 连通 空间 ( locally connected 
space )， 局 部 连通 连续 统 的 例子 有 п 维 立 方 体 ，n = 
0，1,…，Hilbert 立方 体 《Hilbert cube )， 和 所 有 Tk- 
хонов 立方 体 (Yikhonov сфе). ё 


1 
= sin 二 < 
узат .0<х<1, 


的 图 象 利 区 间 [= (00, у): —-1<y<11 的 并 集 给 出 
了 (在 了 的 点 上 } 不 是 局 部 连通 的 连续 统 的 例子 .可 
度量 化 连续 统 是 局 部 连通 的 ， 当 且 仅 当 它 是 Jordan Ж 
尽 下 的 册 线 ( 见 线 (曲线 ) (line (curve)))， 任 何 可 度 
量化 局 部 连通 连续 统 都 是 道路 连通 的 【此 道路 连通 空 
{8] (path-connected space )}， 此 外 ， 这 种 连续 统 K 的 
任意 不 同 两 点 都 包含 于 K 中 一 条 简单 弧 上 、 

Б. А. Пасынков & 白 苏 华 ， 胡 师 度 详 


局 部 连通 空间 [locally connected space ; локально связное 
пространство] 

一 个 拓扑 空间 X, РТО ER x ТЕЕ р 
0,, 存在 一 个 x 的 较 小 的 连通 邻 域 О, P ue a a= 
间 的 任何 开 子 集 前 是 局 部 连通 的 .局 部 连通 空间 的 性 
何 连 通 分 支 都 是 开 且 闭 的 . 空间 X 蚌 馈 部 连通 的 ， 当 
且 仅 当 对 X КИЕТ A) 有 


24, = (04,, 


жш. ав 是 вя, B В 的 闭 包 . 任何 局 部 道 
路 连通 空间 (1осайу path - connected space) 都 是 局 部 连 
通 的 .此 论断 的 部 分 着 命题 如 下 :任何 局 部 连通 的 完全 
度 基 空间 都 是 局 部 道 蹄 连通 的 ( Mazurkiewicz -Moore - 
_ Menger 定理 ( Mazurkiewicz -Moote - Menger theorem) ) . 
17 С. A. Богатый Be 
э] 
参考 文献 
[A1] Kaley, Ј.1.., General topology , у. Nostrand , 1955, 
p. 61 (中 译本 : 7. 1 BDE, — МЕ. FEE 


B. 190). 
ГАЗ] бка, E., Topologcd spaces, Intercienee, 1906, 
SMB. ЗК, фр Ж 
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решетка ] 

同时 是 向 量 格 (vector lattice ) 的 实 拓扑 向 量 空间 
(topologieal vector space) E， 其 拓扑 是 局 部 凸 拓 扯 
(locally convex topology) ， 而 E x E Я) E 中 由 下 式 


(х, у) -* sup(x, у), (x, у) = inftx, у), 
х, уЄЕ, 


定义 的 映射 是 连续 的 . 局 部 格 理 论 中 的 一 般 问题 如 
下 : 研究 拓扑 性 质 与 其 他 性 质 之 间 的 联系 ;特别 大 ， 
在 局 部 凸 格 中 带 与 正 锥 的 拓扑 性 质 以 及 在 局 部 凸 格 中 
完全 性 的 格 性 质 与 拓扑 性 质 之 间 的 联系 . 研究 局 部 凸 
格 的 强 对 偶 的 性 质 和 局 部 格 E 嵌 人 到 它 的 第 二 对 偶 的 
ЕЛЕ. НТИ ЕЕЕ ЯП Ар ЕВН 
的 扩张 理论 - 

局 部 凸 恪 最 重要 的 例子 是 Banach 格 (Banach lt - 
lice). 
参考 文献 

11] Канторович, Л. B., Акилов, Г. П.. Функцональный 
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DFËE1 
参考 文献 
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Ву 5518] [locally convex space; локально выпуклое 
пространство ] 

一 种 实 或 复数 域 上 的 Hausdorff 拓扑 向 量 空间 
(topological vector ѕрасе), Ж ФФ КИЕ — ра 
含 零 元 素 的 一 个 凸 邻 域 ; 2, ШМА E 是 
局 部 凸 空间 ， 当 上 且 仅 当 E 的 拓扑 是 Hausdorff 局 部 凸 
ЗФ (locally convex topology). 局 部 凹 空 间 的 例子 
【而且 也 正 是 在 理论 上 和 应 用 上 重要 的 几 类 局 部 利空 
间 ) 有 峰 范 空间 ( normed space )， 可 数 峰 范 空间 ( cou - 
mtably -normed space) 和 Fréchet 空间 (Fréchet sp- 
асе ). 

从 相应 的 局 部 凸 拓扑 的 性 质 立 即 推出 局 部 凸 空 问 
的 很 多 一 般 性 质 ; 特别 地 ， 局 部 凸 空间 的 子 空间 和 
Hausdorff 商 空 间 ， 以 及 局 部 此 空间 族 的 铬 积 空间 也 是 
局 部 凸 空间 . 设 À 是 指标 的 上 有 向 集 且 {8,: аел) 
是 (同一 域 上 ) 局 部 凸 空间 族 ， 带 有 拓扑 fr 


A 


«ача 


Ре 


аёА}; 设 对 任 一 对 (a, B). a Sg. а. рел. 已 定 
一 个 连续 线性 映射 gof; Е, Е; W 是 积 
IL. E, 的 子 空间 ， 其 中 元 素 x = (x。) 对 所 有 的 x < 
пих. = 9.,(х,), ПЕ ЖЖ {Е 上 
于 {gg} 的 投射 樟 限 ( ( projective limit), H # š 
sma E Rin ЕЁ, ЕРТЕ, е, 7.) 
的 投射 折 朴 ， 这 里 f. 是 投射 ([] ,..Е,) 一 E, 到 子 
空间 EE 的 限制 另 一 方面 ， 假 设 对 任 一 对 (а, р). 
a 所 4， 有 SA， 已 定义 一 个 连续 线性 喘 射 h.,: E 
— Ej; 8 g, 064 Ж Е, ЕН GO... E, 的 典范 
ЖА. Hü H 是 所 有 空间 Е, 在 映射 go g oh. 
下 的 象 生成 的 四 ,。, E. 的 子 空间 ， 这 里 (<, 8) ДОЙ 
4x4 中 满足 ¿< 的 所 有 对 . КЖ H EG. E. 
АНН. ЖЩЗ (@.. E.)!H ЖОК Е,} 
XT АВ! 的 归 # 极 B: (inductive шй), Н 
表 成 Imh, E, 或 Im ` E.. 如 果 (к) 
空间 E 的 学 空间 族 ， 按 包含 关系 有 序 ， 且 对 x 所 
B, 拓扑 rp 在 E, 上 诱导 出 :。， 则 族 {E,} 的 归纳 
极限 称 为 严格 的 (stret) ， 局 部 凸 空间 可 度 重 化 ， 当 
РЫ еті. пот) УГ 
; ЛРЫ Е, ЧА Q 488 —4# Fu E 
(amna 定理 【Kolmogorov theorem )) .局 部 凸 
空间 的 性 一 有 限 纵 子 空间 有 闭 补 子 空间 . 局 部 凸 空间 
的 完全 化 是 局 部 西 空间 ， 且 任 -- 完 全 局 部 凸 空间 同 构 
于 一 族 Banach 空间 的 投射 极 扫 ， 从 一 拓扑 向 量 空间 F 
到 一 局 部 凸 空 间 E 中 的 连续 线性 映射 的 空间 L(F, 
E) 关于 一 个 给 定 的 ЕЖЕ у, ЖИЕ 
包 在 五 中 为 稠 对 ， 自 然 地 周 予 一 个 局 部 凸 空间 的 结构 
(Ж И-КЕ} (operator topology)) .相应 的 拓扑 
中 ， 堆 点 的 一 个 邻 域 基 是 集 族 [/:/є L (F, E), f(s) 
сү}, £ s ДОМ Уул V ON E фу — 4 4583 . 
局 部 凸 空间 理论 中 的 中 心 课题 (也 是 拓扑 向 量 空 
亲 理 论 中 的 中 心 课题 是 研究 这 种 空间 与 其 对 偶 或 伴 
随 空 间 (adjoint space) 的 关系 ， 对 局 部 凸 空间 ， 这 种 
Ж} PE (duality ) 理论 的 基础 是 Hahm - Banach 定理 
_ (Hahn -Banach theorem)， 特 别 地 ， 由 此 可 推出 ， 如 
Ж 巨 是 局 空间 ， 则 其 对 偶 ЕЛЕ E 的 点 . 
局 部 凸 空间 晨 论 中 的 一 个 基本 的 部 分 是 局 部 凸 空 
间 中 的 兹 凸 集 理论 ， 局 部 凸 空间 5 中 涂 紧 和 集 K ni 
包 co K 和 凸 平衡 包 【 亦 见 平衡 集 (balanced set )) 是 
准 紧 的 ;如 果 E 也 是 拟 完全 的 ， 则 天 ñ) Bln t o K 
和 它 的 闭 捉 平衡 包 是 紧 的 . 如 果 4 和 K Ч 
间 中 不 相交 非 空 凸 子 集 ， 当 А 是 闭 集 而 KK 是 紧 集 时 ， 
则 存在 号 上 连续 实 线性 活 函 (Jinear functional) f, 
使 得 对 某 实数 a， 对 所 有 的 xeA4, ує К, Ж, f(x) 
>к, Лу) < wx 分 别 地 成 立 ， 特别 起， 局 部 凸 空间 中 
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ЗЕРЕ 4 是 所 有 包含 它 的 闭 半空 间 的 交 ， 一 个 闭 
dg А АРЗА Я В 称 为 А 的 面 .face) 或 器 
ЁЁ (exbemal subset) ， 如 果 А 中 闭 线段 有 内 点 在 В 
中 则 完 余 落 在 B 中 ; 一 个 点 хел 称 为 Á 的 端点 
(extreme point]、 如 果 集 合 {x} 是 АЮШ. ШЖ K 
是 局 部 凸 空间 E h ЖЕН 9,K 是 它 的 端点 的 集 
合 ， 则 以 下 条 件 对 于 集合 X = 天 是 等 价 的 : 1) 56 x= 
K; 2) X> ,K; 和 3) 对 刁 上 任意 的 连续 实 线性 证 
8 f, sup f (X) =supf(K). #188, сод, K= K 
( Крейн.Мильман 定理 《Kem -Mil man tbeorem )) , 
集合 Ə,K 按 诱导 拓扑 是 Baire 空间 ( Вайс space) 
( 即 任 一 在 ,KK 中 秽 密 的 8,K 的 开 子 集 序列 的 交 
在 5. 炎 中 秽 密 ) ， 且 对 任 一 xeK， 存 在 K FE 
率 测 度 р, А х,а (у 而 在 所 有 与 9.KK 
ЖЗ Ваше 子 集 X< K 上 测度 ú 为 0( 如 果 К 
可 度量 化 ， 则 ас, К) = 1) (Choquet 定理 (Chodquet 
theorem )) ， 局 部 严 空 间 中 紧 凸 集 天 到 自身 中 的 任意 
连续 瞻 射 有 不 动 点 { Schauder -Тихонов 定理 (Schau - 
der-Tikhonov theorem)); 天 到 自身 上 的 连续 仿 射 变 
0036848848 (f) 天 到 自身 上 的 连续 仿 射 变换 的 等 度 连 
Ж) 有 不 动 点 (Марков - Ж 05 8 (Мажоу- 
Какшалі theorem). O 

局 部 凸 空间 理 沦 的 一 个 十 分 重要 的 分 支 是 局 部 凸 
空间 上 线性 算 子 理论 ; 特别 地 ， 紧 (又 称 完全 连续 ) 、 
核 型 和 Fredholm 算 子 ( 见 紧 算 子 (compact opera - 
tor): Fredfoolm J T ( Fredholm operator); 核 型 算 子 
(nuckar operator )) 的 理论 ， 在 局 部 凸 空间 理论 中 ， 
闭 图 象 和 开 喘 射 定理 有 深远 的 推广 ， 局 部 凸 空间 E 称 
ят (approximation property), #m# Е #9] 
ТАНЕВ Е Sl 自身 中 的 有 限 秩 过 续 线 性 
映射 在 E 的 准 紧 集 上 一 致 这 近 ， 如 果 一 局 部 凸 空间 有 
禹 近 性 质 ， 则 它 有 另外 若干 值得 注意 的 性 质 ， 特 别 地 ， 
在 这 样 的 空间 中 任 一 核 型 算 子 有 一 唯一 定义 的 迹 
(trace)， 存 在 无 逼近 性 质 的 可 分 Banach 空 间 ， 但 有 
Schauder 基 的 Banach 空间 和 Hilbert 空间 的 投射 极限 
的 子 空间 必 有 逼近 性 质 ， 这 个 性 质 的 某 些 变形 在 完全 
连续 和 Fredholm 算 子 理论 中 是 值得 注意 的 . 

在 局 部 点 空间 理论 中 ， 与 局 部 凸 空间 及 其 映射 的 
范畴 以 及 此 范畴 的 某 些 子 范 轩 的 研究 相 联 系 的 同调 代 
数 的 方法 起 着 显 沟 的 作用 - 特别 地 ， 同 调 方法 使 有 可 
能 解决 许多 与 线性 呐 射 的 扩张 相 联系 的 问题 以 及 与 到 
一 给 定 空间 的 这 样 的 线性 映射 的 存在 性 相 联 系 的 问 
题 ， 它 把 一 个 映射 提升 到 这 个 空间 的 商 空间 ， 也 使 有 
可 能 研究 与 空间 E 和 F 的 完全 性 有 联系 的 高 空间 E / 
F 的 完全 性 性 质 ， 

局 部 凸 空间 理论 中 其 他 的 重要 问题 是 : 取 值 在 局 
部 凸 空间 ( 通常 为 桶 型 空间 ) 中 的 向 量 值 函数 的 积分 
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АЁ; 局 部 凸 空间 之 问 的 非 线性 哑 射 的 微分 理论 : Ja 
部 凸 空 间 鸥 拓扑 张 县 积 理论 以 及 Fredholm $ + 6 
理 算 子 厘 论 ， 有 很 多 特定 类 型 局 部 是 空 间 航 详细 埋 
论 ， 如 橘 型 空间 ( barrclled space ) ， 疝 空间 ( 在 其 上 
任 一 在 有 界 集 上 有 有 界 的 半 范 数 着 连续 的 ) ， 自 反 和 半 
= 对偶 中 的 典范 碧 射 分 别 是 拓 
核 型 空间 (nuckar space ) 等 


扑 同 构 或 线性 同 构 ) ， 
等 . 
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【 补 注 了 局 部 凸 空间 在 遍及 分 析 学 的 诸 领 域 中 估量 出 
现 ， 如 测度 和 积分 理论 ， 单 变量 ， 多 变量 或 丘 穷 多 变 
量 的 复 分 析 ， 偏 微分 方程 ， 积 分 方程 ， 通 近 论 ， 算 了 
和 谐 志 论 ， 以 及 报 率 论 ， 许 多 序列 空间 ， 全 纯 画 数 、 
连续 函数 或 可 测 画 数 的 空间 ， 测 度 空间 ， 检 验 函 数 和 
广义 函数 的 空间 有 自然 的 局 部 凸 拓扑 . 

强 有 力 的 局 部 凸 空间 的 对 偶 理 论 提 供 了 一 个 重要 
工具 ， 把 关于 空间 (或 关于 局 部 凸 空间 之 间 的 线性 算 
ZDA FA нш. АЯР Ж F 

ЭЖ ЗЕ ЖАЛИ ЖЕ ЯЙ (bipolar theorem ) ( Haha -Bamach 
定理 ( Hahn -Banach theorem ) 0—9), Alaoblu - 
Bourbaki 定理 ( AlaoBju -Bourbaki theorem ) (关于 对 
偶 中 的 等 度 过 续集 ) 和 Маскеу -Arers 定理 (Массу - 
Arens theorem ) (刻画 与 给 定 的 对 侈 对 咎 容 前 拓扑 的 
特征 ) :借助 于 对 偶 理 论 ， 能 赋 究 线性 算 子 的 满 射 性 


质 和 连续 线性 右 刘 的 存在 性 〔 引 向 偏 微分 方 积 的 解 算 
子 ) ， 想 到 这 些 应 用 ，B. П. anawonoa 发 展 了 同调 
ЭЁ. 拓扑 利 外 因 型 性 (bomology ) 之 问 存在 抽象 的 
对 偶 尾 ， 而 等 度 连 续集 提供 子 紧 论 (compactology ) 的 
Б Сла 
局 部 西 空间 的 经 典 绪 构 理论 的 一 部 分 可 以 看 成 
( 基本 的 ) Banach 空间 ( Banach space ) 理论 及 其 主要 
定理 (它们 通常 是 Нап -Banach 83228 4 Baire 范畴 定 
ËB (M, Вале 定理 (Baire theorem)) 的 推论 ) 的 推 
J”, 这 方面 前 发 展 导 致 引信 一 些 特殊 类 型 的 局 部 西 空 
问 ， 其 中 最 本 要 的 类 是 : Frtchet 空间 和 (ОР) 空 
间 ， 本 型 空间 和 有 界 型 空间 ， 自 反 空 间 ，(LF) 空间 
(Яр Frkehet 空间 的 可 数 们 纳 概 根 ) ， 核 型 空间 ，Sch - 
wartz 空间 和 Monte] 空间 ， 
拓扑 张 量 积 是 作为 一 种 工 其 引进 ， 用 以 全 究 算 子 
空间 和 矢量 值 函 数 与 矢量 估 广 义 枉 数 的 空间 . A. Gro- 
thendiek [A4] 在 这 方面 探讨 了 核 型 空间 并 提出 了 通 近 
问题 ， 它 已 被 P. Enfo [10] 解决 ， 他 给 出 了 无 近 近 
性 质 的 Banach 空间 前 第 一 个 例 寺 ， 此 后 ，A，Szan- 
kowski 证 明了 一 个 Hibert 空间 上 所 有 有 界线 性 算 子 
的 空间 无 通 近 性 质 . 
除了 紧 凸 集 外 《Choquet ЯНЕ ЖИР 
重要 应 大 ) ， 也 对 胃 紧 集 作 了 研究 ( 见 [A3]) . 
参考 文献 [A5] — ГАВ] 是 关于 局 都 凸 空间 和 对 偶 
理论 的 一 般 性 专 瓣 .[A1], [A9] 和 [Al0] 专用 于 更 
特定 的 论题 而 [AZ] 是 关于 丘 穷 维 全 纯 论 及 其 与 局 
ЕЛЕ ШЕЖЕ ИЕ Ж. 
参考 文献 
САТ) DeWilde. M. , Closed graph theorems and webbed sp - 
айз, Pitman, 1978. 
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РАЗ] Flomt, К., Weakly compact ses, Lectur notes in 
иһ ., 801, Springer . 
[A4] Grothendieck, А., Produits tensoriels topologiques et 
©рабв nucléaires, Amer, Math. Ѕос., 1955. 
[А5] Grothendieck ，A .. Topological vector spaces , Gordon 
& Вас, 1973 ( 译 自 法 文 ) 
ГАБ] Horvith, J., Topological vector spaces and distribu - 
tions, 1, Addison - Wesky , 1965 
1A7] Jachow. H., Locally convex spaces. Teubner, 1981 
( 译 自 德 文 ) . 
[АЗ] Kithe С., Topologscal vector spaces, 1-2, $рпп- 
ваг, 1969 — 1979. 
[A9] Ри Сапеаз. Р. and Bonet J., Barcled locally 
Солуех spaces, North - Hollanë , 1987 
[АТО] Schmets, J, Espaces de fonctions continues , Lecture 
notes mm math., 519, Springer 1976. 
ГАТ] Choque, G.. Lectuns on analysis, 1 一 3，Benja - 
mmn, 1969. NER W жиле 


局 部 凸 括 扑 [locally cosvex topology ; локально выпуклая 
топология ] 

实 或 复 拓扑 向 量 空 间 (topologcal vector space) EÉ 
上 这 样 的 (不必 是 Hausdorff 的 ) ЖК т, Аято 
ЖЕ, А E 中 线性 运算 甘于 是 连续 的 . 向 最 
空 问 E 上 的 局 部 凸 拓扑 可 解 忻 地 让 一 族 半 范 数 (semi - 
norm) {р,: А} ЖХ, 此 拓扑 共有 有 拒 如 
{п UY 的 集合 组 成 的 零点 的 邻 域 基 ， 这 里 ъан 
然 数 而 U 是 形 如 {xeE: p.(x)S1) (xe А) 的 集合 
的 所 有 有 限 交 ;这样 的 еен» 的 生成 于 
( generator ) 或 者 说 和 .内 给 定 的 局 部 凸 拓扑 在 向 
重子 空间 上 诱导 的 括 扑 、 вен ї E BJ 8 TE k 55 8; 
"КИНИ AS EJES BE ИК, 拓扑 向 量 空间 E 
上 的 一 个 拓扑 z 是 局 部 凸 拓扑 ， 当 具 仅 当 * 是 伴随 空 
间 Ladjoint space ) E” 的 等 度 迷 续 子 集 上 的 一致 收 全 
( uniform convergence ) 拓扑 . 

Ë ЕЛ E,,%€ A, ЖЕЖ СЕВ, 8 
(分 别 地 go) 是 ЕЮ ЕФ (А, Е 到 E 
Ф) НДЕН т. 是 (иел) БАН. Е 
上 使 所 有 /, E 8) (Е, т,) ЖИИ Ж 
拓扑 称 为 E 上 关于 族 { (BE。， т, fa): аел) 
投射 拓扑 〔 projectiwe topology ) ， 投 射 拓 扑 是 局 部 凸 
拓扑 特别 地 ， 在 -给 定向 量 空间 上 一 族 局 部 凸 拓扑 
的 最 小 上 界 ， 子 空间 上 的 诱导 条 扑 和 局 部 是 拓扑 的 姜 
积 拓扑 是 投射 拓扑 ( 因而 是 局 部 凸 拓扑 ) .EE 中 使 所 
有 gs, «ЕА, ЈЕ (Е, т.) 到 E 中 连续 映射 的 最 强 
ЖИЕК E ЕЖЕ СОЕ, т, р): авл} 
的 时 纳 拓扑 《inductive topology ) 、 特 别 地 ， 给 定局 部 
本 痢 扑 的 往 丘 扑 和 局 部 四 拓扑 的 直 和 拓扑 是 归纳 拓扑 
(因而 是 局 部 凸 拓扑 】.， 投射 和 归纳 局 部 凸 拓扑 概念 
使 得 有 可 能 在 局 部 四 空间 及 其 线性 贞 射 前 范畴 中 定义 
投射 极限 和 归纳 极限 运算 
参考 文献 
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529] 
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ГАІ] Kéthe, G. , Topologica voctor space, 1. 
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АВАН В М [locally finite algebra ; локально конечная 
алгебра ] 


其 每 个 具有 有 限 多 生成 元 的 子 代数 均 在 其 基础 域 


ный анализ, 2 изд,, M., 


Springer, 
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上 上 有 有 限 维 救 的 代数 . 

将 局 部 有 限 代数 表 作 有 限 维 子 代 数 升 链 的 于 集 是 
方便 的 . 局 部 有 限 代 数 类 关于 起 同 态 象 筑 转移 到 于 代 
数 都 是 封闭 的 . 如 果 限 于 考虑 结合 代数 ( 见 结合 环 与 结 
合 代数 (associative rings and algebras))， 则 由 局 部 有 限 
代数 通过 局 部 有 限 代 数 的 扩张 还 是 忆 部 有 限 代 数 . 因 
її. 在任 一 代数 中 ， 所 有 局 部 有 限 理 想 之 和 是 一 个 包 
食 全 部 局 部 有 限 理想 的 最 大 局 部 有 限 理想 ， 被 称 为 局 
部 有 限 根 (locally finite radical) . 

“在 络 合 的 情形 下 ， 任 -局 部 有 限 代数 部 是 代数 的 
( 见 代 数 的 代数 Calgebraic аргыга). 反之 则 未 必 ( 见 
[6]) . 然而 ,满足 多 项 式 恒等式 的 代数 的 代数 是 肩 部 
有 限 的 . 代数 的 可 除 代数 是 否 必 为 局 部 有 限 的 仍 不 清 
Э (1989). 有 有 一 个 猪 测 : 有 限定 义 的 代数 的 代数 是 有 
限 纵 的 .局 部 有 限 的 结合 代数 的 Jacotson 根 与 其 上 谣 
零 根 重 合 . 局 部 有 限 的 Jordan 代数 的 Jacobson 根 也 是 
一 个 许 零 理想 . 特征 非 2 域 上 有 界 指数 (所 有 元 素 的 极 
小 零 化 多 项 式 的 次 数 一 致 有 界 ] 的 每 个 灾 错 或 特殊 
Jordan 的 代数 的 代数 ( 见 Jordan 代数 (Jordan algebra) ， 
代数 的 代数 {algebraic algebra) ) 是 局 部 有 限 的 . 可 解 的 
代数 的 Lie 代数 (所 有 元 素 的 内 导 子 都 是 代数 的 ?是 局 
部 有 限 的 .有 界 指数 的 代数 的 Lie 代数 ( 见 代数 的 Le 
代数 (Lie algebra, algebraic)) 是 局 部 有 限 的 。 
参考 文献 
{ 1] Jacobson, N., Slmcture оѓ Tings, Amer. Math .Šoc. , 1956. 
[ 2] Немеп, ., Noncommutative rings, Math Азос.Алкт., 
1968. 
[3] Ширшов, А. И., 
394. 
[4] MceC'immon. K., The radical of а Jordan реба, Proc 
Nat. Асай. Set. USA, 62 (1969), 671— 678 . 
[5] Лю Шао-сюз, { Матем, 06}, 39 (1956), 3 , 385—396. 
[6] Голод, Е.С., «Изв. АН СССР. Cep. матем .}, 28 
(1964), 2.273 —276 . В.Н, Латышев JE 
【译注 ] 
参考 文献 
[Bi] 刘 绍 学 ， 一 类 局 部 有 限 代数 的 Wedderbum 结构 定 
理 ， 数 学 学 报 ，23 (1980), 942 – 952. 
яле ж 牛 风 文 W 


& Матем. c6.», 41 (1957), 3. 381— 


АЕ НИЗ [ cally finite covering ; локально конечное 
покрытне ] 

由 拓扑 空间 的 子 集 组 成 的 该 空间 的 一 个 覆盖 (М 
Ж ( 集合 的 ) (covering (of a set)))， 使 得 每 个 点 都 有 
一 个 邻 域 ， 只 与 该 覆盖 的 有 限 多 个 元 素 相交 从 直线 
的 舞 个 开 材 盖 中 并 不 是 都 能 选 册 一 个 局 部 有 限 锋 盖 : 
这 只 须 考 增 长 度 无 限 增 大 的 、 单 调 的 区 间 序 列 即 知 . 原 
来 ， 从 空间 的 任何 开 覆 盖 中 选 出 一 个 局 部 有 限 覆 盖 的 
可 能 性 等 价 于 空间 的 紧 性 (compactness ) .局 部 有 限 这 
ТИНА ЕЕЕ АН НТО Е. бопе 
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定理 (Stone theorem ) 说 ,任意 度量 空间 ( metric space ) 
的 任何 开 覆 盖 均 可 加 绷 为 一 个 局 部 有 限 材 盖 . 具有 上 
述 性 质 的 Hausdorff 空间 就 称 为 仿 紧 空 间 ( paracompact 
space ) ， 局 部 有 限 著 益 之 所 以 重要 ， 不 仅 是 因为 用 来 定 
义 仿 紧 性 ， 除 此 以 外 ， 局 部 有 限 这 个 要 求 、 在 维 数论 
的 蘑 紫 结 均 以 及 在 各 种 加 法 定理 的 陈 注 与 证 明 中 ， 都 
起 着 本 质 的 作用 ， 正 则 空间 (regular space) 中 存在 一 
个 由 可 数 多 个 局 部 有 限 开 覆 盖 合 并 而 成 的 基 这 一 条 件 
等 价 于 空间 的 可 度量 化 ， 正 规 空间 (nomal space) 的 
局 部 有 限 开 殉 盖 可 以 用 来 均 造 该 空间 上 从 属于 该 覆盖 
的 单位 分 划 ， 特 别 是 ， 利 用 单位 分 划 可 以 构造 把 流 形 
BRA. Euciid 空间 的 标准 映射 ， 耶 盖 的 局 部 有 限 性 这 一 
жоК БИЗНИ ЖЁН АЖ. 空间 的 -个 
ЖЕШ И spf R B ЖК ЖЕРИК БОРЯ ° 充分 多 的 
£, КЕШ ШЕНӘ. n R ETIS АО ЕУР 
338 JJ 8129 ЙН RUN S, ДЖАЗ PLE Dr E > Bl 
Bn 18 8 Bb К, Е, ИЮ 
部 有 限 性 同样 定义 ， 一 个 特例 是 离散 集 族 (diserete fa- 
таш of зев): 即 是 整个 空间 中 符 一 点 都 有 一 个 邻 域 
至 多 与 该 族 中 一 个 元 素 相交 ， 离 散 族 在 研究 空间 中 的 
分 离 性 时 很 重要 . 例如 ， 和 集体 正规 空间 的 特性 是 ， 任 
何 离散 的 集 族 都 可 以 由 离散 的 名 域 族 分 离开 ， 把 局 部 
有 有 限 的 集 族 组 合 扩充 为 局 部 有 限 的 开 集 族 这 个 问题 与 
上 述 条 件 有 直接 的 联系 ， 
参考 文献 
[1] Engelking, R., General topology , PWN , 1977 , 
12] Архангельский, A. B., Пономарев, В.И., Основы 
общей топологии в задачаҳ и упражнениях, М., 1974 
[3] Alexandroff , Р., Sur ks ensembles de la premikre азе 
et ]es spaces abstraits, С. К. Ard. Sa. Paris., 178 
(1924), 185 — 187. 
14] Stone, А. Н., Paraoompactoess and product spaces, 
Вий. Amer. Ман. Soc., 54 (1948), 977 - 982. 
15] Michael, E. A., А note on paracompact spaces , Рәс. 
Arer Math. Soc., 4 (1953), 831 — 838. 
А. В. Архангельский JE 
ИМЕ] 窗 问 关上 的 单位 分 划 (partition of anity) 是 
指 一 族 连 续 阔 数 {/},, 把 ХОЖА [0,1], 使 得 对 所 有 
的 хєх, ж Уу, f(x) = 1, 单位 分 如 称 为 从 奉 于 覆盖 
п, ЯЛЕ {47'[(0,1]] 1 жоп 的 加 细 
一 个 (局 部 有 限 的 ) (Ж) 集 族 (U) 是 (局 部 
有 限 的 ) 集 族 LF.) 的 组 合 扩张 ( combinatorial exien- 
sion)， 如 果 对 所 有 的 了 有 E.S U,， 并 且 对 任何 指标 
集 г. Ов, = Ф ж O u,= 0. 
参考 文献 
ГАР Burke. D K , Covering properties, in К. Kuncn and 
+. E. Vaughan (ods.); Handbook of Sct-Theoretic 
Topology , North-Holland , 1984, Chap: . 9; 347—422 


[译注 】 单位 分 划 的 定义 通常 如 下 : жааай 
(fa: X—-10,1], ws ужы х 上 的 单位 分 旭 ， 如 果 
(CD ((xeXIf.G 07| авл) 是 六 的 一 个 局 
部 有 限 的 闭 要 盖 . 
(2) 对 所 有 的 xeX # у /,(х)=1 


ЯС) 保证 У у(х) ГВП. Анир. 白 苏 华 译 


局 部 有 限 集 族 [locally finite family of sets; Локально 
конечное семейство множеств], РТР 
一 个 集 族 F, 使 得 空间 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 只 和 
下 的 有 限 多 个 元 素 相交 、 局 部 有 限 的 开 集 族 与 局 部 有 
ВЈЕРЕ ЗИК Е. 例如 ， 正 则 空间 (regular space) 
可 度量 化 的 完 要 条 件 是 ， 该 空间 有 一 个 基 ， 可 以 分 解 
为 可 数 多 个 局 部 有 限 族 ， 度 量 空 间 ( metric space) 的 
任何 开 材 盖 均 可 加 细 为 一 个 局 部 有 限 开 材 鞭 ， 具有 这 
一 性 质 移 空间 称 为 仿 紧 空 间 《 paracompact spaoe ). 
A. В. Архангельский {# 


【 补 广 】 ЯЛАА И # ( locally finite oovering). 
АЖЕ. АЭК Ж 


启 部 有 了 恨 群 [localy finite group; локалыю конечная 
груша] 

每 一 有 限 生成 子 群 骨 有限 的 群 . 任意 局 部 有 限 群 
是 一 个 扭 群 ( 见 周 期 群 ( periodic group))， 但 反之 未 
必 成 立 ( 见 Burnside 问题 (Bumside probem)). 一 个 
局 部 有 限 群 被 另 一 局 部 有 限 群 的 扩张 仍 是 局 部 有 限 群 ， 
满足 子 群 ( 甚至 是 Abel Tš ) 的 极 小 条 件 的 每 个 局 部 
有 限 群 均 包 含 一 个 指数 有 限 的 Abel T ([3)) ( 见 
具有 有 限 性 条 件 的 群 (Broup with a finiteness condi- 
tion))， 一 个 其 Abel 于 群 具有 有 限 秩 ( 见 群 的 秩 (rank 
of a group )) 的 局 部 有 限 群 本 身 亦 具 有 有 限 秋 ， 目 包含 
一 个 有 限 指数 的 局 部 可 解 子 群 ( 见 局 部 可 解 铬 { locally 
solvable ртоир)). 
参考 文献 

ГІ Курош, A. Г., Теория груш, 3 изд,, M., 1967 
《中 译本 : 全 . 工 . 库 洛 什 ， 群 论 ， 上 ， 下 ， 高 等 教育 出 
KH. 1987. 1982) 

[2] Черников, С. Н., & Успехн матем, наук». 14 
(19599), 4 — 96. 

13] Шункв, В. П., 
5, 579 — 615 

14] Шунков, В. П., & Алгебра w логика, 10 (1971), 
2, 199 - 225. 
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局 部 有 限 半 群 [localy finite semi--group; локально ко- 
нечная nonyrpynna] 


ВЕЕ ЛЕ Гаа ГТ МЕ. 局 部 有 限 半 
大 起 一 个 周期 半 群 { periodic semi -group ) ( 亦 称 握 半 


Ж). 反之 未 必 成 立 : ДЕ Ж fE 384; АА 
(Ж, Burnside 问题 (Bumside probem))， 早 在 群 的 
Bumside 问题 解决 之 前 ， 在 谢 零 半 群 类 ( MORE SE 
(тй semi-group )) 等 一 些 与 群 相差 甚 远 的 半 群 类 中 就 
构造 出 了 非 局 部 有 限 的 扭 半 群 的 例子 - 例如 ， 一 个 具 
有 由 x' = 0 给 出 的 繁 中 的 两 个 生成 元 的 自由 半 群 ， 以 
及 具有 由 x: 二 0 给 出 的 艇 中 的 三 个 生成 元 的 自由 半 群 
都 是 这 样 的 半 群 。 进 一 步 地 ， 对 于 其 些 类 型 共 半 群 、 周 
期 性 和 局 部 有 限 性 条 件 是 等 价 的 .一 个 平凡 的 例子 是 交 
换 半 群 . 局 部 有 限 半 群 的 一 个 带 ( 见 半 群 的 带 《band 
of semi-groups )) 本 身 也 是 一 个 局 部 有 限 半 群 ([1)]. 
进一步 地 ， 一 个 具有 局 部 有 限 群 分 解 的 半 群 是 一 个 局 部 
有 限 半 群 ， 特 别 地 ， 等 等 半 群 (idempotents , semi -group 
ОГ) 是 局 部 有 限 半 群 ([7])， 如 果 л 是 这 样 一 个 整数 ， 
使 得 任意 满足 x" = 1 的 群 都 是 局 部 有 限 的 ， 则 任意 满 
Ë х" = х 的 半 群 都 是 局 部 有 限 的 ([6})， 具有 局 部 
有 限 半 群 分 解 的 半 群 未 必 是 局 部 有 限 半 群 ([3])}， 但 
ШЖ о 是 半 群 S 上 的 一 个 同 余 关系 ， 使 得 商 半 群 8/p 
和 每 个 成 为 子 半 群 的 p 类 都 是 局 部 有 限 的 ， 则 5 是 一 
个 局 部 有 限 半 群 ( 见 [4], [5]); 特别 地 ， 一 个 局 部 有 
限 半 群 被 男 一 个 局 部 有 限 半 群 的 理想 扩张 仍 是 一 个 局 
部 有 限 半 群 . 如 果 8 是 体 上 纯 阵 的 一 个 周期 半 群 ， 且 
其 所 有 的 子 群 都 是 局 部 有 限 的 ， 则 S 是 局 部 有 限 的 
Ся. [8]). 这 蔓 涵 车 任意 域 上 矩阵 的 周期 半 群 是 局 部 
有 限 的 . 
当 3 为 一 个 城 上 矩阵 的 对 期 可 逆 半 群 时 ， 如 果 其 
所 有 元 素 的 周期 ( 见 单 沉 半 群 ( monogenic semi -group )) 
一 致 有 界 且 不 能 被 域 的 特征 整除 ， 则 5 ER) ([2]) 
参考 文责 
[1] Шенрин, Л. Н., @Докл. АН СССРУ, 162 (1965), 
4,770 — 73. 
[2] Шнепгрман, Л. Б., Изв. АН БССР. Сер 
физ. матем, науку, 4 (1976), 4, 22 ~ 28. 
(31 Вюмт, Т. С., Оп Jocaly finite semigroups , Uk 
Mat. Zh., 20 (1968), 6, 732—738 
[4] Brown, Т. C., А semigroup urion of disoint locally 
finite subsemigroups which Б not localy finite, Pacific 
+. Math. , 22 (1967), t, ll — 14. 
15] Brown, Т. С., Ап itemsting combinatorial method ir. 
Ње theory of locally finite semigroups, Pacific J. Math , 
36 (1971), 2, 285 — 289. 
16] Gmen, J. А. and Res, D. ‚ On semi - groups in which 
x= x, Proc. Cambridge Philos. 5ос., 48 (1952), 1, 
35 – 40. 
[7] McLean, D., ldempotent semigroups, Атт. Math. 
Monthty, 61 {1954), 2, 110 - ИЗ 
18] MeNavghton, К. and Zaicstein, Ү., The Bumside 
problem {ог semigroups, J. of Algebra. 34 (1975), 2, 
292 — 299. 
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局 部 平坦 能 入 [locaBy flat imbedding ; локально плоское 


вложенне ] 

一 个 拓扑 流 形 M = M" 到 另 一 个 拓扑 流 形 N = 
М" РЇНЄ A. ( 见 滥 入 ( immersion ))9， 使 得 对 任意 点 x 
ем, 有 x ФЕ U 及 N 中 点 qx 的 坐标 令 域 
中 的 坐标 卡 ， 在 其 中 ，g 在 上 的 限制 将 U 线性 
的 映 到 V. 换言之 ，4 在 适当 的 化 标 系统 中 是 局 部 线 
性 的 .等 价 地 ， 存 在 点 xe M 的 邻 域 ОЖ qxe N 
的 邻 域 У, НАТ СУ, qU ) 能 被 同 胚 地 映 到 标准 的 偶 
х (р, р") 或 (D",D"), 其 中 D: 是 空间 R* 的 中 心 
在 原点 的 单位 球 而 D' 是 该 球 与 半空 间 x 之 0 
的 交 ， 

圆 和 弧 到 平面 中 的 任 合 嵌 人 是 局 部 平坦 的 ， 然 
їй. ЖЖ ЛАН Ж АНИ И 02 ЖКА ВЕ 
3) F (ЖЗЕЙНИА. ( wikl imbedding); 野生 球面 (wild 
Sphere )) 任何 光滑 嵌入 在 光滑 意义 下 是 局 部 平坦 的 
【 那 就 是 ， 在 定义 中 ， 坐 标 可 以 选 成 光滑 的 ) .一 个 分 
片 线性 嵌入 不 需 朗 启 部 平坦 ， 不 仅 在 分 片 线 性 意义 
下 ， 而 且 甚至 不 必 在 拓扑 意义 下 ， 例 如 ， 在 边界 面 R: 
中 的 闭 多 边 形 纽 结 上 的 顶点 在 Ri ШЙ. 当 n 4 
和 m # n 2 时 ， 对 一 个 电 部 平坦 的 工人 有 同 伦 判 别 
准则 :对 每 个 点 хем 及 点 qx 的 邻 域 О, 存在 邻 城 
ИСО, 使 得 V9M 中 的 任何 闭路 同 伦 于 UN4M 中 
ВО 《局 部 单 连 通 性 )， 如 果 m= n- 2, 那么 这 样 的 
判别 准则 对 n 24 成 立 ， 但 实质 上 更 加 复杂 当 
т=4 时 ， 何 题 尚未 解决 (1989). 当 m=n 一 1 和 
m =n 2 时 ， 局 部 平地 虐 人 有 一 个 拓扑 的 法 上 (nor- 
mal bundle). А. В. Чернавский f 
Сан: 
参考 文献 

[A1]Cantml, J. С. and Edwads, C. H., Jr. (eds .): 
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局 部 自由 群 [locally free group; локально свободная 
груша) 
其 每 个 有 限 生 威 子 群 细 自 由 的 群 (ра 
( finitely 、generated group );， 自 由 群 (бее group))， 因 
此 可 数 的 局 部 自由 群 是 自由 子 群 的 一 个 升序 列 之 并 集 . 
局 部 自由 群 称 为 具有 有 有限 牧 n， 如 果 其 任意 有 限 
子 集 此 包含 在 一 个 悉 n АВТ, Н n 为 满足 
该 性 质 的 最 小 整数 ， 局 部 自由 群 的 类 对 于 取 自 由 积 是 
封 肝 的 ， 而 有 限 秩 的 局 部 自由 群 的 自由 积 的 秩 等 于 各 
因子 的 秩 之 和 ， 
参考 文献 
11] Курош, А. Г., Теория груш, 3 ma., М., 1967 
《中 译本 : А 械 . 库 洛 什 ， 群 论 ， 上 、 下 ， 高 等 教育 
出 版 社 ，1987，[982 ) . 
A. Л. Шмелькин # + 杰 译 石生 明 校 
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局 部 自由 层 [locally free sheaf; локально свободный ny- 
чок 

аааз ноо ов а И (ae- 
af). Яй), P ( X е) EESESRSSIB] ( ringed space ). 
4x 上 的 模 民 v 称 为 局 由 的 (Ioealy free ), 如 果 对 外 
个 点 xeX 存 在 一 个 开 名 莽 [rc X,xe U, 使 得 Уи 
КИЙ |, 是 су 上 的 自由 模 去 ， 也 就 是 说 它 同 构 于 
НЯ е, 的 复 本 所 构成 的 集合 1( x) 的 直 和 . 如 
Ж XX 是 连通 的 ，1{x ) E n ЯТ, А n 
与 点 x 无 关 ， 称 为 局 部 自由 民 .的 秩 . kE X Еп 
МАА, Е, Д ,了 是 n 秩 局部 自由 
层 , 反之 ， 对 每 个 n 秩 局 部 自由 层 у, ЖЕ ХЕЙ ПЖ 
ЮЖ, И, 使 得 是 了 的 截面 的 芽 屋 ( 见 [1],[2]). 所 
以 在 n 秩 局 部 自 出 层 的 间 构 类 与 ХЕ n IB] БАЙ 
构 类 之 间 有 一 个 自然 的 一 一 对 应 . 

И. Хн 维 光 滑 连 通 代数 策 ， 则 正则 微分 形 
式 的 层 о, 是 n 秩 局 部 自由 层 ， 

设 连通 仿 射 概 形 (affine scheme) X = Spec А Ë 3 
Жн 4 的 谱 { 见 环 的 谱 (spectrum of a ring)), е BE n 8k 
局 部 自由 层 ，M = T (X,) E + КЕК АШ. 
则 АЖ M 是 投射 的 ， 而且 映 射 у ГОХУ) ут 
n 秩 启 部 自由 层 的 同 构 等 价 类 的 集合 与 n 秩 投射 4 
模 的 同 构 等 价 类 集合 间 的 一 一 对 应 关系 〔 见 [2]). 
参考 文献 

[1] Godement , R. , Topologie algébrique et théorie des faisce- 

айл ‚ Hermann , 1958. 

[2] Hartshome, А ., Algebraic geometry , Springer , 1977. 
В. А.Исковских Ж ЖЫЛ Ж 
FSBBRJSR SE B [locally integrable function; локаљно на - 
тегрируемая функция], 2—5 M 的 

在 M 的 一 邻 域 上 依 时 种 意义 可 积 的 函数 ， 如 果 
定义 在 区 间 [o, b] 上 的 实 函 数 矿 为 同 区 间 上 的 实 画 数 
下 的 水 点 有 限 导数 ， 则 三 在 Га, Б] 中 一 个 处 处 稠密 的 
开 集 的 每 点 局 部 Lebesgue 可 和 机， 在 二 维 情形 【 见 
[2]) 下 ,存在 定义 于 正方 形 {0, 1] x [0, 1] 上 的 实 
函数 /， 它 是 F 依 任 意 次 序 的 水 点 有 限 混合 导数 
0*P/Ox6y 一 0* 上 /0yOx=/(x,y)， 但 在 正方 形 的 
任 一 点 不 是 局 部 Lebesgue 可 积 的 . 


参考 文献 

[1] Saks, S ,, Theory of the intcgml, Набег, 1952 ( 译 自 
波兰 文 ) 

12] Толстов, Г. П., «Тр. Матем. ин-та АН CCCP》， 
35 (1950), 1-01. 


И. А. Виноградова Ж 郑 维 行 Ж ИШЕ g 


局 部 宕 替代 数 [locally mlpotent algebra ; локально инль- 

потентная алгебра] 
жас Эл че СЛЕР КЫ 

{nipotent аера); Я 88 $: pK ФР (finhely- generated 


ртоцр)). ЖА ОРЕ FIUSEOTELA0JE E 
是 方便 的 . ЛАТА КЗ (algebra with asso- 
ciative Powers ) ДНР ( nil algcbra ) ， 局 部 寡 零 Lie 
代数 是 Engel 代数 ( Engel algebra ) .局 部 寡 零 代数 类 
关于 取 同 态 象 和 转移 到 子 代数 都 是 封闭 的 ， 

在 结合 代数 情形 下 ， 由 局 部 吞 零 代数 通过 局 部 界 
零 代数 的 扩张 还 是 局 部 矢 零 代数 ， 从 而 ， 一 个 结合 代 
数 的 全 部 局 部 等 零 理想 之 和 就 是 最 大 局 部 宕 零 理想 ， 
包含 全 部 局 部 苦 稚 理想 ; ТСК Левицкий 根 (Levi- 
tskii гайка). 可 以 在 有 界 指数 的 Engel Lie 代数 中 定义 
5 Левицкий 要 类 似 的 概念 ， 局 部 宕 替代 数 不 能 是 单 的 
( 见 单 代数 (simple algebra)) 
参考 文献 

[1] Jacobson,N., Structure of rings, Апкт. Math. Soc ., 1956. 
[2] Hemtein, І., Noncommutative rings, Math. Assoc . 
Amer., 1968 . 
[3] Косгрикин, А.И., Изв. AH СССР. Сер. матем. 
21(1957),4, 15—50. 
В.Н.Латышев $ л Ж А t 


БЕЛГЕ осаду nilpotent group; локально нялыноте- 
нгная группа | 

ЖЕРТЕЛЕ ЕИ А (ИРЕР (nil- 
Ppotent group ); 有 限 生 成 群 (jinitely -generated group)). 
在 局 部 将 办 群 中 ， 全 体 有 限 阶 元 素 构成 一 个 正规 子 赂 
(nomal subgroup }， 即 这 个 群 的 竹 部 分 ( 见 周 期 群 
( periodic group ))， 这 个 子 群 是 其 Syow 子 群 的 直 积 ， 
而 关于 它 的 高 群 是 无 乒 的 . 局 部 竺 零 的 无 拨 群 { group 
without torsion) 具有 根 唯一 性 质 ， 对 于 元 案 а, b ЖИЕ 
ЯШ ля 0， 如 果 а= b*， 则 a =b， 每 个 局 部 署 
ЖИ) ЖӘНЕ G 都 有 一 个 Мальцев 完全 化 【Mal'tsev 
compktion )， 即 G 可 被 嵌 入 到 唯一 的 一 个 局 部 笃 符 的 
无 挠 群 G” 中， 使 得 形 如 x" = g 的 方程 在 G` 中 有 解 ， 
其 中 站 关 0 而 9 是 G 中 的 任意 元 素 、 这 个 完全 化 是 本 
Я, ШЕВА ЕН С, 到 G, 的 同 态 f: 
G, "G, 都 可 以 唯一 地 扩充 成 为 同 态 f GI > О]. 
参考 文献 

[1] Курош, А. Г.. Теория груш, 3 изд., M., 1967 
СТА. Г. ЖИН, Bib. Б. F. та 
ЧН. 1987, 1982) 

[2] Карапожв, М. И., Мерзляков, Ю. И, Осно 
вы теории груш, 2 изд., М., 1977 ( Жж: Kar- 
фироюу, М.І and Мегйуакоу, Үш. 1., Fundamcn- 
tals of the theory of groups, Springer, 1979). 

А.Л. Шмелькин # T & Ж 石生 明 E 


局 部 正规 群 [localy normal group ; локальне нормальная 
группа ] 


一 个 群 G， 其 中 任何 有 限于 集 簿 包含 在 G 的 一 个 


有 限 正规 子 群 (Tormal subgroup ) 中 . 
于 жж 石生 明 & 


局 部 道路 连通 空间 [iocally path - connected space ; лока- 
лъно линейно свизноє пространство ] 

~ 个 拓扑 空间 X, 对 任意 点 x= X 和 x 的 任意 名 
域 0.， АРМИЙ U = О,, 使 得 对 任意 两 点 
Хо xi U.， 存 在 一 个 把 单位 区 间 1 = [0,1] B&A О, 
中 的 过 续 映 对 了 :1-~ О, 满足 СО) = х, О) х. 
任何 局 部 道路 连通 空间 都 是 局 部 连通 的 ， 局 部 道路 过 
通 空 间 的 任何 池子 集 都 是 局 部 遭 路 连通 的 、 连 道 的 局 部 
道路 连通 空间 起 道路 连通 空间 [ path -connected space ). 

局 部 道路 连通 空间 在 覆 秋 空间 理论 中 起 着 重要 作 
Ж. 设 p:(X, x.) > (X,x) 是 一 个 覆盖 (covering), 
У КА ЗУ И. НЫЯ 了 (7,y,)-~ 
(X, x.) 容许 一 个 提升 ( 即 满足 /=р. а ВОВ 
#:(Ү,у„) > (X,x,)) 的 充分 必 区 条 件 是 

fe (mp) ps (a (X,x,), 

这 里 xn, 起 基 本 群 《fmdamental group). # X 是 局 
部 单 连通 《局 部 1 连通 , 见 下 面 ) 空间 且 хех, Д 
zi(X，xo)》 的 任 一 子 群 Н, ЕЛ р:(Х, х) 
— (X. xi) ЖА рал. (X,x.)) = E. 

ННН КЕЙ РИНЕ P” ЖОЕ k 连通 性 ( local 
K-connectedness )(k 维 局 部 连通 性 ) 空间 X ЖЫ 
部 上 连通 的 ， 如 果 对 任意 点 xe X f x 的 任意 令 域 
0.， 存 在 一 个 较 小 的 邻 域 U, с О,, 使 得 把 ғ 维 球 
507 Sk) МА U, 中 的 任 一 映射 在 О, 都 同 伦 于 常 什 
观 射 . 度量 空间 X 是 局 部 ЕЕ, наше 
dim Y < k +1 的 度量 空间 (metric space) Y 的 任意 闭 
子 集 4 上 的 映射 /:4 一 区 可 以 护 张 到 4 在 了 中 的 
邻 域 上 ( Kuratowski -Dugundji К ( Kuratowski -Dug- 


urdji theorem )) . С. А, Богатый {% 
Сара 
参考 文献 

[AI] МШ, J, van, Infimte-dimensional topology, North- 

Holland , 1988 БЕЗЕ. 译 


局 部 可 解 代数 [localy solvable slgebxz ; локально ра. 
зрешнмая алгебра] 

每 个 有 限 生 成 子 代 数 均 可 解 的 代数 { 见 可 解 群 
(solvable group)) . 把 一 个 局 部 可 解 代数 表 成 可 解 子 代 
数 的 一 个 升 链 的 并 集 是 方便 的 . 局 部 可 甫 代数 类 对 于 
向 子 代数 的 过 渡 和 取 同 术 象 是 封闭 的 ， 
参考 文献 

ГЕТ Jacobson, N., Lic algebras, Interscience, 1962( 又 : Dover , 
重印 ，1979) (中 译本 : N. ЖЫЯ. 可 代数 , 上 海 科 

掌 技术 出 版 社 ，1964) 
В.Н. Латышев # 牛 风 文 译 ЖН 以 
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局 部 可 解 群 [tocally solvable group; локально разреши- 
мая rpyana ] 
Jr 4 £ FR A: JR T BE И ГЕНОВА ( 见 有 限 生成 群 
( finitely -generated group); 可 解 群 (solvable group)). 
局 部 可 解 群 的 类 对 于 取 子 群 和 同 态 象 是 封闭 的 ， 但 对 
于 扩张 不 封 际 . 
局 部 可 和 解 找 群 是 局 部 有 限 的 . 
Фах 
11] Курош. А. Г., Теория група, 3 изд., М., 1967 
{中 译本 : A. Г.Ж. 0. L. Т. ДАА 
出 版 杜 ，1987 ，1982 ). 
A. Л, Шмелькинн # 下 ЖОЖ {ЕШ Ж 


F3883F Л.Р АА [locally trivial fibre bundle ; локально 
тривнальное расслоенне | 

纠 维 为 F 的 纤维 从 а: X — ВОН 
( fibre space )》, 对 任意 be B 均 存 在 一 个 邻 域 Uab 
Ж-КА фи: ОХЕ — x '(U) 满足 repufa， 
f)=u, 其 中 ией, fe 了， 映射 ,一 фр! 称 为 局 部 
平凡 从 的 一 个 坐标 卡 (chart). 相应 于 基 空 间 的 要 施 
1 DU} 的 全 体 坐 标 卡 (h, 构成 局 部 于 凡 从 的 一 个 图 册 
(sls). 例如， 以 局 部 紧 致 空间 为 基 空 间 ，Lie 着 G 
为 群 的 主 经 维 具 (Principal Бе bundle ) 即 是 一 个 局 
部 平凡 纤维 从 ， 其 坐标 上 h, 满足 关系 

(9х) = һ„(х), хеп (0), 


其 中 G 在 G x UU 上 的 作用 由 公式 g(g',u)= (597, 
u) 给 出 ， 给 定局 部 平凡 纤维 从 z; X 一 B 和 连续 映 
射 fO В, > В, 相应 的 诱导 纤维 从 (induced fibre bun- 
бе) 亦 局 部 平凡 . 
参考 文献 
[1] Spanir, E. H 
1%. 
[2] Steenrod, N. E , , The topology of Ные bundles . Prin - 
ceton Оту. Press, 1951. 
[3] На, 5.-Т., Homotopy theory , Academic Press , 1959. 
[4] Husemoller , D , Fibre bundls ，McGraw- Hill , 1966. 
M. И. Войцеховский É 58 Ж Ж 平 校 
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对 数 [logaritm ; гарефм ], & N 以 a 为 底 的 
为 使 之 等 于 N， 数 a (对 数 的 底 ( base of the Jog- 
aritm)) 必 须 取 的 每 指数 т, iD Е g,N; 这 表明 
m = bg,N ЖЖЖ а" = 和 N， 对 每 个 正 数 М 和 给 定 的 
Жах 0, a 天 1， 对 应 唯一 的 实 对 数 (负数 的 对 数 是 
复数 ) .对 数 的 主要 性 质 是 : 
log, (MN) = bg, M + log, N, 


M = _ 
bg. = 102, М ~ bg, N, 
05, № = klog, N, 
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Пов, №! = + log aN 


这 些 性 质 使 得 把 教 的 乘法 利 除法 简化 为 对 数 的 加 法 种 
减法 ， 把 数 的 等 与 下 方 简化 为 宕 或 根 的 指数 节 、 除 对 
数 成 为 可 能 . 

ЖУЛ | 进 数 制 ， 最 常用 的 对 数 是 十 进 对 数 {a = 
10) ， 记 作 过 N， 对 于 不 等 于 104(k 为 整数 ) 的 有 
理 数 ， 其 十 进 对 数 是 超越 数 ( transcendental number), 
它 可 用 有 限 十 进 分 数 近似 表示 .|[ 进 对 数 的 整数 部 分 
称 为 它 的 首 数 (characteristic ) ， 小 数 部 分 称 为 它 的 尾 
Ж (ташба). 由 于 log(i0*N) = k + BN, ЙН 
互 之 比 为 10* 的 不 同 的 数 的 上进 对 数 具 有 相同 的 尾 
数 ， 它 们 之 问 只 是 普 数 不 同 ， 这 一 性 质 是 制作 对 教 表 
的 基础 ， 对 数 表 中 只 列 出 整数 的 对 数 的 尾数 . 

自然 对 数 ( natural jogarithm ) 也 具有 很 大 意义 ， 
其 底 是 起算 数 e= 2 .71828… ; 记 作 In N， 从 一 个 底 
的 对 数 问 另 一 个 廉 的 对 数 和 的 转换 公式 是 g, N = 
юр, № 106,5; 其 中 的 因子 1 Лор, 称 为 从 底 a F| 


b 的 换 底 模 (modulus of tmansition ) ， 白 然 对 数 与 十 进 
对 数 之 问 的 转换 公式 是 ; 
= N = hN 
М е C EN= Tio ， 
! _ a. —1 ш 2 
рр V 23058 o, ы 


亦 见 对 数 函 数 ( Jogarithmic function ) , БСЭ -3 
[ 补 注 】 西方 守 作 微 积 分 后 续 课 程 的 数学 家 几乎 总 
用 wl 来 代替 InN 以 表示 N 的 自然 对 数 【 底 为 

Женев „(1+1/л}"#де= Уе ,1/п! #1 
жжем) (e(mumber))).. 

95—270, ЖА 8 6 # H КИЕ ЖЫ Ж 
计算 器 制造 厂家 总 是 用 logN 表示 十 进 对 数 (常用 对 
Ж), 用 InN 表示 自然 对 数 . 亦 见 对 数 函 数 ( logari - 
thmic function ) - WK W 


对 数 分 支点 [logarithmic branch point ; логарифинческая 
точка ветвленвя ] ， 光 穷 阶 分 支点 (branch point of 
infinite order ) 

单 复 变量 z 的 解析 函数 f(z) 的 一 种 特殊 形式 的 
分 支点 (branch point) a， 对 于 它 不 存在 有 限 条 以 同 
一 方向 纱 a 的 相连 回路 ， 使 得 f(z) 的 某 个 元 案 沿 此 
[JES WJ ЕЛ КЕЗЕ (analtic continuation ) 回 到 原来 的 元 
Ж. 更 精确 地 说 ， 孤 立 奇 点 a 称 为 f(z) 的 对 数 分 支 
点 ， 如 果 存 在 :1) UE V= (z: 0<|z-al< p), 


使 得 f(z) 在 六 内 可 沿 任何 路 径 解 析 延 拓 ，2》 点 
具有 正 收 化 半径 


z SV 种 f(z) 的 一 个 以 z, 为 中 心 ， 
r ПЫЗ П (21; ғ 
Е л А Р —7] iy BJ Ul lz al= 


жаки ШЕК ЖЫ лж П(=5; к). 
а= co 为 对 数 分 支点 的 情形 ， 必 须 用 
: {>р} 代替 上 述 的 了， 对 数 分 支 
点 属于 超越 分 支点 类 ( 见 超越 分 支点 (transcendental 
branch point) ) ， 具 有 对 数 分 支点 a 的 函数 f{z) 的 
Riemann 曲面 R 的 性 态 可 由 下 述 事 实 刻 曾 ，R 的 同一 
分 支 的 无 穷 多 叶 在 а 上 连接 起 来 ; 这 个 分 支 由 元 索 
П(2,; ғ) Ж УЖ Р РЕМ. 
актана (singular рош). 
参考 文献 
[1] Маркушевич , А. H., Теория аналитических функций, 
2 юд.,т. 2, М., 1968, тл. 8( 中 译本 : А.И. 马 
库 殷 维 奇 ， 解 折 通 数论 ， 高 等 教育 出 版 柱 ，1957 ， 第 
лж) Е. Д. Солмениев 38 
[ 补 注 】 ВЖ Ln(z 一 z0) 在 zo 处 具有 对 数 分 支 
A, 其 中 Ln 是 复 变量 的 ( $ tš ) 对 数 函 数 {logarithmic 
function ) . 
参考 文献 
ГАІ] Ahlom, L. V., Complex analyss, MecGraw -Hil , 
199, Сар, 8 (中 译本 : L. V 阿尔 福 斯 ， 复 分 
析 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1984 ， 第 八 章 ). 
沈 水 欢 评 


对 数 容 量 [logaridanic capacity ; логарифмическая ем - 
кость] 


见 容量 (capacity). 
对 数 收敛 准则 [iogarithmic convergence criterion ; логариф- 


мнческий признак сходимости ] 
ЖЛЕ Улпа, (а, > 0) 是 收敛 的 ， 如 果 存 在 
数 n> 0， 使 得 
ln( 


0/4.) ра, 3 n> n, 时 


是 发 散 的 ， 如 果 
I(l/a,) < 


Inn 


<1, Чалв. 


B. H. Bwrronzop {# Ж 译 


对 数 导数 [logarithmic derivative ; логарифмнческая npo- 


нзводная | 


给 定 的 函数 的 对 数 的 导数 . 
【 补 注 】 设 f:fa, 5] 一 RR 是正 函数 ， 则 它 的 对 数 导 
数 等 
ИСЛ жыя ж 


对 数 函 数 [logaridmic йшкйоп; логарнфмнческая функ- 
ция], 对 数 (Jogarithm ) 
指数 函数 (exponental function ) W #0. х 


函数 表示 如 下 : 

у= ах; (1) 
与 自 变 量 x 的 值 对 应 的 函数 值 y,， 称 为 x 的 自然 对 
数 ( natural logarithm). 由 定义 ， 关 系 式 (1) 等 价 于 

x= e". (2) 
因为 对 于 性 何 实数 y, e? > 0， 所 以 对 数 函 数 仅 对 х > 
日 有 定义 ， 在 更 一 般 的 意义 下 ， 对 数 函 数 是 函数 

y=bg,x, 
其 中 a> 0 (а #1) 是 任意 对 数 底 ， 这 个 函数 能 够 通 
过 Inx 由 下 列 公 式 来 表示 : 

bg, x = zz. 
对 数 函 数 是 主要 初等 函数 之 一 ， 它 的 图 形 ( 见 图 } 称 为 
对 数 曲 线 (logarthmic силе). 


对 数 枉 数 的 主要 性 质 可 直 指 数 函 数 和 对 数 的 相应 

ЖЕН; Ий, обие ага 
Inx+lny= Inxy. 

ХАЙ y= nx 是 严格 增 画 数 , 并 且 Ып, . ,olnx = 
00, lm... Bx= +оо. Жр хо 0, 
数 具有 各 阶 导数 ， 在 充分 小 的 邻 域内 ， 它 可 展开 为 宪 
级 数 ， 也 就 是 说 ， 它 是 解析 函数 ( anaiytic function). 
对 于 一 1 < 所 1，( 自 然 ) 对 数 函 数 的 下 列 展开 式 成 立 : 


ас рх х 
ъ(1+х) = х 3 к ж 


对 数 函 数 的 导数 是 : 


k 
(hx)'= T, (bax) = 0 = 


xlna ` 
许多 积分 可 以 通过 对 数 函 数 来 表示 ; 例如 


[2 -alzl+rc， 
x 


= =m(x+ та) ~ C. 
J. Napier 于 1614 EN 852818 T i 91 8 BS 3038 0 2 
za pa L: g 

ае EI PRR АА £ B ЗЫ. уН 
ER 2 #0 有 定义 ， 囊 未 为 Lnz ( 当 不 发 生 混 
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少时 ， 也 可 表示 为 pz)}， 这 个 函数 出 


Inz=In|z|+ iargz 


定义 的 单 值 分 支 、 你 为 对 数 函 数 的 主 值 ( Principal 
vale), CF argz 是 复数 z 的 辐 角 的 主食 ， 一 x < 
арг <л, РЖ 

Іл2= М2 + 268, k=0, 1.5. 


РР z, А — ИИН ИЕ. ЖТР 
复 自 变 基 的 对 数 函 数 的 第 一 个 满意 的 理论 是 L. Ешег 
于 1749 年 给 出 的 ;他 是 由 定 文 


Таз = imn(zU” — 1) 


出 发 的 . 
参考 文献 
[1] Никольский, С. М. Курс математического аңализа, 
2язд.‚т. 1, М., 1975 (Fi: C.MM. 尼 科 尔 斯 基 ， 
数学 分 析 数 答 ， 第 一 着 ， 症 一 ， 二 分 册 ， 人 民 教 育 出 
版 社 , 1981—1982). 
[2] Маркушевич, А. И, , Теория аналитических функций, 
2 д.т. 1. М., 1967 (=: А.И. па 
奇 ， 解 析 函 数论 ， 高 等 教育 出 版 杜 ，1957)， 6C3 -3 
【 补 注 】 对 数 的 主 值 把 有 妃 复 : 平面 (z 0) 映射 到 
K w 平面 的 带 形 ~r< Imw < z E. 为 了 填 满 w 平 
面 ， 必 须 把 z 平面 重复 映射 无 穷 多 次 ， 其 中 第 n 次 重 
(Ж) R +2nza < аа x-+2nm,n=0, 40,5. 
这 情况 下 0 是 分 支点 (branch point) ， 这 些 重复 的 平 
面 烙 会 成 所 谓 的 对 数 函 数 的 Riemam 曲面 (Riemann 
surface). Ш, пх 是 此 前面 {z #0) 到 w 平面 上 的 
一 一 映射 ,对 ~x<argz <x， 对 数 主 值 的 导数 是 
17z!{ 如 同 实 的 情况 ) ， 

AÇ 和 Ln, W£ RS fE Hl 
log 和 Log( 亦 见 数 的 对 数 (Jogarithm of а number) 
ЮЕ). 
参考 文献 

САГ] Convay, 1. В., Functions of one complex variable , 
Spnngzr, 973 (中 课本 : J. B.R. ИЖА. [Г 
海 科学 技术 出 版 杜 ，1985). 

{А2] Marsden Е.. Basic complex analysis , Freeman . 1973. 

ГАЗ] Titchmarsh, В. С., The theory of functions , Oxford 
Univ. Press , 199 (ФА Е.С. 836534. й 
Ж. ЖЕШИМ. 1962). 

[A4] Saks, S. and Zygmund, A., 
PWN, 1952( 译 自 波兰 文 ) . 
[A5] Stmmberg , К., Ап introduction to classical пса] anal- 

yas, Wadsworth, 1981. 张 鸿 林 ж 


Analytic functions, 


对 数 正 态 分 布 [logaritmic normal distribution ; логариф- 
мически нормальяое распределенне ] 


集中 于 50，o ) БЙй—РФР ШЕК Н. ҖЕ 
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为 
Юре -nero уы, 
p(x)=4 оХх/2т (ж) 
\ 4, х&0, 


р - x <а< 0, д> 0. — BS EE ХА 
密度 为 {*) 的 对 数 正 态 分 布 ， 如 果 bgX 有 参数 a 与 
сї 的 正 态 分 布 (normal distribution) . ШЖ, а= 
ElogX ог =D log 半 ,对 数 正 态 分 布 是 单 峰 分 布 ， 
且 具 有 下 的 韭 对 称 性 ， 有 参数 为 4 与 at 的 对 数 正 态 
分 布 的 随机 变量 X 的 狂 由 下列 公 式 给 出 : 


EX ее без. 
因此 ， 其 均值 与 方差 分 别 等 于 
EX= een DX= emt (0-1), 


对 数 正 态 分 布 是 其 第 不 能 唯一 确定 其 分 布 的 最 简单 例 
子 之 -~ 对 数 正 态 分 布 的 性 质 几 其 对 应 的 正 态 分 布 的 
性 质 所 决定 . 它 的 一 个 重要 性 质 可 述 如 下 : 有 对 数 正 
态 分 布 的 独立 更 机 变量 之 积 仍 服 从 对 数 正 态 分 布 - 还 
有 类 似 于 中 心 极限 定理 ( central limit theorem) 的 结 
论 : 站 个 独立 正 值 随机 变量 之 积 的 分 布 ， 在 某 些 一 般 
的 条 件 下 ， 当 n + so аР СЕБИ. 对 
数 正 态 分 布 是 作为 一 种 极限 分 布 而 产生 的 ， 同 时 也 产 
生 于 基 些 其 他 的 概 形 【 例如 粒子 的 分 支 模型 ， 生 长 模 
型 等 ) . 
参考 文献 
[1] Колмогоров, A. H., < Докл.АН СССР}, 31{ 1941), 
2. 99 — 101 
12] Стат, Н 


‚ Mathematscal methods of statisucs, Prin - 
ceton Univ. Press, 1946 (中 译本 : Н. ЯМ, Ж 
计 学 数学 方法 ， 上 海 料 学 技术 出 版 直 1066) 
[3] Aitchison, 1., Brown, J. А. C., The lognormal dis - 
tnbution , Cambridge Unav Press . 1957 
А. В. Прохоров # 
ИНЕ {ПЕДА ХП} lognormal dstri ~ 
bution ， 它 是 光 穷 可 分 的 《上 见 无 穷 可 分 分 布 (infinitely - 
divisible dstribution ) ) ， 见 [А2]. 
参考 文献 
[AI] Johnson, N. L., Коф, 8.. Distributions in statis - 
Чез: continuous univanate distributions, 1, Wiley, 
1970 
LA2] Thorin . 0... On the infinite divisiblity of the lognor- 
mal distribution , кані. Akruartidske .. 1977, 3, 121 一 
148 жк 详 


对 数 纸 [logarithmic paper; логарифмическая бумага |, 

ў б, ( double logarithmic paper ` 
“ШНЕК: таван ткн 

ВІЧЕ С 1): 在 直角 (u,v) АЕ 1 ЖЩ 


L, Ян н ОА СЕКОЕ E ) 和 数 v 
的 常用 对 数 〈( 在 竖 直 轴 上 )( 见 数 的 对 数 ( logarithm 
о? а number)); 然后 ， 通 过 后 得 到 的 各 点 (u. b) ü 
+{т ТЕШЕТ. I 


Ат №2 
此 外 还 有 半 对 数 纸 (semi-logarithmic paperj( 单 对 


数 纸 (single Jogarithmio paper)) (图 2): 在 直角 (и, 
0) MRE АА ЕК u МИН, ШЕЮ —1- 
坐标 轴 上 标 出 数 的 常用 对 数 . 

对 数 纸 相 半 对 数 纸 用 来 绘制 函数 的 图 形 ，( 在 这 些 
坐标 系 中 ) 它们 具有 比较 简单 ， 比 较 明 显 的 形式 ， 在 
许多 情况 下 十 直线 ，、 在 对 数 坐标 级 上 ， 直 线 表示 由 形 
й u= aw (u>0) 的 方 种 给 出 的 函数 ， 其 中 a>0 和 
ЬЕ 在 半 对 煞 纸 上 ， 区 线 表 示 出 形 如 o = a b° 
боган. 6C3 -3 ЖЖ W 


对 数位 势 [logarithmic potential ; логарифмкческий поте- 
нциал] 

ЖАЗЗ ЖС ( logariihmic Кепе!) In 1/|х—у| 的 
位 势 ， 这 里 Гур Euchd 平面 R: 里 两 点 x 利 
?之 间 的 距离 ， 即 如 下 形式 的 位 势 


u(x)= = 40у). о) 


一 般 说 来 ， 这 个 积分 是 对 R: 上 任意 一 个 具有 紧 支 集 
S= 5н) 的 Borel 测度 (Вог! measue ju 进行 的 .在 
物理 上 ， 可 以 认为 对 数位 势 来 源 于 万 有 引力 的 Newton 
位 势 ( Newton potential )， 当 产生 级 引力 的 质量 在 Eu- 
did 空间 В? 中 各 点 y= (у yz. ya) 的 分 布 不 依 束 
于 某 个 坐标 ， 例 如 y, 时 的 情形 。 当 然 总 质量 是 无 限 的 ， 
但 车 对 计算 的 引力 (可 以 认为 它 是 作用 在 半 面 (x,， 
x, 0) 上 ) 进行 正则 化 ， 去 掉 无 穷 的 项 ， 那 么 F 的 有 
限 部 分 的 位 势 恒 为 形式 (1)( 见 [2]). 不 同 于 Newton 
Ж, ЕТУ |у “0， 而 及 当 |x 一 了 | -> 90 
有 这 使 得 对 数位 势 的 性 质 与 Newton 位 势 有 些 
差别 .这 士 要 出 现在 外 边界 值 问 题 的 解 中 { 匈 外 部 和 
内 部 边界 值 问 题 (exterior and interior boundary маће 
problems ))、 对 数位 势 主要 应 用 于 位 势 论 中 的 边界 值 
问题 (boundary value problems in potential theory) 的 
Ж. ЖЕРЫ ЖЕЙ PB (800 (boundary value pro- 


blem , ecliptic equations ). 

对 数位 势 的 主要 性 质 : 1) 对 数位 势 在 测度 上 的 支 
fE S 的 外 部 基 Тарасе 方程 (Laplace equation】 Au 
一 0 的 一 个 正则 解 ， 即 u 是 开 集 R'AS Lf Win a 
数 (harmonic function], 但 在 无穷 远 点 不 正则 ; 然而 
2) 若 测 度 是 绝对 连续 的 ， 即 积分 (1) 取 形 式 


м | q yr =й, 0) 


其 中 D 是 有 限 区 域 ，do E D BE UG É BH. % H f 

属于 C'(DU op) 类 ， 则 ú 的 二 阶 导数 在 D ЖН. 

满足 Poisson 方程 (Poisson equation) Au = —2 x f. 
ШЖ (2) 中 的 积分 基 浴 一 条 闭 Ляпунов 曲线 L 

(NL Ляпунов Hi DN # Hi #Ё (Lyapynov surfaces and 
Surws))， 即 


“оо = {лош тд 
称 为 分 布 在 L. 上 的 单 层 对 数位 势 【logarithmic poten- 


of a single (or simple) Шут). 如 果 feC'CI), 38 
么 单 层 对 数位 势 (3) 在 R* 里 是 处 处 连续 的 . 它 的 法 


向 导数 从 工 的 内 部 和 外 部 都 有 极限 ， 分 别 为 


ds (y), (3) 


du 
U dn 


ЕТ 
ЖО ау), 


йи 


ти 


йш 
= 00 уь), 


Й 


其 中 
0) 


CoS(y — pos н) 
= рл еы дау), 


yoeL, (4) 
E Br 6 218 ЖЕРК ТЫ ИННА, (у-у, na) 
是 向 量 у-у 与 工 在 点 y. SL 的 外 法 线 n, 之 间 的 
夹 角 . 积分 (4) 在 L 上 是 连续 的 . 

双 层 对 数位 势 (josarithmic potential of а double 


вус) 共有 形式 

"бо- j 8 ау), (9) 
Eh n É ёж ув Awa. ЮЖ gsC' (EL)， 
那么 双 层 对 数位 势 (5) 在 L 的 内 部 和 外 部 是 正则 调 


йй, Н 1. 的 内 部 和 外 部 都 有 法 向 ( 非 角形 } Ж 
限 ， 分 别 为 : 


Ата), = (у) +a f), 


Jim e(x)| = (ya) — z fü), 


其 中 
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(oj = fo — аш 
是 双 层 对 数位 势 在 点 jy。EL ЕНЕ. ХОНУ УУ 
的 法 向 导数 穿 过 L. 时 尾 连 续 的 . 

上 上 述 的 单 各 双 层 对 数位 势 的 边界 性 质 完全 类 似 于 
Newton 位 势 相 应 的 性 质 { 亦 见 位 势 论 ( potential the- 
огу)). 出 式 (5) 易 见 ， 双 层 对 数位 势 是 在 无 穷 远 点 
正则 的 调和 函数 . 

对 数位 势 也 直接 联系 解析 苗 数 论 的 边界 值 问题 
(boundary value problems of авајуйс function согу), 
因为 Cauchy 型 的 积分 可 以 用 单 层 和 双 屎 对 数位 势 表 
示 ( 见 [3])， 
参考 文献 

[1] Соболев, С. Л., Уравнения математической физики, 
4изд., М. СРЖ: C. H ЖЯ, ер 
物理 方程 ， 人 民 教育 出 版 社 ，1958 ). 

[2] Webster, А. G ., Partial differential oquations of mathe- 
matical physks , Найтег, 1955. 

[31 Мусхелишвили, Н. И., Сингулярчые интегральаые 
уравнения ‚ 3 иэд., M., 1%8("#%: Н. И. 97 
省 里 什 维 里 ， 奇 异 积分 方程 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
1966). 

[4] Valléc -Poussin, Ch. J. de а, Le potentiel logarthmi- 
Que, balayage et mpresentation conforme, Libraire 
Univ ., 1949 

[5] Evans, G., C. , The logarithmie potential . discontinuous 
Dirichlet and Neumann problems , New York, 1927. 

Е. Д. Соломенцев # 
【六 注 】 亦 见 Лапунов ДЕРӘ (Lyapunov theorem) 
参考 文献 

[А1] Hayman , W. К. and Kennedy, Р. В.. 
functions , 1, Асай. Press , 1976 

ГАХ) Král, Ј., Intcgral operator in potential theory, Lec- 
Ture notes m math., 823, Spnnger, 1980. 

1 = ЖЫ 


对 数 残 数 [logarithmic гейде; логарнфинческий вы- 
чег], ， 亦 称 对 数 留 数 

亚 结 函 数 w 二 了 (z) 在 扩充 z 复 平面 的 点 a 处 的 
对 数 残 数 是 对 数 导数 f (z); f(z) 在 点 а 处 的 残 数 

fO) 
m Az) 

在 点 a о В V (a) 中 把 函数 0702) 表示 为 
Inf(z)= Am(z-a) ro (z), 其 中 ф(2) ж У(а) 
中 的 正则 函数 ， 则 得 


95(у), у А. 


Subharmonic 


f) = 
ге, ТЕП А. 


在 а= о 的 情形 下 ， 相 应 的 式 子 为 
ауа) = An( 4 ) +(2), 
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ro _ 
m= G) С^ 


ШЖ a 是 f(z) 的 重 数 为 m 的 零点 或 极点 , 则 f(z) 
在 а 处 的 对 数 残 数 分 别 等 于 m 或 —m; 在 所 有 其 他 
МАНЫНА. 

如 果 f(z) 是 区 域 D нума, ГЖТ р 
内 的 可 求 长 Jordan 曲线 ， 它 不 通过 f(z) 的 去 点 或 极 
ж. Ис) 关于 力道 的 对 数 残 数 是 积分 


зт] f) аг м-р, а) 


其 中 N,P 分 别 是 f(z) Ж 工 内 的 零点 数 和 极点 数 
( 按 重 数 计 数 ) ， 式 (1) 的 几何 意义 是 : 当 z G T 
按 正 旋 向 旋转 一 周 时 ， 问 量 w = f(z) BBS w 平面 的 
原点 w = 0 旋转 М-Р (АЗА (argument, 
principle of the) ) .特别 是 ， 如 果 f(z) 在 DD 内 正则 
Ш P= 0, Шш (1) 得 到 用 对 数 残 数 计算 点 w=0 
关于 工 的 象 “= (г) 的 指标 的 公式 : 
наг та | A a=. 02) 
公式 (2) 导致 对 数 残 数 概念 对 于 复 空间 C'(n > 
1) 的 区 域 D 中 多 复 变量 正则 画 数 情形 的 推广 . 设 w= 
J(z)=(f,, 2, f,): D -> C" 是 全 纯 映 射 (holomor- 
phic mapping) ， 其 Jacohi 行列 式 ( Jacobian ) J,( z ) £ 
0, ҢА дй E= f (0) 在 D 内 是 孤立 的 ， 则 对 
任 一 出 不 通过 卫 的 等 点 的 简单 闵 曲面 下 所 围 的 区 域 
Себер, fm w=0 关于 象 “= f(T) 的 指标 
Аж: 


. - 4fi AUA 4 
dr = уугу I БЕ 58 > ам, 
(3) 
其 由 积分 展 布 在 n ##3 т‚={гєб: |f,(z)| =, 
у= 1,776 n] F. £ 为 充分 小 的 正 数 ，(3) 中 的 积 
эзлик 7 让 G 中 的 等 点 重 数 之 和 ( 见 [2]). 
参考 文献 
11] Маркушевич‚ А. И., Теория аналитических функций, 
2 mn, 1.1, М. 1967( РЖ: A. H. пя 
奇 ， 解 析 函 数论 ， 高 等 教育 出 版 让 ，1937). 
12] Шабат, Б. В., Введение n комплексный анализ, 2 
изд. М., 1976 Е.Д Солљмешкв # 
DRE) 原点 关于 复 平面 中 一 条 曲线 的 指标 (index ) 
(也 称 为 所 给 向 线 的 卷 绕 数 〔winding number) ) ， 是 此 
旭 线 卷 绕 原 点 的 周 数 ， 更 精确 地 说 ， 它 是 (1/2x})Inw 
的 辆 角 当 w 沿 所 给 曲线 行进 一 次 时 的 改变 量 { 见 [Al] ， 
[A3]}， 在 高 维 情形 下 ， 一 个 点 关于 一 闭 曲 面 的 指标 
可 定义 为 具有 下 述 性 质 的 数 N: 所 给 曲面 同调 于 以 所 
给 点 为 中 心 的 一 个 球 的 边界 的 入 (m [А0], 
144]. 
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对 数 螺 线 [logaritumic spiral ; логарифмическая спираль ] 
一 类 平面 超越 曲线 (trarscendental curve ), 40А 
标 中 ， 它 的 方程 具有 下 列 形式 : 


ШЖ a> 1， 则 当 9 > +оо Ш, ВАРНЕ БЕ ВРЕ 
向 伸张 ， 而 当 8 一 —00 时 ， 对 数 螺 线 沿 顺 时 针 方向 
卷 届 并 趋向 于 它 的 渐 近 点 O (ЖЩ). 如 果 a<1, 则 
伸 六 性 状 相反， 由 对 数 绒 绕 上 任意 一 点 的 切线 与 该 点 
的 位 党 向 量 所 形成 的 角 仅 与 参数 a 有 关 ， 丙 点 
М, (р, 91) 和 М,(р,, ф,) ЇЙ {С 


ї1= Vitmnza _ уп? 

77 na Р а ` 
曲率 半径 为 >= 7а . 自然 方程 (natural equa - 
боп) 为 s= kr, Жн k= 1/Ina， 在 平面 的 线性 等 


Юр. НОВ ЯТ. АЖЕ ӘЛЕ ЯД. 
ХОА ТТН АВН ЭЕ ( 见 螺 线 spirals ) ) . 


参考 文献 
[1] anexos. A. A.. Плоскис кривые, М., 1960. 
A. A. Сокоюв 所 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
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ж: M .贝尔 热 ， 儿 何 ， 第 一 ， 二 卷 ， 科 学 出 版 社 ， 
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对 数 求 和 法 [iogaritmic summation method ; логарифми- 
ческий метод суммирования ] 

数 项 级 数 求 和 法 之 一 ， 设 级 数 у, оа, 的 部 分 和 为 
5， 这 个 级 数控 对 数 求 和 法 是 可 和 的 , нт 5, ШЖ 
对 数 平均 值 (logarithmic mean ) 


= 1 . + S РЕЯ 
о КТІ 


їм 


当 m 一 оо ВИР s， 对 数 求 和 法 是 Riesz 求 和 法 
《Riesz summation melhod) (R, p.) 当 р, = 1/ (n + 
1) 时 的 情况 .这 种 求 和 法 等 价 于 Riesz 求 和 法 (R 
1) Ж „= n(n + 1) 时 的 情况 ， 并 与 其 是 相 容 的 ， 
它 比 算 术 平均 求 和 法 (arithmetical awsrapes , summation 
method of) 更 强 . 
参考 文献 
[1] ERisz, F., Sur {а sommation des sties de Disichlet , С. 
R. Acad. Sci. Paris, 149 (1909), 18—21. 
[2] Наму, С. H. , Divergent series, Clarendon Press , 1949 
И. И. Волков N£: 张 鸿 林 译 


对 数 下 调和 函数 [ logaritimically -subharmonie function ; 
логарнфмячески субгармоиическая функция) 
在 Euclid 空间 R" (n 2 2) 的 一 个 区 域 里 的 正 函 
Ж ибх), 其 对 数 iogx(x) 是 下 调和 函数 {subharmonic 
fnnction)、 倒 如， 一 个 复 变 重 的 解析 函数 f(z) 的 模 
12) 就 是 一 个 对 数 下 调和 函数 ， 但 是 存在 平面 区 域 
里 的 连续 的 对 数 下 调和 色 数 ， 它 不 能 表示 成 任何 一 个 
解析 函数 的 模 ， 对 数 下 调和 茵 数 全 体 组 成 强 下 调和 应 
数 的 一 个 子 类 ( 见 下 泣 和 函数 )， 当 n= 1 时 ， 和 它 
相对 应 的 是 对 数 西 函数 
对 数 下 调和 函数 的 主要 性 质 是 ， 几 个 对 数 下 调和 
函数 的 乘积 和 正 线性 组 合 仍 是 对 数 下 调和 函数 、 
参考 文献 
[1] Привалов, 
M.-H., 
【 补 广 】 
参考 文献 
ГАІ] Ronkin, L. 1., Btroduction to the theory of ойс 
functions of several variabls, Amer. Math. Soc., 
1974, р. 36 (R 882). 
ГА2] Наутап, W. К. апі Kenredy, Р. В., Subharmonic 
functions, 1, Асай. Pres, 1976. 
АЖС. эй 


и. И, 
1937, гл. 3. 


Субгармоническис функции, 
Е. Д. Соломенцев #8 
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远 辑 公理 [Jogical axiom ; логическая аксиома | 
ЕЕН S 通常 出 一 个 语言 上 和 上 的 一 个 
句子 集 Ту. T 中 的 句子 叫做 在 S 中 可 证 明 的 . 
了 被 归纳 地 定义 为 包含 一 个 给 定 的 L 句子 集 A, ER 
美 于 某 些 特定 运算 对 闭 的 L 的 最 小 句子 集 . 4 的 元 
素 叫 做 3 的 总 辑 公理 . 
参考 文献 
[1] Mendelson Е., 
Nostrand , 1964. 
[2] Shoenfidá, J. R., Mathematical logic , Addison - Wes- 
10у, 1967 В. E. Плиско 扎 
【 补 注 】 “ELE "一 词 经 常用 于 形式 理论 中 的 一 
些 特 定 的 公理 ， 这 些 公理 是 关于 建立 逻辑 联接 词 和 时 
词 的 内 涵 { 见 膛 辑 演 算 (logical caleulus)) 的 公理 、 
与 激 辑 公理 相对 的 是 “ 非 没 辑 公理 "， 它 们 表示 用 公 
式 刻 画 的 理论 的 语言 中 关于 特殊 的 函数 及 谓词 符号 的 
解释 的 假设 ( 见 远 辑 数学 演算 (logico -mathematicat 
calculns ) } нау ж 


Introduction lo mathematical Iogic, у. 


ЖАНЕ И [iogical calcuhs ; логические исчисления ] 
ЖЕ ПЕН НЕМЕ Ж. ЭНИ ртт ЕА 
ЖИЗ SU, ҮН ЕЙ ( 一 般 说 来 ， 
Ж ЖИНИ) 用 命题 联结 词 和 车 词 联 结 Атин. B 
常用 的 联结 有 “ 非 * ЭРА", й", “如 果 -… 
么 …"， 以 及 存在 量词 和 全 称 量词 . 和 
任何 别 的 演算 《calculus)， 它 有 纯 逻辑 性 的 解释 和 扒 
演 法 则 ; oF T 3839393838 (logico -mathematical 
caleuhs ) ， 它 在 语言 符号 中 没有 数学 中 特定 的 调 词 和 函 
# (= "号 除外 ， 解 释 为 机 等， 通常 认为 它 不 影响 演 
算 的 逻辑 特征 ) 这 些 不 同 点 有 一 种 相对 性 ， 由 于 显 辑 
演算 是 纯粹 形式 的 系统 ， 对 它们 所 作 的 任何 可 能 的 语 
义 解 释 都 必须 被 看 作 是 系统 之 外 的 ， 这 种 解释 在 研究 
演算 的 性 质 时 有 局 发 作用， 但 不 能 当 作 演 算 的 结论 . 
最 重要 的 逆 辑 演算 之 一 是 带 函 数 符号 (function 
symbol ) 的 经 由 谓词 演算 ( dassical ‘predicate calculus). 
这 一 演算 的 庄 言 除了 了 括 导 和 逻辑 符号 一 ，&e，V ,> ， 
a, V 之 外 ， 还 有 三 种 符号 系列 ， 每 种 都 可 有 无 穷 多 个 
#9. ШАН, ЙЫЛЫ ЖЕЛЕ ЖИ ЖЛ. 
СЕ RB R ЖЕЛИ СИВЕ Е, ЖЕЛЕ 
至 少 1 #, ШЕЛЛ Е А 0.) 项 (tem) 的 
定义 是 : 1) 任何 个 体 变 元 ， 任 何 0 Иа; 
2)# T, ‚Т, 是 项 了 是 1 维 耳 数 变 元 ， 则 了 
(Т, 0, T) 也 是 项 . 如果 T... T. 是 项 ，P 是 
k ЖИҢЕЛ, Д РОТ, 7, Т,) 移 为 原子 公式 (ato- 
mic formula ) . 公式 (formulas ) 的 定义 是 : T) 任何 原子 
公式 是 公式 ; 2) фр, 0 是 公式 ，x 是 一 个 个 体 变 元 ， 
则 表达 式 
78, (Р&6), (FVO), (Ёэб), 3xF, VxF 


的 对 
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В. ИАН х 的 出 现 称 为 约束 的 
(bound); 构造 公式 的 过 程 中 不 受 量词 制约 的 变 元 的 
出 现 称 为 自由 的 (free) 。 -个 项 工 称 为 在 F 中 相对 
Рх 自由 的 (Eee), ШЖ F Th x 的 任何 自由 出 现 痢 
不 在 形 如 зуб уус 的 子 公式 中 ， 而 其 中 y 是 
工 中 出 现 的 变 元 之 一 ; [Р] 表示 用 T (Q F 中 所 有 
ННН х 得 到 的 公式 . 

© x ВЕЕ МЕЛ. А.В, C, D 是 任意 
公式 ，x 不 在 五 中 站 出 出 现 ， 令 了 是 任意 一 个 项 ， 
在 А 中 相对 于 x 自由 . 本 演算 所 用 的 公理 有 如 下 10 
仲 (每 一 种 都 称 为 一 个 公理 模式 《 axiom scheme )): 

1.(42(B82 А)), 

2.0042 Вуз ((Аэ(Вэ C) S(A> С))), 

з.(Аз(Вэ(А&В)}), 

4а. ((4&Ву> А), 4b. (А&В)> В), 

Sa. (Аз (4VB))，5b. (B S (AV B)), 

6. (д2 C)ƏGB5SC)ƏGAVB)2S Cp), 

1 (A5B)SGA23B)> 4). 

8 (77424), 

9. (уха Ə[412), 

10. (ГА) = 9 ха). 


这 个 演算 中 还 有 二 条 推演 法 则 : “由 4 和 {4 3 

BY B”; “H (D> 4) 得 (D> уха)"; 以 及 

“出 (4 中) 得 (3x4 3 D)'. 演算 中 

vable formulas ) 或 可 证 定理 ( provable theorcms ) , ЖАН 

从 演算 的 公理 出 发 应 用 《可 以 重复 应 用 ) 给 定 的 法 则 
所 得 的 结果 ( WE SEE SP ( derivation ，logical) ) , 


A+ М. ЖОКЛЕ ЙЯ М' 到 M 的 函数 ， 亩 词 
变 元 解释 为 M: 到 {0, 1} 的 函数 (一 个 值 理解 为 
“ 真 ”， 另 一 个 理解 为 “ 假 ”)， 这 里 г, ЛИЕ 
变 元 和 谓词 变 元 的 维 数 ， 对 任意 -一 个 原子 公式 ， 取 定 了 
其 中 所 出 现 的 谓词 变 元 、 蓝 数 变 元 和 个 体 变 元 的 值 ， 
就 可 以 得 出 这 个 公式 所 到 的 值 是 真 或 假 ， 类 似 地 ， 用 
命题 联结 词 的 真 值 表 和 通常 对 谓词 的 解释 【如 同 光 筋 
ЛЕЗ И), Е ДЕНЕ 
ЮМ, ЧЕТ АЗИР ВИШ. ШИР 
ЯВ ЖЕ ли А АЕ q — 4 kau W 
的 (jdentically true )， 如 果 对 任意 这 样 的 解释 ， 公 式 取 
值 都 是 页 、 讽 如， 一 个 二 元 谓词 变 苑 P 0-8 
ЖУ, 无 论 它们 怎样 到 值 ， 只 可 对 某 个 x 对 任意 的 y 
公式 Р(/(х), (уу) 总 真 的 ， 就 得 出 存在 一 

# P(z, f(z)) 是 真 的 .由 此 可 知 ， 公 式 


(xy yP(f(x), f(y))> аєР(т, f(z))) 
是 旺 真 的 .可 以 证 明 ， 在 这 样 构造 的 演算 中 ， 一 个 公 


xÚ ( pro- 


ҖЖт# +. "E 3 E жни (1 Сода 
完全 性 定理 {Godel completeness theorem))， 这 样 一 
种 解释 依赖 于 相当 复杂 又 抽象 的 集合 论 ， 从 而 不 能 被 
某 些 数 学 哲学 和 元 数学 《例如 ， 直 党 主义 (intuition - 
вт); 有 限 主 义 (finitism)， 构 造 数 学 (constructive 
mathematics )) 所 接受 ， 不 过 ， 在 这 些 理 论 的 框 保 中 通 
过 改变 逻辑 演算 的 诺 义 就 可 以 得 到 完全 性 定 埋 . 

对 以 上 构 沙 的 蓝 辑 演算 加 以 修改 ， 可 以 和 
种 卢 辑 演算 ， 例 如 ， 在 语言 中 加 上 符号 ”= 
жй 

11. (T= T), 

12.((T = T2417 


=[A];,)) 


(这 里 4 和 荆 足 任意 的 ，T, T, 在 4 中 相对 于 x 
自由 )， 哎 得 到 经 典 的 带 等 号 的 谓 鹿 演 算 (predicate 
calculus with squality ). 在 话 中 去 挤 函 数 符号 就 得 到 
ЭН (或 锋 义 的 ， 限 制 的 ) 谓词 演算 ( pure (namow， 
restricted ) predicate calculus ). АЯ 1)}—8)ШЕЖ 
ЕНА НА dr EE 8 ЖЕ (clssical proposi - 
Чопа} calculus); 由 于 主 油 沟 结 榨 式 的 推理 不 能 用 谓词 
演算 进行 分 析 ， 所 以 在 演算 语言 中 出 现 的 各 种 变 咒 通 
常 只 须 用 一 种 命题 变 元 来 代替 ， 每 个 命题 变 元 所 起 的 
作用 就 相当 于 一 个 原子 公式 ， 从 上 述 种 种 演算 中 除去 
仪式 8 便 得 到 各 种 极 小 适 损 演算 (minimal logical са 
oui)， 除 去 ? fi 8 就 得 到 禄 应 的 正夫 辑 注 算 《 positive 
logical calouli)， 此 外 ， 还 可 以 得 到 男 外 一 此 3238 8 
演算 ( partial logical calcuii)， 例 如 ， 固 定 用 请 
部 分 怒 抑 符号 或 变 元 符号 (可 能 要 对 公理 系统 作 一些 
改动 ) ， 而 保留 所 有 出 这 些 符号 和 变 元 组 成 的 经 典 的 
可 推导 公式 ， 这 样 可 得 到 昔 活 命题 演算 ( implicative 
Propositional caleulus ) ( 只 用 一 个 联结 词 о); 纯 -- 元 
谓词 演算 ( рше one -place (monadic) predicate сасий) 
( 详 言 中 只 有 个 体 变 元 和 一 一 元 谓词 变 元 )， 等 等 ， 部 分 
电 辑 演算 中 更 有 意义 的 例子 是 直觉 主义 (构造 ) 演算 
《intuitionistic (constructive) саїсшї), а 
经 典 演算 中 把 模式 8 改 为 下 面 的 模式 得 到 的 


8°.(42(-74>8). 


各 种 馆 辑 演算 都 是 自然 地 根据 它 所 用 到 的 条 件 来 
命名 的 ; 例如 ， 模 式 1 一 7、8', 11, 12 所 定义 的 便 是 
带 等 号 的 直觉 主义 命题 演算 . 

Зийа ЗОРИ И ( many -sorted lo- 
gical afcui) (ЖЕЙ), АТ — 42800 i 0 
99—260, {Е—ш&ф-Б РК Б] ЖК Ж ВОАС б HJ 
解释 为 不 同 的 对 象 集合 ( 例如 ， 借 助 有 两 种 类 个 体 一 
“点 " 和 “直线 НЕНИ. 平面 几何 就 可 以 方便 
地 被 形式 化 ) 当然， 我 们 也 可 以 先 考 瞄 只 有 了 唯一 一 类 


ЧИМЕ И ЗАИТ, РАДЕВ 42, ШВ Е. 
的 涌 词 的 演算 (这 就 是 说 ， 第 一 个 演算 中 允许 对 第 -个 
类 的 调 词 变 元 取 量词 )， 如 此 等 等 ， 这 就 得 到 了 高 阶 运 
辑 演算 1higher-order logical calculi} (原先 定义 的 逻 
辑 称 为 一 阶 迎 辑 )， 采 用 更 多 的 概念 扩展 退 辑 理论 得 到 
了 许多 推广 了 的 渤 辑 演算 . f E Z ES E S 
种 程度 的 不 多 定性 ， 就 得 到 各 种 形式 的 多 值 远 辑 
(many -valued logic) 利 部 分 调 词 演算 ( partial predicate 
oaleul) Жз ЖИНЕП ЕРЕН (ыга. 
implication calculus ) 黎 切 相关 ， 严 格 萄 涵 演算 是 尝试 把 
通常 所 用 的 表达 式 “ 4 BDE ВУ ИЫ, Э 
苍 涵 产生 的 局 论 ， 并 避免 用 真 值 表 米 作 定义 . Й 
辑 演算 (modal logical сайл) 是 要 把 模 态 逻辑 (modal 
Jogic) 中 所 考查 的 “必然 性 "，" 可 能 性 ”和 “个 然 性 ” 
等 有 关 论 断 的 区 别 加 以 形式 化 . 

除了 采用 公理 模式 的 温 辑 演算 之 外 ， 人 们 也 常见 
到 采用 有 限 条 特定 公理 的 形式 化 系统 ， 这 时 要 增加 对 
各 种 变 元 的 代 换 法 旭 . 另外 ， 对 逮 贺 演算 的 形 如 Gentzen 
形式 系统 ( Gentzen formal system ) 的 改造 对 于 证 明 论 
中 许多 问题 的 研究 较为 方便 . 

一 个 演算 作为 形式 化 理论 是 充分 合理 的 ， 如 果 在 
其 中 公式 的 可 推演 性 利 它 在 基本 解释 中 为 恒 走 是 一 至 
的 . 可 推演 公式 的 但 真性 关系 到 演算 的 相 容 性 (可 
ЖҮ) ( 匈 可 靠 性 法 则 (sound тое), ЯНЕ 
式 的 可 推演 性 则 关系 到 演算 的 完全 性 .以 上 所 提 到 的 
所 有 远 辑 演算 都 是 可 靠 的 ， 其 中 很 多 是 在 这 种 或 那 种 
意义 上 完全 的 ( 见 Gidel 完全 性 定理 ( Gódel сопре - 
teness theorem )， 退 辑 演算 揭 一 个 很 重要 的 性 质 是 可 判 
定性 《 见 可 解 问题 ) (solvable problem): 几乎 所 有 已 
构造 的 命题 演算 都 是 可 判定 的 ， 另 一 方面 ，( 除 了 单 
调 的 ， 妈 只 合 一 元 谓词 的 以 外 ) 所 有 上 面 提 到 的 谓词 
演算 都 是 不 可 判定 的 ,尽管 如 此 ， 存 在 着 算法 能 对 不 
可 判定 逻辑 演算 中 每 个 可 推导 的 公式 确定 其 可 推导 性 
只 是 对 某 些 不 可 推演 的 公式 还 无 法 确定 
参考 文献 

[11 Hilbert, О. and Bernays Р.. Grundlapen der Mathe- 
matik, 1, Springer, 1968. 

[2] Kleze , S. С., Introduction to mctamathematics . North- 
Holland , 1951 {中 译本 : S. C. 克 林 、 元 数学 导论 、 
科学 出 版 社 ，1984). 

[3] Новиков, П. С., Элементы математической 
логики, 2 изд. М., 1973 ( Ж: №мікоу, Р. $ ， 

Elements of mathematical logic, Oliver & Boyd and 
Агай. Press, 1964). 

14] Chuch, А., Introduction to mathematical ріс, 1, 
Princcton Univ, Press, 1956 

[5] Математическая теория логического вывода. ¿G 
переводов, М., 1967. C. Ю. Маслов # 


[ 补 注 ] 
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参考 文献 
[AI] Kleme ,SC.，Mathematical loge, Wiey. 1967. 


[A3] Kreiscl, С. and Ке, J, 1... Elements of mathe- 
matical logic , North - Holland , 1967 (В #0), 
[ AS] Мојс, R.,,, Theory of logical caleuli, Kluwer, 1988. 
жй 
逻辑 结果 [logical consequence: логическое следствне ]. 
给 定 前 提 的 

在 使 前 提 皆 真 的 非 思 辑 符号 { 即 对 象 ， 函数 ， 谓 
词 的 名 字 ( name )) 的 任何 解释 小 都 真 的 命题 ， 如 果 命 
题 4 是 命题 集合 г бж, ДЕГ 
4, ЙДЕ. АЖ 工 的 必然 结果 ， 

Ж г 是 一 个 形式 化 一 阶 带 辑 数学 语言 {logioo- 
mathematical languape ) 中 的 命题 保 合 ， 并 且 4 是 该 
ж ан, ВАА Ж 了 的 四 辑 结果 "这 一 关 
系 意味 着 Г 的 任 一 模型 皆 是 4 的 模型 . 这 一 关系 用 
TF4 表示 . 由 经 典 谓词 演算 的 Сой 完全 性 定理 
( Gódel completeness theorem) 可 知 、 关 系 下 F4 与 关 
£ ГРА 其 一 致 的 В FA, ЧААН A трн Г 
用 经 典 谓词 演算 的 方法 推演 出 . 
参考 文献 

11] Rasiowa, Н. and Sikorski., 
mathematics . РУМ. 1963. 
[2] 684, K., Die vollstandigkeit der axiome de iogs- 
chen fanktionenkaikuls ，Monalsh Math. Phys., 37 
(1930), 39 — %⁄0 В. E. Плиско # 
[ 补 注 】 在 英语 中 有 时 用 词组 “semantic entalment ” 
(B Y48838 ) {КЁ < logical consequence ”( 逻辑 结果 ): 
丁 是 表示 式 『F 4 ЖЕ “ГИ ХЕШ А”. ЗН. 
表示 式 TH A НЕГ А”. 
参考 文献 
ГАН} Johnstone Р. Т., Notes on logic and set theory , Са- 
mbridge Univ, Press. 1987 
[А2] Grzgorszyk , А., An outline of mathematical logic ， 
Reidel , 1974 н ы 
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РЕҢ, [logical fonntla ; логическая формула] 
形式 逻辑 诸 言 中 的 表示 式 . ДАИ E X 
概 在 每 一 个 具体 语言 中 络 出 ， 一 般 逻 辑 公式 的 定义 有 
一 种 归纳 特性 :首先 区 分 出 称 为 原子 公式 ( atomic for- 
mula) 的 “类 命 古 ， 然 后 给 出 由 已 经 构造 出 的 公式 ， 利 
用 逻辑 运算 ( logical operation) 的 符号 构造 出 新 公式 的 
ЖОЦ. 例如， 命题 旭 辑 的 公式 如 下 定义 : 任 一 命题 变 
元 是 一 个 (原子 ) 公式 . 如 果 4 和 B Дд. Ж 
A (A&B), (A VB), (А2 B). (A) 都 是 公式 . 
Р а 4K2E25 BE 
ЗАСНА), ТАНИЯ (659383) 构成 ， 合 
题 变 元 和 形 如 Р(у,. , у„) МААНЫ 
其 中 P Ë — n ЗОВ, ЖН y, з, y, 是 个 
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体 交 元 .谓词 演算 公式 ( formulas of predicate caleulus ) 


定义 为 : a) 任 一 原 于 公式 是 一 个 公式 ! b) 如 果 4 及 
B 均 是 公式 ， 并 卫 у 是 一 个 个 体 变 元 ， 那么 (一 4)， 
(А&В), (A VB). (Аэ В), ( VyA), (3yA) 都 
ЖЮ. В.Е, Плиско Je 
[ 补 注 ] 术 请 “合式 的 公式 ”(" wal formed отша" 
Санаты ме “或 “wf ，) ) 的 使 用 是 相当 广泛 的 
参考 文献 
[А1] Grzggorzyk, A., An outline of mathematical ріс, 
Reidel, 1974 卢 景 波 译 


ЖЕҢЕҢ [ logical fimction ; логическая функция ] 

一 种 元 函数 ， 其 定义 域 和 值 域 都 是 真 假 值 (tru- 
th value) 集合 {T, Е). 47—29 59 (logical opera- 
ton) 9 Ж EB 683 f 如 果 V. у, 
都 是 真 候 值 ， 则 函数 f (V... V.) ЖЕ W(P., 
77, P.) 的 真 假 值 ， 其 中 Р, 5, Р, ЗЕЕ, P. 的 
取 值 等 于 V (i= 1，…, n). 一 个 录 辑 郑 数 有 时 也 定 
文 为 一 个 吴 元 函数 ， 其 定义 域 为 -个 集合 M maa 
于 集合 {T, 下 } ,这 种 函 教 在 数理 既 辑 中 的 作用 与 谓词 
( predicate ) 相同 . B. E. TUmcko Ж 沈 复 兴 Ж 


ЖЕ [ gical law логический закон] 
数理 逻辑 中 的 迎 姆 定律 是 指 这 样 的 逻辑 公式 ( log- 
kal formula )， 沈 论 对 公式 中 的 命题 变 元 和 谓词 变 元 给 
以 怎样 的 解释 ， 它 都 是 一 个 真 命题 ， 这 痒 的 公式 也 称 
为 恒 真 的 【identically true, generally valid 或 universally 
walli), ЗЕ С 《 tautology). п. З 4 V 4 

表示 排 中 律 (law of the excluded middle). 
В.Е. Плиско {# 


【 补 注 】 
参考 文献 
[А1] Gregorczyk ， А., An outline of mathematical оре. 
Reide , 1914. 沈 复 兴 W 


ЖЕНЕР | logical matrix ; логическая матрипа] 
形 如 
= <M;iD,&,V, 3, n> 

ТАЙ, Kh Ма-а DS M; &, 
У. = 都 是 M 的 二 元 运算 ; 一 是 -元 运算 ， 如 果 让 
D. 7, р, ЕНЕ М 中 取信 的 变 元 ， 逻 辑 联 结 词 作为 
ЖИНИ д 上 相应 的 运算 ， 那 么 命题 运 辑 中 由 命 古 
Ж ру. 5, р, ЦК а, > ,一 联结 而 成 的 
ЕЖА, УШ М 上 的 … 个 n 元 函数 如 
果 不 论 变 元 在 M 中 怎样 取 值 ， 一 个 公式 af 的 值 都 属 
T D, Wk ЗЛЕ 9 中 是 恒 真 的 ( generally valid). 一 
ЭЖЕ 9 称 为 对 命 古 演算 КОЮ. ШЖ 
中 恒 真 的 公式 恰好 基 K 中 可 掩 导 的 公式 .条 统 


<{0,1Ң011,&,у/,э,-> 
就 是 逻辑 矩阵 的 一 个 例子 ， 其 中 
х&у= miníx, у}, 
хуу = тах {х,у}, 
хъу=тах{1- х,у}, 
пах=1- х 
ЗР ЕЕЕ ИЕ. К. СОЧ] 证 明 、 
不 可 能 构造 其 有 有 限 集 M А — ЕНЕР, JE YT 


直觉 主义 命题 演算 示 性 . В. E. Плиско {# 
【 补 注 
参考 文献 

[AL Wokica, R.. Theory of logical calculi, Kluver, 1988. 


пях Ж 


3383538 [ logical operation ; логическая операция ] 

由 给 定 的 公式 构造 复合 公式 的 一 种 方法 ， 所 得 复 
ВАЖИВ (о value ) 完全 由 子 公式 的 真 值 确 
定 . РЕИНА А (соцшкйоп); 析 取 (dsjunç- 
tion); ЖЯ (implcation); #E (negaton) 等 等 Ж 
ja) ( quantifier) {РАК КЕ ЕДЙ. 

B. E. Плиско R MEX W 


逻辑 主义 [logicism; oman3m | 

数学 基础 的 主要 方向 之 一 ， 它 的 目标 是 站 过 把 数 
学 的 初始 概念 归 约 为 迎 辑 概念 来 沦 证 数学 的 合理 性 . 
把 数学 归 约 为 时 辑 的 思想 是 出 G. Leibniz{ 在 17 世 
纪 末 ) 提出 的 。 间 和 辑 主义 论点 具体 体现 在 19 世纪 林 
和 20 Нер С. Frege 和 В. Russell 的 论文 中 ( 见 
[1]. [2])， 把 数学 视 为 逻辑 的 一 部 分 ， 这 种 观点 基于 
下 述 事实 : 公理 系统 中 任何 数学 定理 都 可 看 作 关于 逮 
辑 推论 的 断言 草 下 的 只 是 要 用 逮 辑 项 来 定义 这 些 断 
言 中 出 现 的 所 有 常量 . 在 19 世纪 末 数 学 中 包括 复数 
在 内 的 不 同形 式 的 数 都 用 自然 数 及 其 运算 来 定义 .Frege 
试图 把 自然 数 归 约 为 逻辑 概念 .在 Frege 的 解释 中 自 
然 数 是 某 些 概念 的 基数 .但 Ете 的 系统 摆脱 不 了 矛 
B. 当 Russel 试图 把 Cantor 的 焦 合 论 归 约 为 迎 辑 时 
发 现 的 矛盾 (Rusell 83 (antinomy]) 澄清 了 这 一 
点 ， 这 个 矛盾 促使 Russell 重新 考虑 关于 逻辑 的 观点 ， 
他 据 此 提出 了 分 支 类 型 论 ( 见 类 型 论 (types, theory 
of)). 然而， 基于 类 型 论 的 数学 的 构造 短 要 假定 一 些 
不 那么 自然 是 纯 好 辑 的 公 再 .例如 无 穷 公理 (axiom of 
infinity ) 就 是 其 中 之 一 ， 它 断言 有 无 穷 守 个 个 体 ， 即 最 
低层 类 型 的 对 象 ， 总 的 来 说 ， 把 数学 归结 为 逻辑 的 努 
力 是 不 成 功 的 . K. Gedel 证 明 ([3]): 没有 足以 作为 
(整个 ) 数学 的 适当 基础 的 退 辑 的 形式 系统 〔 见 Сова 
不 完全 性 定理 (Godel incompleteness theorem)) 


参考 文献 
11) Frege, G.. Gndgeets der Arithmetik , begnffsschrift- 
lich abgcleitet, 1-2, Ошв, reprint, 1962. 


121 Whitehead, А. №. and Russdl. B . Princips Mathe - 
matica , 1-2, Cambridge Umv Ри, 1910 — 1913 

[3] Gëdel, К... Ucber formal unentscheidbare Satae der Pri- 
пёрїа Mathematica und verwandter Systeme , Mematsh 
Math. Phys., 38 (1931), 173 — 198 

4] Cuny, Н. B., Foundations of mathernarical logic, Me- 
Gmw- Hl , 1963. 

[5] Framkel. А. А. and Ваг- Не, Ү., 
set theory , North - Holland , 1958. 

B. E. Плиско 把 Я 
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ЖЕЙ - 数学 演算 [logieo -mathematical сайа; moro, - 
математическне исчислении ], [2 А ў Ж ( applied cal - 
св) ` 

数学 理论 的 形式 化 . 一 个 形式 化 的 数学 理论 由 它 
的 语言 及 一 组 假设 组 成 .这 两 部 分 组 成 了 形式 化 理论 
МИНЕ. 通常 它 还 配置 了 一 个 语义 ， 一 个 形式 化 的 数 
学 理论 及 一 个 通常 意义 下 的 公理 化 理论 之 间 的 区 别 在 
+: 1) 通常 刘 辑 中 的 工具 和 方法 被 用 天公 理 的 公式 化 
及 推理 规则 的 限制 上 上 ， 这样， 人 们 可 以 形式 化 地 由 一 
ТЕТЕ АЯ. 2) 后 者 的 非 形式 语言 转 
痪 成 一 个 精确 的 形式 语 衣 (formal language )， 逻 辑 - 
数学 演算 的 基础 通常 是 一 个 雇 加 演算 (logical calculus ) 
(基本 未 辑 演 算 (basic logical calculus ))， 它 的 请 言 
包括 该 就 辑 演算 的 语言 ， 再 加 上 一 些 特殊 的 函数 符号 
及 谓词 符号 (有 时 排除 谓词 变 元 ， 有 些 函 数 不 售 变 
B). 它 的 假设 包括 该 乏 辑 演算 的 假设 (以 新 讲 吝 的 
表达 式 表示 )， 再 加 上 一 些 用 以 措 述 新 增加 函数 符号 及 
新 增加 谓 记 符号 不 同性 质 共 假设 ， 例 如， 形式 化 的 初 
等 群 论 ， 其 语言 包括 带 等 式 的 谓词 演算 的 语言 ， 增 加 
符号 ° (30), nv OE) 以 及 e( 恒 等 元 )， 伐 位 
等 号 , 除去 所 有 其 他 的 谓词 符号 . 增加 的 假设 


Ух VyV (e хех &inv(x) ` x= 
=e&(x yi z=x+ (y - 2)) 
断言 e 是 恒 等 元 ，inv(x) 是 x 的 逆 元 ,而 乘法 满足 结 


合 律 . 

基于 带 等 式 的 谓词 演算 而 构造 起 来 的 逻辑 - 数学 
演算 用 以 描述 大 部 分 典 知 的 数学 结构 ， 这 些 演 算 包 
括 : 形式 算术 ( arithmetic , formal), 带 一 阶 及 二 阶 量 
词 的 形式 分 析 ， 公 理 集合 论 ( axiomatic set theory), 
#9. ШИН МАИ КЕН ЕЛИ ЕДЕ 
(8345, WPJ), ОАЕ. ИШИ 
ЖЕТИН - 数学 4 模型 ( model of the logico - 
її Соба 完全 性 定理 (Gadal 
completencss theorem }， 一 个 公式 在 所 有 该 四 辑 - 数 


LOGICO -MATHEMATICAL CALCULUS 561 


学 演算 的 模型 中 为 真 ， 则 此 公式 可 以 出 该 演算 形式 推 
导出 来 。 

最 简单 的 一 种 效 辑 - 数学 演算 是 无 量词 妙 辑 - Ж 
学 演算 { quantifiet -free Торсо ~. matherratical теш). 
® йй ЖИ ЖШ ЕЮ ИЖ ШЖ КЮЛ ЕНЕ. 

类 演算 的 滞 SW wa уясы 
诸 言 ， 或 者 是 基于 若干 个 等 式 . 9—00, ЮН 
ИРИ ЕЙ ЖК АМ ИЯ, ЖЕУ, ЖЯ 
本 身 仅 是 一 个 等 式 演算 . 光 沦 如 何 ， 演 算 都 包括 如 下 
的 假设 : 1) 关于 画 数 的 一 些 等 式 {如 x б=0, 
Xx， Jy" 二 xX，y+X); 2) 等 式 的 一 些 基 本 性 质 ; 3) 
数学 归纳 法 的 设置 ( 最 常用 的 模式 是 “由 f(0) = g(0)， 
Рох) = вх, РО), g(x') =h(x, g(x)) 可 推 得 
Рх) =g (x)"); 4) V 消除 律 的 设置 “给 定 
4{X)， 则 4(5” 【该 规则 允许 以 一 Akasti 
自由 变 元 ) ”关于 这 类 演算 的 一 个 例子 是 РЕА 系统 
(system РКА) (原始 递归 算术 ( primitive recursive ап- 
mek) 8. — ` 

РКА 的 客体 变 元 是 (a) (аа), (ааа), …; 
акел (/), (fy. СЛР), 55 自然 数 是 0，0"， 
07, 7. ВСУ) 符号 由 原始 符号 (后继 省 )，Z 
《到 位 为 0 ВОВЕ), (7, п, m] (m Е, Е 
为 第 n 目 上 的 值 ), п, т АЯ, пт, Э 
用 蔡 换 运算 S 及 原始 递归 式 R 按 下 法 面 得 到 . 如 果 o 
是 一 个 n ВТ рз, р, у, йт 目 函 于 ， 则 
5[ф, i] (在 9 Ш, е, р, МАЛЕ 
元 的 结果 ) 是 一 m Нй+#: Жоһн, ү 
Е n+2 ЯТ, МЕ(Ф, у) 是 一 个 n+1 В 
f. 原始 递归 式 为 : 

R[@,#](0, X)= p(X); 
Rlp, j] 《7 Х)= (у, X, R[@, w] (y, X)). 


РКА 的 项 古 0, 客体 变 元 以 及 形式 为 5 和, p(s, ， 
…， sn) 的 表达 式 ， 其 中 s,s ,…, s, А, о Rus 
f. 

限 A 的 公式 是 形 为 r =з 的 表达 式 ，r，s 是 项 . 
客体 变 元 所 能 接受 的 值 是 自然 数 ， 函 数 变 花 所 能 接受 
的 值 是 原 妈 递归 隧 数 (有 时 是 比 原始 递归 函数 更 大 一 
些 的 一 类 可 计算 汪 数 ， 见 原始 递归 还 数 (primitive - 
cursive function )) . 

为 了 描述 半 函 数 ( 即 并 非 处 处 有 定义 的 函数 )， 
除 等 号 外 ， 还 有 谓词 + 或 ! (“有 定义 ");， 在 这 种 情 
ЯТ, т-с: * 有 定义 ， 当 且 仅 当 5 有 
定义 一旦 它们 有 定义 ， 一 定 取 相 同 的 值 ， 另 外 ， 述 
必须 增加 - ы ЛЕ ИА. ЖОЛКУ] ЯЛЕ В 
数 类 处 处 有 作用; 或 者 允许 使 用 一 个 符号 代表 此 函 
数 ， 或 者 这 样 的 一 条 规则 .如 果 + 是 一 个 项 ， 拓 考虑 
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АЖА —Л ЕЁ Е HEI, M| е ЗНАЕВ 0 
第 ! ТА. V 消除 规则 及 3 引入 规则 必须 作 以 下 
2а 

А(1)&17 = ЭхА(х); 

У xA(Gx)&1C > A(t). 
最 后 ， 还 须 增加 公理 ! г, 是 一 个 客体 变 元 或 者 一 
常 项， 以 及 形 如 下 式 的 公理 : 

Тф) 1. 

ЗА - Sra АН ЕЕ ЭКД BJ PT КШ 6 
Ж: 0 是 一 个 类 型 【 类 型 0 的 客体 是 自然 数 }; 如 果 G 
Вт, (о > +) 是 一 个 类 型 ( 该 类 型 的 客 
体 是 将 о 的 客体 喘 到 + 的 客体 的 运算 ) .这 些 都 称 为 
有 穷 类 型 ( 见 类 型 论 (types , theory of )) ， 也 可 以 考虑 
趣 穷 类 型 . 对 每 … 个 类 型 ， 引 人 该 类 型 的 变 丈 及 党 
项 ; 通常 的 情况 下 ， 其 中 包括 一 个 符号 ， 它 代表 0 W 
运算 ; 引 人 客 体 符号 “， 它 的 型 是 (0 -> 0); 对 每 … 
Ж с, 在 型 为 (g = ((0— (0 бб))— (0 = 
91) ) 的 常 项 中 ， 通 常 引 人 原始 递 归 算 子 ， 类 型 为 o 
的 项 包括 该 类 型 的 变 元 和 常 项 ;， 形 为 (5) 的 表达 
式 ， 这 里 ” 是 一 个 项 ， 类 型 为 = c, s 是 一 个 项 ， 
类 型 为 r; MOH A xr 的 表达 式 ， 它 是 一 个 泛 函 
记号 ， 炎 示 将 x 转换 成 r(x),r 的 类 型 为 Во х й 

型 是 x о = (x — р). ЖТР НО ЈУ 
辑 - 数学 演算 用 来 研究 带 量词 的 逻辑 - 数学 演算 例 
如 ， 使 用 原始 递归 泛 函 的 一 个 无 量词 逻辑 - 数学 条 
统 ， 人 们 征明 了 形式 算术 的 相对 相 容 性 ;如 果 对 该 系 
统 再 增加 … 个 所 谓 的 规 递 归 算 子 ， 则 可 证 明 形式 分 析 
理论 的 相对 相 窒 性. 

ЖЕШ - 数学 演算 系统 其 有 一 个 重要 的 性 质 
全 性 (completeness): 每 一 不 含 自 出 变 元 的 公 
式 可 证 或 者 可 否 证 ， 该 性 质 翘 泗 该 系统 的 判定 问题 是 
可 解 的 、 即 是 说 ， 存 在 -一 个 算法 ， 它 能 判定 每 一 公式 
是 否 可 证 ， 这 类 系统 的 一 个 例子 是 代数 闭 城 理论 (也 
Ж Tarski 系统 (Tarski вуйепу)). 8 Сой 不 完全 性 
定理 ( Godel incompletenes theorem )， 完 全 理论 是 很 
稀少 的 ，Godel 不 完全 性 定理 是 说 : 任 -协调 的 ， 递 
归 可 表达 的 迎 辑 - 数学 演算 ， 如 果 含 有 算术 系统 中 概 
小 的 基 一 郁 分 ， 都 导 不 完全 的 ， 那么 大 部 分 逻辑 - 数 
学 统 ， 它 们 的 判定 问题 都 是 算法 不 可 解 的 . 

ЖАҢ -数学 演算 系统 的 一 个 重要 刻画 特征 是 它 的 
表达 力 ， 要 增加 系统 的 表达 力 ， 人 人 们 常常 引 人 新 的 表 
ЖТД. 比如 ， ШУ РИ с ГЕ ҮЛ ҮН 
Е А ЗЁ ШЇЇ: 

x= y £ u= 意 指 Їх y[+ [u — s| =0, 


x 


ууш Дх) их) {Н P х) gG)1=0. 


在 形式 算术 系统 的 语言 中 ， 可 以 谈 “ 有 穷 集合 ”， 
“рыз” 等 对 象 ， 某 些 逮 辑 联结 词 可 以 由 其 他 
的 逻辑 联结 误 来 表达 ; 上 比如 ， 在 二 阶 演算 中 {包括 基 
于 直觉 主义 逻辑 的 二 阶 演算 )， 所 有 的 联结 词 都 可 由 
УЙ = 来 表达 . 习 x4(x) ПРУ РУ x (A(x) 

“ P) > P). Тиз 定理 (Tarski theorem ) 对 一 个 
素 统 的 表达 力作 了 限制: 候 设 给 定 的 语言 包括 算术 
中 最 小 的 部 分 ， 该 语言 的 所 有 公式 有 一 个 自然 的 排 
列 ， 则 无 法 找到 一 个 公式 了 (x) 使 得 T(n) 为 真 ， 当 
HO п 是 某 个 真 公式 的 排列 序号 ,对 茶 些 基于 构造 
ЖЕЕ ОАЗЕ РВ ) 的 逻辑 - 数学 演算 ， 所 谓 的 
新 取 定 理 成 立 :如 果 一 个 闭 的 形 为 4 V B 的 公式 是 
可 证 的 ， 则 至 少 4，B 中 的 一 个 是 可 证 的 . 为 了 丁 解 
ЖЕ ОР - 数学 演算 系统 的 结构 ， 人 们 考虑 了 各 种 类 
侯 于 可 实现 性 ( realizability ) 的 概念 及 其 相关 问题 ， 比 
Ma, ЭҢ - 数学 演算 系统 的 协 谓 性 ， 系 统 中 茶 一 个 候 
设 的 独立 性 ;个体 公理 系统 【individual axiomatics ) 的 
存在 性 【 即 是 说 ， 每 一 个 可 证 明 公 式 4， 都 有 一 个 推 
导 过 程 ， 该 这 程 仅 在 运用 理 涵 规则 时 使 用 假设 ， 同 时 
只 使 用 4 出 现 的 符号 ); 某 些 逻 辑 - 数学 演算 系统 到 
ВЕ - 数学 演算 系统 中 的 柑 人 的 存在 性 ， 等 
等 、 这 些 问题 都 属于 证 明 论 ( proof theory } 的 范围 . 
参考 文献 
[1] Hibert , Р. and Bemays, Р., Grundlagen der Mathe + 
matik , 1, Springer, 1968. 
[2] Новиков, П. С., Элементы математической логики, 
2 изд., M., 1973 (#4: Novikov, Р.5., Ele- 
mants of mathematical оріс, Oliver & Boyd and Асай. 
Pres , J964) 
[3] Kkene,S. C., Introduction to matamathematics Nor - 
th-Hollandi , 1951. 
[4] Church, А., Introduetion to mathematical logic, 1, 
Princeton Univ. Pres , 1956 
[5] укол. К. С., Notes on logic, у. Nostrand , 1966. 
Г.Е. Мищ + 
【 补 注 】 а - 数学 演算 ”一 术语 在 西方 科学 界 中 
并 不 通用 ， 对 该 概念 西方 用 的 名 称 是 - (— Br) 8 
论 "( (Fist-order ) theory). 
参考 文献 
ТАГ Кеспе, 5. C.. Mathematical logc, Wiley, 1967. 
[A2] Chang, С. C. and Keiser, Н, J, , Model theory. 
North - Holland , 1973. т зж 


ЖЕЙТ 7 [logistic distribution ; логистическое pacm- 


ределенне] 
ЯЖ (ax +b) ЕИ, Др a 是 尺度 
参数 ，0 是 位 移 ， 而 


一 1 
y= 
Се 


4% yl1- 
qr 001-0). 


ЭГИН s ИЕ ЖЛЕ gy fs (normal distribution) : 
suply (17х)—Ф(х)| <001, 


Жир O (x) J Ej 5 ОПТА Т ЕБТ А К. 对 
ТЕ "ЖА PE BR ОКАР ЫЕ Bi 4 F ЖЮ) 2} h И ЖОН 
Ел {@ 35 К "ЖН BN Wy е 的 检 
Ж, Wilcoxon 检验 (Wilcoxon test) 以 及 Mam-Whitney 
检验 (Mann -Whitney tst) 是 渐 近 最 优 的 ,在 数据 处 理 
利 解释 推论 时 ， 思 辑 斯 请 分 布 往往 比 正太 分布 更 适 
用 ,在 应 用 中 还 使 用 多 维 逻 辑 斯 请 分 布 . 
参考 文献 
11] Kendall, М.б. and Stuart, А., The advanced theory of 
statistics, 2, Inference and relationship, Griffin, 1979 
[2] Cax,C.R., Hinkley, DY.,Theoretioal statistics, Chapman 
& Hall, 1974 . A.H.Opno E 
【 补 注 】 
参考 文献 
ГАІ] Johnson, N. L., Kotz, 8.. Distribution in statistics. 1, 
Continuous univariate distributions. Wiley. 1970 
MES Ж 


РИТЕ [legistics ; логистика ] 
人 和 们 在 企图 将 时 辑 论证 归 化 为 形式 计算 的 努 少 
中 . 建立 起 来 的 一 些 玩 辑 系统 .在 可 代 和 中 世纪 ， 
В “一 词 指 算术 计算 的 实际 操作 ，G .Leibniz 
(17 世纪 末 ) 使 用 该 词 指称 推理 的 演算 .20 世纪 初 该 
词 指 数理 逻辑 (mathematical logic ) . 
В Е.Пляко Ж 王 38 


Ionmel 西数 [Топан function; Ломмеля функция | 
非 齐 次 Bessel 方程 ( Bessel equation ) 


和 3 二 (2 
Юй. ШЖ p= v+ 2n， 其 中 n 是 自然 数 ， 则 


у= (17а 1) 2х 
加 [x 

дс» | 

如 果 数 p+ 20 和 p - y 之 0 不 是 整数 ， 刚 


ея] 


tk 


Tivtn 
КЪТ) “ 


(1) уар 
s ГЕТЕ +) T+ l+{p~ 2) 7 


如 条 o= v 28 (n20) 是 整数 П v 不 是 整数 
(<), Mi 


< 
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Г(у—л) 


‚ўил (< y, 
£ Г(у-я+К+1) 2 


= ў Хоу (по) 
£ ET 让 TET) 


у= [мов + 


аж) )| 


Г(э+К +1) 


PJU, %п=0., у, H J (x) 是 
Bessel 函数 〔 Bessel functions). ВТУ М Lommel Fñ 
数 也 已 知道 ， 

ЖМ, Апрег 函数 (Anger function); Weber 函数 
( Weber function ); Stnme 沙 数 (Struye function) - 

E. Lommel ([1]) 研究 过 这 个 函数 . 
参考 文献 

[1] Lommel, Е., Zur Theone der Hesse] schen Funktionen 
ТУ, Mak. Ann., 16 (1880). 185 — 208. 

[2] Wagon. С. N., А Heetise on the theory of Besscl 
functions. 1, Casnbrige Ошу. Press , 1952. 

[3] Kamke, E.. DitfenentialgJcichungen , Lisungsmethoden 
umd Lësungen. 1, Gewohnlche Diffesentialəleichungen , 
Сака, ерш. 1947 СФИЖ: E. Б, ЖШ} 
方程 手册 ， 科 学 出 版 社 ，1977】 

Е. Д. Conowemtes }# КЖ PF 


Lommel 多 项 式 [ Lommei polynomial Ломмеля многоч - 


men] 


关于 z 的 m КЖ ЙД А (z). 对 m= 1. 
… 和 任何 ，， 它 定义 为 
К,.(2) = 
xz үт 2 - 
= арр 13 «СООЛ (2) СЕИ, (г) (201 


其 中 J. (2) 是 Вежа Б (Bessel functions ) ， обу Ж 
ЛЯ ES (hyperzcometric series). Lommel 多 项 式 
满足 关系 式 

Ens) TR (2) (ER (2), 

Ri,, (2)=1, т=1, 2, - 

参考 文献 

[1] Magnus, W .，Oberhettinger，F амі Soni. R. P . 

Formulas and thoorems for the special Functions of mu- 
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thematical physics , Springer, 1966 
А. Б, Ивата } Н 详 


Longman 法 [Longman method ; Лонгмана метод ] 
近似 计算 定 积分 
1= /oodx 


的 一 种 方法 ， 其 中 Ж 


x, 


区 问 la, b] W 386 п 个 根 


х=а<х < 


并 满 赴 下 述 条 件 . Ф 


<x,<b=x 


"+0 


s= (1) { f(x)dx, 19,75, а, 
则 了 = S， 其 由 
s= у 0-0, 
假定 了 在 区 间 (x,, x,. 1) НЕ 5. ZEE E] 
中 符 导 不 同 ， 旦 0, #0, 1=0, 5. 1。 这 样 的 函数 称 
208 8569 ( oscillatory) ， 册 于 实用 上 不 可 能 有 手 荡 函 
ЖЕЙЛАН Га, b] 上 很 好 的 近似 ， 所 以 对 于 大 的 п 
值 ， 用 求 积 公式 难于 计算 1， 利 用 等 式 【= S 导致 需 
要 计算 所 有 积分 p ， 这 在 /肥大 的 情形 也 是 不 可 取 
的 . 
用 Longman 法 近似 计算 了 基于 等 式 (n 2 p) 


Fa 
S= Y (-1)t2 t at + 
— 
б! 
КЧ (1) 


+ 27 А. 
(A) hi о, аизза ЭГИП ЖЕШ j W SK: 
Абу варто је 0, в, 


ж 


A u = дут Au. 
= 1,57, p-1;j=0,"', n rl. 
如 果 b, 使 得 可 以 忽略 (1) WD АЯТ p 阶 有 限 差分 
的 项 、 则 可 用 近似 等 式 


Se УА, рде 

(2) 

计算 S. ЭЛЕЕ (2) 的 右边 ， 只 需 知道 前 p о, BD 

so 的 值 和 后 p 个 e Шр, у, 

的 值 ，Eongman 法 即 在 于 用 (2) 近似 计算 和 S. 
如 果 积分 了 的 积分 上 限 b= + om B 


1-0, ， 
则 必须 用 等 式 ( Euler 变换 ( Ешег transfom ) ) 


т.о 


0-0%, = 1) UA 
来 代替 (1) ЈЕ ВЕ ЕКШК. 
此 万 法 为 工 М. Longman #1 {[1]). 
参考 文献 
[1] Longman, 1. M... А method for the numerical evalua - 
tion of finite integrals of oscillatory functions Math 
Camput., 14 (1960). 60. 53 — 59 
[2] Das. Р J., Rabinowtz, P.. Methods of numerical 
integration, Асай. Раз, 1984{ (ЕЖ: P.J. Davis , 
Р. Rabinowitz, 数值 积 分 法 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1986) . 
И. П. Мысовских Ф Жї Ж 


EE оор. луна] 

其 有 单位 元 的 拟 群 (quasi -group ) , ЙАЛТ е, 
使 得 对 于 执 群 中 什 意 元 素 x 均 有 xe=ex=x. ЖШ 
群 理论 中 下 述 定理 确定 了 么 氢 群 的 意义 : 任 一 拟 群 同 
痕 于 一 个 么 拟 群 ( 见 同 痕 【isotepy))， 于 是 ， 拟 群 理 
论 由 的 于 要 问题 之 一 是 ， 对 于 给 定 的 拟 群 类 刻 通 与 之 
同 痕 的 么 氢 群 ， 

对 于 每 个 公 拟 群 ， 存 在 三 个 与 之 相 堪 的 核 . 么 拟 
群 0(，) ТЖЕ 

= (alax. y=da. xy. 对 任意 x, уе} 

кэн (ЕЙ kemel ). 类 似 地 可 定义 中 核 Cmiddle Кег- 
за) Айн (right Кеткї). 在 勾 拟 群 中 它们 总 是 存在 

. 它们 的 交 称 为 么 拟 群 的 核 ( kernel of the loop). 
жыка РАЙ. 即 О(.) ЮВ. ТЕМА 
ЭШЕ НЕНА АС ЖЕЛЕП ИИЙ. 对 于 任 一 预先 设 定 的 核 都 
НАШЕЛ. ПЕТЕ Q(') АШ О, MAS 
ВЕЛТИ О (+) (Alber 定理 (Albett theor- 
ат). 特别 地 ， 同 疫 的 群 是 同 构 的 . 诸如 自 山 么 拟 群 
等 其 他 一 些 么 拟 群 的 类 也 具有 这 一 性 质 ， 么 拟 群 0 
( * ) 称 为 是 G 么 拟 群 (G-loop)， 如 果 任意 同 痕 于 
Q(，) 的 么 拟 群 都 与 之 同 构 。 

群 论 中 的 许多 概念 和 结论 都 可 推广 到 乏 拟 群 的 情 
撒 ， 但 群 的 一 些 普 通 性 质 对 于 么 氢 群 并 不 成 立 ， 例 如 
--Щ#Ь ҤЕ ДИЙ Р Lagrange 定理 (BU: 子 群 的 
阶 整除 群 的 阶 ) 不 成 立 ， 然 而 ， 如 果 一 个 么 拟 群 中 La- 
вгапде 定理 确实 成 立 ， 则 称 该 么 拟 群 为 Lagrange 的 
(Lagrangan). ША ОО) 的 每 个 子 么 拟 群 都 
是 [agrange 的 ， 则 称 Q (') 其 有 性 质 上 (property 
17). 一 个 么 拟 群 @ (，) 其 有 性 质 U. 的 充分 必要 条 件 
E: Q(' )# “个 正规 链 

Q=0 50. 20, 
其 中 Q, 是 0... BÉ) ET АЗИМ. B q rr А0 
i=l,", n, 0.1/0, АЖЖ 1. 
被 研究 得 最 多 也 最 接近 群 的 各 拟 群 是 Moufang Z 


拟 群 ( Moufang оор )， 关 于 它们 的 主要 定理 (Moufang 
定理 (Moufang theorem )) 是 :如果 这 样 的 一 个 么 拟 群 
Du а, р. сее, Ш 


ab. с=а be, 


А наг ВЕ. Ш—1Ш. 特别 地 ， 
Moufang 么 拟 群 是 双 结 合 的 和 -associative )， 即 它 的 
在意 两 个 元 崇 生 成 一 个 结 人 台子 АЗИЙ. Мошапв 544 
群 这 一 性 质 是 泛 〔universal ) 性 质 ， 即 它 在 同 次 下 保持 
жой: PBP Moufang 么 拟 群 的 么 拟 群 本 身 也 是 Mou- 
fang АИЙ. 

最 一 般 的 么 执 释 类 之 一 是 IP АШИ (TP -loops) 
的 类 ， 政 具有 可 地 性 压 (imerübliy property) № 4 B 
B. тна ` 


x. xy=y 和 yx x” =у 
定义 , ЖР Эх 和 x" 分 别 为 x 的 左 六 元 和 右 递 元 ， 
Moufang «А08 ІР ДЯ. ЧЕ IP 么 拟 群 中 所 有 的 
核 相 等 。Moufang ВВЕ НИЕ Е Е. 
ІР ХИНА НЕЗ НЕК. 进一步 地 ， 如 果 任 意 
RT P 么 拟 群 2 (. ) 的 么 拟 群 都 是 DP Z, 
则 Q(:) 6—74 Moufang ZEE. 

比 IP 么 拟 群 类 更 广泛 的 是 WIP АВЕ (WIP- 
оре) 038, ДЛ ИЙ ЕИ (weak invertibility 
property ) 的 么 拟 群 ， 它 们 由 等 式 x(yx)-' =y-! ж 
义 ， 该 等 式 是 泛 性 质 ， 如 果 


(yxX6, z. y)= 


对 所 有 的 x, у, z8Q 成 立 ， 其 中 ө, 是 一 个 自 同 构 。 
这 时 WIP 么 拟 群 的 核 是 正规 的 ， 而 关于 核 的 商 么 拟 群 
是 Moufang {И}. WIP 么 拟 群 的 一 个 特 便 是 CI 2 
拟 群 (CI-loops), 3232 X [k АФР ( cross -invertible 
орк), ЕН (ху) х = 定义 

Moufing 么 把 群 的 一 个 推广 是 (22 ) Bol АЗИ 
(Bol loops ) ， 其 中 有 等 式 ` 


x(y ' xz)= (x + yx)z 


Ж. ЕЛЕЙ К ЖАЙ, В.К АО (mono- 
associate), ШЖ ЖИЙ ЕШ АЕ 
# a+ Zum. 

ПАНОВ ЮН + ИЕК: Ж {ЯН 构 
( pseudo -automorphism)， 乏 拟 群 C(, ) 的 一 个 局 换 
ф 称 为 左 盆 自 同 构 (kefl pseudo -automorphism )， 如 果 


存在 元 察 ue Q 使 得 


(y + xz)y 


g(xy) + a= ə(x)(@y + a), 对 所 有 x, ye Q, 


9 称 为 右 伪 自 同 构 ( right pseudo -automorphism) , tn 
AAF EE be Q 使 得 
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b - 2(xy)=(b фх)фу. 对 所 有 х, yeQ. 
如 果 о йл {АЛ Bp] S 5 b Ë П. ЖЖ 9 为 
伪 自 同 构 ， 而 元 素 a 和 b 分 别称 为 左 伴随 【jet com - 
panions ). 右 伴 隐 (night companions ) Е 308, 8 
ШИЯ BPTN004F91. IP 么 拟 群 中 的 每 个 伪 自 同 构 
在 其 核 中 请 导出 一 个 自 辣 构 ， 而 在 交换 Moufang ДЇ 
群 中 伪 自 同 构 就 是 自 同 构 . 

在 余 拟 群 的 理论 中 ， 内 哈 换 起 重要 的 作用 ， 上 其 有 
单位 元 е 的 么 拟 群 Q(，) 中 伴随 群 G Е о 
称 为 内 部 的 (inner )， 如 果 ае = *， 全 体内 置换 的 集合 
148% ОЮ, 称 为 内 置换 群 ( group of inner 
permutation )， 群 了 НС. 


L. = L; L.L; R, ,= Ra RR,; T.=R,'L.. 


通过 内 置换 可 以 定义 4 ZE ( A-bops), WD 
所 有 内 置换 篆 为 自 同 构 的 么 拟 群 ,好 果 一 个 А ZE 
同时 也 是 IP 么 拟 群 ， 则 它 是 双 结 台 的 ， 交 换 双 结 台 4 
么 拟 群 是 Moufang 各 拟 群 ， 对 于 交换 Moufang АЫ 
т, певана. 

етно меде еро ВЕ ЬЕ. 例如， 
一 个 么 拟 群 称 为 是 Hamilton 的 (Hamiltonian)， 若 其 
任意 子 群 都 是 正规 的 ，Abel 群 也 被 视 为 是 Hamiton Z 
拟 群 ,具有 有 限 阶 元 素 的 单 结合 Hamilton 么 拟 娠 是 
Hamilon р 2818680801 (р 之 拟 群 的 定义 方式 与 p 
群 相同 ). 冯 结合 Hamilion 么 拟 群 或 者 是 Abel 群 或 
ЖЕН Ахти, ХФ 4 ЛЖИ АНН 
Abel В. ТОНЫ 2 的 Abel BE, HL H 是 满足 附 
加 条 件 的 非 交换 么 拟 群 . 

ЖШШЕ О(-) ВФ CB) 序 的 totally (par- 
taly) ordered)， 如 果 Q 是 (关于 S 0) GB) E 
集 ， 并 且 a < b а 


ac<bc,ca<cb, 


反之 亦 然 . 如 果 一 个 会 序 么 氢 群 Q 0.) 的 中 心 具 有 有 
Н, ML О(-) Rohi EROS. WE TRIBE 
小 条 件 的 格 序 么 拟 群 是 自由 Abel Е. 
亦 有 用 伴随 群 的 方法 研究 乏 拟 群 的 。 例 如 已 被 证 
明 ， 在 一 个 么 氢 群 的 正 孝子 勾 拟 知 和 相应 的 伴随 群 的 
正规 于 群 之 间 存 在 一 一 对 应 
参考 文献 见 拟 群 ( quasi -group) . 
В.Д. Белоусов Ë Z Ж Ж БЕЙ # 


АТ ЕЎ [ loop, analytic; лупа аналитическая } 

具有 么 拟 群 (loop ) 结构 的 解析 流 形 ( analitic mani- 
fold ) м, Даљи (ЖЕ. БИК) мхм 
到 MM 的 解析 映射 . 设 2 ЖА M 的 单位 元 ，g(1) 
和 һи) 是 从 e 出 发 的 解析 路 径 ， 且 在 e 处 具有 切 向 
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#ta f b. ШШ (1) e 处 的 切 向 量 c= ab 是 
ШШ а 和 和 的 深 线 性 函数 ， 这 里 


k(C)= (айва (АС) 209), 


而 ”代表 右 除 ，* ЖЫЙЫР ЇН ТСМ) ВЫ ЖАЗА ЙК с 
— ab. ВЭ ШЕ М ВНУ ЗУ (tangent algebra of 
the оор). 468 e= (0, 1. 0) АНЯ U 中 ， 
Жїк (х', с, А) 称 为 是 第 一 类 典范 的 《canonical of 
ше їшї іла), З РЕВ а S (at. as), 
HHQ x(t) = (at. се, атг) 是 局 部 单 参数 子 群 (|1| 
<), Ве ЖШШЕ Эу а ( Ю[1]). ЖААЙ 
Mr Z13986 ( 见 结合 宕 代数 ( algcbra with associative pow- 
сг)) 其 有 第 一 类 典范 坐标 系 【 见 [2])， 这 时 对 于 充分 
小 的 а Ж ОПЕЙ] а = x(1)》， 即 到 将 U is ТОМ) 中 
原点 的 一 个 邻 域 等 同 起 来 ， 进 而 赋予 ТОМ) 一 个 局 部 
ДАЛЕ M, 的 结构 . 如 果 解 析 么 拟 群 M 是 交错 
的 ， 妈 它 的 任意 两 个 元 素 生 成 一 个 子 群 ， 则 切 代 数 
T(M) 是 一 个 二 元 Lie 代数 (binary Lic ара), 而 
M, "РЗК (х, у) — хоу 可 用 Camgbell- Hausdorff 
公式 ( Campbell -Hausdorf formula ) #Ш. 域 R 上 的 
ЕЛ АЕ 70 Lie 代数 为 且 仅 为 一 个 (精确 到 局 部 
同 构 的 ) 已 部 交错 解析 乏 拟 群 的 切 空间 ( 见 [1]} 
解析 的 Момапр ЖИЙ (Moufang loop) # Эг 
得 最 为 外 分 .一 个 解析 的 Moufang 勾 拟 群 ， 其 切 代 数 
х= 0, х,у, xz)= Tx, y, z)x, 


其 中 
J(x.y,2)—(xy)z + (yz)x-(zx)y; 
这 样 的 代数 称 为 Мальцев 代数 (Mal'tsev algebra ). 
反之 、R 上 任 一 有 限 维 Mama 侣 数 是 基 个 单 连 首 
解析 Moufang 24И M 的 切 代数 ， 且 M 在 同 构 意 
x Feng -的 { 见 [2], [3]). 如 果 м' 是 一 共有 相同 
ИНКИКО ЕЖЕТ Moufang ZEE, Mi 5 M 局 部 
М, ДИЕ м м", 其 局 H ж M 的 一 
ОЕСР. 空间 M' 的 基本 群 z(M' Ын 
Н.Ж ф 是 单 连通 解析 Moufang £ Ё M 到 连 
通 解 析 Moufang 么 拟 群 М' 的 局 部 同 态 ， 则 gw 可 唯 
一 地 扩充 成 为 MM 到 M' 的 一 个 赔 态 .具有 可 解 Ma - 
льцев 切 代数 的 单 连通 解析 Moufang 2 АННО ЫЈ, 
解析 同 构 十 Fuclid 空间 В" ( 见 [3]). 
参考 文献 
11] Малытв, А. И., < Матем. c6.5. 36 (1955), 3, 
5369 ~ 50. 
[2] Кузьмин, E. H., Алгебра и логика». 10 ( 1971}, 
1,3 22 
13] Кердмен, Ф. С., { Докл. АН СССР», 210(192), 
3, 533 — 536. Е. Н. Кузьмин # 


【 补 注 】 
参考 文献 
[А1] Сейл. О.. Рет, Н. and Smith. J. D. Н 
(eds.). Theory and application of quasigroups and 
loops. Heldermann, 1989. 于 Ж Ж 右 生 明 3 


Hs (ЗМЕЙ ) [bop (in topology ); петля] 
0888 (path ) ， 详 细 地 说 ， 一 条 闭路 f Ë 
-个 连续 映射 (continuous mapping)， 将 区 间 [0，1] 
Вл П] X, 3385 f(0)=/f(1). 在 空间 X 
中 指定 点 * ， 所 有 适 台 条件 /(0) = 701) ~ + 的 全 体 

闭路 所 构成 的 集合 就 是 闭路 空间 (loop зрасс). 
M. H. Войцеховский 所 ЖИН Ж 余 建明 Ж 


闭路 空间 [ loop space ; пе гель пространство ] 

在 拓扑 空间 X 中 指定 点 *， 所 有 在 点 * 的 全 体 
闭路 { 见 阅 路 (拓扑 学 中 的 》( kbop (in topology)) 
组 成 的 空间 ОХ, ЖКО. ИТЕН [ИЕ 
间 X 上 的 Serre 纤维 化 (Sere fibmation) (E. р, 
X) 的 纤维 (这 里 Е 为 道路 空间 ( path ѕрасе)). 

[ 补 注 ] A Ф. Харшиладзе # 
参考 文献 
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Lorentz 7) [ Lorentz foree, Лоренца сила ] 
ye a 8 ЮЕШ F ë ЭЕ ЖҮР ЕЛ}, Lorentz 
力 下 的 表达 式 是 H. А. Lorentz 首先 给 出 的 《 见 [1] ) 
在 国际 单位 制 下 ， 它 的 形式 是 : 
F=eE+ e[V x B], (1) 


其 中 Е ЖШН, В 是 磁感应 强度 ，V 是 相对 于 二 
E, B, F 在 其 中 计算 的 坐标 么 中 带电 粒子 的 速度 ，e 
是 粒子 的 电荷 ，Eorentz 7000 #35 Җ (1) 是 相对 论 性 
不 变 式 ( 即 它 在 任何 惯性 参考 条 中 者 适用 )， 它 使 得 
把 电 骂 场 方 程 与 带电 粒子 运动 方程 联系 起 来 成 为 可 能 
均匀 磁场 中 ， 其 有 质量 m 和 电荷 e 的 粒 
子 的 运动 ， 在 非 相对 论 近 似 (Ус, с 是 真空 中 光 
速 ) 下 ， 由 方程 


mY = ¿[V x B] (2) 


描述 ， 在 z Я B 方向 的 直角 坐标 系 中 ，( 2) 
的 解 具有 形式 为 
х= хо + г sin( wt + а), 
y 
е + Уш. 
其 中 o, = е|В|/т 是 粒子 回旋 前 Larmor 频率 ， 而 r. 
三 |Yorlfw 是 粒子 的 回旋 半径 (Lanmor 半径 ( Larmor 


yo +t rr cos {wf +a), 


radius)), x 是 回旋 的 初 相位 ，V。 是 粒子 的 初速 度 . 
因而 ， 在 均 名 磁场 中 电荷 沿 螺 旋 线 运动 ， 曝 旋 轴 沿 磁 
ИУ. 

如 果 电场 刁 不 等 于 零 ， 运 动 具有 更 复杂 的 性 质 . 
这 寺 会 发 生 粒 子 回旋 中 心 穿越 磁场 B 的 位 移 【 所 谓 
漂移 (drift ))， 漂 移 的 平均 值 ， 写 成 向 量 形式 是 


— |ЕХВ| 

а ТЕ] 
在 这 个 情况 下 ， 粒 子 在 xy 平面 的 未 平均 运动 灌 次 搜 
线 进 行 
参考 文献 
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Тога: S $ [ Lorentz transformation ; Лоренца преоб- 
разование ] 

伪 Enchd 空间 ( pseudo -Euclidean space) РНТ 
个 Galileo 858838 ( Galilean coordinate system) 联系 起 
来 的 堂 标 变换 ， 换 句 话 说， 一 个 Lorentz 变换 使 所 滑 事 
件 间 卫 的 平方 保持 不 变 ，Iorentz 变换 是 Eudid 空间 
中 正 交 变换 的 模拟 ( 或 运动 概念 的 推广 ). Lorentz Ж 
换 形成 一 个 群 ， 称 为 Lorentz 群 (Lorentz group ) (39 
一 般 Lorentz 群 ( general Lorentz group)), 用 工 来 表 
Ж. Lorentz 变 掀 在 狭义 相对 论 的 四 维 时 空中 得 到 应 用 ; 
狐 尺 相对 论 中 ， 对 Galileo 坐标 x, y, z, !， 间 隔 s R. 
有 形式 

s= (дг) – (Ах) — (Ay) — (Az), 
其 中 c 是 真空 中 光速 , 

人 们 经 常 考虑 的 是 Lorentz 变换 的 更 狭 类 . 因而， 
保持 坐标 t 的 正 负 号 不 变 的 Lorentz 变换 形式 所 谓 正 
时 Lorentz 群 { orthochronous Lorentz group) L, ‚Ж 
换 抵 阵 具有 正 行列 式 前 Lorentz 变换 称 为 正常 Lorentz 
变换 ( proper Lorentz transformation ) 并 形成 正常 Lor- 
entz 群 (Proper Lorentz group) L... L. , 和 т, zx 
简单 地 称 为 Lorentz 群 (Lorentz group ) . 
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- 般 Lorentz 群 包 括 下 列 这 样 一 些 变 按 的 组 合 : 空 
间 反 射 ， 时 间 反 注 ， 空 间 施 转 ， 以 及 从 物理 观点 来 看 
是 从 一 个 惯性 坐标 系 到 相对 于 它 以 速度 У 运动 的 另 一 
个 垄 标 系 的 变换 ， 耐 从 数学 观点 来 看 是 在 具有 伪 Eudid 
度 规 的 平面 内 通过 角 虚 J 的 双 曲 旋转 这 样 的 变换 - 后 
一 类 型 变换 的 存在 是 Lorentz 变换 群 的 具体 特色 . 

对 于 从 Galileo АЖЖ х”, у, 27, (' 向 相对 于 该 
坐标 系 以 平行 于 x' 轴 的 速度 V 运动 的 Galieo 坐标 
É х,у, z, t 的 转变 ， 这 些 变 接 具有 形式 : 


x Vr ‚бо. 
XPE Y Y mz, 
{= t T Vx" / 2 
КЕГИ) 
如 果 通 过 公式 
. руе 1 
nhy = ，coshy = 
Shy VE 


引进 双 曲 旋转 角 J , M| Lorentz 变换 取 下 列 形 式 : 
x = x'cosh3# + ct'sinh i, 
ct = x' sinhi + ct” coshy, 
у=у', 
т=т'. 

这 些 变换 通常 简单 地 称 为 Lorentz 变换 . 它们 养 不 形 
成 一 个 群 ， 共有 非 平 行 速度 问题 的 三 个 双 曲 旋转 的 作 
用 可 给 出 寻常 空间 旋转 ， 所 谓 Thomas 旋 进 (Thomas 
precession ) . 

人 们 经 党 对 一 般 Lorentz 变换 补充 以 原点 的 位 移 ， 
从 而 获得 所 谓 Poincare 变换 (Poincar tramforma- 
ton)， 它 们 形成 Poincart 群 (Poincan group ) . 

Lorentz 变换 群 的 性 大 类 似 子 正 灾 群 (orthogonal 
group) 的 性 质 ， 差 别 在 于 存在 空间 反射 和 时 间 反 演 两 
种 关 型 变换 ， 以 及 Lorentz 变换 群 的 非 紧 性 〔 因 为 的 
Euclid 空间 中 的 单位 球 ， 即 直到 原点 的 间隔 的 模 数 等 
于 1 的 点 集 ， 是 非 紧 的 ) 这 样 的 事实 

Lorentz 变换 的 物理 应 用 与 Einstein 的 相对 性 原 
理 ( xelativity principle ) 相 联 系 。 根 据 这 个 原理 ， 除 引 
力 定律 外 的 一 切 物理 定律 ， 在 Lorentz 变换 下 是 不 变 
的 .在 许多 情况 下 ， 例 如 在 公理 式 量子 场 论 中 ， 这 个 
息 设 和 其 他 疝 等 普 过 的 假设 的 应 用 ， 使 得 对 各 种 驱 悍 
量 之 问 函 数 依存 关 条 的 形式 作出 深远 推论 成 为 可 能 . 

在 物理 学 各 个 分 支 中 (尤其 是 在 基本 粒子 理论 
ф ), ЖЕК Lorentz 群 和 Poincar 群 两 者 的 表示 都 有 
广泛 应 用 .根据 Einstein 相对 性 原理 ， 具 有 不 万 变换 
性 质 的 物理 量 、 张 量 一 -是 按 Lorentz 
铬 的 各 种 不 同 表示 进行 变换 的 ， 结 果 弄 清楚 的 是 ，Poin- 
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сагё 群 的 有 关 酉 表示 可 以 内 两 个 不 变量 米 表征 ， 这 两 
个 不 变量 可 认为 是 粒子 的 质量 和 自 旋 ， 它 们 的 量子 力 
学 态 按 所 述 西 表示 变换 . 
无 穷 小 Lorentz 变换 ， 即 通过 无 穷 小 角度 的 转动 ， 
经 党 用 于 获得 各 种 各 样 守恒 律 . 
Lorentz 变换 还 有 在 伪 Riemann 空间 的 切 空间 中 
的 应 用 ; 这 些 变 换 与 所 谓 局 域 时 空 对 称 性 ( local space - 
бла symmetries ) 17. 
Lorentz 变换 的 名 称 来 源 于 Н. Lorentz 在 电子 论 
中 的 工作 ， 它 们 在 这 个 理论 的 表述 中 曾 起 过 重要 作用 ， 
参考 文献 
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Lorenz 9.9127 [ Lorenz айтасіог ; Лоренца аттрактор ] 

ЗЕМНЕ (5, с #: 38 0 — 4" ЖЖ ЛОН 
荆 ， 它 有 下 述 复杂 的 拓扑 构造 而 且 是 渐 近 稳定 的 《 即 为 
Ляпунов 箱 定 的 ， 而 且 荆 的 某 个 竞 域 中 的 一 切 轨 坦 
当 ! 一 % 时 都 趋向 荆 ). 吸引 子 ( 妓 一 个 吸引 集 } 交 概 
念 时 常 内 包含 这 两 个 性 质 中 的 后 一 个 ， 然而 Lorenz 吸 
引 学 和 其 他 有 实际 重要 性 的 级 引子 都 同时 具有 这 两 个 
性 质 . 

Lorcnz 吸引 子 最 初出 现在 E.Lorenz 的 数值 试验 中 
СТО. 他 对 备 数 g,r .5 的 特定 值 研究 了 以 下 方程 组 
的 轨道 的 性 态 : 

Xk=-—ox+oy,b=rx-y-xz E= bxy, (+) 
《这 个 方程 组 是 作为 一 个 流体 力学 问题 的 第 一 个 非 平凡 


的 Tanépxmt 近 似 引 人 的 ; 由 此 也 启发 了 对 参数 取 以 下 值 : 


g 二 10, 7 一 28,b=8/3， 但 它 也 出 现 夺 其 他 物理 问题 
中 ， 见 [2],[3]) . 在 [4] 中 将 [1] 的 结果 和 数值 试验 的 


新 数据 与 光滑 动力 系统 理论 的 理论 概念 以 很 一般 的 方式 
来 加 以 比较 . 在 [5] F, [1] 的 结果 被 解释 为 : 它 指明 方 
Bl (*) 有 吸引 子 存在 { 称 为 Lorenz ЕЗ] + ( Lorenz att 
Tactor)), 它 在 许多 方面 类 似 于 双 曲 集 {hyperboiic set), 
但 又 不 是 这 种 集合 {主要 凑 别 在 于 Lorenz 吸引 子 含有 
一 个 具 一 个 正本 征 值 的 圣 点 型 平衡 位 置 ; 对 于 方程 组 
(#)， 原 点 就 是 这 个 平衡 位 置 ) .Lerenz 吸引 子 的 存在 和 
它 的 一 些 性 质 都 可 以 从 某 曲 面 II ( 对 于 方程 组 CG), II 
可 取 为 平面 :=27) 上 的 Poincarë 返回 映射 (Poincaré 
retum map) 的 特定 性 质 得 出 ， 但 是 这 些 性 质 的 确切 的 
ЖТ Л (А [61, [9],[12j,[13])， 要 对 某 一 
特定 方程 组 (包括 (0D) 去 验证 它 ， 必 须 求助 于 数值 积 
分 . 相应 于 此 ， 关 于 Lorenz 吸 引子 的 研究 分 两 种 类 
型 . 

1) 在 理论 性 质 的 研究 中 ， 从 一 开始 就 楼 假设 所 考 
堪 的 流 在 某 曲 面 工 上 有 适当 的 Poincaré 返回 映射 ， 出 此 
导出 Lorenz 吸引 子 的 种 种 性 质 . 它 的 构造 可 描述 如 下 
({8]). 考 夫 一 个 “分 支流 形 ” 上 L, ， 在 其 上 对 1 之 0 定 


{ о jk 


a 


义 了 一 个 流 g.( 如 图 所 示 ). 设 在 分 支线 ab. 上 Poincare 
返回 奖 射 是 (一 致 ;扩张 的 ， 即 是 说 在 其 各 点 上 {c 点 除 
外 ， 它 在 < 点 是 不 韦 续 的 ) 其 导数 均 大 于 某 个 4>I( 任 
一 个 这 样 的 1 都 行 ， 但 若 取 > 2 妍 究 会 得 到 简 
化 ,1 >V5 与 上 述 的 () 的 参数 o,r,b 的 计算 数据 是 
相符 的 》. 偶 {(Lo,9.)} 自 然 地 构 威 拓扑 空间 和 鼎 射 的 
3 38 (1,2 [а] BJ WE: (spectrum of spaces)); 它 的 极限 是 
(1.,5,],). (Е Lorenz 吸 引子 的 构造 的 进一步 的 研 
究 都 依赖 于 这 个 描述 ([3] ,[11 ])》， 所 以 就 自然 地 把 这 
个 描述 归 人 Lotenz 豚 引子 的 定义 中 了 ， 特 别 在 不 把 其 
定义 与 Poincaré 呐 射 的 特殊 性 质 联系 起 来 时 是 这 样 ) . 
Lorenz 吸引 子 具有 拓扑 传递 性 [topological transitivity) 
WH EDS Mg АЕ Ф. 对 这 样 一 个 具有 
适当 Poincaré 映射 的 流 作 一 (C 意义 下 的 ) 小 拢 动 ， 则 
扰动 后 的 流 仍 有 一 个 Lorenz 吸引 子 ， 它 与 原来 的 流 的 
Lorenz 吸引 子 很 接近 ， 但 一 般 说 来 并 不 同 胚 于 它 . 在 这 
个 意义 下 ，Lorenz 吸引 子 在 小 扰动 下 被 保存 (在 光滑 动 
力 系 统 理论 中 其 构造 在 某 种 程度 上 研究 得 较 好 的 紧 不 变 
Ж. АЯ (1982) 两 类 ( 即 Lorenz 吸引 子 和 局 部 极 大 
ЖЕ Ж (hyperbolic set) ) 有 此 性 质 ， 但 Lorenz 吸引 
子 (与 后 一 情况 相对 照 ) 没有 局 部 结构 稳定 性 (local 
structural stabiity ) . Lorenz 吸引 子 相对 于 某 个 “自然 
的 ”不 变 测 度 的 遍历 性 质 在 [7] 和 [14] 中 研究 过 . 


rr т 
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2) 为 了 在 一 个 的 业 型 的 特定 系统 中 找到 一 个 
Laerenz 跑 引 季 ， 并 且 更 精确 地 现 定 它 的 人 性质 ， 必 须要 
应 用 数值 积分 加 上 各 种 理论 论证 ( 见 [7],[9]) . 按 这 
种 方式 研究 过 在 (*) 中 当 r 种 o 实 化 时 分 歧 的 产生 并 
导致 Lorenz 吸 引 了 的 出 现 {[9]) - 白 然 ， 数 值 积 分 本 
身 也 给 出 关于 吸引 子 的 基 些 信息 (因为 轨道 随 着 时 间接 
近 吸 引子 ， 所 以 在 图 中 当 计算 出 轨道 与 号 的 各 个 交点 
后 ， 这 些 点 的 位 置 分 布 在 芒 近 于 吸引 于 的 地 方 显 著 地 
比 远离 它 的 地 方 “ 秽 密 得 多 ”， 这 一 点 是 很 引 人 注 晶 
的 ). 

这 方面 的 材料 很 多 ， 例 如 线 到 了 使 (9 有 Lorenz I£: 
引子 的 新 的 参数 值 的 范围 {[10]) . 然而 ， 这 里 拓扑 结 
构 的 细节 ， 可 能 与 “标准 的 ”Lorenz 吸引 子 不 同 ， 沿 
Жене. 

对 阶 数 高 于 三 的 系统 所 作 的 数值 试验 ， 迄 今 还 没 
有 对 其 数据 作 过 理论 解释 . 
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损失 西数 [loss function ; потерь функция] 

统计 判定 问题 中 ， 对 于 试验 的 每 一 种 可 能 结局 表 
示 试 验 者 损失 (成 本 } 的 非 负 两 数 . 设 必 是 在 样本 空间 
(Z,9,P,) (осе) наа; р- {d} 是 根据 
区 的 实现 关于 参数 日 可 以 作出 的 一 切 可 能 判决 的 空 
间 , 在 决策 函数 理论 中 ， 定 义 在 @x 上 的 任 一 非 负 


函数 工 称 为 损失 函数 ， 当 参数 的 真 值 为 6 时 (ge@)， 
损失 函数 三 在 任 一 点 (8,d)E 回 x 的 值 表示 作出 判决 
adEDD) 所 造成 的 损失 . 

参考 文献 


[1] Wald, A., Statistical decision functions, Wiley, 1950 (中 
译本 : A ,瓦尔 特 ， 统 计 次 策 函 数 ， 上 海 科学 技术 出 版 


+1. 1960), 
[2] Lehmann, E. L., Testing statistical hypotheses, Wiley, 
19% М.С.Никулин # 
【 补 注 了 
参考 文献 


ГАТ) Berger, J. , Statistical decision theory and Bayesian am- 
alysis, Springer, 1985. Ж 


Liwenheim -Skolem 定理 [Liwenheim -Skolem theorem; 
Лёвенхейма -Сколема теорема] 

见 Сода 完全 性 定理 ( Gódel completeness theo - 
rem). 


下 界 [lower Божымі; вижвяя rpanb] ， 和 集合 的 
见 上 界 和 下 界 (upper and lower bounds ) , 


拓扑 族 F 的 下 界 [lower Бошї of a family of topologies; 
нижняя грань семейства тойологый], ， 在 单个 集合 X 
上 给 出 的 

拓扑 诸 F 的 集合 论 交 (YF, 8а» ЛР, 8 
Ë 改 上 的 一 个 拓扑 结构 , 着 > 和 s, 是 发 上 的 两 


50 LOWER LIMIT 
个 拓扑 结构 ， 且 и ОБЖ АР .7,， 则 记 为 ят 


<... 

拓 盾 结构 人 F RA F3BAEB 车 > E X LJ 
拓扑 结构 ， 并 日 对 所 有 .reF у S у, 则 有 > < 
A .把 F 中 所 有 的 拓扑 结构 逐个 赋予 X ПАН ЯБ 
些 空间 的 自由 和 可 以 典范 地 映 成 空间 (X, A F). 这 
个 映射 有 一 个 重要 的 性 质 ， 即 它 是 一 个 商 映 射 (quo- 
белі mapping). 据 此 可 以 证 明 与 在 折 扑 交 运 算 下 保持 
的 一 系列 性 质 有 关 的 其 些 一 般 的 定理 . 
参考 文献 

[1] Архангелыский, А. B . Пономарев, В И.,Основы 
общей тоюлогии в задачах н упражнениях, М., 1974 
(3398238: Arkhangeskii, А.У. and Ponomarev, V. 
1., Fundamentals of general topology: problems and 
exeriscs ,Reidel , 1989). А. В, Арханголький 所 

【 补 注 】 上 文 实际 上 定义 的 是 新 扑 族 的 下 确 界 《 infimum 
of the family of topologics )， 它 是 该 族 的 一 个 特殊 的 
(最 大 的 ) 下 界 : F 的 任何 下 界 ( 据 扑 结构 )》< 这 个 
下 确 界 、 ИЛЖ. АЖ Ж 


下 极限 Flower limit; Нижний npenen] ， 拓 扑 空间 X 中 
集合 序列 А, з, 4,,… 的 

满 中 下 列 条 件 的 点 pe 的 集合 : 点 p 的 每 个 
邻 域 都 与 该 序列 自 某 个 N 起 的 所 有 元 素 相交 . 

数列 的 下 极限 见 上 极限 与 下 极限 (upper and lower 


тїз ). А. А. Мальцев {# 
ИШЕ] (AJ ТАЗЕ) Li 4。 
参考 文献 
ГАІ) Kunmtowski C. , Topology, І, PWN & Acad, Pres , 
196 (Ж ВЗЕ Ж). 胡 师 度 、 白 苏 华 Ж 


Liwner 方程 [Liwner eqmtion ; Лёвнера уравненне | 
形 如 
Le 
d: 1— et w 
的 微分 方程 ， 其 中 x(t) 是 区 间 —oo < t < co 上 的 实 
值 连续 函数 .Liwner 方程 的 推广 是 Куфарев -Liwrer 
方程 (Kufarev -Liwner equation ) 
dw 
dt 
其 中 Р(и, 0), |w < 1, 一 o <t< оо, ЖЕ м 
是 t 的 可 测 函 数 ， 又 是 具有 正 实 部 的 w 的 正 间 函数 ， 
Ri P(0,r)= 1 作 了 标准 化 .在 单 叶 函 数论 中 
提出 的 Liwner 方程 与 Куфарев -Lowner 方程 是 研究 
共 形 映射 极 值 问题 的 变 分 参数 法 (variation- parametric 
method ) 的 基础 . 
Куфарев -Lówner 方程 的 解 w(t, z, z), W(r, 2, 
т) = z ИЙНИ = 的 函数 ， 对 于 任何 上 >r， 它 


= —wP(w, ғ), 


把 图 盘 [zi < 1 НИВА ЕЩ |w| < 1 的 单 叶 
单 连通 区 域 ， 通 过 适当 选取 Kybapeu -Lowner 方程 中 
的 P(w, t) 和 复 常数 a, 户 ， 南 公式 

flr) = a tblim er wte, z, 0) 


可 以 得 天 贺 盘 |z| < 1 中 的 任 一 正则 单 叶 函数 .特别 
地 ， 用 这 一 方法 ，L6wner 方程 产生 该 圆 盘 到 从 全 平面 
沿 基 条 Jordan 弧 作 出 一 条 裂纹 而 得 的 区 域 的 共 形 映射 
( 见 [1] ~[4]). 
函数 
flz, 1) = lme w(t, z, t) 


所 满足 的 偏 微分 方程 
дт) _, дјб, т) P(z, 1) 
дт д: эт 


也 称 为 Куфарев -Liwmer 方程 ， 

Liwner 方程 是 К. LGwner ([1]) E 589; Куфа- 
рев -Lówner 方程 则 由 П, П, Куфарев{ 见 [5]) 得 到 . 
参考 文献 
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4, 70—753. 
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[6] Голузин, Г. М., Геометрическая теория функций 
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Ж: бошап, G. М., Geometric theory оГ functions 
of а complex variable. Апкт. Math . Soc., 1969) 

В. Я. Гутланский 所 
更 多 的 信息 亦 见 Lowner 法 ( Lówner method). 
вет 译 


【 补 注 ] 


Liwner 法 [Liwner method; Лёвнера Merox]， 亦 称 单 
叶 函 数 的 Liwner 参数 表示 法 (Liwner method. of pa- 
rametri representation of univalent functions ), Liwner 
参数 法 ( Liwner parametric rmethod). 

单 叶 函 数论 中 的 一 种 方法 是 利用 Liwaer 方程 
(Lówner equation ) 求解 极 值 问题 ， 该 方法 由 К. Low - 
тег{[1]) 提出 . 它 基于 这 样 一 个 事实 :在 圆 盘 E= (z 
Гар 1} 内 正则 单 时 并 把 £ 映射 成 (s) 型 区 域 ( 见 
Смирнов 区 域 (Smimov domain)), BU) BJ || <1 
WA BEL |w|= 1 上 一 点 出 发 且 不 过 点 w=0 的 
Jordan 弧 的 一 部 分 作出 裂纹 而 得 到 的 区 域 的 函 教 f (z) 


(00) = 0) ег, Ж E 内 正则 单 叶 且 使 得 |f(z)| 
< 1 的 函数 f(z)(f(0) = 0) 的 整个 函数 族 中 的 完全 
集 ( 关 于 F А-О К). ， 把 已 移动 的 弧 
前 长 度 与 余数 上 联系 起 来 ， 便 建立 了 好 下 结果 : 单 叶 
映射 为 (8) 型 区 域 D 的 函数 w = f(z), f(0) = 0, 
是 微分 方程 ( 见 Lvmer 方程 (Liwner equation )) 
2702 г, 1 +k(t)f(z, € 

满足 初始 条 件 f(z, 0) =: 的 解 f(z, „) =/(:). 此 
处 tef0, 6], k(r) 是 对 应 于 D 的 区 间 [0, to] 上 的 
ЗЕН БК, БН} Е (2) = 1 . Lowner 欧 利 用 这 一 
方法 得 到 E 内 正则 单 叶 函 数 w=f(:), f(0)=0, 
六 (0) = ] ， 所 组 成 的 S 类 函数 的 展开 式 


w= f(z)=z+ er 


z=f''(w)=w+ А 
中 系数 с, Бп = 2,3, 7) ВМА. 
利用 L6wmer 方法 已 得 到 单 叶 函 数论 中 的 一 些 基 
本 结果 ( 随 变 定理 ， 倒 数 增长 定理 ， 旋 转 定理 ) (多 
150). B S° 是 5 中 函数 (2) 在 E 内 具有 表示 式 


а) = im e f(z, 1) 


的 所 组 成 的 子 类 ， 其 中 f(z, г) 作为 z 的 函数 在 Е 
内 正则 单 时 ,jf(z, 1) <1,/(0,:) #0, /;(0,г)> 
0， 作 为 工 的 函数 ，0 <t< 0， 是 方程 (<) 满足 初 
Ж Уг, 0) = 的 解 ; (+) 中 的 k(t) 是 在 区 间 
[0, ©) 上 逐 段 连续 其 模 为 1 的 性 一 复 值 函 数 . 为 估 
计 关 于 类 S 的 任何 一 个 量 ， 在 子 类 S' 中 估计 它 就 足 
ШТ, W S 类 的 任 一 函数 f(z) ТИЯ f. (2) 
Єй, }„(0)=0, f¿(0)> 0， 其 中 每 一 个 函数 把 E 
蚂 射 成 具有 裂纹 的 w 平 商 ， 独 纹 沿 着 一 条 从 co 出 发 
且 不 通过 w= 0 的 Jordan 狐 ， 因 而 可 以 用 函数 六 (z)/ 
f (0)s5” ЖШ. ХЛ, Т 
Tt ЖР ЗСТ Н f(z) 的 同样 的 量 ， 

Lówner 方法 已 有 效 则 应 用 于 单 叶 画 数理 论 的 研究 
( 见 [3]); 党 可 导致 成 巧 得 到 明确 的 估计 ,但 一 般 地 
不 能 保证 得 到 所 有 极 值 函 数 的 分 类 并 且 不 能 给 出 关于 
其 唯一 性 的 完备 信息 .为 了 极 值 问题 的 全 解 ，L6wner 
方法 常 与 变 分 方法 结合 〔( 见 [3] 和 变 分 参数 法 (varia - 
tion -parametric method ) ). Lówner 方法 已 推广 到 二 乏 
通 区 域 . 对 于 多 连通 区 域 以 及 对 于 自 守 函数 ，Lwner 
方程 型 的 广义 方程 已 经 得 到 《 见 [4])， 
参考 文献 
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мплексного теременного, 2 язд., М., 1966Ж: 
Goluzin, С М., Geometric theory of functions of а 
complex variable, Апкт. Math , Soc ., 1969). 

[4] Алексаңаров, И. A., Параметреческие продолжения 
в теории одиолистных функций, M. , 1976. 

Е. Г. Голузина 扎 
【 补 注 ] Lówner 方法 已 被 用 于 解决 Bieberhach 猜想 
( Bieberbach сопјесіше), [А1]; 见 [A2]， 关于 该 方法 
的 进一步 的 参考 文献 有 [A3] 一 [A6]. 
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[Аб] Brannan, D. А., The Liwner differential oquation, 
in D. А. Вгашап амі Ј, Ө. Ciunie( eds.) ; Aspects 
of Contemporary Complex Analysis Асай. Pres, 
1980, 79 — 95. юй Ж 


11682 [loxodrome ; локсодрома] 

Ж ЙЫШ (surface of revolution) 上 与 所 有 经 线 交 
ЖЕЙ a 的 曲线 . 车 < 县 锐角 或 印 角 ， 则 射 驶 线 绕 极 
点 无 限 多 国 ， 且 越 来 越 赵 近 极点 . 


对 于 第 一 基本 形式 (fist fundamental form) 可 写 为 
42 = Фи + G(u)du2 
的 旋转 曲面 ， 斜 驶 线 的 方程 是 
du 


Detg x= *[ и) 


572 LUROTH PROBLEM 
对 于 第 一 基本 形式 为 
dst = R'(du' + cos ud o?) 
ШЕ янау 


тава = Rintg( T + 5 


ЭК 
А,Б.Иванов 扎 
{《 补 注 】 
参考 文献 
ГАТ] Stnibecker, K .，Differentialgeometric ，2 .Thbeorie der 
Flachenmetrik , de Сғимег, 1958. 1—5 ж 


Dinoth 问题 [Liroth problem ; Люрота проблема] 

有 理 函 效 域 的 子 域 的 刻画 问题 . 

1876 年 ，J. Liiroth ([1])( 亦 见 [23) 证 明了 单 变 
ЖНА К(х} йй 上 X PRT k 的 子 域 都 与 域 
上 (x) 同 构 ( Lüroth 定理 (Liiroth theorem )). 对 于 域 
K(X "x )(n2 2) 的 子 域 R(R >k,R # k), {д 
的 结论 是 否 正确 的 问题 就 是 有 名 的 Liiroth 问题 . 

Ха АЯ ( algebraic variety). 22 8 К 
的 一 个 模型 ( 兄 禄 小 村 型 (minimal modei)), ИКА. R 
= КОХ) (ху) Т ЕИ ЛР" 
一 ХЕ X 内 稠密 . 如 果 从 射影 空间 有 这 样 一 
个 有 理 映射 映 到 一 个 能 上 , 就 称 这 个 馈 是 单 有 理 稻 (unir- 
ational variety ). 与 P” 双 有 理 等 价 的 艇 称 为 有 理 比 (ra- 
Чопай vanety). 用 几何 的 语言 可 把 Liroth 问题 表达 
为 : 是 否 单 有 理 搁 都 是 有 理 的 ?不 失 一 般 性 ， 可 以 假 
вх = ,也 就 是 说 R 的 超越 次 数 是 n. 

在 n= 1 的 情形 ， 对 于 任何 基 域 k 的 Liiroth 后 题 
的 肯定 解答 忆 内 上 面 所 述 的 Liiroth ЯЯМАН. Я п = 
2 以 及 特征 数 0 的 代数 闲 域 〖,G .Castetnuovo 于 1893 年 
肯定 地 解决 了 这 个 向 题 。Castelnuovo Жї ЖЕ ЖИ Б 
含 了 对 任意 特征 数 的 代数 闲 域 上 的 下 列 曲面 X 的 Liiroth 
问题 的 肯定 解答 ， 对 于 这 个 曲面 X, 有 一 个 可 分 跨 自 
(separable mapping) /:Р? — X( 见 [7]). 对 于 不 可 分 
映射 了 ,已 经 有 信子 给 出 了 罕 特 征 数 的 域 上 的 Liroth 问 
题 的 否定 解答 .在 代数 不 封闭 域 & 的 情形 ， 这 样 的 例 
子 是 Р! 里 的 具有 点 的 极 小 三 次 曲面 . 

ХР 8k, Luroth 问题 也 被 否定 地 解决 ( 见 [4] ， 
[5],[6]), 在 [5] IB r = ЙЯ ТЯ (cubic 
hypersurfaoe ) 不 是 有 理 的 ,前 人 们 已 经 知道 它 是 单 有 理 
的 . 在 证 明 中 发 现 了 一 个 新 的 方法 ， 它 以 三 次 超 曲 面 
的 中 间 Jacobi $Ë ( intermediate Jacobian ) 与 曲线 的 Jacobi 
簇 的 比较 为 基础 ，[4] 已 经 证 明光 滑 三 维 二 次 超 曲面 不 
ЖНЖ. 在 16] 中 ， 为 了 构造 反例 ， 用 到 了 笋 的 
Brauer 群 (Brauer group ) (三 维 上 同调 群 的 挠 子 群 ) 作 
АТЕВ. 这 个 双 有 理 不 变量 也 被 用 于 所 有 维 数 п > 3 
的 反例 的 构造 中 . 


参考 文献 

{1] Liiroth ,J., Math. Аяп.,9( 1876), 163—165. 

[2] Waerden ‚В. L... van бег, Algebr , 1—2, Springer. 1967— 
1971( 中 详 本 : В. L. WR ASP. (КУ, 1-2, F 
学 出 版 社 ，1963 ，1976)、 

[31 Манин,Ю. И., Кубические формы, М., 1972. 

[4] Исковских ,B.A., Манин, Ю.И., { Матем.сб.ў, 
86 (1971), 140—166 

[51 Clemens ,C.H .and Griffiths , P ,, The intermediate Jaco- 
bian of the cubic threefold, Am .of Math., 95 (1972), 
281-356. 

[6] Artin, М. апд Mumtford ‚Р. , Some clementary examples 
of unirational varietics which are not rational , Proc , Lon- 
don Math. Soc .,28 (1972). | , 75—95. 

[7] Zariski , O ., The problem of minimal models іп the the- 
огу of algebraic surfaoes, Amer, J , Math ., 80 (1958), 
146—184. В.А.Исковских #® 陈 志 杰 Ж 


Luxemburg 范 数 [Lixemhurg norm; Люксембурга нор - 


Ma] 


函数 
[xlaa= inf{2: 4>0, мот) у 


š 
这 里 M (u) 是 关于 正 的 u ЖНА, 
и “M (u) = lim, н(М(и))7\ = 0, 


ўир 0, M(u)>0, Н GE R" ФИЛЯ. 此 
范 数 的 性 质 曾 由 W. A. J. Luxemberg [1] 作 了 研 
究 . Luxemburg 范 数 等 价 于 Orlicz 范 数 ( W, Onicz 空 
间 {Oriez врасе)), Н 

{хх 2151 


ШЖ М (u) 和 N(u} 是 互补 (或 互 为 对 偶 ) 前 
(№, Oriicz Ж ( Oriicz class )), 0 


lx, = { [уе ТЫ ') А 


如 果 í (r) 是 可 测 子 集 E — G 的 特征 酒 数 ， 则 
baton = 7 
M (1/mes E) 
参考 文献 
{1] Luxemburg, W. А. }., Banach function space, Т. 
U. рап, 1955. Тай, 
[2] Красихельекий, М. A., Рутицкий, Я. Б., Выпуклые 
функци и пространства Орлича, М., [958 (ЖЖ 
ж: Кгазпокй'зКЇ, М. А. and Rutitski, Ya, В., 
Convex functions and Orlicz spaces , Noordboff , 1961). 
E. М. Семенов # 蔓 显 良 译 


Лузин С {ЕШ ала C -propeny ; Лузина C -свойство ] 
在 其 定义 域 上 儿 乎 处 外 有限 的 可 测 函 数 ( measur - 
айе function ) 前 一 特征 性 质 . 一 个 在 [0, 1] 上 几乎 


处 处 有 限 的 函数 了 在 区 间 [0.1] 上 有 C 性 质 ， 如 果 
对 每 个 se> 0 在 [0, i] 中 有 测度 > 1 一 :的 完满 集 
( perfect set} 0, Н / 限制 在 Q 土 是 连续 的 - C 性 
ШШ H. H. Лузин{[1]) 引进 ， 他 还 证 明 函 妆 具 有 C 
性 质 是 [0。1] 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 的 充 要 条 
件 . Лузин 的 这 一 定理 ( Лузин 准则 (Luzin criterion) ) 
可 以 推广 到 多 变量 函数 情形 【 见 [3],[4])， 并 且 是 函 
数 的 度 是 理论 中 主要 定理 之 一 . 
参考 文献 
ПТН. Н, Лузин, < Матем. сб.ў, 28 (1912), 2, 266 — 
294. 
[2) H. Н. Лузин, Собр, соч., т.1, М., 1953. 
[3] Ѕак=, 5., Theory of the integral, Hafrer , 1952 ( # Ë 
波兰 文 ) . 
[4] Kamke, E., Раз J ebesgue -Stieltjes itagral ，Teubner , 
19%. 
19001 关于 里 多 的 文献 与 评注 ， 见 Лузни 准则 
( Лузин criterion ). 
А. А. Конюшко Ж ЖЖ Ж MORA 校 


Лузин 准则 [Din criterion; Лузнна критерий], Z+ 
一 个 实 变量 函数 可 测 性 的 

ХУЛ а, b] 上 几乎 处 处 有 限 的 函数 为 可 测 
的 充 要 条 件 是 ， 对 任何 & > 0， 存 在 [a, b) БЕ 
о, БЖ 

{х#[а, В]: /(х) # @(x)) 
的 测度 小 于 к. ЕШ Н. H. Лузин{[1]) 证 明 . #4) 
话说 ， 一 个 几乎 处 处 有 限 的 函数 为 可 测 的 ， 当 且 仅 当 
咯 去 一 个 任意 小 测度 的 集 外 此 函数 成 为 连续 的 
参考 文献 

[1] Lusm, N. N., Sur la propridtés des fonctions mesur. 
абез, С. R. Acad. Sci. Pars, 154 (1912), 1688 — 
1690. 

12] Натансон, H. П., Теория функций всществснной 
Переменной, 3 изд., М., 1974 《中 译本 : Я. 
实 变 函 数论 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1958 ) ， 

В.А. Бфимв 8 
СФР 27977, Лузин 准则 称 为 Лузин 定理 《 Luzin 
theorem ) 《虽然 有 些 含糊 ， 见 Лузин 定理 (Lin the- 
orem), ААН Лузин C 性 质 ( Luzin C - property) 
那样 (但 用 紧 集 代替 完满 集 } ， 在 叙 壕 上 一 般 都 稍 有 
差异 . 测度 的 紧密 性 与 空间 的 正规 性 使 得 所 有 这 些 叙 
述 等 价 . 

如 果 将 区 间 Га, b] 入 为 任何 完全 正则 空间 (com - 
pletely regular space)， 且 将 Lebegue 测度 《的 恨 
制 ) 换 为 Borel s 域 上 紧密 有 办 测度 ， 那 么 Лузин 准 
则 仍然 正确 .在 此 一 般 设置 下 ， 肌 szm 性 质 可 用 来 给 
出 可 济 性 概念 的 另 一 定义 ( 见 TA1]) ， 或 者 在 新 近 的 
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工作 中 ， 当 f 不 责 是 实 值 函 数 而 例如 是 Banach 信函 
数 时 ， 给 出 此 概念 的 更 合适 的 定义 . 
Лузин 准则 与 Егоров 定理 ( Ерогоу соет) # 
切 相关 ， 并 且 依 Carathóodory 测度 ( Carathéodory meas- 
ше) 与 可 测 性 概念 密切 相关 . 
参考 文献 
ГАГ] Вошђакі, N., Elements of mathernatics 、 Integration , 
Addison - Wesley ,1975，Chapt . 6 一 8{ 译 自 法 文 ). 
[А2] Halmos, P., Measure theory, v. Nostrand, 1950 
( 中 译本 : 哈 尔 姆 斯 ， 测 度 论 ， 科 学 出 版 社 ，1958 ) . 
{43} Rudin, W., Real and complex anabsis, MeGraw- 
НШ, ，1966( 中 译本 : 鲁 丁 ， 实 分 析 与 复 分 析 ， 人 民 
教育 出 版 社 ，1982 ) . 
[A4] Bewitt Е. and Stromberg. K., Кой and abstract 
amysis, Springer, 1965. Ж#Н Ж ая @ 


узин -Denjoy 定理 [Lazin-Denjoy theorem; Лузина- 
Данжуа теорема } 
М. Репрюу-Лузин 定理 ( Denjoy-Luzin колет). 


Жузин 例 [Tamia examples; Лузина примеры], £ £ 
Еј 

刻画 解析 函 效 边界 唯一 性 性 态 的 例子 { 兄 []]， 
[2]) . 

1 ) 对 于 单位 加 周 = (2: |zi= 1} 上 任 一 零 测 
Ж E, H. H. Лузин 构造 出 〔1919 年 ， 见 {1]) 一 
个 函数 A{z)， 它 在 单位 圆 盘 D = {z: |z| < 1) 内 正则 
解析 并 有 界 ， 而 f(z) 沿 每 条 终点 为 Е 中 的 点 的 半径 
没有 径 向 边界 值 . 

Лузин ЖИ. И. Привалов 的 一 个 类 似 例子 (1925 
年 ， 见 [2], [3]) 与 上 述 例子 差别 不 大 . 

2)Лузин 还 构造 出 【]925 年 ， 见 [2])》 D 中 正则 
解析 函数 / (2) 和 f,(z)= 0， 它 们 沿 所 有 终点 在 工 
上 茶 个 测 典 为 27 的 集合 8 中 的 半 色 分 别 趋向 于 无 穷 
和 零 ， 而 集合 E Г 上 是 第 一 Barefs й (M, 
Baire 类 ( Baire classes ) ) . 

亦 见 解析 函数 的 边界 性 质 (boundary properties 
of analytic functions) ; Лузин -IIptmanoa 定 理 《〈 Luzin - 
Privalov theorem ) ; 聚 值 集 (cluster set) 、 


#*x 8 
Ht] Tem, Н. H.. Сабр. соч., т. 1, M., 1953, 
267 — 9. 


12] Лузин, Н. Н., Собр. соч ., т. і, М., 1953, 280 一 
эз. 

[3] Привалов, И. И., Граничные свойства аналитических 
Функций, 2 юд., М. - Л., 199( 中 译本 : И.И. 
итни, ПЕЕШЕ. ВЗН, 
1956). 

141 Ловатер, A.. в сб., Итоги науки и техники, Мате. 
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матический аналяз, т. 10, М., 1973, 99 — 259. 
E. Д. Солоенев {# 
【 补 注 】 
参考 文献 
[At] Collingwood , Е. F., Lohwator, А. J. , The tbeory 
of cluster sets , Cambridge Univ. Press , 1966 
沈 永 次 译 


Лузин 假设 [Lin hypothesis; Лузина гипотеза) Ж 
合 沦 中 的 
连续 统 的 基数 ( cardinality ) 信 是 可 数 序数 的 所 有 子 
集 的 集合 的 基数 ， 即 209 = 入， Лузин 做 设 和 Zermelo- 
Fraenke] 集合 论 公理 系统 加 选择 公理 是 想 容 的 . H, H. 
Лузин ([1]) 用 这 一 假设 代替 连续 统 假设 (continvum 
hypothesis)， 即 2° =, < 28 Martin 公理 (WL 
Суслин 假设 ( Sustin hypothesis )) 加 上 连续 统 假设 的 否 
定 蕴涵 Лузин (151. Лузин 假设 的 否定 28 < 28: 有 
时 也 称 为 DIyam: ВЕ. Лузин 假设 记 为 (HL), ШЕ 
МЕ (ЫН), 二 者 被 用 来 证 明 一 般 拓 扑 中 的 
许多 定理 . 例如 {LH) 等 价 于 下 列 每 一 条 断言 : 基数 
不 超过 连续 统 的 基数 的 紧 空 间 有 一 个 处 处 先 密 的 满足 
第 一 可 数 性 公理 (Jist axiom of countability) ñ$ + = 
Bj; 基数 不 超过 连续 统 的 基教 的 二 进 紧 Havsdorf 空 
间 是 可 度量 化 的 . 由 (L H) 可 以 推出 下 列 命题 : 满足 
第 一 可 数 性 公理 和 Суслин 条 件 (Suslin condition) 的 
正规 空间 ( normal space ) 基 族 正规 的 ;可 分 的 正规 
Може 空间 ( Moore space ) 是 可 度量 化 的 . 
参考 文献 
[1] Luin, N. N.. Sur ks ensembles analytiques пш, 
Римі. Math., 25 (1935). 109 — 131. 
[2] Mostowaki, A., Constructible sets and applications , 
North - Holland , 1969 Б. А. Ефимов 所 
СЕЈ 关于 Лузин 假设 的 相 容 性 亦 见 [Al ] ， 
参考 文献 
[ Al] Колеп, К. Set theory , North - Holland , 1980. 
ЖИЗ 译 


Лузин N 性 质 [ Din N - property ; Лузива №-свойство |, 
零 性 质 (пш -рторепу), Ж |a, b] жай 了 的 

АПЕЙ [а, b] 中 任何 测度 为 零 的 集合 巨 ， 它 的 象 
JOE) 的 测度 也 是 零 . 这 是 由 H. H. Лузин +. 1915 
年 引进 的 ( 见 [1]) ， 下 列 论断 成 立 ， 

1) Б (а, В] 上 几乎 处 处 有 产 (x)= 0 的 非常 
数 钞 数 了 没有 Лузин N РЕЖ. 

2) 车 了 没有 Лузин N 性 质 ， 则 在 [a,b] 中 有 测 
度 为 零 的 完满 集 ( perfect set) 已 使 mes f(P) >0. 

3) ЖНЕЙ ШОЕ Лузин N 性 质 . 

4) ЖУ Лузин N 性 质 并 里 在 [e, b] 上 有 有 界 
变 分 (以 及 在 [4, b] 上 连续 )， 则 了 在 [a，b5] 上 为 


绝对 连续 (Banach -Zartski 定 埋 ( Banach - Zaretskii the - 
orem). ` 
5) 车 f 在 [4, b] 上 不 减 且 广 在 [a, b] 上 为 有 
BL. HJ f 有 Лузин N 人 性质 ， 
6) 对 每 个 可 测 集 E S [а, b] Ж f(E) 为 可 测 的 
充 要 条 件 是 了 在 [a, b] 上 有 Лузин N 性 质 . 
7) 一 个 有 Лузин N 性 质 的 函数 了 在 任何 非 空 部 
分 (porion ) БЕШЕНЕ 4 上 恒 有 导数 f' 存在 ， 
8) 对 任 癌 完满 的 无 处 较 窗 集 P [a, Б], WE 
ТК f， 它 在 [a, b] 上 有 Лузин N 性 质 ， 并 且 /' 
在 了 的 任 一 点 不 存在 ， 
Лузин N 性 质 概念 能 推广 到 多 实 量 函数 与 定义 在 
测度 空间 上 的 更 一 般 性 质 的 函数 上 去 . 
参考 文献 
[1] Н. Н. Лузин, Marerpan и тригонометрический рид, 
2 изд., M.-Jl.. 1951. A. А. Конюшков 摆 
[ 补 注 】 ЖЛ— 5 Лузин N 性 质 内 在 相关 ,区 
Bj [a, b) 上 的 连续 函数 f 称 为 有 Banach 5 РЕЖ (Вап - 
ach S$-property )， 如 果 对 一 切 Lebesgue 可 测 集 g — 
[a,b] 与 一 切 s>0, ж ó> 0, 使 


пе (Е) < 8=® mes (f(E)) < s. 


此 性 质 显然 较 N 性 质 为 强 5. Вагдоһ 证 明 ， 函 数 f 
# S 性 质 ( 对 应 地 N 性 质 ) ， 当 且 仅 当 ( 对 应 地 ， 仅 
当 ; 关于 丢掉 “ 当 " 的 部 分 ， 见 下 文 ) W f ({х}) 
对 几乎 所 有 хеу([а, 5]) 是 有 限 的 (对 应 地 ， 至 多 可 
数 的 ) .关于 N 性 质 与 S 性 质 的 经 典 结果 ， 见 [A3]. 

近来 这 些 结果 的 一 个 很 强 的 推广 为 G, Mokobodski 
жий С (АТ), FA2])， 它 能 使 人 和 们 去 证 明 位 势 理论 
中 深刻 的 结果 、 ЖОО 与 了 为 两 个 紧 可 距离 化 空间 且 
对 О 赋予 概率 测度 P. ük F 232 Q x T ÉS Borsl 子 集 
J О 的 任何 Borel Ff E, 用 F(E) = (сет: 
存在 os D (о, t)eF] (Ж F МЕЙ f: Q -- T 
的 图 象 ， 则 F(E) = 了 (E)) 定 义 的 于 集 F(E). 
8: 称 为 有 性 质 (N) (对 应 地 ， 性 质 (8))， 如 果 
存在 上 的 测度 (这 里 依赖 于 下 )， 使 对 一 切 Бе 
#(0), 

Р(Е)=0=Д(Е(ЕўЎ =0 


(对 应 地 ， 对 一 切 s > 9， 存在 5> 0， 使 对 一 切 E e 
#(E) 有 

Р(Еу<б = А(Е(Е)) <) 
ЖЕ 上 有 性 质 (N) 【对 应 好， 性质 (8))， 当 且 仅 
当下 的 截 口 F(w) 为 关于 几乎 所 有 we Q 至 多 可 数 
《对 应 地 ， 有 限 ) . 


参考 文献 
[Ai] Dellachere, С., Feyl ‚О. and Mokobodzki , G ,Inté- 


gralcs de capacités fonement sous-additives , in Sem - 
Probab ， Strasbourg ХМ. Lecture notes in math ., Vol 
920. Springer. 1982, 8 — 28 

[А2] Louveau, А., Міпсеш et contimuté squenticlle des 
sous-measums analytiqua, fortencnt sous -udditives , 
Sem .initiation à Г Апајуѕс, 66, Univ. Р.с M .Cu- 
тю, 1983 — 1984. 

ГАЗ) Saks, 8.. Theory of the integmal. Hafner . 1952 ( Ф 
自 波兰 六 )、 

Ta4] Hewitt, Е. and Stromberg , K., Real and abstract 
analysis , Springer , 1965 郑 继 行 Ж ПАНА 校 


Лузин - Привалов JE E | [irzin- Priyalov theorems ; Лузина - 
Привалюва теоремы ], £ £ 2383 P Ёё 

H. H. Лузин 31И. И, Привалов 的 经 典 结果 ， 
它们 洪 请 耳 解 析 函 数 边界 唯一 性 性 质 (ОЛДА 
唯一 性 (uniqueness properties of analytic iunctions )) 的 
特征 ( 见 [1]) . 

1) 设 f(z) 是 具有 可 求 长 边界 下 йн р 
中 复 变 量 = 的 亚 纯 函数 ， 如 果 /(z) 在 上 具有 下 
Lebesgue 测度 的 集合 ЕСГ 上 所 取 的 角 边 界 值 为 堆 ， 
则 在 РОЙ f(z) = 0， 不 存在 D те, 
它 在 一 个 正 测度 集 Ес 了 上 所 上 的 角 边 界 值 为 无 穷 . 

2) 设 w= (z) ЖШ D= (z: |z|< 1) 
中 的 非常 值 亚 纯 函 数 ， 它 在 位 于 单位 图 周 工 = {z: 
Т1) 3 о 上 的 一 个 度量 稠密 且 第 二 Bae 范畴 
( Ж, Baire 类 ( Baire classes )) 的 集合 E 上 具有 {有限 
或 无 穷 ) 径 向 边界 值 。 则 它 在 三 上 的 径 向 边界 值 构成 
的 集合 W 至 少 有 了 两 个 不 局 的 点 . 已 在 с „ИЛЕШ 
ЖЕ (metic dersity) 838 Е Ж c 上 的 任 们 部 分 
(portion) 都 有 正 测度 .由 此 推出 ， 如 果 f(z) 在 给 定 
类 型 的 集合 马上 的 径 向 边界 值 等 于 零 ， 册 在 D 中 
а) = 0. 此外， 不 存在 单位 国 蕉 内 的 亚 纯 函数 ， 使 
它 在 给 定 类 型 的 一 个 集合 已 上 所 取 的 径 向 过 界 值 为 下 
3. 

Лузин 和 Привалов ( Я. [1], [2]) 构造 出 例子 表 
明 ， 单 是 度量 稠密 性 或 第 二 Baire 范畴 性 本 身 对 于 使 
得 断言 2) 成 立 都 不 是 完 分 的 

亦 见解 析 函 数 的 边界 性 质 ( boundary propertia of 
апајуіс functions); Жузин 例子 《Luzin example); 
票 值 集 (chster set); Привалов 定理 (Privalov the- 
orem); Riesz 定理 (Riesz theorm ) . 
参考 文献 

11) Лузин, H. H., Привалов, И. И., Апи. sei. Ëcole 
пот . supér, ,2 (1925), 143 — 191. 
[2] Привалов, И. И., Граничные свойства аналитических 
функций, 2 na. M. - Л., 19500 ж: Ú. H. 


Жа, О m E. ЕЗЕН, 
1956), 
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[3] Ловатер, А., а сб., Итоги науки и техники, Marc - 
матизеский анализ, т. 10, М., 1973, 99 — 259. 
Е. Д. Сокмешев Ж 
[ 补 注 ] 


参考 文献 
[A1] Callingwood , Е. F., Lohwater, А. 1.. The the- 
оту of cluster вав. Cambridae Univ. Раве, 1966. 
жж W 


Лузин 问题 [Lzin problem ; Лузнка проблема] 

1) 三 角 级 数 (trigonometric series ) 理 沦 中 的 一 个 
间 题 ， 在 于 证 明 lawa WAR (Luzin conjecture): 88 f 
是 在 区 间 [0, 25] 241 Lebegue 可 浏 函 数 且 积分 


[oot dx 
有 和 穷 ， 则 它 的 Fourier 级 数 
w+ Easeonx + Б, (нх) (9) 


在 [0, 2z] 上 几乎 处 处 收 鳃 .这 一 猜想 是 H.H. JIy- 
зин 于 1915 年 在 他 的 学 位 论文 中 提出 来 的 ( 见 [1], 
р. 219). Лузин 问题 在 1966 年 被 L. Carlson ЕВ 
定 的 意义 下 解决 了 ( Ж. Саймов 定理 ( Carkeson theo - 
mm)). 但 在 Cadson 的 文章 [12]) 发 表 之 前 ， 甚 至 
还 不 知道 区 间 10, 2л] 上 的 连续 函数 的 Fourier 级 数 
是 否 至 少 在 一 个 点 上 收 但. 
参考 文献 
[1] Лузин, H.H., Ишеграл и тригонометрический рад, 
2 юд., М.-Л., 1952 
[2] Сайѕоп . І,., Convergence апі growth of partiat sums 
of Fourker series, Acta Math., 116 (1966), 135 — 157. 
Б, C, Кашин {7 
2) 由 H. H. Лузин R BE 6363 T 3 ЖЧ 
题 之 一 ‚ дининен т йд (method of 
meoben). 8, RAE ЕШ P Rei e n 
出 来 的 ， шна 个 使 得 P 有 肯定 解答 的 点 集 E, 
则 总 能 指出 E 中 的 一 个 点 ， 面 且 车 能 证 明 Е 是 空 
集 ， 则 P 一 定 有 否定 的 解答 ， 集 合 E 本 身 被 称 为 向 题 
P 的 预 解 集 (rsokent set) . 
问题 1， 是 否 所 有 的 解析 余 集 【 见 Cy СС 
set )) 或 痢 是 可 数 的 ， 或 者 具有 连续 统 的 基数 ? 这 个 问 
题 的 预 解 集 E 是 类 至 多 为 3 的 Лузин $ (Luin 
жї); 即 ， 如 果 能 找到 E 的 一 个 点 ， 册 存在 一 个 没有 完 
备 子 集 的 不 可 数 解析 余 集 ; 如 果 E 是 空 集 ， 则 不 存在 
ЖЕННИ. 
问题 2， ВРЕ Lebesgue 不 可 测 的 Лузин #7 
问题 3， 是 否 夺 在 一 个 没有 Baire 性 质 (Вайс pro - 
репу) 的 Лузин Ж? 
Лузин 猜想 问题 1, 2 和 3 是 不 可 判定 的 ， 这 一 
猜想 已 被 证 实 ( 见 [3]，[4])， 这 几 个 问题 之 间 的 联 
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系 已 被 建立 起 来 。 例如， 从 A, 类 型 的 不 可 测 集 的 存 
在 性 可 推 得 不 包含 完备 子 集 的 C w 型 的 不 可 数 集 的 
存在 性 ， 从 连续 统 假设 (contimnuum hypothess ) 或 Лу- 
зин 假设 (Luzin hypothesis ) 的 否定 出 发 。1、Novak 
([5]) 得 到 了 关于 自然 数 子 集 的 JsaH 问题 的 肯定 解 
®. 


参考 文献 
[1] Lusin, N. N. (N. М. Luz), Sur le problame de 


M. Emilc Borel et la méthode des msobants, C. R 
Асай. Sci Paris, 181 (1925), 279 — 281. 
[2] Лузия, H, H. , Собр. соч,, т, 2, М., 1938. 
[3] Новиков, П. С., Тр. Матем. ин-та АН СССР», 
38 (1951), 279 — 316 
14] Solovay, К., А model of sct theory in which cwry set 
of mals is Lebesgue measurable, Am. of Mah. (2), 
92 (190), 1,1- 56 
15] Novak, 1., On some problems of luzin conceming 
the эво of natural nunmibers, Czechosovak Math. Ј., 
3 (1933), 385 一 395 Б.А. Ефимов Ж 
[ 补 注 】 一 般 的 术语 见 Лузин #8 (Luzin set). 有 关 
Лузин 的 其 他 问题 见 Лузин 定理 (Luzin theorem ) . 
**x 
[Al] ech, Т., Set theory, Acad. Ps, 1978. 
[A2] Moschovakis, Ү. N ., Descriptive set theory, North - 
Holland , 1980. 朱 学 贤 译 ХА Ж 


Лузин 分 高 原理 [Luzin separblity prindpies; Лузина 
принципы отделнмоєтн J 
描述 集合 论 ( descriptive set theory) 中 的 两 个 定 
38, 由 Лузин 1930 年 ( 见 [1]) 证明. ФЕД EE, 为 
Euclid 空间 中 任意 两 个 集合 ， 无 共同 点 , 称 E 与 E, 
Ж B 可 分 的 (B-separabk 》 (或 者 Borel 本 可 分 的 
(Borel separable))， 如 果 存 在 两 个 无 共同 点 的 Borel 
集 H A H,, 分 别 包含 E E,. Лузин 第 一 分 离 原 
理 是 说 ， 任 意 两 个 不 相交 的 解析 集 (参见 у Ж (sr- 
Sct); 解析 集 (analytic set)) 总 是 B 可 分 的 ， 由 于 
已 经 知道 ， 存 在 两 个 解析 余 集 (参见 C.w 集 (Cx- 
set)) ， 它 们 是 B8 不 可 分 的 ， 于 是 可 作 如 下 定义 : 
任意 两 集合 E 及 Е, 无 共同 点 ， 如 果 存 在 不 相交 的 
两 个 解析 余 集 Н, 及 碳 ,， 分 别 包含 Е 跟 E,, WÍ 
# E, ЖЮ E, 是 解析 余 集 可 分 的 ，Jiyam 第 二 分 离 原 
理 是 说 : 任 给 两 个 解析 集 ， 使 弃 它 们 的 共同 部 分 ， 册 
余下 的 二 部 分 总 是 解析 余 集 可 分 的 
参考 文献 
[i] Luzin, N. N., Legons sur les ensemble analytiques et 
Feurs applications , Gauthier - Villays, 1930. 
Б. А, Ефимов Ж 
【 补 注 】 该 两 原理 在 波兰 空间 中 仍然 成 立 ， 实 际 上 ， 
M. Ya. Suslin 1917 年 证 明 : 一 个 集合 H 是 Borel 
的 ， 当 且 仅 当 H 及 其 余 集 都 是 解析 的 、 他 的 结果 里 


就 直接 北 涵 第 一 分 离 原 理 . 第 一 分 离 原理 在 分 析 中 有 
估量 的 应 用 ,由 C. Kuratowski 起 ， 人 们 通常 将 第 二 
分 离 原理 叙述 为 如 下 的 形式 ， 而 称 其 为 关于 解析 余 集 
的 归 约 定理 : ШЖ C, С, EBR AM ds. ЖЛ 
存在 两 个 不 相交 的 解析 余 集 p СС, D, =C,， 使 
得 D, UD, = CUC,;， 该 定理 与 措 叙 集合 论 中 可 数 
序数 的 使 用 有 关 ; 它 在 分 析 中 有 一 些 很 深刻 的 应 用 ， 
读者 可 从 描述 集合 论 (descriptive set theory) 中 得 到 更 
多 的 详细 傅 况 和 参考 文献 

时 至 今天 ， 人 们 在 各 种 集合 论 的 很 设 (Gedel 的 
可 构成 公理 ， 大 基数 公理 ， 特 划 是 ， 决 定性 公理 ) 之 
下 ， 又 得 到 了 更 多 的 在 投影 分 层 中 关于 分 离 愿 理 的 性 
Ж. 参见 [A3]. [А4]. 


参考 文献 
ГАІ] Їлп, N. N., Sur la ensembles analytiques ， 只 mid . 
Math, 10 (1927), 1 — 92 
ГА2] Kuratowski, C,, Topology, 1, PWN & Асай. Press , 
1966( 译 自 法 文 ) . 


[АЗ] Jech, Т., Set theory, Acad. Pres, 1978. 
[А4] Moschovakis, Ү. №., Descriptive set theory, North - 
Holland , 1980 Е 3 


Лузин # [Їлп set; Лузнна множество], #1 £ 
( projoctive set) 7 
完全 可 分 度量 空间 的 一 个 子 集 ， 可 归纳 地 定义 如 
下 .0 类 Лузян 集 是 Borel 集 (Borl set). 25 + 1 Ж 
Лузин 集 是 2п 类 Лузин 集 的 连续 象 , 2n 类 Лузин 
是 2n — 1 类 Лузан 集 的 余 集 , Н, 138 Лузин 集 ， 
Borel 集 的 连续 象 ， 称 为 解析 集 ( analytic set ) 或 “Ж 
(> -зеї) 30 Суслн # (Sudin se) (Ж (5 
set); 解析 集 (aralytic set) ). Лузин 集 的 概念 是 
H. H. Лузин А А ([1]). ORA P, 是 n 类 
Лузин 集 ， 那 么 UO. P. 和 (ЕР, 也 是 н 类 Лузин 
Ж. 如 果 集 合 P. = X 是 完全 可 分 度量 空间 X, 中 的 
类 Лузин 集 ， 那 么 《有 限 或 可 孝 ) АЕ Р, 是 空间 
П.х, 90 п 38 Лузин 集 . 空间 X 中 的 桨 数 n 类 的 
Дузин 集 和 X x 中 的 一 个 nn 一 1 类 集 的 射影 是 一 致 
的 . 对 任 一 n> 0， 区 间 [0, 1] 中 的 无 理 数 的 空间 x 
包含 一 个 п 类 但 非 < ”类 的 Лузин#; 空间 X t 
НАЗЕ Лузин 集 的 集合 . 
参考 文献 
[1] Ідал, N. N., Sur un problën de М. Егайе Вот! ct 
lcs ensemble projectis Че M . Henri Lebsgue, С. R 
Асай. Sci Paris, 180 { 1925), 1318 — 1320. 
[2] Лузин, Н, Н., Леєции об аналигических множесг - 
вах и их приложениях, М., J953( 中 译本 : Н. Н. 
得 辛 ， 解 析 集 合 论 及 其 应 用 ， 对 学 山 版 社 ，19607 
[3] Kwatowski, С., Topology, 1, РУМ & Асай. Press, 
1966( 译 自 法 文 ) . Б. A. Ефимов 所 


[ФЕ] ЛЕ 977, “Лузин # " 这 个 词 普通 用 来 表示 实 
直线 的 和 每 一 个 无 处 各 密集 有 可 数 交 的 子 集 М, Лузин 
空间 ( Luzin space). 上 述 正文 中 讨论 的 集合 通常 称 为 
射影 集 (projective set). 20 + | 类 集合 一 般 称 为 了 
Ж. 而 2n 类 集合 则 称 为 TI, Ж. 见 描述 集合 论 (des - 
criptive set theory). 

在 最 近 的 30 年 中 ， 射 影集 的 所 有 问题 得 到 了 满 
意 的 答案 、 见 描述 集合 论 (descriptive set theory) 利 
Дузин 问题 (Luzin problem). 


参考 文献 
[A1] Moschovakis, У. N., Desaiptive set theory, North - 
Holland, 1980. 
[A2] жй, T., Set когу, Асас. Pres, 1978. 


жет 详 


Лузңи  [Ешлїп Seve; Лузина решето ] 

任意 映射 到 :Qo 一 2*， 使 得 每 个 二 进 分 数 reQ。 
对 应 于 X 的 子 集 И, сх. ЖЕНИ X 是 完全 的 可 
分 度量 空间 ( metric ѕрасе). 338 й Н. Н. Лузин 引 
AB ([1]). 所 有 满足 下 述 条 件 的 点 xeX 的 集合 A 
称 为 由 Зою Ж W 第 过 的 (siftod ) : кани 
утас, 使 得 хей, (Yw, (l. ЯР Йе 
运算 Coperation), 存在 一 个 Jom ЖИ, АЖ 
-x 运算 的 结果 是 W ЕВО. ЗЕТ Лузин ў ЕЕ 
结果 是 nn 类 Луни Ж (Luzin se) (或 射影 类 工 ,) 
当 0 # n # 2 时 在 Лузин 第 的 簿 选 下 不 变 ， 


参考 文献 
[1] Luan, N. N., Sur Кв ensembles analytiques ， Fd 
Math,, 10 (1927), 1 — 95. 


[2] Kuratowki, С., Topology , 1, PWN & Асай. Press, 
1966 ( ЖХ). Б. А. Ефимов PZ 

ОМІ 本 条 目 意 义 下 的 Лузин 集 在 西方 一 律 称 为 
射影 集 ( projective set) . Лузин ЭВ АА 
非常 有 力 的 工具 ; 它 和 其 他 技巧 一 起 产生 了 在 该 理论 
中 可 数 序数 的 现代 用 法 . 详细 的 情况 和 参考 文献 见 描 
ЖЖ ( descriptive set theory) , 

这 个 概念 和 N ,Bourbaki 在 证 明 Лузин 的 一 个 定 
理 时 使 用 的 娇 的 概念 没有 关系 ([Al]). Bourbaki йй 
( Bourbaki зіме) 只 是 书写 不 相交 的 Суслин 概 形 的 
种 方法 

如 果 А 是 解析 集 (anabytic set), W = {Ис reQ} 
是 由 闭 集 组 成 的 4 的 Лузин 解 ， 那 么 容易 看 出 ， 
XNA= (x: M, Ж >й}. ДОР М, = (r: xe 
W,). 集合 А, = [xe XN А: M ВА а) (оо) 
称 为 由 得 W 决定 的 集合 Х\А 的 组 成 成 分 (constih - 
еш). 
参考 文献 


ГАІ Bourbak, №., Elements о? mathematics . General to- 
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pology , Addison - Wesley , 1966, Chapt 10 (жй iË 
K). жат ж 


Лузин 空间 {Lwin space; Лузина пространство ] 
没有 孤立 点 的 不可 数 T, Һај, ТГ З 
集 都 是 可 数 的 ， 实 直线 上 Лузин 空间 的 存在 性 由 连续 
统 假 设 (continuum hypothesis ) 得 出 . Рл ле ИИ 
假设 和 Martin 公理 ( 见 Суслин 假设 (Svslin hypothe- 
sis)) 可 证 明 ， 这 上 Лузин 空间 不 存在 . 特别 地 ， 这 
与 Zermelo -Faacnkel 的 集 论 公理 体系 和 选择 公理 (axi- 
от of choice) 是 相 容 的 .在 关于 连续 统 的 基数 (car 
dinality ) 在 尽 标 度 中 的 位 置 的 很 一 般 的 假定 下 ， 已 证 明 
了 可 度量 化 Лузин 空间 的 存在 性 ， 位 于 可 分 度量 空间 
Y 中 的 任意 Лузин 空间 都 具有 下 列 性 质 : 对 任意 正 数 
数列 {2,} ,存在 一 个 集合 序列 { 4, } ,全 得 X= U 4,, 
5{4,) <1,, 这 里 S (A) 是 集合 4 的 直径 .此 性 质 在 
连续 映射 之 下 不 变 。 位 于 Y Ф Лузин 空间 的 任 一 连 
续 象 都 具有 Lebesgne 零 测度 和 零 维 数 . 此 外 ， 它 还 是 
全 不 完满 的 ， 即 它 不 包含 Cantor ЯН. 连续 统 假设 苗 涵 
着 ， 存 在 一 个 正则 遗传 可 分 的 、 遗 传 Lindelaf 09. Wg 
ЗОЛИГ п 权 Лузин 空间 且 具 有 连续 统 基数 . 


和 参考 文献 
[1] Lusin, N.N., Sur un probleme de М, Вайс, С.Ё 


Acad. Sa. Pais, 188 (1914), 1258 — 1261. 
[2] Kumtowski , С., Topology , 1, PWN & Асай. Press, 
1966 ( 译 自 法 文 ) ， Б. A. Edmuos 所 
【 补 注 】 Лузин 空间 还 有 三 个 略 有 不 同 的 定义 在 使 用 
着 《除了 它们 必须 是 Т, T, 或 T, 外 ) 一 个 不 可 数 
空间 ， 其 所 有 玻 子 集 都 是 可 数 的 ， 且 1 ) 没有 孤立 点 ; 
2)》 至 多 有 о 个 孤立 点 ; 或 3) 有 任意 多 个 孤立 点 、 
参考 文献 

ГАІ] Kunen, К, Luzin spaos, Topology Proceedings. 1 
(1977), 191 — 

ГА2] Reitman ， J., Вайс S and L, in К. Kunen and J. 
Е. Vaughan (eds .) , Handbook of Set -Theoretic fop- 
ology, North - Holland , 1984, 295 — 326 

ГАЗ] Weiss, W , , Versions of Martinrs axiom, in К. Киеп 
and J.E. Vaughan( eds.) , Handbook of Sct - Theore- 
tic Topology, North - Holland , 1984, 827 — 886 

[A4] Miller, À , W , , Special subscts of the mal line, in К. 
Kunen and Ј.Е. Vaughan (ав. ), Handbook of Set- 
Theoretic Topology , North -Holland 1984, 201—233. 

户 苏 华 、 胡 师 度 译 


Лузин 定理 [Luzin theorem ; Лузина теорема ] 

1) 单 复 变 量 函 数论 中 的 Jona 定理 ( 局 部 有 限 
面积 原理 《local principle of finie ака) ) 是 H.H 
Лузин 得 到 的 一 个 结果 ， 它 揭示 了 单位 图 盘 内 解析 函 
数 的 边界 性 质 与 该 函数 礼 单位 加 盘 映 射 于 其 上 的 Rie - 
mann 曲面 的 度量 之 问 的 联系 [ 见 [I], [2]) . 
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设 V RR z РИИ D= га |zi< 1) 中 
的 任 ЭЖ. ДЫ Г ус: 1z| = 1) 上 的 一 
ЖИ c Маі, 


wa Y 


是 D 内 的 正则 解析 酌 数 ,如果 作为 V 在 映射 w = 
f(z) 下 的 象 的 Riemann 沿 面 的 而 积 为 有 限 ， 刚 级 数 
Kes e zt 在 а КЛАРА, 

与 上 述 定理 相 联系 ，JNsz 提出 了 一个 东家， 也 
称 为 Лузин 问题 (Luzin рюЫет). 点 ee E 工 称 为 
Шю = f(z) Ж Лузин 点 {Lzin point) ， 如 果 w = 
f(z) 把 每 个 在 单位 贺 盘 内 与 工 Тан ее 的 圆 盘 映 
为 w=f(z) 的 Riemann 曲面 上 无 限 面积 的 区 域 ， 
Лузин 落 想 (Luzin conjecture ) 是 指 :存在 p 内 的 一 
些 有 界 解析 函数 ， 使 得 下 тнт даш 


的 解答 ( 见 13]). 
参考 文献 
[l] Лузин, П. H., Доки. AH СССР 3, 56 (1947), 
5, 449 - 450 
[2] Лузин, Н. Н., Собр. соч. T. 1, М., 1953, 38 一 
330. 
[3] Лватер, А., p c6.; Игоси науки и техники. Mare - 
матический анализ, т. 10, М., 1973. 99 ~ 259 
Е. Д. Соломенгев 探 
【 补 注 】 ТАТ] 是 关于 Лузин 问题 的 解 的 参考 文献 . 
参考 文献 
ГАТ] Lohwater , А. 7., Pimnian, G.. On а сопа of 
Luzin , Michigan Math. J., 3 (1955), 63 — 68. 
沈 永 欢 Ж 
2) ЗААР Р Лузин 的 若 于 定理 ， 通 常 被 归 
为 三 部 人 外. 第 一 部 分 ,也 是 主要 的 部 分 ， 直接 与 所 谓 
“有 效 集 " 的 研究 有 关 、 所 谓 “ЖЖЖ” 指 的 是 解析 集 
Вог 集 Лузин Ж (也 称 为 投影 集 )， 此 部 分 包括 车 
Т. Лузин 分 离 原理 《Luzin separability principjes ) 以 
及 一 个 关于 任意 类 的 Jy3ma $ (Luzin set ) 的 存在 定 
m. 第 二 部 分 研究 连续 统 假设 的 解决 四 潜 以 及 Cr 集 
(Соу set) 的 基教 问题 .其 中 最 受 重 视 的 起 ，Luzin - 
Sierpinsk 定理 ; 任 一 实数 区 间 可 被 划分 为 代 ， 个 Borel 
集 ， 这 些 Bol 集 荐 周 相 应 的 aag Ñ ( Luzin sjeve) 
所 决定 的 ; 以 及 Лузин ШН: 令 E ËR 4 是 不 相 
交 的 解析 集 (参见 v Е (¿-sa); 解析 集 (analytic 
50)), ХА 


EC XNA= U A, 


是 集合 Х\А 的 一 个 分 解 ， 则 存在 - .个 下 标 aso, 
使 得 
EC J A 


第 三 部 分 包括 若干 使 用 选择 公理 (axiom of choice) 

所 得 到 的 结果 ， 这 些 都 与 集合 论 中 的 哲学 问题 有 关 - 
其 中 -个 重要 的 Лузин 定理 是 : 在 任何 完满 集 (per - 
есі set) 中 ， 存 在 一 个 不 可 数 的 第 一 范畴 的 子 集 ( % 
见 集合 的 范畴 ( category of а set)): 任 一 实数 区 间 ， 
可 划分 为 不 可 数 个 不 可 测 的 集合 ， 此 部 分 还 包括 曙 一 
Лузин 定理 ， 该 定理 是 关 寸 自然 数 集 的 子 集 的 ， 它 扬 
示 了 Stme -Cech 紧 化 (Stone -Cech compactification) 
BN 的 余部 РММ 的 一 些 性 质 ， 这 里 N 是 白 然 数 
序列 
参考 文献 

[1] Jboma, H. H.. 


Собр соч. r. 2, М., 1958. 
Б. А. Ефимов 所 
【 补 注 】 参见 Лузин 98, ЖЖ ИГЕ ШР E Bip ff 0 
与 自然 数 集 的 子 集 有 关 的 Лузин 定理 是 说 : 存在 
N 的 无穷 子 集 的 一 个 族 { 4。} сер, ШАП 
АНТОВ) o, 的 任意 两 个 不 可 数 又 不 相交 的 子 
Ж EB F, 不 存在 N 的 .个子 集 C 使 对 所 有 的 Ke 
E, A,NC 是 有 穷 的 ， 癌 时 对 所 有 的 weF,，A,\C 也 
是 有 窃 的 ， 这 样 的 一 个 族 通 常 称 为 Jlysva 族 (Luzin 
family). 见 [A2]. 
11027, “Лузин 定理 " 几乎 总 是 指 测度 论 中 的 一 
个 结果 ; BL Лузин 准则 (Luzin criterion )， 但 有 时 也 
指 Лузин 在 描述 集合 论 中 的 一 个 结果 : 如 果 P 是 一 波 
2н, 0 是 一 个 可 分 度量 空间 ， 又 令 了 总 由 到 
Q 里 的 一 个 一 一 Во] 映射 ， 则 任 一 P 的 Borel 
ff B 的 直接 象 {8B) 也 是 Q 的 ~ 个 Borel jg. 
描述 集合 沦 沾 的 Лузин 覆盖 定 理 在 西方 通常 被 称 为 
(十 典 ) 有 界定 理 ， 出 该 定理 ， 时 致 产 汪 了 Лузин. 
Sierpinski ЖЖ, Лузин 币 ， 等 等 ， 也 导致 产生 了 近代 
描述 集合 集中 对 可 数 序数 的 使 用 . 亦 参 见 描述 集合 论 . 
参考 文献 
ГАІ] Kuatowski, C., Topology, PWN & Acad. Pres, 
196 ( 译 自 法 文 ) . 
ГА2] Douwen, Е. К. МАМ, The integer and topology, іп 
K. Kunen ам J. E Vanghan {eds): Handbook of 
Set -thooretic Topology , North - Holland , 1984, 111 — 
167 
ГАЗІ Engelking. R ., Hausdorff * s варз and limits and сот - 
pactificatiors , іп Thcory of Sets and Topology (in 
hornour of Е. Hausdorif ) . Deutch. Verlag Wissensch - 
ай, 192, 80 — 94. = уж 


Ляпунов 特征 指数 [Lyapunov characteristic exponent ; 
Ляпунова характеристический показатель), #18 
方程 组 的 解 的 

上 极限 


lao = Im + т[хїї}], 


这 里 x(r) #0 是 线性 常 微分 方 种 组 
x= A(t)x (1) 


ЙЛ ЮР ХЕ", А(, ) 为 映射 R 一 Нот(К'. 
RR")， 它 在 每 个 区 间 上 可 和 .用 坐标 表示 ， 
х) = (000), с, x"(t)), 
х= Ў ах, ё 1,7,1, 


= 


这 里 a (t) В ЕПЗ. H 


к= Et 


( 或 任何 其 他 等 价 的 范 数 ; у, 与 R" 或 C* 中 的 范 
数 选取 无 关 】、 
Ляпунов 定理 {Lyapunov theorem) ， 假 设 


тр, }[А(т)14х< ©; 
等 价 地 ， ` 


Pm T |< +e, i =l, n. 
И 

这 时 ， 对 于 方程 组 (1) 的 任意 解 x(t) #0, Ляпунов 

特征 指数 4 为 实数 (ШШ # + oo) ,对 于 (1) ЮЕ 

ҖЕ Ляпунов 特征 指数 ， 下 列 论 断 成 立 : 

1) Адо Аш, 8 0; 

2) Ашаке ш) < Жах (Д.з Аз): 

3) 存在 (1) 的 线性 无 关 解 组 , 记 为 {x,{1))"_，， 
使 得 对 {1) 的 任意 按 Ляпунов 特征 指数 降序 排列 的 
n ЖЕЕ ЖШ Q (ку, i=1，…,， n(BD 4; 2 
lo, Ж i 对 站， 下 列 六 等 式 成 立 : 

Да Аа, i=1, =, n. 
具有 此 性 质 的 基本 解 组 (fumdamenial syster of solu- 
tons) 1 х,(0) 7. ИЛЕН ( поппај) . 这样 的 正 
жината: `7 

а) ЖЯ Л, (4) = 2.11, n, 
基本 解 组 的 选取 无 关 ; 

b 对 (1) 的 任意 解 x(5) 0, JÉ Jianyton 特 
征 指数 Ао ЗАТ 2,( 4) 相等 ; 

cJ 104) SLA), 3. 

数 A (A)> ДА) 称 为 系统 (1) 的 Ляпу- 
нов 特征 指 数 ; 数 ¿ (A) 常 称 为 (1) 的 首 项 Thany- 
нов 特征 指数 (leading Lyapunov characterštic expon - 
ent). 

(1) ЙГ Е РИН Ляпунов 特 引 指数 的 集合 
称 为 谱 (spectrum). 


与 正规 
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特殊 情形 1) 党 系数 系统 С A(1) = 4(0))， 
ЖРТ. дА) БЕ AC0) (ЖШ Паз 1) 的 
本 征 值 的 实 部 相等 . 

>》 具有 周期 系数 的 系统 (M AG T)= А(ї), 
了 > 0) .在 这 种 情形 下 ， 


А 1 
АСА) = тд, 


这 里 н, 是 系统 (1) 的 乘 子 (multiplers ) 、 按 照 它们 
模 的 不 增 序 排列 《每 个 取 其 重 数 次 ) . 

Ляпунов 特征 指数 在 Ляпунов 稳定 性 理论 中 的 
作用 以 下 列 断 语 为 基础 :如 果 Д (А) <0(>0)， 则 
(1) 的 解 渐 近 稳定 (相应 地 ， 不 稳定 ， 见 渐 近 稳定 解 
( asymptotically -stable solution) ) . 不 能 从 ¿ (А) <0 
推出 系统 


х= A(t)x + О) 


的 零 解 Ляпунов 稳定 ， 但 如 果 还 知道 系统 【1 ) 为 下 
则 线性 系统 ( regular linear System ) ， 则 此 结论 成 立 
(Ляпунов 定理 ) . 
假设 系统 k = во) 是 由 满足 条 件 
sup LAD < + oo 
ик 


的 系统 (1) 经 过 一 个 小 拢 动 得 到 的 ; 1ГЕ: 18] на, 
а(А, В) = р ПА (г) – BCOF, (2) 
УЬ. P n> ]， 这 并 不 意味 着 县 
12 (A)= A (B)| 


很 小 { 如 果 系 统 (1] 共有 常 系数 或 周期 系数 ， 及 对 
于 某 些 其 他 系统 ， 这 是 成 立 的 ) ; аай, ўа 
À (A) 在 系统 (]) (sup, 1 4(1)1 < + co) BJ WU 
Be (2) 的 空间 中 不 大 处 处 连续 的 . 

Ляпунов 特征 指数 是 由 А. М. Ляпунов 引进 
的 ， 它 木 仅 适 用 于 系统 【1) ЮЕ. ЖЕТ 及 + 上 
иеа (арр. 
参考 文献 

11] Ляпунов, А. М, Собр, соч., т. 2, М.-Л., 
195, 7 — 263 ( 英 译本 : Lyapunov, А. М., Stability 
of motion, Асай. Press , 1966) 

12] Былов, В. Ф., Виноград, Р. Э., Гробиан, Д. 
М., Немыцкий, В. В., Теорня показателей Ля. 
пунова ж ее приложения к вопросам устойчивости, 
M , 196. 

[3] Итоги науки и техники. Математический анализ, 
r. 2. М., 1974. 71 — 146 

В. М. Миллионшиков PB 
[El ЯЕ, Ляпунов {特征 ) 指数 可 以 用 于 更 广 
的 范围 .网 综述 [A6] МЖ. ЖЕ 4 可 以 是 与 时 间 
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有 关 的 随机 函数 Ляпунов 指数 也 应 用 于 以 奇怪 吸引 
子 (strange attractor ) ( 或 排斥 子 ) s (t) 为 极限 解 的 
站 线性 油分 方程 组 


k= f(x), x= (x (0), U, x'(t)) 


的 有 关 问 题 ， 见 [A7]. 对 s(t) 线性 化 的 系统 具有 形 
式 (1) ， 其 中 
af, 
АЧ) -{ ве», 

这 里 有 一 个 指数 为 0. 若 出 现 一 个 或 更 多 正 指数 ， 则 
表明 s (1) ЕАУ. 对 于 保守 系统 来 说 ，JIany - 
нов 指数 之 和 为 0， 而 对 耗 散 系统 则 为 负 .奇怪 吸引 
子 的 容量 ( capacity of strange attractor) D 是 一 个 与 
Набот 维 数 有 关 的 分 数 1. 工 . Карап 和 J. Н, 
Yorke 作 了 如 下 猜想 ; 
ШУ 
m 
ход А (22 A). 

Ляпунов 指数 的 概念 可 以 推广 到 非 线性 随机 楷 
统 ， 以 及 选 代 映 射 


x(t +1) = А()х(), 


D=)— 


见 [A6] 和 [A7] 

对 于 更 一 般 的 确定 性 系统 ， 设 X 为 Hilbert 空间 
H WE ЛХ H 为 满足 f(X)= X ЮЖ 
射 .假定 映射 了 满足 下 述 一 致 可 微 性 条 件 :对 每 个 
хех, ЯЕ “ЖӘЙТ L(x): H ~ H, 使 得 当 
£ “0 时 

зир ПО) о) 00) О) „у, 

Б) ух 
这 里 | + | 表示 НР, ВАР 0 < jx 一 
yU <. ВЯ х,у ЖЕЙ. 

ЖЕНЕТ L, 8 0.00) 2а, (1) 255 为 
(开工 ) "的 本 征 值 ， 对 每 个 正 整 数 d, 设 o,(L)= 
m (L) a (上)， 而 对 非 整 的 正 实数 беп +s, 0 < 
5<1, МАХ о (2) = o,(L) (а„,,(1.))°. 

假设 f m L 18 sup... lL(X)N < оо, 

对 每 个 xeX, 8 L.(x) =L(fr'(x))- + 
工 (f(x))， L(x), ЖШ f' 表示 了 的 "次 造 代 . 定 
У {局 部 ) Ляпунов 数 { Lyapunov number ) 和 JIany - 
нов 指数 ( Lyapunov exponent ) 为 : 

A,(x) = Шавыр [a, (2,0), 
в (х) = д, (х). 
企 这 类 系统 中 一 致 JIanygos 指数 (mifom 1 зар - 


unov exponenk ) н, 和 一 致 Ляпунов 数 (uniform Ly- 
apunov numbers ) д, 定义 如 下 : 


@,(p)=supo/(L,(x)), 
п, = lm (8,00), 
АЗАП 1,2, 56 
p= nA 1,2,7. 


设 ”为 满足 доа, 20 和 二 二 二 
Ba < 0 的 最 小 整数 . 0а, (Х) а 7!(ш, 
+ д1) BM # 29 X ñj Ляпунов 维 数 (Lyapunov 
dimension) . Ж dí (X) S4, (X) ( W.[A2]), ЖШ 
d, (X) 为 Х 的 Hausdorff 维 数 (Hausdorff dimen- 
Sion) . 
参考 文献 
ТАЦ Кістапл, W., Analysis of nonlinear stochastic sys- 
tems, іп УУ. Schiehlen and W , Wedig (eds .): Ana - 
Jysis and cstimation of stochastic mechanical systems , 
Springer ( Wien ), 1988, 43 — 102. 
[А2] Constantin, P., Foias, С. and Тетап, К., Attrac - 
tors representing turbulent flows, Агдег. Math . Soc . 
1985. 
ГАЗ] Young, L. $., Capacity of attractors, Ergod. Th 
Dynam. Systerns, 1 (1981), 381 — 383. 
[A4] Young. L. S., Dimersion, entropy, and Lyapunov 
exponents , Ergod. Th. упат. Systems, 2 (1982), 
109 — 124. 
[AS] Predrickson, P., Карап, J. L., Yorke, E. D. 
and Yorke , J. A., Tbe Lyapunov dimension of str- 
апе attractors, Ј. РИ]. Ец., 49 ( 1983) , 185 — 207. 
[Аб] Arnold, L. and Wihshatz，V (eds.), Lyapunov 
exponents , Lecture notes in math. , 1186, Springer , 
1986. 
ГА?) Schuster, Н. G.. Determinstic chaos, Physik - Ver - 
тав, 1988 
ГАВ] Coddingon, E. А. and Levinon, N., Theory of 
ordinary differential equations, MeGraw- Hill, 1955. 
{ A9] Guckenheimer，] ,and Holmes , Ph , , Nonlinear oscil - 
lations , dynamical systems and bifurcations of vec - 
tor fields, Springer, 1983 ж = W 


Ляпунов 89 É (Lyapunov fometiom ; Ляпунова функ- 
ция] 

如 下 定义 的 函 教 : 设 x, 是 微分 方程 组 
f(x, t) 
的 不 动 点 (fxed point), HU f(x。, г) = 0， 其 中 映 
射 f(x, i): Ох 一 及 "是 连续 的 ， 且 关于 x 连 
ЯШИ (其 中 U 是 x。 在 及 ”中 的 一 个 邻 域 ) ， 该 方 
程 级 按 举 标 可 写成 下 列 形 式 


х'= [(х',сз,х”,),!=1,сз.п. 


7ай V(O): 0 — R 称 为 Ляпунов ВЕЙ, 
如 果 它 具有 下 列 性 质 : 

1) 5 x# x, BF, V(x) >0; 

2) V(x,)=0; 

з)0> LE улуш 

x 
函数 V(x) 是 由 A. М, Ляпунов 引信 的 (W 
пр. 

Лялунов зра {Туаршюу kmma ) 成 立 : ШЖ 
Ляпунов ТЕЕ, АЛЕ Ляпунов 稳定 的 ( 见 
Лапунов 稳定 性 (Lyapunoy зшЬйну)). 这 个 引 理 是 
一 种 研究 稳定 性 理论 的 方法 ( 所 谓 Ляпунов 第 二 方法 
(second method of Lyapunov) ) 的 基础 , 
参考 文献 

[1] Ляпунов, А. M., Собр. соч., т. 2, М.-Л., 
1956, 7 — 263 ( 英 译本 : Lyapunov, А. М., Stability 
of motion, Асай. Press , 19%) 
[2] Барбашин, Е. А., Функции Ляпунова, M. , 1979. 
В. М. Миллионщиков {# 
【 补 注 〗 其 他 文献 见 Лапувов #7 ( Lyapunov stabi - 
Шу). k ай 
Лапунов -Sdwiót J; 32 |Lyapunov-Schmidt equation; 
Jlanynopa -Шмидта уравнение ] 
形 如 
#(х)— }|К(х, зшщ(з)4з= 
а 
= x x 
-ou 人 )+.х,, о.(2,). xe Q (1) 
的 非 线 性 积分 方程 ， 其 中 
\ 
б (2) = К.х) (а) + Í K(x, sja(5] ds, 


os 人 [з [Reo з ox 
us) Cs) аууз (з): 
vi(s,) ds 7748 

… В, 是 非 负 整 数 ， 

до ta Mm, Во Дв, 


全 是 有 限 维 Euclid а АЕ, v 和 大 是 给 
定 的 各 自 的 自 变 量 的 术 续 函 数 ，s,,…，s,e 和 nt 是 未 
ЖЕК. (1) 右边 的 和 可 以 是 有 限 和 ， 也 可 以 表示 
一 个 无 委 级 数 、 在 后 一 情形 此 级 数 称 为 两 个 函数 变 元 
的 积分 考级 数 (integrmo - power series ) ， 假定 此 级 数 绝 


ao W fo, 
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E 1 86 K(x, s) 的 特征 数 ， 则 对 充分 小 的 
[}(х)| 方程 {1) 在 连续 函数 类 中 愉 有 了 唯一 的 小 的 
0. 此 解 可 表示 为 积分 守 级 教工 是 核 K 的 特征 数 的 
人 情形 比较 复杂 .此 叶 可 构造 一 个 方程 组 一 分 支 方程 


equation ) : 


об, 


其 中 o, ЖЕНИТЕ, л 是 特征 数 ] 的 重 数 ， 对 
于 -一般 情形 ， 方 程 组 (2 ) 具有 非 唯一 解 . 对 于 任何 加 
定 的 充分 小 的 函数 o, (2) 的 每 个 连续 小 解 ( (2) 的 
连续 解 称 为 小 的 ， 如 果 < (0) =0) 都 对 应 (1) 的 一 
个 能 珍 示 为 积分 每 级 数 的 小 解 . 
(1) 型 方程 首次 为 А. М. Ляпунов 于 1906 年 考 
6, 稍 后 E. Schmidt + 1908 年 考察 了 比较 一 般 的 形 
式 . 
参考 文献 
[1] Вайберг, М. M., Tpesorm, B. A., Теория ветв- 
ения решений нелинейных уравнсыий, М., J969 ( Ж 
译本 : Všnbeg, M. M., Trenogin, У. А., Theory 
of branching of solutions of non- liocar oquations, 
Noordhof , 1974). 
[2] Смирнов, Н. С., Введение в теорию нелинейных ин- 
тегральных, уравнений. Л.-М., 1936. 
Б. В. Хведелипе g 


„б 0)=0,k=1,- n, (2) 


5 补 广 】 
参考 文献 
ГАІ) Chow, S. , Hale, Ј., Methods of bifurcation theory , 
Springer, 1982. Жж W 


Лапунов 稳定 性 [ELyapanoy stability; устойчнвость по 
Липунову] 

一 点 关于 某 空 间 E 上 的 映射 族 

(fla E Е (1) 

的 Ляпунов 稳定 性 是 该 歇 射 族 在 此 点 的 等 度 连续 性 
(equicontinuigy ) ( G * ë G 中 的 非 负数 集 ; РЇ, 实数 
Ж G 一 及 或 整数 集 G= 2Z) .一 点 关于 映射 族 (1) 
的 Ляпунов 稳定 性 等 价 于 此 点 的 一 个 邻 域 到 函数 集 
xf ) 的 映射 x Fr x(，) 在 此 点 的 连续 性 ， 这 此 函数 
BAB ХО) = (х) Ф, Н G* 上 赋予 该 函数 
集 x(，) 一 致 收 化 拓扑 .一 点 关于 映射 的 Ляпунов 
稳定 性 定义 为 关于 此 映射 的 非 负 晋 族 的 Jinaysos 稳定 
性 . 一 点 甘于 动力 系统 F! Лапунов 稳定 性 是 指 此 
МӘЕТ /'} се 的 Ляпунов 稳定 性 . 在 fo +Z * 
上 给 定 的 方程 x(t+1)=g,(0O 的 解 xuo(。，) 的 
Ляпунов 稳定 性 是 指点 xo (t) ЕМ {/ = 
9.-:779. еа 的 Ляпунов 稳定 性 . 

微分 方程 k= f(x, t 在 t. +R БЕИ 
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xe( °) 的 Ляпунов 稳定 性 是 点 xo(to) 关于 映射 族 
{站 (to 1 上 fo) sg: 的 Ляпунов 稳定 性 ， 这 里 Х(ө, 
т) ЖЮ Саку 算 子 【Cauchy operator) . т 
阶 微分 方程 


yo t) 


) 的 Ляпунов 稳定 性 是 由 
让 在 各 + 及 -上 给 定 的 
yD (+ )) 的 Jamy- 


ym = (у, ў. 
在 co+R+ 上 的 解 了 (、， 
应 的 一 阶 微分 方程 六 = f(x, 
解 x{*)=(y{*), (0). 7, 


нов 稳定 性 ， 这 里 
х (хх) 
f(x, 0 (x, U, х Ост x... 


下 列 定 义 1 一 7 是 上 述 定义 及 粗 关 定义 的 一 些 具体 实 
例 . 

1 ， 设 给 定 微分 方程 x= f(x, 1), ЖШ x 位 于 n 
维 赋 范 空间 中 ， 访 方程 的 解 xo(*); tu ~ R + 一 
Е ЖЕЗ; Ляпунов 稳定 的 (Lyapunov stable ) ， 如 果 对 
每 个 = > 0， 存 在 5 > 9， 使 得 对 每 个 满足 不 等 式 |x 一 
xo (t,)|< ó 的 点 x€ E, Cauchy 问题 


=/(х, г), x(t)= x 


在 t f R КЙШЙ x(* ) 是 唯一 的 ， 且 对 每 个 
të 十 R*， 满 足 不 等 式 |x(r)— xoft)| <. Ж, 
如 果 还 可 以 找到 до > 0， 使 得 对 于 方程 k= f(x, 1) 
的 其 初始 值 满足 不 等 式 


{х(ї„)-— x (t,) 
), 等 式 
арх) —x (i= 0 


{< 
Ме хс. 


成 立 【相应 地 ， 不 等 式 
Tm. 十 和 lx(D 一 


т 

成 立 ; 这 里 以 及 别处 均 令 hn0= oo)， 则 解 xo(，) 

称 为 渐 近 稳 定 的 { asymptoticaliy stable) ( 相应 地 ， 指 数 

称 定 的 《exponentialy stable) ) 、 `' 
方程 


х.00)1<0 


k= f(x, 0) (2) 


的 解 ， 这 里 xeR 或 xe C", Ж Ляпунов 稳定 的 
( 渐 近 稳 定 的 ， 指 数 稳定 的 ) ， 如 果 它 在 赋予 范 效 的 
аав" Ст аё ае. ахта 
ГАС ЕД 

2. ШАЯН 5-5, (б, <d) 是 度量 
空间 .点 x SS 称 为 关于 映射 了 是 Ляпунов 稳定 
的 ， 如 果 对 每 个 => 0， 存 在 5> 0， 使 得 对 满足 不 


等 式 d(x, x.) <ó 的 任意 х5. ЖЖ 
4(f'x, f'x,) <: 


对 每 个 1EN 成 立 . 逃 而 ， 如 果 可 以 找 烈 6, > 0, 使 
得 对 每 个 满足 4(х, x.) < 50 的 xE5， 等 式 


lm 4(f'x, f'xa) = 0 


成 立 (相应 地 ， 不 等 式 

1 + 

йа + ю4'х 
成 立 ) ， 则 点 x。 称 为 关于 f 渐 近 《相应 好， 指数 

稳定 的 . 

` Ë 了 为 紧 拓 外 窄 间 S 到 自 秧 难 映射 。 点 x eS 
称 为 关于 f Ж Ляпунов 稳定 的 《 浙 近 稳定 的 ) ， 如 
果 它 在 赋予 度 量 的 S LR Lat ， 点 的 这 个 性 质 
与 度量 的 选取 无 关 . 

若 5 起 紧 可 微 流 形 ， 则 点 xu ES 称 为 关于 觅 射 太 
S 一 S 指数 稳定 的 ， 如 果 在 S 上 赋予 某 个 Riemann 
度量 后 它 满足 二 述 条 件 .点 的 这 个 性 质 与 Riemann 
度量 的 选取 无 关 ， 

3 、 设 给 定 微分 方程 (2) ， 这 里 x 位 于 拓扑 向 量 
空间 5 中， 该 方程 的 解 xf ): t TE'— ЕЙ 
为 JIanysos 稳定 的 ， 如 果 对 于 原点 的 每 个 邻 域 U 
сЕ, ЖЕ ЕФ v. G) ЮВ V， 使 得 对 每 个 
xë E, Cauchy 问题 (2) 《x{t,) 一 x) ВЖ x(+ ) 在 
ЕЎ 上 座 一 确定 ， 电 对 所 有 的 tef + Ri, WE 
关系 式 x(1) 一 xo(r)eU， 进 而 如 果 可 以 我 到 点 x (ta) 
Юй VE， 使 得 对 (2) 的 满足 x(t,)ey, 每 个 

- )， 等 式 


llim (x (0) — х0) =0 


fx Y < 0 


(相应 地 ， 
х,())= 0 


对 某 个 a> 0) 成 立 ， 风 解 x,《，) 称 为 渐 近 (相应 
好， 指数) 稳定 的 ， 若 F 是 赋 范 空间 ， 刚 此 定义 可 
以 表示 成 上 述 1 中 的 形式 ， 只 要 取 与 E СНМ 
的 任何 范 数 作为 范 数 |, |. 

4， 设 微分 方程 (2) 定义 在 Riemann ЖИР U ( 可 
取 Euclid 空间 或 Hilbert 空间 作为 模型 ) 上 ， 玛 更 一 
ЖИЕ, Ж ЛЄ Finsler 流 形 U( 可 取 赋 范 空间 作为 
Жш) E; U 中 的 距离 范 数 记 为 4(-,-). КЪ 
ВА хо) РВ > U 称 为 Ляпунов 稳定 
的 ， 如 果 对 每 个 s > 0， 存 在 6 > 0， 使 得 对 每 个 注 
Ж а(х, xo(10o)) <á 的 хе, Cauchy 何 题 (2) 
(x (to) х) (е) га ЕҢ <р, Н 
对 所 有 的 LE to 二 RR” 不等式 d(x (1), х,(0)) < £ Ж 


ex- 


ж. 进而 如 朵 还 能 找到 5, > 0， 第 得 对 于 (2) 的 每 
个 其 初始 值 满 是 不 等 式 а (х (1„), xa (to)) < до 
xf ，)， 等 式 


‚ш, d(x{D), xa (r) = 0 


【相应 地 ， 不 等 式 


Tm Í ma(x(tO,x,(0)<0) 


Жыт 
成 立 ， 则 解 xnf ，) 称 为 渐 近 { 相应 地 ， 指 数 ) 稳定 
m. 

` Бейш (2) 定义 在 紧 敏 分 流 形 "上 
此 方程 的 解 称 为 Jamynon 982 (ШИ, а 
前 ) ШЕИ Ре ЗЕ С Rimann ЖЕЙТ, 
它 满足 上 迄 条 件 ， 解 的 这 个 性 质 与 Riemann ШШ 
жэ. 

5. ЖЖ E 为 一 至 空间 ( uniform space ) . 设 
fa U — Е,186° (G=R 8 =Z) 


AE ЖЕЛЕ U< E 上 的 映射 . 点 х,є U 称 为 关于 
ЖК (7) „ое 是 Ляпунов 稳定 的 ， 如 果 对 等 个 周 
域 (entouragg ) W, Е x. 的 邻 域 了 ， 使 得 对 每 
个 tsG+， W (х, f,xu) < 人 的 所 有 xe U 的 
集合 为 xn 的 邻 域 ,进而 如 时 还 存在 x, ОҢОЙ Р, 
使 得 对 每 个 xeV。 和 每 个 周 域 Wy， 能 够 找到 +(x， 
W)€G*. WWE WEB ter(x, И) Е (у, х, 
fx) eW, HS x, 称 为 渐 近 稳定 的 . 

如 果 5 ИКУ МА 7,7 бєк, teG*， 为 定 
ЖЕЖТЭНЕ U E БЮ, ДИ x。EU 称 为 关 
于 上 映射 族 {f.} ш. 是 Ляпунов 稳定 的 ( 渐 近 稳定 
的 ) ， 如 果 在 空间 БДР p Fla ИЙ 
二 致 绩 构 后 ， 它 满足 上 述 条 件 . 

6. ЖЕ ИКЕ, О 为 其 中 的 开 子 空间 ， 设 
fa U— E, teGt(kH G 3 R АТ) Ж x, 
РАМЫ. ЛАВА x, 称 为 关于 映射 族 { f.l. сз 
是 Ляпунов 稳定 的 ， 如 果 对 x, 的 每 个 邻 域 了 、 存 
在 х„ 的 储 域 " 也， 使得 对 所 有 的 1eG+， 有 fW C 
V. 进而， 如 果 还 存在 < 的 邻 域 了 u， 使 得 对 每 个 
хер, йт, ох хо, Ш x, 3283089) E 
СЛ, 是 渐 近 稳定 的 、 

7、， 作 意 阶 方程 yw = (у, p. yo 0) 
的 解 yo(*) 的 Лялуноз 稳定 性 ( 渐 近 稳定 性 ， 指 
数 稳定 性 ] 可 以 理解 为 相应 的 二 阶 方程 (27 0 8 
XA) 的 
Ляпунов 稳定 性 (相应 地 ， 渐 近 ， 指 数 稳定 性 ) ， 这 
8 а= (х) f(x. 1)= (x, 
U Xx. t). 

定义 1,2,4,6,7 中 包括 了 具有 有 限 自由 度 双 


Nn (хр. 
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统 的 稳定 运动 《这 里 ， 当 考虑 有 约 更 的 力学 系统 时 ， 
自然 会 出 现 流 形 上 的 方程 ) . 定义 2-1 包括 连续 介 
质 力学 和 物理 学 中 其 他 方面 中 的 稳定 运动 ， 算 子 方 
程 、 两 数 微 分 方程 {特别 是 具有 潍 后 自 变量 的 方程 ) 
以 及 其 他 方程 的 稳定 解 ， 

自治 系统 平衡 位 置 的 稳定 性 研究 . 设 š = f(x) 
为 定义 在 点 x € R" 的 邻 域 上 的 白 治 微 分 方程 ， 这 里 
Се) ЖЕЗДЕ ИЖ. ШЕН 
ау, НАЛЕШ ЕЗИ ЫЙ, ML >= f(x) 的 不 
动 点 x, 为 措 数 稳定 的 【关于 首次 地 
нов 定理 (Lyapunov theorem on s 
approximation ) ) ;为 便于 验证 本 定理 的 条 件 ， 可 利用 
稳定 性 准则 .如果 在 这 些 条 件 下 ， 导 数 df, 至少 有 
一 个 本 征 值 其 有 正 实 部 (可 以 不 冰 出 本 征 值 本 身 来 验 
证 此 条 件 ， 见 稳定 性 准则 (stabiity criterion) 》 ， 则 微 
分 方程 = f(x) 的 不 动 点 不 稳定 ， 

# ДАЕ В е 89) 


ў+ау + bsiny =0, а, b>0. 


较 低 的 平衡 位 置 y = 六 =0 是 指数 稳定 的 ， 因 为 变 
分 方程 ( Variational equation ) 的 特征 方程 22 + al + 
b= 0 的 根 有 负 实 部 ， 较 商 的 平衡 位 置 ?= ,了 = 0 
不 稳定 ， 因 为 变 分 方程 了 + aj 一 by = 0 的 特征 方程 
47+44 一 =0 有 ,个 正 根 . 这 种 不 稳定 住 即 使 在 
没有 摩擦 时 (a = 0) 也 会 出 现 .无 廉 据 的 摆 的 较 低 平 
衡 位 置 是 一 个 所 谓 临界 情况 (critical case) ， 这 时 导 
жау, 的 所 有 本 征 值 都 在 左 半 复 平面 上 ， 并 且 至 少 
ЛЕР. 

ЭТ MORI 3CHPR AUB Е, А. М. Ляпунов 提 
出 了 研究 稳定 性 的 所 亩 第 二 方法 (second method ) 
(M Ляпунов 函数 (Т.уаршлоу fanction) ) ， 对 于 无 
пей), 


yrbsny=0,b>0, 


较 低 平衡 位 置 是 Ляпунов 稳定 的 ， 因 为 存在 着 Лапу- 
нов 28 ( Lyapunov function ) 


Уо) + P+ 5( саву), 


它 是 摆 的 总 能 量 ， 这 个 函数 导数 的 非 正 性 条 件 是 能 量 
守重 定律 的 推论 . 

ӨГ А f: R" 一 В" 的 不 动 点 xu 关于 是 指数 
稳定 的 ， 如 果 导 数 df 的 所 有 本 征 值 的 模 都 小 于 1， 
而 车 它们 至 少 有 一 个 的 模 大 于 ] 则 不 稳定 . 

可 微 映射 周期 点 稳定 性 的 研究 可 化 简 为 不 动 点 关 
于 这 些 喘 射 的 宕 的 稳定 性 研究 自治 微分 方程 的 周期 
解 不 足 渐 近 稳定 的 《 见 轨道 稳定 性 (orbit stability) ; 
Андронов - Witt 定理 ( Andronov - Witt theorem ) ) . 
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不 能 认为 由 自治 微分 方程 хе у(х) 沿 着 解 
xf > ) 的 变 分 方程 零 解 的 指数 稳定 性 就 能 推出 解 的 稳 
定性 .Perron 例子 ( Perron exampl ) 说 明了 这 一 点 
(021, [31) : 
й = —au, 
нні ушш зшен) 9 


Жа» 1/2, Ж (3) СЯ) 的 变 分 方程 组 


й = —au, 


ПИР (4) 
b = (sin]nt + coslnt 


ыз») 
的 罕 解 是 指数 稳定 的 (系统 (4 的 Ляпунов 特征 指数 
8-—а,1—2а, № Ляпунов 特征 指数 (Lyapunov char - 
acteristic exponent ) ) ， 但 对 аЄ(1/2, (2 + e") /4), 
系统 ( 3 ) 的 等 解 不 稳定 ， 然而， 按照 下 面 的 解释 ， 首 
次 遇 近 的 稳定 性 是 典型 的 . 

设 5 为 Euclid 空间 К" 到 自身 的 微分 同 胚 了 的 
集合 ， 它 具有 满足 不 等 式 

зир max ИСАР (4/;')1}< + 


的 一 致 连续 导数 ， 对 每 个 微分 同 肚 jE8， 记 5, 为 所 
有 满足 不 等 式 
sup|f/x-jx|< + 


хек' 


的 fes 的 集合 ， 对 5, 所 赋予 的 距离 函数 为 
а, 9) = sup (175 — 6х1 + (ау, – 291). 


对 每 个 JES， 在 5, x E" 中 存在 具有 下 列 性 质 的 G, 
babi Ер: ШЖ (f, x) sD, 使 得 对 每 个 ge 
T.E"， 不 等 式 


1 m 
m 18147"91<0 


成 立 ， 则 在 S x E* 中 存在 (了 ,x) 的 邻 域 О, ФЕ 
对 每 个 (g. J) E0， 点 了 关于 微分 同 胚 у 是 指数 
稳定 的 - 

对 于 定义 证 紧 可 微 流 形 上 的 动力 系统 ， 类 似 的 定 
再 可 银 述 得 更 简单 ， 它 并 可 表 成 微分 拓 盾 不 变量 . 设 
V" 为 闭 的 可 微 流 形 ， 对 于 И" 到 V". 的 С! 类 映射 的 
所 有 激 分 同 证 了 的 集合 5. ЧЕР С! 拓扑 ， 在 空间 
$х V" 中 ， 窑 在 具有 下 列 性 质 的 G , 型 的 处 处 铀 密集 
D: МФ (У, x)eD， 不等式 

„Эт, in|4f"al <0 

对 所 有 дет. Р" 成 立 ， 则 在 S x у" 中 存在 (f, x) 
的 邻 域 UU， 使 得 对 每 个 (g,y) eU， 点 y т 
МЖ ç 是 指数 稳定 的 . 

Ляпунов 稳定 性 ， 渐 近 稳 定性 和 指数 稳定 性 的 要 


E Ляпунов ([1]) 为 了 发 展 研 究 这 些 定义 意义 下 
的 稳定 性 的 方法 而 提出 的 【 见 Ляпунов 稳定 性 理论 
( Lyapunov stability theory) ) . 
参考 文献 
[1] Ляпунов, А. М..Собр соч.,т.2,М.-Л., 1956 
( ЖЭЙ Ж: Lyapunov, А. М., Stability of motion , 
Асай. Press , 1966). 
[2] Perron, О.. Ueber Srabihtar und asymptotisches Ver - 
halten дег Integrale von Differentialgeichungssystemen , 
Math. Z.. 29 (1928) , 29 — 160. 
[3] Befirum, А. , Stabihty theory of differential equations , 
Dover, reprint, 1969. В. M. Миллионщиков f 
{ 补 注 】 关于 右边 不 连续 的 微分 方程 的 稳定 性 问题 ， 
Ж [А6]. 
参考 文献 
ГАШ Lasalle, ). Р. апі Lefschetz. 5., Stability by 
Lyapunov’s direct method with applications Асай. 
Press, 1961. 
[A2] Низсһ, М, W. and Smale, S., Differential cqua - 
tions , dynumical systems and linear algcbra, Асай. 
Press, 1974, 
[A3] Hahn , W. , Stability of motion , Springer , 1967. 
[A4] Bhatia, N. P. and 52—65, G. Р., Stability theory 
of dynamical systems , Springer , 1970. 
[А5] Rabinovich, М. І. and Trubetskov, D , I., Oscil - 
lations and waves, Kluwer , 1989 ，Chapt. 6 - 7(Ж 
Вх ) 
[А6] Filippov, А. Е., Differential equations with discor ~ 
tinupus nghthand sides , Kluwer, 1989, $ 15 (ЕН 
mx). 唐 云 主 


Ляпунов 稳定 性 理论 [Lyapunor stability theory ; Ляпунова 
теория устойчявостн ] 
А. М. Ляпунов 在 19 世纪 未 和 20 世纪 初 建立 
的 运动 稳定 性 理论 ( 见 []] )， 其 基础 是 Ляпунов S| A 
的 Ляпунов 夭 定 性 (Lyapunov stabllity ) 概念 和 渐 近 稳 
定性 概念 【 见 渐 近 稳定 解 (asymptotically-stable sclu- 
ton))》， 首 次 近似 中 的 Ляпунов 稳定 性 定理 ( 研究 稳定 
性 的 Ляпунов 第 一 方法 的 基础 ) 和 Ляпунов 第 二 方法 
(Ж Ляпунов 函数 (Lyapunov ћапсбоп)). 为 建立 稳 
定性 理论 而 发 展 的 Ляпунов 的 方法 和 结果 ， 在 数学 、 
力学 和 工程 技术 中 有 着 重要 的 、 多 种 应 用 ， 亦 钢 歼 定 
性 理论 ( stability theory). 
参考 文献 
[1] Ляпуюв, А. M.. Собр. соч., T. 2, М. -Л., 
1956 ( 英 译本 : Lyapunov, А. М, Stability of motion , 
Асай. Pres , 1966). 
B. M. Миллионщиков 扎 К?З Ж 


Ляпунов Ве ФЛ. 2 #1 [Iyapunoy stochastic function ; Лапун- 


она стохастическая функция } 

АЕ а V(e.x), ЛШ (VO. ХГ), Е) 
Ë 5 3 4° B SL. bq E X 3 DO £ 00 (яв 
(martingale )), 其 中 F, 是 过 程 X 到 时 刻 t 为 止 生 成 的 
с 代数 . 如 果 X P: Марков 过 程 (Markov proces), 
M] Ляпунов 史 机 活 数 是 一 个 函数 ， 使 得 作用 于 它 的 
Ляпунов 随机 算 子 

LVüu,x)= 
= + ELV G+ h,X(t +h) + 
—V(t, ХОХ (Е) = x] 

是 非 正 的 ， 算 子 上 是 过 程 (1, (1)) 83595 W 
( infinitesimal operator) ,于 是 在 一 些 特殊 情形 下 容易 检 
验 条 件 LV S 0 是 否 成 立 ， 当 过 程 X 其 决定 性 的 且 用 
一 个 微分 方程 系统 描述 时 ， 算 地 L 就 成 为 通常 的 Jisny- 
же 算 子 dV(E,X(i)) /dt 利用 Ляпунов ВЛ, АФ. 
可 以 检验 X(r) 的 许多 定性 的 轨 间 性质 ， 它 在 随机 过 
程 论 中 的 作用 相当 于 在 微分 方程 系统 论 中 Лапувов 函 
数 ( Lyapunov function ) 的 作用 . 

Ч V(r.x) ВЕК (У(Х), F.) 不 是 上 
В ВЯ Быр, ЖШ Д р 
Ляпунов 随机 函数 .下面 是 利用 Ляпунов 随机 СР 
究 Марков 过 秆 轨道 定性 性 质 的 典型 结果 . 

1)# Хг) 是 取 值 于 R' 的 右 连续 强 Марков 过 
程 ， 直 到 首次 离开 某 个 性 意 紧 集 的 时 刻 + 以 前 有 内 
义 ， 如 果 存 在 一 个 Ляпунв 函数 V (r. x)(C>0,xe 
R*)， 且 有 一 常数 c. 使 得 


AVX) => 0, ШЕ oo LV < cV, 


则 
Р{т<о|Х(0)=хр=1 


对 一 切 xsR* 成 立 ， 即 过 程 X 对 一 切 1 > 0 有 定义 
{ 可 无 限 地 扩展 ) . 
2)R* 上 与 转移 函数 (transition function) P (t, x, 
А) 相应 的 平稳 Марков 过 程 存在 的 一 个 充分 条 件 是 ， 
有 一 函数 V(x)20, У К о В 
sup LV(x)}——o0 
Боя 
借助 Ляпунов 随机 函数 ， 可 以 将 直接 Ляпунов 方 
法 的 主要 定 理 移植 到 Марков 过 程 上 来 ， 这些 函 数 在 
离散 时 间 过 程 的 研究 中 也 找到 了 应 用 . 


参考 文献 
[1] Kushver, Н. Ј.. Stochastic stability and соп. 
Асай . Prss , 1067. 


[2] Хасьминский, Р. 3., Улойчивость систем диффе- 
ренциальнык уравнений при случайных возмуще- 
ниях их параметров, М., 1969 ( 英 译本 : Наз mins- 
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кї, R. Z, [R , 2. Hus minskii ] Stochastic stability 
Of differential oquations , Sythoff & Noordhoff , 1980). 

[3] Калашников. В.В., Качественный анализ поведения 

сложных систем методом пробнык функций, М. 

192. Р.З. Хасьминский 所 
[ 补 注 工 术语 随机 Лапунов 函数 (stochastie Lypunov 
function ) 比 “ Лагунов 随机 函数 ?用 得 更 普遍 . 

近来 ， 随 机 Ляпунов 函数 用 来 证 明 被 随机 过 程 驱 
动 的 递归 算法 的 收 伍 性 . 这 种 类 型 的 收 全 问题 出 现在 
系统 识别 ( system identification ) 和 适应 控制 《adaptive 
Control) Ë . 
参考 文献 

[AL] Goodwin. G. C., Ramagadge, Р. J. and Caines, Р. 
日 .。Discrete time stochastic adaptive control. SIAM 
Ј. Control Qtim., 19 (1981), 829 — 853 . 

[А2] Metivier , М. and Priouret ‚ Р., Applications of а 
Kushner and Clark Jenma to general dasses of 
Stochastic algorithms , IEEE Trans. Infomn. Theor, 30 
(1984), 140 — 151 

[A3] Soio , V., The convergence of AML , 
Ашот. Control , 34 ( 1979) , 958 ~ 962. 

ГАА] Schuppen , J. Н. уап., Convergenoe results for conti- 
nuous -time stochastic filtering algorithms, J. Май. 
Anal. Ap ., 96( 1983), 200 — 225. 刘 秀 芳 译 
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Jhuyymon 曲面 和 曲线 [ Lyapunov surfaces and curves; Ля- 
пуноҝа новерхностҥ H кривые ] 

一 类 具有 相当 好 的 光滑 性 质 的 曲面 和 曲线 ; A. M. 
Ляпунов 在 20 世纪 初 将 它们 引入 位 势 理论 . 

三 维 Euclid 空间 К? 的 一 个 曲面 S 称 为 Ляпунов 
ЙН i ( Lyapunov surface )， 如 果 它 满足 如 下 三 个 条 件 
( Ляпунов 条 件 (Lyapunov conditions )): 1 ) 在 5 68 
一 点 ， 存 在 切 平面 和 相应 前 法 线 ; 2) 存 在 一 个 不 依赖 
于 5 的 点 的 数 r > 0， 使 得 如 果 取 三 为 5 在 具有 中 心 
在 任意 一 点 у,є5 和 半径 为 + 的 Ляпунов 球面 (Lya- 
ршоу sphere) В(у„, r) 内 部 的 部 分 ， 那 公平 行 于 8 
在 у, 的 法 线 的 诸 直线 最 多 交 于 Z 一 次 ; 3 ) FEA E 


WF S 的 点 的 两 个 数 4 > 9 тд, од, 使 得 对 
于 任意 两 点 y. 5, 
1614, (=) 


ЖР ОӨЖ SE у Жу, 的 法 线 之 间 的 炎 负 ,有 时 还 
补充 要 求 ，5 是 闭 的 且 S 的 任意 部 分 а 对 任意 一 点 
хей? 所 张 的 立体 解 是 一 致 有 界 的 ， 

Ляпунов 条 件 可 以 推广 到 R"(n 2: 3) 的 超 曲面 ， 

类 似 地 ;平面 R: 的 一 条 简单 过 续 曲 线 r 称 为 是 
Ляпунов 曲线 ( Lyapunov carve)， 如 果 它 满足 如 下 条 
件 : ) 在 虐 的 每 一 点 ， 存 在 切线 和 相应 的 法 线 ，3") 
存在 对 整个 L 相同 的 两 个 数 4>0 和 7,0<4<1， 
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使 得 对 于 任意 两 点 у. y. eL, 不 等 式 (+) 成 立 ， 其 中 
9 Ж L (E y, 各 y, 的 切线 或 省 法 线 之 间 的 夹 角 ,这 里 
Ляпунов 条 件 (2) 可 由 1') 和 3) ЕЩ. Ляпунов Hh 
502638 Бу Ге ЕЙ 
参考 文献 
[1] Ляпунов, А. М., О некоторых вопросах , связанных 
с задачей дирихле, в его xu.: Собр, соч. т. 1, 
M., 1954, 45 47, 48—100. 
[2] Соболев, С. JI. , Уравнения математической физики, 
4 юд., М.. 1966 (Ф: С.л. ЖЖЖ, ФЕ 
物理 方程 ， 人 民 教育 出 版 社 ，1958) 
[3] Владимиров, В. С., Уравнения математической физ. 
ики, 2 изд., М., 1971, гл 5 (339832: Vladimirov , 
У. $., Euuations of mathematical physics, Міг, 1984, 
Chapt , 5). 
[2] Мусхепишвили, Н. И., Сингудярные интеграль. 
ные уравнения, 3 изд., М., 1968, гл. 1 .( 中 译本 ; 
H. И. 称 斯 海里 维 里 ， 奇 异 积分 方程 ， 上 海 科 学 技术 
出 版 福 ，1966). Е. Д. Соломешев #6 
ОКН Ляпунов 曲面 必 是 C 类 ， 另 一 方面 ， 紧 C: 
类 曲面 是 Ляпунов HHIH. Ляпунов 曲面 用 来 研究 单 层 
和 双 层 位 势 . B 3. 51937 译 


Ляпунов 定理 [Lyapunov ftheorem ; Ляпунова теорема | 

1 概率 论 中 的 Ляпунов 定理 

建立 一 个 很 一般 的 充分 条 件 使 得 独立 随机 变量 之 
和 的 分 布 收敛 于 正 态 分 布 《normal distribution ) 的 一 个 
ABB. Jlanyuca 定理 的 精确 陈述 如 下 : 设 独立 随机 变量 
X, X... 具有 有 限 的 平均 数 EX, ,方差 DX 和 绝 
ЖЖ EIX -ЕХ, р, 6 >0, 又 设 B. = У DX. 
是 如， , Х, 之 和 的 方差 ， 如果 对 于 某 个 5 > 0， 


кх, = EX, р? 
Jim, Ë тт 0, (1) 


那么 当 hn 一 oo， 不 等 式 


Ў (0, EX) 
КЛ 7 — <x, (2 


的 概 举 关于 х, 和 x, Н (ü kim 


Er: J (3) 
条 件 (1) ЖД Ляпунов 条 件 ( Lyapunov condition). 
Ляпунов 定理 于 190] 年 由 À. M. Лапунов 提出 有 证 
明 ， 是 0. Л, Чебышев, А, A. Марков 和 А. М. 
Лапуноа 研究 概率 论 中 心 极限 定理 的 适用 条 件 所 得 到 
йй ийй. Шш. ШУТ ГМ Ляпунов 条 件 ， 以 
及 不 仅 是 充分 的 而 且 是 必要 的 条 件 ， 这 方面 问题 的 最 


后 解决 出 С. Н. Бернипейн, J. Lindeberg 和 W. 
Feller 所 得 到 . 特征 焉 数 的 方法 首次 在 Ляпунов 定理 
中 显示 其 威力 . 

Ляпунов 还 给 出 (2) 的 概率 与 它 的 近似 值 (3) 之 
差 À 的 绝对 值 的 一 个 上 界 ( 当 5 S< ] 时 )， 这 个 界 可 
表示 为 如 下 形式 : 当 5< 1 3. 

1А|< СА, 

当 5= 1 时 ， 


lA| < CL |в 


| 

ШИН И 
其 中 C， 5 C, 是 绝对 常数 ，L, ， 是 式 (1) 中 极限 
ӘТИ (Ляпунов 分 式 (Lyapunov fraction)) . ЖК 
А. Berry - Esse 不 等 式 ( Berry - Esseen inequality) , 


参考 文献 
[1] Ляпунов, А. M., Собр. соч., T. 1, М., 1994, 
157 — 176 
[2] Бернштейн, С, Н., Теория вероятностей, 4 man , 
М.-Л., 1946 


[3] Feller, W., An introduction to probability theory and 
its applications, 2, Wiley, 1966. А. В. Прохоров B 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[AI] Таһа, R. G. and Rohatgi, YV. К., Probability the- 
огу, Wiky , 1979. 
2) 位 势 论 中 的 Ляпунов 定理 
A. M. Лупуноз 在 1886- i902 年 所 得 到 的 ， 涉 及 
位 势 的 性 质 和 Diriduet 问题 (Осен problem) 的 解 
的 车 干 定理 . 
potential ) 和 如果 在 Euclid 空间 В? 中 存在 一 个 均匀 物 
ЖТ, 当 体积 给 定时 ， 其 Newtoo 位 势 (Newton po- 
tential ) 的 能 最， 即 积分 


Е(Ту= [Ee ， (1) 


达到 它 的 最 大 值 ， 则 这 个 物体 是 一 个 球体 ， 

积分 (1) 是 以 密度 1 均匀 分 布 在 物体 全 上 的 质 
量 的 能 基 (energy), /5 Ж. Т. Сапетап (1919) 证 明 
了 ， 对 于 给 定 的 体积 ， 确实 存在 一 个 物体 了 使 其 能 是 
E(T) 达到 它 的 最 大 值 . 

双 层 位 势 的 法 向 导数 第 一 定理 (fist theorem on the 
momal detivitivs of a double -jayer potential): Ф 8 是 
了 ”的 一 个 闭 Ляпунов 曲面 ，f(y) 是 分 布 在 S 上 质量 
前 密度 ， 假 设 如 下 两 个 条 件 之 一 满足 : а) f(y) 在 8 
上 连续 ， 关 于 S 在 两 点 y) , у,є$ 的 法 线 之 间 夹 角 Ө, 
Ляпунов 条 件 中 的 指数 1=1, 即 181< A|y,— y| 
(ML Ляпунов 曲面 和 曲线 ( Lyapunov surfaces and cur- 
мз) ); 或 者 b) f(y) 是 带 指数 1 Нг 连续 的 ， 即 


Он) Оз) А 5: 则 ЕШШ 
(double -layer polential ) 
жоо [ло Зло) ау б) 


在 点 msS 的 内 法 向 导数 ишу, 或 者 外 法 向 学 
数 4W,/ dn, 之 一 存在 ， 那么 男 一 个 也 存在 且 相 等 . 

发 层 位 势 的 法 问 导 数 第 二 定理 ( second theorem on 
the nomnal derivatives of а double -layer potential) ;在 
前 面 定理 的 假定 下 ， 还 假设 密度 f(y) 满足 Ляпунов 
条件 Lyapunov conditior ) 


" 
(ло, Фф) Л) < арт. arv >0, 


其 中 (р, ф.д) 是 原点 在 msS 和 z ЖАЯ п, 
方向 ， 在 Ляпунов ЭК А 86 00 828 ( 见 Лапунов 
曲面 和 曲线 (Lyapunov surfacs and curws ))、 则 双 层 
位 势 《2) Ж y, 点 的 两 种 法 向 导数 存在 . 

单 层 位 势 的 一 阶 导 数 定理 { theorem on the їшї de- 
rivatives of а simple -iayer potential): Ф 5 是 一 
Лапунсв 曲面 和 假设 密度 /(у) 是 Hóider ЖРА. 


HO) ОТ A ~- pl, 0 д1. 


则 单 层 位 势 (simple -jayer potential ) 
= йу 
Р(х) Jo ET 
的 一 阶 偏 导 数 дУ/дх,,1=1,2,3,х=(х,,х,,х,) 
在 闭 内 部 区 域 D. 和 闭 外 部 区 域 Б, 基带 相同 指数 1 
Holder 连续 的 、 
ФЕЯ В, Ляпунов 只 陈述 了 Halder 连续 
性 、 其 证 明 由 N. М. Gunther 完成 ( 见 [2]). 
Ляпунов 所 提供 的 这 些 定理 ， 作 为 用 积分 方程 的 
方法 建立 Dirichket 问题 可 解 性 严格 理论 的 基础 Gunther 
的 专著 郑重 发 展 Ляпунов 的 起 想 ( 见 [2]) ; 推广 到 更 
一 般 形式 的 位 势 见 [3]-. 
参考 文献 
[1А] Ляпунов, А. М., Собр, соч., т. 1, М., 1954. 
26 — 32. 
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[1В} Ляпунов, А. M., Cep. соч. т. 1, M., 1954, 


3-3 
[1C] Hanya, А. M., Собр. соч., т. 1, М., 1954, 
4 — 100 
[112] Hanya. А. М.. Собр cow. т. 1. М. 1954. 
101 — 122 


[2] Gunther. N. М., Potential thcory and йз applications 
to basic problems of mathematica) physics ，F ，Ungar， 
1967 (W Hk), 
[3] Miranda, C.. Partial differential eduations of eliptie 
type , Springer ，1970( 译 自 意 大 利文 ). 
E. 瓜 . Conomemmes # 
[ 补 注 】 
参考 文献 
[AL] Кз, J.. 
ше notes in math 


Integral operators 1n potential theory ，Lect- 
‚ 823, Springer, 1990. 
190, ЖА ж 


Ляпунов 变换 [1.уаршюу transformation; Лянунова 
преобразование ] 

非 退 化 的 线性 变换 10) 及 "一 R" (或 
ан}: С^ 一 С"), ТЭН 5 гек, А 
Еж 


зр + HL ON ВО) < +. 


这 是 由 А. М. Ляпунов 于 1892 年 提出 的 ( 见 [1]) . 
Ляпунов 变换 广泛 应 用 于 线性 常 微分 方程 理论 中 .在 
很 多 情况 下 ， 要 求 


зир|Ё С < +оо 
Ен 


可 以 去 掉 。 
参考 文献 
[1] Ляпунов, A. M., Собр. соч.,т. 2,М.-Л., 1956, 
7 — 263( 英 译本 : Lyapunov , А. М., Stability of mo- 
боп, Acad. Press, 1966). 
В. М, Миллионщико› 把 
ГЭ] 
+> 
ТАЈ} Наһп, W.. Stability of motion , Springer , 1967 
й а} 


т 相依 过 程 [mi -dependent process] 
[ 补 注 】 离 获 时间 随 机 过 程 (gtochaste process) 
(X,), 称 为 т 相依 的 如果 对 所 有 大， 联合 随机 变 
最 (X,) ,< 独立 于 联合 随机 变量 (Х,) „уан 

这 类 过 程 是 作为 尺度 变换 ( 重 正规 化 ) 的 极限 ， 因 
而 也 是 作为 具有 只 度 对 称 性 过 程 的 例子 自然 产生 的 
(ГАТ). m 相依 过 程 的 例子 由 (m + 1) 分 块 因 于 ( block 
factors ) 给 出 ， 其 定义 如 下 : 设 (Z,) ,ez 是 一 独立 过 
程 ,了 为 m +1 К, ХХ = f(Z ，， 2 Z...) 
则 (тт) ВАТ Хх, 是 一 m 相依 过 程 . 

但 存在 并 非 2 分 内 因子 的 1 相依 过 程 (one- 
dependent process) ([А2]). 
参考 文献 
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Macdomald 西数 [Macdonakd function; Макдональда 


IE E20 8 Bessel 函数 (Bessel function of iuginary агра 
ment) 


ай 
као ® 0л). 


Siny= 
其 中 "是 任意 非 整 实数 ， 而 


LG)=> 


£ mT (уют) 
是 具有 纯 虚 变 元 的 村 函数 (gjinder functions). Н. М. 
Macdonald (111) 曾 讨论 过 这 类 函数 ， 如 果 я 是 整数 ， 
И 

К,(2) = lim K,(z). 


Macdonald 888 K, (z) 是 微分 方程 
ty 


的 解 ， 当 z 一 o 时 它 按 指数 方式 趋向 于 零 ， 并 且 取 正 
@&. 函数 1(z) 和 К, (2) 构成 (+》 的 基本 解 组 {fun- 
‘amenial system of solutions ), 

于 于 20, ч Rez <0 时 K,(z) 具有 根 . 如 
9 r12<jargz| <x， 则 在 这 两 个 诊 形 中 根 的 个 数 等 
于 最 接近 v 一 172 КЖ. ДЕ ，- 172 不 是 整数 ; 
而 在 后 一 种 情况 下 ， 根 的 个 数 等 于 ，- 112， 对 于 
а52= + x, ШЖ y 一 1/2 不 是 整数 ， 则 不 存在 根 . 

一 些 级 数 和 渐 近 表示 式 为 : 


= [n] „-у n+r)! 
Ks a (z) = [到 е), rn (zy 


其 中 n 是 非 负 整数 ; 


кг) =-®[ kU + Ве фт +1), 


є 


з 


о 


3 й-ууны 4 


зж 


y= Cm elt 


其 中 C = 0.5772157… 是 Euler 常数; 


m+tl) -ytm+t1) | 
2 у 


其 中 n2 1 是 整数 ; 对 于 大 的 z 和 |argz| <z/2, 有 


гува 
y, (Aw ЗЕ 3) +. | 


Kb) Ka (= - коо), 


Kat) +K (= 24600. 
参考 文献 
[1] Macdonald, Н. М., Zeroes of the Воз functions, 
Proc. London Math. 5ос., 30 (1899), 165 一 
[2] Watson, G. М., А treatise on the theory of Bessel 
functions, 1—2, Cambridge Univ Press, 1952. 
B. И. Пагурог Ж 张 鸿 林 评 


Масћ # [ Мас number; Маха число] 
9ЧИ —, ач 

粘性 是 不 可 忽略 的 . Mach # M = о/а 是 气流 中 辐 

一 点 上 的 气流 建 度 与 声速 之 比 (或 气体 中 物体 的 速度 


与 该 介质 中 的 殊 速 之 比 ) ， 这 一 名 称 是 为 了 记念 E. 
Мао. 根据 五 C3 -3 
【 补 注 】 
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ГАІ: Нома, L. (ой.), Modern developments іп fluid 
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Mach 原理 [Mach principle ; Маха принцип | 
关于 每 一 自然 界 的 物体 的 惯性 性 质 是 由 宇宙 中 所 
有 其 他 物体 所 决定 的 论断 . 在 经 典 力学 中 ， 则 相反 ， 
认为 物体 的 惯性 性 质 ， 如 其 质量 ， 与 其 他 物体 的 存在 
5382; , Маф 原理 是 Маф 在 对 经 典 力学 进行 手 兰 
性 分 析 时 提出 的 ( 见 文献 [1])， 但 是 他 没有 给 出 这 一 
原理 的 精确 数学 提 法 .这 一 原理 有 几 个 互相 不 等 价 的 
数学 提 法 . 
参考 文献 
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[0] Mach, E., The science of mechanics, Open Cour, 
1893. 
[2] Einstein. A.. Ernst Mach , Phys. Zeitscher, 17 (1916), 
7, 10 ~ 104. A. Д. Coranog 所 
【 补 注 ] 
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机 器 [machine ; машине], Ж 

ЭЯ (ілоглийоп) 处 理 的 招 象 装置 ， 也 
称 为 抽 乏 机 器 (abstract machine ) 或 育 动机 (automa - 
ton) ,抽象 机器 是 控制 系统 (control system ) 的 特 
钢 ， 伴随 着 算法 概念 的 分 析 ( 始 于 20 世纪 30 年 
代 中 期 ) 、 计 算 机 的 发 展 以 及 生物 系统 的 数学 模型 物 
造 而 产生 了 抽象 机 器 ， 现在， 这 种 处 理 离散 信息 的 机 
器 已 经 十 分 普及 了 ， 其 趴 型 的 代表 是 有 限 自动 机 
Cautomaton, finite 》 #1 Twing 机 (Turing machine ) , 
不 难 想 象 ， 抽 象 机 器 可 以 用 多 种 简易 的 方法 组 合 ， 并 
用 有 简单 的 操作 步 又 ， 最 初 ， 机 器 的 研究 没有 脱离 算 
法 理论 ( algorithms , theory of ) 和 数学 控制 论 ( cyberne - 
tics) 的 框架 ， 研 究 目的 在 于 算法 福 念 的 分 析 与 形式 化 ， 
以 及 用 一 种 数学 方法 对 于 实际 装置 及 过 程 建立 模型 . 抽 
象 机 串 与 实际 计算 机 之 间 有 许多 富有 成 果 的 联系 ， 构 
造 计算 机 和 编写 它 的 程序 在 很 大 程度 上 要 依 划 算法 和 
数学 控制 论 的 理论 ， 使 用 计算 机 的 实践 也 不 断 地 提出 
新 的 问题 并 且 给 出 解决 这 些 问题 的 机 器 模型 . 

所 有 抽象 机 器 的 共同 点 是 具有 一 个 有 限 控制 装 
置 ， 这 个 装置 能 够 处 于 状态 9 ，…， q 之 一 ， 机 器 有 
一 个 潜在 无 限 的 外 存 并 能 把 信息 读 写 人 外 存 . 通常 ， 
信息 的 读 写 是 被 局 部 执行 的 .机 器 的 操作 是 由 形 如 
да 4,b 的 指令 组 成 的 程序 所 决定 的 , 这 里 2, 
4; 是 控制 装置 的 状态 ，a 表示 来 自 外 存 的 局 部 字段 的 
有 序 信息 ， 而 b 是 表示 外 存 内 容 和 读 头 位 置 改变 的 记 
号 .机 器 是 离散 地 动作 的 ， 在 步 最 +t， 机 器 读 头 把 信 
Ë a 从 外 存 读 人 控制 装置 如果 此 时 机 器 的 控制 装 
置 处 于 状态 9;,， 并 且 程 序 中 含有 指令 gia 一 b, 
则 在 下 一 步骤 ! + 1 ,控制 装 质 处 于 状态 9, 外 存 的 
内 容 和 读 头 的 位 时 则 祖 据 b 来 变化 . 通常， 需要 从 
控制 装置 的 状态 中 定 出 一 个 或 几 个 开始 状态 或 终止 状 
态 .在 动作 开始 之 前 ,控制 装置 处 于 一 个 开始 状 
态 ， 而 动作 的 结束 则 由 终止 状态 {一 个 或 几 个 ) 确定 。 

在 许多 情况 下 ， 抽 象 机 器 用 于 计算 数值 (Ж) 
范 数 和 谓词 ШМ M 计算 函数 f( xj，…，x,) Ж 
如 下 进行 的 ， 对 自 变量 (x, е, x,) 的 任 一 组 值 ， 
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指明 М 的 - CAS К (ху. U язып 
хр (ху. с, x,) 多 外 存 内 容 利 位 置 . 这 个 
格局 决定 了 M 的 终 正 格局 ， 即 何 时 f £ M ЕЙ 
算 结束 . 同时 也 就 决定 了 所 计算 的 了 的 位 .根据 村 器 
M MF. f(x. х„) 的 值 的 计算 是 由 从 初 娘 状 
Ж Куху, 77, х) 到 下 一 个 状态 Ку (х, х,), 
一 直到 终 山 解 状态 转移 序列 听 构 成 的 ， 如 果 (x, ， 
х.) 的 有 定义 ， 则 从 K. (х. x.) JF 
始 ，M 永远 不 能 到 达 终止 格局 ， 此 上 时， 计算 过 程 会 万 
休止 的 进行 . 

在 抽象 机 器 的 定义 中 经 党 使 用 -种 常规 Turing 
机 ， 其 区 别 只 是 在 Turing 机 上 附加 一 些 新 的 功能 或 限 
制 .Turing 机 的 修改 常常 按照 下 列 三 种 方式 进行 ， 

1. 外 部 存储 器 的 构造 .最 常见 的 办 法 是 引入 几 
Ж ( Р Turing 机 )， 也 常 研究 具有 单 向 带 的 或 多 
继 各 的 ， 并 具有 … 种 光 限 图 { graph ) 形式 例如 无 限 
二 丸 树 《tree ) 的 形式 ) 外 部 存 储 器 的 机 大 ， 另 一 种 广 
式 是 用 寄存 六 或 计算 构架 来 替代 Turing 机 的 带 ， 这 种 
寄存 大 或 计算 构架 可 以 含有 自然 数 (整数 ) 或 任意 长 
的 字 .这 就 是 Shepherdson -: -Sturgs [А 器 {Shepherdson - 
Sturgs machine) ([6]) ，Minsky 机 器 {Minsky ma - 
chine ) f[3]) ЛЕО (random - -ассеѕѕ та - 
ла 

2. МЕЙ. ЧАШ БЕДЕН. ЖШ 
一 种 机 器 ， 如 果 其 外 存 信息 的 一 部 分 在 某 段 时 间 里 
{依赖 于 输入 ) 没有 读 取 ， 册 在 以 后 的 时 间 里 就 变 为 
完全 不 可 读 取 了 ， 具有 存 铺 类 型 带 钓 Turing 机 的 定 
义 就 是 建立 在 一 个 与 之 紧 钉 相 关 的 想法 上 的 {下 推 自 
动机 ( pushdown automata ) ) . ` 
“对 于 从 外 存 中 一 个 符号 接 一 个 符号 地 取出 或 变换 
信息 的 机 器 来 说 ， 典 型 的 限制 是 在 革 些 符号 后 不 能 打 
印 一 些 符号 ， 例如 ， 非 抹 除 的 Turing 机 和 等 价 于 有 
限 自动 机 的 双向 自动 机 就 是 这 样 的 ， 重 可 的 有 限 自 动 
机 也 属于 这 种 类 型 . 然而 ， 更 为 常见 的 是 对 存储 器 大 
小 ， 运 行 时 间 等 方面 的 限制 . 例如 ， 一 个 线性 界限 自 
动机 是 一 个 在 计算 中 所 使 用 的 带子 长 度 由 输入 的 长 度 
的 线性 函数 来 界限 的 Turing 机 . 

从 外 存 中 来 的 信息 往往 是 使 用 多 个 读 头 得 到 的 . 
但 竟 为 普遍 的 方法 是 在 外 育 上 什 义 一 般 驯 归 谓 词 ,这 
些 谓词 的 集合 确定 到 达 机 实 控 制 装 帝 的 信息 . 这 样 一 
种 想法 被 用 于 Shcpherdson -Sturgis 机 器 中 ， 在 此 ， 进 
Те ЕЕЕ 
的 ， 

З, 运作 的 方式 . 这 里 ， 要 区 分 确定 性 的 、 上 攻 底 定 
性 的 和 概率 的 机 器 ,对 于 确定 性 机 器 ( detenninistic ma - 
ше), ROS ARIES НО ЗЕ mantas u 
恋 头 得 到 的 来 自 外 存 的 信息 所 唯一 确定 的 ， 非 确定 性 


机 器 的 程序 中 可 以 包含 其 有 机 同 左 端的 不 同 的 指令 . 
因此 ， 对 非 确 定性 机 器 来 说 ， 对 于 一 个 给 定 的 输入 ， 
考虑 的 不 是 一 个 而 是 与 程序 相 容 的 所 有 计算 的 集合 . 
一 个 概率 机 器 (probabilstic machine) 基 这 样 : -种 机 
#, CHA RBK tE, 3 R ВЕЕ 
实现 从 一 杀 指 令 转移 到 另 一 条 指令 的 程序 . 

在 非 确定 性 机 器 的 情况 下 ， 常 常 考 虚 谓 闻 的 计算 . 
如 果 一 个 非 确定 性 机 器 М 计算 谓词 р(х, сз, х„), 
则 当 且 仅 当 M 从 格局 K (ху, x.) 开始 的 所 有 
可 能 让 算 中 有 一 个 计 等 省 有 终止 格局 时 ，P(xi，， 
x.) Hf. 

一 般 说 来 ， 博 定性 的 ， 非 确定 性 的 和 概率 的 机 器 
移 计 算 能 力 是 相同 的 ， 然 而 、 在 小 范围 的 机 枪 类 中 可 以 
证 明 非 确定 性 机 器 和 概率 机 器 比 确定 性 机 器 更 为 有 力 ` 
对 许多 在 外 存 容量 战 运算 时 间 有 限制 的 抽象 机 竟 类 型 
来 滋 ， 非 确定 性 机 器 的 “确定 化 ”是 一 个 有 兴趣 的 仍 
未 解决 的 问题 . 

亦 见 抽象 计算 机 ( computer , abstract ) . 
参考 立 献 

[1] Shannon, С. В. апі МеСапћу, J. (eds.), Automata 
studics , Princcton лу. press 1996 
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кян, M., 1965 (3: Ма? tsev, А. 1., Algon - 
thms and лешзіхс functions, Wolters-Noordhoff , 
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[3] Mimky, М., Сотршабољ: finite and infinite ma - 
chines , Prentice - Hal, 1967, 
4] Проблемы математической логики. Сб. перево- 
дов, M.. 1970. 
[5] Сложность вычислений g алгоритмов. Сб. перев- 
одов, М., 194. 
16] Shepherdson , 1. С. and шр. Н E.. Computabi - 
Шу and wecursive furctions, J. Аззос. Comp. Math. , 
10 (1963), 2, 217 ~ 255 S.S. Marchenko 所 
【 补 注 】 必须 指出 ， 15 B BL ЫЕ На s 
行 机 器 与 并 行 机 器 ( papallel machine ) 的 区 别 , 
在 一 人 ШИ 《sequential machine ) 异型 中 ， 有 
一 个 作用 于 某 个 潜在 无 穷 存储 结构 上 的 单独 的 控制 羊 
JG. 对 Turing 机 米 说 ， 其 存储 结构 是 被 读 写 头 存 取 
的 线性 有 序 带 . 各 种 Turing 机 模型 的 不 同 在 于 带 的 
数 口 ,一 条 带 上 读 头 的 数目 以 及 工作 带 的 维 数 ， 其 些 
特殊 的 带 可 以 在 使用 上 有 限制 ， 如 作为 只 读 输入 带 ， 
只 写 输出 带 等 等 . 

在 随机 存 取 机 器 (КАМ) (тапбот access ma- 
chine) 中 ， 存 储 器 是 由 (计算 机 ) 字 长 的 净 限 集合 组 
威 ， 每 个 字 长 的 长 度 没有 限定 ， 因 此 它 其 有 存储 任意 
整数 的 能 尹 存储 儿 用 直接 或 间接 读 到 和 存储 指令 进 
行 存 取 .从 存 取 器 中 取出 的 数据 进入 中 央 处 理 丹 根据 
算术 指令 进行 处 理 ， 像 加 法 ， 减 法 ， 比 较 等 等 . 更 强 
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间 的 指针 而 作用 于 有 向 图 或 无 向 图 上 . 这 类 模型 中 最 
时 的 是 Колмоголов Успенский 村 器 (Kolmogorov- 
Uspenski machine) (作用 于 无 向 图 )， 作 用 于 有 同 图 
上 的 机 器 党 称 为 指针 机 器 ( pointer machine ) ЁЁ ЙН 
改 机 器 (storage modification machine ) . 
` ` 并 行 机 模型 具有 湾 在 无 穷 多 个 的 处 理 单元 ， 它 们 
借助 通讯 或 共享 存储 来 互相 联系 .并行 模型 问 的 差异 
ЗЕНИТЕ К. 细胞 阵列 模型 【celhlar атау 
model ) 由 联 成 网 络 的 胡 限 状态 处 再 其 组 成 ， 虽 然 其 组 
成 部 分 是 有 限 状 态 装置 ， 但 由 于 形成 了 网 络 便 具有 了 
广泛 的 计算 能 力 ， 另 一 类 模型 ， 每 个 处 理 器 都 有 -- 
个 自己 的 存储 结构 ， 处 理 融 间 遂 过 信息 交换 联系 ж 
与 之 相反 的 模型 中 ， 大 量 的 处 理 器 共享 一 个 (潜在 无 
穷 ) 存储 结构 ， 在 这 样 的 模型 中 ， 至 关 要 紧 的 事情 是 
对 于 写 冲突 的 形式 处 理 《 华 党 ， 亮 争 ， 排 序 等 等 ) - 
有 些 模型 采取 局 部 存储 和 全 局 存储 的 组 合 . 

在 一 个 计算 过 程 中 ， 仅 有 有 限 个 处 理 回 运作 ， 不 
同 的 模型 用 不 语 的 方式 控制 处 理 恬 的 运作 ， 某 些 消息 
传送 模型 ( message passing model ) 用 图 形 的 内 部 联结 
方式 动态 地 产生 处 理 器 ， 对 于 每 一 条 指令 ， 机 器 的 中 
央 存储 器 (central memory) 指明 在 这 条 指令 中 运作 的 
你 总 品 个 数 .再 有 一 种 控 创 方 式 是 建立 在 递归 子 程序 
上 的 ， 这 种 方式 在 递归 子 程序 被 调用 时 ， 一 些 递 归 的 
计算 分 支 在 调用 时 所 产生 的 处 理 器 上 被 并 行 执行 ， 当 
管 案 已 经 返回 到 调用 的 处 理 器 后 ， 这 些 调用 时 产生 的 
处 理 器 被 消除 . 

复杂 性 方面 的 考虑 ТЕЛЕСИ ТТ ИНЕ ЕЕ 8] 
消耗 这 漳 一 些 计算 复 杂 性 的 基本 概念 时 ， 机 可 模型 起 
着 至 关 重 要 的 作用 . 因为 运行 时 间 和 空间 消耗 最 络 必 
须根 据 在 某 种 理想 化 的 机 器 上 的 计算 来 表达 . 因此 研 
究 如 此 得 到 的 复杂 度 梳 念 依赖 于 模型 的 程度 是 非常 重 
жї. 这 是 一 件 与 不 同 模型 之 间 互 相模 拟 的 效率 问题 
密切 相关 的 事情 ， 因 为 所 有 这 些 槛 型 都 具有 广泛 的 计 
算 能 力 ， 这 种 互相 模拟 是 存在 的 . 

稻 药 证 明 ， 所 有 基本 的 申 行 模型 都 能够 互相 模 
拟 ， 并 且 在 时 间 上 相差 一 个 多 项 式 ， 而 空间 只 相差 一 
个 常数 因子 《 只 要 空间 的 度量 被 正确 定义 ) ， 作 为 一 
个 推论 ， 对 数 空间 以 及 多 项 式 对 问 的 概念 成 为 一 个 数 
学 上 适当 的 而 且 与 机 器 光 关 的 概念 , 然而 二 次 多 项 式 
时 间 可 计算 的 概念 本 质 上 是 傅 束 于 模型 的 ， 这 种 相对 
于 模型 保持 不 变 的 性 质 被 用 来 作为 确定 品行 模型 分 类 
的 标准 . 

对 于 许 许多 多 种 类 的 并 行 模型 ， 已 经 知道 存在 并 
行 机 器 多 项 式 时 间 与 惠 行 机 器 多 项 式 空间 的 等 价 性 . 
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但 是 对 于 各 种 文献 中 提出 的 折 有 并 行 模型 之 癌 ， 这 种 
等 价 性 是 不 成 立 的 ， 某 些 退 化 的 并 行 模 型 能 在 常数 叶 
间 里 计算 任意 复杂 的 函数 . 另 一 方面 ， 由 于 某 些 申 行 
模型 能 在 单位 时 间 闪 对 指数 函数 这 样 的 对 象 进 行 运 
算 ， 所 以 它们 能 够 多 项 式 等 价 于 并 行 异 型 . 下 强调 一 
下 ， 这 个 传统 上 被 称 为 并 行 计算 论题 的 等 价 性 问题 应 
该 认为 是 并 行 处 理 的 基 些 基本 模型 的 特征 - 

关于 帅 行 模型 一 个 基本 的 未 解决 问题 是 不 确定 计 
算 的 效能 问题 . 著名 的 =? 问题 (在 基本 申 行 
模型 研究 中 该 问题 是 与 机 器 无 关 的 ) 可 以 理解 为 把 一 
个 非 确 定 串 行 装置 在 多 项 式 时 间 等 价 人 意义 上 的 确定 化 
是 一 种 过 高 的 要 求 , 类 似 地 ， 尚 未 解决 的 и = 
ите шев) 问题 是 相关 于 作为 计算 资源 的 时 间 与 
空间 的 关系 问题， 同时 从 并 行 题 (parallel com - 
putation thesis ) А В, і 相关 于 并 行 处 理 
的 效能 问题 . 

一 种 称 为 交错 型 (alternation ) кенип 
计算 的 模型 是 在 ”1976 年 由 А. К. Chandra , 
Коп Ж L. J. Stockmeyer 发 明 的 Енш 
( sequentia) alternative machine ) ӘР ЭЕ Ят АЛ. 
冲模 型 .但 是 交错 模型 还 有 男 外 的 特点 ， 它 的 对 数 空 
问 等 价 于 串 行 模型 中 的 确定 多 项 式 时 间 . 类 似 地 ， 交 
销 计 算 的 多 项 式 空间 等 价 于 串 行 的 确定 指数 时 间 . 
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ТАТ] Айю, А. V., Hoperoft, J. Е. алй Ullman, J.D., 
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Buages and their mlation to automata. Addison- 

Wesley, 1969 (中 译本 : J. Е. ЖРА, JE 

式 语言 及 其 与 自动 机 的 关系 ， 科 学 出 版 社 ，1979 ) 
ІЖ # ЖЖ 


Ti SI АЛ ВЯ АО Е 1 machine - oriented language ; машнино - 
ориентированный язык] 

-种 程序 语言 ， 当 编程 序 时 多 许 考虑 宿主 计算 
中 指令 系统 与 信息 表示 的 各 种 特性 ， 面 向 机 器 的 语言 
与 通常 的 面向 问题 的 语言 (Problem-oriented lan - 

ше) 相 比 ， 后 者 将 输入 程序 集 P 晓 人 机 器 程序 集 
M 的 一 个 子 集 ， 而 前 者 将 РАБ M 的 全 体 ， 

最 简单 的 面向 机 器 的 语言 二 汇编 语言 (assem - 
blers )， 它 在 完全 保持 机 器 程序 结构 的 闻 时 ， 多 许 人 们 
使 用 指令 与 存储 地 址 的 特 号 记 法 ， 以 及 从 分 开 描 述 的 
程序 部 件 来 组 装 程序 ， 为 了 宏 汇编 (macro -assembler ) 
的 需要 ， 还 增加 了 在 编译 程序 文本 时 文本 替代 和 其 他 
简单 变换 的 可 能 性 .更 高 水 平 的 面向 机 器 的 语言 ， 例 
如 道 用 语言 ， 具 有 短语 结构 ， 以 供 复合 对 象 和 定义 运 
算 操 作 使 用 ， 该 结构 也 包含 根据 机 器 结构 来 描述 初级 
对 象 及 基本 运算 的 手段 . 
参考 文献 

11] Stmble, G., Assembler language programming: the 
ІВМ system / 360, Addison - Wesley , 1969 , 
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table software, Wiley , 1974 

[3] Katkov, V. L.and Rar, А. F,, 
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[ 补 注 】 当前 一 个 典型 的 有 水 平 程序 设计 语言 的 例子 

是 C 语言 ， 它 支持 直接 利用 机 器 一 级 的 特性 ， 它 广 
证 用 于 UNIX 环境 下 的 通用 程序 设计 . 
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JMackey -Bord 结构 [ Мафеу -Borel structme; Маккн 
Борелевсказ структура] 

PL C' 代数 (C' -algebra) 4 的 谱 Á GF ЮС" 
代数 的 谱 (spectrum of а C' -algebra) ) 上 的 Borel 结 
Ж} (2) Borel 集 系 ( Borel system of sets ) ) 定 义 如 下 . 
Ë H,,n=1, 2 ， 是 n # Hilbert 空间 Н 
Dr,(A) C' 代数 4 在 H, 上 的 非 零 不 可 约 表 示 的 
集合 ， 赋 予 刚 拓扑 中 的 逐 点 收敛 拓扑 ， 设 在 Irr,{ 4) 
上 上 给 定 了 由 其 拓扑 产生 的 Воле! 结构 { 即 相对 于 这 种 
结构 ， 所 有 映射 x {x(x)E, 9), xEA, Ё НЄН, , 
TsJr《4)， 都 是 Borel 函数 的 最 公 Borel 结构 ) ， 


B+ Jr(4) 是 这 种 子 空间 Dr (4), n= 1, 2,…， 
的 并 ， 装 备 了 Borel 结构 使 得 Ir (A) 的 子 集 是 Вога 
集 当 且 仅 当 它 与 每 一 个 Jr,(4) 的 交 属于 Jr,(4) 的 
Вон 结构 . 设 o 是 这 个 Borel 空间 (А) А 的 
Ж Á 中 的 映 里 ， 它 把 一 个 表示 映 威 它 的 西 等 价 类 .4 
中 使 q 下 道 象 为 Ir (4) 中 Borel 集 的 集合 生成 的 用 
上 的 Borel 结构 称 为 4 上 的 Mackey -Borel 结构 . 
Маскеу -Borel 结构 包含 由 А 的 拓扑 生成 的 Borel 结 
构 中 的 所 有 集合 ; À 的 每 一 点 是 此 Mackey-Borel 结 
攀 中 的 一 个 Borel 集 ， 以 下 诸 条 件 等 价 . 1) 此 Mac - 
key -Borel 结构 是 标准 的 ( 即 它 作为 Borel 结构 与 某 完 
全 可 分 上 度量 空间 生成 的 Borei 结构 同 构 ); 2) 此 Mac - 
ксу-Вог 结 均 与 二 上 拓扑 生成 的 Borel 结构 一 致 ; 3) 
直上 的 这 个 Маскеу -Borel 结构 是 可 数 分 离 的 ，4) 如 
ЖА 是 CGR 代数 ， 则 一 个 Mackey -Borel 结构 也 可 
在 一 个 可 分 C" 代数 前 拟 谱 上 学 出 

参考 文献 

[1] Dixmier, J., С” -algcbrs , North - Holland , 1977{ Ж 
自 法 文 ) 

[2] Сапіпег, L.. Т., On the Маскеу Borl structure, Can - 
ad. J. Math., 23 (1971), 4, 674 — 678. 

[3] Haipem , Н., Масксу Воі structure for the quasi- 
dual of а seperable C” -algcbra, Canad Ј. Math, 26 
(194), 3, 6217— 628, А, И, Штерн ж 
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Madkey 交 结 数 定理 (Маскеу intertwining mamber the- 
orem]， 交 结 数 定理 〔intertwining number theorem ) 
ОМІ # G 为 一 有 限 群 . 根据 定义 ， 两 个 表示 
m:G — Aut(E,) (i = 1, 2) 之 间 的 交 结 次 (intertwin- 
ig number ) 是 G 同 态 É, > E, юно й 
(л. z.) =dim (Нот, (Е,, Е,)). 

яе Нн, Н, G 的 子 群 , рж G Ф-Н, 
Н,) ЯЕ (double coset ) ( 即 有 某 个 xeG, 使 D 是 
形 如 H.x H, 的 集合 ). 对 于 i= 1,2, $£ n E H, 
的 西 表示 ，Ind$ (z) 为 G 的 相应 的 诱导 表示 (indu- 
ced representation). 00 хер, ЖЕТ Н, 
x 'H,x ЁГҢ#Ж g — п) ÑL g > к, (9х7) 
之 间 的 交 结 数 ， 出 这 个 数 仅 依赖 于 D( 以 及 л ,л,), 
将 其 记 为 i(mi m. D). 

对 于 G 的 诱导 表示 Ind8,(x,) (i= 1. 2) 之 间 的 
交 销 数 ， 有 交 结 数 公式 (intertwining number formula y 


Ола й, Са), 4 8, (яа) = Ул. mas D), 


ЮРУ >К ЖАПЫ Вт ПО (н, н, ) НЕ. 
关于 G 的 表示 x 与 G 的 子 群 H 的 表示 o 的 


Frobenius 互 反 定理 (Frobenius reciprocity theorem): 
я, Indg(o))=i(Res8(z)，c)( 见 诱导 表示 (indu- 
ced representation )) 十 一 个 直接 推论 
关于 局 部 紧 群 交 结 数 定理 的 讨论 见 [42]. 
参考 文献 
[AL Curtis, С. М. and Reiner, 
of finite groups and associative algebras , Interscienoe , 
1962, $44, 
[А2] Warner, С., Harmmonic analysis on semi -simple Lie 
groups, 1, Springer , 1972, Сћарі. V 
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Мафеу 拓扑 [Маскеу topology: Маккн топология ], 
与 (同一 域 上 的 ) 空间 G 对 但 的 空间 F 上 的 拓扑 
(Р, G) 
在 СВЕВИ go (Е, С) 紧 的 凸 平衡 子 集 上 -- 
致 收 合 的 拓扑 (о(Е, G) 由 F R G 之 问 的 对 偶 性 定 
RO). ВАШ G. W. Маскеу ([11) 1990). Mackey 
拓扑 是 与 下 和 G 间 对 偶 性 相 容 的 最 强 的 分 离 局 
部 四 拓扑 (locally сопуех topology ) (В) 下 上 分 高 局 
部 是 拓扑 使 得 上 按 拓 扑 .六 所 有 连续 线性 汉 甫 的 
集合 与 G 重合 } ,FF 中 按 Mackey 拓扑 有 界 和 按 梯 打 
扑 有 界 的 集 族 重合 ， 当 F SL Маскеу 拓扑 时 ，G 的 
一 个 吓 子 集 是 等 度 连 缕 的 ， 当 且 仅 当 它 按 弱 拓 扑 是 相 
对 紧 的 ， 如 果 分 元 的 局 部 凸 空间 (Jocally convex 
space) 马 是 彬 型 的 或 图 的 【特别 是 可 度量 化 的 ) E E' 
是 其 对 偶 ， 则 E (5 Е' B ) 上 的 Маку 拓扑 与 
甩 上 的 原 拓扑 重合 ， 对 于 对 偶 的 一 对 空间 (F, G), 
其 Mackey 拓扑 .和 不 必 是 太 型 或 可 度量 化 的 分 
离 忆 部 凸 空 间 已 到 分 离 局 部 凸 空间 F 中 的 弱 连续 
线性 映射 接 Маскеу 拓扑 5 (Е, Е') 和 = (Е, 
ЕК) 是 连续 的 ， 局 部 凸 空间 E 称 为 Mackey 空间 
(Маскеу space) ， 如 果 E 上 的 拓扑 是 (E, Е). 
Маскеу 空间 族 的 完全 化 ， 商 空间 与 可 度量 化 子 空 间 、 
积 、 局 部 凸 查 和 以及 归纳 极限 仍 是 Маскеу 空间 ， 如 
果 E JE Маскеу 空间 而 ф 是 E 到 局 部 凸 空间 下 中 
的 量 连 续 线 性 映射 ， 则 o 是 E 到 F 中 的 连续 线性 映 
射 . 如 果 Е 是 氟 完 全 的 Маскеу 空间 且 对 偶 于 E 65 
空间 赋予 强 E 拓扑 后 成 为 半 自 反 的 ， 则 E 是 自 反 的 ， 
参考 文献 
[1] Маскеу, G W., On convex topological linear spaces , 
Trans. Amer. Math. Soc., 60 (1946), 519 — 537. 
[2] Вошћакі, N., Elements of mathematics. Topological 
vector spaces , Addison - Wesley , 1977 ( 译 自 法 文 ) 
[3] Schaefier, Н., Topological vector spaces, Springer, 
1971 А. H. lihepu # 
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(Жах). ®из ж fH 校 
МасТашіп 公式 [MacLamin formula ; Маклорена фор- 
мула] 

Taylor 公式 ( Taylor formula ) 的 一 种 特殊 情形 . 设 
函数 了 在 x =0 有 7 个 导数 .那么 在 这 个 点 的 基 个 部 
域 U 内 ,了 可 以 表示 成 这 样 的 形式 : 


ло) = О) ar (у), хеш, 
2, 


Ж, r,(x) Ë nn 阶 余 项 ， 可 以 表示 成 某 种 形式 、 
Ж“ MacLauin 公式 ”也 用 于 多 变量 x = (х, 
…，xm) 的 函数 ,在 这 种 情形 下 ，MacLaurin 公式 里 的 
КЕРЕН КЕ (k... А.) ( 见 Масат 
(MacLaurin series )). 这 个 公式 是 以 MacLaurin 命名 的 ， 
Л. Д. Кудрявцев {# 
【 补 注 】 关于 余 项 rm (x) BJ 38 25 30 48 ҮЕ А. Taylor 公式 
( Taylor formula ) . 


参考 文献 
LAL] Rudin, W., Principles of mathematical analysis , Mc - 
Griw- Hall, 1976. 陈 怀 惠 译 


MacLawin 级 数 [MacLaurin series; Маклорена ряд}, 
对 于 函数 7(z) 的 
4 
= TO ) 
70) ўно z. 

3⁄2 Jë С. MacLaurin 所 研究 的 ([1]) .车 在 零点 解析 的 
函数 所 2z] 在 等 点 附近 被 展开 成 一 个 震级 数 (power seri - 
es), H| SSE MacLaurin 级 数 .， Ч К 
于 т, Мааш 级 数 是 一 个 多 重 称 级 数 ; 

о /w0(0)--/@9(0) a... 

Ша АГЗА! z 
其 中 求 和 是 对 于 多 重 指标 上 = (Ы, ，… ，ku) 进 行 的 ， 
Ik|= | 十 |， 而 大 ,是 非 负 整数 .MacLaurin 级 
数 是 Taylor 级 数 ( Taylor seres ) 的 特殊 情形 . 


参考 文献 
[1] Maclaum, С., A treatse of fluions, 1—2, Edin- 
burgh , 1742. Л.Д. Kyzpapues Я ЖИ 译 


ТЈ [magic square; магический квадрат | 
由 整 教 1 到 п? 组 成 的 ， 满 足下 列 条 件 的 hn Xn 

方形 阵列 | а 1: 

Жр в=п(п!+1)/2. tb BP Er. 对 它 不 

要 求 1& ov Sn 
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任何 一 个 数 a, 1 Sas n”， 都 可 被 一 对 余数 (x， 
В) modn 所 唯一 刻画 〔 即 а 在 п 进 制 下 的 其 个 
位 上 的 数字 ) ， 这 就 是 说 ， 用 模 n 的 余数 环 Zin 的 
(7{п)? ЮИ. 由 于 方形 阵列 位 置 元 
的 坐标 (i, }) 也 可 以 当 作 《 乙 1m) 7” ВЖ, АТА І 
9 n? 中 的 数 在 阵列 la, 中 的 任何 一 种 分 布 ， 可 以 
ш 


(Zjn)' — (п)? 
来 给 出 、 这 就 是 说 ， 由 一 对 函数 a 二 «(i, j)eZ/n, 
В в0. е! 给 出 其 中 i, јен. 问题 就 是 
去 研究 给 出 幻 方 的 那些 函数 对 . 通常 只 在 补充 假定 x 
及 8 是 线性 时 作 这 种 研究 ( 见 [1]) ,特别 是 , 已 经 
弄 明 白 ， 对 于 具有 线性 的 a 及 рй, Н пй 
奇数 时 才 存 在 . 

在 中 世纪 就 已 经 发 现 了 一 些 构 作 阶 n 为 奇数 的 纪 
方 的 算法 . 每 个 这 种 算法 都 用 六 个 余数 i,, Јо, p. q, 
р.а, 并且 用 下 列 规则 拱 述 1) 把 数 1 效 到 位 
置 (6,j6o); 并 且 2) 各 果 a 放 人 (i, j)R (i+ p, 
j + q) 处 仍 空 着 则 把 a + 1 ЖАВ, ЖД], атт 
ЖА (i+ Fj 一 @). 

余数 i. jo p, 9，F, 了 不 是 任意 的 ， 它 们 必须 
满足 一 定 的 条 长 才 保证 不 仅 (+) 成 立 ， 而 且 算 法 可 
行 ， 这 就 十 说 ， 当 (i+p,j+9) 处 已 被 占据 时 ， 
(ї+р, j+ q) 是 空 的 .容易 找到 这 些 条 件 (Ар). 
此 外 ， 现 已 知道 ， 可 以 用 这 种 类 型 的 算法 构 作 的 幻 方 ， 
必须 量具 须 用 以 描述 它 的 函数 a 及 8 都 是 线性 的 

已 经 知道 了 许多 其 他 的 构 作 【用 非 线性 的 + 及 8 
来 描述 的 ) 幻 方 的 算法 ， 但 没有 关于 它们 的 任 条 一 般 
理论 (1982) ， 即 使 n 阶 幻 方 的 数目 也 不 知道 (对 于 
n 25; n 二 3 时， 如 果 不 重复 计算 由 明显 的 对 称 性 导 
至 的 结果 ， 只 有 一 个 幻 方 , 而 n= 二 4 时， 有 880 个 纪 
Ж). 

具有 附加 的 对 称 性 的 纪 方 ， 也 只 在 十 分 特殊 的 状 
WF (Bln, n 5; 见 [2]) ， 有 过 研究 - 
参考 文献 

{1] Постыжосв, М. М., Магические квадраты, М., 
1964 
[21 Гуреван, E. Я,, Тайна древнего талисмана, M., 
1969. M.M Постник = 
【 补 注 】 幻 方 是 从 古代 起 就 被 研究 的 课题 ， 例 如 在 公 
元 前 2000 年 左右 ， 在 中 国 已 经 知道 3 阶 幻 方 .Diirer 
П Е ВВ > ( Melancholy ) 中 便 曾 有 一 个 44] 
方 . 

在 ( 正 交 的 ) 拉丁 方 { 偶 ) ( 见 拉丁 方 【Latin squ - 
are); ЕНТ ( опћовопа] Latin squares )) 与 幻 方 
之 间 有 一 种 紧密 的 联系 ， 这 从 工 .Euler ( 见 [Alj 与 
[A2]) 开始 一 直 有 研究 . 亦 见 [A3] 和 那里 给 出 的 参 


考 文献 . 
参考 文献 

[AI] Ешег, L., De quadrats тавіоз, іп Opera Omnia , 
Sér.l, Vol. 7, Teubner, 1923, 441 — 457. 

[А2] Euler, L... , Recherches sur une nouvelle espëce de qu - 
ап magiques, їп Opera Ога, SF. 1, Vol. 7, 
Teubner, 1923, 291 ~ 392 

ГАЗІ Dénes, J. and Koedwal, А. D., Latin squares and 
their applications , English Опіу. Pres , 1914. 

【译注 】 中 国 南宋 数学 家 杨辉 在 《 续 证 摘 奇 算法 》 
(1275) 中 系统 研究 了 幻 方 ， 他 把 幻 方 称 为 “纵横 


图 .杨辉 所 介绍 的 约 方 构 作 方 法 可 推广 来 构 作 任意 奇 


数 阶 幻 方 。 
— п 阶 幻 方 如 果 进一步 满足 要 求 
Ya а а= Falla. 
— n(n'+ 1) Qn2 + 1) (++) 
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就 称 为 一 个 УВК. 现 已 有 了 借助 于 正 交 拉 
ТУВЕ 2" 脸 及 (2m + 1)* 阶 两 次 幻 方 的 方法 
(C[B1]). 
对 幻 方 的 近期 研究 情况 可 参看 [B2]. 
参考 文献 
[BI] # 立 ， 用 正 交 拉丁 方 构造 隔 次 好 方 ，Chinese Quant. 
J. of Маћ., 5 (19%), 4, 95 — 101. 
[B2] Gakubo Abe, Unsolved problems оп тарс squares, 
Discrele Май. ‚ 107 (1994), 3 — 13. 
БЕ. ЖЕ ЖЕ ЖЧ 


磁 流 体 动力 学 中 的 数学 问题 [magneto -hydrodynamics , 
mathematical problem in; магнитной гидродинамики 
математические задачи ] 


与 研究 导电 流体 和 气体 在 磁场 中 的 运动 有 关 的 问 
题 . 
{ 补 注 ] 
参考 文献 
ГАТ] Cowling, Т. С., Magnetohydrodynamics , Interscience ， 
1957. 
[A2] Chandmsekhar, 5., Hydrodynamics and hydrodynamic 
stabiJity , Dover , рїї, 1981. 
ГАЗІ Ап, Н. and Falthammer, С. G , , Cosmical dect- 
rodynamics , Clarendon Press , 1963. аж ж 


Mahalanobis PË $š [| Miahalanohis distance ; Мяхяланобиса 
расстояние ] 
E 
Р(Х. |А) (Уу СХ Уур", 
ЯФ ХУЖЕ. Аре (л). Mah- 
alanobis 距离 用 于 多 维 统计 分 析 (multi-dimensiona] statis 


tical analysis)， 其 中 包括 假设 检验 和 观测 结果 的 分 类 ， 
9 P.Mahalanobis ([1] ) 引 进 的 ， 他 利用 量 


р(н іх) 
作为 数学 期 望 为 4 各 种， 分 共 协 方差 给 阵 为 工 的 两 
ЛЕБ АЕ. (来 自 具有 相同 协 方差 矩阵 的 
分 布 的 ) 两 个 样本 间或 样本 和 分 布 间 的 Mahalanobis 距 
离 ， 出 用 样本 矩 蔡 换 相应 的 理论 矩 来 定义 ,作为 分 布 
间 Mahalanobs 涝 高 的 估计 ， 利 开 来 自 这 些 分 布 的 样本 
间 的 Mahalanobi 距离 ， 而 在 使 搬 线 性 判别 柚 数 的 场合 
(15])》， 利 用 统计 重 Ф '(а)+@Ф (8), Жаш ЖШ 
应 为 在 第 一 和 第 二 个 总 体 中 正确 分 类 的 频率 ,全 是 数 
学 期 望 为 0 和 方 盖 为 了 的 正 坊 分布 函数 _ 
参考 文献 
[ 1] Mahalanobis, P., On tests and measures of group бінен. 
gence І. Theortical formulae, J. ам Proc. Аяш. Soc. of 
Bengal , 26 (1930), 541 — 588 . 
[2] Mahalanobis, P., On the generalized distance in statistics, 
Proc, Nat. Put. 5а. йа (Осина), 2 (1936), 49 — 55. 
[3] Anderson, T, W., Introduction to multivariate statistical 
analysis, Wiley, 1958. 
[3] Айвазян, С. А., Bexaepa, З.И., Староеров, О.В.. 
Классификация многомерных наблодений, M., 1974. 
[5] Оноу, А 1., On the comparison of algorithms for classi- 


fying by results observations of actual data, РОН. Moskoo. 


Obsheh. Bp. Ригой, 1985 , Otdel. Biol. (1987), 79—82 (@ 
x). А.И.Орюв Ж ЯШЕ Ж 


Mahler 问题 [Mahier problem ; Малера проблема ] 

МаНег ([1]) 提出 Diophamine ЖТ Ж ҖЕ 
( Diophantine approximation , metric theory of ) 中 的 一 个 
狂想 :对 几乎 所 有 《在 Lebesgue 测度 音义 下 ) ME 
aeER ， 不 等 式 


IP(@)I<|H(P)I " 


只 有 有 限 多 个 次 数 不 超过 n 的 多 项 式 解 Pe Z[x], 此 
处 6。 > 0,n R BAS, НОР) 是 P 的 系数 绝对 慎 的 
最 大 值 ， 一 个 等 价 的 侣 述 是 : 对 于 几 平 所 有 的 weR， 
不 等 式 


тах({ фа, -ie 


„По 10) <4 


只 有 有 限 多 个 整数 解 4 ,此 处 Па E а 到 最 近 整 数 的 
距离 . 
Маћег 问题 是 В.Г. Спринджух ([2]} 于 1964 48 
定 地 解决 的 .他 还 对 复数 ，P ЖШ ЕЕ 
级 数 证 明了 类 伏 的 结果 . 
参考 文献 
[1 Маһег, К., Uber das Mass der Menge aller S-Zah- 
km, Math. Апп., 106(1932), 131 — 139 
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[2] Стринпжук, В, Г., Проблема Мадера в метриче- 
ской теории чисел, Минск, 1967 ( 英 译本 : Sprindzhuk , 
У. G., Mabler’s problem іп metic number theory, 
Апхт. Маһ. $оо., 1969). Ю. В. Нестеренко # 

{ 补 注 ] Спринджук 的 原始 论文 是 [Al1] . 

参考 文献 

[ALT Спринджук, В. Г., 
тем.) 29( 1965), 379 — 436. 


«Изв. АН СССР, Сер. Ma- 
БУ Ж 


38 Bš ЖЕП 047 [majorant ard minorant ; мажоранта и 
миноранта ], 2038271919820 
ЮТ, Ей (А) 的 值 不 小 于 
而 第 二 个 函数 ( 598%) 的 值 不 大 于 一 个 给 定 函 数 的 
相应 值 (对 自 变数 的 所 有 容许 值 ) . 
2) 对 用 等级 数 表 示 的 隙 数 ， 一 个 强 函 数 是 一 个 螺 
级 数 的 和 ， 这 个 宪 级 数 的 系数 是 正 的 ， 自 不 小 干 给 罕 
级 数 的 相应 系数 的 绝对 值 ， 
ЗЛЖ E 的 子 集 X 的 一 个 强 元 (3856) 是 一 个 
ЖЖ уєЕ, 使 得 对 每 一 个 xe X,y 2 x (x 2: y). 
жийи Уна бир, ЖЕШ ЕА 
Ж (majorant 或 majorant function) ( 38 BB š (minorant 
或 minorant function)) 是 一 个 连续 函数 ， 其 Dini 导数 
( Dini derivative ) 在 每 一 点 t+ 不 小 于 (不 天 于 ) fe) a 
ЖР —=о( + %) ,任何 强 函 数 与 任何 弱 函 数 之 差 是 一 
маж. 在 一 个 区 间 . 上 的 任何 可 和 函数 有 任意 接近 
于 其 不 定 Lebesgue 积分 (Lebesgue integral ) 的 绝对 连 绪 
的 强 函 数 和 弱 函 数 . 强 函数 和 弱 范 数 的 概念 能 推广 到 
如 性 集 函 教 的 情形 ， 也 能 推广 到 当 导数 是 在 其 种 广义 
意义 下 取 的 情形 . 
参考 文献 
[1 | Bourbaki ,N ., Elements of mathematics , Тоогу of sets ， 
Addson - Wesley , [988 ( 译 自 法 文 ) . 
[2] Sals ,8 ., Theory of the integzal , Hafner, 1952 ( ВВЕ 
Ex). B.A.Crpopnos 所 
[ 补 注 】 术 语 “ 强 元 ”和 “ Яй " 在 英语 中 很 少 用 于 意 
义 3); 代 昔 这 两 术语， 常用 “上 界 (оррег bound ) 和 
ТЖ” (pwer bound ). ` 
” 亦 兄 下 界 (Jjowrr bound); 上 界 和 下 界 (upper and 
lower bounds ), ата Ж жюк 


优化 序 [majarimton ordering ; мажорнровавна улоряд- 


очиванне ] 


[ 补 注 | 设 p= (p, 7, р) 和 де (а, с, 4,) 

为 1, 范 数 相等 的 非 负 实 数 的 n 元 组 ， 即 
рер р, = |а| = 7+, 

则 рай q 所 优 起 的 (inajorized )， 当 且 仅 当 再 | < 

Фф, p +b +, Ар Sq + 

+, ЖР (Po р) 是 пж (p, , 


59% MAJORIZATION ORDERING 


P.) 重新 排序 使 得 而 2 2р, 后 所 得 .这样 就 定义 
一 个 偏 序 (рагай order ) ， 它 以 各 种 名 称 出 现 于 数学 的 
各 个 分 支 : 优化 部 (majority ordering ，majorization or- 
dering). 特殊 化 序 {specialization ordering ). Snapper 
JE (Snapper ordering)，Ehresmann JF (Ehresmann or 
dering ). һу ( dominanoe ordering ) 、 ЖЕ 【rnix- 
ing ordering), 日 然 序 {natural ordering), КИ 

用 符号 p<q 代表 q fil p， 关 于 优化 序 的 车 
干 结论 列举 如 下 

如 果 P<4， 则 对 于 任意 一 元 连续 凸 范 数 pgp， 有 
Уф(р)<У e(a). 

АРИЗОНЕ Q 称 为 双 隐 机 的 doubly stocha- 
stie)， 如 果 它 的 所 有 行 和 与 列 和 会 等 于 1: 即 对 所 有 
的 天 一 上 1 У,у =1. Tj, р< 
4 чиз ЕЕ: о ra р= 04. 

Ф 4 为 一 Hermite (пхп) Ж д (L. …， 
4,) 为 其 本 征 值 的 n ЖИН. а= (a ，…, a.) 为 其 对 
角 线 上 元 素 的 n 元 组 . 则 а<,([А1)) 52, ШЖ 
a <， 则 存在 一 个 实 对 称 (n x n) ЖЕ, АЖАЛЫН 
д ЖЕЖ a([A2], [A3]). Schur 的 绪 果 ( [A1]) 
可 重新 表述 为 : a 属于 5S, 4 = [c lo 为 置换 (ЖЕ )} 
的 凸 包 , 这 一 形式 的 结果 可 推广 如 下 . 设 G 为 一 紧 Lie 
群 (Lic group), 9 为 其 Lie 代数 (Lie арба); 令 
工 为 6 中 一 个 极 大 环 面 ， 作 是 相应 的 Weyl 群 ( Weyl 
втор). ЖЖ G 在 9 上 的 伴随 作用 . 则 Lie(T)< $ 
中 的 W 轨道 对 应 于 9 中 的 G 轨道 . 在 ú 上 取 定 一 
个 G 不 变 度量 . 则 一 条 G 轨道 到 Lie (T) 的 正 交 投 
ИЛЕБИ W 轨道 的 凸 包 〔[Al8]》， 在 辛 几何 框架 内 
更 为 一 般 的 结果 见 [A191 . 

设 工 是 [0, оо) 中 的 一 个 开 区 间 ， 函 数 f:1"-* 
R 称 为 Schur 090 (Schur convex)， 若 对 р, 41", 
由 p <4 可 推出 f(p) S J(4). FE, f E Schur A 
ВАХ ЕО, ВШ 30886 a 有 (о) 
= (р), Аж ¿j 有 


(0 - 27) >о, 


СТД др, 


这 一 条 件 常 称 为 Schur 条 件 ( Schur condition). 

对 二 每 个 非 负 实数 的 元 组 p， 定 义 函数 [p](x): 
рух) = т Ух" x А 

其 中 的 求 和 遍 取 所 有 (1, з, n) 的 置换 с. Мишкай 

不 等 式 (Muirhead inequality ) й: р< 当 且 仅 当 对 一 

切 不 负 实 数 的 п 元 组 x 有 [p](x) S[q](x), 算术 平 


inequality) У (п 
特例 . 


n7)<(1,0, 0) 的 


Жа 是 的 一 个 划分 . 对称 群 8。 中 相应 的 Young 
子 群 为 5, = 5, хоз XS, C S., ËF S,, Ш % 个 
ЖЖ a 十 e dqal ау tau. 
р 5, 的 平凡 表示 ，P) 为 交错 表示 《alternating re- 
presentation ) 或 符号 表示 (sign representation ), 它 对 每 
ЛЕШ (eS, 赋 于 其 符号 nD 一 1} ， 即 若 
с 可 写成 t 个 对 换 之 积 ， 则 sgn{o)=( 一 1 = р,(о). 

Фот р п 的 两 个 划分 ,必要 时 添 淮 使 之 成 
为 长 度 等 于 п 的 向 量 . 

Snapper -Liebler - Vitale -Lam - Young 定理 (Srap- 
per-Liebbr -Vitale -Lam- Young theorem) Йй: # Ж 
їй, (,) 是 Indz 《po) 的 一 个 子 表示 ， 当 且 仅 当 & 
> p([A13]). 

Rugh -Sch5nhofer 定理 ( Rugh -Schónhofer theorem ) 
说 : 交 结 数 (imeriwning number) ; (Юй (po)， 
і (р) ЖЭТ, 当 且 仅 当 x < . 这 里 的 в 是 
的 对 偶 划分 《dul partiton )( 35 АР conjugate 
райіоп)), 80 8; 等 于 {j: 8 >i] Ж 

([A10]). 

Gale -Ryser 定理 【Gale-Ryser theorem ) 说 : 存在 
— 0-1 甜 阵 满足 其 行 和 构成 向 量 K、 列 和 构成 向 
Ë 8 的 充分 必要 条 件 是 p< (或 者 等 价 地 ,a <p"】 
(ГА12]). 

ЖЕЕЖИЖ (nx nm) 矩阵 的 空间 д. + 
GL, (С) 相似 地 作用 在 Б. 对 于 n ñ S 4 Mr 
а= (au 人 0 (e) 为 包含 а, 级 Jordan 所 
且 本 征 值 等 于 0 的 Jordan 阵 所 在 的 轨道 . 则 Gersten- 
haber - Hesselink 定理 ( Gerstenhaber -Hesselink theorem ) 
02: 轨道 Q (a) 的 闭 包 包含 一 条 轨道 Q (8), 0 (a) > 
Q(0). SHR35 р-а ([А6]) 

Ж (А, В) ЭН (пхп) EBE 4 ü (n x m) 85 
阵 BB 组 成 的 偶偶 (А, В) 称 为 完全 可 达 的 (comple- 
19у reachable)， 如 果 矩阵 А'В,Г=0, … n 一 1 的 
列 向 量 张 成 余 空 间 及 "， 这 等 价 于 下 述 性 质 : 在 线性 
控制 系统 { linear control sysem)x = Ах + Bu 中 , й 
Ке АЛ u(t)SR" 操纵 至 R" 中 任意 点 . 
一 个 完全 可 达 偶 (А, В) 的 Kronecker 指数 (Kronecker 
indioes ) 或 称 可 控 性 指数 сотан обов) 定义 
如 下 ; Фу, АВ 20, 5, ) 的 列 向 量 张 成 之 
空间 的 维 数 . 令 дд д3 0, 77,1, 
4-1=0,4=(p…, н„), ДСА, В) № Kronecker 
指数 w (A. B) 是 АНАЙ кер" ЛЖ. 
(不 要 将 这 里 的 Kronecker 指数 的 概念 与 函数 在 一 点 
处 的 Kronecker 指数 相 混淆 ， 见 Lefschetz 公式 【Lef- 
schetz formula)) .划分 x (A, B) 在 {4, B) 的 下 述 
变换 下 不 变 ; (A, B) > (4 + BK, В), ЖФ КЖ 
任意 (m x n) 矩阵 (А, 8B) 一 (S45S-', SB), 其 


中 S ЖТТ (n x n) 8; (А, В) (А, BT”), 
其 中 T ЖНГ (m x m) Ж. ВЕ ЖОШ 3848398, 
(控制 系统 x = Ax + Bu 的 ) БЕЙ (feedback group). 
Brunowski - Kalman - Morse -Wonham 定理 ( Brunowski - 
Kalman - Morse - Wonham theorem ) 说 (4, B) 是 反 
铅 群 作用 的 一 个 复 形 不 变量 ， 妈 作用 的 轨道 被 л 的 划 
分 所 标定 .进一步 地 ， 被 上 所 标定 的 轨道 之 闭 包 U(k) 
包含 轨道 U{1)， 当 且 仪 当 k < A (ТАб]). 

设 E 2 Riemann 球面 S2 = Р, (С) Е 
ЗЕТЕ ЯЕ ДА (vector bundle ) ( 亦 见解 析 向 量 从 (vector 
bundle ,analytie)) .根据 Grothendieck ЖЖ ( Grothen- 
еск theorem), Е 分裂 成 为 复线 从 的 直 和 E = L (x,) 
Ф--Ф2(к,), Ж L(i) 是 第 一 陈 数 为 i 的 (在 同 
构 意 义 下 ) 唯一 的 复线 外. 现在 考虑 St 上 复 向 最 从 
E, 的 一 个 全 彝族 . 则 根据 Shatz 定理 ( Shatz theorem ) , 
对 于 足够 小 的 t, к(Б,)<<к(Е,). R2, ШВА Е, 
则 存在 一 个 仿 纯 族 使 得 对 于 是 够 小 的 10 有 К (Е,) 
= дЕ к(Е,) = x. 

таатал 的 表述 远 非 互 不 相关 的 ， 见 
[А4], [A6], [A9]， 上 述 定理 中 有 些 可 以 推广 到 ( 非 
5, 的 ) xt Weyl 群 以 及 关于 Wely 群 上 的 Bruhat JF 
( Brubat ordering ) 的 情形 ， 这 种 序 定义 为 单 Lie 群 的 
Виа 分 解 {Bruhat decomposition )G = \) Bw B 中 
各 部 分 的 闭 包 的 包含 关系 BwB > Bw' B([A5),1A7]). 

设 工 为 ~ 有 向 图 (graph ，oriented )， 对 一 顶点 x， 
жы (out. degree у (F B É Be (demi-degree ош - 

)】 (х) 定义 为 由 x ШИШИККЕ. АЖ 
(in- dp 内 向 半 度 (demi -degree inwards )) 405) 
为 终止 于 x КИИН. х 处 的 度 (ерте ) (х) 定 
22 d(xX) 王 d(x)+dr(x). 一 个 大 图 (k-graph ) 
是 对 其 所 有 斑点 x 均 有 d(x) S 的 图. (т, э), 
(rs s.) 为 NU10) ФА, мем. 定义 
t= Yl amin(k,, r). ДИЕ T 满足 {dt (x), 
dr (x))= (r, s) 的 充分 必要 条 件 是 : Yl r= 
X. sa ПЗЕ гу-з ([А17]). 
参考 文献 

[АГ] Schur, І., Ueber ein Klasse von Mittelbildungen mit 
Anwendungen auf der Determinantentheorie , Sitzungsber 
Bertiner Math. Ges., 22 (1923), 9 — 30. 

[A2] Нот, А., Doubly stochastic matrices and the diagonal 
оѓ а mtation matrix, dmer. 4 Math , 76 (1934), 
620 — 630. 

ГАЗ] Міљку, L., Matrices with prscribed characteristic 
roots and diagonal elerments, J. London Math. Soc. , 
33 (1958), 14—21 

[A4] Marshall, A. W and Qlkin, J. , Inequalities ; majori- 
zation and js applications , Аса. Рус. 1979. 

[А5] Кай, H.-P,, Conjugacy classes and Weyl group m- 
presentations. Asterisgue , 87 | 88 (1981), 191 一 


MAL TSEV ALGEBRA 597 


[А6] Hazwinkel , М. апі Mantin , С. Е., Representations 
of the symmetric group , the specialization order sys- 
tems, and Grasmann manifolds , Enseign. Mah. , 29 
(1983), 53—87. 

{ AT] Codi , С. de and Proosi , C, , Symmetne functions . 
conjugacy clases and the flag varicty, шеш. Math. , 
64 (1981). 203 — 20 

1 А8] Наку, С. H., Litlewood, 1. Е. and Рбуа, G. , 
Tnequalitis , Cambridge Univ, Press, 1952 

[А9] Kerber, А., The diagram lattioe as structural principle 
in mathematics. in Р. Kramer and А, Rieckers (eds ), 
Group Theunticl Methods in Physic (Tübingen 
1977), Spring, 1978, рр. 53—71 

[AID] Mead , A., Ruch, Е. and Schënhofer, A., Theory 

of chirality functions, generalized for molemlm with 
chiral ligands, They. Chin. Аста, 29 (1973), 269— 
эш. 

[ АП } Mitrinovié, р. 8., Реап©, J. Е. and Volenec, V. , 

Recent advanos in Bpometric їпдүш[йк&, Kluwer, 


1989. 
ГАЮ] Дует, Н. J.. Combinatonal matbematics , Math . 
Asoc. Amer.，1963( 中 译本 : Н.Ј. М. 组 台数 


ЗРО ААВВ), ， 科 学 出 版 社 ，1983 ). 

[AD] 1, К.А, and Маје, М. R... Ordenng the 
ралйіоп charactes of е gmmetric goup, J. of 
Algebra, 25 (1973), 487 — 489 

[A14] Macdonald, J. G., Symmetric functions and Hall 
polynomials, Oxford Univ , Press , 1979 

[ А15] Вшеп, Р. $., Mitrinowé, D. 5. and Уайб, P 
M.. Means апа thcir incqualities, Rcidel = 1988 

[A16] Biyawski, Т., The lattioe of integer partitions. Dis- 


тте Math., 6 (1973). 201 — 
ГАІ] Веле, С., Graphs ct hypergraphes , Dunod , 1970, 
Chapt . б. 


Í А18] Kostant, В., On çonvexity , the Weyl group and the 
Iwasawa decomposition , Аял. Sci. Ес. Мот. Sup., 
6 (1973), 413—455. 

[Аю] Atiyab, М. Е., Сопехйу агі commuting Hamil, 
tonians. Бий, London Math. Soc., 14 (1982), 
1-15. І жж таи F 


Малыев 代数 [ Ма? tsev algebra ; Мальцева алгебра], 
Moufang -Le 代数 (Moufang-Lie algebra) 
一 个 域 上 满足 下 列 恒等式 的 代数 : 

x =0, J(x,y,xz)=J(x,y,z)x, 
#erFJ(x,y,z)=(xy)e+(zx)y+(z)x ё х,у, 29 Ja- 
cobi 式 .Малыев 代数 是 Lie 代数 的 自然 推广 , (Е 
— Мальцев 代数 都 是 一 个 二 元 Lie 代数 (binary Lie 
aleebma) . 

Мальцев 代数 是 由 А. И. Мальцев ([1]) 引入 的 ， 
他 称 之 为 Moufang - Lie 代 数 ， 是 因为 其 则 解析 Moufang 
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#81 (Moufang loop) 的 联系 ， 局 部 解析 Moufang < 
拟 群 的 切 代 数 是 Малыев 代数 ， 其 道 也 是 正确 的 : 特 
征 备 的 党 全 正规 城 上 的 有 限 继 Мальцев 代数 均 为 某 局 
部 解析 Moufang 勾 拟 群 的 切 代 数 . 

Мальцев 代数 与 交错 代数 ( 见 交错 环 和 交错 代数 
(alternative rings апа algebras) ) 有 密切 的 联系 . 任 一 交 
钳 代 数 的 换 位 子 忽 数 ， 即 用 换 位 于 运算 

[x,y]=xy-yx 
代 普 原 乘法 得 到 前 代数 ， 古 Мальцев 代数 . 

每 个 特征 p#2 0 її Мальцев 代数 ( 见 单 代数 
(simple algebra) ) 或 为 一 个 Lie 代数 ， 或 为 其 形 心 上 一 
个 7 维 代 数 . 每 个 准 素 Мальцев 代数 (p22, МЖЖ 
环 (primary Ting)) 或 为 一 个 Lie 代数 , 或 可 作为 子 环 驻 
入 到 茶 个 域 上 一 个 适宜 的 7 维 单 代数 . (E — E k 
Мальцев 代数 (p 寺 2) 可 作为 子 代数 同 构 地 根 人 到 一 个 
次 错 代数 的 换 位 子 代数 内 . 将 任 一 Малъцев 代数 嵌入 
到 一 仿 交 错 代数 的 换 位 也 代数 内 的 问题 是 一 个 公 于 问 
题 (1989) ， 

设 2( А) 是 一 个 Мальцев 代数 4 的 Le 中 心 : 


Z(4)=fne4:J(n,a.b)=0 对 所 有 a,beA}. 


对 一 个 痊 准 案 Мальцев 代数 4 的 任 一 理想 [(р®2), 
200)=2(4)01. 

代数 的 Мальцев 代数 ( 见 代数 的 代数 (alggbrmaic alge- 
bra)) 的 性 质 类 亿 于 代数 的 Lie 代数 (Lie algebra, algebr- 
aic) 的 性 质 . 在 任意 一 个 代数 的 Мальцев 代数 (p22) 
中 有 一 个 局 部 有 限 根 ， 即 一 个 极 大 局 部 有 限 理想 ， 使 
得 关于 它 的 高 代数 不 含 局 部 有 限 理 起 . 满足 第 nt 个 
Enepl 条 件 ( 见 Елве 代数 (Епра algebra)) 的 特征 p>n 
或 p=0 的 Мальцев 代数 是 局 部 署 零 的 { 见 局 部 署 零 代 
Ж (locally nilpotent algebra)) . Малыев 代数 与 Le 代 
数 的 区 别 袁 现在 从 局 部 别 堆 到 鉴 体 告 淮 的 过 程 中 . 例 
如 ， 有 一 个 满足 第 三 Enge] 条 件 的 指数 2 的 可 解 的 
Мальцев 代数 (p=0) 却 不 是 塞 零 的 (ИЖ t k 
(nilpotent algcbra) ) . 

Мальцев 代数 中 有 Engel 定理 的 一 个 仿 本 ， 它 在 Lie 
代数 结构 理论 中 起 着 较 重要 的 作用 : 满足 Engel 条 件 和 
子 代 数 极 大 条 件 的 Малыев 代数 是 塞 零 的 . 此 结果 在 
二 元 Lie 代数 的 更 为 一 般 的 情形 下 也 是 成 立 的 ， 

在 每 个 自由 Мальев 代数 (p 承 2) 中 都 有 一 个 非 零 
Lie 中 心 ， 带 三 个 或 更 多 生成 元 的 自由 Мальцев 代数 
(p#2) St fE R ЖК. 带 九 个 或 更 多 生成 元 的 自由 
Мальцев (p 却 2) 代 数 食 平 凡 理 想 . 

ТА R。 是 由 站 个 生成 元 的 自由 Мальцев 代数 生 
ЖР) Мальцев С, H р=0. ЖА. ВЕ 


R .SR,S - 


不 能 在 任 一 有 有 限 阶 段 稳定 。 

有 限 维 Mamaen 代数 及 其 表示 理论 得 到 了 完善 的 
发 展 ,基本 结果 与 Lie 代数 理论 中 的 结果 相似 ， 存在 
Те А: Е p 是 一 个 特征 零 的 可 解 
Малыцв 代数 的 一 个 可 裂 表示 ， 则 所 有 人 算 隆 p(x) 可 
被 同时 化 简 为 三 角形 式 ， 如 果 p Е Мальцев 代数 
在 空间 了 上 的 可 发 表示 ， 则 也 可 分 解 为 权 子 空间 V, Йй 
一 个 直 和 ， 而 凡 中 的 有 有 界 算 子 p(x) 的 矩阵 可 被 同时 
化 简 为 主 对 角 线 上 为 (х) 的 三 角形 式 ( 见 Lie 代数 的 
3828 (representation of а Lie algebra)) ， 

下 述 结果 与 Lie 代数 的 Санап 可 解 性 准则 及 半 单 
性 相似 : 如 果 户 是 Manmnea 代数 4(p=0) 的 一 个 扎实 
的 表示 (БШМ representation) B. 4 上 相应 于 p 的 双 线 
性 型 是 平 几 的 ， 则 4 是 可 解 的 ; ПЗА p RES qk Мальцев 
代数 的 一 个 志 示 ， 则 相应 于 的 迹 形 式 是 非 退 化 的 . 
ШЖ А Киир 型 (Kiling form) 是 非 退 化 的 ， 则 4 是 
半 单 的 ， 

p=0 情 形 下 的 半 单 Мальцев 代数 的 任 一 表示 都 是 
完全 可 约 的 ( 见 可 约 表示 {reducible representation) ) . 
如 果 是 Мальцев 代数 4 的 根 (radical) (ЕЛ: Б] ЖШ 
18), МЕЙ (пй! radical) GECE 8848), ША 
上 任 一 叶 于 D{ 匈 环 中 的 导 子 (derivation in a ring)), 
SDEN. 

任 一 特征 零 的 有 限 维 Малыев 代数 4 都 是 其 根 5 
与 一 同 构 于 4 关于 8 的 商 代 数 的 半 单 了 代数 8 的 {作为 
线性 空间 的 ) 直 和 . 两 个 半 单 因子 是 关于 内 自 同 构 共 思 
的 (类似 于 Lie 代数 的 Levi- Мальцев - Harish- Chandra 
жа). 
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[ 补 注 】 对 域 玉 上 的 任 一 代数 4，4 的 形 心 (centroid 》 

已 是 4 在 上 上 的 模 自 辕 态 环 Homr (4 ,4) 中 对 任意 xy 

БАУ ЖЖ ЖЕЛЕ І, R, 交换 的 元 素 的 集 

全 .如 果 4 在 大 上 是 单 的 则 所 是 下 的 一 个 扩 域 
([A3]). 
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Мальцев 局 部 定理 [Mal ` tsev local throrems ; Мальцева 
локальные теоремы] 

А. И. Малыкв у — Жа, ТЕ (E 
辑 中 的 ) (model (іп jogic)) 中 能 把 局 部 性 质 转移 到 整 
个 模型 上 的 一 类 定理 . 一 个 集合 的 子 集合 系统 { Mi 
51} 称 为 这 个 集合 的 局 部 材 盖 ， 如果 这 个 集合 中 的 每 
个 元 案 都 在 其 个 М, Ф, ТЕНЕУ М,, М, 都 被 
包含 于 某 第 三 个 集合 М, 之 中 ， 局 部 覆盖 的 例子 有 : 
一 个 集合 的 所 有 有 限 子 集 的 系统 ， 一 个 群 的 所 有 上 有限 
生 咸 的 和子 群 的 条 统 ， 一 个 模型 M 称 为 局 部 地 具有 性 
Жо, ШЖ МЖ РОНА, ЈЕ 
县 这 些 子 模型 都 有 性 质 。， 局 部 定理 对 一 个 性 质 o 
《和 某 -- 类 模型 ) 成 立 ， 如 果 每 个 局 部 地 具 尖 性 质 c 
的 模型 其 本 身 也 具有 性 质 z. 

有 一 大 类 局 部 定理 来 源 子 Мальцев 基本 局 部 定理 
( fundamental local theorem) ( tn # 92 88035 бО Ez 
性 定理 }([1]): НИ БАЖ 
统 ， 如 果 其 任意 有 限 子 系统 都 和 谐 ， 那 么 整个 系统 就 
和 谐 . Mansnen ([2]) 给 出 一 个 一 般 方法 ， 用 它 可 以 
在 妊 论 中 由 基本 局 部 定理 得 到 各 种 具体 的 局 部 定理 ， 
从 而 为 模型 论 ( model theory) 做 出 了 很 大 贡献 .后 来 
凶 又 改进 了 这 一 方法 在 [3] 中 证 切 了 一 条 对 任何 能 
用 所 谓 拟 金 称 公理 描述 的 性质 痢 成 立 的 局 部 定理 ， 对 
某 一 性 质 с 的 局 部 定理 是 否 成 立 的 问题 ， 从 前 要 对 每 
个 о 分 别 进 行 研究 ， 现 在 用 上 述 结 果 就 化 为 一 个 一 
般 的 相当 “语法 化 " 的 问题 ， 只 要 问 о ЖЕШ 
称 公理 来 描述 
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M. 1, ami Merdjakov , Үш. 1., Fundamentals of the 
theory of groups . Springer. 1979). 
Ю. И. Mepanaxog 38 
【 补 注 】 文献 [1], [2] 和 [3] 的 英 详 可 以 在 [Al ] 的 第 
1, 2 和 11 章 中 找到 . 
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Мальцев # [Mal’ tsev prodnet ; Мальцевское произве- 
денне ] 

所 有 群 组 成 的 类 上 的 一 种 可 进 传 给 因 证 的 子 群 的 
运算 (用 〇 表示 ) ， 亦 即 如 果 

о 
G=]I s, 

旦 如 果 在 每 一 个 因子 G, 中 选择 一 个 子 群 B, ШЕВА, 
ЕГ) СТН, € H SAL 


是 一 样 的 ， 群 的 直 和 与 自由 积 是 Mansues 积 . 存在 其 
他 的 Мальцев 积 ， 但 关于 满足 结合 律 和 某 些 其 他 自然 
条 件 的 Mamap 积 (不 是 直 和 或 自由 积 ) 的 存在 性 的 
Мальцев $ Ж (Маг еу problem) 仍 未 解雇 (1989) . 
(Мальце» 积 这 一 术语 的 起 源 与 这 个 问题 有 关 .) 
参考 文献 
[1] Курош, A.F. Теория груш, 3 изд., М., 1967 ( Ж 
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(6:3) 
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“Mangokk ў [Mangoldt fuictiom ;Мангольдта функция } 


0:9 


Г = р" . m > 1; 
лоза п. "р АЖ. m > 1; 
定义 的 算术 函数 ( arithmetic function). 函数 А (n) В. 

有 下 列 性 质 : 
У AGn)= mn, 


Шш 
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лод н), 
£ 
此 处 求 和 出 历 n 的 所 有 除数 4.Mangoldt ШУ Ricm - 
ann ¿ 函数 (лей - function) С(5) 密切 相关 . ТЕЗ: ЕК, 
A(n) ЕВО ЗЕ Ск) 的 对 数 导数 


_ бө) сү AG) 、 
O) у т^ (Res> 1), 


Mangoldt 函数 是 出 Н. Mangoldt + 1894 Н К. 
С. А. Степанов IE 
[ 补 注 】 上 文中 的 jp 表示 Майи 函数 ( Mëbius function ) 
参考 文献 
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to the theory of numbers , Oxfoxi Univ. Press , 1979, 
Sect. 17 7. AS 详 Жн +z 


流 形 [ manifold ; многообразне ] 

局 部 地 有 R" 战 某 个 其 他 向 最 空间 的 结构 са 
的 ， 光 滑 的 ， 同 调 的 等 等 ] 的 几何 对 象 . 数学 中 的 这 
基本 思想 加 细 和 推广 ананна 
的 情形 ， 该 思想 的 引进 受到 数学 本 身 和 其 他 科学 的 各 
种 需要 的 影响 、 在 数学 中 ， 流 形 首 先 作 为 方太 的 非 退 
化 系统 的 解 的 集合 出 现 ， 也 作为 几何 的 各 种 集合 和 人 允 
许 局 部 参数 化 的 其 他 对 象 ( 匈 下 面 ) 出 现 . 例如 ，R" 
rh k 维 平 面 的 集合 它们 也 出 现在 多 维 变 分 问题 ( 皇 
膜 ) 的 解 ，Pfaf 系统 和 动力 系统 的 积分 流 形 、 几 何 变 所 
群 和 它们 的 齐 性 空间 中 等 等 ， 物 理学 中 ， 它 们 起 了 时 
空 模型 的 作用 ， 忆 学 中 ， 它 们 起 了 要 空间 、 能 量 水 平 
面 等 等 的 作用 ， 经 济 学 中 ， 作 为 让 差别 曲面 ， 心 理学 
中 其 感觉 {例如 ， 颜 色 ) 空间 ， 等 等 . 

瘟 然 网 成 流 形 定义 的 最 初 思想 是 局 部 结构 (“很 像 
R" ") 的 思想 , 但 是 ， 这 个 思想 允许 流 形 的 一 系列 整体 
性 质 : (Ж) л BE, IBD Peineare 对 偶 性 ( Poincaré 
duality), 定义 一 个 流 形 到 甸 一 个 同 维 数 流 形 上 的 也 射 
度 ( degree of a mapping》 的 可 能 性 ， 等 等 ， 特 别 有 效 
ЖАЛАА (тапет bundle ) 及 利 它 的 有 关 天 变量 的 引 人 

流 形 的 局 部 结构 也 允许 几何 技巧 的 使 用 : 放 到 一 
84538 (general position ), Morse ай # ( Morse function ) 
的 构造 等 等 ， 它 们 用 于 流 形 整 体 结构 的 几何 研究 ， 并 
且 ， 粗 料 地 讲 ， 流 堪 ， 作 为 单 片 的 共 ， 由 它 的 可 能 较 
简单 的 条 组 成 : 例如 ， 单 所 或 环 柄 - 

为 使 用 流 形 的 思想 ， 通 常 采 用 从 局 部 到 整体 观点 
的 转变 . 第 一 步 是 参数 化 ( parametrization ) 的 引进 . 
即 作为 数 空间 R" 中 前 一 区 域 前 所 给 奖 题 的 “状态 空 
辣 " 的 表达 .这 就 给 出 了 用 数 的 集合 米 描述 相应 点 的 化 
标 (坐标 方法 ) 的 可 能 性 … 般 地 ， 凑 态 空间 不 允许 类 
ПА, ОЕА АИР К^ 中 的 一 个 区 域 . 假如 
不 借助 于 有 退化 的 参数 化 〔 像 在 极 坐 标 和 它们 的 推广 


中 )， 则 两 条 路 是 可 能 的 : 或 者 从 一 开始 就 引进 比 参 数 
所 需 的 数 日 多 的 参数 ， 并 且 随 后 找 出 用 一 组 方程 (“ 状 
态 方 程 ") щам 或 者 局 部 地 将 空间 (“小 规 
ВР) 参数 化 ， 例 如 ， 平 面 中 直线 的 集合 用 两 个 子 集 来 
жй: 门 ， 具 有 形 如 方程 y= kx +b 的 直线 所 组 成 ， 
及 П, Ажия х= уБ 的 直 然 所 组 成 ; 这 
ЖАЛ ЕИ {ЕХ (к, Б) 和 (Ж,Б) 参数 化 而 同 胚 于 
К? 然而 ， 一 般 地 ， 这 个 集合 同上 是 于 开 Moebius 带 
(Mobius strip), 办 此， 不 像 R° 

当 流 形 自然 地 出 现在 某 个 区 域 或 其 他 中 时 ， 它 们 
必定 带 来 一 些 附加 的 结构 ， 这 也 是 在 区 域 中 研究 的 一 
个 课题 . 然而， 限制 先 验 的 可 能 性 ， 据 扑 闭 构 起 了 主 
要 作用 . 反 过 来 ， 在 拓扑 学 中 ， 考 虑 用 外 加 的 结构 
【 例如， 光滑 ) 作为 工具 ， 研 究 了 流 形 的 局 部 和 整体 性 
质 . 


流 形 的 一 般 思 想 的 基础 是 作为 拓扑 空间 的 拓扑 流 
拒 的 定义 ， 在 该 拓扑 空间 中 ， 每 一 个 点 有 一 个 邻 域 Х 
和 到 R" 中 苍 一 个 区 域 上 战 到 半空 间 R= {xeR": 
220) ТО МА ф:Х 一 и; ЖТ ‹ ° КЫ x 


(chart). ере M, 维 数 r= dm M son 
对 不 连通 流 形 ， 分 支 通常 取 相 同 的 维 数 . Wu h R 
部 ( interior ) Int М 和 边界 (boundary) 0 M 也 称 为 边 
(edge): 边界 点 在 图 中 对 应 于 R" 中 的 в" най 
点 . 边界 是 无 边 的 п — 1 维 流 形 且 不 必 是 空 集 ， 
无 边界 前 连通 流 形 ， 如 果 它 不 是 紧 的 ， ТОРА 
(open), ЖТ 0, 则 称 为 团 的 (closed ). 流沙 的 
四 种 可 能 类 型 最 简单 的 例子 是 R'.R' ,球体 В" 和 它 
的 边界 四- . 虽然 在 某 些 情形 会 出 现 非 Hausdorif 流 
形 (例如 ， 层 的 全 空间 )、 但 通常 假设 流 形 是 Hausdorff 
的 ， 仿 紧 的 ， 有 可 数 基 的 ， 并 且 特 别 地 是 可 度量 的 ， 
流 形 的 整体 说 明 古 用 图 册 即 覆盖 流 形 的 坐标 的 
集合 来 完成 的 ， 为 左 数 学 分 析 中 使 用 流 形 ， 从 一 个 坐 
标 卡 到 为 一 个 坐标 卡 之 问 的 坐标 变换 是 可 濑 的 条 件 是 
必要 的 ,所 以 最 常 考虑 的 是 微分 流 形 (differentiable 
manifold } 更 一 般 的 形式 由 给 定 了 图 册 { р :一 U.) 
的 流 形 上 的 一 个 r 结构 的 思想 引入， 在 该 图 册 中 ， 坐 
PER л, = дог 是 与 复合 密切 相关 的 R' 中 区 
ЮЛНЫ ЖИ Г PASE. ШЖ r 由 + 次 连续 可 
微 的 喘 射 组 成 ， 则 称 流 形 的 光 疹 类 是 С'. H 384602 
法 定义 解析 流 形 (analytic manifold ) ЯЕ, Lip - 
schitz 等 等 流 形 的 类 型 、 如 果 两 个 T 图 骨 的 并 是 r 
图 ， 则 它们 给 出 一 单个 r 5 结构 (下 -struchurec ).T 结构 
的 分 类 是 注 形 前 几何 学 中 最 重要 的 问题 ， 从 一 个 工 流 
形 介 另 一 个 上 的 映射 / М > N, 如 果 局 部 地 它 有 “ 坐 
标 表示 " f, = o, fo= 1， ИЭО Г (Г -mapping ) 
其 中 g, ,gi 是 M 和 中 的 坐标 卡 ， 目 fyeT. 特别 


Bh, # T АЕ (Г -homeomorphism ) (Ж T = СС 
Y] (СС? -difieomorphism )) 的 概念 ， 
“因为 在 数学 分 析 中 ， 流 形 作为 微分 映射 的 承载 子 
БЕЕН, жи. жили жЕ БЫ (ИЕ 
(sheaf)) 内 的 光滑 函数 的 集合 来 定义 《 见 [12]). 这 个 
思想 的 发 展 已 导致 了 淮 流 形 或 忧 环 空间 (ringed space) 
(ТЕ® ПН ЕТИК — АЎ ) 的 思想 ， 更 进一步 是 导致 了 概 
Ж (scheme) 的 槛 念 。 用 向 量 或 其 他 空间 代替 R", 可 
以 得 到 流 形 的 各 和 推广 ， 例 如， 复 解 析 流 形 ， 无 限 维 
ЖЕ. (infinite - dimensional manifolds ) 出 现在 数学 分 术 中 
和 出 现在 作为 映射 和 从 的 截面 的 空间 ， 作 为 同 及 的 室 
间 ， 作 为 闭 于 保 的 空间 等 等 的 拓扑 学 中 . 它们 的 局 部 
模型 是 向 量 空间 (Banach 空间 等 ) 和 像 Hilbert 立方 体 
( Hilbert oube ) 的 室 间 . 在 无 限 维 空 间 上 的 光滑 和 其 
他 结构 的 概念 还 没有 充分 地 研究 ， 出 现在 这 上 儿 的 困难 
Жив НКЕ ЗВ, 单位 分 解 ( 一 批 小 的 光滑 
函数 ) 的 存在 性 、 隐 范 数 等 等 . 

由 方程 组 ( 在 非 空 边界 的 情形 中 是 不 等 式 ) 的 解 集 
记 隐 涵 地 给 出 的 流 拱 作为 R" 中 的 学 集 而 出 现 ， 这 些 
芒 形 立即 被 给 出 了 一 切 ， 不 破碎 ， 而 具有 指定 前 图 
如 然而， 必要 条 件 是 非 退 化 的 ， 否 则 ， 每 一 个 闭 集 
能 出 一 个 方程 给 出， 局 部 参数 化 的 存在 性 由 从 方程 组 
的 Jacobi 矩阵 ( Jacobi matrix ) 的 最 大 秩 的 条 件 通过 隐 
函数 定理 提供 ， 方 程 通 过 才学 分 析 作 为 一 种 语言 来 表 
ЗИДОВЕ, ЈЕНЕ ЕЕЕ ЈЕ. р, 
(n X n ) ВЕЕ ЗНАЕ ЕЕ Е пб + 
1)/2 个 方程 的 方程 组 给 出 ， а в EE dF 
退化 的 ， 正 交 纸 阵 群 是 R" 中 的 光滑 子 流 形 . 

在 给 定 了 坐标 的 数学 系统 中 ， 用 等 式 或 不 等 式 表 
Л ЧИ", НЕН ЕЛВЕ, аА 
ВЕ, = 0 КЛЕН 428 fe ИИ А ЗТ, HE 
Z, 函数 F, 的 梯度 形成 了 标 架 (aming 或 апе) 
( 一 个 正 交 于 流 形 的 点 处 的 切 平面 和 连续 依赖 于 点 的 天 
框架 ) . 允许 框架 的 流 形 形 成 稳定 可 平行 流 形 (stably- 
parmalelizable manifolds ) 的 较 寄 的 类 (例如 ， 它 们 有 定 
向 (orientation)) .但 是 局 部 地 ，R" 中 的 任何 一 个 可 微 
流 形 可 以 由 一 个 非 退 化 组 给 出 ， 而 且 ， 利 用 单位 分 
解 ， 可 以 构造 一 个 定义 流 形 的 常 (但 不 是 最 大 的 ) 秩 组 . 

对 于 用 图 册 给 出 的 流 形 ， 作 为 R" 中 关于 某 个 
结构 的 子 流 形 而 实 现 它 的 问题 被 提出 来 了 ， 任 何 拓扑 
的 ， 光 滑 的 或 分 片 线性 的 流 形 M ENDES (imbedd- 
абе), 8 Г ВНЕ Ri ЭЕ, АЕ Ron 
h. ШАЛА Н ЗЕ ВВ У фа. 
关于 另 一 些 类 型 ， 问 题 显得 更 复杂 .已 经 深入 细致 地 
研究 过 ， 例 如 Riemann 流 形 ， 实 现在 复 射影 空间 ( 这 
儿 代替 了 R") 中 的 代数 入 (algebraic variety), 构成 一 
个 非常 特殊 的 类 ( Нодар Ж (Hodge variety)) , ШЕК 
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退化 的 方程 组 ， 则 产生 了 具有 奇 点 的 莹 形 (manitold 
with singularitiss ) 在 代数 几何 学 中 ， 疝 者 思想 相 结 
代数 空间 ( algebraic space) низа а 
给 出 的 片 连接 起 来 所 定义 的 ， 在 配 边 (cobordsm ) 型 
论 中 ， 在 拓扑 学 中 ， kaska КОТ, M 
论 作为 流 形 上 的 锥 的 积 而 局 部 构造 出 的 空间 ， 后 来 的 
推广 与 流 形 的 连续 族 的 思想 有 关 Cusi ( fibre 
space) ; 纤维 化 ( fbration); 分 居 (stratification ) ) , 

АНЕ ЯСЕ КОЙО КИЕ К R HE 2АЙ. {Ж 
最 近 ， 才 限定 到 局 部 性 质 ， 那 就 是 В" КНН (连续 
分 解 ( continuous decomposition ); 非 凤 能 入 ( wild imbe- 
dding); 等 等 )， 流 形 整体 的 研究 必须 要 求 使 用 或 者 代 
数 拓扑 学 中 的 可 调 或 其 他 的 工具 ， 或 者 光滑 、 分 片 线 
性 或 其 他 结构 ， 流 形 的 基本 的 同调 性 页 是 Poincaré 对 
偶 ， 它 也 为 同调 流 形 ( homology manifold) 所 保持 ， 并 
Ж РШ ЕНЕ ЖИ НЕГ, ИАЛ Poincart 复 形 ， 映射 的 度 
实际 上 是 同调 的 ， 这 也 是 定义 成 伪 流 形 ( pseudo -mani - 
Юк) 的 基本 有 思想, JR ЖЕШТИН (就 是 流 
形 ) 的 空间 (通常 是 复 形 ) . 

基于 各 种 结构 的 使 用 ， 流 形 的 几何 研究 首先 来 白 
流 形 与 R" 的 局 部 等 价 性 和 来 自 也 光滑 或 分 片 线性 喘 
射 毅 近 一 个 映射 置 它们 于 一 般 位 筷 的 可 能 性 ， 等 等 . 
这 里 的 第 一 个 问题 是 作为 由 单 片 造 出 来 的 空间 的 流 撒 
的 表示 . 最初 的 思想 是 三 角 前 分 ( triangulation) 思想 、 
然后 发 展 成 重 形 (complex ) 的 一 般 思 想 . 三 角 痢 分 性 
和 二 角 草 分 等 价 性 的 难题 在 19 世纪 印 年 代 和 加 年 代 
已 解决 了 { 见 流 形 的 拓扑 学 { topology of manifolds)). 
一 个 更 灵活 的 工具 已 产生 出 流 形 的 环 柄 分 解 ， 等 价 于 
考虑 Моле 函数 , 应 用 这 个 分 解 的 逐次 简化 的 技巧， 
基本 定理 {关于 h 配 边 (h-cobordisim), 推广 的 Pain- 
сагё 38 38 ( Foincart conjecture ), 等 等 ) 得 到 了 证 明 . 这 
个 技巧 也 为 流 形 的 给 定 的 同 伦 型 中 有 关 光 将 和 分 片 线 
性 的 分 类 定理 起 了 几何 基础 的 作用 . 然而， 这 些 定理 
需要 使 用 与 流 形 切 处 〔 见 下 面 ) 有关 的 精巧 不 变量 . 
特别 显著 的 也 是 新 的 同调 理 沦 的 发 现 : K 理论 
(K-theory) 种 配 边 (cobordism ) 理论 ， 如 果 两 个 流 形 
共同 为 第 三 个 流 形 的 边界 ， 则 称 它们 是 配 边 的 . 这 里 
考虑 了 各 种 结构 . 当 闭 链 首 次 被 当 作 分 片 光 滑 流 形 
时 ， 这 个 等 价 关 系 是 基于 最 初 的 同调 的 定义 在 配 边 
理论 中 ， 这 种 思想 被 恢复 了 ， 但 子 流 形 被 流 形 的 喘 射 
代替 了 .基本 群 在 有 关 流 形 上 的 结构 的 分 类 的 阿 题 中 
起 了 特殊 的 作用 ， 由 于 这 个 作用 ， 这 些 问题 与 代数 K 
理论 {algzbraic 天 -theory ) 的 联系 建立 起 来 了 

光滑 流 形 的 最 重要 的 不 变量 是 它 的 切 从 +4 
流 形 上 的 分 析 的 主题 是 tM 和 与 之 有 关 的 各 种 从 的 惟 
面 的 研究 . 从 拓扑 学 的 观点 来 看 ，rM 由 指数 映射 
(exponential mapping) exp : тм 一 М 的 存在 性 所 刻画 . 
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Ж DE r de с, M ЛУТА ЖЕЛШ А А ДУ 
点 x€ M 的 一 个 健 域 上 . 它 可 以 描述 为 Mx M 中 的 
对 角 线 的 管状 令 域 (tubular neighbourhood ) 到 Мх М 
的 -个 册子 一 的 射影 . 在 这 个 形式 中 ，+tM 的 定义 可 
以 转换 为 拓扑 的 ,分 片 线 性 的 等 等 情形 ( 见 微 从 ( micro- 
бшек )) 

切 从 的 辣 构 群 的 涉 同 的 简化 称 为 流 形 土 的 结构 С str- 
\кїш on the manifold). 如 困 能 选择 图 其 使 得 它 的 从 
祭 变换 的 Jacobi РЕА ИТЕ, АЖА 
这 个 简化 ， 那么 这 样 的 结构 称 为 可 积 的 (integrable ). 
结构 的 分 类 间 题 和 它们 的 可 积 性 关系 到 流 形 的 微分 几 
何 学 ( differential geometry of manifokis ) ЖЖ Ий. 
在 济 形 的 拓扑 学 中 ， 关 于 光滑 ， 分 片 线 性 和 其 他 构造 
的 分 类 问题 主要 地 简化 为 切 外 上 相应 结构 的 分 类 问 
题 ， 并 通过 相间 的 选 和 把， 导致 了 同调 的 问题 . 

切 头 主要 的 作用 与 这 样 的 事实 相 联系 : 在 某 个 
同调 理论 中 ， 存 在 与 它 不 变 地 相 联 的 上 同调 类 ( 见 示 
性 类 ( characteristic class )), 该 同调 论 具有 关于 流 形 的 整 
体 结 移 的 最 基本 的 信息 和 与 它 的 拓扑 性 质 相 刁 系 的 M 
土 的 不 同 徇 构造 和 结构 的 性 质 ， 
| 加 世纪 20 年 代 ， 在 这 个 方向 上 注 形 的 丘 
锌 的 妍 究 基本 上 采用 演 形 上 的 光滑 和 分 片 线性 结构 
【更 精确 地 说 ， 流 珍 的 同 伦 型 (homotopy type)). 只 有 
在 又 难 又 党 的 定理 证 明之 后 ， 转 入 纯 拓 扑 结果 才 成 为 
可 能 ， 这 开始 十 【有理 ) 示 性 炎 的 拓扑 不 变量 的 证 明 
( 见 流 形 的 拓扑 学 ( topology of manifokis )). 20 世 纪 70 
年 代 木 ， 这 个 方向 与 上 述 流 形 的 纯 拓 扑 的 研究 合并 
了 ,一 个 生动 的 例子 是 三 维 同调 球面 上 的 对 侦 纬 垂 
(suspension) 是 流 形 (球面 ) 这 个 猜测 的 证 明 ， 这 些 就 
允许 给 出 流 形 的 拓扑 分 类 (已 知 直 到 那 时 ， 仅 对 一 维 
和 和 二 维 流 形 , 见 二 维 流 形 (1wo -dimensional manifold )), 
盖 明 关于 多 面体 是 流 形 的 问题 (这 几 仅 有 的 障碍 是 四 
维 Poinear 猜想 ( Poincart conjectuse ), 然而 还 未 证 明 
(1990)) 和 其 他 问题 ( 见 流 形 的 拓扑 学 (topology of 
manifolds ) 和 [19])， 

历史 概况 . 流 形 研 究 的 第 一 阶段 关 累 到 与 物理 世 
界 (地 球 的 表面 } 和 几何 公理 的 研究 有 关 的 多 维 参 数 思 
想 的 分 析 ， 为 详细 说 明 В" 中 的 流 形 的 两 种 方法 ( 4 
部 参数 化 和 方程 组 )，C .下 .Gawss 首先 考虑 了 R' 中 
的 曲面 ( 见 [1],p. 127), 而 在 多 维 的 情形 是 由 Н .Poin- 
сате ( 见 13]) 研究 的 ，] , Phicker ([5]) 研究 了 由 曲 
线 、 则 面 等 形成 的 流 形 中 的 局 部 坐标 、H. Grassmann 
在 [6] 中 得 到 了 "多 维 扩张 "的 一 般 思 想 . ТЕЙИ" 0 
4 ХТ, н B.Riemann 在 他 的 著名 讲义 Über die Hy- 
pothesen, welche der Geometrie zuGrunde legen ( 见 [2]) 
中 将 这 个 思想 引 人 数 学 . 各 种 特殊 坐标 的 性 质 被 C G. 
7. соі, С. Гапк 各 其 他 学 者 所 研究 《{ 见 {8])， 


Сашз ( 见 [1].p.123) 与 他 自己 关于 大 地 测量 学 
的 工作 相 联系 ， 开 始 了 由 而 的 系统 的 侠 究 ， 引 进 了 内 
ЗЛИТЕ. А, СЕЕ. Э Г ЈЕ 
ЖЕ Ж ЮЖ, KOT Жаа. ТАВА 
在 0 世纪 中 期 构造 的 示 性 类 理论 中 完全 被 理解 . Riem- 
ann 将 Gauss 的 思想 转变 到 多 继 流 形 . 在 Riemann Л. 
何 的 基础 上 , 张 量 分 析出 G ,Ricei ,T.Levi -Civita ,E.B、 
Саъю 和 其 他 人 所 创建 . 张 基 的 进一步 的 发 展 
相对 论 密切 相连 ， 流 形 概 念 的 发 展 的 另 一 条 几何 线索 
最 初出 现在 非 Eucbd 几何 学 (non - Euclidean geornetries ) 
的 可 能 性 的 发 现 中 ， 出 现在 运动 概念 的 基础 上 的 几何 
构造 学 中 ( HH. Helmholtz , [1], р.365). 这 个 思想 被 下 . 
Кіе 变 成 了 见 休 学 的 群 论 结 帆 的 一 般 程 岸 ( 见 [1]， 
р. 399 和 [8]), 并 导致 了 S Lic 在 连续 群 理论 上 的 深奥 
微妙 的 工作 .Helmholtz - Kicin -Le ЖТ Г Gauss- 
Riemann -Ricci iX — 8 923588 Тн КШ. 它 从 后 者 借 
鉴 了 曲率 的 概念 ， 代 只 对 IOein 空间 ( Klein space ) 有 兴 
BB. 然而 ， 重 要 的 问题 产生 于 Le 群 和 它 从 的 齐 性 空 
闻 的 整体 结构 ， 并 且 这 引起 对 流 形 的 整体 构造 的 注 
É. 产生 深刻 影响 的 一 个 重要 事实 是 Кеп 发 现 了 椭 
较 几 何 学 ( sliptic Seometry)， 它 局 部 等 价 于 球面 几何 
学 ， 但 是 整体 上 有 要 不 不 同 的 性 质 . 也 出 A.,F .Mobi- 
us 和 Кл 发 讽 了 不 可 定向 的 现象 . 

两 个 方向 的 综合 出 现在 Е. Сапап 的 文章 中 (М, 
[1],р.483). 开始 于 С. Darboux 关于 曲面 理论 前 研 
究 ， 他 考虑 了 有 R" 中 的 任 后 六 形 的 活动 标 架 法 (movng- 
frame method) 并 归结 了 结构 方程 理论 ， 包 括 Lic 的 
工作 的 Darboux 理论 的 非 人 锅 近 的 上 距离 关系 在 Cartan 
的 方法 中 ， 台 结构 的 概念 统一 了 Riemann 上 几何 学 的 
思想 和 Lie 群 理 论 ， 实 质 上 ，Cartan ВВЕ ТМТ 
的 结构 群 的 概念 ， 它 最 终 成 红 只 在 2 世纪 和 年 代 
(W[13]). 这 个 思想 也 导出 了 流 背 上 的 数学 分 析 和 波形 
上 的 拓 折 研究 的 统一 .该 基础 由 de Rham [J 8 (4 
de Rham 定理 ( de Кат theorem )) 一 一 实 上 同调 利 微 
分 形式 两 者 之 间 相 联系 的 Poinca 思想 ( 见 [3]) 的 
最 后 形式 一 一 所 提供 .最 重要 的 后 继 阶段 是 示 性 类 的 
引入 和 它们 的 作为 形式 的 积分 的 类 示 〔 这 里 的 一 个 例 
子 是 最 初 归功 于 W. уап Dyck 的 Сац -Bonnet 定理 
(Са - Bonnet theorem ) 中 的 Euler 示 性 数 的 表示 , 见 
14р). 

流 形 的 拓扑 研究 创始 于 Riemamj 曲面 (Riemann 
surfaoe ) 的 发 现 ， 它 与 复 解析 取 数 表示 为 积分 ， 作 为 将 
它 从 这 些 函 数 的 多 值 社 中 脱离 出 来 的 一 种 尝试 有 关 . 积 
分 的 “周期 “导致 于 连通 数 的 概念 ， 到 最 后 ， 导 致 同 
调 . 这 个 思想 的 多 维 推广 的 概念 和 流 形 的 整体 同调 研 
究 的 恩 想 归功 于 Riemann ( 见 [2]). 这 个 研究 开始 于 
Poincars , 他 取得 了 一 些 重要 发 现 ， 并 证 明了 Poincaré 
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对 偶 性 (Poincaré duality y. 继 Riemann 的 发 现 ，2 维 流 
形 的 研究 (由 Mobius 和 С. Jordan 占 第 一 位 , M, [14]) 
起 了 一 个 促进 作用 ， 从 而 导致 了 它们 的 完全 分 类 . 最 
后 ， 只 在 阐明 了 "站 "* 河 胚 的 思想 之 后 才 证 明了 进展 的 
可 能 性 (例如 ，Poincart 实质 上 使 用 了 分 片 光滑 同 
Ж). ЖТЖ 19 此 纪 末 开 始 进行 的 数值 连续 统 的 
分 析 结 果 之 一 .在 这 方面 有 重大 意义 的 是 Hilbert 的 第 
五 问题 的 提出 和 L.E J. Brouwer(19]) 的 工作 ， 他 证 
明了 允许 H. Wey ([4]) 系统 地 叙述 拓扑 流 形 的 概念 
的 定理 (关于 区 域 不 变性 和 维 数 不 变 性) 然而， 在 高 
维 数 的 情形 ， 很 长 时 间 内 ， 在 光 瘤 和 分 片 线性 结构 的 
限制 下 才 引 进 流 形 的 折 扑 研究 . [20] 中 引进 的 光滑 结 
构 主要 被 可 .Whitney([21]), 还 有 С. Whitehead 和 其 
他 人 所 分 析 ， 分 片 线性 结构 出 Brouwer 引 进 和 被 y. 
W. Alexander ([22]), 还 有 М. Newman 和 Whitehead 
所 分 析 ， 长 期 以 来 ， 它 们 只 被 当 作 流 形 的 拓扑 研究 的 
辅助 工具 ， 直 到 20 世 纪 色 年 代 ， 其 至 在 球菌 上 ， 发 
现 了 可 微 结 构 的 不 唯一 性 ， 必 及 在 20 世纪 多 年 代 
来 发现 了 分 片 线性 结构 【例如 ， 在 环 面 上 ) 的 不 叭 一 
Ж. 从 加 世纪 芭 年 亿 起 ， 流 形 的 研究 ， 首 先 基于 示 
性 业 的 思想 ， 己 转 疝 新 扑 和 分 析 思 朴 的 综合 ( 见 [7]). 
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А.В. Чернарский 18% 
[ФП 四 维 Poincaré Ж 10984 F 430, m 
Ройкагё #8 ( Ройкагё çonjecture ). 

对 于 无 限 维 流 形 ， 亦 见 [Al1]. 
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Pminceton 


图 形 ( 线 、 曲 面 、 球 而 ,… ) ñ EM [manifokl of figures 
(лез, smfaces, spheres,  ); фигур многообразие] 

以 某 个 齐 性 空间 (homogeneous space ) 的 各 种 图 形 
为 构成 元 过 的 流 形 . 从 分 析 观 点 来 看 ， 最 简单 的 图 形 
是 代数 曲线 和 上 曲面， 所以， 已 被 研究 的 流 形 (一 般 在 
Euclid 空间 、 仿 射 空间 或 射影 空间 中 ) 的 购 成 元 案 主 
要 是 点 、 直 线 ， РШ. Д. ЭК. ПЕНА. Н 
面 ， 以 及 它们 的 多 维 类 似 - 

— T N 的 图 形 F 的 m 维 流 形 里 ,由 下 列 微分 
方程 的 封闭 组 所 定义 : 


ОДОД ЛО © у=1,с,т; (1) 


604 МАММ№ THEOREM 
a,b=m+1,", N, 


ИО 1,7, N) 是 图 形 下 的 术 疝 方程 的 完 边 ， 
WR Q A A Q"20, Ад 是 将 (1) 的 Plaff 方程 
{Pfaffian equation ) Ë: H IH p= 4: ñ) Ра 形式 ( Pfaffian 
fomm ) ,方程 组 (1) &bt— E ЭЖЕ ЕЕ ЯЛ „ЗЕК 
对 象 岸 列 ， 从 中 可 选取 流 形 的 一 个 基 对 象 ， 进 而 得 出 
流 形 的 微分 几何 的 不 变 结构 . 

直 纹 流 形 的 微分 几何 已 有 深刻 的 发 展 ， 具 非 线性 
构成 元 素 的 最 简单 流 形 是 回 甸 曲线 的 流 形 、 对 于 三 维 
空间 ( Buclid、 仿 射 或 射影 ) 中 贺 铁 曲线 的 每 个 1 维 流 
形 С}, ЖЫН -伴随 的 可 展 曲面 (torse yT, ТЫШ 
线 的 半 面 族 的 包 络 . 一 个 流 形 C? 被 称 为 焦 ( focal) 
流 形 或 非 焦 (non -focal) 流 形 , 取决 于 可 展 曲 面 的 母线 
是 否 与 回 欠 曲线 相 切 .三 维 空 间 中 图 锥 曲线 的 二 维 流 
Ж ( 线 汇 (congmence )) 一 般 有 六 张 焦 曲 面 和 六 个 焦 
Ж. 线 汇 中 的 所 有 贺 维 曲线 都 与 这 些 曲 渐 相 切 ， 具 不 
定 焦 族 的 圆锥 曲线 汇 (其 中 每 两 邻接 圆锥 曲线 均 二 阶 
相交 ) 的 特征 是 线 汇 中 所 有 的 圆锥 曲线 均 属于 同一 二 
焦 族 ， 与 之 对 应 的 是 属于 数 族 的 圆锥 曲线 汇 有 一 四 重 
次 曲面 . 半 面 族 构成 单 参 同一 半 面 的 两 邻接 贺 欠 曲线 
之 交 的 四 个 焦点 . 另 两 个 焦点 是 加 能 昌 绕 与 其 平 曾 的 
特征 线 的 交点 、 

P, 中 的 二 次 曲面 汇 K, 一 般 有 八 张 焦 曲面 ， 面 汇 
中 的 所 有 二 次 曲面 均 与 它们 相 切 .在 面 汇 К, 的 二 次 曲 
面 R= 0 上， 沿 任 一 方向 由 方程 组 F=0,4dF = 0,，…， 
4" F = 0 确定 的 点 称 为 该 二 次 曲面 的 m 阶 焦点 . 二 阶 
焦点 是 ~ 阶 焦点 的 四 重点 ;三 阶 焦点 也 是 任意 mw( >3) 
阶 焦点 ,在 贺 锥 曲线 的 三 维 流 形 ( 线 从 (complex )) 
的 每 条 园 锥 曲线 C 上 ， 一 般 有 六 个 不 变 点 СЕЕ 
的 4 UE д (+- focal points)). 对 于 其 所 在 平面 构成 双 
参数 族 的 线 欠 的 每 条 圆锥 曲线 С, 存在 唯一 的 一 条 图 
ФЕНА C” ， 它 通过 C 的 平面 的 特征 点 和 C 与 位 于 税 
一 平面 的 邻接 加 锥 曲线 的 四 个 交点 ШЕШ 4 £ 
数 族 的 几何 性 质 本 质 上 依赖 于 刻画 这 些 雍 的 加 锥 曲线 
的 平面 族 的 参数 个 数 . 

Ps ТЕЩА ААГ КЖ — Р, 
(n > 3) 中 (n 一 2) 维 非 赔 化 二 次 曲面 . P, 中 其 超 平 
面 构成 六 参数 族 的 二 次 元 素 的 m 参数 族 称 为 P 中 的 
(А.т, п) 06. 对 于 h=1,2,3.P, Ф (В, А,3)2 
流 形 是 P 中 最 一 般 的 单 参数 图 锥 向 线 族 ,〔 双 参数) 
圆锥 曲线 汇 和 ( 三 参数 ) 圆锥 曲线 处 ,对 于 h<n 的 
(h.h,n)1 流 形 的 每 个 局 部 二 次 元 素 ， 都 伴随 一 个 (x 一 
上 一 1) 维特 征 子 空 间 和 一 个 (h = 1) 维 极 子 空间 . 一 个 
(h.h,n)' 流 形 的 秩 (mak) Ка п- А-1, 其 
中 1 它 的 极 子 空间 相交 的 子 空间 的 维 
数 .一 个 ?2 流 形 前 微分 几何 学 可 以 看 作 ( nt 
1) #q ea үрү" 的 某 一 正则 超 曲 面 的 几何 学 ， 
其 中原 n 起 着 不 定点 的 作用 


P, 中 维 数 p 所 4 一 2 的 二 次 曲面 总 是 位 于 一 个 
(p+ 1) 维 子 空间 中 . k ( > 2) 阶 代 数 遇 面 一 般 没有 
此 性 质 ， 在 研究 代数 曲面 的 流 形 时 ， 选 择 位 于 高 一 维 
平面 内 的 代数 曲面 族 是 明智 的 .属于 Р, 的 超 平 面 Р, 
的 一 个 非 赔 化 的 (n — 2) 维 k ВОСИТА АВАЗ 
面 代数 元 ( plane algebraic ekernent )， 其 超 平面 构成 А 
参数 族 的 上 阶 平面 代数 元 的 m 维 流 形 称 为 Ch,m， 
п)* 026. — БУЛЕ (Ат, п) ИВЕ У, 

当 几 何 学 应 用 于 流体 力学 、 场 论 和 微分 方程 时 ， 
就 会 用 到 线 和 肌 面 的 流 形 ， 它 们 一 般 不 是 代数 的 ， 对 
几何 学 本 身 而 言 ， 这 些 流 形 的 研究 是 有 趣味 的 .三维 
空间 中 的 一 个 曲线 汇 (curvilinear congruence ) 是 一 
维 曲线 族 :x 二 x{t,u,v)， 使 得 过 空间 每 点 ， 一 般 
有 了 族 中 的 唯一 条 线 和 通过 ， 对 于 固定 的 u 种 uv， 就 给 出 
Ж FT， 的 一 条 曲线 C,; 圈定 t 而 变动 ш 和 о 时 就 给 出 
一 张 曲面 Su、 它 称 为 线 汇 工 ,的 横 截 曲面 〔transversal 
surface }. С, Б  (хх,х„х,) = 0 的 点 称 为 焦点 〈jocal 
рош). T, 的 曲线 C, 的 焦点 集 称 为 线 汇 的 焦 曲 面 
(focal surface). Г, 的 一 张 图 面 = (u) 称 为 的 
主 曲面 (Principal surface )， 如 果 在 此 曲面 上 的 曲线 С, 
有 包 络 ， 
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Mam 定理 [Mamn theorem ; Манна теорема } 

给 出 两 个 序列 的 和 的 密度 信 计 的 一 个 定 更 ( 见 序 
列 的 密度 ( density of a sequence)). 设 4={0,a,,…， 
ар) 是 递增 的 整数 序列 ， 并 设 

А(п)= У 1. 
бо 
序列 4 ЮЕ ( density) 是 和 
аду ar A 
两 个 序列 4 和 В 的 算术 和 ( arithmetic sum ) 是 所 有 可 
能 的 和 c = a+ 厂 组 成 的 序列 C = A+ В, 8 ae 4, 
而 beB. Mann 定理 断言 : 
4(A+ В) 2 min (4(A)+ 4(В),1}. 
由 Mann 定理 可 知 ， 若 À МИЯ 1ЁПЕ ШЕ 


的 序列 ，B 是 另 一 个 下 密 庶 序列 ， 则 4 和 B 相 加 后 密 
ЖЕНИ. Mann 定理 的 另 -- 重 要 结果 是 : 每 一 正 密度 


序列 是 自然 数 序 列 的 基 ( basis ). Mann 定理 本 质 上 加 强 
了 ShnireP man 的 类 似 的 定理 { 见 Шнирельман 法 (Shni- 
т? man method )) 这 是 由 Н.В. Мэлп {[1]) 证 明 的 . 
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Elementary methods ід the analytic theory of numbers М. 
Y.T.,1966). 
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Mam- Whimey 检验 [ Mann-Whitney test; Манна-Унтин 
критерий j 

检验 关于 两 个 样本 大 X 和 Y... ,了 ,之 齐 一 
性 的 假设 Но ЗНН, Жар аи ВЕНЕ АЕ 
日 服从 连续 型 分 布 . 由 Н.В.Мап 和 D.R , Whitney 
《[1]) 提 出 的 这 一 -检验 基于 统计 量 


U=W- T+m(m+D=D, Ў ё, 
аА 


其 中 WY 是 用 于 检验 同一 假设 村 ,的 Wileoxon 检验 (Wil- 
coxon test) 的 统计 量 ， 数 值 上 等 于 合并 磊 序 统计 量 
(order statistic) 中 第 二 个 样本 各 元 宕 的 秩 之 和 ， 而 
5 人 Ж X <Y,, 
0， 若 不 然 - 
于 是 ， 统 计量 U 荐 第 二 个 样本 的 元 素 大 于 第 一 个 样本 
的 元 素 的 情形 之 总 数 ， 由 统计 量 上 的 定义 可 知 ， 如 果 
假设 H sr, MU 
EU= лт, ру отн) . 3% 

除 此 之 外 ， өзүн О B. Wicoxon 统计 量 И —] 
性 质 ， 其 中 包括 以 (д 为 参数 的 渐 近 正 态 性 . 实际 中 应 
用 Mann-Whitney 检验 时 ， 只 要 min (п, m] >25, Bln] 
利用 这 一 性 质 , 
тахи 

[1] Mann, Н.В., Whitney, D.R.,On а test whether олс of 


two random variables is statistically larger than the other, 


Am. Мий. Stat ., 18 (1947), 50 — 60. 
М.С.Никулин 所 
【 补 注 ] Mann - Whitney 检验 亦 称 做 СЬ. 
膨 概 容 译 


451238 [many -valued logie ; миогозначная логика] 
数理 逻辑 ( mathematical fogc ) 中 人 研究 命题 逻辑 
{prepositional logic) 的 数学 模型 的 分 支 ， 这 些 模 型 反 
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映 命题 罗 畦 的 两 个 基本 特性 : 命题 真 值 的 多 值 性 ; 从 
给 定 的 命题 运用 逻辑 运算 来 爸 造 新 的 更 复杂 的 命题 是 
由 初始 命题 的 真 值 采 确定 复合 命 古 的 真 值 的 可 能 性 - 
多 值 命题 的 例子 是 带 有 有 异 态 结果 人 是 ，“ 否 ”， “或 
W”) 的 陈述 和 具有 概率 特征 的 陈述 ; 逻辑 运算 的 例 
ТАРП, ай", “如 果 …， 则 …” 的 逻 
辑 连 接 词 . 一般 地 说 ， 铭 值 凶 加 的 棱 型 是 逻辑 代数 
(ајиерга of logic) 的 推广 .必须 注意 的 是 在 逻辑 代数 
中 命题 只 取 两 个 值 (“是 “, “®”); 于 是 ， 它 们 通 
ЖЛЕ БЕРК З БР Ж Ө] ЇР БИРДЕНЕ АЗЕ. 
ГОЮ £ B ЖЯ ШЫ РВИ (logic calculus ) , 

BE L38102 Н Е 19 世纪 中 叶 G 
Boole #0 — (8 258, Б К К, J. Lucasiewicz 
(1920) 的 三 值 逻辑 以 及 E. Post(1921) 的 m 值 逻 辑 . 
村 这 些 异型 的 研究 是 多 值 逐 辑 理论 发 展 的 重要 和 阶段 ， 

多 值 当 辑 的 基本 祸 型 ， 多 值 逻辑 具有 一 种 特有 的 
显著 的 特点 ， 它 用 数理 逻辑 ， 控 制 论 和 代数 的 观点 讨论 
在 研究 多 值 闭 辑 时 所 沽 有 列 的 问题 和 方法 ， 因 此， 按照 控 
制 论 的 观点 ， 多 信 商 辑 的 模型 被 看 成 描述 复合 控制 系 
统 的 功能 的 语言， 此 系统 的 组 成 部 分 可 能 处 于 基 些 不 
同 的 状态 ， 而 按照 代数 的 观点 ， 多 值 逻辑 的 模型 则 是 
既 上 只 实用 意义 又 具 理 论 意义 的 代数 系统 《algebraic sys - 
lem). 

ЕТЕНЕ ЫР {# E ЈЕ. 被 
划分 不 具有 相同 真 值 的 类 的 妃 辑 的 个 体 命题 导 歌集 合 
的 概念 Е 关 模 型 的 一 个 党 元 并 且 如 果 用 个 体 命题 对 
应 的 真 值 必 葵 个 体 命题 ， 那 么 这 个 常 元 实际 上 代表 所 
有 的 个 体 命 感 ， 于 是 ， 可 变 命 虞 成 了 在 E 中 取 值 的 变 
量 x ， x, …; 思 辑 连接 词 成 了 集合 M Юл, М 
是 市 自 变 量 在 E 中 取 值 的 初等 函数 ( 运算 ) 组 成 的 .由 
个 体 和 可 变 命题 以 及 逻辑 连接 词 构造 出 的 复合 命 古 成 了 
M 上 的 公式 集 《 M》 的 元 素 ， 复 合 命题 在 中 所 取 的 
真 值 是 给 定 的 复合 命题 中 出 现 的 命题 对 应 的 真 值 的 函 
数 ， 在 模型 中 ， 为 该 函数 指定 一 个 与 给 定 的 复合 命题 
相对 应 的 公式 ; 称 这 个 公式 实现 (realse ) 该 函数 ， 把 
Е 的 元 素 的 多 元 组 ( tuple) щык 中 的 函数 称 为 тй 
8100838: (funetion of m айі оріс), ХШ т Ё 
Ж ЕМ. В m аш яка йа ЕЖ P,. 
公式 集 《 好 > 引出 集合 [M], [M] E Hi ЖЖ (M > rh 
的 公式 的 函数 组 成 的 ， Pada M ОЕШЫП (su 
perposition ) a! 或 合成 ( ( composition) , #& [MJ] бй 
бм 的 闭 包 {dosure of the set). ОЁ ЖЖ М, 
前 具体 模型 与 指明 集合 к, M, мум) 被 看 成 
是 等 价 的 ， 此 时 的 模型 称 为 是 和 M 生成 的 ; 如 果 M 
是 有 限 的 ， 则 称 此 模型 是 在 限 生 成 的 finitely N 
01). 这 里 的 模型 称 为 公式 模 理 (formula той), 
у m {ДЕ {тт -valued оріс). 
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ЖОРА (ИЕБИ ЛЕШ ОУ ЖБ ОЙ. u 
ОВР Ж ЙЕ. ЭКЕ ИЛЕ аА АЕ 
示 运 算 的 元 素 ， 同 时 公式 被 解释 为 由 元 素 构造 出 的 概 
形 ， 它 们 也 将 町 人 信息 变 成 输出 .这 种 在 控制 论 中 部 
知 的 【不 分 又 的 ) БЕЛ (иргит of functional ele- 
ments) 的 控制 系统 ,被 广泛 地 应 用 于 控制 论 的 理论 和 
实际 阿 题 . 

同时 ， 逻 辑 和 控制 论 中 一 些 问 题 与 研究 集合 M 
和 [M] 之 问 的 关系 有 联系 ，( M 》 作为 从 第 一 个 集合 
定义 出 第 二 个 集合 的 工具 在 其 中 的 作用 有 点 儿 处 于 隐 
责 的 地 位 ， 这 种 情形 就 引出 了 多 信 轩 辑 作为 一 种 代数 
的 另 一 种 模型 ， 它 的 元 吉大 自 变量 在 巨 中 变化 日 在 E 
中 取 值 的 函数 ， 通 澡 用 一 个 特殊 的 运算 集 作为 此 代数 
中 的 各 种 运算 ， 这 个 运算 集 ， 用 M 和 [ 1] 的 关系 来 解 
Ж, STA M 上 的 函数 构造 出 也 公式 集 ; 也 就 是 ， 
复合 函数 是 从 自 变量 十 其 他 西数 的 单个 函数 得 到 的 、 这 
些 代数 称 为 m 什 逻 辑 代 数 (algebras of m -valuod logic ) . 
它们 也 可 以 具体 地 构 洛 ， 艾 如 通过 引信 如 下 的 一 
Ж: әт, А, Y， 和 二 元 运算 * 如果 假定 P, 中 的 
每 一 个 画 数 依赖 于 xi，…，x,， 这 里 n 是 由 f 决定 
的 并 且 多 许 有 虚 格 的 变量 ， 出 这 些 运算 可 以 如 下 给 出 

车 n>1， 由 


Сб хы U, x. э), 
Сох, т, з) = fm җә, ж, сз, х„), 
САЛ sa) “бщ, хх, ст, х,у), 
# n=1, M (f=zf= А7 
Сех) ЛО у хл) 
MALM f(x с, x.) о, х), 
Сед) 
一 Ag 
代数 Me = (M.L, т, д. V, *) ЖЫ Рой 代数 
( Post algebras ) , 


多 值 还 辑 中 的 问题 . 在 渚 多 的 问题 中 ， 多 值 逻辑 
公式 模型 的 特征 问题 是 “描述 ” 问题 . 也 就 是 ， 对 于 已 
知 的 集合 M.S [M |, ЖШ CM, 的 所 有 实现 M, 
中 的 函数 的 公式 的 问题 ， 此 问题 的 特殊 情况 是 数理 退 
辑 中 求 出 所 有 实现 给 定 的 常 元 的 公式 的 重要 问题 . 例 
如 ， 在 命题 演算 中 ， 这 就 等 价 于 构造 所 有 永 真 的 命 
题 . 

在 数理 刻 辑 与 代数 之 问 的 和 撒 述 河 题 有 关 的 一 个 
问题 是 便 等 变换 问题 (Problem of identical transforma- 
tion}， 这 里 ， 对 于 给 定 的 M ， 要 求 选 出 在 某 种 意义 
下 最 简单 的 《 M > ( 恒等式 ) 中 等 价 ( 即 实现 相同 的 汕 
数 ) 公式 偶 的 于 集 ， 由 此 可 以 通过 用 一 个 公式 替代 另 
一 个 公式 从 任何 一 个 公 浇 得 到 所 有 与 之 等 价 的 公式 


一 个 恒等式 的 完全 系统 ) . 
与 此 类 似 的 是 所 谓 的 完全 性 问题 (completeness 
problem)， 它 是 要 求 出 一 个 已 知 闭 ( 即 等 于 它 的 闭 
包 ) 集 М 的 所 有 满足 [M1] = M 的 子 集 Mi; H M. 
在 M 中 的 完全 性 ( completeness property) Bj 或 函数 完 
全 性 (functional completeness property) 成 立 . 与 此 密 
切 相关 的 是 村 问题 (bass problem )， 它 必要 求 出 M 
中 每 一 个 没有 M 让 的 完全 的 真子 集 的 完全 子 集 ; 3 
全 独立 函数 系 (complete independent system of func - 
бош ) 也 称 为 东 。 完 全 性 问题 的 解决 有 两 种 方案 一 一 
咎 术 的 和 代数 的 .第 -种 方 案 中 有 建立 具 种 语言 描述 的 
函数 系统 的 完全 性 和 不 完全 人 性 的 算法 的 存在 性 问题 
在 第 二 种 方案 中 ， 人 们 转 而 研究 书 知 的 m ЕНИ 
的 闻 代 数 格 的 性 质 并 用 这 些 性 质 来 解决 完全 性 问题 . 
代数 方案 中 的 一 个 重要 的 思想 是 子 代数 系统 的 标准 
系统 . 代数 M-(M.t. r A. 本，*》 的 一 个 子 代数 
系统 N 称 为 棕 准 的 criteria} )， 如 果 下 列 性 质 成 立 
集合 M'S M 是 完全 的 ， 当 上 且 仅 当 它 不 是 N 中 的 任 
一 个 子 代数 的 子 集 ， 例 如 ， 代 数 M 的 所 有 真子 代数 
的 集合 是 标准 的 一般 地 说 ， 二 述 的 标准 系统 太 火 
T. 每 一 个 标准 的 系统 包含 代数 M 的 所 有 的 极 大 子 
代数 ( 所 有 的 准 完全 类 (рге -compkte class ))， 这 就 
使 人 们 可 以 转 而 考虑 更 加 经 济 的 不 包含 杖 大 子 代数 的 
子 代数 的 标准 系统 ， 因 此 ， 对 于 完全 此 问题 可 以 只 使 用 
形式 N = У U X>, 的 标准 系统 ， 其 中 了 工 , 是 所 有 的 
极 大 子 代数 的 集合 ， 王 :是 由 一 些 世代 数组 成 的 ， 它 们 
不 是 任何 极 人 池 代 数 的 子 代数 . 如果 х, 是 空 集 ， 那 
么 完全 性 问题 就 化 为 描述 代数 N 的 所 有 的 极 大 子 代数 . 

多 值 逮 辑 中 的 一 个 综合 性 问题 症 描 述 已 知 多 值 远 
辑 模 型 的 闭 类 的 格 , 

控制 系统 的 复杂 性 理论 的 特征 性 问题 自然 地 与 多 
值 逻辑 中 的 公式 和 画 数 有 关 . 对 此 典型 的 是 下 列 实现 的 
复杂 性 问题 { problem on complexity of realization ) Ж 
йж уйлери дя а А 种 数值 测度 ， 

公式 的 复杂 性 【complexity of a formula); 然后 ， 例 
加 
方法 ， 扩 展 到 所 有 公式 的 集 令 上, х ЧАА В 
要 求 求 出 实现 这 个 函数 的 其 有 最 低 复杂 性 的 《最 简单 
的 ) 公式 ， 同 时 还 要 指明 这 个 复杂 性 如 何 由 所 考 绰 的 
函数 的 性 质 来 决定 ， 这 一 问题 的 各 种 各 样 的 挫 广 已 得 
到 研究 . 

与 用 具有 设 定 的 性 质 的 公式 来 实现 函数 有 关 的 问 
题 分 布 很 /", 有 用 析 取 范式 ( disumctive normal form) 
来 实现 运 辑 代数 的 函数 的 问题 和 有 关 的 极 小 化 问题 
也 有 用 有 界 深井 《bounded depth) 公式 来 实现 函数 的 
IJ (ВАА МНА О авло 
的 公式 。 这 个 界 与 实现 和 计算 的 速度 有 关 )， 分 解 问 


题 (decomposition problem]， 也 就 是 用 实现 其 有 更 少 
的 自 变量 的 函数 的 原始 公式 构造 出 的 公式 来 实现 具有 
更 多 自 变量 的 现 妾 以 及 其 他 一 些 问题 . 

上 述 所 在 问题 的 解决 栗 质 上 依赖 于 生成 多 值 还 辑 
已 知 模型 的 集合 ÉE 和 M МЖЖ. 

多 值 远 辑 的 最 重要 的 例子 .多 值 逮 辑 最 重要 的 例 
TE ШЕЕ (UD m (HEAR, PE m ЖЫЙ). 
为 此 ， 通 常 假设 ЕСЕ, = {0. т - 1), ЖЕ m 
НЕ M, 记 为 M... m = 2 的 情况 是 研究 得 最 深入 

的 ; 此 时 的 函数 也 称 为 布尔 函数 (Boolkean function). 
最 重要 的 结果 二 Post 的 关于 闭 类 格 的 完全 的 描述 
([1])). 它们 的 集合 是 可 数 的 ， 而 和 侠 一 个 类 和 以 包 合 
关系 为 序 的 类 的 烙 可 以 能 行 地 构造 .这些 类 称 为 Post 
类 (Post dass )， 每 一 个 闭 类 有 一 个 基数 不 超过 4 的 
有 限 基 . 这 些 结果 导致 了 关于 描述 、 完 全 性 和 基 的 问 
题 的 解决 ， 问 时 也 解决 了 便 等 变换 的 问题 .至 于 完全 
的 有 限 系统 ， 对 于 几乎 所 有 的 淆 数 ， 实 现 这 些 函 数 的 
最 简单 的 公式 的 复杂 性 的 测度 的 性 质 都 已 被 弄 清楚 
了 ,相应 的 公式 的 合成 法 的 算 革 也 已 愧 造 了 出 来 ([21) 
在 复杂 性 各 可 敬 地 充分 快 地 实现 函数 方面 最 优 的 公式 
的 构造 问题 以 及 实现 大 量 的 特殊 的 函 妆 和 个 体 函 数 类 
的 复杂 性 同 题 都 尸 有 了 妍 究 . 

已 得 到 深入 研究 的 二 值 逻辑 的 问题 之 一 是 极 小 化 
问题 minimization problem)， 这 里 研究 了 一 种 说 月 二 
值 馆 辑 的 说 数 的 特 狐 语言 一 一 析 取 范式 语言 、 引 人 了 
析 取 范式 的 复杂 性 (complexity of a disjiunctive normal 
form) ( 即 其 中 字母 的 数 时 ) 的 概念 ， 并 旦 研究 了 与 实现 
给 定 的 公式 并 且 在 这 种 测度 意义 下 “最 简单 的 " 析 取 范 
式 的 寻找 和 构造 及 其 度量 性 质 有 关 的 问题 《13])， 布 
尔 函 数 的 分 解 癌 题 是 赤 清 在 什么 条 住 下 一 个 给 定 的 п 
元 函数 可 以 被 一 个 由 更 少 的 自 变 元 的 函数 构 普 出 来 的 
公式 来 实现 ， 其 中 在 构造 公式 的 过 程 中 所 有 的 相互 直 
юа ЫЕ ДИЛЕ ж. НАЕК 
(non -iemtiwe)， 已 经 证 明 不 存在 每 个 函数 可 以 被 月 身 
系统 上 的 非 秋 代 公式 实现 的 有 限 沙 数 系统 ， 即 使 * 几 
乎 "所 有 航 洋 数 不 被 非 迭 找 公 式 实现 这 样 的 系统 也 不 存 
Ж. 总 而 言 之 ， 二 值 逻 辑 因 其 特殊 性 是 讨论 问题 的 一 
般 形 式 的 主要 对 象 , 

因为 任意 一 个 m > 2 РАВУ АРН 
本 质 的 不 同 , 有 关于 有 限 系 统 的 描述 问题 的 能 行 解 .已 
经 证 明 对 于 m 2 3 存在 具有 有 限 基 而 不 具有 有 限 的 完 
全 的 恒等式 系统 的 m 值 逻辑 ([4])， 然 而 在 二 值 逻辑 
中 每 一 个 闭关 都 有 有 限 的 完全 的 恒等式 系统 ([5]) 
对 于 具有 有 限 基 的 有 限 值 进 辑 ， 存 在 完全 性 问题 的 能 
ЖШ. 可 用 下 述 方法 求 得 ， 如 朵 计 于 集合 及 一 {gi(xi ， 
中 任意 一 -组 元 素 да, 
дь, ВЕЙ Ох, сс, x.) 满足 f(g,,…, gi Je K, 
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则 称 f(x 、…, x.) 保持 (preserwe) 集合 К. ЖАК 
称 为 由 则 的 Ске), ЯРНИ у, 1<]<п, 
K 包含 选择 函数 gx, сз, х,) = х, ҖЕН. КФЙ 
“іе K. ЮЖ М = [K], ДИЕ МЕ 
有 其 有 下 述 性 质 的 系统 К: БАЛИТ х, U, x, 
的 函数 ; 外 加 上 所 有 的 选择 省 数 以 使 这 些 系统 正则 ; 它 
们 不 包含 天 为 子 集 ， 这 种 选取 所 右 应 则 集 K... K., 
t<2" 的 过 程 是 能 行 的 .系统 {UGK,),…,U(K.)} 
是 标准 的 ， 其 中 ОСК ег) (К, 的 保持 类 ) 是 
由 M 中 所 有 保持 KK 的 盖 数组 成 的 ， 也 可 以 能 行 地 验 
证 让 M 的 有 限 子 集 KK 包含 在 让-- 个 CCK,) 类 中 . 每 
一 个 准 完全 的 类 部 是 一 个 保持 类 ， 同 时 ， 所 有 的 准 完全 
类 的 集合 形成 -- 个 标准 系统 ， 已 经 让 明 对 于 т 2 3 在 
Р. 中 存在 闭 类 连续 统 ， 且 存在 过 样 的 闭 类 ， 它 的 基 的 
基数 可 以 是 任意 一 个 给 定 的 起 数 ( 有限 的 或 无 限 的 ) ， 
也 存在 没有 基 的 类 ; 这 里 没有 基 或 具有 可 数 基 的 类 的 族 
ишти. НАЯ Т ЧЕНИНЕ [[/,. 


тИ Па, 7.077) 其 中 当 n=0 

mh, f. = 0, % a> 0 D, (х, 77, х,) 除了 在 (2， 
7,2) 处 取 值 1 外 ， MAM об; 6, (х, 

х UB T (2, ` 2) КТУ, 


Жие о (а пер ñ 

m e P. 中 的 完全 性 问题 特别 有 趣 . 在 p. 
中 存在 有 限 的 完全 系统 ， 这 就 允许 人 们 为 每 一 个 完全 
系统 选取 一 个 有 限 的 完全 子 系 统 并 将 问题 转化 为 研究 
有 限 的 完全 系统 . 也 存在 由 单个 函数 组 成 的 完全 系统 ; 
这 种 函数 称 为 Sheffer ЖК { Sheffer function), Wenn 
函数 ( Wenn function ) max ( x, , x,) + 1 (пойт) 就 是 
二 个 例子 .由 于 是 有 限 生成 的 ， Р, 中 的 完全 性 问题 可 
以 能 行 地 解决 ， 

在 P, 中， 可 以 能 行 地 构造 所 有 的 准 完全 类 ， 它 
们 是 特殊 谓词 的 保持 类 ， 求 出 这 些 亩 词 就 是 有 限 值 昌 
辑 的 完 余 性 定理 的 内 容 ( 见 [7])， 称 榴 数 f(x, o, 
х„) 保持 调调 R: (E, 一 { 0, 1 }， 如 来 对 于 自 变量 
z (<< п,1&}&һ) 的 所 有 值 ， 公 式 


Кз, л) &¿ &R(z, 2) + 
Ои U Za), U. Д (ША, U. Za)) 


恒 等 丁 1、 所 有 保持 谓词 R 的 函数 的 类 U(R) 称 为 泗 
词 R 的 保持 类 《 preservation class of the predicate ). Ë, 
经 证 朋 对 于 每 一 个 准 完 全 类 N， 可 以 选取 一 个 至 多 依 
У m + 2 个 变 元 的 并 且 当 m 3 时 至 多 依赖 于 m 
个 变 元 的 谓词 R 使 得 N= U (R). 这 些 调 词 可 久 划 
分 为 六 组 ; Н, 5, E, L, Z. U. H, S 和 É ËH Br 
有 的 二 元 谓词 成 E, 上 的 序 关系 组 成 的 ， 第 一 种 傅 
况 ， 这 些 序 关系 其 有 一 个 极 太 和 一 个 极 小 元 ; 第 二 
种 情况 ， 这 些 序 关系 给 出 E, 的 一 些 排列 ， 这 些 排列 
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可 以 分 解 成 相同 素数 长 度 的 循环 (没有 变 元 ); 第 三 
种 情况 , 这 些 序 关系 给 出 有 上 的 非 恒 等 非 方 有 的 等 
价 关系 ， 当 m= pt, р 为 素数 时 ， 族 工 非 空 且 由 所 有 
的 形 如 R.(y,, у,, уз, y) 的 四 元 谓词 组 成 ， 这 里 (С 
是 一 个 交换 群 ，G 的 每 一 个 非 零 元 的 阶 为 并 且 R.(y,, 
эз з) =! 等 价 于 у, +у,= у, ty. 谓词 Ry ， 

JG <ShSm)EBEKB, ШЖ а, U. a, 不 是 
ЭНА Л (а, з, a) = 1. 它 是 对 称 的 ， 如 果 


对 于 1，…, 和 的 任何 一 个 排列 都 有 RY ,，…, y) = 
R(y 77, ya); Ж сєк РАЖ а, 
а, 1, (ар а, с) = 1} 称 为 对 称谓 词 R 的 


中 心 (centre of the symmetric prediate). WB is] 
R 是 自 反 的 ， 对 称 的 且 有 中 心 E pc cc к, Ш 
Ë R 为 中 心 的 , 谢世 是 由 所 有 h 元 中 心 谓词 组 成 的 
(1<h<m). 对 于 E, Ф a, а= У [al ° 
M, ЖФ Гарев,. É U E B Br E F ЭРИНЕ 
词 К(у, U. у„)(3&һ < m, <m,k> 1) 组 成 的 ; 
对 于 某 个 满 射 2:E, — Е, Ría,, 7, а) = 1 等 价 于 
对 于 所 有 的 ! = O, 6—1, Себа), ,pCa,)]) 
ЖЖ. ВВА 8 838968 Н Ж BJ 0936856 
全 类 ， 而 且 已 经 找到 了 同一 族 中 的 谓词 给 出 相同 类 约 
篆 件 ,已 经 证 明 淮 完全 类 的 数目 渐 近 地 等 于 (т) 
m, 299, a(m) = (1) ЖР т 为 偶数 
BF, á(m)=1, 3 m 为 奇数 时 ，5(m) =2《 即 这 个 
数 增 加 的 相当 快 ) ， тажа W 9inTi k 5 h ib 
行 性 的 一 个 指标 ( 见 [8]). 完全 性 问题 的 各 种 各 样 的 
修正 也 已 得 到 了 讨论 ， 这 就 导致 对 其 有 某 些 事先 已 知 
性 质 的 系统 的 研究 ; 例如 ， 包 含 所 有 一 元 函数 的 集合 
Р) 或 所 有 排列 的 集合 S. 的 系统 . 在 第 一 种 情况 下 
对 于 m > 2， 在 第 二 种 情况 下 对 于 ih > 4， 系 统 是 完 
全 的 ， 当 且 仅 当 它 包含 一 个 本 质 函 数 ( essential function ) , 
即 依赖 于 一 个 以 上 变 元 且 天 所有 "mm 个 值 的 函数 ( 见 
[9], [10])， 和 与 此 相关 的 是 给 出 Р! 和 38。 的 所 有 这 样 
的 于 集 的 问题 ， 换 一 个 这 种 子 集 加 上 任 一 本 质 函 数 都 是 
一 个 完全 系统 ， 已 经 证 明 所 有 至 少 不 取 一 个 值 的 一 元 阔 
数 的 子 集 T< Р! 是 这 样 的 于 集 ， 而 所 有 至 少 不 到 两 
个 值 的 一 元 函数 的 子 集 TS Р! 一 般 来 说 不 是 这 样 
МУЖ. 当 m > 4 时 ， 这 些 子 集 正 好 是 满足 下 列 性 质 
ЮЖ Т: Ë m==2:, 则 为 4 传递 的 ; тер, 
其 中 рег 为 素数 ， 如 为 3 传递 的 ; 对 于 其 余 的 m, 
则 为 2 传递 的 ， 这 些 条 件 附带 -- 种 传递 性 的 自然 推 让 
对 于 任 站 的 取 所 有 т 个 值 的 函数 系统 成 立 ( 见 [11]) . 

对 于 由 一 个 函数 组 成 的 系统 ， 完 全 性 准则 是 2 传 
递 性 条 件 ， 当 m > 2 时 ， 一 个 函数 集 是 完全 的 ， 当 且 
仅 当 它 是 m 传递 的 且 传 递 性 度 不 能 降低 . 

通过 选 合 可 以 把 有 限 完 全 系统 转化 为 揭 莘 单 的 完 
全 系统 类 ， 它 称 为 简单 基 (тре bass). ， 所 谓 简单 基 


一 个 有 限 的 完全 系统 ， 若 把 系统 中 的 任 一 函数 的 一 
站 本 质变 元 惨 合 起 来 ,那么 系统 的 完 作 性 就 不 复 存在 
了 .只 存在 有 限 4 个 简单 区 并 且 ogg 一 me е 
( 见 [12])， 简 单 基 中 的 函数 的 变 元 数 不 超 过 т"”! 
同时 在 简单 基 中 存在 本 质 上 依赖 于 м", 个 变 元 的 函 
数 . 多 值 逻 辑 Р, 在 P。 中 的 表示 ， 即 P, 到 P, 的 同 
Ж. 已 在 [13] 中 给 出 ;对 于 任意 的 有 限 值 逻辑 也 已 建 
立 茶 些 类 似 于 杠 小 化 坚 论 的 理论 

有 限 值 多 辑 的 最 初 的 例子 是 由 函 歼 1 х, min{ | ， 
1 — x, — x;) 生成 的 于 ncasiewicz 的 辑 (3-valued 
logic of Lucasiewicz) ， 其 中 ху, x, 在 0, 1/2, 1 中 
БИН; 由 函数 х, + 1 (пойт), тах(х,, x,) 生成 的 
Post 的 m жен (т -valued logic of Post)， 其 中 х, 
xz 在 0，…, m 一 1 中 涉 值 ， 与 有 限 值 扣 辑 相 近 的 是 
жаннын, чый РАА B Br ЫШ 
和 方法 都 被 移植 到 这 个 论题 上 

其 他 多 值 带 辑 的 例子 是 可 数值 多 辑 和 连续 统 值 逮 
ЗЕ (D m 值 逆 辑 ， 这 里 的 基数 m 分 别 是 可 数 或 连续 统 
的 基数 )， 这 些 模型 在 才 理 逻辑 、 模 型 论 和 数学 分 析 
中 起 重要 作用 .对 于 可 数值 逻辑 已 经 证 明 所 有 准 完 全 
闭 类 的 集合 (因此 ， 所 有 闭 类 的 集合 ) 的 基数 超过 连 
续 统 基数 ， 而 且 关 于 包含 所 有 一 元 隆 数 的 集合 Р 
统 的 完全 性 问题 的 解答 也 已 经 发 现 ( 见 [14])， 与 有 限 
EB Р„(т > 2) 相反 ， 那 里 上 只 存在 一 个 包含 所 有 一 
元 函数 的 准 完 全 类 ， 而 在 Pk。 中 存在 两 个 这 样 的 准 完 
全 类 ， 并 且 一 个 给 定 的 函数 系统 是 完全 的 当 且 仅 当 它 
不 包含 在 它 些 类 中 ， 如 果 将 本 质 函 数 推广 为 加 上 Ph 
就 形成 一 个 完全 系统 的 函数 ， 那 么 正如 有 限 值 逻 辑 
一 样 ， 有 描述 Pk 的 所 有 具有 下 列 性 质 的 子 集 的 问 
题 ， 这 些 子 集 包含 PB, 中 排列 的 集合 Sy, 并 且 加 上 本 
原 沙 数 形成 一 个 完全 系统 ,已 经 证 明 所 有 这 些 闭 子 集 
的 交 本 身 具有 这 种 性 质 ， 这 个 交 与 Sa. 不 同 ， 它 已 被 
用 集 论 术语 能 行 地 描述 出 来 了 . 

在 可 数值 和 连续 统 信 迎 辑 中 ， 各 种 各 样 的 子 类 起 
着 特殊 的 作用 ， 在 第 一 种 情况 下 是 极限 运 辑 ， 在 第 二 
юй жЕ ӨЕ ОЙ Ж ИЕН. ОЕ ВЕ Е (ы 
оріс) 是 多 值 逻辑 Px, 的 西数 的 可 数 用 类 ， 它们 包含 
所 有 有 限 值 迎 辑 的 同 态 逆 象 ， 存在 互 不 相同 ， 革 至 县 
有 限 生 成 的 ， 互 不 同 构 的 极限 逻辑 的 一 个 连续 统 . 已 
经 发 现 极限 多 辑 的 完全 性 问题 一 般 地 不 等 价 于 寻找 所 
有 的 准 完全 类 . 极限 逻辑 的 准 完 全 类 的 集合 的 基数 可 
以 是 任何 自然 数 ， 也 可 以 是 可 孝 或 连续 统 的 基数 ( 见 
[115]). 关于 连续 函数 的 多 值 逮 辑 (many-valued logic 
of continuous fanctions )， 所 有 二 元 函数 的 完全 性 已 补 
正 且 ， 由 一 元 和 多 元 函数 组 成 的 系统 的 完全 性 的 类 似 
的 定理 也 已 被 得 到 ,也 已 发 现 每 一 个 连续 冰 数 可 以 表 
示 成 特殊 选取 的 连续 的 一 元 函数 的 和 . 已 经 证 明 k 次 


可 微 的 n 元 函数 ~ ЕНЕН АЯ ИШ ЖЕ RB 
于 更 少 变 元 的 函数 的 复合 来 表示 ( 见 [16]) 

可 以 将 函数 代数 看 成 基 多 值 池 辑 ， 这 些 代数 中 的 
运 针 族 和 上 述 的 有 点 不 同 . 这 些 代数 有 非 齐 性 的 有 限 
值 函 数 的 代数 (这些 函 数 的 自 变量 在 定义 域 中 取 有 限 
个 值 )， 递归 和 部 分 递归 函数 的 代数 ， 自 动机 映射 的 
代数 和 其 他 一 些 代数 . 
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—-#®шй&. ИЖ ЕШШ EJ 1812 
辑 (many -valued Торе). 48 8809 8 ЖК Ж 3038 uE 
司 一 个 由 多 值 逮 辑 常 元 组 成 的 集合 中 取 值 
【 补 注 了 
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映射 [mapping ; отображенне], 3 ¿Ë 6 

一 个 规则 ， 根 据 这 个 规则 ， 对 给 定 集合 X 的 每 个 
元 素 ， 指 定 了 另 一 给 定 集合 了 的 一 个 完全 确定 的 元 于 
(X 5 了 可 以 相同 》. 元 素 xeX 与 уєү 之 间 的 这 
种 关系 被 表示 为 形式 y= f(x), y=Jx y= y(x). 
也 可 写成 f: X — У ЖИНА X 映射 到 V 
中 . 集合 古称 为 映射 的 定义 域 (domain (of defini- 
Чоп) of ће mapping), HE (f(x): xexX) < y 
590399 638, ( range (of values 》of the mapping) . 
mA UX Y 也 称 为 集合 X 到 集合 Y 中 的 映射 

(或 到 集合 了 上 的 映射 著 { f(x): хёху= Y). 在 

E 8 E, ЕЙ" ЙД УЙ (Junction)， 算 子 
( operator ) 或 变换 (transformation) 的 概念 是 相同 的 . 

映射 J: X— 了 产生 了 集合 Огу (х. f(x)): 
хеХр= Xx Y, ТХК ( graph of the map - 
ping) ， 另 一 方面 ,集合 M< Xx Y 定义 了 具有 图 
M 的 单 值 映 射 J ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 ue X, Ж— 
个 且 仅 有 一 个 zsY 存在 ， 使 得 (u, bj) e M; 这 时 
fu (ш) =». 

两 个 映射 / 和 g 称 为 相等 的 equal ) ， 如 果 它 们 
的 定义 域 相 同 ， 并 且 对 每 个 xe X, 都 有 f(x) = g(x). 
在 这 种 情况 下 ， 两 个 映射 的 值 域 也 相同 定义 在 X E 
的 映射 了 是 常数 映射 (constant mapping), 如 果 存在 一 
个 a， 使 得 对 每 个 xe X, ҖИ f(x)= 4, XW TR 
А Ена ф(х) =f(x》 (хе А) 定义 的 映射 p， 称 
为 映射 了: X— Y 对 4 的 限制 ( estriction of the map - 
ping); 这 个 限制 常常 用 /表示 ЖЕЙ ЕЗ ХЕШ АЁ. 
并 对 所 有 的 xe X 满足 等 式 F(X) 二 f(x) ВЫ F, 
称 为 映射 了 在 Е 上 的 扩张 (或 延 拓 ) (extersion of 
the mapping 或 continuation of the mapping). 车 给 
定 三 个 集合 X, Y, Z, йу 区 上 定义 在 了 中 
ЖШ, ВОД Y 上 定义 在 Z 中 取 值 ， 则 存在 映 里 
hh， 它 具有 定义 域 X 而 在 Z 中 取 值 ， 并且 由 等 式 
Вх) = ох). 这 个 映射 称 为 映射 和 g 的 
复合 (composite of the mapping )， 而 уй в 称 为 分 
R ( 因子 ) 9 (component ( factor) mappings》. й 
# пазаву (compound mapping , composite 
mapping ，composed mapping) ， 由 内 映射 了 和 外 映 
射 g 组 成 . 复合 映射 记 为 gof， 这 里 书写 的 次 序 起 重 
要 作用 . СХС ВИ, НАЕ (superposi- 


610 MAPPING -CONE CONSTRUCTION 


бол) 一 词 . ) ЕВ ЕЕ sa r ñ 
多 个 映射 的 情况 . 

E X БЖМ. fE 了 ФКМ у, ЕТ 
个 新 的 映射 ， 它 定义 在 X W E, Ж Y 的 子 集 作 
为 值 . 事实 上 ， 若 A= X, M| 

f(A)= [f/(x): хе4}. 

а /(4) 称 为 4 的 象 (шов). $F A= [x]. DM 
9С ЙО 3 f(x); 因而 СА) 是 f(x) 的 从 集 
€ X PJ X ААТ ОХ) 的 扩张 ， 如 果 认 
为 单元 素 集 与 它 包 售 的 元 素 一 致 ， 当 Y= 天 时 ， 集 合 
4 称 为 关于 f 09 Я 3E fO (invariant subset), Ж 
ЛА) А; 而 x 称 为 关于 f ЖЕШ (Плей poin), 
车 (x) = x、 不 变 集 利 不 动 点 在 解 洒 妈 у(х) = a R 
х f(x) = a 的 函数 方程 时 是 很 重要 的 . 

每 个 映射 广发 +> 了 产 生男 一 个 喘 射 ， 它 定义 在 
集合 хуш УЯ Е, ЯА X 的 子 集 作为 
ЖШ. 事实 上 ， 对 每 个 Bclx) (或 = Y), #2 
(х: Cx)eB} їй 77 (B), 5 D юе 
《compkte inverse image ) 《完全 原 象 (complete pre- 
image ) ) ， 车 对 每 个 ye jj, 了 -1(?) 是 由 单元 案 组 
成 的 ， 则 f-'(y) 是 元 素 的 映射 ， 定 义 在 f(x) 上 ， 
在 ХОРЫ. ， 它 也 称 为 f ВАЗИ Mk $E (inverse map - 
ping) . ЗАТТА РЭ у(х) = y (yef(X)) 
的 可 解 

如 果 集 合 不 和 Y 有 某 些 性 质 ， 则 可 在 从 X BJ Y 
的 所 有 映射 的 集合 F (X, Y) 中 区 分 出 一 . 些 感 兴趣 的 类 . 
Яй, ЗЇ КЛЕЙ X 和 Ү, ВАА) ГЕНО (aotone )， 
Ж x<y і f(x) Sf(y) ( 见 保 库 映射 (isotone 
mapping) ) . 对 于 复 平面 X 和 了 ， 可 选择 全 纯 贞 射 
类 .对 子 拓扑 空间 X 和 Y, 自然 地 区 分 出 这 两 个 变 间 
之 间 的 连续 鸣 射 共 ， 已 经 建立 映射 的 微分 法 ( differen - 
tiation of a mapping ) 的 广泛 理论 ， 对 于 标量 变 元 的 映 
墓 ， 而 二 在 最 一 般 的 情况 下 ， 对 十 定义 在 测度 空间 
(measure space ) 上 的 映射 ， 可 以 引信 〔 弱 或 强 ) 可 测 
性 的 概念 ， 可 以 构造 各 种 Lebesgue 型 积分 ，( 例如 ， 
Bochner 积 分 ( Bochner integral ) 和 Daniel 积分 ( Daniell 
integral) .) 

一 个 映射 称 为 多 值 喘 射 (multi - valued mapping) , 
若 对 出 多 子 一 个 元 素 组 成 的 子 集 Y C 了 指定 x 的 某 
些 值 . 这 种 类 型 映射 的 例子 包括 复 变 量 的 多 叶 函 数 , 拓 
站 空间 的 多 值 喘 射 ， 等 等 . 
参考 文献 

[ГО Bourbaki, N. , Elements of mathematics. Theory of 

sets , Adidison - Wesley , 1968 ( 详 自 法 文 ) . 

[2] Bourbaki, N ., Elements of mathermtics . General topo ~ 

logy, Addison - Wesiey, 1966( 译 自 法 文 ) . 

[3] Кейсу, J. L. , General topology , Springer , 1975 ( 中 


WK: J.L. 806. —ЖЙй PEIB RA, 1982). 
B. H. Соболев R ЖА WE 


映射 锥 构造 法 [mapping - сопе constmction; коническая 
конструкция ] 
对 应 于 岳 朴 空间 的 等 个 连续 映射 y: X = Y 的 拓扑 
空间 Cj 了 的 构造 法 ， 拓 半空 间 C, 是 由 拓扑 和 {不 
相交 六 CX 使 7 而 得 到 的 , 其 中 CX= (Xx [0,1]) 
JX 一 {0})) 是 ХЕЙ (сое), Ж хх {1} = 
x), ve X. 8 С, у Жу f fu mt gl s: ( mapping co- 
ne). # X # Y j КУ 异 点 хех, ye Y 的 示 点 空 
№, Д CX BU xx [9,1] 收缩 成 一 点 ，Cr 称 
了 的 翅 缩 映射 欠 (сора mapping cone )， 对 任意 示 点 
拓扑 空间 K, 序列 x > УСС. ШЛ 
ра 


IX,K]=— [Y ,K]—[C;, K] 


映射 f ТИЕР АИЯ X ЖИИ, Sq H gs y 
Ж C, 的 一 个 收缩 核 САМ АВС (тегай of 
a topological space) ) 

参考 文献 

[1] 8рапют, Е. Н., Algebrmic topology, McGraw. Hl, 
1966. 

12] Mosher. Е.Е. and Тапрога, М. K., Cohomoiogy 
operatiors and their apphcatuons in homotopy theory, 
Harper & Row, 1968 А. Ф. Харинладзе 所 

【 补 注 了 映射 统 构 造 法 的 代数 类 侯 如 下 记述 : 

Жик L ЈЕ й u= (и), IL 

0, д,и,, RBI: K > К. 4 的 映射 锥 是 由 

co = K,_ ,BL,, 0(k,l)= (- 08, д1+ uk) 
Ж ХЮЯ С(ы). РИТ 上 ,一 С(и), 定义 复 形 的 一 
ТЕА, H K[-1] 表示 满足 K[ 一 1], = К, 各 
д1 = -04.， 0, ДВЕ С(и), 一 K.., 带 来 


и, 


О — L, Си), ~ K[ 1], > 0, 
它 间 时 定义 ~ ' 个 短 正 合 复 形 序列 


0—1. си) А KI-1]. 0, 


НЯ КЕФ ЕВ 


‚ну н, (Сиу) ен, (K SH. LB.) e 


把 复 形 K. ЖЕНКО, K'= K... 则 得 到 上 
同调 雪景 下 的 类 做 构造 法 和 结果 - 
ЯЖ K[-1] 称 为 复 形 KK ЇЇ ЕНЗЕ (suspension of 
the complkex ) ， ` 17 
жую 
[A1] MacLare, 5., Homology, Spnnger, 1963, Set. 11, 
4 БЕ. ЫЛЕ Ж 


映射 柱 [mapping cylinder ; цилиндрическая хонструк- 
ция ] 

对 拓扑 空间 之 问 的 每 个 连续 映射 f: X = Y 造 一 
个 如 下 的 拓 超 空间 э Y: Z h Si iF fl (ЖЛ 
Jf) Xx10. ІШУ ЕА xx {1} = f(x) (ХЕХ) 
而 得 .空间 1, БОЯ / ИЙЛЕ, Yep] Y Ж I, 的 
形变 收编 核 (deformation etract ) . ЖА i X= Xx 
[0] =, ЖЕТЕ: 复合 映射 xei: 天 一 了 与 了 一 
(KHU n уг] УМАИ). Ша: н Y 
为 同 伦 等 价 ， 因 此 从 同 伦 的 观点 看 ， 每 个 连续 喘 射 都 
可 规 为 散人 ， 其 而 为 上 纤维 化 〔coiibration) .类似 
地 ， 每 个 喘 射 也 可 视 为 бете 纤维 化 (Sere fibration ). 
对 任意 的 连续 映射 f: X — 了， 其 纤维 与 上 纤维 在 同 
伦 等 价 的 范围 里 被 唯 … 决 定 . 


参考 文献 
ГІ] Spaner, E. H. , Algebraic topology ，MeGraw -Hill , 
1966. 


[2] Mosher, R. Е. and Tango, М С., Cohomology 
operations and their application m homotopy (согу, 
Huper & Row, 968. A. Ф. Харшяладэе E 

[ 补 注 】 ЖАНГИ, КУЗ EUR, 
这 个 词组 在 翻译 中 也 时 有 出 现 . 
参考 文献 
[A1] Whitehead , ©. W . , Elements of homotopy theory , 
Springer, 1978, р. 22, 23. 
ШШ w Аз m 
Bh BJ Ж [mapping method; изображеннй метод], $ 
(method of images ) С 
位 势 理论 中 ， 在 区 域 D 里 解 篇 微分 方程 的 某 些 边 
值 问题 的 一 种 方法 ， 利 用 选取 位 于 D 外 部 的 附加 场 源 ， 
ЗЯ (image souros )， 使 得 在 边界 9D = T FW 
映射 法 最 常用 于 静电 学 ， 例 如 ， 假 设 村 在 半 平 面 
р={(х,у):у>0,-©<х< ко} Боке Ро 
sson 方程 (Poisson equation) Ан = —2лр(х, у) 的 
Dirichlet 问题 ( Dirichkt problem ) 的 解 、 使 其 在 边界 r 
= [(x,y):y- 0, -oo <x < +e) йлеу 
(x) 的 值 ， 这 就 是 说 ， 要 池 求 一 个 在 D 内 以 p(x, 
y) 为 电荷 密度 的 位 势 使 得 在 工 上 的 位 势 值 у(х) 是 
已 确定 的 ， 众所周知， 为 了 解 这 个 问题 ， 只 须知 道 
Grem 函数 (Green function) G(x, у; xo, у), ЕЖ 
015 (x, ya) ED 的 单位 点 电荷 当 边 界 г 接地 ， 即 
G(x, 0; хь. уо) = 0 时 的 位 势 . 原 问 题 的 解 u(x, y) 
可 用 G(x, у; Xa. уо) Й: 
их, у) = робы О, усх, ъ)4хйу, + 


| 
[су 266 


т 
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当 不 存在 边界 时 ， 点 电荷 的 位 转 是 Laplace 方程 (Laplace 
equalion ) 的 一 个 基本 解 n(1/VUZ = x F T (y = УУ). 
Е (хы. ро) б А аА, ВИНО ВЕ 
个 电荷 的 位 势 之 和 ， 就 得 到 所 要 的 Green 函数 ; 


G(x,y; Xa, 3) = 


1 
hh 天 一 -一 一 一 一 一 一 十 (2) 
V (x — хў + (у) 
1 
一 р . 
(х= ху +(y+ y) 


在 带 形 域 D= ((x, y): 0<y<b, —@ <x< 
жоор 的 情况 下 ， 点 {x。, „дер 的 单位 电荷 关于 直 
8 у= 0 у= Б т, Е (хо, —у,), О, 
2b- уд), (х, 726 ул), (х. 22 +0), 77, Җ 
电荷 分 别 是 1, 1, +1, +1, 5 的 一 个 无 穷 列 , 这 
I| Green 函数 可 以 表示 成 点 电 痊 位 势 的 一 个 无 穷 级 数 . 

当 区 域 р Е-Е, р = {(po9):0< p<a. 
О<ф<2п), 在 点 1p。, фо) 的 单位 电荷 的 象 是 在 点 
(allpa фо) 的 负 单 位 电荷 ， 该 点 是 点 (ро. фо) 相 
对 于 圆周 o = a 反 演 (inversion ) BU # , 

边界 由 直线 和 图 组 成 的 其 他 形状 的 区 域 ， 也 可 能 
应 用 上 述 方法 ， 其 解 用 构造 相应 的 电荷 的 象 序列 得 到 . 

对 于 半空 间 

D={{x,y, 1):22 0. -om <x,y< +оо} 

里 Poisson 方程 Ay = —4xp (x, y, z) 的 Dirichkt 问 
题 的 解 ， 经 点 (x。, yo, zo)sD 的 单位 电荷 关于 平面 z 
= 0 的 反射 后 代替 式 (2)、 得 到 公 趟 


G(x, у, Z; Xa, Pa, 20) 一 
=-= 1 — + 
(x- x) (у yo) + (2 2) 
í` —— НЕННЕ 
М X T(yC 二 (GT ` 


在 球体 D=((r, в, 9): 0<Sr<a, 0S0S<Sx, 
оО<ф <2r} 的 情况 下 ， 必 须 应 用 Kelvin 变换 ( Kelvin 
transformation), АФЖ (ғ, 06, ф„)Е D 的 单位 电荷 
的 象 是 在 点 【@ /ri 0 фо) 的 电荷 量 为 一 afro 的 电 
Ж. ЕЕ (т, б, bo ) 关于 球面 "= a 反 演 的 象 
出 此 得 到 ， 如 果 知 道 某 一 个 区 域 D 里 Poisson 方程 Ar 
= -4лр(ғ, 0, Фф) 0—9. ВА (г, 0, Ф) 
= (21 к)и(а ғ, 8, 9) 基 区 域 D: НЇ Poisson 方程 
Ан= –4лр'(к, 9, ф) 的 解 ， 其 中 密度 p'(r. Ө, Ф) 
= (0/ғ)р(а е, 9, Ф), Р' р ТЭ r= a 
反 演 的 象 ， 这 种 拒 式 的 映射 方法 有 时 也 称 为 反 演 法 
(method of inversion ) ， 应 用 反 演 法 时 必须 注意 到 边 交 
条 件 也 要 变换 、 
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对 于 边界 是 由 若干 平面 或 球面 组 成 的 更 复杂 的 空 
问 区 域 ， 也 可 能 应 用 电 共 的 象 的 尤 穷 序 列 - 若 有 一 个 
或 几 个 源 变 成 无 穷 ， 可 结合 求 极限 ， 这 种 映射 法 使 得 
有 可 能 解 复杂 的 问题 ， 例 如 确定 这 样 一 种 静电 场 的 位 
势 ， 即 把 导电 球 放置 在 一 个 在 无 穷 远 处 是 均匀 的 场 中 . 
在 Helmholtz 方程 ( Helmholtz equation) дн + k? u 
= 0 的 情况 下 ， 映 射 法 只 适用 于 由 直线 所 界定 的 平面 
区 域 或 者 由 平面 界定 的 空间 区 域 ， 且 要 利用 其 相应 的 
基本 解 НО (Кро), 有 (kp) 或 者 ечк, ет 
参考 文献 
[1] Гринберг, Г. А, Избр, вопросы математической 
теории зпектрических 
М.-Л., 1948 
[2] Jackson, 1. D . , Classical clectrodynamics , Wiley , 1962 
[3] Кочин, Н. Е., Кибсљь, И. A., Pose, H. В., Тео. 
ретическая гидромеханика, т. |, М.-Л., 1963 (3 
译本 : Косып, М. Е,, КЫ, 1. А. and Кож, М. 
У., Theoretizal hydrodynamies , Interscienoe 1964). 
[4] Smythe, W, R.. Static and dynamic clectricity , Me- 
Слам - Hill , 1950, 
Е.Д. Соломенцев ## 0. АШ 译 


映射 的 主 网 [ mapping , vincipal net of а; отображення 
главная сеть ] АР E Ж} 

在 п 维 流 形 (manifold) М (ФБ, Мод 
Eucdid 空间 ) 的 区 域 G 内 的 一 个 正 交 网 (orthogonal 
поі), ЖЖ ЭБЕ 【diffeomorphism) f: G 一 G' 映 
到 G' 的 一 个 正 交 网 上 ， 这 里 G" 是 同一 流 形 或 另 一 
Riemann 流 形 M' 中 的 区 域 . Е хеб, 映射 主 网 的 
曲线 的 切 方向 是 切 空间 Т, 到 切 空间 Ti 上 的 诱导 
Ж Л: T. — Tia 的 形变 椭 球 的 主 方向 . 一 般 说 ， 
веня Е). ЖЕЛ 了 是 共 形 的 ， 则 区 域 
G 内 的 任何 正 交 网 都 可 作为 主 网 . 
参考 文献 

[1] Рыжков В. В., в сб., Итоги науки, Серия Матема- 
тика ‚3 геометрия ‚ 1963, M ,, 1965 
В.Т.Базылв Ë 沈 一 兵 详 
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映射 类 [mappings , dasses оѓ; отображений классы] 
АН 31235 ë — ААА ААР Е 09 
连续 映射 (continuous mapping) 类 .与 此 有 关 的 有 开 
ЕА} (open mapping) ( 任何 开 集 的 象 是 开 集 )， 闭 映 
射 (closed mapping) {任何 闭 集 的 笋 是 闭 集 )， 紧 映射 
(котра mapping) (任何 点 的 小 象 是 紧 集 )， 完 满 映 射 
( perfect mapping) { 闭 的 紧 映 射 ). 8+ (quotient 
mapping) ТЖ: 其 象 空间 中 一 个 集合 是 十 
和 集 的 充 要 条 件 是 ， 它 的 完全 逆 银 是 开 集 ， 另 一 此 重要 的 
映射 是 紧 开 映射 ， 伪 开 映射 (pseudo -open mapping) . 
ЈЕ ЯНАГ (contaction mapping) шд ( condens- 


ing mapping). NE ЖӨЖ. Ek. 
在 一 般 拓扑 学 的 映射 分 类 问题 中 ， 或 者 对 开 集 或 团 集 
{ 过 渡 到 象 空间 时 ) 的 性 态 加 以 限制 ， 或 者 对 集合 道 象 
的 性 质 加 以 限制 . 第 二 种 处 理 导致 下 列 喘 射 类 单调 
映射 《monotone mapping ) (任何 点 的 逆 象 是 连通 集 ); 
有 了 康 对 一 映射 ( finite -to опе mapping )， 其 特性 是 任 
f АНИЯ: КНЫН (K-mapping) ， 其 特 
Е НО зр kaj. ТИЮ —Ж ЖИР RS 
结合 起来， 可 以 网 出 一 般 拓扑 学 中 某 些 基本 的 连续 映射 
类 . 按照 这 些 喘 射 类 蕉 定义 ， 它 们 可 以 自然 地 排 成 某 
种 等 级 ， 这 一 事实 可 以 成 为 拓扑 空间 系统 分 类 的 基础 
([1]). 这 种 分 类 是 由 于 下 述 两 种 问题 的 解决 而 产生 
的 . 证 是 给 定 的 便于 区 分 的 空间 类 ， 多 是 原来 等 级 
中 的 映射 类 . 问题 就 是 机 求 异 助 于 内 葡 拓 扑 不 变量 来 
刻画 x 中 的 空间 在 .多 中 所 有 可 能 的 映射 下 的 象 . 第 
二 种 问题 是 类 似 的 ， 要 求 刻 画 x 中 的 空间 在 多 中 的 
映射 下 的 逆 象 . 

在 解决 上 述 两 种 问题 的 过 程 中 得 到 一 些 很 不 明显 
但 具有 一 般 性 质 的 定理 . 例如 ， 满 足 第 一 可 数 公 理 
{ first axiom of countability ) 的 空间 ， 并 且 只 有 这 些 空 
间 ， 才 是 度量 空间 ( metric space) ЖЕ ЖЕЛ} ЕЙ 
象 , 具有 一 臻 基 《 见 一 致 岳 扑 (uniform topology)) 的 
空间 ， 并 月 只 有 这 些 空间 ， 才 是 度量 空间 在 紧 开 映 射 
Т ñ$. Frëchet -Урысон 2 in] j: H£ Җ => a| 040374, 
而 序列 空间 ( sequential space ) 则 是 度量 空间 的 商 空间 . 
此 外 ， 度 量 空间 在 完满 映射 下 的 道 象 是 仿 紧 羽 状 空间 
(СЧ ЙЕ] ( feathered space ) ; 仿 紧 空 间 ( paracompact 
space))， 而 完全 度量 空间 ( complete metric space ) 的 逆 
象 则 是 Cech 完全 的 仿 紧 空 间 、 其 有 可 数 基 的 空间 的 过 
续 象 旺 具 有 可 数 网 的 空间 在 这 一 领域 的 系统 研究 中 ， 
已 得 到 了 空间 和 了 呐 射 的 一 个 统一 的 相互 分 类 法 则 ， 

商 映 射 类 是 一 类 特别 重 训 的 连续 映射 ， 商 映射 最 
重要 的 特性 是 可 以 用 来 作为 构造 新 拓扑 空间 的 工具 . 
іп, З ГЕ X 映 戌 集合 了 《比如 考 
虑 自然 映射 r， 把 空间 X 映 成 该 空间 的 某 个 划分 的 所 
有 元 素 的 集合 }， 则 总 可 以 在 集合 了 上 引进 自然 的 拓 
扑 结构 ， 只 须要 求 映射 / ЁН: 集合 V < Y 是 开 
ж. ан 353326 388 /'(V) 是 空间 X 中 的 开 
集 . 除了 已 经 提 到 的 那些 映射 外 ， 例 如， 在 绝对 形 
(absolute) 理论 中 ， 最 重要 的 是 不 可 约 鼎 射 ( irreducible 
mapping). Ях 868} ( bilactorial mapping); 多 
值 映 射 (muli -valued mapping ). 
参考 文献 

[1] Архангельский, А. B., {Успехи матем. наукУ, 
21 (1966), 4, 133 - 184. А. В. Архангелыкий E 

[ 补 注 】 与 单调 映射 (点 的 遂 象 是 连通 集 ) 有 关 的 是 零 
维 映射 (zero -dimensional mapping ) ( & 0) $ É 2 #t 


空间 ) 以 及 松散 映射 (lght mapping) (Ёй 
传 不 连通 的 )， 商 喘 射 ( 商 空间 ) 有 时 称 为 因子 映射 
(factorial mapping ) ( ата za) (factor space)). 

连续 映射 /:X — Y 称 为 伪 开 映射 ， 如 果 对 每 个 
JEY 以 及 集合 f'(y) 在 X 中 的 每 个 开 邻 域 U， 点 
y 的 属于 集合 ACT) Y 的 内 部 . 


参考 文献 
ГАІ) Michel, E. А., A quintuple quoticnt qut, беп 
Торі App., 2 (1972), 91—138. 


ГА21 Arkhangel'stii, А. У. and Ponomarey, V. 1., Fun- 
damenals of general topology : problems and cxerrises , 
Reidel ，1984( 8 8 883). 胡 师 度 、 白 苏 华 译 


Marcinkiewicz 空间 [ Marcinkiewicz space ; Марцникевича 
простраство J 


所 有 在 半 直线 (0, оо) anat 
АЗР = sup 


СА] Б (04. (D 


的 函数 х ( 的 类 ) 所 组 成 的 Banach 空间 ( Banach sp - 
асе) М,, Ж х (5) 是 x (1) НЕН ШЕУ 
Ix(t)| ЛЕА E ЕЙ, Ар) 是 一 个 
(0, оо) ЕЛЕЕ ЕПН y(t) /ft 不 增 (198, (г) 
是 一 非 减 止 函数 .空间 М, 是 由 了. Marcinkiewicz ([1]) 
引信 的 . 

ШЖ (т) ЖЕ ЕЛЕШЕ, Д М, 同 构 
于 上 | ， 在 记 有 其 他 的 情况 ， 它 不 是 可 分 的 ,空间 М, 
是 L, 8 L, 之 可 的 插值 空间 ( 见 算 子 的 揪 值 (inter - 
polation of operators ) ) ， 带 有 插值 常数 Т. 

жм, жет 


Р(х) = smp ту x (e); 


其 范 数 不 超 过 1 x li, #Шй F(x) 不 具有 和 范 数 的 性 
J; 它 等 价 于 范 数目 x1、， 当 且 仅 当 对 s > 1， 
st 
аш, эшо >1. 

(АУ (0) =", 如 0<ag1.) 

空间 М, 最 初 在 Marcinkewicz 插值 定理 中 出 现 
(Б Рох) 一 起 ) ， 且 与 弱 型 的 算 子 的 插值 顺 联 
系 . 它 有 以 下 的 极 值 性 质 : 在 其 基本 函数 与 h/y(h) 
Жа, МО}. је = (В) 的 对 称 空间 中 ， 它 是 
最 广 的 ， 这 里 xe. 是 区 间 (0, А) 的 特征 函数 ,如 
果 

#(+0)=0.ф(ю)у=, (2) 

则 М, 是 阿 构 (等 距 如 үу 是 目的 于 带 有 范 数 


lyl, = фуда) 
的 Lorentz ЖЖ УНШ, ЖШ (s) 是 (s) 的 
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ЛШ. 在 条 件 (2) F. #— М, 中 的 特殊 
的 子 空间 М, ш M, 中 满足 条 件 
‚ка, ту |0670 
БВ ЖЖ. 如果 还 有 т, (0) оо, MW 
му 是 所 有 紧 支 有 界 函 数 在 М, 中 的 闭 包 . 在 这 种 情 
况 下 ， 对 ， 的 对 偶 同 构 于 Lorentz 空间 ， 且 因而 М, 
同 构 于 My 的 第 二 对 俑 空间 - 
如 果 路 是 具有 定义 在 其 可 测 集 的 e 代数 上 的 ¿ 
有 限 测度 и 的 空间 ， 则 对 每 一 可 测 函 数 x(m). 它 的 
ЖИ (к), 0 < s< o， 是 有 定义 的 ， 这 使 得 有 可 能 
引 人 带 有 有 范 数 (1) 的 Marcinkiewicz 空间 M , (S, =). 
参考 文献 
[1] Marcinkiemez, Ј., Sur Tinterpolati on d'opërations, 
С. R. Асай. Paris. 208 ( 1939), 1272 — 1273. 
[2] Крейн, С. Г., Петушн, IO. И., Семенв,Е,М., 
Интсрдоляция линейных «икраторов, М., 1978 (3838 
Ж: Krein, S. С., Petunin , Үш. 1. and Ѕепкпоу. Е 
M., Interpolation of linear opcrators, Алкт. Math 
Зос., 192). 
[3] Stcin, E. М. and Weiss, G ,, Introduction to Fourier 
analysis on Euclidean spaccs Princeton Univ. Pres, 
175 С.г. Крейн 19 


[ 补 注 】 设 /是 [0，1] .上 连续 函数 . 了 的 左 连续 递减 
重 排 ( rearrangement ) 广 由 以 下 性 质 定义 : 

i) 了 是 递减 的 【 即 非 增 的 》 ; 
1) Г 是 左 连续 的 ; 
(x: f(x)> s) 和 
有 同样 的 测度 ， 

人 们 可 以 选择 地 考虑 左 连续 或 右 连续 减 〈 或 增 ) 
重 排 。 右 连续 威 重 排 可 描述 如 后 . 设 m(y) 是 集合 
{и: (н) > у) 的 测度 . 则 


Jf'(x)= sup (y: m(y) > x) 


这 概念 是 把 实数 的 有 限 序 列 按 送 碱 递增) 次序 
重 排 的 连续 类 似 ， 后 面 这 样 结构 在 优化 排序 (majoriza - 
tion ordering ) 方面 是 重要 的 ， 有 事实 上 有 各 种 不 同 的 
与 那 种 排序 有 关联 的 结果 的 连续 类 似 ， 如 Murihead 
不 等 式 (Murhead inequalitis ) 以 及 联系 着 优化 排序 和 
сайн 《double -stochastie matrices) 的 结果 ， 

Ж. [А1- [АЗ]. 

ЕНЕР ШК y 定义 的 Lorentz 空间 (Lorentz 

space) 是 满足 条 件 ' 


l = [r ayaka) < o 
: 


的 所 有 可 测 函 数 了 的 空间 ， 这 里 /' 是 |f| Waq g Hk 
H ү ү 的 最 小 四 优 函 数 ， 更 一 般 地 可 考虑 在 L. 
范 数 基础 上 的 Lorentz 空间 【 政 代 以 上 的 工 ) . 


(ху) >s) 对 所 有 5 
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类 但 的 Lorentz ДЕЈ 22 8] ( Lorentz sequence sp - 
ace) 定义 如 下 . 对 短 二 正 数 的 非 增 序 列 w = (wa) 
和 每 -- p2 1, 4 d(w, р) 是 所 有 满足 以 下 条 件 的 标 
其 序列 x =(a,) 级 成 的 空间 


„ 
Аер ШЖ н.) <>, 


Жл (1.2. 56) р ARE (ја, 1), 
É АЕ). 如 果 јан, > 0, UD d{w，p) 同 均 于 
1, ТАА Ууж, < оо, W 4и, р) 21... 这 
两 种 平凡" 的 情况 有 时 是 排除 的 .关于 Lorentz к 
z fJ RJ ХМ ЕРЕ. [АЯ] 
参考 文献 
ГАГ] Mamhall, А, W. and Olkin, J , naualitiss : theory 
of majorization and йв applications. Acad. Раз, 
1979 
[A2] Buler , Р. 5., Mitrinovié, О. 5. and Уві, Р 
M. , Mcans and their iequalitis , Reidel , 1988 
[A3] Нау, G. H. , Littlewood, Ј. Е. and Póya, G., 
Jnequalitis ,Cambridge Univ. Prss , 1952 ( ВЖ 
G. H. мі{, J. Е. Ж. G. 波 利 亚 ， 不 等 
式 ， 科 学 出 版 社 ，1965) . 
[A4] Lindenstruuss, 2. ала Tzafin, L., 
зра, I 


Classical Вапасћ 
Sequence spaces, Springer, 1977. 
хин W #&iEA 校 


边缘 分 布 marginal distribution; мартинальное распре- 
деление или частное распределение | 

作为 县 有 给 定 分 布 的 某 随机 向 量 { 见 多 维 分 布 (multi- 
mensional dstibution)) 之 分 量 或 分 量子 集 的 ， 一 个 随 
机 变量 或 陶 机 变量 组 的 分 布 . 办 此， 边缘 分 布 是 随机 
ий х=, сз, X.) 的 分 布 在 任 一 轴 区 或 在 变量 x , 

›х, ЕНЕНЕ [a| 1 АВЕ, ЗЕН E T H. 
ий. 例如 ， 如 果 (х, x;) 是 随机 向 量 X=(X%， 
入 ) 在 及 "中 的 分 布 函数 ， 则 X, 的 分 布 函 数 为 局 (x.)= 
Е (х, +00). 如 果 此 一 维 分 布 绝对 连续 ， 其 密度 为 
p(xpx2), ДХ, 的 边 迪 分布 密度 为 


до) рох), . 


ХЕ н. ЖОТО ХХХ) Е 
何 一 个 分 旦 或 分 量 的 子 集 的 边缘 分 布 . 如果 区 的 分 布 
是 正 态 的 ， 则 ” 切 边 缘分 布 也 是 正 态 的 ， 假 如 随机 变 
E X. ,世相 点 独立 ， 则 由 疝 基 元 之 分 量 Х.Х, 
的 过 缘分 布 叭 -决定 它 的 分 布 : 


волое Дро) 


р(х. х.) рх . 


т 


对 于 比 数 轴 更 一 般 的 乘积 空间 上 的 概 举 分 布 ， 可 
以 类 似 地 计算 边缘 分 布 . 
参考 文献 

[1] Loàve, М. Pmbabilty theory, Springer, 1977( 中 译本 :M 
жя, ЖОКЕЙ. 出 版 社 ， 1966 )、 

12] Cramer, H., Mathematical methods of statistics, Prince- 
ton Univ. Pres, 1946 (中 译本 ; H. 克拉 美 ， 统 计 学 数学 
Ж. 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1966)， 

А.В. Прохор Ж Ж 译 


学 


Марков $£ [Markov chain ; Маркова цепь ] 

其 有 有 限 或 可 数 状态 空间 的 Марков 过 程 (Markov 
process ) Марков 链 的 理论 是 由 A.A, Марков 在 1907 
年 开始 研究 相依 试验 序列 及 与 其 相关 的 贿 机 变量 和 时 
创立 的 ([1])， 

设 状态 空间 是 自然 数 集 N 或 其 有 限 子 集 . 设 (1) 
是 Марков 链 在 时 刻 [ОЙДА Ах. Марков БЕК DE FE 
质 是 Марков 性 质 ( Markov property) ， 对 离散 时 
间 Марков 链 【 即 当 上 只 取款 负 整数 值 时 ) 其 定义 


如 下 : 对 任意 г, Јем, Р 负 整数 0 < <t <t 
ЕЖА А, 
Р{а0)= Ле) =, (i )=i = 
=P[š(t) Je) = 6} (1) 


Жз. 

Марков 性 质 (1) 可 以 阐述 如 下 若 把 时 刻 t 及 
形 如 { (4) =} 的 事件 称 为 过 程 的 * 现 在"; 把 用 值 
¿(u)(u <t) 决定 的 审 件 称 为 过 程 的 “过 去 "而 把 由 
¿(u)(u >t) 决定 的 事件 称 为 过 程 的 “将 来 ”、 则 (1) 
等 价 二 :对 任意 的 сем 和 固定 的 “现存 "(7) =, 
任意 "过 去 ”的 事件 Аж Ж” Шиш {® B 对 给 定 的 
“现在 " 足 条 和 村 独立 的 ， 即 

Р{АПВ|()=]}= 


= Р{А|т)=/}Р{Вд()=/}. 


在 Марков ВЕ 2(г) ДЖЕР. 转移 概率 (transition 
probabilities ) 


P (g+ 1)=Jlš(e) =i) (2) 


起 着 重要 的 作用 ， 当 (2) 不 农 赖 于 + 时 ， 称 该 Марков 
链 为 {时间 ) 齐 次 的 (homogeneous ) ， 省 则 称 为 非 齐 
次 的 (non- homogeneous ) .下 面 只 考虑 并 次 Марков 
链 , 设 
руе РФ +1) = (т)=!). 

ЛОГИ р, МШЕ Р Пр, ЭЛЕЕЕ 
(matrix of transition probabiitis). (£ 2-9 É 
Ф) (к 0,7,0) ЖЕШ SESAO р, 和 初始 


分 布 P{E(0) =:} 决定 如 下 : 
Р {4(к)=4,к= 0,7,6} = 
=P 1200) = Пл, 


与 转移 概率 р, 一 起， 在 Марков 链 中 也 讨论 се 
移 概率 p. (t): 
р) = Р (+) =) = 0). 


这 些 转移 概率 满足 Колмогоров - Chapman 方程 (Kol - 


mogotov -Chapman equation ) 
p (t, жа) (0), уз, 0. 


用 转移 概论 可 以 把 状态 分 类 .如果 存在 1 ,t, >0, 
使得 p(t ) > 0 Р, (6) >0 、 齐 两 个 状态 和】 称 
3 天 《communicating ) ; 如 果 存 在 状态 1， 使 得 对 某 

Ул, pu (n) >0 ,而 对 一 切 еМ, р, (t) = 0, 
НМ 上 为 正本 项 的 《inesental) ， 称 所 有 其 余 的 
状态 为 本 项 的 (essential ). 于 是 把 一 个 Марков 链 的 整个 
акак ЛУИ АЕ АЙСИ ЖОЕ ЕК Б. 所 有 本 质 的 
状态 集 又 分 成 若干 个 不 交 的 互通 状态 类 ， 使 得 同一 类 
中 的 两 个 状态 科 此 互通 , 而 对 不 同类 中 的 任意 两 个 状态 
í 有 руб) б, p (= 0, 5833534 Р 
一 个 互通 状态 并 的 Mapem 链 称 为 不 可 分 解 的 


chain , non- отрам) ,否则 称 为 可 分 解 的 
《decomposabie )( 见 可 分 解 Mapkos 链 ( Markov йаш, 
Secomposable )) .如 吴 状 态 空间 是 有 限 的 ， 旭 它 的 这 种 
分 类 在 很 人 程度 上 决定 了 这 个 Марков 链 的 渐 近 性 
Я. 例如 ， 对 关 限 不 可 分 解 Mapxoe 链 ， 极 限 
Jm т лев а) 
总 存在 ， 其 中 Yup = 1 .此 外 ， 如 果 该 Mapxos в 
是 非 周期 的 《aperiodic) , 即 存在 с, ， 对 所 有 的 上 
及 所 育 的 状态 上 和 j.p.(t) > 0 ( 见 周期 Марков ñ 
(Markov chain ，periodic)) , Ена: 
дару) = p (4) 


( 见 遍历 Марков 链 ( Markov chain , ergodic)) 、 

如 果 一 个 Марков ДК ЕНЕН, БОЛ 
它 的 渐 近 性 质 依赖 于 互通 状态 类 的 更 精细 的 性 质 . 对 
地 一 个 给 定 的 类 的 所 有 状态 ， 级 数 


Ури) (5) 
Ша схе тите i 
ЯЖ (5) АЮ, Лх AR 528 М. 809 ( recurrent ); 


如 果 (5 收敛 ， 则 称 为 非常 返 的 .在 一 个 常 返 类 中 ， 
Марков 链 以 概率 上 返回 到 它 的 任 -~ 状态、 在 非常 返 类 中 
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ЖЕ ЕЛЕ 1. 如 果 在 -~ 个 常 返 类 中 平均 返回 时 间 有 
限 ， 则 称 该 类 是 下 (positive ) Rk &Ж. 4 PM pk b SE 
(zero) 状态 类 (Марков 链 的 正 状态 类 { Markov 
chain , class of positive states of а), Марков БЕВ 3 
#4 (Мақоу chain, class of zero states of a)). 如 
Bi f j 属于 同一 个 正 状 态 类 ， 则 极限 (3) 存 在， 有 
在 砷 周期 情形 下 极限 i 如 果 j 属于 零 状态 
类 或 者 是 非 本 质 的 ， 则 当 1 一 oo ph. p. (1) 一 0. 

(0 К Марков # 2 (t) 的 状态 空间 
НЕ. 如 果 Марков 链 是 不 可 约 的 县 它 的 状 
态 空间 殉 成 一 个 正 类 ， 则 对 于 和 


пае ЗЧ). 


mr 


为 使 (6) ЖАУ, АКЗС ЗЕ Магн, 一 BEE — oo) 
HB>0. 

ЮЖ 上 在 [0, ©) 上 了 三 意 值 ， 则 用 类 似 方式 出 
Марков 性 质 (1) 所 定义 的 链 称 为 连续 时 间 Марков 
Е. 对 连续 时 间 Марков 钾 ， 通 常 还 要 求 有 限 右 导数 
dp (D/dt|,., = 4, 存在 ， 称 为 转移 概率 密度 Ctransition 
probability density) 5] 77 ВК ИЕ ЕНИ Марков 6, 
由 Колмогоров - Chapman 方程 可 以 得 到 Колмогоров 
微分 方程 ( Kolmogorov differential oquations ) 


4 
800 „уо, (7) 
和 
@ 
800 Q Yapa), (8) 


带 有 和 初始 条 件 p, (0) = о, 其 中 ó, 是 Kronecker 
符号 . 在 某 些 附加 假定 之 下 ，{7) 和 (8) 对 可 数 Мар. 
ков 链 也 成 并 . 

如 果 连 续 时 间 Mapxoa 链 具 有 平稳 分 布 ( stationary 
distribution )P { 200) = i) = p,( B! (r) 的 分 布 不 依赖 
于 时 间 r) , 则 { p) 满足 线性 方程 组 

| (9) 


En=1, 
Ура, =0, j= 1,2,. 

Марков 链 已 经 被 广泛 地 用 来 解决 各 种 应 用 问题 . 
俩 如 ， 在 排队 论 ( queueing theory ) 中 ， 为 了 计算 一 个 
ЯКЫ М|М|п 系统 (名 在 一 系统 中 包含 п 条 线路 ， 
颇 容 的 到 来 是 一 Posson 流 ， 服 务 时 间 服 从 指数 分 
布 ) 中 全线 数 的 分 布 ， 就 使 用 具有 状态 0,… ,nm 和 下 述 
转移 概率 密度 的 有 限 Марков Е: 
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Qa A ng Tip] Sign; 
q = (Atin 0 <і<п;д,, = —пи; 
9=0, lH-j|>1, 


{其 中 4 是 顾客 到 来 的 Poisson ВЕ, дт 是 平均 
服务 时 间 ) ， 在 这 种 情形 下 ， 可 以 用 (9) 来 确定 忙 线 
数 的 平稳 分 布 : 


>T ， 
Ze гъ 
P. = 0,і> п, 


称 之 为 Krang 分 布 《 Erlang distribution) 

亦 见 广义 Марков #& (Markov chain , generalized ), 
常 返 Марков 链 (Markoy chain , recurrent ), 骸 收 状态 
( absorbing state ), ВЕ ФЛ 49 ВЕ (siochastic matrix), 带 禁 
止 的 转移 【transition with prohibitions ). 
参考 文献 

[1] Марков, A. А., Изв. Петерб. АНУ (6), 1 
(1907). з,9- #0. 

[2] Doob , 3. L., Stochastic proasses , Wiley , 1953. 

[3] Chung. K. 1.., Markov chains wth stationary transition 
probabilitiss , Springer, 1967 . 

[4] Feler，W ., An introduction to probability theory and its 
applications , 1—2, Ку, ，1957 一 1971 (中 译本 : W 
ЖЮ, МАРАН). 8—4. FP, ЗАЛЫК 
0, 1964, 1979) В.А. Севастьянов 所 

[ 补 注 】 
参考 文献 
[AH] Frmeedman . D., Markov chains ，Holden- Day , 1975 
[А3] losifescu , М., Finite Markoy processes ий беш 
applications , Wiley , 1080. 
[АЗ] Kemeny , J. G. and Snel , J. L., 
chains ‚у. Nostrand , 1960 
[A4] Kemeny, 1. С., Snell, J. L.and Knapp , А.№., 
Denumermable Markov chains , Springer , 1976 
ГАЗ] Rewz, D., Markov chains , North - Holland , 1975 
[А6] Романовский, B , И., Дискрстиыс цепи Маркова, 
Гостехиздат, 1949 ( ЖЖЖ: Romanovsky, У. 1. 
Discrete Markov chains , Wolters - Noordhoff , 1970). 
[А7] Seneta , Е., Non- negative matrices and Markov 
chans , Springer , 1981 刘 秀 芳 译 


Finite Markov 


Марков 链 的 正 状态 类 [Markoy dain , clas of positive 
states of а; Марков цепн положительный класс 
состояний | 
具有 状态 空间 3 的 齐 次 Марков Е (Markov ch- 
gm) 5(1) 的 状态 集 K ， 使 得 上 (!) 的 转移 概率 
р)=Р{$()=0Ц0)=} 
满足 


sup py (1) >0, У, ЕК, 


pilt)=0, ЕК Е5\ К, 0, Н 


Er. < оо, Vie K, 


其 中 re 是 状态 工 的 返回 时 间 : 对 离散 时 间 Марков 
链 ， 
rz, =minlt>0:¿(t) =i|2(0)= i); 


对 连续 时 间 Марков 链 ， 
ло inf{t> 0:600) = (0) =,2(0+ ) #i}. 


当 Er «юн, ЖОК ОЗДЫ. 
在 网 一 个 正 类 K 中 的 状态 有 许多 共同 的 性 质 . 例 
如 ， 在 离散 时 间 情形 下 ， 对 任意 i,jeK ,极限 关 系 
Im ри) 8 >0 


жу; 如 果 
а = maddi [r W EB) = 1) 


是 状态 ;的 周期 ， 则 对 于 任意 ¿je Ka = 4, ЖЕЙ 
а 为 类 K WB; 对 于 任意 ie 到 ， 极 限 关系 
lm pn(td) = dp >0 


ЖУ. 全体 状 态 组 式 周 期 为 1 的 单一 正 类 的 离散 时 
B] Марков 链 可 以 作为 追 历 Марков $ ( Markov ch- 
ain ，ergodic) 的 一 个 例子 . 
参考 文献 

(11 Chmg, К. L., Майр» chains with stationary transition 

probabilitis , Springer , 1967. 
[2] Doob, J. L ., Stochastic processes , Wiley 1953. 
А.М.Зубков Ж 

СОР ЖЕЙ, Марков 链 的 零 状态 类 (Markov chain, 
class of zero states of a) 的 补充 参考 文献 ， ЛУ ж 


Марков 8 85) SP +£ 2: 26 Мажот chain , class of zero 
states of а; Маркова цепи нулевой класс состояний] 

具有 状态 空间 5 的 齐 次 Марков Е (Markov ch- 
аш) &(т) 的 状态 集 K ， 使 得 对 任意 i, je K, 


Р (3:>0:2(t)=Jl6(0)=i)= 1; 
对 任意 ieK,IeS A K,t>0 , 

p (t) =Р{0)= 1200) =i} =0, 
并 县 对 任意 ie K, 


" ， (*) 
Ж та 是 状态 i 的 返回 时 间 : 对 离散 时 间 Марков 


в, 
t= min{t> 0:600) = ЦЕ(0)= 6); 


对 连续 时 间 Марков 链 、 
тош 0: (0) 11600) = #, 200+) #8). 


如 同 正 状态 类 (在 正 类 的 定义 中 (*) ШЕ: < 办 
е) 的 情形 一 样 ， 肩 于 同一 个 零 类 的 状态 有 许多 共 
同 的 性 质 . 例如 ， 对 霍 类 天 中 的 任意 状态 1,j。 


Hm p.(t) = 0 


全 体 状态 组 成 单一 零 类 的 Марков 链 的 例子 ， 是 整数 
集 上 的 对 称 随机 游 动 : 


600) =0, 800) = t+) ,t= 1,2,5, 
Ж 1(1),1(2), 77, ДЗВЕ, 
Рт =1)=Р() = -1} 5172,02. 


参考 交 献 
[1] Chung, К.1.., Markov chains with stationary transition 
probabilitics, Springer, 1967. А.М ‚Зубков Ж 
【 补 注 】 亦 见 Марков 链 的 正 状态 类 ( Markov chain, 
class of positive states of a). 
参考 文献 
(А1 ] Feller, W ., An introduction to probability Шешу and 
its applications, 1—2, Wiley ‚ 1957 — 1971 ( 中 详 本 ; 
W. 93). ЖЮН. Ж. ТИ. Бр 
出 版 社 ，1964 ,1979) 
[А2 ] Freedman, D ., Markov chains, Hokien - Рау, 1975 
[А3] losifscu ，M .，Finite Мажоу processes and their 
applieations ，Wiley , 1980 
[A4] Kemeny , J. G. and Snel ，J. L.., Finte Markov 
chains, v. Nostrand , 1960 
[А5] Kemeny, J. G., Snell, J.L. and Knapp, À. W., 
Denumerable Markov chains , Springer , 1976. 
[A6] емш, D.., Markov chains, North - Holland , 1975. 
[A7] Романжокий, В. И., Дискретные цепи Маркова, 
Гостекиздат, 1949 【 英 详 本 : Romanowky, V. I., 
Discrete Markov chains , Wolters - Noordhoff , 1970}. 
[A8] Seneta, E., Non-negative matrios and Markov 
chains Springer , 1981. 刘 秀 芳 # 


可 分 解 Марко 链 [Markoy chan ，decomposable ; 
Маркова цепь разложимая ] 

转移 概率 【 trarsition probabilities ) p, (t) 具有 以 下 
性 质 的 Марков 链 (Markoy chain ) : 存在 状态 让 二， 使 
得 对 一 切 t 之 0, 有 p (t) = 0. 对 离散 时 间 Марков 
链 ， 可 分 解 性 等 价 于 它 的 转移 概率 矩阵 P = р, ВОТ 
分 解 性 ;而 对 于 连续 时 间 Марков 链 ， 可 分 解 性 则 等 
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价 于 它 的 转 欧 概率 密度 秆 隆 0= (а (a; = py (t) / 
а...) 的 可 分 解 性 .可 分 解 Марков 链 的 状态 空间 
由 非 本 质 状态 或 多 于 一 个 的 互通 状态 类 组 成 (W. 
Марков 链 (Markov chan). В. А. Севастьянов {# 


UE] 
参考 文献 
[AL] Edler, W ., An introduction to probability theory and 
its applications ,1 一 2, Wiley , 1957 — 1971 (中 详 本 : М. 
Юю, ВИРА. 8-3 E. ТӘ. ЖЕНИШ 
3k. 11964.1979). 
[A2] Freedman , D ., Мажоу chains ，Holden - Day , 1975 , 
[АЗ] Josifesa ，M .，Finite Мажоу processes and their 
applications , Wiley , 1980. 
[A4] Kemeny , }. G. and бое, J. L., Finite Markov 
chains . v. Nostrand , 1960 ， 
[A5] Kemeny. J. G., Snell, J, 1,. and Knapp . A. W., 
Denumerable Matkov chains , Springer , 1976 . 
[А6] Revuz, D ., Matkov chains, North - Holland , 1975. 
[АТ | Романовский, В, И, Дискретные цепи Маркова, 
Гостехиздат, 1949 {(Ж1&Ж: Romanovsky。 У. 1., 
Disarete Markov chains , Wolters - Noordhoff , 1970). 
[A8] Seneta ，E.， Моп - negatie matrios алі Markov 
chains , Springer , 1981 刘 秀 芳 译 


遍历 Марков 链 [ Markov chan , ergodic ; Маркова 
цепь эргодкческая ] 

具有 下 述 性 质 的 齐 次 Марков 链 (Markov chain ) 
СОВЕ (与 i 无 关 ) Юж 


B= р), Ph- 1, (1) 


K+ 
p (t) =P (2(ry=J|S(0) =i) 
是 转移 概率 ( transition Probabilities ). 链 ¿( r) 的 状态 空 
间 上 的 分 布 { p.) 称 为 平 允 分 布 (statonary бышы 
боп): 如 果 PTE(9) = 及 一 四 V j, 则 对 一 切 j 
Ж г>0 Ж P (¿(() =) = p. Марко 链 的 一 个 基 
本 性 质 
Р{Е(0) =) = ЎР{0) = i)p, (t), 


使 得 我 们 可 以 不 通过 计算 (1 ) 中 的 极限 即 可 求 得 { p.). 

设 

t= min (0211600) = 1400) =;) 
( 对 离散 时 间 Марков БЕ) 是 首次 返回 状态 j 的 时 刻 ， 
则 
Ет„= рү. 

对 连续 时 间 Марков 链 ， 类 似 的 【更 复杂 的 ) 关系 式 
成 立 - 
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遍历 Марков 链 的 轨道 精忠 遍 历 定理 如果 
гое) Ж т) 的 状态 空间 上 的 函数 ， 则 在 离散 
时 亲情 形 下 ， 
ИГЕРЕ: 
ПЕНЕН АННИ. ОК Аа ВАЯВ. ЮЖ 
存在 p < 1 和 С.о, ВЕН jr, 有 


Ip.G)- p| S< C; p, (2) 
Л) Марков #}% Л] Җ ДУ] ( geometrically стрр- 


ас). 2807 Марков 链 其 有 几何 过 历 性 的 -个 充分 
条 件 是 Decbln 条 件 ( Doeblin condition) ( 例如 ， 见 
ГОЈ) 对 离散 时 间 【 罕 限 或 可 数 Марков 链 ， 这 个 条 
件 可 以 侨 述 为 : 存在 n < оо 和 状态 上 使 得 абр, (n) 
=5>0 .如 果 Doeblin 条 件 满足 ， 则 对 (2) 中 的 党 
数 ， 关 系 式 sup, C, = C < oo ДУ. 

对 十 可 赦 离 散 时 间 Марков 链 前 几何 遍历 性 ， 一 
个 必要 和 充分 条 件 { 见 [3]) ШТ: Е ЛО) а < 1 
和 有 限 状态 集 ,使 得 


E{f(E(INDIE(0) #4} 9500). ié B, 
тихЕ{/(&(1))1(0)=#} < ©. 


参考 文献 
[1] Doob, J, L ., Stochastic processes . Wiley , 1953 
[2] Chung, К. L., Markov chains with stationary transition 
probabilitiss , Springer , 1967 
13: Поке, Н. H., & Дош. АН СССР ». 334 ( 1977), 2. 
316 - 319. А. М.Зубков JE 
[ 补 注 】 
参考 文献 
[At] Fmedman. D., Markov chains Hoiden + ву, 1975 
ГА2] losifsou , M., Finite Markov prooesss шй their 
applications , Wiley , 1980. 
[АЗ] Kemeny , J.G. and Sel , J. L., 
chains , у. Nostrund , 190). 
[A4] Kemeny, J, б., Snell, J, L, and Ктарр, À. W., 
Denumerable Markov chains , Springer , 1976 , 
[АЗ] Remz, D ., Markov chains, North -Holland , 1975. 
[A6] Романовский, В. И., Дискретные цепи Маркова, 
Гостехиздат, 1949 ( 英 译 本 : Romanowky, V. I., 
Diserete Маку chains , Wohers - Noordboff , (970), 
[A7] Seneta , E., Non- negative matnoss and Мажоу 
chains , Springer , 1981. 刘 秀 芳 泽 
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广义 Марков #Ë | Markov chan ，generalized ; Маркова 
цепь сложная] 

具 和 有 以 下 性 质 的 随机 变量 序列 Z. ; 

ПАА &, 的 值 的 梨 合 是 有 限 或 可 数 集 ; 

2) 对 任意 n 和 任意 Косу, 


„= =.” ы} 
=Р{ =, аар (*) 


满足 (+ ) 的 广义 Марков 链 称 为 s 广义 的 (s-genera- 
Ежа). ЖЖ s= 1, (ж) 就 是 通常 的 Марков 性 质 
( Markov property). s 广义 Марков 链 可 以 归结 为 通 
Ж Марков 链 . 考虑 随机 变量 序列 и, НН 
та 


Эб оба 


Сб, бно 6) 


的 值 一 一 对 应 ， 则 序列 ?形成 一 个 通常 的 Марков SE 
( Maikov а) . 
参考 文献 
11) Doob , J. L ., Stochastic proosses , Wiley , 1953 
В.П.Чистяков { 
【 补 注 ] 
参考 文献 
ГА] Freedman, D ., Markov chains, Носа - Day 1975 
[A2| Kemeny, J. G. апі Sndl. J. L , ，Finite Markov 
chaim , v. Nostrand , 1960 
ГАЗ] Rewz, D. ., Markov chains , North - Holland , 1975 
[A4] Романовский, В, И., Дискретные цепи Маркова. 
Гостехиздат, 1949{Ж#Ж: Romanowky. V. I., 
Disaete Markov chains , Wolters - Noordhoff , 1970). 
[AS] Scneta , E., 
chairs , Springer , 1981. 
[Аб] Blanc - Lapiere , А. and Бопе, R., Theory of 
random functions, 1 ~ 2, Gondon & Breach ，1965 一 
1968( 评 自 法 文 ) 、 


[译注 ] 广义 Mapxos БЕЛЕЕ Марков 链 (multipk 
Markov cham ). 


参考 文献 
[BI] 王 梓 坤 ， 葡 机 过 程 治 ， 科 学 出 版 社 , 1965. 刘 秀 芳 译 


Моп - negative таќпаз апа Markov 


ЖӨ Марков 链 [Markoy chain , non- tecomposable; 
Маркова цепь неразложнмая ] 
转移 概率 p(t) 具有 以 下 性 质 的 Марков 链 
(Markov chain): 对 任意 状态 和 j ,存在 时 刻 c, 
使 得 p(t,) >0. 离散 时 间 Марков 链 的 不 可 分 解 性 
ЗРЕНИЕ Р = р 的 不 可 分 解 性 ; 而 
连续 时 间 Mapxos 链 的 不 可 分 解 性 则 等 价 于 它 的 窗 
ЖШ Q = 14,164, =4р,(1)/4г |, „,) 的 不 可 分 解 性 . 
不 可 分 解 Mapxoa 链 的 状态 空间 出 单一 互通 状态 类 
组 成 (9, Марков 链 (Markov cha )). 
В. А. Севастьянов jË 
{1+ }Е1 ЯК М, Марков Фё ( Markov chain уйн} 51] 
Марков $£ ( Markov chain . decomposable) 的 参考 文 
Ж. 刘 秀 若 详 
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周期 Марков 链 [ Манот chain. periodic : Маркова 
цепь , периодическая ] 

不 可 分 解 齐 次 Марков 链 ( Markov chain) ¿ (n) 
人 =1.2.…)， 它 的 每 一 个 状态 让 其 有 大 于 工 的 导 
Bj, HHB 


арса {т:Р{@(п})= i 4(0)=}>фр>1 


在 不 可 分 解 Maproa 链 ( Markov chain ,aon -decomp - 
osable ) 中 ， 所 有 状 坊 具有 网 样 的 同期， 如果 4 — 1. 则 
Ж Марков 链 为 非 同期 的 {aperiodic) 

` В. П. Чистяков {Ж 
(+МЁ] 0, Марков #& ( Markov chain) 各 不 可 分 解 
Марков 链 ( Markov cham, non-decomposable) 9 4 
СЕЧА Яй» W 


常 返 Марков 链 [Markoy chain . гесштепі ; Маркова 
цепь возвратная ] 

一 种 Марков 链 ( Markov chain) ， 它 的 始 守 任 伞 
状态 上 (0) =i BROOM 200). ИШӘ 1 返回 到 这 个 
状态 . 用 转移 概率 (transition probabilities) p, (t) 的 术 
语 ， 离 散 时 间 Марков 链 的 常 返 性 等 价 于 对 任意 状态 
1 9 

Мо) 
发 散 . 在 常 返 Марков bk rh, ЈК 20000 <1 < 0). 
200) =, ИЖА ПКЕ г. ЖЕШ 
Маркон ir ira hka. НАКЕ ВАР 
个 党 返 类 . ЕТГАН ТИТАК Л БАС ЛЬН al 
是 党 返 Марков Ф600 Г. ТЕП ЕРЕН ар. 
质点 出 而 发 ， 以 概率 各 112 移动 到 x 土 1， 在 半 
面 .上 的 对 称 洲 动 中 ， 质 点 由 (x,p) 以 概率 各 174 移动 
刘 四 个 点 (х ®1,у), (x,y 土 1) 之 一 . 在 这 些 例子 中 ， 
从 任意 点 开始 游 动 的 质点 ， 以 梳 率 1 返回 于 该 点 .三 
维 空间 整数 烙 点 上 的 对 称 游 动 ， 当 从 (x, y, 2) Блу 
(x+ l1,y,z), (х,у #1,с), (х,у: #1) 之 - -的 转 
BWA 1/6 加 ， 不 是 常 返 的 ,在 这 - 情形 下 ， 
质点 返 辐 到 它 的 初始 位 置 的 概率 人 约 钙 035， 
参考 文献 
[1] haller ，W ., An introduction to probability theory and 
б applicatiors , 1-2. Wiky .1966 (ЕЖ: W. 0 
8. ЖЕЙИН. 88 -% 1. ТЮ. Не 
+ 1964. 1979) B. А, Севасльянов jg 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[АР] Freman, T2., Markov chains, Holden - ау, 1975 
ГА2] еби, М. 
applications . Wiky , 1980 
[АЗ] Kemeny . J G and лей. J. L., Гийе Markov 
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шше, v. Nostrand , 1900 

[А41 Kemeny. J. G.., Snell, J. 1. алі Кпарр. A. W., 
DDenurnerable Markov фале. Springer , 1976 

ГАЗ] Revuz, D.. Markov chains , North- Holand , 1975 

| Аё] Романовский, В, И., Дискретные цепи Маркова, 
Гостехизлат, 1949 ( ЖЖ: Romanowky. V 1. 
Dacrete Markov chams , Woltes - Noordhoff . 1970). 

[А7] Senqa , Н, Non- scgative natiics and Markov 
саты, Springer , 1981 

{ A8] Spitzer У... Principles of rundom walk , у. Nostrand , 


198 . 刘 秀 芳 详 


Марков 准则 [Markov criterion ; Маркова критерий], 
最 佳 积分 通过 的 

在 其 些 情形 下 能 使 人 们 有 效 地 给 出 函数 了 的 最 住 
积分 道 近 多 项 式 及 其 误差 的 一 个 定时 ЄН A.A. 
Марков 于 18% 年 建立 的 ( WO [1]. Ф{ф,(х)} 
(k=1. 2, п) 为 区 间 [a b] 土 的 组 线性 无 关 的 
ЖАД, НОУ р ЖЕ (аЬ) 

<x, Б. ИШЕ 
ь 


fo)seny (x)dx=0, k=1, en 


如 果 多 项 式 


Р, БУ cla (x) 
使 得 /一 PP" 在 日 仅 在 点 x，,… .xXx, ФУ, DJ p. ht 
了 的 最 性 下 分 禹 近 多 项 式 . H 


if О), она Сах 


сое ооа = русти од, 


对 [0,r] F 6 830 8 (1, сов х, ` созлх р, пр 
取 为 coos (n+1)x; 对 国 数组 {sinx,… ,sinnx}(0< x 
& я), у 可取 为 sin (n+1) x; 对 国 数组 1 х, 
х"}(—1< х1), BR p(x)=sin((n-+2yarccosx).. 
参考 文献 

[1] Марков, А. А.. Избр. труды, М.-Л., 148. 

{2] Ахясзер, Н.И. , Лекция по теории апроксимацин, 
2нзд., M.. 1965 ( 中 详 本 : Н.И. ВЯ. ЮЖ 
ШЕ, FREE Ri, 1957) 

[3] Дзугавет, И. К., Введение в тсорию прибаижения 
функций, JUL. 1977 

Н.П Корийчук, В П. Могорный 所 
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参考 文献 


TAI] Cheney Е.М. Intiocuction to approvimation tbco- 
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у, Chelsea ‚тюрли _ 1982 
[A2] Мег, М. W., Approximationstheorie . Akad 
Veilagsgeselischaft . 1978 
ГАЗ] Ree ， 
Aidion - Wesley , 196%. 


ЈГ... The approximatior of functions , L, 
НЕ mi P 


Марков 形式 [ Макау form; Маркова форма] 
Марков 常数 „(/)<3 的 不 定 二 元 二 次 型 【bin- 
агу quadratic form)j = f(x, у), И, Марков 谱 问题 
{Markov spectrum problem ). 
А. В, Малышев {% КЕЛЗЕ ë Жм 校 


Марков 8 数 Ж [Markov fonction system ; Маркова 
сисгема функций] 

定义 在 有 限 区 问 上 的 一 组 线性 兆 关 的 实 值 连续 函 
а, (х). (п о), ВЯ А 
М к<и. 8% ф(х), 7. p (x) 形成 区 间 (а, В) 
L) Чебышев 系 (Chebyshev system ) 

Марков 函数 系 的 例子 有 : 
2с, ЕВИ Та, Бр E; 

b) 1, cosx, çox, [0 лр E; 

с) sinx, sin2x, Ж [0.z] Р. 
参考 文献 


11] Axaeaep ,11. И., Лекцик по теории аппроксимации, 


а). х.х 


2 юд.. М., 1965 .( 中 译本 Н.И ЕЖЕЛ. Ж 
这 论 讲 义 、 RAE. 1957) 
Н. П. Корнейчук, В, П. Моторпый {# 
ОК 
参考 文献 


[АГ] Cheney, В. №., Introduction to approximation theo- 
ry, Ска . ртм, 1982. 

[А2] Кайл , S.J and Studden ‚ W .J., Tschebycheif sys- 
тепв : with apphations m analysis and statistics . 
Wiley , 1966 

[A3] Shapuo Н. 5.. Topis іл approximahon theory 、 
Springer, 1971. 

РАФ] Singer . 1. М.. Вей approximation in normed linear 
spaces by elements of linear subspaces . Springer 
1970 ЕСЖ. Жа Ж 


Марков 不 等 式 [ Манот inequality; Маркова вераве - 
HCTB0 ]， 关 于 代 教 多 项 式 的 导数 的 
借用 多 项 式 自身 的 -. 致 学 来 估计 蛙 数 的 一 致 湛 的 
TAS. 9 Р, (Xx) 为 次 数 不 超 过 nm 的 一 个 代数 
多 项 式 ， 并 令 
M= mx }Р„(х)|. 


那么 对 任何 хе[а, b] 有 
ТАБЕ ө) 


不 等 式 (*) 是 А. А. Марков 于 1889 年 获得 的 ( 见 
[1]). Марков 不 等 式 是 精确 的 . 其 实 ， 若 a= 一 1， 
b=1,P,(x)=co{fnaccox}, Ж M = 1, Р, (1) 
=n?， 因 而 不 等 式 (*) 成 为 等 式 . 

НЕЕ z Йй (rS п) 导数 ，Mapron 不 等 式 蕴含 
ey nt) ах. 
#з{ г ®2 CREMA Т. 关于 PPD (x) 的 一 个 
精确 不 等 式 是 由 В. А. Марков ([2]) 得 到 的 ; 
М2"? (02 — 12) (n! — (r —1)2) 

(2 ау (2 = 01 И 


Р(х) 


ІРО) <: 


asx<b 
参考 文献 

[1] Марков, А. А., Избр, Труды, М.-Л., 1948 

[2] Markoff, W. А. [Ү. А. Макоу], ЇЛхт dis Funk - 
tionen , Фе in олет pegebenen Intervall moglichst werig 
von Null abweichen ， Man. Ат., 77 (1916). 
213 - 258 

13] Натансон, И. П., Конструктивная теория функций, 
М.-Л., 1949{ ЖА : Natanson , 1. Р., Construe - 


tive thcory of functions 1 ~ 2, Е. Ungar. 1964 一 
1965) Н П. Корнейчук. В. П Моторный 提 


[ 补 注 ] 
参考 文献 
ГАЦ Cheney, В. W.. Introduction to approximation the- 
огу, Сека, reprint ,1982 
[A21 Ошћа, R. J. and Schasffer, А. С., A refinement 
of ап inequality of the brother МайоТ, Trans. 
Ате. Маин. Soc., 50 (1941), 517 — 58. 
[АЗ] Schinhage , A ., Appraximationstheorie ,de Gruyter , 
1971. жеп 译 Ий Ж 


Марков 时 | Markov moment 或 Markov time; Марков - 
ский момент} 

概率 论 中 常用 的 概念 ， 用 来 表示 与 “将 来 ”无 次 
的 随机 变量 . 确切 地 说 ， 设 (Q ,7) ж-т 
(measurable space), R УФ EBR T c 域 族 (у) 
(tsT)j( 在 连续 时 间 情 形 下 T= [0,<]， 在 离散 时 
BEET T=10..-). ETUI +оо у RGB 
机 变量 ( random varabk) z = zr (0) 称 为 关于 (и) 
(re) 的 Марков 时 ( Markov moment 或 Markov 
time )， 如 果 对 一 切 (ет, 事件 {1(w) S t] ЩТ у. 
在 离散 时 间 情 形 下 , 这 等 价 于 对 任何 #E{0,1,…}， 
Ж {т(ю)=п)} 属于 ж. 

# 1) 设 X{t)(1eT) 是 ( Q, ) 上 给 定 的 实 值 右 
连续 随机 过 程 ， 令 ¿= ío: Х(›),з < r). 则 随机 变 
B: 

r(o)=mf[r 20:X(t)e B) 
# 
оо) = mfír>0:X(r)e By, 


ШР Borel 集 В 的 时 间 (前 者 从 0 6741832, И 
是 0 时 刻 以 后 )， 都 是 Марков 时 (在 {，} = Фй 
情形 下 ， 约 定 infQ =). 

2) арг), 1 之 0 是 标准 Wiener FE ( Wiener 
precess ) MUJ Марков [时 


r=inflí20:w(t)2ala>0, 


ЯА ЕЛ 


чаи 


P(N)= 


a 
F z ° 
Moh Р{т<ю}р=1!,{Н Er= о. 
3) 随 机 变量 
y=inf[r>0:X(s)eB.s>1), 


ШЕ и 已, 永远 保持 在 B 中 的 起 始 时 刻 ， 就 是 一 
А6 Марков 时 【 依 囊 于 “将 来 ”的 随机 变量 ) 的 例 
+. 
用 Марков БАЖ 8, ПГ Йй Марков 过 程 
( Markov process) 的 强 Марков 性 质 《Markov prop- 
епу). Марков 时 和 停 叶 (stopping times) (RD # В 
Марков 时 ) ТЕШЕ А9 — Т #:1F P St 2 Т 
( sequential analyss ) 中 起 着 重要 的 作用 - 
参考 文献 
11] Гихман, И, И., Скороход, А. В., Теория слу- 
199 (中 译本 : И.И 
ААГ. 19%). 
A. H. Ширяез 所 


чайных процессов, 2, М 


基 赫 虽 ， 随 机 过 程 论 ， 科 学 


[ 补 注 】 
参考 文献 
ГАІ) Blumenthal , К. М. and Getoer , R. K., Markov 
розы and potential theory . Асай. Press , 1968 
1A2]Doob, Т 1... Classical potential theory and its pm- 
babihstic counterpart , Springer ,1984 
[АЗ] Дынкин, E. Б., Mapxoacxae процессы, М.. 
193 ( ЖЖ Ж: Dynkin , Е. В., Markov processcs .| 、 
Chapt . 3 Springer. 1965, 504. 5.26). 
ГАА] 英 译 本 : Wentzel ‚ A. D... А courx wm the theory 
оГ stochastic processes , MeGraw -Hill . 1981 
[А5] Breman, L... Probability, Addison - Weley , 1968 


【译注 ] 

参考 文献 

[в!] 严 加 安 ， 鞭 与 随机 积分 引 论 ， 工 海 科学 技术 出 版 守 ， 
1081. пет FE 


Марков 过 程 [ Markov process ; Марковский процесс], 
无 后 效 过 程 { process without after -effects ) 

r 过 程 的 值 已 确定 的 条 件 下 ， 它 在 (DL MM ЛЕЙ 
下 i 以 前 的 历史 《 简 震 之 : 已 知 “ 现 在 "、 过 程 的 “将 


MARKOV PROCESS 61 


来 ”和 “过 去 ”彼此 独 并 ) 

Марков 过 程 的 定义 性 质 通常 称 为 Марков 性 质 
(Markov ргорепу). 首先 出 A.A. Марков ([] ]) Ж 
Ж. 可 是 ,在 上 .Bachelier 的 著作 { [2]) 中 ， 已 经 
以 找到 作为 Mapxoa МЕТЕ Browm 运动 (Brownian 
motion) 的 尝试 ， 这 种 尝试 后 来 在 N .Wiener ( 1923) 的 
研究 中 被 证 明 是 正确 的 ， 连 续 时 间 Марков 过 程 的 一 
般 理 论 的 基础 是 四 А.Н. Колмогоров 建立 的 、 

Марков 性 质 ( Markov property ) ЛАРА Р 
同 的 Марков 过 程 的 定义 . 较 广泛 使 用 的 一 种 是 : 在 
概率 空间 ( probability space )( Q, F, P) Б. БЗ 
了 一 个 在 可 测 空 间 ( measurable space)( E, 8) ЦН 
的 随机 过 程 X(t){te 了 )， 其 中 T Eka R 的 子 集 . 用 
МОНЕ МӨ ЖЛЕ Q РЫА X(s)(s < (5 2 t) 
H seT) 生成 的 go 代 数 . йал. N.GH Eh, №) 
Жай ШЇ £ ( 从 时 间 r 于 始 ) 过 程 的 演化 相 联 系 的 
事件 类 . 如 果 对 -一切 LE T,AlEN,, AT SN, Марков 
性 项 ( Markov property) 


PTAIA:TXL 有 一 PANELDTPLAzXCO (1) 


( 几乎 必然 】 成 立 ， 或 者 等 价 地 、 攻 对 一 轨 IE 了 和 
ле, 


P A.N) РАХ) о) 


( 几乎 必然 成 立 , 则 称 Х(:) 28 Марков 过 程 У 
是 自然 数 集 的 子 集 时 ，Mapkoa 过 程 称 为 Марков 链 
(Мажоу chain ){ 可 是 ， 后 -术语 更 常用 在 5 为 至 多 
可 数 的 铺展 ). 若 了 是 R 中 的 区 问 只 E 直至 多 可 数 
的 ， 则 该 MapxoB 过 程 称 为 连续 时 间 Марков 链 (con- 
tinuous -time Markov chain)” JEE] aJ Марков 过 程 
的 例子 有 扩散 过 程 (diffusion process ) 和 独立 增 量 随 机 
过 程 ( stochastic process with independent increments ) , 
包括 Рокот 过 程 ( Робзоп process) 和 Wier 过 程 
{ Wicncr process ) 

为 戎 确 起 见 ， 以 后 的 讨论 中 只 涉及 T=[0,co) 的 
情形 .公式 (让 和 (2) 对 于 “过 去 ”和 “将 米 ” 的 
事件 的 独立 性 原则 ( 当 “ 现 在 ”已 知 时 ) 给 出 了 清楚 
的 解释 ， 但 是 在 许多 情形 下 ， 当 我 们 不 得 不 考虑 不 只 
一 个 市 是 一 禾 相 应 于 不 向 的 但 在 柴 种 意义 下 相 容 的 济 
H P 的 形 如 (1) 或 (2) 的 条 件 时 ， 上 述 Марков 过 
程 的 定义 就 显得 不 移 方 揭 了 ， 基 寺 这 种 理由 ， 有 导致 如 
к (грр. 

车 给 定 : 

a) 可 测 空间 (g, 2). 其中 s 代数 了 包含 所 有 E 
中 的 单 点 集 ; 

b) 可 济 空 间 (О, Р), 装备 着 а {ОЖ РСР 
(0<s<r<e). 使 得 如 果 [s,f] fu, M Fi < 
F; 
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с) гЕ[0, с) Bio e[0.r],— T H (О.Р уйй 
СЫ, 2) FJ WJ B|BR f ( measurable mapping) 定义 的 站 
(UM) x = x (o); 

4) 对 每 个 s20 Ж хе, 一 个 在 a 代数 РА 
的 概率 测度 { probability measuic JP,.， 使 得 如 果 s 
E[0,t] Н Вел, ДЕЖ P (s. ，;1,B)=P,.. 
(ceB1 关于 # mM. 

如 打 对 任意 0 <s <í Ж AEN:P, 几乎 必然 有 


Р АГЕР {Дд}, (3) 


Ш 5641 入 (1) = (x. Е.Р.) (Е, 2) 上 给 
定 的 【不 中 断 ) Марков 过 稳 ( (non - terminating) Mar- 
Коу рюсев). Ж} Q ЕЖ У, (Е, о) 是 机 
бар Se DE HL P(5, x; f. В) 是 X (O 003 
ЖИЙ ( transition function) 或 转移 概率 ， 妇 果 E 被 赋 
Thi H. + kË E Р Borel 集 类 ， 则 通常 称 Марков 
过 程 是 在 Е 上 给 定 的 ， 在 Марков 过 程 的 定义 中 党 
ЖЖ P(s.xisa x] = 1, 这 时 P. (A) (ЛЕР) 就 
ШШ ЛЕЯ x = x Z F A 的 概率 . 

ТИЙЕШ. ЖЕТГЕН] (E. wy) 上 给 定 的 每 

个 Марков В С P(s,x;t.B). пени 

Марков ЫННАН? п. QUE Е Ma 
H ¿jt ЕРИ Borel ЖЖ, межа 定 
的 . 此 外 - 设 E 是 完全 距离 空 同 ， 卫 对 作 意 > 0 ,有 


hma,(h)=0, 


其 中 
а. (А) 一 SUD P(s.x:t V (x)ixeE,0<i-s<h. 


而 V. (x) 是 x 的 8 邻 域 的 补 集 ， 则 胡 应 的 Mapxce 
过 程 还 可 取 成 是 右 连 续 且 具有 左 极限 的 ( 即 其 轨道 可 
笑 如 此 选取 ) . 连续 Марков 过 程 的 存在 性 则 出 条 作 
а (А) ол) (А 10) PIE (М, [9], [11]) 

在 Марков 过 程 理 论 中 基 引 人 注 巨 的 大 时 问 齐 次 的 
过 程 ,其 相应 前 定 久 可 以 由 &) 一 d) 纵 出 ， 不 同 的 是 参 
ЖА и ДИЕТИ О. 盐 至 记号 也 下 以 简化 为 : 

Р.=Р,,,Р,= Е, Pt,x,B)= Р(О,хуг,В), 

XsE,i 0,BEw, 


接着 ， 还 要 假定 人 2 芍 齐 次 性 ， 即 要 求 对 任意 的 weQ 
和 s20, ff fE oe Q. fE x (07) = х. (о) 
(r>). э. 在 Q фе ИЕЫ (xs єВ (50. 
BE 2) Вл т (QO МЖЖ Т BES Т 4,、 
ЖАНЫЙ. ЖЫЕН. ЛАА 
В{штх,©В| = |ш:х,,ЄВ). 


Шир s. r 20. Ве ж. 


лн Хг) U (х,,Ё,.Р,) fE (E, 多) 上 给 
定 的 (不 中 断 ) JFK Марков 33. ( (non-terminating) 
homogeneous Murkov proecsss) 、 如 果 对 хев,г>0 和 
ЛЕМ, Р, 几乎 必然 地 有 


P, (0л, Р, {АЛ}. (4) 


X(r) 的 转移 函数 到 在 Р(х. В). ДИРЯ Н, 还 
要 求 P(0,x,{x = i. 为 了 验证 (4) 是 否 成 立 ， 只 
EJE A = [ox e BY ЮА. Jih >O, 
Be о, 而且 在 14) 中 F, 总 可 以 用 c 代数 Р, 代 蔡 、 
它 等 于 FF, 相对 于 - -名 可 能 的 测度 P (хед) 的 完全 
Ф. ЖЫЯ = саж (“初始 分 布 "， 考 
ЖЕЕ Марков 函数 (x, 下 ,P,,)， 其 中 Р, 是 由 


Р: Te l (dx) 


Ф ЛЕ F. 上 的 测度 . 

B Марков 过 程 X(ty=(x,..F,,P, нй) Jy 8, 
的 ( progressively measurable ) ， 如 果 对 每 一 (> O, й 
Ë xfs,o)= х,(®) [0,1] XQ, ХЕ) 到 
(E,.2) 的 可 测 映射 ， 其 中 2, 是 [0,r] 中 Bore 子 集 的 
5 代数 . 右 连 续 Марков 过 程 总 是 循序 可 测 的 .因为 


有 一 种 方法 可 以 把 北齐 次 情形 果 结 为 亨 次 情形 ( W 111), 


ЖИТА К Марков DEF, 

强 Марков 性 质 ( strong Markov property) .假定 
在 可 测 空 间 СЕ, 2) 上 给 定 一 Марков 过 程 X(t) = 
(x, РР). Ж z О -[0. оо] Эу Марков 时 
(Markov moment) ( f WJ ( stopping time)) 如果 对 
120, {ост Е, 8 А Q.= [oz < о: 
看 作 属 于 乒 .如 果 对 - 切 f>0 Ао: St]e F. 
(通常 把 F, 解释 为 与 X(r) 直到 时 刻 с 的 演化 相 
联系 的 事件 类 ) лем, 

0.A= Шелест г}. 


Ж— ЛЧ НЕТ Марков 过 程 Х ХР Марков 
过 程 ， 如 果 对 低 意 Марков фт #1—-0 :>0,хє F 
ЛЕМ, 在 Q. 中 P. 几 平 必然 满足 下 述 关系 式 (Ж 
Марков 性 质 (strong Markov property)) 

P АЕР, {Л} (5) 


在 验证 (5) 时 , 内 需 考 虚 一切 形 如 A = (0: xs B) 
的 集合 ， 其 中 520. BE г. {ХАР ТӨР К, 0А= 
рөх, ЄВ). ВИШНЯ Е 上 的 任 一 右 连续 Feller- 
Марков 过 程 都 是 强 Марков 过 程 . 一 个 Маркев 过 
Ж») Кейт -Марков 过 程 (Feller -Markov process ) 
ШЕ БЫЛ ЕЕЕ у, 


PUCO) = 人 OnPG йу) 


с А 


nz 


. _ 


а-в чаи ЕЛП 


在 强 Марков 过 程 中 ， 还 可 以 区 别 出 各 种 子 类 
Ж. 设 在 局 部 紧 上 度量 空间 E 上 给 定 的 Марков 转移 
В  Р(1,х,В) 是 随机 连续 的 ， 即 对 登 一 点 xeE 的 
Ежен О, 有 


Ша P(í,x,U)=1 ， 


如 果 РОЛЬ ЕО АВТЕК В, 
则 P(r,x,B) 对 应 于 一 个 标准 Марков 3) ( standard 
Markev provess ) X , 即 右 连续 强 Mapxos Є, Н 1) 
уте[0, 0), = Р, Я Е = (\,,,Е,;2) ЖЕ (o): 
т<] Е, Р, ЛР іт, хх, ЖН 
тей, от, Ёт, (n21) & 3 n ЕЕ 
的 Марков 时 序列 . 

中 断 Марков 过 程 《terminating Markov processes ). 
通常 可 以 用 不 中 断 Mapxos 过 程 很 好 地 描述 一 个 物理 
系统 ， 但 只 是 在 一 个 昌 机 长 度 的 时 间 区 间 中 . 另外， 
甚至 一 个 Марков 过 程 的 简单 变换 都 可 以 导出 只 在 随 
机 区 间 上 给 定 轨道 的 过 程 ( 匈 Марков 过 程 的 泛 函 
( functional of a Markov process )). Н РЖ ЈЕ, 81 
АТВ Марков 过 程 的 概念 . 

ж Хи) = (Е.Р, Жн ( Ё, 2), 转 
移 函 数 为 P(t ,x, №) ЭНХ Марков 过 程 ， 设 存在 一 
+ e eË А C: Q 一 [0, оо), і Со) 
St s (o)= e ,否则 5, е (除非 另 有 说 明 ， 总 设 
{> 0). 对 te[0,6( 吕 )) 由 等 式 x,(6) = £, (e) 给 出 新 
的 轨道 x Co), Е, BUH Е E$ {о>} 上 的 迹 

四 元 组 Х(ї) =(x,,C F. P.) ДР хє E=EV(e J, 
称 为 出 Хе) ЖЫ (ОЮМА (АЖ. ) 的 中 断 Марков 
过 程 ЗЕШ { 称 为 中 断 Марков 过 程 的 出 头 时 ( onsor- 
ing time) 或 生存 时 (这 time) . 新 过 程 揭 相 空间 是 
(Е, е), ро z Ж 22 БЕРИР. 中断 Марков 
ЭМИШ СЕ (1,x,B) 在 集合 (20, хєк,В© 
+ Бяо. Jag (г) Вн Марков 过 程 (strong 
Markov process ) 或 标准 Марков 过 程 ( standard Mar - 
kov proeess ) ,如 果 ОНЖ ЮВ. 不 中 断背 
Марков 过 程 可 以 看 作 具 有 删 失 时 “三 中 的 中 断 
Марков 过 程 . 非 齐 次 中 断 Марков 过 程 可 以 类 似 定 
x М.Г.Шур # 

Марков 过 程 与 微分 方程 、 Brown 运动 型 的 Map- 
ков 过程 与 殷 物 型 偏向 分 方程 有 着 紧密 的 联系， 扩散 过 
虱 的 转移 密度 p(s,x,t,y) 在 某 些 附加 条 件 下 满足 向 
ЖЖП Колмогоров 方程 ( Kolmogorov equation ) , 
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=Ë кщз,х)п=0, (6) 
n 

А -+t 
+ Кл (oo (суур) = 1” (%,у)р. сту 


函数 p(s.x,t,y) 是 方程 (6)-(7) 的 Green їй 
数 ， 而 构造 扩散 过 程 的 第 一 个 著名 的 方法 就 是 基于 偏 
袜 分 方程 (6) 一 (7) 的 这 个 函数 的 存在 性 定理 . 对 时 
齐 过程 ， 算 子 L(s,x)= L(x) 与 Марков йу 
ДЯТЕЛ ЕНЕ Ж P О (ав ИРЕ 
( transition - operator semi -group )). 

fB SZ Ер ее (6) 的 边 值 
问题 的 解 . 设 E,,(，) 是 关于 测度 P,, 的 期 望 ， 则 
ЖОЕ, (ХОТ) =u,(s,x) жо ТЕ (6) А 
и {Т,х)= ф(х). 

类 似 地 ， 函 数 


+ 
и,(з,х) =Е,, Í ки ,Х(сууат 


对 < 了 满足 
ЕТЕ 
В u,(T,x)= 0 
设 + 是 过 程 X(t) 的 轨道 首次 击 中 区 域 D c R° 
的 边界 3D 的 时 刻 ， 再 令 * 人 T= minfT,7T) , 则 在 某 
些 条 件 下 ， 通 数 


—fls,x), 


алт 


маб) Е, | о, хара 
+E, ФОАТ, KC(r A T), 


满足 


ди =_ 
зу Ex) = —f, 


且 在 集合 
Г={в<Т,хєёр}\){з= Т,хер} 
上 取 什 为 8. 
对 一 般 二 阶 线性 抛物 型 方程 第 一 边 值 问题 


# +L(s,x)u + c(s,x)u = — f(s,x), l 


ul. = 9 
的 解 ， 在 ОРВА, 
дт 
и(з,х)=Е, ‚{ ее}, хуар уа, Хо) do + 
(9) 
+ ЖОЛКУ T,X(zAT)) 


可 以 用 
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的 形式 来 描述 ， 当 算 子 上 和 函数 c, /不 依赖 于 M. 
ЖЕРЕН ЛОВ КИЕ бл Ж ШЕ (9) 的 表示 式 ， 
更 清楚 地 说 ， 在 其 些 傣 定 下 ， 画 数 
и(х)=Е, | ер{{[ (хуй Сов + 
бо 
А (10) 
ЖЕ, ер (р оСх))а ерес) 


是 方程 
L(x)u-rce(x)u= (х), ul =ф (11) 


的 解 . 当 工 退化 (detb(s,x) = 0) Җ 8D 不 充分 " 平 
滑 ” 时 ， 在 个 别 点 或 整个 集合 上 边界 值 不 一 定 取 作 孙 
数 (9) 或 (10), 对 L 的 正则 边界 点 (regular boundary 
point) 的 概念 有 一 种 概率 解释 : 在 正则 点 ， 边 界 值 可 
以 用 (9), 10) 达到. 人们 也 可 以 用 (8) 和 (11) 的 
解 来 研究 相应 的 扩散 过 程 及 其 泛 函 的 性 质 ， 
也 有 不 依赖 (6) ЯП (7) 的 解 来 构造 Марков 过 程 
的 方法 ， 例 如 ， 绝 对 连续 测 谋 变 换 的 随机 微分 方程 
( stochastic differential equation ) 方法 等 ， 这 种 解 与 公式 
(9) 和 (10) 的 解 一 起 ， 给 出 了 构造 和 研究 (8) 的 边 
值 问题 的 性 质 以 及 相应 地 研究 机 圆 再 方 程 的 解 的 性 质 
的 概率 方法 . 
因为 随机 微分 方程 的 解 对 于 5(s,x)》 的 退化 不 敏 
感 ， 概 率 方法 可 以 用 来 构造 退化 的 构 圆 型 和 抛物 型 徽 
分 方程 的 解 . H.M ,KPhmaa 和 Н.Н. Боголюбов 的 平 
均 原理 对 随机 微分 方程 的 推广 ， 允 许 我 们 异 助 于 (9) 
对 椭 吏 型 和 挑 物 型 微分 方程 得 到 相应 的 结果 . 事实 表 
明 ， 在 研究 最 高 阶 导数 前 带 有 小 参数 的 这 种 类 型 方程 
的 解 的 性 质 中 出 现 的 某 些 困难 问题 ， 可 以 通过 概率 论 
证 来 解决 .甚至 (6) 的 第 二 边 值 问题 的 解 也 有 其 概率 
意义 . 对 无 界 区 域 边 值 问题 的 阐述 与 相应 的 扩散 过 程 
的 常 返 性 有 着 紧密 的 联系 . 
在 时 齐 过 程 《 即 了 与 $ 无关) 的 情形 ， 在 某 些 假 
定 和 相差 一 个 常数 因 寺 的 意义 下 ，Z 4 =0 的 正解 与 
Марков 人 备 的 分 布 的 平稳 密度 相符 ， 概 率 方法 其 至 对 解 
非 线性 抛物 型 方程 的 边 值 问 题 都 是 很 有 用 的 . 
Р. З. Хасьминский 所 
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平稳 Марков 过 程 [Markov process ,stationary ;Mapkon 
ский стацнонарный процесс] 

一 种 Марков 过 程 ( Markoy process ) , Z E 848 
随机 过 程 ( stationary stochastic process ) . УАК Марков 
转移 函数 ( transition function ) 相 联系 的 平稳 Марков 
过 程 存在 的 双 分 几 要 条 件 是 存在 -个 与 此 函数 相应 的 
平稳 初始 分 布 k(4》， 它 满足 

исар | р(.х,А)ш(4х). 
ї 


如 时 相 空间 X ИШ, И ХЕЧ а ЕН 
的 (+ 二 0，1,…}) 撑 是 连续 时 间 的 , 平稳 初始 分 布 总 存 
在 .对 离散 时 间 旦 具有 可 数 状态 集 X 的 过 程 ,平稳 分 
布 购 存在 条 件 由 А. Н. Колмогоров ([ 1 ]) 发 现 : 其 必要 
和 充分 荣 件 是 存在 一 个 互通 状态 类 Y C X ， 使 得 对 任 
Жу, Ү(ї= 1, 2), А у, 到 达 y, 的 时 间 的 数学 期 
望 是 有 限 的 . 这 一 准则 已 经 被 推广 到 具有 任意 相 空 间 x 
的 强 Марков 过 程 : 此 时 于 稳 过 程 存在 的 一 个 充分 条 件 
是 存在 紧 集 K< X, 使 得 对 仔 意 xeX, 从 x 到 达 K J 
时 间 的 期 望 基 有 限 的 . Т — У Ляпунов 随机 函数 
( Lyapunov stochastic function ) ЖЕАР Еа Map- 
ков 过 程 存在 的 完 分 条 件 : 如 果 有 一 函数 V(x)20 , 
对 一 切 x€ K, LV(x) < 一 1 ， 则 存在 与 Марков #6 
ЖЕЎ P(r,x, А) 相 联系 的 平稳 Марков 过 程 . 此 处 
L 是 过 程 的 无 穷 小 母 元 . 

当 平 稳 初 始 分 布 叭 一 时 ， 相 应 的 半 稳 过 程 是 遍历 
№. 在 这 种 情形 地， 转移 概率 的 Cesaro 平均 验收 全 于 
п. ЕКЕНШЕ Т, 


lim Р(г,х,4) = (A) (BD). 


半 稳 初始 分 布 满足 Fokker - Planck (- Колмогоров ) 
方程 D'a=0, 其 中 L 是 过 程 的 无 穷 小 母 元 的 伴随 算 
+f. 便 如 ， 对 扩散 过 百 ， 工 ”是 生成 过 程 的 微分 算 子 的 
伴随 算 子 ， 在 这 神情 形 下 ，k 具有 相对 于 Lebesgue 测 
度 的 密度 p， 它 满足 L* p= 0 在 一 维 情形 下 ， 可 以 
用 求 积分 的 办 法 甫 这 个 方程 . 
参考 文献 
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Марков 性 质 | Мажот property ; Марковское caoñcTao ] 
对 一 实 介 随机 过 程 《stochastic process) X( t) (z€ 
TSR), 这 一 性 质 是 指 对 荆 中 时 间 的 任 一 集合 
t < <t. 和 任 一 Borel 集 В, 
P(X(t,,,) SB |X(z,),",X(1)1 = 
=P(X(t...)8 B [X(t,)} (+) 


以 概率 1 成 立 , 见 在 给 定 X(r.) ,X(t 下 X(t 1) 

的 条 件 分 布 与 给 定 X(r ЭРХ) 的 条 件 分 布 几乎 

必然 相等 ， 这 可 以 解释 为 给 定 确 定 的 “现在 ”X(t,)， 

ВЭ" хе" ХО) СЕ) 独立 . 

满足 性 质 (* ) 的 随机 过 程 称 为 Марков 过 程 (Markov 

proosss ) .在 某 些 附加 条 件 下 ，Mapxoa 性 质 有 一 种 较 

强 的 型 式 ， 叫 做 “ 36 Марков 性 质 ”. 在 离散 时 间 了 = (1, 

2,…} 的 情形 下 ， 对 于 满足 (* ) 的 Марков 序列 ， 强 

Марков 性 质 (strong Markov property) 总 是 成 立 的 ， 

邵 对 于 每 个 关于 с ЖЖ (F,,n21), 了 ,=a{w: 

ХО), с, Хн) r*， 以 概率 1 有 

P(X(r+DSB|X(r), ,X(1) = 
=P(X(r+1)€B|XG(:)). 
参考 文献 
Fl] Гихман, W. И., Скороход, А. В., Теория слу- 
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Марков 求 积 公 式 [Markov фиайгайге formala ; Маркова 
квадрату ] 

匈 最 高 代数 精确 度 的 求 积 公式 ( quadrature formula 
of highest algebraic ассшасу). 


Марков 谱 [ Майо» spectrum ; Марков спектр] 
Ж, Марков 谐 问题 ( Markoy spectrum problem) - 


Марков Ж (21 El [Markov spectrum problem; Маркова 
проблема спектра] 
与 不 定 二 元 二 次 型 (binary quadratic form ) 的 正规 
化 的 算术 极 小 值 之 分 布 有 关 的 一 个 数论 问题 . 设 
f=f(x,y)= ахі + gxy+yy а РЕВ, 


507) = В — 4ay> 0, 
хы 
(5) = АО, xyEZ (х,у) # (0,0) 
为 型 了 的 一 致 算术 极 小 值 . 数 
= 280 

в= (7) = (у ` и® +0 
称 为 了 的 Марков 常数 ( Markov corstant), 集 合 М = 
(АСГ) #27 Марков Ж ( Markov spectrum ), 其 中 了 了 
取 衣 一 切实 的 不 定 二 次 型 . 对 Марков 常数 及 Марков 
谱 曾 用 各 种 方式 给 出 过 定义 , 特别 地 ,在 [1] 中 .A 
Марков 考 虚 的 是 集合 1 27 人 门 } DUN 4( 门 是 型 类 
束 瑟 的 -个 不 变量 ， 凤 是 集合 

F=(f“f'Sxzf(Z)reR,,>0) (1) 
的 一 个 不 变量 、 这 里 有 a(f')=u(f) = (РЕ). Á 
ЖЖ F БУУ лу (УУ ЙЕ 3625 3 ) 序列 

L58176 aG la SZ) 


成 一 一 对 应 ， 使 得 只 要 令 


ж) = [aaa 06.2 U] T+[0;a. 4,5,7) 
([; 是 连 分 数 ( continued faction ) 记号 ) 
就 有 
A(F)= sup pie). 


Марков 问题 可 陈述 如 下 : 1 ) 刻 画 Марков ў M ;2) 
对 每 个 Asadf， 刻 画 通 合 и(/)= (Е) =н 的 型 /= 
f(x,y》 之 集合 (或 者 说 刻画 束 Р). 对 于 由 条 件 д) 
<3 定义 的 谱 М 的 初 妨 部 分 ， 问 题 已 被 Mapros 解 
Ж. 谱 的 这 一 部 分 是 以 3 为 唯一 极限 点 (M Ю—1Ж 
点 ) 的 一 个 离散 集合 
мб, 3) = 


0-5 :т?+п?+р? = mp mn peN) = 
-{% V3 ,Le К J. 


m, n Rl р 38 Марков 的 Diophantus 方程 (Markov 
Piophantine cguation ) 


m° + ° + р = 3mnp,m 2 n 2 p> 0 (2) 


的 所 有 正 整数 解 ， 在 此 情形 下 ， 这 部 分 谱 的 每 一 点 恰 
Ы Р, 相对 应 ， 此 束 由 满足 


p= 9 = 
的 Марков 9 у, =, (х,у) 1.02) 0—71 (т.л, 
р) 称 为 一 个 Mapxos 三 元 组 (Markov triple), # m Ж 
为 一 个 Марков 数 (Markov number). Марков 型 £, 
与 Марков 数 m = max(m,n, p) 的 关系 如 下 : 设 r， 

s6€Z, 由 条 件 
nr = p(modm), 
r'+1=ms 


定义 ， 则 根据 定义 有 


O0<r<m, 


f,= f.) = Q «|2: р. 
集合 M 是 闭 的 ， 且 有 一 个 最 小 的 数 po = 4 .5278… 
Жа, +о]еМ, B po 构成 M 的 连续 区 间 的 边界 . 
Марков 问题 与 实数 6 的 有 理 盟 近 的 Lagrange- 
Hurwitz 问题 (Lagrange - Hurwitz problem ) 密切 相关 
M "л 
А= 4(0)=supr, S +O 


称 为 Lagrange 常数 (Lagrange constant), 其 中 最 小 上 
和 办 到 过 所 有 使 
И 


< — 


一 卫 
|2 


п 


有 无 穷 组 解 p,45Z(gq > 0) 0 тев (т> 0). Же L = 


{409): 8SR у Lagrange 谱 ( Lagrange spectrum ). 
把 Lagrange 定理 {Lagrange theorem) 看 成 Lagrange 谱 
理论 中 的 第 一 全 结果 是 很 自然 的 :8 的 连 分 数 展 式 中 
的 所 有 渐 近 分 数 都 满足 


| 


q 
如 果 o ~ 8， 即 如 果 
= «8-6 а,Ь,с, deZ,lad—bc| = 1, 


А д0) =4(0) = (9), ЖР Ө= {Ө сӨ' 0} 
是 数 的 一 个 等 价 类 . ШЖ 8 展 成 连 分 数 0 lasa. a, 
…]， 那么 有 


А{@) ~ lm sup À, (0), 


А) Гоша ] + (адалар 
к=1,2,—. 

从 而 ，Lagrange - Hurwitz 问题 可 表述 为 : a) 刻 画 
Lagrange 谱 工 ;b) 对 每 个 2 eL, ад (0) = 
2060) = 293 6 之 集合 (或 者 刻画 类 @). 

对 4(9) < 3, 这 个 问题 化 为 Mapgos 问题 ， 此 外 ， 


1010,3) = МС\[0,3), 
又 对 和 鱼 个 1ELA4< 3), 恰 有 一 个 类 @ 与 之 对 应 ， 这 
个 类 为 Марков 型 了 ,所 刻画 , 已 经 证 明 , 上 与 M 一 
Ж, ФЕМ, Вас M. R 1м, ХЛ 
2а, tm] = МП, +] =, + ос), 


其 中 u, 构成 工 的 连续 区 间 之 边界 . 关于 L 的 构造 和 1. 
与 M 之 问 闫 系 的 研究 载 于 [6] 中 . 有 关 Марков 谱 问 


题 的 推广 和 类 似 ， 以 及 “隔离 现象 "， 见 [21.[3].[7] 
参考 文 其 
TIA] Мажої. А., Sur les forms quadratiques binaigs in- 
définies, Afath. Ann., 15 (1879), 381 一 
[1B] Markoff, A., Sur Es formes quadratiques binaire іп. 
définies , Math. Аяп ., 17 (1880), 379 — 40. 
[1С] Марков, A. A.. {Усшхи матем. Hayk), 3 
(1948), 5,7—5]. 


[2] Сав, J. W. $., An introduction to dioplhanline 
approximation , Cambridge Univ. Press, 1957 

[3] Делове, Б. H., Петербургская школа теорий 
чисел, М.-Л.,1947 

[4] Горшков, Д. С. 
нингр. отд. Матем. 
(197), 39 一 85. 

[51 Фрейман, Г. A., Диофанговы приближения и гео- 
метрия чисел. ( Задача Маркова ), Калинин, 1975 

16] Малышев, А. В., «Зап. научн, семинаров Лен. 
мыр. отд. Матем. ин-та АН СССР, 67 (1977). 
5-% 

[7] Вевков, Б. А., Изв, АН СССР, Сер, макм 9. 
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9 (1945), 429 — 494. A.B Малышев J 
[关注 】 在 上 文 的 (1 ) Жир. 记号 рад) 8829 Z 上 
T 3058 8089 ft ( equivalenoe of binary forms). 更 确切 地 
k. Er , 当 且 仅 当 存在 整数 ab. 4.82, 
de (2 #у= 1, (х,у) бах + by,ex + dy). 

M 的 “连续 区 间 ?finterval of continuity ) 即 指 完全 
属于 M 的 极 厌 区间 [a , о] е MO[0,3) 与 
(ps so] М 已 作 了 很 清楚 的 刻画 ， 放 它们 之 间 的 那 
部 分 ， 刀 Mf3, po]， 却 从 不够 清楚 (到 1989 年 为 
®). 
ежей 

[A1] Хараг, D .. Оп the number of Markoff numbers below 
а gjven bound. Math, Comp.. 39 ( 1980.). 709 — 723 
[А2] СК. T. Ж. snd Бау. М. Е. The Мако 

and Lagrange spotra ，Amer Маф. Soc.. 1989 
ЖЕЗ Ж 28 校 


位 势 论 中 的 Martin 边界 | Viartin boundary in potential 
theory ; Мартина граница в теорим потенциала ] 

(Grem 空间 (Groen расе) О 的 理想 边界 【 亦 见 边 
界 (一 致 代数 理论 中 的 ) (boundary (in фе theory of 
uniform algebras )))， 由 它 得 以 构造 Q 里 正 调和 函数 的 
特征 表示 ， 令 O 是 一 个 局 部 紧 ， 非 紧 的 折 扑 空间 ,下 
是 一 族 连 续 函 数 产品 [—co, +оо]. Constantinescu - 
Comea 定理 ( Constantinescu - Сотка theorem)([2]) 断 
言 ， 在 同 胖 意 义 下 ，、 存 在 唯一 的 紧 空 间 Ó 具有 如 下 性 
Ж: 1) 8 是 Q 的 处 处 稍 禾 的 地 空 间 ，2) 每 一 个 fe 中 
пй Q 上 的 连续 函数 广 日 函数 族 { 让 分离 О 


相对 于 Ф 的 理想 边界 A=Q\Q ЕЮ: 3)Q h Q 
的 开 集 . 
现在 ， 令 Q 是 Бка 空间 R'(n 22) 的 一 个 有 


界 区 域 ， 或 者 更 ~ 般 地 ， 一 个 Green 空间 ; Ф G= 
G(x, y) Ë Q 上 具有 极 ye Q 的 Green 西数 (Green 
function), 又 令 ео жн. ШЕ Ф 

@= (хер » Кх, уу= СО) уед, 


(х,у) 
这 里 ， 约 定 K(x,, уо) = 1. Ш Conslantinescu- Comea 
定理 得 到 只 的 Martin 5 P] ( Martin space ) 或 者 Mar- 
tin 紧 化 ( Martin sompactification ) Q. Martin 边界 是 相 
应 的 理想 边界 A = QQ Martin 拓扑 (Martin topol- 
ову) 了 是 Martin 空间 Ó 的 拓扑 、 对 应 于 不 同 点 
ус, ya € Q 的 Marin 空间 0°, Ө" ЖИИ. КОХ, у) 
的 扩张 函数 Ко, у):Ах@—[0, +0) 关于 了 基调 
和 的 和 关于 变 元 (2. у) 是 联合 连续 的 ; Ó ЛЕ ВИЕ 
空间 ，Martin 基本 定理 ( Martin fundamental theorem ) 
(п) йа: б 上 所有 正 语 和 函数 u(y) 2 0 可 以 用 
Martin 表示 ( Martin representation ) Я]: 


иу) =] KG, yan(e), 


(*) 
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其 中 и 是 A 上 的 一 个 正 Radon 测度 ( Radon теше). 
Җ (+) 中 的 测度 и 不 能 由 函数 ú 维 一 确定 . О 里 一 
个 调 利 两 数 o > 0 称 为 杉 小 的 (minimal ), 如 果 每 一 个 
在 Q 里 满足 0<w < 的 调和 函数 w 与 ,成 比例 
每 一 个 朴 小 调和 务 数 ， 天 0 8 КОЕ, у) 成 比例 ， 
其 对 应 的 点 &e А 称 为 极 小 点 ， 所 有 极 小 点 组 成 的 集合 
A, = A 称 为 极 小 Martin 边界 (minimal Martin boun- 
dary)，、 如 果 限 制 (*) 中 的 测度 ¿ 十 集中 在 A 上 ,得 
到 典范 Martin 表示 (canonical Martin represcntation ) : 


ищу) = RG, yd (D, 


式 中 测度 a,2> 0 由 u 0—0. 
例 4) 如 果 Q —(xeR":|x| < R) R'(n2 2) 
里 半径 为 R 的 球 ， 那 么 


Ke RR) 
lš 
是 Poisson Ж, Q É Euclid 闭 包 Q = 0, Martin 边界 
入 是 球 画 {EeR": 人 1 一 尺 }， 它 的 每 一 点 都 是 极 小 点 . 
在 这 种 情况 下 ， 表 示 式 (+) 简化 为 Poison -Herglotz 
公式 ( Poisson -Herglotz formula)( 见 解析 函数 的 积分 表 
示 (integral representation of an analytic function ); Poi- 
взоп 积分 {Poisson integral)). 
b) 3 P Ë К" (и 2 2) 的 充分 光滑 的 超 曲 而 时 ， 
Martin 边界 A 与 Eudid 3882 r = QX Q I. 
c} 和 如果 О 是 平面 里 的 单 连通 区 域 ， 那 么 Martin 
边界 А 与 极限 元 (limit elements) 集 ， 或 者 Carathec- 
боту 隶 端 相同 这样，Martin 边界 的 元 素 上 入 可 以 
认为 是 起 端 概念 被 推广 到 维 数 n > 2 的 情形 . 
参考 文献 
[1] Martin, К, S., Minimal positive harmonic functions , 
Талк. Атат. Май. Ѕос., 49 (1941), 137-172. 
[2] Constantincscu , С. and Сопка, А. , Tdeale Ránder Ric- 
nanmscher Flichen, Springer , р. 1963 
[3] Brelot, М.. On topologes and boundanes in potential 
theory , Springer , 1971. Е.Д. Солеменев 扎 
【 补 注 】 一 个 简要 论述 ， 亦 见 [Al1] 第 12 ж. жт 
传导 方程 (thermal -conductance equation ) 或 者 概率 位 
势 论 的 Martin 边界 见 [A3]. 
参考 文献 
ГАГ) Brélot, M. ., Eléments de la théorie clasique du poten- 
081, Sorbonne Univ. , Сеппе Doc., 1959 
ГА2] Bidot, M ,，Axiomatiquc des Fonctions harmoniquss , 
Presses Univ , de Montréal , 1966. 
ГАЗ] Doob, J. L., Cassia potential theory and its pro- 
babilistic counterpart , Springer , 1984. 
mC. RHN Ж 


Martin 边界 ( Марков 过 程 论 中 的 ) [Martin bomdary 


in фе theory of Markov processes ; Мартина гранима 
B теорин марковских процессов ] 
Марков 过 程 { Магкоу process ) 的 状态 空间 或 其 
在 茶 一 紧 空间 中 的 喘 象 的 边界 ， 它 是 用 类 似 于 Martin 
概 形 ( 见 [1]) зва. 
Martin 构造 的 概 闪 解释 首先 由 J.L .Doob (141) 
提出 ， 他 讨论 了 离散 Марков 链 的 情形 . 
设 Р(х,у) 是 在 一 可 分 、 局 部 紧 空间 Е 上 给 定 
的 齐 次 Марков 过 程 X = (x,,z.F,,P. ) 的 转移 函数 
( transition function) ,其 中 20, xeE , ВЕ, Hi w 
是 E 中 的 Borel Ж. 对 a > 0 . xeE ,y€ E E 240. 
日 对 固定 的 zx 为 ( хе) 宫 测 的 函数 g, (х,у) > 0 Ж 
为 Green 两 数 ( Green fanction ) ， 如 果 对 每 一 Be, 
Гао) = | c=P(8x.B)dr. 
› р 
其 中 т Ё о ЕЕ. 39 B e, Green 函数 定义 中 
Е, ЖЕГДЕ К НЕА СНОН 
f (х), 函数 
(C) ло) ) m(2x) 


是 A 连续 的 ( 意 指 存在 一 个 关于 + АЗЕМИН F(t， 
о), 8 


P.[F(t.' )#g (x ( ' ))) = 0,x€E,t>0). 


国定 一 个 BORDE у, SE Green 函数 存在 ， 定 

Ж. Martin 核 (Martin kermel) 为 
OCX y) 
Бо) ч; 


其 中 
абу) = {g(x rdx) 
В 


《此 处 必须 引信 某 些 限制 以 保证 (у) 的 正 性 和 A Ж 
З). Р ? 是 集中 在 其 点 的 单位 测度 ， 而 X 是 在 
某 个 区 域 的 首 出 时 中 断 的 Wiener 过 程 ( Wiener process ) 、 
则 Кух) 的 定义 归结 为 文献 [1] 中 类 似 的 形式 . 在 宽 
广 揭 条 件 下 ， 存 在 一 个 紧 和 代用 (“Martin 紧 统 "}， 一 个 
在 3 上 的 测度 KK (dx) (x ®0, уе) АМАЙ i: E 
"Ф, ШПНДЕ: а) (Е) ж; b) f 
BJ Е ФАУНЕ, БК 


к= ло) ку (dx) 


分 离 4 中 的 点 昌 在 @ 上 连续 ; с) 车 ye E, М КТ, 
(4 х) 与 测度 Ку (x)m(4x) 相同 . ti, R (E) 在 
本 中 的 边界 称 为 Martin 边界 ( Martin boundary) 或 流 
出 边界 (eat - boundary) ( 在 研究 过 分 测度 的 分 解 时 ， 
又 出 现 了 对 偶 边 界 ， 即 流 人 边界 . 见 [33,[4])， 
ЭТЕ # 的 性 质 ， 引 人 在 Doob 意义 下 的 h Е 


是 方便 的 ， 对 每 个 过 分 函数 ( euosssive fonction yh, Ë 
£ F(E, э”) БВ 


Pt, B)= г! (х){ В0)Р(:,х,4у), 
: 


JG h gt = 0 хеЕ: 0< (х) < о}, а= (Ае: 
А сЕ! р, ЖУЙ Марков 过 程 是 一 个 h 过 程 .所 有 的 
h tE, F| 六 一 起 ， 都 可 以 在 初等 宴 件 空间 上 实现 ， 
使 得 它们 的 区 别 仅仅 是 测度 族 { P* } 的 不 同 . 在 过 中 构 
38 x, 的 一 个 修正 ， 它 是 左 连 续 过 程 x (0 < t SL) ,对 
-- 切 heLi(y), 满足 Ps(z,#i(x,) ) = 0. ЖР 
的 拓扑 ，zr =lm,,.z .几乎 必然 存在 . 

存在 -一 个 集合 Ucg(" 流 出 空间 ") 使 得 : 首 
先 ， 对 所 有 上 述 形式 的 h(x) ,P* (2,60) = 1 ;其 
К. жує, ШЖ K; B # F N T m 05 W HE 
оС. ҖЕ А (5) ВПО, JC 
测度 其 集 中 在 y вое Е: 再 次 , h(x) 有 唯一 的 各 
分 分 解 式 

һо) = | КЮ (х)щ(ду). 

分 解 式 中 的 测度 и PEL SSL Ж (эре! 


measure ) ; 它 由 公式 
(В) = | ОР) (2, € B)y(4x) 


: 
给 定 ， 其 中 В Ж ФР Borel Ж. 

在 Марков 过 程 沦 中 ， 也 使 用 其 他 类 型 的 紧 化 ， 
特别 是 闭 样 前 紧 化 ， 它 们 使 任 一 形 如 


[ета {fo)P (x,dy), ®>0,хЕЁ, 
° š 
的 函数 ， 对 于 相当 一 般 的 函数 了 的 集合 ， 具 有 过 续 扩 张 . 
参考 文献 
[l] Мает, К. S., Minimal positive harmoic functions , 
Trans. Апет. Math. Soc , d9( 941) , 137 — 172 
[2] Моо ‚ М., Application of additive functionals to the 
boundary problem of Markov processes , Lévy’s system 
of U -proosss , in Proc. ПАҺ Berkeley Symp. 
Мий. Stat . Probab ., Vol . 2, 1967, 75 — 110. 
[3] Kunita , Н. and Watanabe , T., Some theorems 
conceming Tesolvents over locally compact spaces , in 
Proc. fifth Вейеку Symp. Май. Stat. Probab., 
Vol 2, 1967, ü1-— 164 
[4] Doob, J. 1., Discete potential theory and boundaries , 
J. Май and Mech , 8 (1959), З, 433 — 458 ; 93. 
[5] Watanabe , Т., Оп the theory of Martin boundaries 
induoed by countable Markov prooesses , Мет .Coil .Sa . 
Kyoto нф. Ser. A., 3301960). 1, 39-108 . 
16] Hunt, G. А., Markov chains and Markov boundaries , 
Тило У. Маћ., 4А(1960), 313 - 340. 
[7] Hennequin , Р. L. amd Тона, А., Thiorne des 
Drobabilites et quclques applications , Mason ‚ 1965. 
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[8] Кайа, Н. and Watanabe ‚Т., Markov procsses and 
Martin boundaries I . Hnos 7 Math,, 9 (1965),3., 
485 — 526 . 
[9] Шур, М.Г., «Тр. Моск. ин-та электронного 
машиностроения 9, 1970. в. 5, 192 — 251 
110] Jeulin , Т., Compactification de Martin d'un proossus 
dit , Z. Wahrsh. Vew. бене, 42 (1978), 3, 
229 — 260 . 
[ИТ Дынкин, Е. Б., «Успехи матем. наук 3, 24 
(1069), 4, 89-152. M.T. шур {Ё 
【 补 注 】 用 于 Марков 过 程 论 中 的 另 一 种 紧 化 是 
Ray-Knight 紧 化 ( Ray- Knipht compactification) . 
参考 文献 
[AI] Doob, J. L., Clasical potential theory and йз proba- 
bilitistic counterpart , Springer , 1984. АЗ 详 


Ë: [martingale ; мартингал | 
一 种 随机 过 程 (stochastic process ) X = (Х,, 97) 

(ете [0,o)) 定义 在 一 个 具有 非 减 o 代数 族 (и) ае 
{Ss <t) 的 概率 空间 (Q. P) 上， 使 
得 ЕЈ со, Х,У МЕ, Н 

Е(Х1я) = Х,, (D 
以 概率 1 成 立 . 在 离散 时 间 博 形 下 ， 了 一 {1 ,2,…}; 
在 连续 时 间 情 形 下 ， 工 = [0, оо), 与 此 概念 有 关 的 随 
Е Т АА ( submartingale ) , 如 果 

E(X..)2 X, ， 


ЖОЕ (supemartingak) ， 如 果 
E(X,|.*) < X, . 

例 ]. 如 果 5,6,7. 是 具有 E£ = 0 的 随机 变量 
序列 ， 则 X= (Х,.9,) (n2 1)EB. 其 中 X. = + 
人 ЖШ 各， 生成 的 
с К. 

2. E Y (Ү,,.7,) Ж (ЕВ), V = (V,, 
я) 是 可 料 序 列 ( 即 VV, AE <, 可 测 的 ， 而 旦 也 是 
9,1 ЗЇ, п>®1), ж» ={ф, 0}, 再 令 


(V' Y), =V, Yi МАУ АЕ 


如 果 变 量 (V.Y), 是 可 积 的 ， 则 随机 过 程 ( (V: Y)., 
#,) 形成 一 个 怠 (#У,>0, ШЖ КЁ). 1 


ж, п 名 ,51，… 是 一 个 相应 于 Bemoulli 方案 的 独 
立 随机 变量 序列 ， 
Радуе тёз, 
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СОИ У), 1.) 是 一 个 烘 ， 这 -随机 过 程 是 一 
个 财 博 的 数学 模型 ， 共 中 如 果 二 + ,表示 赌博 者 襄 
一 个 单位 资本 ,如果 = 一 1, 则 表示 赌博 者 输 一 个 单位 
资本 ;而 V, 是 第 局 赌博 中 下 的 赌注 . 由 {2) 定义 
的 丽 数 ,党 肝 着 当 赌 博 省 输 的 时 候 ， 他 加 倍 下 由 
#, ПЕНЯ -次 赢 的 时 候 停止 赌博 . 在 赌博 界 ， 这 
种 里 法 称 为 martingale ， 这 就 解释 了 这 -数学 术语 的 
对 论 的 一 个 基本 事实 是 ， 罗 {下 蒜 ) СХ) 的 
结构 在 随机 时 问 变 的 下 仍然 保持 ， 这 称 为 可 选 抽 样 定 
理 (optional sampling theorem) ， 严 格 象 述 如 下: 如 
Ж. т.о 是 两 个 有 限 停 时 ( 见 Марков 时 ( Markov mo- 
ment)) ， 如 果 P{T <) =1, R 
E|X,1< оо, imi [|1хдар=о, (3) 


则 вохи), (йж), 其 中 
и = {АЕА {т <), МЄТ). 
其 特殊 情形 即 Wald 恒等式 ( Waki identity) : 
Е(ф + +£)=E¿ Ez. 
Мел t Ж2 38 Doob 不 等 式 { Doob 
inequality ) : 如 果 X = (X,, >) ЖЕЙТ, 


Х| = max X, 


sn 


ЇХ,|„ = (Е1Х,17) pP 1, n> 1 


则 
Р{Х; >) < 55, (4) 

IX,|, < |x; l, < ЗЕТА, p>1, (5) 
П, е ПХ а (6 


ШЖ X= (X,,..) Яй, WJ р> 1 Вшкћокег 
不 等 式 ( Burkholder inequalites ) (对 独立 随机 变量 和 的 
Хинчин 和 Марцинкевичь - Zygmund 不 等 式 的 推广 ) 
成 立 : 


ААХ, |, «2,1, в, УГО 1, (7) 
ЖР д, В, 是 两 个 普 适 常数 (不 依赖 于 X 和 n) ,可 
以 取 作 


а lip] р 18р 
, 2p-1 DD 


Pr 和 sss. 


考虑 到 (5) 和 (7) ， 当 p> 1 时 推 得 


RE 
其 中 
В = 18 а 
, тот: 


当 p= 1 时 ， 不 等 式 (8) 可 以 推广 成 Davis 不 等 
式 {Davs inequalty} ， 即 存在 普 适 常数 АА! Е 


АХ, 1, < Xl < BV IXY 1 
ЖЕШ 1 收银 的 各 种 证 理 证 明 中 ， 起 关 
ВИСЛЕ ТЕВЕ X = (X.,. ) 在 m 步 中 上 穿 区 间 [a,b] 
次 数 8,(a,b) 的 数学 期 望 E B. (а, Б) 的 Doob Ж® 
式 , 即 


E|X, +|ai 


E0,(a,b)< =m 


(9) 

关于 下 载 收 敏 的 基本 结果 基 Doob 定理 ( Doob 
theorem ): 如 果 Х=(Х,, #,) ЖЕЙ, B sup E| X,| < 
оо, ДИР ЗЕ 1, бт, 。 X(=X.) 存在 H E|X.] < 
中， 如 果 下 款 直 一致 可 积 的 ， 则 除 以 概率 1 R SDF, 
还 是 L, 收 敏 的 ， 即 


E|X,— X. | 0, п о 


这 个 结果 的 一 个 推 沦 是 关于 杀 件 数学 期 望 连续 性 的 Lévy 
定理 {Lévy theorem): 如 果 Е < co, 00 

(э) > ВС), 
其 中 全 so) 

ЖЮ п ЖОЕТ За А (local martingale) ЖЖ 
念 ， 即 对 随机 过 程 Х = (X...) ,存在 一 个 有 限 停 时 序 
BJ (т азата 1 ОСИК І), ВЕЕ јар 万 之 1 ， 
“停止 ”过 程 

X" = (Ха 


ЕЕ 


7 


是 对 .在 离散 时 间 情 形 下 , 每 一 局 部 执 X= (X, ,5 
都 基 一 个 鞭 变 换 (martingale transfom) ， ана 
ЖХ, = (V. Y), 的 形式 ,其 中 V 是 一 个 可 料 过 程 ， 
уж. 

ШУ 8-Е X= (Хи) 具有 唯一 的 
Doob - Meyer Ж X, = M, + А, ЯМЕ (М, 7) 
А-В, À = (А, у) 是 一 可 料 非 减 过 程 ， 特 
划 地 ， 落 m = (m,.z,) 二 一 平方 可 积 靳 ， 则 其 平方 m° 
=(m?,.) ЖЕШ. 在 它 的 Doob- Meyer 分 解 m2 = M 
+<m>,Zih, ШВ <m > = (< т>) 823589: 
mm 的 二 次 特征 ( quadratic characteristic of the martingale) , 
ЕИ т ВВ] угат, < о (И 
概率 1) 对 一 切 上 > 0 成 立 的 可 料 过 程 И = (У), 


可 以 定义 随机 积分 ( stochastic integral ) 


(Ve "‹=] Мат, 


ТАНИ E Wiener 过 程 WY = (W, ,7,) 情 形 下 ,到 
是 一 平方 可 积 革 ,< m >, = t, ЛДА (К+ W) E 
是 对 Wiener 过 程 的 TJ 随机 积分 . 

在 连续 时 间 情 形 下 , 对 右 连续 且 具 有 左 极限 的 过 
程 ，Doob .Burkholder 和 Davis 不 等 式 仍然 成 立 . 
参考 文献 

ГІ] Doob, 1. L ., Stochastic processes , Chapman and Най, 
1953. 

[2] Гихман, И. И., Скороход, A. В., Теория слу- 
чайных процессов, т, 1, М., 19]{®Ж:МИ.И 
йар. БИЛЕНӘ. НЕН, 1986) 

А. H. Ширясв 所 
[ 补 注 】 停 时 也 称 为 可 选 时 ( optional times) , 在 旧 的 文 
献 中 还 称 为 Mapros 19 ( Markov times ，Markov mo- 
пкт& ){ Ж, Марков Е} ( Markov тюпеті)). 9] #8 
样 定理 也 称 为 停止 定理 (slopping theorm) 或 Doob 
停止 定 更 《Doob stopping theorem ) . 

软 的 概念 是 现代 概率 论 中 最 重要 的 概念 之 一 . 它 是 
Марков 过 程 论 和 随机 积分 论 的 基础 ， 并 且 用 在 分 析 理 
论 的 许多 部 分 ( 如 址 功 理 论 的 收敛 定理 ， 油 度 论 中 的 
导数 和 提升 ， 奇 异 积分 理论 中 的 不 等 式 等 等 )， 更 一 
般 地 可 以 定义 在 С, В", Hilbert 或 Banach 空间 中 取 
fB 8. ，Banach 值 的 黄 用 来 研究 Banach 空间 中 
的 Radon -Nikodym вле. 
参考 文献 

ГАІ] Deilachene , С. and Meyer, Р. A., Probabilities and 

Potential , 1—3, North - Holland , 1978—1988, Chapts. 
У — Ж. Theory of martingalcs( 译 自 兴 文 ) . 
[A2] Doob.J. L.., Classical potential theory and its pmba- 
bilitic counterpart , Springer , 1984 
ГАЗІ Newu, 本，Disaete -рагапхйег maringales, North - 
Holland, 1975 (Ф 838). 
[A4] Vile, J., Etude сїйє de la notion de coliectif 
Gauthier - Vilars , 1939 
[A5] Wall, Р. and Heyde , С. С., Martingale limit theory 
amd its application , Acad . Press , 1980. 
[译注 ] 
参考 文献 
[B1] 严 加 安 。 罗 与 随机 积分 引 论 ， 上 海 科学 技术 出 版 
社 ,1981. 
[52] Не, 5. W., Wang, J. О., Yan, J. А., Semimar - 
tingale theozy and stochastic calculs, Saenoe Press and 
САС Prss Inc, 192 м Ж 


质量 [mass: масса) 
确定 物质 的 惯性 和 引力 性 质 的 物理 量 ， 在 经 典 力 
Жир, (ИНЕШ (пеп mass ) 是 Newton 第 二 定律 
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中 力 和 加 速度 之 间 有 的 比例 系数 ;对 于 给 定 物体 ， 它 是 
常量 ( 见 力学 的 Newton 定律 < Newton laws of mechan- 
ks)). 引力 质量 ( gravitational mass ) 定义 为 万 有 引力 定 
律 中 的 比例 杂 数 .根据 等 效 原理 ， 饶 性 质量 和 引力 质 
其 相互 成 泡 例 ;而 在 通常 单位 制 中 ， 它 们 是 相等 的 ， 
在 经 典 物理 学 中 ， 质 量 是 加 性 的 ， 系 统 的 质量 等 于 其 
各 部 分 质量 之 和 ,在 狭义 相对 论 中 ， 质 量 m。( 所 谓 
ИШ (est mass )) 可 定义 为 把 物体 的 动量 р 与 其 束 
度 > 联系 起 来 的 公式 中 的 比例 系数 ， 
ть 
其 中 с 是 真空 中 的 光速 ， 有 时 人 们 引进 量 
mo 
Мт ' 
称 为 物体 的 动 质量 (motion mass ) - 根据 这 个 定义 ， 在 
相对 论 中 ， 动 晤 与 迷 度 由 经 典 公式 рет, оо 相 联系 ， 
其 中 质量 依赖 于 速度 -物体 的 质量 m 与 其 能 量 E 由 
关系 式 E= m. cz 相 联系 . 在 想 对 论 中 ， 质 量 不 是 加 
性 的 ; 稳定 系统 的 质量 小 于 其 各 部 分 质量 之 和 ， 相 差 
ЮЕ Am=AE/c', 其 中 AE 是 系统 的 结合 能 ， 
等 于 系统 形成 时 所 产生 的 能 量 - 量 Am 称 为 质量 亏损 
(mass бељо). 一 切 已 知 物理 物体 的 静 质 量 是 非 负 的 
( 例如 ， 光 子 的 静 质 量 等 于 零 )， 有 .有 .Coronog 8 
【 补 注 】 
参考 文献 
[ А1] Jammer, M. ., Concept of mass іп dassical and тобет. 
Dhisics , Harper & Row, 1964, 
TA2] Weyl, H., Philosophy of mathematics and natural sai- 
еп, Princeton Univ. Pms , 1949, 
НІ 由 于 引力 势能 总 是 负 的 ， 在 大 质量 博 缩 系统 
中 就 会 有 极 大 的 负 的 结合 能 ， 这 会 不 会 导致 这 闫 引力 
束缚 系统 的 总 甬 量 或 者 质量 变 为 负 值 呢 ? 长 期 以 来 ， 
人 们 一 直 沙 测 ， 在 广义 相对 论 中 ， 引 力 束 缚 系统 的 总 
能量 或 质量 总 是 正定 的 然而、 直到 1978, 1979 4, 
ЕЙ 5 К. Schoen 应 用 束 体 微分 几何 方法 ， 造 极 小 
曲面 ， 运 用 非 续 性 方程 的 技巧 ， 才 证 明了 这 个 猜测 
他 们 指出 ， 只 要 在 类 空 超 曲面 上 进行 测量 ， 质 量 总 是 
正 的 . 这 在 广义 相对 论 中 称 为 正 能 定理 { 见 [B2]). 
参考 文献 
[B1] 中 国 大 百科 全 书 ; 物 理 了] ， 
百科 会 书 出 版 社 ，1987 . 
[B2] 中 国 大 百科 仿 书 : WE 【 ，507 页 ， 广 义 相 对 论 
(ЖИЮЗИЙ )， 中 国 大 百科 全 书 出 版 社 ，1987. 
[B3] 中 国 大 百科 全 书 : 数学 ，53% R. Ба (3 £ 
巨 所 )， 中 国 大 百科 使 书 出 版 杜 ，1988 . 
ёз ж 


质量 和 余 质量 [паз and co -mass; масса н комасса] 


т 一 


136 页 ， 质 量 ， 中 国 天 
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(rorm). 
1) 一 个 ”向量 (有 即 问 量 空间 的 + 重 外 积 ) 的 
Ж (таз of an 7- vector ) 是 数 


lelo= 01а а, &, 基 简单 了 向 量 }. 


一 个 上 余 向 量 o 的 余 质量 《co- mess of an r-covec- 
tor) 是 数 
lwsl=sup [flo，xl:x 是 简单 向量，jx| 一 1)- 


这 里 | "| Ж r 向 量 的 标准 范 数 而 % + x 是 一 向 量 与 
Фива. 

ЖЯ |41, ЖФА 101, 分 别 是 ”向量 空间 Fr 
和 r 余 向 量 空间 7 上 中 的 伴随 的 范 数 - 在 这 方面 

а) ||, = sup,.(|@ «lel = 1}, 

\«| = sup, По al: lol,=1}; 

Ъ) [01,2 а, 10 211, ВО А4 
当 x(w) 是 简单 r( 余 ) ав; 

с) НЯМ, 12У plo «11161,1 V C|, < 
Biwi。 1 1。， 这 里 对 简单 多 重 余 向 有 量 o (或 5), B= 
1, ШЖ, ШЖ оер" Жр геу, Д) B= 
(2) 

б} 

d) ЖЯ Л. |o A a| < Biol, ЖШ 
es, axETm， 对 r2s, B= 1， 对 rS<Ss, B= 
(7), 

这 些 定义 使 得 能 够 对 其 标准 纤维 为 VU 和 Fn 的 
纤维 从 的 截面 定义 质量 和 余 质量 ， 例 如， 区域 Gc E" 
上 的 形式 [1] WAR (co-mass of a form ) Ж 


lolo= sup {lw(p)lo: РЕС}. 


2) 多 面体 链 4= Ya, t 的 质量 (mas of a 
polyhedral chain ) 是 


141= Х іа,1111, 


这 里 [аг В a? 的 体积 ， 对 任意 链 质 量 (有 限 或 
无 限 ) 能 用 各 种 不 同方 式 定义 ;对 平坦 续 ( 见 平坦 范 
Ж (Hat nomn)) 和 尖锐 链 ( É, ВЕ Ë (sharp 
попи )) ， 这 些 方式 给 出 同样 的 质量 的 值 . 
з) Fë (平坦 的 ， 特 别 是 尖 久 的 ) ХЕШ 
{co -mass of a cochain ) 按 标准 方式 定义 为 ““ 
|X|= sup 15:4]. 


40 |А| 


这 里 4 是 多 面体 链 且 X. 4 是 上 链 XX 在 链 4 上 的 
Е. 
参考 文献 见 平 坦 范 数 { fat norm ) . 


М. И. Войцеховский 所 
DHE) 简单 向 量 (simple -vector ) a 是 向 量 空间 
{ vector space) УМ. r 重 外 积 (exterior product) И 
ФЕШ а=, УУ 0, Мл. WE “V "表示 
外 积 旦 1， …， В, V. 


ЕЕЗ 
[Al] Fedeer. Н., Geometric measum theory. Springer, 
1969, Sect. 1.8. 万 显 良 Ж 重 世 杰 B 


质量 算 子 [ mass operator ; массовый оператор] 
考虑 到 粒子 与 自 场 和 其 他 场 相互 作用 的 算 子 ， 令 
КЕМНЕ 
у Сх) ф(х) (к) 
描述 ， 其 中 y (x) АЕТ ео (x) ( 态 向 量 ) 
的 场 算 子 ，x 是 四 维 坐 标 向 量 . 如 果 р(х) 满足 方程 
[LOX) + M(x)] Ф(х)= 0, (+) 


其 中 算 子 工 (x) 对 应 于 自由 粒子 ,而 М(х) ЖЕЙ 
耶 与 自 杨 和 其 他 场 的 相互 作用 ， 因 此 M (x) 称 为 质量 
算 子 .质量 算 子 是 带 核 沪 数 M(x, x ') 的 积分 算 子 : 


можо) = PMC, x YC dx 


质量 算 子 与 单 炉 子 Gteen 函数 ( Green function) 
G(x, х) 密切 相关 ， 后 者 是 下 列 方程 


ГЕС) + M(x)] G(x, x') = ó(x— x') 


的 解 ， 其 中 5 (x 一 x') 是 四 维 ó Ж { delta -func- 
боп); 这 个 方程 类 似 于 方程 (* 》， 但 在 右边 带 有 5 B 


数 形式 的 源 . 
参考 文献 
[1] Боголюбов, Н. Н., Ширков, Д. В., Введение в 
теорию квантованных полей, М., 1957 ( 英 详 本: 


Bogolyubov , №. №. and Shirkov , О, У., Introduction 
to the theory of quantiwd Пё, Interscienoe ,1959). 
{2} Абрикосов‚ А. А., Горькое, Л. П.. Дзялошинский, 
И. Е., Методы квантовой теории поля в статисти. 
ческой физике, М., 1962 (中 译本 : А. А. 阿布 里 
ЖЖЖ. Л. T. AKU, И. Е.а. BOL 

物理 学 中 的 重子 场 论 方法 ， 科 学 出 版 社 ，1963). 
A. Б. Иванов # 
ИР ДЕЯ ОМЕХТА 
方面 来 说 才能 有 点 音义 ， 但 在 该 方面 也 仅 起 较 次 要 作 
н. 徐 锡 申 译 
数学 分 折 [mathematical analysis; математический 

апализ ] 

用 极限 (limit) 的 方法 研究 函数 (function ) 及 其 
推广 的 一 个 数学 分 支 、 极限 的 概念 与 无 穷 小 重 概念 在 


着 密切 的 联系 ， 因 此 也 可 以 说 ， 数 学 分 析 是 用 无 穷 小 
ЯНА АНГ. 

“数学 分 析 ”一 词 是 这 个 数学 分 支 的 旧名 一 一 无 
穷 小 县 分 析 ”的 简称 ; 后 一 名 称 能 更 充分 地 描述 其 内 
窜 ， 虽 然 它 也 是 一 个 简称 {“ 通过 无 穷 小 量 的 分 析 "这 
个 名 称 才能 更 确切 地 表征 本 学 科 ) . 在 古典 数学 分 析 
中 ， 研 究 (分 析 ) 的 对 象 首先 和 最 主要 前 是 函数, 之 
所 以 说 “首先 和 最 主要 的 “， 是 因为 数学 分 析 的 发 展 导 
致 用 这 种 方法 研究 比 孙 数 更 复 订 的 形式 : ES. ИТ 
等 等 的 可 能 性 . 

在 自然 界 和 技术 中 处 处 都 会 遇 到 用 函数 来 刻画 的 
运动 和 过 程 ， 自 然 现 象 的 规律 通常 也 用 函数 来 描述 . 
因此 ， 数 学 分 析 的 实质 的 重要 性 在 于 它 是 研究 画 数 的 
一 种 工具 ， 

广义 地 说 ， 数 学 分 析 包 括 数学 名 很 大 的 一 部 分 内 
#. 它 包括 : 微分 学 ( differential calculus); 积分 学 
(integral caleults )， 实 变 函 数论 ( funetions of a real 
variable , theory of); 328887 ( finctjons of a com- 
plex variable , theory of); 十 近 论 ( approximation the- 
оу); 常 微分 方程 (differential equation , ordinary) iË; 
偏 微分 方程 ( differential equation рага] ) 沦 ， 积 分 方程 
( integral equation ) 论 ; 微分 几何 学 ( differential geome - 
try); 变 分 学 ( variational calculus ) ; 泛 西 分 析 { functional 
anahsis ) ; 调和 分 析 ( harmonic analysis); 以 及 其 他 其 些 
数学 分 支 ， 现 代 的 数论 (number theory) 和 概率 论 
( probability theory) 应 用 并 发 展 了 数学 分 析 的 方法 . 

然而 , “教学 分 析 ”一 词 遂 党 用 作 数 学 分 析 基 础 的 
名 称 ， 它 包括 : 实数 (real number) 理论 ， 极 限 理论 ， 
级 数 (series ) 理论 ， 微 分 学 和 积分 学 以 及 它们 的 直接 
应 用 ， 例 如 极 大 值 和 极 小 值 理论 ， 几 函数 (implicit 
function ) 理论 ，Fourier 级 数 ( Fourier seris } 和 Fourier 
积分 (Fourier integral) . 

Ж. ШЛА Н. И. Лобачевский 和 
P. G. L. Dirchlet ЖЕЕ М. 如 果 对 于 数 的 集 
合 下 中 的 每 个 数 x， 按 某 种 规则 ， 都 有 一 个 数 y 与 之 
对 应 ， 则 定义 了 单 变量 x 的 函数 


y= f(x). 
也 可 类 位 地 定义 n 个 变量 的 函数 
DA 


其 中 x 一 (x,，… х) 是 n 维 空间 中 的 一 个 点 ， 还 
可 考虑 无 限 维 空 问 中 的 点 x 0х, х, 6) 的 函数 


f(x)= f(x. x, e). 


Ait, КОН НЕ. 
йай. ТЕСЕ ӘН. ТЕБЕ (elementary 
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functions ) 最 为 重要 实际 上 ， 数 学 分 析 处 理 的 主要 是 
初等 函数 ， 更 复杂 的 函数 用 初等 函数 来 近似 .不 仅 可 
以 对 实 变量 而 且 可 对 复 变 量 x 来 考虑 初等 函数 ， 于 
是 。 在 某 种 意义 上 来 说 ， 初 等 函数 慨 念 变 得 更 加 完 
全 . 与 此 相 联 系 ， 出 现 了 一 个 重要 的 数学 分 支 ， 称 为 
复 变 函数 论 ， 或 解析 函数 (analytic function) ië. 

实数 .从 根本 上 来 说 ， 函 数 概 念 以 实数 {有理数 
和 无 理 数 ) 概念 为 基础 . 后 者 只 是 在 19 世纪 末 才 最 终 
形成 .特别 是 ，R . Descartes ( 17 世 纪 中 叶 ) 在 数学 中 
引入 了 直角 坐标 系 ， 以 及 函数 的 图 形 表示 法 ， 从 而 建 
3 T 8 S JU PI Ë # t 0) д 2 [B] B5 39 82 E ЗИ И 
系 ， 这 就 是 Descartes ЖАНАК. 

极限 . 在 数学 分 析 中 ， 研 究 函 数 的 工具 是 极限 . 
可 似 区 分 序列 的 极限 和 函数 的 极限 之 问 的 差别 ， 这 些 
概念 直到 19 世纪 才 最 终 形 成 ; 然而 ， 古 希腊 入 就 已 经 
有 了 极限 的 思想 ,完全 有 理由 说 ，Archimedes (公元 前 
3 世纪 ) 就 能 够 用 一 种 可 以 称 为 极限 过 渡 的 方法 来 计算 
抛物 线 马 形 的 面积 ( M, 9708 К ( exhaustion, method of )) . 

连续 琢 数 ， 数 学 分 析 中 研究 的 一 类 重要 的 画 数 就 
是 连续 函数 (continuous function)， 这 个 概念 的 一 种 
可 能 的 定义 是 : ЖН (а, b) 中 的 变量 x 的 函数 


іш Ay = m [f(x + Ах) f(x)] = 0. 


4—0 


СЕЗСЕ (а, b) 上 是 连续 的 ， 如 果 它 在 
是 通常 所 说 的 一 条 连续 山 线 . 
导数 和 微分 ， 在 连续 函数 中 必须 区 分 出 那些 具有 
导数 (derivative ) ЖЖ. ШЖ 
у= (х), a<x<b 
在 点 x 上 的 导数 是 它 在 这 一 点 上 的 变化 率 ， 即 极限 
= m /(2+Ax)- Дх) н 
Жүзү s| ЗАЦДА р (D 
如 果 y 是 沿 誉 标 轴 运 动 的 一 点 在 时 刻 x 的 坐标 ， 则 
Г (хх) 是 这 一 点 在 时 刻 x 的 豚 时 速度 ， 

从 广 的 符号 可 以 判断 /的 变化 性 质 ， 如 果 在 一 
AK (e, d) 中 fr >0 (f° <0)， 则 了 在 这 个 区 间 
айю СЖМ). 如 果 一 个 西数 在 点 x 上 达到 
局 部 极 值 ( 极 大 值 或 极 小 值 )， 并 且 它 在 这 一 点 上 具有 
导数 ， 则 这 个 导数 等 于 零 ，f*(x) = 0. 

等 式 (1) 可 由 下 列 等 价 等 式 来 代替 ; 

м = р(х) +e(Ax), 当 Ах 0 时 , e(Ax)— 0, 
或 
Ay=f'(x)Ax+ Ахе(Ах), 


Жр Ах— 0 PJ e(Ax) 是 无 穷 小 量 ， 即 如 果 /在 
点 XxX 上 具有 导数 ， 则 它 在 这 一 点 上 的 增 量 分 解 为 两 
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项 . 第 一 项 

dy= ]'(х)Ах (2) 
k Ax ВЕЖ (与 Ax 成 正比 )、 第 二 项 比 Ах 
更 快 地 趋向 于 零 . 


B (2) 称 为 这 个 函数 对 应 于 增 量 Ах 的 微分 (di- 
fferential) . 对 于 微小 的 Ax, 可 以 把 Ду 看 成 近似 等 于 
dy: 

, Ay = ду 

上 面 对 于 微分 的 这 些 讨 论说 明了 数学 分 析 的 特 
征 . 它们 下 以 推广 到 多 变 盟 画 数 以 及 泛 其 的 情况 ， 

例如 ， 如 果 n 个 变量 的 函数 

2 
在 点 x= (х,, =, x,) 上 具有 连续 的 偏 导 数 { partial 
derivative ) ， 那 么 对 应 于 自 变量 的 增 量 Ax) ，…，、Ax，， 
了 了 的 增 量 Az 可 以 写成 下 列 形 式 : 


;=ў ar ДУ Ах! 
А: рУ ax Ax, + 2 Ах є(Ах), (3) 


其 中 当 Ax= (Ax, сс, Ах,) 0 mf, 即 当 一 切 Ax, 
08], s(Ax)- 0.(3) ЖОЙ Ж — 3 E 了 的 微 
分 az. 它 线性 地 依赖 于 Ax， 当 Ax 一 0 时 ， 第 二 
ЖД Ах 更 快 地 趋向 于 零 ， 

假设 给 定 泛 函 ( 见 变 分 学 (variational calculus )) 


J o= re, x, x')dr, 


其 中 函数 x 遍及 在 闭 区 间 [5 , ,} LR 4 85 е, 
ЭНД (о) = xo x(5)= x 《这 里 x 和 
х, 是 给 定 的 数 ) 的 函数 类 gn. 进一步 设 SR ЖЛЕ [to ， 
5] 上 具有 连续 导数 并 使 得 h(to) 一 h(t) = 0 的 函数 
二 的 类 . 显然 ， 如 果 хе, һе, M| x + he 9. 
在 变 分 学 中 已 经 证 明 ， 在 关于 L 的 某 些 条 件 下 ， 
J(x) 的 增 量 可 以 写成 下 列 形 式 : 当中 1 一 0 时 ， 


J(x+h) — J(x) I| - £ [ 21 [коа 


+ ol hl), (4) 
其 中 


[kl = ma ШО + max, |h'(O|, 


而 (4) 的 右 端的 第 二 项 比 1 更 快 地 趋向 于 零 ， 第 一 
项 线性 地 依赖 于 hegn,, (4) 中 的 第 一 项 称 为 泛 函 
J(x, h) 的 变 分 ， 记 作 8J(x, h). 

积分 除 导数 以 外 ， 妆 分 也 是 数学 分 析 中 的 一 
基本 概念 可 以 分 别 考虑 不 定 积分 和 定 积分 - 

不 定 积分 同 原 函 数 有 着 密切 联系 .函数 下 称 为 丁 


数 了 的 在 区 间 (a, b) 上 的 原 函 数 (primitive func - 
Чоп), 如 果 在 这 个 区 间 上 Р' = f. 

函数 了 在 区 间 (a, b] 上 的 定 积分 (Riemann 积 
分 ) 是 


ж/б, x) = Ја 


当 max(x,,, — х,) > 0 时 的 极限 ;这 里 4= x < x, 
«сеху Б x< S x., ЕЙ. 

如 果子 在 [a, b] 上 是 正 的 和 连续 的 ， 则 它 在 这 
个 区 间 上 的 定 积分 等 于 由 曲线 у= f(x), x 轴 和 直 
# x= a, x=b 所 图 成 的 图 形 的 面积 . 

Riemann 可 积 函数 类 包括 [a, b ] 上 的 一 切 连续 
函数 ， 和 荣 些 间断 函数 . 但是， 它们 必须 都 是 有 输 
的 ， 对 于 缓慢 增长 的 无 界 函数 ， 以 及 对 于 某 些 无 界 区 
亲 上 的 机 数 ， 引 人 了 所 谓 反常 积分 (improper)， 在 其 
定义 中 要 求 二 重 极限 过 渡 . 

ЛЕ Й Riemann 积分 的 概念 可 以 推广 到 多 
变 季 西数 的 情况 ( 见 多 重 积分 (multiple integral ) . 

另 一 方面 ， 由 于 数学 分 析 的 需要 ， 导 致 积分 概念 
在 男 一 个 不 同方 向 上 的 推广 ， 即 推广 到 Lebesgue 积分 
(Lebesgue integral) 形式 ， 更 一 般 地 ，Lebesgue - Stieltes 
积分 (Lebesgue - Stieltics integral) 形式 ， 这 些 积分 定义 
的 实质 在 于 对 某 些 所 谓 可 测 集合 引信 它们 的 测度 ， 并 
在 此 基础 上 引 人 可 测 函 数 的 概念 . 对 于 可 测 范 数 ， 已 
引入 了 Lebesgue-Stielties 积分 ， 与 此 相关 ， 考 虑 了 大 量 
的 不 同类 型 的 测度 以 及 相应 的 可 测 集合 和 可 测 函 教 类 . 
这 就 给 出 了 利用 某 种 积分 处 理 某 一 具体 问题 的 可 能 
性 ， 

Newton -Leamiz 公式 ， 导 数 和 积分 之 问 存在 着 联 

系 ， 这 由 下 列 Newton- Leibniz 公式 (定理 )(Newion- 
Leibniz formuia (theorem ) ) Жай: 


0046 = Fb) ка). 

这 里 了 是 [a, 6] ЕЖЕ, РСН. 

Тауш 公式 和 Taylar 级 数 ， 在 数学 分 析 中 ， 除 
了 导数 和 积分 以 外 ， 另 外 两 个 极其 重要 的 概念 【研究 
工具 ) 是 Taykr 公式 (Taybr formula ) 和 Тауюг 级 数 
(Taylor series)， 如 果 函 数 f(x) (a < x<b) 在 点 x, 
ВЯ РАЕВА n B (包括 n Br ) 的 连续 导数 ， 则 
它 在 这 个 邻 域内 可 以 由 x — xo 的 短 的 多 项 式 


P,(x)= го) + 208) 
+ убы), 


(хех) + 


(х-х), 


来 近似 ， 称 为 它 的 (mn К) Taylor 多 项 式 (Tayor poly- 
пой ) : 
О) = P, (x) 


(Тауюг 公式 ( Taylor fomula)); 近似 误差 
Е К,(х) = f(x)- Р, (х) 
B x— x 时 比 《x 一 x0)” 更 快 地 趋向 于 零 ; 
R,(xX)= 0((x— x0)"),， хх BJ. 


因此 ， 在 x 的 领域 内 ，f 能 由 非常 简单 的 函数 
{多项式 ) 来 近似 ， 并 达到 任何 精确 度 ， 为 了 进行 计 
я. Bak. W. жайла. 

特别 午 要 的 函数 是 所 谓 在 x, 的 一 个 醒 定 邻 域 内 的 
ЖТЫН. 在 这 个 邻 域 内 ， 它 们 具有 无 穷 多 个 导数 ， 
BË n =e 时 Ri(x) 一 0， 它 们 可 以 由 无 穷 的 Tayor 
级 数 ( Taylor series) 来 表示 : 


тоу Гол) + КОЕ. (a= 4) + 


EA KE F. Рл. БЯ, Taylor 
展开 也 是 可 能 的 , 
历史 简况 .在 17 世纪 以 前 ， 救 学 分 析 是 一 些 阮 立 
的 特殊 问题 解法 的 汇集 ; 例如 ， 在 积分 学 中 是 一 些 计 
算 图 形 的 面积 、 曲 面 立体 的 体积 、 变 化 力 所 做 的 功 等 
向 题 . 每 个 问题 或 一 类 特殊 问题 都 用 其 特有 的 方法 来 
解决 ， 有 时 是 复杂 的 ， 繁 琐 的 ， 有 时 则 是 相当 巧妙 的 
(关于 数学 分 析 的 史前 状况 ， 见 无 穷 小 演算 ( infinite 
caleulus )) 。 数 学 分 析 作 为 一 个 统一 的 、 有 系统 的 整体 
是 在 I. Newton , С. Leibniz, L. Euier , J. L .Lagrange 
以 及 17 世纪 和 18 世纪 的 其 他 学 者 的 工作 中 和 逐步 形成 
的 ， 它 的 基础 ， 即 极 腿 理论 ， 则 是 由 19 世纪 初 的 
A. L. Cauchy Ж. 数学 分 析 诛 始 已 想 的 深入 分 析 
FJ 19 世纪 和 20 世纪 集合 沦 ， 测 度 论 和 突变 函数 论 的 
发 展 有 关 ， 并 导致 其 各 种 推广 ， 
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1 — 3, Deutsch , Verlag Wissenschaft 1964, 
С. М. Никольский 撰 
[ 补 注 】 1961 &, А. Robinson 真正 提出 了 分 析 中 具 
有 逻辑 基础 的 无 穷 小 量 方法 、 从 而 维护 了 微 积 分 莫 基 
者 特别 是 Leibniz 的 观点 ， 反 对 现在 通用 的 "se-57” 分 
т. 这 种 看 待 分 析 的 既 古老 又 新 鲜 的 方式 近 20 年 来 得 
到 传播 ， 并且 在 近 几 年 内 可 能 会 变 得 更 为 重要 ， 见 
ГАА] 和 非 标 准 分 析 (поп - standard analysis ). 
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数理 经 济 学 [mathematical economics ; математическая 
экономика ] 

主题 为 经 济 对 象 和 经 济 过 程 的 模型 以 及 研究 它们 
的 方法 的 数学 分 支 ， 然 面 ， 数 理 经 济 学 的 概念 、 结 果 
和 方法 照例 自然 地 紧密 联系 它们 的 经 济 起 源 、 解 杰 和 
实际 应 用 来 了 述 .尤为 本 质 的 是 与 经 济 学 的 科学 与 实 
RE. 

数理 经 济 学 作为 数学 的 一 部 分 ， 只 是 在 20 年 代 
才 开始 .在 此 以 前 ， 仅 有 一 些 偶尔 的 研究 ， 它 们 不 能 
在 严格 意义 下 被 当 作 数学 - 

经 济 数学 建 模 的 特色 .经 济 学 建 模 的 特色 之 一 是 
被 建 模 的 对 象 极为 变化 多 端 .在 经 济 学 中 ， 存 在 可 
控 性 与 自发 性 因素 ， 严 格 的 确定 性 与 本 质 的 含糊 性 ， 
以 及 选 去 的 自由 、 技 术 本 性 的 过 程 和 人 类 行为 处 于 首 
要 地 位 的 社会 过 程 , 不 同 层次 《例如 企业 与 国民 经 
济 ) 的 经 济 学 要 求 本 质 上 不 同 的 撒 述 所 有 这 些 导致 
在 模型 中 所 用 到 的 数学 工具 的 非常 多 种 多 样 й 
抄 的 问题 是 如 何 考虑 社会 结构 来 反映 被 建 模 的 社会 经 
济 系统 的 类 型 .经常 发 生 的 是 这 样 那样 的 经 济 对 象 或 
过 得 的 币 银 数学 模型 可 以 成 功 地 既 应 用 于 资本 主义 经 
济 ， 也 应 用 于 社会 主义 经 济 ， 这 些 都 取决 于 所 利用 的 
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方法 与 对 分 析 结果 的 解释 . 

生产 ， 有 效 生产 ， 经 济 学 关注 财富 ， 或 产品 ， 它 
пекантттиваганвзжиан яі 
此 ， 大 们 运用 一 个 一 般 的 术语 : ЖЖ (ingredient ) 
(从 (set жа (Ccommodity) ) , E £ 14835 
5. 自然 资源 ， 对 大奖 的 环境 因素 的 不 天 影响 ， 所 出 
现 的 安全 系统 的 舒适 特征 等 等 . 通常 假定 要 素 的 个 数 
是 有 限 的 ， 产 品 空间 是 Euclid 空间 К", н r 是 要 
素 的 个 数 .及 中 的 点 z 在 适当 的 条 件 下 ， 可 以 理解 
为 一 种 “生产 "方法 ;其 正 分 量 代表 对 应 的 要 素 的 产 
出 量 ， 而 负 分 量 则 代表 投入 ， 对 词 “ 生 产 。 加 上 引号 
是 因为 它 是 在 非常 广泛 的 意义 下 被 理解 的 ， 可 采用 的 
(给 定 的 ， 存 在 的 ) 生产 能 力 的 集合 是 Z = 及 '、 生 产 
方法 zeZ 是 有 效 的 (efficient)， 如 果 不 存 在 zeZ， 
使 得 z 之， 并 且 至 少 对 一 个 分 量 有 严 阁 不 等 式 . 8 
示 有 效 方法 的 问题 是 经 济 学 中 最 重要 的 向 题 之 一 ， 通 
WE Z 是 紧 凸 集 ， 这 在 许多 情形 与 现实 相当 符合 ， 
通过 扩充 产品 空间 ， 有 效 方法 分 析 癌 题 这 时 可 以 旋 结 
为 Z 是 闭 唔 锥 的 情形 . 

揭示 有 效 方法 的 一 个 典型 问题 是 生产 计划 基本 问 
题 (fundamental problem of production plamning ) 给 
ро Z C R! 以及 一 个 消费 与 资源 限制 向 量 
bE 只 1， 要 求 求 出 方法 了 = (Б, дуе (88 р> р 
对 于 所 有 (b, #)8Z т. ЮЖ Z АН, ША 
这 是 凸 规划 (convex programming ) 的 一 般 问 题 ， 如 
Ж Z 是 由 有 限 个 生成 元 【所 调 基 本 方法 ) 给 定 的 ， 那 
么 这 是 线性 规划 (linear programming ) 的 一 般 问 题 . 
解囊 位 于 Z 的 边界 上 . Ë x 是 对 于 Z 在 点 三 处 的 
支撑 超 平面 的 系数 ， 即 对 于 所 有 €Z, 有 xz<0， 
而 wz = 0， 邮 烧 划 的 基本 定理 给 出 使 得 zj> 4 的 
条 件 例如， 一 条 充分 条 件 是 : 存在 向 量 (b, н) є 
intZ{ 所 谓 Slater 条 件 (Slater condition) ) . 刻画 了 
有 效 方法 的 t 的 系数 有 重要 的 经 济 意义 ， 它 们 可 
以 被 解释 为 与 不 麻 的 要 素 的 投入 与 产 出 的 有 效 性 相当 
的 价格 .一 种 方法 是 有 效 的 当 且 仅 当 产 出 的 价值 等 于 
投入 的 价值 所 给 出 的 有 效 生产 方法 的 理论 及 其 运用 
地 的 特征 已 经 显示 出 对 社会 主义 经 济 学 的 理论 与 实际 
计划 的 一 种 草 命 性 的 影响 ， 它 对 确定 价格 与 资源 的 社 
会 估价 的 客观 定量 方法 打下 了 牢固 的 基础 ， 使 得 在 社 
会 主义 经 济 的 条 件 下 ， 有 可 能 选择 最 有 效 的 经 济 决 
Ж. 这 种 理论 自 截 可 推广 到 无 限 种 要 素 的 情形 ， 这 时 
要 素 空间 是 适当 进取 的 函数 空间 . 

有 效 增长 ， 与 不 同 的 时 刻 或 时 期 有 关 的 要 罕 形 式 
上 可 以 看 成 不 同 的 要 素 因此， 动态 形式 的 生产 接 述 
原 出 上 包含 在 上 述 模 式 中 ， 这 种 模式 由 对 象 { 在, Z, 
b) 所 组 成 ， 其 中 X 是 要 素 空 间 ，2Z 是 生产 能 力 空 
间 ，b 是 对 经 济 的 消费 与 限制 的 规定 然而， 研究 生 


产 的 真正 的 动态 方面 需要 生产 能 力 描述 的 更 特殊 的 形 
式 . 

经 济 动力 学 的 根 当 一 般 的 模型 的 生产 能 力 是 出 点 
БИШЕЙ С) а: R4 一 2" 来 给 定 的 、 这 里 
R', 是 经 济 的 ( 相 ) 空间 ，xsR' 被 解释 为 经 济 在 茶 
个 时 刻 的 经 济 状态 ， 而 x。 是 在 该 时 刻 可 采用 的 产 上 山上 
МЕ. 集合 а(х) 由 所 有 由 x 出 发 经 过 单位 时 期 以 后 
可 能 进入 的 经 济 状态 所 组 成 ， 称 


Ze (00, y)ERY: уєа(х)} 


为 映射 a 的 图 象 (graph of the mapping а). 点 (x， 
J) 是 条 容 许 的 生产 过 程 

已 经 考虑 过 经 济 发 展 的 可 能 轨 线 的 不 同 的 规定 范 
本 . 特别 是 ， 人 们 的 消费 可 以 或 者 是 映射 a жЕ, 
或 者 是 用 显 式 表达 .例如 ， 在 第 二 种 情形 下 ， 容 许 雪 
线 是 序列 (X, C) = (x (t), c (t+ 1)) 中。， 使 得 
x(t+1)+c(t+ 1)8a(x(t)), c(t)20 对 于 所 有 t 
жї. 已 经 研究 过 不 同 的 胃 线 有 效 性 的 概念 . 轨 线 (X, 
С) 是 相对 于 消费 有 效 的 【 ellicient relative to consump - 

n ) ， 如 时 不 存在 由 同样 的 初始 状态 出 发 的 另 一 条 容 
ИЕ (х, С), ЖЕ C>C. 轨 线 (X, C) 是 内 
在 有 效 的 (intrinsically efficient) ， 如 果 不 存在 另外 的 
从 同样 前 初始 状态 出 发 的 容许 轨 线 (X, С), ыш to 
和 数 > 1, 使 得 
4 元 (to) =x(t0). 

雪线 的 最 优 性 通常 定义 为 依赖 于 效用 函数 и: 
к', 一 R', 和 效用 随时 间 变 化 的 折扣 系数 py 之 1( 有 
关 效 用 函数 的 某 些 论述 见 下 面 ， 也 见效 用 理论 【utility 
%еоу)). %# (X, С) #0 (u, н) - 最 优 的 〔 (u, 
н) -optimal )， 如 果 


эв [тоз еби |> 


对 于 任 甸 从 阿 拌 的 初始 状态 出 发 的 容许 雪线 (x, C) 
成 立 ， 存在 一 些 关于 相应 轨 线 的 十 分 一 般 的 存在 性 定 
m. 

在 不 同 的 意义 下 有 效 的 雪线 是 由 一 系列 价格 来 刻 
夯 的 ， 它 们 恰好 与 用 价格 (支撑 超 平面 的 系数 x 来 
刻画 有 效 方法 的 方式 一 样 . 这 就 是 说 ， 如 果 对 于 一 
种 有 效 方法 ， 在 最 优 价格 下 投入 的 价值 等 于 产 出 的 价 
值 ， 那 么 在 一 条 有 效 执 线 上 ， 状 态 的 价值 是 不 变 的 与 
最 大 的 ， 并 且 在 所 有 其 他 容许 轨 线 土 它 不 可 能 增加 . 

所 有 这 些 定义 容易 推广 到 生产 映射 a, ош 和 
系数 u 依赖 于 时 间 的 情形 ,时间 本 身 可 以 是 连续 
的 ， 或 者 更 一 般 地 ， 参 数 t 可 以 在 一 个 相当 任意 的 集 
合 上 变化 . 

从 经 济 学 的 观点 来 看 ， 邻 人 感 兴 焉 的 是 在 入 线 上 


达到 最 大 可 能 的 经 济 增长 率 ， 并 及 可 以 在 一 个 任意 长 
的 时 期 坚 圭 下 去 ， 这 就 导致 ， 对 于 不 随时 间 变 化 的 a 
和 ww， 这 样 的 轨 钱 是 定常 的 (stationary) ， 即 ， 有 了 形 
式 


х{у=х(0)е*,с{г) = 


这 里 a 是 经 济 的 增长 (发 展 ) 率 .在 基 种 意义 下 
定常 有 效 的 ， 以 至 定常 最 优 的 轨 线 称 为 大 道 鸭 绕 (tur - 
npike trajectories ) . 

在 非常 广 的 假定 下， 大 道 轨 线 定理 断言 ， 每 -- 条 
有 效 轨 线 ， 不 管 其 初始 状态 如 何 ， 随 时 间 增 长 而 近似 
ЗААР Ж. 存在 大 量 的 不 同 的 火 道 定 
更 ， 其 不 同 在 于 衣 效 性 与 最 优 竹 的 定义 ， 度 量 与 大 间 
的 距离 的 方法 ， 收 敏 的 奖 型 ， 以 及 最 后 还 有 所 讨论 的 
时 间 区 沿 是 有 限 的 还 是 无 限 的 ， 

生产 能 力 是 出 凸 多 面 鳞 来 给 定 的 经 济 动力 学 模型 
称 为 von Neumann 模型 (von Neumann model ) уоп 
Neumam 械 型 的 特殊 情形 是 封闭 Leont'ev 模型 
{ closed Leont ev шой), ， 或 者 (上床 另 外 的 术 滞 ) АЙ 
动态 部 门 间 半 衡 模型 (closed dynamical interdepartmen - 
tal balance model) (术语 “封闭 " ЖШ ДЖЕЛ 
арр НРМ НЕ ЖЕ КД). ТЕ ЖОН PLA AE 
Ж ix 1 阶 的 矩阵 Ф, АЯ 旦 来 给 定 的 ， 过程 
(x,y)eZ, ЕД о, we к, 可 以 如 下 求 得 : 


CO)e 


хф, 254 w B, y < 


部 门 间 平 衡 模 型 大 极为 广泛 流传 的 ， 因 为 能 方便 地 得 
到 构造 它 所 需要 的 初始 信息 . 

经 济 动力 学 的 模型 也 在 连续 时 间 情 形 下 讨论 ， 事 
实 上 ， 最 先 术 究 的 模型 之 一 就 是 具有 连续 时 间 的 模型 . 
特别 是 ， 有 多 项 研究 是 致力 于 最 简单 的 单 生产 模 浒 ， 
它 由 下 列 方程 给 定 : 


х= f(x)— c, 


这 里 x 是 每 单位 劳动 资源 的 基金 县. c 是 按 人 头 的 消 
Ж, 了 是 牛 产 函数 (递增 的 媚 函 数 ) .满足 这 一 方程 
ДЕЛЖ (x(r), с(}) у 刻画 了 一 条 容许 轴线 ， 
ХРЕМА А и 和 折扣 系数 н, ЖИШП 
以 确定 最 优 轨 线 ( 并 且 只 有 它们 ) 满足 Бит 方程 
的 类 似 : 


оф+ w. 


u(x)x= u(c)- u(c), 


这 里 E 是 满足 条 件 六 x) c= x 的 最 大 数 . 
Leont су 模型 原先 也 是 按 连 续 时 间 陈 述 为 微分 方 
程 组 


Х=АХ+ВХ+С, 
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这 里 X 是 产品 流 ，4 利 B 分 别 是 流动 消耗 矩阵 与 资 
本 消耗 矩阵 ， 而 C 是 有 限 消费 流 . 

具有 连续 时 间 的 模型 中 的 有 效 与 最 优 轨 线 是 异 助 
于 变 分 学 、 最 优 控 制 和 无 限 维 空间 上 的 数学 规划 的 方 
法 来 研究 的 . 容许 负 线 是 由 形式 为 ea{x) (a 是 生 
产 映射 ) 的 微分 包含 来 给 定 的 模型 也 已 讨论 . 

消费 者 的 合理 行为 .决定 其 合理 行为 的 消费 者 的 
口味 与 日 标 是 以 在 产品 空间 中 的 茶 个 偏好 系统 的 形式 
来 给 定 的 ， 也 就 是 说 ， 对 于 每 个 消费 者 i 来 说 ， 定 义 
了 一 个 点 到 集 喘 射 Р, Z 一 2*. 这 里 Z 是 某 个 形 
势 子 集 ， 消 费 者 在 其 中 处 于 选择 过 程 ， 天 是 对 消费 者 
来 说 可 接受 的 向 量 集 ，X SR'， 特 别 是 ，Z 可 以 是 
RR' 的 一 个 子 集 ,集合 P,(z|x) 是 由 所 有 在 形势 z 时 
《严格 ) 好 于 向 基 х 的 向 量 区 eX 所 组 成 ， 例 如 ， 映 
射 P, 可 以 通过 效用 函数 (utility function) и 来 给 定 ， 
这 里 u (x) 显示 产品 组 x 对 消费 者 的 效用 ,这 样 ， 


Z=R! , P (2) = [(XeR' : u(Z) > u(x)}. 
ЖЕ 2 的 措 述 中 ， 所 有 的 产品 价格 x 与 消费 者 的 
货币 收入 d 都 要 进 和 人 .于 其 B, (2) = (xeX: 
xz S a) 是 消费 者 在 形势 z 时 可 以 选择 的 产品 组 的 全 
ж. 这 一 集合 称 为 预算 集 (budget set》， 消 费 者 行为 
的 合理 性 在 于 由 集合 B.(z) 中 选取 产品 组 x， 使 得 
P.(z|x)(YB (z) =$. 设 D,(z) 是 消费 者 在 形势 z 
时 所 选择 的 产品 组 的 全 体 ; Р, ЖЭНЕ (demand 
mapping) (或 需求 函数 (demand fumction ) ， 如 果 
D,(z) наде): 有 许多 研究 致力 于 明确 映射 P，， 
了 和 D, 的 性 质 . 特别 是 ， 当 Р, 是 函数 时 ， 已 有 相 
当 长 时 间 的 研究 ,使 映射 8, 和 D, 连续 的 条 件 也 已 
确定 让 特殊 意义 的 是 对 需求 函数 D, 的 性 质 的 研究 
事实 上 ， 有 时 仅 把 需求 函数 D. 看 作 首 要 的 ， 而 不 是 
把 偏好 Р, 看 作 首要 的 ， 会 更 为 方便 ， 因 为 前 者 更 容易 
出 所 采集 的 关于 消费 者 行为 的 信息 来 构造 例如， 在 
一 个 ( 贸易 静态 ) Бн, ижат 
ар. (х) Әр, (х) 
дя, ' д4 

的 量 ， 这 里 a， 是 产品 p 的 价格 ， 而 4 是 收入 

环绕 消费 者 合理 行为 理论 的 是 群体 选择 (社会 选 
ҖЕ (social choice ) ) 理论 : 作为 一 条 规则 ， 它 是 有 关 
离散 的 备 选 对 象 的 ， 通 常 假定 ， 在 一 个 群体 中 有 有 限 
个 参与 者 ， 以 及 有 例如 有 限 个 备 选 对 象 问题 在 于 ， 
当 纺 定 每 个 参与 者 对 备 选 对 象 的 伪 好 时 ， 有 关 单 个 中 
选 者 的 群体 决策 的 选取 ， 群 体 选择 提供 了 各 种 选举 模 
式 ; 这 里 也 用 公理 方法 与 对 策 论 方法 . 

利益 协议 .利益 特有 者 是 经 济 系 统 的 个 体 部 分 ， 
而 社会 则 是 作为 一 个 整体 . 可 以 提出 消费 者 (消费 者 
群体 ) ; 企业 、 政 府 部 门 、 土 地 管理 机 构 、 计 划 与 财 
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政 机 构 等 等 作为 这 样 的 部 分 .对 于 利益 协议 的 问题 要 
区 分 两 种 互 机 渗透 的 方法 : 解析 的 ， 或 构造 的 ， 以 及 
综合 的 ， 或 描述 的 . 按照 第 一 种 方法 ， 开 始 时 有 一 条 
总 居 量 忧 准则 【作为 杏 体 的 全 社会 的 利益 的 陈述 ) . 
问题 在 于 由 一 般 的 蕉 出 导出 局 部 的 【个 人 的 ) 考虑 个 
人 利益 的 准则 . 在 第 二 种 方法 中 ,恰好 只 有 个 人 准 
则 ， 以 及 问题 在 于 如 何 把 它们 统一 起 来 成 为 单个 合成 
系统 ， 使 得 它 的 功能 导致 从 整个 社会 的 观点 来 看 是 满 
意 的 结果 . 

直接 有 关 第 一 种 方法 的 是 数学 规划 中 的 分 解法 . 
例如 ， 假 设 在 经 济 中 有 rm 个 生产 者 ， 并 设 每 个 生产 者 
站 是 由 生产 能 力 集 了 ,来 给 定 。 这 里 Y C R Ж 
ж. 又 设 对 于 整个 社会 给 定 一 个 目标 函数 这， 这 里 V; 
R' 一 恨 ' 是 四 函数 ， 经 济 应 该 按 下 列 上 由 规划 问题 的 
结果 的 方式 来 组 织 :由 条 件 y 20, уе) Y,,V(y) 一 
шах, Ж 了 ， 册 有 效 华 产 方法 特征 定理 ， 可 以 断定 ， 
存在 价格 peR' (рт 0) 使 得 


y p= пах yp 对 尘世 有 j 成立 + у= у у%. 
ЫА 
量 yp 被 解释 为 第 j ТЕЖЕП ИУ р 时 的 利 
ж. 因此 ， 由 此 可 得 ， 如 果 执 行 价格 确定 为 对 应 的 形 
式 ,那么 对 于 每 个 生产 者 的 利润 最 大 化 准则 并 不 与 公 
共 目 标 相 冲突 ， 第 二 种 方法 已 经 在 经 济 均衡 模型 的 范 
国内 大 为 发 展 ， 
经 济 均衡 ， 假 定 经 济 是 由 一 些 有 个 人 利益 的 个 体 
所 组 成 : 生产 者 以 指标 j= 1，… m 来 编号 ， 而 消 
赛 者 以 指标 i= 1,…, n 来 编号 ， 生 产 者 j 是 由 生产 
ЛЕ Ү,= R! 和 给 出 他 或 好 的 仿 好 系统 的 映射 已: 
Z— 2" 来 描述 的 . 这 里 Z 是 经 济 的 可 能 状态 集 ， 
它 将 在 下 面 被 具 体 化 .消费 者 i 是 由 消费 上 可 接受 的 
产品 组 全 体 X, = R!， 产 品 的 初始 供给 w O = 了 4 , 
偏好 Р: Z -~ 25， 以 及 最 后 还 有 收 人 分 布 函数 xi: 
Z 一 R 来 捕 述 的 ， 这 里 а (т) 指出 消费 者 i 在 状态 z 
时 可 采用 的 货币 量 . 经 济 中 可 能 的 价格 集 是 9， 可 能 
WR 2-х, x 门 ,Y; x Q. ШЖ B. 在 
这 里 定义 为 : 


B,(2) = {хех XOp<x,(z)-+ wD р). 
所 接 述 的 经 济 的 一 个 均衡 状态 是 指 re Z 满足 条 件 
FoF уно, 
u 7 T 


х®ев(т), В,(т)Г\Р,(#) =@, Y,(1F,(2) =. 


在 本 质 上 ， 经 济 的 一 个 均衡 状态 是 作为 一 个 具有 多 个 
局 中 人 的 非 合 作对 第 ( son -cooperative game ) 的 在 附 
加 关于 所 有 产品 达到 平衡 的 条 件 下 的 von Neumam - 


Nash 意义 下 的 解 来 确定 的 . 

均衡 状态 的 存在 性 已 经 在 对 原来 的 经 济 加 上 很 一 
般 的 条 件 下 被 证 明 .为 保 证 均衡 状态 是 最 优 的 ， 即 它 
是 日 标 函 数 依 较 于 消费 者 利益 的 茶 个 总 体 最 优化 问题 
的 解 ， 加 上 非常 产 格 的 条 件 是 必要 的 . 例如 ， 设 P, 
由 四 连续 函数 и 及 ' R. 8, РН py 名 
给 定 ; 又 设 


а.(2) = Ў вур, 0,20, 6,=1, 
‚ 
о-о 1), 


这 里 Y. X 是 紧 凸 集 ，0eFi， wmeintX, Wü## 
指标 的 任何 子 集 5 = (0, 7, i) 形成 原来 的 经 济 的 
一 个 子 经 济 ， 其 中 S 中 的 每 个 消费 者 i, 对 应 一 个 
(并 用 只 对 应 一 个 ) 生产 者 ， 其 生产 能 力 集 是 


Y. = өү, 
收入 分 布 函 数 在 这 里 有 形式 为 
m (= yep. 
一 个 状态 zeZ 称 为 是 平 稀 的 《balanced ) ， 如 果 
Fx EF уб +у ню. 


原来 的 经 济 的 一 个 平衡 状态 被 说 成 是 被 消费 者 联盟 
(ЖОШ (соайоп)) S 所 阻 得， 如 果 在 由 联盟 S 
所 确定 的 子 经 济 中 ， 存 在 平衡 状态 z) 使 得 и (500) 2 
u, (х) 对 于 s= 1, …，r 成 立 ， 并 且 不 等 式 至 少 
对 于 一 个 指标 是 严格 的 ， 既 济 的 核心 (core of the eco - 
поту) 是 所 有 不 被 任何 消费 者 联盟 所 阻碍 的 平衡 状态 
集合 . 对 于 具有 这 些 性 质 的 经 济 ， 有 下 列 定 理 : 每 个 
均衡 状态 属于 核心 ， 其 道 不 真 ; 然而， 有 许多 充分 条 
件 能 使 均衡 状态 集 与 核心 互相 接近 或 者 完全 重合 ， 特 
别 是 ， 如 果 消 费 者 个 数 趋 向 于 无 限 ， 并 且 每 个 消费 者 
对 经 济 的 状态 的 影响 变 得 越 来 越 小 ， 那 么 均衡 状 态 集 
就 趋向 于 核心 .核心 与 均衡 状态 集 重合 在 具有 【连续 
B: ) 无 限 多 个 消费 者 的 经 济 中 成 立 (Aumann 定理 
{ Aumazm theorm ) )， 

设 经 济 是 个 市 场 模型 ( 即 ， 没 有 生产 者 ) ， 其 参 
与 者 (消费 者 ) 集合 是 单位 闭 区 间 [0、1]， 以 下 表示 
为 T， 经 济 的 状态 是 z = (x, р), ДР pe {peR': 
于 ,pi 一 1} 以 及 x 是 由 了 到 в. 的 函数 ， 其 每 个 
分 量 是 区 间 T Е Lebesgue 可 积 函 数 .在 参与 者 之 
间 的 产品 初始 分 布 是 由 函数 w 来 给 定 的 , [w > 0, 
从 而 一 个 平衡 状态 z 就 是 满足 fx = fw 的 状态 . £ 
与 者 的 联盟 就 是 了 的 Lebesgue 可 测 子 集 ， 如 果子 集 
的 测度 为 罕 ， 那 么 对 应 的 联盟 就 称 为 堆 联 盟 ， 核 心 就 
是 不 被 任何 非 零 联盟 所 阻碍 的 平衡 状态 集 .一 个 状态 


к={(х,р) 荐 均衡 的 ， 如 果 对 十 儿 乎 及 有 的 参与 者 了， 
u,(x(1))= maxu,(x(r)), 
x(D€/x: xp 所 pwfD} 
Аштап 定理 断言 ， 在 这 个 经 济 申 ， 核 心 与 均衡 状态 
жая. 

+ ЕИ ДЕЛЕ ЖЯ п Е, НАНА 
是 很 下 意义 的 ， 这 方面 有 Debreu 定理 . 设 市 场 模型 
集 为 W = (090 D,)",)}， 其 中 w 中 ER' 是 对 于 
佐 与 者 让 的 产品 的 初始 供给 ,并且 w= (wO), 


w) 其 在 集合 W тали, мев" '. 


映射 D,: Q x M > В. 代表 对 于 参与 者 i 的 需求 函 
数 .函数 D,，…, р, 对 于 整个 经 济 集合 Р 是 给 定 
(不 变 ) 的 。 设 И, W.S WW， 为 其 均衡 状态 集 是 无 
限 多 的 经 济 的 全 体 ，Debreu 定理 【Debreu theorem) 
断言 ， 如 时 函数 D... D, 连续 可 徽 ， 并 用 至 少 对 
于 一 个 参与 者 不 存在 愧 和 点 ， 剖 么 集合 W, üE E 
空间 W 中 的 (Lebesgue ) 测度 为 零 ， 

数值 方法 . 数 埋 经 济 学 与 计算 数学 有 货 切 的 联 
系 ,线性 规划 与 线性 经 济 模型 已 经 对 线性 代数 的 计算 
方法 产生 巨人 的 影响 ,本 质 上 是 由 十 线性 规划 ， 使 得 
在 计算 数学 中 运用 不 笔 式 已 经 蛮 成 与 运用 等 式 一 样 频 
Ж. 

经 济 均衡 的 计算 大 涉及 许多 方面 的 困难 问题 . 例 
如 ， 已 名 有 许多 工作 致力 于 收 伊 于 微分 方程 组 


p= Е(р) (+) 

的 均衡 的 条 性 ， 这 里 p 是 价格 向 量 ，F 是 超 需 函数 ， 
邵 需求 函数 与 供给 函数 的 差 .均衡 价格 万 ， 由 定义 ， 
使 得 供需 相等 ，F(F) 一 0 超 需 两 数 F 或 者 是 直接 
给 冠 的 ， 或 者 是 由 对 应 的 均衡 模型 的 更 原始 的 概念 来 
8580. 5. Smale ([8]) 已 经 研究 过 比 (+) 远 为 … 般 
的 应 用 于 市 场 模型 的 动力 系统 ;除了 价格 p 的 随时 间 
变化 外 ， 也 考虑 状态 x 的 变化 ; 这 里 容许 轨 线 (p(r), 
х(1)) 满足 其 个 形 为 pe 天 ( 门 , 26 C(p) 的 微分 包 
Ж. 其 中 K(p) 和 C(p) 是 由 市 场 模型 确定 的 p 和 
x 的 可 能 变化 方向 集 . 

经 济 均 效 ， 对 策 的 解 ， 这 样 那样 的 极 值 问题 的 解 
都 可 以 定义 为 其 个 适当 的 点 到 和 集 映 射 的 不 动 点 ， 在 数 
理 经 济 学 的 厂 究 范 电 内 ， 计 算 各 种 各 样 的 映射 的 不 动 
点 的 数值 方法 已经 得 到 发 展 ， 最 著名 的 Scarf 方法 
(Scarf method) ([6]) ， 它 是 Spemer 引 理 (Spemer 
етли) 和 线性 规划 问题 求解 的 单纯 形 法 (simplex 
method ) 的 思想 的 一 和 组 合 - 

有 关 问 题 ， 数 埋 经 济 学 紧 几 联系 着 许多 教学 分 
支 .有 村 很 难 确定 数理 经 济 学 与 数理 统计 ， 或 者 由 分 
т... Ина Юа. хадя 
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到 ， 例 如 ， 正 矩阵 ， 正 线性 ( 和 齐 次 ) 算 子 和 超 线性 
点 到 集 映 射 的 谱 性 质 的 理论 、 痢 站 在 数理 经 济 学 的 需 
要 影响 下 发 展 起 来 的 . 
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МЕ} ЖЕНИ АЕ ИОА [АВ], її 
从 最 优化 观点 来 看 很 有 用 的 通论 书 是 [A9]， 数 至 经 济 
学 方面 选 论 的 论文 可 在 [Al0] — [A12] 中 找到 ， 关 于 
进一步 论述 用 于 经 济 学 的 动态 系统 ， 其 中 包括 〔 最 
Ж) 控制 和 变 分 学 ， 也 见 [A13] 一 [AL5j， 书 [A5] 一 
[А7], [А16] - [A20] 是 论述 价格 、 效 用 函数 和 一 般 
均衡 理论 的 ， ЖЕ [А20] 的 更 高 级 的 版 本 中 ， 意 味 深 长 
地 应 用 了 测度 论 - 

除了 已 经 提 到 的 领域 外 ， 许 多 其 他 的 数学 分 支 也 
可 富有 成 效 地 用 于 经 济 学 ， 其 中 包括 分 歧 理 沦 ，Hami - 
lon 动力 系统 和 Li 群 沦 [A25]. 

社会 选择 (social choice) 和 投票 体系 (voting sys- 
наз) бнт Ажар, 其 中 断言 对 于 社会 选择 

一 个 非常 合理 稳妥 的 公 理 集 【传递 性 ， 独 立 性 或 与 
жске 一 致 通过 性 、 无 独裁 者 性 ) 居然 会 导 
НЯН. ХН ( 已 有 许多 ) 称 为 Arrow 不 可 能 性 
定理 ( Arow impossibility theorcms ) ([ А21] —[ A24]) . 
它们 必须 连同 Kendortsev ЊЕ: ( Kondortsev paradox) 
НЕ, ДЖЕ А ВА. 
ЕТА ЛТ, Т. д 
选 者 被 三 名 投票 者 分 别 给 出 的 顺序 为 : x > y>z.y> 
Z>x,Z>x>y. 

来 自 Spemer 引 理 的 对 于 Brouwer 不 动 点 的 数值 
计算 的 Scarf 方法 发 展 成 为 解 方程 的 同 伦 方法 ( homo - 
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тору methods for solving equations ). 粗略 地 说 ， 它 是 
把 给 定 的 问题 不 断 形变 直到 求 得 一 个 平 几 的 同 题 
G[A26]). 这 一 观念 又 进 -- 步 发 展 为 解 方程 组 的 连续 
性 方法 (continuation methods) ( 见 连续 性 方法 (对 参 
数 族 ) {continuation method (to a parametrized fami- 
у); 连续 性 方法 ( 对 参数 族 ， 对 于 非 线性 算 子 ) 
( continuation method (to а paramctrized family, for 
non -linear operators ))). И ИК s ЖОЙ ЗЛ 
变 为 这 些 观 念 的 特殊 情形 . 文献 精 选 是 [A26] — { А29]. 
数学 规划 的 分 解法 与 中 心 导 向 的 经 济 系统 之 间 的 
关系 在 [A30] 中 得 到 广泛 讨论 . 
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[译注 】 这 是 在 前 苏联 时 代 握 写 的 ， 因 而 就 带 有 那个 
时 代 的 特征 .其 中 最 突出 的 - -点 是 通 篇 不 提 “ 商 品 
( commodity) ” 而 只 提 “ 产品 (product)”. 唯一 提 到 
“商品 "的 一 处 是 英 译 者 加 上 去 的 . 实际 上 ， 本 条 目 
中 所 有 的 “产品 " 在 西方 文献 中 都 是 指 “ 商 品 ”. 

70 年 代 以 后 ， 在 Debreu ([ A3]) КТЕ Ж 
响 下 ， 用 机 分 方法 来 研究 一 般 经 济 均 衡 理论 成 为 数理 
经 济 学 的 中 心 . [В1] 和 [B21 是 这 方面 的 两 本 总 结 性 
的 专著 ，80 年 代 以 后 ， 由 于 金融 经 济 学 的 需要 、 关 于 
非 完 全 资产 (asset ) 市 场 的 一 般 均 衡 理论 的 研究 形成 
Ж. [83] 是 这 方面 的 一 本 专辑 . 
ра 

[B1] Mas -Colell , The theory of general economic equili - 
Ъйшп-а differentiable appmach, Cambridge Univ 
Pres , 1985 

[B2] Balasko, Ү., Foundations of е theory of general 
quilibrium , Асай. Press , 1988 . 

[B3] Geonakoplos. J ОЮ. (ой.), Special issue on cquli - 
briurn with incompletc markets , J. Май. Есон., 19 

(1990). 中 树 中 详 ӨШ Ж 


数 党 期望 [mathematical expectation : математическое 
ожиданне ], 平均 值 ( mean value ) ， 随 机 变量 的 

承 机 变量 的 概率 分 布 的 一 种 数字 特征 ， 在 最 一 般 
的 情形 下 ， 给 定 概率 空间 ( probabilty space) (О. = 
P) 上 的 随机 变量 X(o), ое f， 其 数学 期 望 是 关于 概 
率 测度 ( probability measure ) 中 的 Iabesgue 积 分 ( Lebe - 
sgue integral): 


Ех= | x(o P (ao) (0) 


( 以 积分 存在 为 条 件 ) , 实 值 随机 谈 量 的 数学 期 望 又 可 
以 用 x 甘于 天 的 概率 分 布 Px 的 Lebesgue 积分 来 | 算 : 


EX= xpPu(dx)， 


区 的 函数 的 数学 期 望 可 以 用 其 分 布 Py 表示 、 例 如 ， 如 
Ж X ЖЛЕ R 中 取 值 的 随机 变量 ，/({x) 是 x 的 单 值 
Borel 函数 ( Borel function)， 则 


Ел) = | FX DP (do) = | Pad) 


如 果 Р(х) 是 天 的 分 布 函数 ， 则 的 数学 期 望 林 
以 表示 为 Lebesgue -Sticltjss ( BË Riemana- Stislges) 积 
分 = 
Ex=| xdF (x). 


此 处 X fE (<) 意义 下 的 上 串 积 性 等 价 十 积分 
Í x4F(x) 


的 有 限 性 ， 在 符 殊 情形 下 ， 如 果 X НАА, 
其 可 能 到 的 值 为 x,《 上 一 4,2，…) ， 相 应 的 概率 为 P, 
=pfa:X(o)= x), М 


ЕХ= x, h; 
n 
如 果 ХАЖЫ р(х) 的 绝对 连续 分 布 ， 则 


Ex=| хр(х)ах; 


而 数学 期 望 的 存在 性 等 价 于 相应 级 数 或 积分 级 绝对 收 
+. 

数学 期 时 的 主要 性 质 

a)EX, SE X,, #Ж V weEQ, KX (o) <Х,(0); 

b)EC = C, 对 每 个 实 常数 C ; 

С)Е («Х,+ 8 X,)=zE X,+8 EX,, я — uJ Ж 
а# в; 

4)Е( ,Х,) = „ЕХ 如 果 级 数 Уе E| X.| 
*ж® ; 

е) (ЕХ) SEg(X), ШЖ g Б: 

门 每 一 有 界 随 机 变量 具有 有 限 的 数学 期 望 

ВЕС Хо) =TI; EX, 如 果 障 机 变量 x,, 


MATHEMATICAL INDUCTION 6 


… ,XX 相互 独立 

可 以 自然 地 定义 具有 无 穷 数学 期 望 的 随机 变量 的 
概念 某 些 随机 游 动 ( 见 Bemoulli 随机 游 动 ( Bernoulli 
random walk )) 的 返回 时 间 提 供 了 典型 的 例子 

用 数学 其 望 可 以 定义 概率 分 布 的 许多 数 秆 泛 函 特 
征 (作为 给 定 随机 变量 的 适当 的 函数 的 数学 期 望 )， 
例如 , АЕ pk Hs &k ( generating fanction)、 特征 函数 
( characteristic function ) #l £ ЗЕ ( moment) , 特别 是 
方差 (dsperson ) ЯНУ Ж ( covariance) 

数学 期 望 是 随机 变量 取信 的 一 种 位 置 特征 ( 它 的 
分 布 的 均值 )、 这 里 ， 数 学 期 望 作为 分 布 的 典型 值 ， 
它 的 作用 杠 当 于 力学 中 的 静 力 逢 -质量 分 布 的 质心 谷 
标 . 数学 期 望 不 同 于 用 普通 术语 描述 的 分 布 的 其 他 位 
置 特征 , 诸如 中 位 数 ( 见 中 位 数 {统计 学 中 的 ) 
(median (in statstks))) 和 众 数 ( mode)， 它 以 及 撒 
述 与 其 相应 的 散布 特征 的 方差 ， 在 概率 论 的 极限 理论 
中 有 着 重要 的 作用 ， 数 学 期 望 的 意义 最 完全 地 体现 于 
大 数 律 (aw of large numbers ) ( 亦 见 Чебышев 不 等 式 
( Chcbyshev inequality ) ) 及 强大 数 律 (strong law of large 
numbers) . Ы, ХХ, … 是 具有 有 限 数学 
期 望 a=EX 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 则 对 任 
意 的 >0, 当 ~ оо П, 有 


?| 
此 外 ， 书 概率 1 有 
Ci 


作为 随机 变量 的 期 望 值 的 数学 期 望 的 概念 ， 首 先 
在 18 世纪 同 机 会 博弈 的 理论 相 联系 而 提出 ， 最 初 ,“ 数 
学 期 饶 ” 的 术语 是 作为 赠 博 者 期 望 的 一 利 而 引 人 的 ， 
对 于 可 能 的 盈利 x, ,…,x, , 车 其 相应 的 概率 为 让，…， 
Pp。， 则 期 望 盈 利 为 Zx, р,. 在 现代 意义 下 、 数 学 期 闻 
的 概念 的 推广 和 应 用 应 归功 于 П. Л. Чебышев . 
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индукция | 

— 28 F F PE 3 АК ( principle of mathc - 
matical induction) ВО ЕЗЙ ЗЕ ЕЖЕ 38: IKARO B 
然 数 x 的 断言 A(x) 被 认为 证 明了 了， 如果 4(1) 已 
ЖШН, ШАЯН АЖ п, ВВЕ A(n) 成 立 可 
以 排出 A(G(n+ 1) 也 成 立 . 

АС) 的 证 明 是 归纳 的 基础 ( induction base), Ш 
假定 4(n) 成 立 去 证 明 А(я-1) 称 为 归纳 步骤 (in - 
duclion кер). ЖШ п 称 为 归纳 参数 { induction para - 
meter )， 为 证 明 A(n + 1) 而 对 А (n) 所 作 的 假设 称 
为 归纳 假设 ( induction hypothess )， 数 学 归纳 原理 也 
是 委 纳 定义 (induction assumption 或 inductive defini- 
боп) 的 基础 . 这 种 定义 最 简单 的 例子 是 给 定 的 字母 表 
{а a.) БКЖ п 的 宁 的 定义 。 

归纳 基础 为 : 字母 表 中 每 个 符号 是 长 二 为 1 的 
字 . 妇 纳 步骤 为 : ШЖ 巨 是 长 度 为 上 的 一 个 字 ， 则 每 
个 字 Ea ЖЕЙ път 的 字 ， 这 里 1<i<sk. Ja 
纳 也 可 从 第 等 步 开始 ， 

往 千 出 现 这 种 情况: 4(1) 和 4(n+ 1) 可 用 类 
ДЕЛЛЕ В. 在 这 种 情况 下 使 用 数学 归纳 原理 的 下 
述 等 价 形式 更 为 方便 . ШЖ А(1) 成 立 ， 并 且 对 任何 
自然 数 nh， 出 假定 A(x) 对 所 有 自然 数 x < 成 立 可 
以 推出 4(x) 对 = 严 也 成 立 ， 则 对 任何 自然 数 x 
A(x) 者 成立 ， 这 种 形式 网 数学 归纳 原理 可 用 于 证 明 
Ж x 过 及 一 个 超 穷 类 型 良 序 集 的 断言 А (x) (833 
归纳 法 { transfinite induction)}， 作 为 赵 穷 归纳 的 一 个 
简单 例子 ， 人 们 可 对 遍及 给 定 的 字母 玫 上 带 宁 典 序 的 
所 有 字 的 参数 进行 归纳 ， 还 可 对 给 定 迎 辑 数学 演算 中 
的 构造 公式 进行 归纳 . 

有 时 为 了 对 断言 4(m) 进行 归纳 证 明 ， 人 们 不 得 
不 把 4 (п) 同一 系列 其 他 断言 (离开 这 些 斯 言 A(n) 
а + ЕЛКЕ ВӘТ) 放 在 一 起 同时 进行 归纳 处 
理 - 在 形式 算术 中 ， 也 可 给 出 这 样 的 断言 4(n), 使 
得 在 所 考虑 的 演算 范围 内 不 加 人 一 此 依赖 于 n 的 新 的 
辖 助 断 言 归纳 就 无 法 实行 ( 见 13]). 在 这 些 情 况 下 ， 
必须 用 复合 数学 时 纳 法 (compound mathematical ind - 
uction) 处 更 一 系列 断言 的 证 明 ， 所 有 这 些 断 言 可 形式 
地 统一 成 一 个 合 取 式 ， 但 是 实际 上 这 只 能 使 讨 沦 复杂 化 
并 排除 了 非 形式 籽 合 理 引用 具体 归纳 假设 的 可 能 性 . 

在 一 些 其 体 的 数学 研究 中 用 复合 归纳 法 定义 的 概 
念 和 证 明 的 结果 在 数 虽 上 已 达到 三 位 数 (Ж [4]). 在 
这 种 情况 下 ， 由 于 妇 纳 中 太 量 地 交叉 引用 归纳 假设 ， 为 
了 在 归纳 参数 取 炎 数值 时 简捷 地 ( 非 形式 地 ) 理解 任 
何 《 甚至 很 简单 的 ) -- 个 定义 或 结果 ， 谈 者 都 必须 熟 
悉 归 纳 参 数 下 小 的 数值 时 一 切 归 纳 思 想 的 内 容 及 其 性 
质 . 显然 ， 处 理 这 一 何 题 循 环 的 唯一 的 逻辑 上 正确 的 
敏 法 是 对 所 有 这 一 系列 思想 进行 公理 性 刻画. 因此， 


出 复合 数学 归纳 法 引出 的 大 芋 思 候 导 致 归纳 定义 和 归 
纳 证 明 中 需要 应 用 公理 方法 ( axiomatic method)， 这 
基 必 须 用 公 绎 方法 解决 其 休 数 学 问题 而 不 仅 是 有 关 数 
学 基础 的 阿 题 的 明显 例证 ， 
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[ 补 注 】 在 上 文中 自然数 是 1 ,2， 

参考 文献 
АІ] Madane , 8. and Birkhoff , С.. Ajgebra , Macmillan , 
1997. 孙 智 伟 译 


数理 语 育 学 [mathematical linguistics; математическая 
ливгвистика ] 

一 门 数学 学 科 ， 其 目的 是 发 展 和 研究 形成 描述 自 
然 语言 结 均 ( 即 诸 言 学 的 元 语言 ) 的 形式 工具 的 基础 
的 思想 . 数理 语言 学 的 秘 兴 大 致 可 追 戎 到 20 世纪 50 
年 代 ， 为 其 注 力 的 首先 是 理论 语言 学 的 内 部 需 
槛 ， 那 时 使 理论 语言 学 的 基本 概念 精确 化 的 必要 性 已 
蕴 酿 成 熟 ， 其 次 是 语言 汪 息 身 动 化 处 理 的 问题 ( 见 自动 
翻译 ( automatic translation))， 在 数理 语言 学 中 ， 算 
法 、 自 动机 和 代数 的 理论 方法 被 广泛 地 使 用 . 数理 语 
言 学 在 保持 其 应 用 特色 的 同时 ， 持 续 不 断 地 沿 转变 为 
纯 数 学 学 科 的 方向 发 展 ， 本 质 上 已 成 为 数理 角 辑 的 一 
个 分 支 . 同时 ， 数 理 请 言 学 的 应 用 范围 在 扩大 ; 它 的 
方法 在 程序 设计 理论 中 得 到 应 用 . 

语言 学 的 概念 如 果 着 重 于 语言 结构 的 形式 猫 述 则 
属于 结构 语言 学 (structural jnguistics ) 的 范畴 . 这 些 概 
念 中 最 重要 的 是 话 言 作为 “ 纯 关 系 系统 ”的 表示 ， 它 
使 语言 接近 于 数学 中 研究 的 抽象 系统 ， 这 个 表示 使 语 
言 功能 的 概念 基体 化 ， 使 之 作为 某 些 抽 象 对 象 一 一 " 意 
义 ” 到 另 一 类 型 对 象 一 一 " 文 词 ” 的 变换 或 其 逆 变 
Ë ,这 导出 用 数学 方法 研究 这 个 变换 的 思想 (在 “ 意 
义 ” 和 “ 文 词 " 这 两 个 概念 殉 立 以 后 ) 、 如 果 试 图 “在 
整体 上 “考虑 这 个 灾 换 ， 这 种 处 理 方 法 的 应 用 是 困难 
的 【由 于 它 极端 的 复杂 性 ， 也 让 于 形式 化 “意义 "这 
个 报 念 的 困难 )， 但 是 ， 清 断 的 理解 提示 将 该 变换 分 解 
成 所 个 步骤 . 例如 ， 包 括 从 陈述 的 “意义 ”到 “无 线 
性 次 序 的 语法 结构 " 的 过 程 ， 作 为 某 一 阶段 最 粗糙 的 
分 解 ， 而 所 谓 “ 无 线性 次 序 的 语法 结构 即 指 一 个 由 
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列 ; 在 下 一 阶段 就 可 以 得 到 单词 的 线性 序列 ， 然 后 变 
换 成 青 的 帅 。 为 了 更 精细 的 分 狩 ， 引 入 几 个 层次 的 语 
法 结构 ， 每 一 层次 逐渐 远离 “意义 "、 僻 近 “ 文 调 ”; 
“后 语法 ”阶段 也 加 以 进一步 的 分 解 ， 这 样 一 个 阶 自已 
经 较 易 以 数学 描述 ， 如 果 使 得 中 间 居 次 的 对 象 的 表示 
更 精确 朋 用 能 行 映射 模拟 从 一 个 层次 到 另 一 层次 的 转 
#. 无 尾 这 变换 是 含糊 的 ， 所 有 的 或 几乎 所 有 的 ( 依 
赖 于 分 解 的 方法 ) 中 间 步 又 也 是 如 此 .这 关系 到 语言 
的 最 重要 的 特征 之 一 ， 同 义 词 (synonyms ) 的 出 现 
即 用 不 同 的 调 表 示 辣 一 个 内 容 的 可 能 性 .因此 它 并 不 
适合 于 构造 一 个 确定 性 的 能 行 系统 (算法 ) ， 但 适合 
于 构造 非 确定 性 系统 (演算) ， 对 某 层次 的 一 个 给 定 
对 象 它 容许 枚 举 下 一 层次 对 应 的 对 象 或 与 它 同 义 的 
(在 同一 层次 的 ) 对 象 ， 或 者 枚 举 给 定 层次 的 “ 正 
确 " 对 象 ( 部 用 沫 些 已 知 前 正确 方法 可 与 前 一 层次 的 
对 象 相对 照 的 对 象 ) 的 集合 ， 或 者 收 举 两 个 给 定 的 相 
邻 层次 的 对 象 相互 对 照 的 偶 对 之 集合 (例如 “句子 十 
它 的 请 法 结构 ” ) 等 等 ， 这 种 英 型 的 汗 算 以 形式 文法 
(grammar ,formal ) 著称 ， 模拟 语 宫 对 象 变换 的 形式 
文法 与 用 于 这 些 相同 对 象 的 形式 岳 述 的 构造 同时 出 
现 . 另外 ， 在 同一 层次 的 对 象 集合 中 出 现 分 类 和 关 
条 ,很 多 方面 类 似 于 传统 文法 范畴 ( 如 词类 、 性 
售 等 )， 并 且 在 许多 情形 与 它们 一 致 、 没 有 这 些 分 类 
各 关系 的 引 人 ， 自 然 语言 的 形式 文法 的 现实 构造 实际 
вив. 

这 样 可 以 将 一 语言 的 形式 描述 分 成 久 下 三 个 方面 
不 同居 次 的 说 言 对 象 的 结构 的 描述 ， 在 这 些 对 象 集合 
上 的 革 些 特定 关系 和 这 些 对 象 集合 分 类 的 描述 ， 以 及 个 
别 对 象 到 其 他 对 象 的 变换 和 " 正确， 对 象 集合 的 结构 
的 描述 ， 与 这 些 方面 相 联系 ， 数 理 语言 学 分 为 三 个 基 
本 部 分 : 1) 词类 结构 的 描述 方式 的 分 析 和 研究 ，2) 语 
言 对 象 集合 上 语言 学 上 重要 关系 和 这 些 对 象 集合 分 类 的 
研究 (为 此 目的 而 构造 的 形式 系统 通常 称 为 语言 的 解 
析 模 型 (analytic model of a janguage ); 3) 形式 文法 理 
论 


为 了 描述 词类 的 结构 ， 要 月 语法 结构 ， 它 被 示 示 
为 一 个 特殊 形式 的 图 或 有 向 图 ， 通 常 具有 标号 顶点 职 
边 . ЖТР “ЖЫШ? БЫК ( 即 离 “ 意 义 ”最 过 的 层 
次 ) 描述 的 最 充分 发 展 的 理论 .在 这 些 层次 其 结构 通 
常 是 树 ,“ 较 深 * 层次 的 描述 方法 也 已 被 深入 地 研 
Ж. 为 此 ， 特 别提 出 了 所 谓词 函数 (lexical fonction ) 
这 工具 ， 它 在 单词 组 合 的 意义 的 描述 中 的 作用 类 似 于 
性 、 格 、 数 等 传统 范 啼 在 语法 组 合 措 述 中 的 作用 .还 
没有 严格 描述 “党 义 ” 层 次 的 任何 方法 ， 但 许多 研究 
似乎 家 骨 ， 对 这 日 标 “ 逐 次 通 近 "也许 会 产生 意义 
的 形式 描述 的 一 个 途 色 .这 并 不 排除 其 他 途径 特别 
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地 ,大 量 的 研究 致力 于 自然 语言 中 谓词 命题 联结 词 、 
量词 的 表示 方法 ， 致 力 于 形式 逻辑 语言 到 自然 语言 的 
柄 译 及 其 逆 过 程 这 里 也 衔接 上 所 谓 的 语义 语言 (sem- 
апіс language) 的 设计 工作 ， 其 中 意义 与 文 调用 简单 
而 严格 的 形式 方法 相 联 系 . 

语言 的 解析 模型 具有 重要 性 ， 特 别 是 因为 它们 使 
得 传统 语言 学 的 许多 概念 和 范畴 的 逻辑 本 质 更 加 精 
确 . 这 些 模 型 不 总 是 具有 能 行程 序 的 性 质 ， 岂 为 它们 
可 能 包含 这 样 的 概念 ， 如 被 视 为 给 定 的 某 诸 言 的 文法 
上 正确 的 句子 的 (无穷 ) 集合 .然而 在 许多 模型 中 ， 初 
始 数据 表示 为 有 限 集 和 有 限 性 的 关系 ; 这 些 情形 中 模型 
中 的 程序 是 能 行 的 . 与 解析 模型 理论 接近 的 是 语言 玻 
译 (linguistic deciphermg) 2210: 它 的 目标 是 构造 程 
序 ， 在 适当 的 解析 模型 中 ， 应 用 于 诺言 的 “无 序 "经 
验 数据 ， 这 些 程序 总 是 能 行 的 ， 旦 容许 人 们 不 仅 获得 
抽象 的 定义 而 且 获 得 具体 语言 结构 的 具体 信息 【例如 
除了 某 些 足够 长 的 文 词 外 ， 不 用 任何 有 关 该 语言 的 信 
息 而 实现 将 语言 音素 集合 自动 划分 为 元 音 类 和 辅音 类 
的 算法 }. 

形式 文法 理论 在 数理 语言 学 中 占有 中 心地 位 ， 
为 它 使 人 们 得 以 模拟 语言 功能 最 本 质 的 方面 一 一 意义 
到 文 词 的 过 程 及 其 逆 过 程 ， 也 因为 这 一 点 ， 它 起 了 数 
理 语言 学 其 余部 分 之 闻 的 联结 作用 . 形式 文法 理论 工 
有 具 的 本 质 在 许多 方面 都 楼 近 于 算法 和 自动 机 理论 ， 形 
式 文法 的 其 他 类 型 中 得 到 最 充分 发 展 的 是 对 一 种 语言 
的 文法 上 正确 句 于 集合 的 刻画 和 把 语法 结构 归 因 于 这 些 
甸子， 这 里 ， 和 合子 模拟 为 有 限 字 母 玫 上 的 一 些 字符 汗 
(单词 、 字 ) ,字母 表 上 的 元 素 和 解释 成 向 然 语言 的 单词 
{因此 ， 数 再 语言 学 中 认为 术语 “字符 毕 ” 比 术语 “ 单 
词 " 好 ， 间 样 字母 表 常 称 为 字典 ( dictionary )) 且 语 法 
上 正确 的 句子 的 集合 的 模型 起 某 种 形式 语言 ， 特 别 
地 ， 生 成 文法 ( grammar, penerative ) 就 是 这 一 类 型 . 
一 种 生成 文法 木质 上 是 一 种 Post 演算 的 特殊 情形 : 它 
的 组 成 部 分 包括 分 成 基本 的 和 辅助 的 两 部 分 的 有 限 字 
母 表 以 及 演绎 规则 ( deduction гше) 的 一 个 有 限 集合 ， 
其 中 演绎 规则 是 形 如 o 一 岁 (9 和 ү j FH) 的 
葵 换 规则 和 一 个 公理 {通常 由 一 称 为 初始 符 (initial 
symbol ) 的 辅助 符号 组 成 ) ， 由 这 种 文法 生成 的 ( 形 
式 ) 语 言 是 由 公理 导出 的 基本 字母 表 上 的 字符 串 集 
Ж. 语言 学 的 应 用 上 最 重要 的 生成 文法 类 是 上 下 相关 
文法 ( grammar ，context -sersitive )。 其 中 每 一 规则 具有 
形式 5145, 一 12， 这 里 д, 2, 日 是 基本 的 和 辅 
助 的 字母 表 之 并 上 的 字符 帅 、4 是 一 辅助 符号 日 6 是 
非 空 字符 串 ， 一 个 上 王 文 相关 文法 容许 以 自然 方式 串 
连 由 其 语言 生成 的 结构 成 分 的 慰 记 系统 的 串 . 这 类 文 
法 从 纯 数 学 方面 看 也 是 最 重要 的 ， 内 为 由 上 下 文 相关 
文法 生成 的 语言 类 是 原始 递归 集合 的 简单 而 很 重要 的 
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子 类 .而 在 上 下 文 相 关 文 法 中 ， 无 论 从 理论 还 是 从 应 
用 的 观点 看 ,上 下 文 无 关 文 法 ( grammar , context -frec ) 
又 具有 特别 重要 性 ， 其 中 文法 规则 具有 形式 4 — 0, 
这 里 4 是 一 个 辅助 符号 ， 与 上 开 文 无 关 文 法 相似 的 文 
法 有 支配 ( grammar .dominating )， 它 生成 形式 语 
言 中 绢 成 的 字符 串 是 从 属 树 ;， 还 有 范畴 
文法 ( grammar ，categorial )， 它 以 词 的 语法 性 质 上 前 信 
息 指 派 的 一 个 特别 方法 为 其 特征 .形式 文法 的 其 他 主 
要 类 型 是 变换 文法 ( grammar ,transformational ); 它们 
实现 了 一 般 不 连接 的 语法 结构 到 字符 串 的 变 杭 ， 这 些 
文法 为 描述 自然 语言 结构 提供 了 更 广阔 的 前 景 ， 因 为 
它们 容许 分 别 地 讨论 词 之 间 的 语法 和 线性 关系 ， 从 而 
更 好 地 表达 语 寡 的 实际 悄 况 . 
形式 文法 理论 ， 除 了 有 它 的 “传统 ”语言 学 的 应 
用 之 外 ， 已 在 为 描述 程序 设计 语言 和 编译 器 的 程序 设 
让 理论 中 得 到 了 应 用 ， 为 达到 这 些 目的 上 下 文 无 基文 
法 特别 广泛 地 应 用 着 ， 其 他 更 一 般 形式 的 文法 也 有 应 
H. 
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数理 逻辑 [mathematical logic ; математическая логика ], 
符号 逻辑 ( symbolic logic) 
` 数学 的 一 个 分 支 ， 小 及 数学 证 明 的 研究 和 数学 基 
础 问题 的 人 研究、 

历史 梗概 、17 世纪 G.Leibniz 就 所 出 设想 ， 为 此 
个 数学 建立 一 种 通用 语言 ， 并 在 这 个 语言 的 基础 上 把 
数学 证 如 形式 化 .但 直到 达 19 世纪 中 叶 才 出 现 第 一 
个 科学 的 工作 ，G. Boole (1847), А. De Morgan 
(1858) 把 Aristoteles 逻辑 代数 化 ， 此 后 ，G，Frege 
(1879) 和 С. Рейге ( 1885 ) 把 谓词 、 变 元 和 量词 的 混 
加 引进 代数 语言 之 中 .于 是 这 种 语言 便 可 以 应 用 于 数 
学 基础 问题 的 探讨 

另 一 方面 ，19 世纪 非 Боша 几何 学 的 出 现 强烈 动 
提 了 数学 家 对 几何 直 沉 绝对 可 佑 性 的 信心 ， 而 这 种 直 
觉 正 是 Босна 几何 学 炉 以 建立 的 基础 ， 对 疙 何 直觉 可 
大 佳 的 剑 疑 也 来 自 微 积分 学 的 发 展 ， 数 学 家 得 到 了 处 
处 连续 而 处 处 不 可 导 的 函数 这 种 不 可 思议 的 例子 .这 
就 要 求 我 们 区 分 实数 与 基干 儿 何 家 觉 的 赛 数 这 两 种 概 
侈 .这 一 问题 分 别 由 К. Welerstrass , К. Dedekind , G 
Cantor 以 不 同 的 方法 解决 ， 他 们 证 明了 可 以 把 分 析 和 
函数 理论 算术 化 ， 从 而 整数 的 算术 被 看 成 整个 经 典 数 
学 的 基础 . 接着 ， 竺 术 的 公理 化 由 Dedekind ( 1888) 和 
G. Peano (1891) 完成 ， 与 此 相连 ，Peano 创造 了 一 种 
更 适合 于 表示 远 辑 请 言 的 系统 、 后来， 这 一 系统 在 
В. Rusell 和 A，Whitebead 合 著 的 《数学 原理》 
(Principa Mathematica (1910)) 一 书 中 得 到 完善 ， 在 
此 书 中 他 们 试图 把 整个 数学 都 归 约 到 逻辑 但是， 这 
一 党 试 没 能 得 到 圆满 的 成 功 ， 因 为 单 从 纯粹 尿 辑 公理 
出 发 不 可 能 推出 无 限 集合 的 存在 尽管 数学 基础 的 
Frege -Russel 逻 委 主义 计划 未 能 实现 它 的 主要 目标 ， 
即 把 数学 归 约 为 轴 辑 . 但 是 在 他 们 的 文章 中 创造 了 有 
用 的 融 辑 工具 ， 没 有 这 一 工具 ， 数 理 好 辑 这 种 可 贵 的 
数学 理论 就 不 可 能 出 现 ， 

到 19, 20 世纪 之 交 ， 人 们 发 现 了 关系 到 集合 论 基 
本 思想 的 导论 (antiomy)， 当 时 最 引 人 注 意 的 是 
Russell “ЕЁ (Russell paradox). Ф М 是 一 个 集合 ， 
它 从 好 售 有 所 有 不 以 自身 为 元 案 的 集合 作为 元 案 . 这 
就 容易 看 出 ，M 是 自身 的 一 个 元 素 当 日 仅 当 М 不 是 
自身 的 元 素 ， 当 然 。 为 了 避免 这 种 矛盾 ， 人 们 可 以 说 、 


这 样 的 集合 M 不 可 能 存在 ， 然 而 ， 如 果 一 个 集合 严格 
地 由 所 有 满足 基 种 性 质 的 元 索 所 组 成 ， 这 种 性 质 又 可 
以 清楚 地 定义 出 来 ， 例 如 上 面 给 出 的 M 的 定义 那样 
但 这 样 的 集合 却 不 一 定 存 在 ， 那 么 怎样 才能 保证 日 党 
工作 中 不 会 再 过 见 那 些 也 可 能 并 不 存在 的 集合 电 ? 还 
有 ， 一 般 说 米 ， 一 个 集合 的 定义 要 满足 什么 条 件 才 会 
使 此 集合 确实 存在 昵 ?无论 如 何 ， 至 此 有 一 件 事 是 消 
Ж: Cantor 的 集合 论 必须 加 以 茶 种 限制 

L. E. J. Brouwer ( 1908) 反对 把 经 典 逻 辑 的 法 则 
应 用 到 无 限 集合 上 、 在 他 内 直觉 主义 计划 中 提出 在 讨 
论 中 要 排除 实 无 穷 抽象 《 abstraction of actual infinity)， 
即 拒绝 把 无 益 集 合 看 作 已 完成 的 类 . 在 承认 有 任意 大 
的 自然 数 存在 的 同时 ， 直 觉 主义 者 反对 把 全 体 自然 数 
看 作 - 个 已 完成 的 集合 他们 认为 ， 在 数学 中 每 个 涉 
及 对 象 存在 性 的 证 明 都 必须 是 构造 性 的 ， 这 就 是 说 
必须 把 那个 对 象 构造 出 来 如果 假 设 要 找 的 对 象 不 存 
在 就 会 早出 秒 盾 ， 在 直觉 主义 者 的 观点 看 来 、 这 还 不 
能 当 作 是 这 个 对 象 存在 的 证 明 . 直觉 主义 着 重 批 评 的 
目标 是 排 中 律 (law of the excluded middle). íH Tj X 
条 定律 最 初 只 在 有 限 集 合 中 加 以 考虑 ， 而 又 看 到 许多 
关于 有 限 入 合 的 性 质 对 无 限 集合 不 再 满足 的 可 实 【 例 
如 ， 部 分 小 于 全 体 )， 直 觉 主义 者 认为 把 这 条 定律 用 于 
无 限 集合 是 不 允许 的 例如， 要 确定 Fermat 问题 有 肯 
定 或 否定 解 ， 直 觉 主 义 者 认为 必须 给 出 下 应 的 解 .在 
Fermat 问题 没有 解决 之 前 ， 这 个 要 么 肯定 要 么 否定 的 
析 取 被 看 作 是 不 合法 的 ， 直 觉 主 义 的 这 一 要 求 其 至 在 
考 起 关于 有 限 集 合 的 问题 时 也 会 引起 困难 . 请 闭 上 眼 
想象 ， 一 个 从 中 有 三 个 黑 球 和 三 个 自 球 ， 从 这 个 公 中 
取出 一 个 球 再 放 回去 . 依 直觉 主义 的 观点 ， 如 果 没 有 
人 看 见 这 个 球 ， 那 就 不 可 能 知道 它 是 什么 颜色 然而 
不 沦 怎样 狗 辩 ， 毫 无 妾 间 可 以 肯定 ， 这 个 球 的 颜色 不 
жй. йан. 

直觉 主义 者 用 有 趣 而 独特 的 方法 构造 了 他 们 自已 
的 教学 ， 但 是 比 起 经 典 教学 来 要 复杂 得 多 ， 麻 闫 得 
多 .直觉 主义 者 对 数学 基础 问题 研究 的 贡献 是 他 们 进 
一 步 明 确 地 强调 了 数学 中 构造 性 与 非 构 造 性 的 区 别 ; 
对 数学 发 展 中 遇 到 的 许多 因 难 ， 他 们 给 出 了 仔细 的 分 
析 ， 为 克服 这 些 转 难 作出 了 贡献 . 

19 Ж 20 世纪 初 D , Hibert ( 见 [9] 附 录 划 一 
X) 计划 用 另外 的 方法 来 克服 数学 基础 中 出 现 的 这 些 困 
Жї. 他 设计 的 路 线 着 眼 于 将 公 埋 化 方法 应 用 于 讨论 流 
行 数学 的 形式 模型 ， 应 用 于 探讨 这 种 模型 的 相 容 性 . 
他 限定 在 应 用 中 只 能 用 可 其 的 有 限 方法 ， 他 的 路 线 被 
称 为 数学 中 的 Hilbert 有 限 主义 (Hiibert finitsm》 注 
意 到 几何 直觉 的 不 可 声 性 ，Hilbert 首先 着 手 对 Euctd 
几何 作 仔 细 的 考察 ， 让 它 摆脱 十 觉 的 作用 . 这 一 努力 
的 结果 是 《几何 基 BR) (Grundlagen, дег Оеопешіе 
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(1910)) 一 书 的 出 版 ([9])， 

各 种 理论 的 相 容 性 问题 在 Hilbert 之 前 就 受到 实质 
ЕЙ 3818. F. Klein (1871) 构造 的 非 Euchd Лобачев- 
кий 几何 的 射影 模型 ， 就 把 Лобачевский 几何 的 相 容 
性 问题 归结 为 Fudid 几 他 的 相 容 性 同 题 ， 类似 地 
Ешй 几何 的 相 容 性 可 以 归结 到 分 析 的 ， 即 实数 理论 
КРАСНЕ, Ж, ЖЕРЕ (ШАН УЕ ЕЗ ЗЕ. 
分 析 的 和 算术 的 模型 尚 不 消 楚 、Efilbert 的 贡献 在 于 为 
探索 这 个 问题 给 出 了 一 种 直接 途径 . 一 个 给 定理 论 的 
所 谓 相 容 性 就 是 从 这 个 理论 推 不 出 矛盾 ( contradiction ), 
也 就 是 说 ， 不 能 从 它 既 证 明 出 一 个 论断 4、 又 证 明 出 
它 的 反面 一 4 Hilbert 建议 把 要 讨论 的 理论 表示 为 形 
戒 化 的 公 到 系统 ， 存 系统 中 能 推出 这 一 理论 的 一 切 定 
至， 并 且 只 有 这 个 理论 的 定理 才能 被 推 册 来 那么 
为 了 证 明 相 容 性 ， 就 只 要 证 明 述 有 一 些 论断 不 能 从 这 
个 理论 挫 出 来 这样 的 一 门 以 数学 理论 的 相 容 性 为 研 
究 对 象 的 学 科 ，Hibert 称 之 为 元 数学 (melamathema- 
tics ), 或 证 朋 论 ( proof theory). 

Hilbert 写 道 ， 集 合 论 的 协 论 并 不 是 由 排 中 律 引 起 
的 ， 而 是 “ 由 于 数学 家 用 了 一 些 不 能 允许 的 和 无 意义 
的 想法 ， 而 这 些 在 我 的 证 明 论 中 都 被 排除 在 外 了 … . 
不 许 数学 家 应 用 排 中 律 ， 就 像 不 许 天 文学 家 使 用 望 远 
镜 ， 或 不 许 拳击 手 使 用 斧头 一 样 ( 见 (9)). Hiben 提 
出 要 区 分 经 典 数学 中 “实在 的 ”和 “理想 的 "假设 . 前 
者 有 真实 意义 而 后 者 就 不 一 定 . 对 应 于 实 光 穷 而 作 的 
假设 就 是 理想 的 ,为 了 使 简单 的 轴 辑 结论 能 够 应 用 到 
关于 无 穷 集合 的 讨论 ， 可 以 在 实在 的 假设 之 外 附加 上 
理想 的 假设 . 这样 能 使 整个 理论 得 到 实质 性 的 化 简 
这 就 像 在 射影 几何 中 引信 无 穷 远 直线 ， 而 使 平面 上 任 
意 两 条 平行 线 都 相交 于 这 个 无 穷 远 

Ні 为 数学 基础 提出 的 计划 以 及 他 为 此 付出 的 
元 情 ， 激 励 了 同时 代 人 广泛 地 发 展 公理 方法 (axiomatic 
method ) ， 因 此 ， 数 更 逻辑 作为 一 个 独立 数学 分 支 的 形 
成, 是 与 Hibert 在 20 世纪 要 证 明 论 的 开创 ， 以 及 后 来 
在 Frege, Peano 和 Russell 的 敢 辑 语言 基础 上 证 明 论 
的 发 展 联系 在 一 起 的 

数理 远 辑 的 对 象 和 基本 分 支 ; 与 数学 其 他 领域 的 
关系 .现代 数理 吾 钳 的 对 象 是 多 样 的 .首先 要 谈 到 对 
建立 于 经 典 谓词 演算 之 上 的 肥 辑 和 远 辑 数学 演算 的 研 
90. 1930 年 K ,Gidel 证 明了 谓词 演算 的 完全 性 定理 ， 
由 此 得 到 数学 中 的 所 有 恒 真 的 纯 逻 辑 论断 的 集合 与 亩 
词 演算 中 所 有 有 能 捧 导 出 来 的 公式 的 梨 合 是 相同 的 ( 见 
Gúda 完全 性 定理 ( G5del completeress theorem)). Ж 
个 定理 表明 ， 谓 词 演算 是 可 以 用 来 把 数学 形式 化 的 一 
个 多 辑 系统 - 在 谓词 演算 的 基山 上 ， 许 多 种 进 辑 - 数 
学 理论 被 构造 出 来 (238 -数学 演算 ( logico -mafhe - 
matical caleuhus ) )， 流 行 数学 的 形式 化 的 代表 有 : 算术 
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йй. ЖА, ЗНС. 95. ЧАЛ ЗН Ў { elementary 
theory) ЭРЭГ. Т АР ДЕ, ЕТИЛЕН, fL 
ЙИН а), ТАИС Н ЈЕ B id. 在 这 些 形式 化 的 
Б ЕЕЕ ЕЕ ЕЛЕ БАЛП 
90). #+ЛРДАЙ ӨРЕК. DL ЖЯ ФЕ Ж е 
问题 . 

1931 年 证 明 的 关于 算术 的 Gidel 不 完全 性 定理 
(е) incormpleteness theorem ), #8 Г Ней 用 上 
иф; Jr 8 sç ® ЖИ W 3 3 38 Ra Т HHE Ж Ж йг 
望 .这 个 定理 说 明 ， 如 打 一 个 包含 算术 的 形式 系统 是 
相 容 的 ， 那 么 系统 中 代表 这 一 相 容 性 的 论断 不 能 在 这 
个 系统 中 形式 化 地 证 明 ， 这 说 明 数学 基础 的 问题 不 像 
Hilbert 设 初 希望 或 相信 的 那样 简单 ， 但 是 Gidel 早已 
注意 到 等 术 的 相 窜 性 可 以 用 相当 可 车 的 物 造 性 方法 加 
以 证 明 ， 尽 管 这 远 不 是 在 算术 中 被 形式 化 的 方法 . G . 
Gentzen (1936) #1 П. С. Новиков (1943) ФТ 
术 的 相 窜 性 的 类 似 证 骨 ( 亦 见 Gentze 形式 系统 ( Gen- 
tzen formal system }). 

研究 Cantor АЗЕ НИН ЗЕД АС А, В 
各 样 系统 的 公理 集合 论 ( axiomatic set theory ) 被 构造 出 
Ж. 这 些 系统 对 集合 的 形成 分 别 加 以 各 种 限制 ， 以 排 
除 已 知 的 不 相 容 性 .在 这 些 公 理 系 统 中 ， 数 学 的 很 大 
部 分 能 够 被 发 展 出 来 . 对 集合 论 的 较 丰 富 的 公理 体系 
来 说 ， 相 容 性 问题 仍然 没有 解决 . 公理 集合 论 所 获得 
的 最 重要 的 结果 要 数 G6dsl ( 1939 在 Bemay -Gidel 
系统 二 中 关于 连续 统 假设 (continuum hypothesis ) 和 
选择 公理 (axiom of choice) 的 相 容 性 的 结果 ，, 以 及 P. 
Coben (1963) 关于 这 些 公 塌 对 十 Zermelo -Fraenkel 公 
理 系统 ZF 的 独立 性 的 结果 ， 应 该 指出 的 是 ， 这 两 个 
公理 系统 P 和 ZF 的 相 容 性 是 等 价 的 ，Gidel 为 了 证 
明 他 的 绪 果 ， 引 进 了 构造 集 这 一 重要 概念 ，( 见 Godel 
构造 集 ( Gide] constructive set)). 他 证 明了 所 有 可 构 
造 集 组 成 > 的 一 个 模型 、Giidel 的 这 一 方法 曾 被 Hos- 
иков 用 来 在 描述 集合 论 ( descriptive set theory (1951)) 
中 证 明 一 些 其 他 相 容 性 结果 . 为 了 构造 集合 论 ZF 的 
模型 ， 使 得 连续 统 假设 或 选择 性 公理 的 否定 在 其 中 成 
立 ，Cohen 引进 了 所 谓 力 迫 法 (jorcing Inethod)， 这 一 - 
方法 后 来 成 为 集合 论 中 构造 具有 各 种 性 质 的 模型 的 基 
本 方法 【 亦 见 模型 论 (model theory )). 

数理 逻辑 中 最 值得 提 及 的 成 就 之 一 是 一 般 递 归 函 
数 ( general recursive function) 概念 的 发 展 ， 以 及 Сы. 
Yeh 论题 {Church thesis) 的 形成 ，Church 论题 是 一 个 
论断 ， 它 断言 一般 递归 函数 严格 地 描述 了 算法 (algpr- 
thm) 这 一 直 党 的 概念 . 精确 描述 而 又 互相 等 价 的 许多 
算法 概念 中 应 用 景 广 的 是 Timing 机 { Turing machine) 
和 和 Марков 正规 算法 (normal algorithm ) 的 思想 . 实 
质 上 人 尾 伯 数 学 都 与 这 种 或 那 种 算法 相 联 ， 但 是 在 数学 


中 要 确定 一 些 算法 问题 是 不 可 判定 的 ( 见 算法 问题 (AL 
gorithmic problern )， 则 只 有 当 算法 概念 精确 化 之 后 才 
有 可 能 .不 可 判定 的 等 法 问题 在 数学 的 许多 领域 中 被 
发 更 { 代数， 数论 ， 拓 六， 概率 论 ， 等 等 )， 它 们 共 至 
与 数学 中 用 得 非常 广泛 的 基本 的 思想 都 有 关 . 在 数学 
的 各 种 领域 里 研究 算法 问题 ， 肯 定 会 把 数理 逻辑 的 思 
想 和 方法 渗透 进去 ， 从 而 也 能 解决 一 些 其 他 并 非 算法 
性 的 问题 . 

严格 的 算法 概念 的 发 展 使 得 有 可 能 改进 可 行 性 概 
仿 ， 并 用 以 在 数学 中 发 展 一 种 精确 的 构造 性 的 方向 ( 见 
构造 性 数学 (constructive mathematics)) . 它 体现 某 些 
直觉 主义 的 特色 ， 供 从 本 质 上 与 之 不 同 . 构造 性 分 
析 ， 构 造 性 拓扑 ， 均 造 性 概率 论 ， 等 等 ， 都 已 经 黄 定 
了 基础 . 

在 算法 理论 本 身 ， 我 们 可 以 举 出 递归 算术 领域 的 
研究 ， 包 括 递归 集 和 递归 可 枚 举 集 的 各 种 分 类 ， 递 归 
可 枚 举 集 的 不 可 解 度 ， 对 算法 描述 的 和 算法 演算 的 
《就 时 间 和 广度 而 言 的 ) 复杂 性 研究 〈 见 算法 的 计算 
复杂 性 (algorithm, computational complexity of ап); 
算法 的 描述 复杂 性 ( algorithm , complexity of description 
of an)). ЖАЙ р — лиха 
(enumeration ) 理论 . 

如 前 所 述 ， 公 理 北 方法 对 数学 的 许 包 令 域 的 发 展 
都 有 很 大 的 影响 . 特别 重要 的 是 这 个 方法 移 运 用 到 代 
数 之 中 - 数理 适 辑 和 代数 结 台 就 产生 了 泛 代 数 系统 理 
论 (КЎ ЖЯ (арата sytm))， 世 称 模型 论 
(model theory). 这 个 理论 的 药 基 人 是 A, И, Мальцев, 
A. Тагы 以 及 他 们 的 追随 者 这 一 方面 ， 引 人 注意 
的 是 研究 模型 类 的 初等 理论 ， 特 别 是 ， 这 些 理论 中 的 
可 独 定 性 问题 ， 寞 型 类 的 公理 化 问题 、 模 型 的 同 向 
问题 ， 宰 型 类 的 范畴 性 和 完全 性 问题 等 、 

算术 和 分 析 的 非 标准 宰 型 的 研究 在 模型 论 中 占有 
重要 的 一 席 ， 早 在 微 积 分 初期 ， 在 Leibniz 和 Newton 
的 工作 中 ， 无 穷 小 和 无 穷 大 量 都 被 看 作 是 数 ， 后 来 , 
出 现 了 变量 ， 数 学 家 偏 才 不 再 使 用 无 穷 小 的 数 ， 因 为 
它们 的 模 小 于 任何 正 实数 而 不 是 零 ， 这 样 就 需要 放弃 
Archimedes 公理 . 只 有 在 三 个 世纪 之 后 ， 作 为 数理 导 
辑 发 展 的 一 个 结果 ， 才 有 可 能 建立 起 具有 无 穷 小 和 无 
穷 大 数 的 ( 非 标 准 ) 分 析 ， 它 相对 于 通常 的 实数 的 
【标准 } 分 析 是 协调 的 ( 见 非 标 准 分 析 (non -standard 
analysis ) ). 

我 们 还 应 注意 到 公理 化 方法 对 直觉 主义 数学 的 影 
W. 时 在 1930 E, A. Heyting 就 提出 了 命题 和 谓词 的 
直觉 主义 课 辑 (intuitionistic logic) 形式 系统 ( 构造 性 命 
题 和 谓词 演算 )， 后 来 ， 直 觉 主义 分 析 的 形式 系统 也 被 
提出 [例如 见 [8]). 直 觉 主义 密 辑 和 数学 多 众多 研究 
邦 与 撒 式 系 统 有 关 . 有 人 特别 研究 一 -种 所 谓 中 间歇 辑 


( intermediate logic) (ЕЖЕ МЕШ), Ep] y 
经 典 和 直觉 主义 逻辑 之 疗 的 逻辑 ， 公 式 的 Kleene 可 实 
现 性 概念 是 用 经 典 数学 的 观点 来 解释 直觉 主 义 真 实 性 
的 一 种 尝试 , 然而、 并 非 命 题 演算 的 每 个 可 实现 的 公 
式 都 是 直觉 主义 (构造 性 ) 命 症 演算 中 可 推导 的 ， 

模 态 远 辑 ( modal logic) 也 已 被 形式 化 ,然而 ， 尽 
管 关于 模 态 多 辑 形式 系统 及 其 语义 {Kripke ЖӨН ( Krip- 
ke modsk ) ) 有 火 量 的 文章 ， 仍 只 能 称 之 为 尚未 适当 整 
理 的 事物 的 堆积 ， 

此 外 、 数 理 墨 辑 还 具有 更 实用 的 价值 ， 它 的 思想 
和 方法 正在 一 年 比 一 年 更 深 人 地 汉 遂 进 控 制 论 、 计 算 
数学 和 结构 语言 学 之 中 
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数学 模型 [ mathematical люде ; математическая модель | 

对 外 部 世界 某 类 现象 用 数学 符号 体系 表示 的 一 种 
《近似 的 ) 撕 述 . 数学 模型 是 认识 外 部 世界 与 泌 济 和 
控制 的 一 个 有 力 工具 ， 数 学 模型 的 分 析 能 够 深 和 了解 
被 研究 现象 的 本 质 ， 数 学 模型 化 (mathermatical mode - 
ling) 的 过 程 ， 邯 借助 于 数学 模型 对 现象 进行 研究 ， 能 
分 成 四 个 阶段 ， 

第 一 阶段 是 说 明 与 模型 的 基本 对 象 有 关 的 观 律 ， 
这 个 阶段 需要 对 与 现象 有 关 的 事实 具有 广泛 的 认识 并 
深入 了 解 其 内 部 联系 .这 个 阶段 的 完成 在 于 用 数学 术 
语 定性 地 描述 该 模型 各 对 象 之 问 的 关系 - 

第 二 阶段 是 研究 数学 模型 所 引出 的 数学 问题 ， 这 
里 的 基本 问题 是 解 正 问题 (direet problem) ， 即 作为 模 
型 分 析 的 结果 得 到 输出 数据 (理论 上 的 结果 ) ， 然 后 
再 将 它们 与 现 条 的 观察 结果 相 比 较 . 在 这 个 阶段 ， 分 
析 数 学 模型 所 必须 的 数学 工具 以 及 计算 技术 一 一 为 求 
解 复杂 数学 向 题 而 得 到 定量 输出 信息 的 有 为 手段 
起 着 主要 作用 ， 基 于 各 种 不 同 数学 模型 而 产生 的 数学 
问题 往往 是 相同 的 〔 例如 ， 线 性 规划 (linear program - 
ming ) 的 基本 问题 反映 了 性 质 上 各 不 相同 的 情形 ). 
这 就 为 把 这 些 洪 型 的 数学 问题 作为 由 现象 中 抽象 出 来 
的 独立 对 象 来 考虑 提供 了 根据 . 

第 三 阶段 是 阐明 所 采用 的 《假设 的 ) 模型 是 否 满 
足 实 路 祭 准 ， 即 观测 结果 与 此 模型 的 理论 推断 在 观测 
精度 范围 内 是 簿 相符 合 ， 如 果 该 模型 是 完全 俏 定 的 
它 的 所 有 参数 已 被 给 定 ， 虽 确定 理论 推断 与 观测 的 迟 
差 给 出 了 正 问题 的 带 有 编 差 乒 验 估计 的 解 . ШЖ 
差 在 观测 的 精确 虚 范 围 之 外 、 则 该 模型 不 能 被 接受 . 
通常 ， 在 均 造 模型 时 ， 其 些 特征 尚未 箭 定 ， 有 些 问题 
中 模型 的 特征 ( 参数 的 ， 函 数 的 ) 是 确定 的 ， 因 而 输 
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出 信息 在 观测 精度 范 册 内 与 现象 的 观测 结业 是 可 比 
的 ， 这 些 问 题 称 为 反问 题 (inverse problem) . 如果 一 
Эзе х ， 即 无 沦 怎样 选取 特征 均 不 能 满 
是 这 些 条 件 ， 旭 这 个 异型 对 该 现象 的 研究 是 无 用 的 . 
应 用 一 个 实 眶 标准 去 评 居 数学 模型 使 得 人 们 能 够 在 构 
成 所 研究 ( 假设 的 ) 模型 的 基础 的 做 设 有 效 的 条 件 下 
去 引出 结论 ， 这 是 研究 不 能 直接 进入 的 宏观 和 微观 世 
界 的 现象 的 公有 方法 . 

第 四 阶段 是 与 现象 的 观测 数据 相 联 系 对 模型 的 事 
后 分 析 ， 以 及 更 新 模型 . 在 科学 技术 发 展 过 程 中 ， 现 
象 的 数据 变 得 越 来 越 精 确 ， 而 根据 -个 已 被 公认 的 数 
学 模型 得 到 的 输出 不 符合 对 现象 的 认识 的 时 候 已 经 来 
临 ， 因此 产生 了 构造 新 的 、 更 精确 的 数学 模型 的 必要 
性 . 

用 于 解释 数学 模型 构造 中 这 些 特 定 阶段 的 一 个 典 
型 例子 明太 阳 系 模型 。 对 天 空 星 星 的 观察 在 很 持 的 古 
代 已 经 开始 .对 这 些 观察 的 初步 分 析 使 得 人 们 从 整个 
错 综 复 杀 的 天 体 中 找 出 行星 . 这 样 ， 第 一 阶段 是 研究 
对 象 的 选择 - 第 二 夫 段 是 确定 它们 运动 中 的 规则 性 
【一 般 地 ， 对 象 和 它们 的 内 部 联系 的 确定 是 这 个 模型 
的 出 发 点 ，“ 公 理 ”) . 太阳 系 模型 在 其 发 展 过 程 中 经 历 
了 一 系列 的 改进 ， 最早 是 Ptolemeus 筑 型 (公元 前 第 
二 世纪 )， 其 出 发 点 是 行星 和 太阴 都 围绕 她 球 运动 
(以 地 球 为 中 心 的 模型 )， 而 由 一 些 规 则 (公式 ) 描述 
这 种 运动 ， 随 着 观测 的 增加 这 些 规 则 塞 得 越 米 越 复 
Ж. 

航海 的 发 展 对 天 文学 提出 了 观测 精确 性 的 新 要 
Ж. М. Copemicus 于 1543 НАЕ НАР 
中 心 位 置 钓 太阳 旋转 【日 心 系 统 ) 而 对 行星 运动 定律 
提出 了 根本 性 的 新 基础 . 这 是 一 个 太阳 系 的 性 质 上 的 
(而 不 是 数学 上 的 ) 新 模型 . 然而 ， 该 系统 的 参数 (W 
轩 的 半径 和 运动 的 角速度 } 不 能 测量 到 ， 出 此 造成 的 
结果 是 这 个 理论 的 定量 的 结论 与 观察 不 真正 符合 Ж 
以 Copernicus 不 得 不 对 行星 按 圆周 (ЖЕР) 运动 引进 
修正 . 

太阳 系 模型 发 展 中 的 下 一 阶段 是 J, Kepler (1571 一 
1630) 的 研究 工作 ， 其 中 行星 运动 定律 用 公式 表示 
出 .Copemicts 和 Keplet 的 目标 是 给 出 每 一 个 单独 的 
行星 的 运动 学 上 的 描述 而 不 涉及 这 些 运动 的 原因 . 

一 个 最 重要 的 新 阶段 是 Г. №емоп 的 研究 工作 ， 
他 于 17 世纪 后 半 叶 提出 基于 万 有 引力 定律 ( 见 Newtm 
力学 定律 (Newton laws of mechanics)) 的 太阳 系 动 力 
学 模型 ， 沪 动力 学 模型 与 Kepler 提出 的 运动 学 模型 是 
一 致 的 ， 因 为 Kepler 的 定律 可 由 二 体 一 一 "太阳 - 行 
星 " 的 动力 学 系统 推出 . 

在 19 世纪 4 年 代 ， 发 觉 其 对 象 为 可 见 行星 的 动 
力学 模型 所 推出 的 结论 与 当时 收集 到 的 观测 有 蔬 盾 ; 


即 观 测 到 的 天 王 星 的 运动 偏离 于 理论 上 计算 得 出 的 运 
动 . U. je Verier 于 1846 年 把 一 颗 新 假设 的 由 他 取 各 
为 海王 星 的 行星 扩充 到 已 观测 到 的 行星 系 中 ， 而 且 骨 
这 个 太阳 系 的 新 模型 ， 确 定 了 这 颗 新 行星 的 质量 和 运 
动 规 守 ， 在 新 系统 中 天 王 星 运 动 中 的 矛盾 消除 了 海 
王 星 在 Verrier 所 说 明 的 位 置 签 发 现 了 . 由 类 似 的 
方法 ， 利 用 海王 星 的 偏差 ， 于 1930 ЖЕТЕЕР 
R. 
建立 教学 模型 的 方法 ， 把 外 部 世界 的 研究 化 为 数 
学 问题 ， 在 研究 方法 店 点 有 领先 地 位 ， 特 别 是 与 电车 
计算 机 的 出 现 相 联 系 ， 更 是 如 此 ， 它 第 得 人 们 可 以 为 
解决 复杂 的 科学 技术 问题 去 设计 按 最 优 方式 实施 的 新 
的 技术 方法 并 预见 新 的 现象 . 数学 模型 书 经 显示 出 是 
一 种 重要 的 控制 方法 . 它们 被 应 用 于 多 种 多 祥 的 知识 
领域 且 已 成 为 经 济 计划 中 的 一 个 必要 工具 和 自动 控 创 
系统 中 的 一 个 重要 因素 ( 见 自动 控制 理论 ( automatic 
control theory )) . A. H. Тихонов Ж 
+ 补 广 】 关于 远 辑 中 的 模型 ( 即 公 理 系 统 的 模型 ) ， 
ЖЭ (БАН Ф Й) (model (іп jogic )) 和 模型 论 
(model theory) . 
参考 文献 
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数学 物理 [mathematical physics; математнческая физ- 
ика] 

物理 现象 的 数学 模型 的 理论 ， 由 于 它 位 于 数学 和 
物理 学 的 交叉 点 处 ， 它 在 这 两 门 科学 中 处 在 一 个 特殊 
的 位 置 ， 

数学 物理 紧 几 地 联系 着 与 构造 歼 学 异型 有 关 的 那 
部 分 物理 学 ， 同 时 ， 由 于 讨论 这 些 数 学 模型 的 方法 是 
数学 的 ， 它 也 是 数学 的 一 个 分 支 ,包含 在 数学 物理 方 
法 这 … 概念 中 的 是 这 样 一 些 数学 方法 ， 它 们 被 用 来 构 
造 及 研究 那些 描述 很 大 一 类 物理 现象 的 数学 模型 . 

数学 物理 方法 如 同 物理 学 中 的 数学 模型 理论 一 
样 ， 首 先 出 I. Newton 在 创建 经 典 力学 基础 ， 万 有 引 
力 以 及 光 的 理论 时 建立 ( W, Newton 力学 定 委 (New - 
ton laws of mechanics })， 数 学 物理 方法 随后 的 发 展 
以 及 在 研究 广泛 领域 内 物理 现象 的 数学 异型 方面 的 应 
用 轰 握 到 J]. L. Lagrange, L. Euler , J. Founer, С. 
Е. Саш, В. Акшалп, М. В. Остроградский 以 及 


许多 其 他 学 者 的 名 字 ， 在 教学 物理 方法 的 发 展 方面 作 
出 较 大 贡献 的 是 A. М. Ляпунов 和 В. А. Стеклов 

从 19 世纪 下 学 叶 开 始 ， 数 学 物理 方法 成 功 地 被 
上 应 用 于 研究 那些 物理 现象 的 数学 模型 ， 该 物理 现象 联 
系 着 各 囊 物 理 领域 以 及 存 电 动力 学 ， 声 学 、 弹 性 理论 
( 见 弹 性 的 数学 理论 (elasticity , mathematical theory 
of ))、 流 体 动力 学 和 空气 动力 学 ( 见 流体 动力 学 的 数 
学 理论 (hydrodynamics ，mathematical problems ipn)) 中 
的 波动 过 程 ， 还 联系 着 连续 介质 物理 学 中 的 估量 别 的 
研究 方向 ， 这 类 现象 的 数学 模型 最 经 常 地 由 偏 微分 方 
程 措 述 ， 这 种 方程 称 为 “数学 物理 方程 ( mathematical 
physics , equations of ). 

除数 学 物理 的 微分 方程 外 ， 在 描述 物理 的 数学 模 
型 时 人 们 会 发 现 应 用 积分 方程 和 积分 -微分 方程 ， 变 
分 和 概率 论 方法 ， 位 势 理 论 以 及 从 复 变 函 数论 和 从 大 
县 的 别 的 数学 分 支 而 来 的 方法 . 联系 到 计算 数学 的 莲 
怠 发 展 ， 利 用 计算 机 的 直接 数 伪 方 法 (有限 差 分 法 和 
对 边 值 避 题 的 其 他 计算 算法 ) 为 讨论 物理 的 数学 模型 
获 有 特殊 的 意义 ; 并 且 ， 借 助 于 数学 物理 方法 ， 它 们 
已 有 效 地 解决 了 气体 动力 学 〔 见 气体 动力 学 的 数值 方 
Ж ( gas dynamics , numerical trethods of ))， 迁 移 理 论 
(多 迁移 方程 ， 数 值 方法 【transper equatiors ，nume - 
пса! methods )) 以 及 等 离子 物理 中 的 许多 新 的 问题 ， 
这 里 还 包含 这 些 最 重要 的 物理 研究 方向 的 逆 问 题 . 

其 于 物理 ( 见 重 于 场 论 { quantum field theory) 
和 相对 沦 ( relativity theory ) 的 理论 研究 ， 数 学 物理 的 各 
个 领域 内 ( 包含 洲 问 题 和 不 适 定 问题 } 计算 机 的 广泛 
应 用 ， 均 要 求 用 于 数学 物理 的 数学 方法 的 工具 库 有 一 
个 相当 大 的 扩张 ， 和 数学 中 的 传统 分 支 一 起 ， 算 子 理 
论 ， 广 义 函 数论 、 多 复 变 函 数论 以 及 拓扑 和 代数 方法 
也 有 广 疝 的 应 用 .数学 物理 、 数 学 以 及 计算 机 应 用 在 
科学 研究 中 的 深入 的 相互 作用 已 导致 主题 和 新 的 一 类 
模型 的 创造 有 一 个 意义 重大 的 扩张 ， 并 已 使 现代 教学 
物理 上 天 到 一 个 新 的 水 平 ， 它 已 为 科技 进步 的 加 速 作 
出 了 很 大 的 贡献 . 

数学 物理 中 问题 的 形成 归 之 于 数学 模型 的 构造 ， 
此 楼 型 描述 了 所 研究 的 那 类 物理 现象 的 基本 规律 ， 模 
Юли ен С, МА, НА - 微分 或 
代数 的 ) BAR. пахо ае КҮҮЛҮҮ 
满足 ， 在 此 ， 人 们 从 物理 的 基本 规律 着 手 ， 仅 考虑 该 
现象 的 较 本 质 的 面貌 而 不 顾及 人 量 的 次 要 的 特征 ， 这 
些 规律 是 通常 的 守 伍 律 ， 贡 如 动量 、 能 量 、 质 点 数 日 
的 守恒 律 等 等 ， 它 们 和 对 称 群 、 时 空 群 及 其 他 一 些 有 
联系 ， 这 就 导致 这 样 一 个 事实 ， 对 于 不 向 的 物理 性 态 
前 一 些 过 程 一 一 但 它们 有 共 问 的 特征 面貌 可 以 
用 同样 的 数学 模型 来 描述 例如 ， 最 简单 的 双 曲 型 方 
程 
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ды а ди 
др дх? 
的 数学 问题 最 初 由 J. d'Akmbert (1747) 为 描述 一 个 
齐 次 荡 的 自由 振动 而 得 到 ， 现 在 知道 它 同样 可 用 来 描 
述 声学 、 流 体 动力 学 及 其 他 物理 领域 中 出 现 的 广泛 范 
ака. 类 似 地 ， 关 于 方程 
2 
т ТИЙИН 

的 边 值 河 题 最初 由 P. Laplace ( 在 18 世纪 末 ) 在 联 
系 到 有 关 重 力 理论 的 构造 时 被 研究 ， 现 称 此 方程 为 
Laplace 方程 ( Laplace equalion )、 随 后 已 经 发 现 ， 它 
在 解决 静电 学 、 弹 性 理 沦 中 许多 问题 以 及 理想 流体 的 
稳 态 运动 等 问题 中 的 应 用 . 每 一 个 物理 中 的 数学 模型 
对 应 于 一 大 类 的 物理 过 程 . 

同样 作为 数学 物理 的 特征 的 是 ， 用 以 解决 数学 物 
理 中 问题 的 许多 一 般 性 方法 ， 往 往 是 由 解决 具 栖 物理 
问题 的 特殊 方法 发 展 而 来 ; 并 县 这 些 方法 按 其 最 初 
形式 并 没有 一 个 严格 的 数学 基础 ， 也 不 足够 完满 ， 这 
个 说 法 适用 于 解数 学 物理 问题 中 一 些 众所周知 的 方 
ЗЕ, СИП Ийт 法 (Ritz method ) 和 Галеркин 法 ( Gel - 
erkin method), # # EE j 《perturbation theory) 方 
Ж. Fomier 变换 (Fourir transform ) 方法 以 及 其 他 许 
多 方法 ， 这 里 也 包含 分 离 变量 法 ( saparation of variab - 
ks, method оѓ). 为 解决 具体 问题 而 应 用 所 有 这 些 方 
法 ， 其 有 效 性 是 导致 对 这 些 方 法 给 出 数学 证 明 以 及 推 
广 的 一 个 原因 ， 而 后 者 又 在 大 量 情况 下 导致 数学 中 新 
方向 的 出 现 , 

数学 物理 对 各 个 数学 分 支 的 影响 由 下 面 的 事实 显 
示 出 来 ， 那 就 是 反映 自然 科学 和 实际 需要 的 数学 物理 
的 发 展 ， 有 时 已 区 会 着 对 在 一 些 业已 确立 的 数学 领域 
内 前 研究 方向 进行 重新 定向 ， 与 实际 物理 现象 的 数学 
模型 的 深 人 研究 相 联系 ， 数 学 物理 中 一 些 问 题 的 提出 
已 导致 偏 微分 方程 理论 中 所 考虑 的 一 些 基本 问题 的 变 
化 . 边 值 问题 {多 篇 微分 方程 的 边 值 问题 (boundary 
value problems ，partial differential equatiors )) 理论 业 
已 出 现 ， 随 之 在 微分 方程 、 积 分 方程 和 变 分 法 之 间 发 
生 了 联系 、 

借助 于 数学 方法 ， 对 物理 的 数学 模型 的 研究 不 仅 
多 许 人 们 得 到 物理 现象 的 量 的 特征 以 及 在 给 定 的 精度 
下 计算 实际 过 程 的 进程 ， 而 且 为 深入 地 涛 透 到 物理 现 
象 的 本 质 ， 为 被 隐藏 的 规律 的 解释 以 及 新 结果 的 预报 
提供 了 可 能 性 .对 物理 现象 的 较 详细 的 研究 可 得 到 描 
述 这 些 现象 的 较 复 杂 的 数学 模型 ， 而 往往 不 可 能 
应 用 解析 方法 去 研究 这 些 模 型 、 特 别 地 ， 这 可 由 这 样 
的 事实 来 说 明 . 那 就 是 ， 通 常 实际 物理 过 程 的 数学 模 
型 是 非 线性 的 ， 也 就 是 用 数学 物理 的 非 线 性 方程 描述 
的 .为 详尽 地 讨论 这 些 模 型 ， 使 用 计算 机 的 直接 数值 
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方法 是 成 功 的 ， 对 于 数学 物 埋 中 的 典型 问题 ， 数 值 方 
法 的 应 用 导致 ， 鲍 如 ， 关 于 连续 自 变量 的 函数 的 数学 
物理 方程 被 在 -个 离散 点 (一 个 网 格 ) 集 上 给 定 的 网 
属 活 数 的 代 效 方程 所 葵 代 . 换 句 话说 ， 代 蔡 一 个 媒质 
的 连续 慌 型 ， 人 们 引信 了 一 个 离散 模 饪 ， 数值 方法 的 
应 用 在 许多 场合 下 允许 人 们 用 一 个 经 济 得 多 的 数学 的 
【数值 的 ) KK A ue АК. EBRD B XU B Ft 
的 物理 实验 ,一 个 恰当 地 进行 的 数学 实验 ， 对 于 一 个 
实际 物理 实验 的 最 佳 条 件 的 选取 ， 复 杂 的 物理 装 演 中 
参数 的 选取 以 及 为 星 现 新 的 物理 结果 所 需 的 条 侍 的 峭 
定 等 均 是 一 个 基础 . 于是， 数值 的 实验 通常 扩展 到 对 
应 于 物理 现象 的 数学 模型 的 有 效 利 在 范围 内 . 
物理 现象 的 数学 柜 型 ， 如 像 所 有 模型 一 样 ， 它 不 
党 要 表达 现象 的 所 有 方面 . 仅仅 借助 于 如 下 一 个 实践 准 
则 就 有 可 能 对 所 讨论 的 现象 建立 一 个 可 接受 的 怡 当 的 模 
型 ， 此 准则 就 是 将 理论 研究 的 结果 和 实验 数据 资料 进 
行 比较 . 
在 许多 场合， 建立 在 解 歼 学 物理 的 逆 癌 题 的 基础 
上 就 可 能 判断 该 模型 是 否 恰当 ， 此 时 关于 那些 用 直接 
观察 达 不 到 现象 的 性 质 ， 而 现在 可 按 其 间接 的 物理 的 
观察 效果 的 结果 作出 推断 . 
教学 物理 的 一 个 特征 画 通 是 去 构造 数学 模型 ， 此 
模型 不 仅 描述 和 表 释 在 所 研究 从 事 态 范围 内 业已 建立 
Юи, таллаж е. 
此 种 模型 的 经 典 销 子 是 万 有 引发 的 Newon 理论 ， 此 
理论 不 仅 统一 了 太阳系 中 各 已 知 星 体 的 运动 ， 而 且 知 
许 对 新 行星 存在 性 进行 预报 ， 另 一 方面 ， 新 的 实验 数 
据 不 一 定 总 是 适合 于 已 被 接受 的 模型 . 顾及 到 这 一 
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【 补 注 】 基本 粒子 的 场 沦 的 最 新 进展 是 (ЕЕ) 
合 和 在 所 谓 规 范 的 变换 群 ( 见 规范 变换 ( gauge transfor - 


mation }) 下 不 变性 质 之 问 的 联系 . 
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数学 物理 方程 mathernatical physics , еабоп оѓ; мате - 
матической физики уравнения ] 

措 述 物理 现象 的 数学 模型 的 方程 ， 数 学 物理 方程 
是 数学 物理 《imathematical physics ) 这 一 主题 中 的 一 部 
分 ,大量 的 物理 学 及 力学 (流体 和 气体 动力 学 ， 阐 性 
学 ， 电 动力 学 ， 光 学 ， 迁 移 理论 ， 等 离子 体 物理 ， 量 
子 力学 ， 重 力 理论 等 ) 的 现象 能 用 微分 方程 的 边 值 问 
是 来 描述 ， 相 当 广泛 一 类 模型 化 为 这 种 边 值 问题 ， 

对 物理 过 程 的 演变 要 有 一 个 完全 的 撒 述 ， 首 先 要 
求 在 某 一 冉 定 的 朋 时 对 过 程 的 状态 有 个 说 明 (初始 条 
件 (initial conditions) ) ， 其 次 对 发 生 读 过 程 的 媒质 的 过 
界 状态 也 要 有 说 明 (边界 条 件 《 boundary conditions )) , 
初始 和 边界 条 件 构成 这 信 加 件 〔 boundary value condi - 
tors )， 机 分 方程 连同 对 应 的 边 值 条 件 确定 了 数学 物理 
的 一 个 边 值 问题 . 

下 面 给 出 儿 个 方程 及 其 相应 的 边 值 问题 的 例子 . 

振动 方程 


о 98 =%®(ртй»)-ди+/(х,) GD 


ЗИК. ЖЕЙЛИ ЖИГ ЖЯ DR 
#. 在 (1) 中 ， 空 间 变量 x= (ху, с, х„) 在 区 域 
GSR"(n=1,2,3) 内 变化 ， 正 是 在 此 区 域内 物理 
过 程 进行 演变 ;同样 ， 按 其 物理 意义 ，(1) 中 出 现 的 
量 使 得 p>0,p 之 0 及 gq 之 0. ЖИЕ р, 46С(0) 
及 реС'(0). 在 这 些 条 件 下 ，(1 ) аа 
微分 方程 【hyperbolic partial differential equation ) - 

Ч р=1, р=а = ЖИН gq =0, (1) ЖЮ 
ЎТ ( wave equation ) 


— = ади+ f(x, t), (2) 
其 中 А 是 Laplace Ж. 
扩散 方程 
А SE = ам(рвчйи) — qu жу, n) (3) 


描述 了 质点 的 扩散 过 程 以 及 媒质 中 热 的 传播 . 方程 
(3) 是 一 个 揭 物 型 偏 柚 分 方程 【parabolic partial differ - 
cntial ецџабоп). єр = 1, p= a: = 常数 时 它 就 成 


为 热传导 方程 { thermal conductance equation): 


ди 


ЕП =а®Аи +3 (х. t). (4) 
对 于 稳定 过 程 ， 此 卦 这 过 程 不 依赖 于 时 间 1， 方 

程 (1 ) 和 扩散 方程 (3 ) 均 了 到 如 下 形式 
—div(pgradu) + gu = f(x). (5) 


这 是 一 个 椭圆 型 偏 微分 方程 (eliptc partial differential 
equation). 当 p= 1 和 д 0 时 。( 5) 称 为 Poiswon 方 
程 ( Poisson equation ) 


Au=— f(x), (6) 
而 当 f= O 时 ， 称 为 Laplaee 方程 (Laplace equation ) 
Ан= 0. (7) 


方程 (6) #1 (7) 为 如 下 各 类 位 势 所 满足 : Coulomb 
(Newton) 位 势 ， 不 可 压缩 流体 流 的 位 势 ， 等 等 . 
假使 在 波动 方程 (2) 中 的 外 部 扰动 项 f LB 
8. 呈 它 带 有 频率 ф: 
fx, а(х)", 
则 具 同 样 频率 о 的 周期 解 
u(x, 1)= и(х}е' 
的 振幅 u (x) Ж. Нею 方程 《Hebkmholtz equa- 
tion) 
2 
Autkin= 70), k= Gr . (8) 


在 考 虞 散射 ( 绕 射 ) 问题 时 会 导致 Helmholtz 方程 . 
为 了 对 振动 过 程 有 一 个 完全 的 扒 述 ， 必 须要 给 定 
初始 扰动 和 初始 速度 : 
ди 
«00, эг 
而 在 扩散 过 程 情 况 下 ， 仅 需 给 定 初始 扰动 就 足够 了 : 


иан =u (x), хе. (9) 
е 
чо вох), хеб. 


并 且 ， 在 6 的 边界 S 上 ， 解 必须 取 规 定之 值 . 在 最 
简单 的 情况 下 ， 对 方程 (1) ，(3) ，《5) ， 在 物理 上 
有 意义 的 边界 条 件 由 下 面 关系 式 描述 : 


ди — 
кв +huls= 8(x, t). t> 0, 


(10) 


(11) 


其 中 大 利 为 给 定 的 站 负 函 数 ， 且 不 同时 为 零 , п Ж 
5 的 外 法 向 ，v 总 一 个 给 定 的 函数 . 
Т, ХКК, ЖЕЕ 


иы. 0 


ХАНИ хо 处 是 图 定 的 ， 而 条 件 
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ди 2 
зх |? 

Залаа х, НО. ЖЕРАР НОЛӘ, 4k 
и|; # p (x. t) (12) 


表示 在 G 的 边界 S 上 保持 一 个 规定 的 温度 分 布 ， 而 
条 件 


ди 


| =v.(x,t) (13) 
& 


Ün 
规定 了 穿 过 8 的 热流 . 在 尤 界 区 域 场 合 ， 例 姐 在 一 有 
界 光 域 的 人 外部， 边界 条 件 必须 补充 一 个 无 穷 处 的 条 
fr. 于 是 ， 对 于 空间 (п=3) 中 的 Poisson 7 Ж 
(6), R—## ME 


и(х) =0(1), 1х > 90, (4) 
而 在 平面 (n = 2) 中 时 ， 它 是 
u(x)= 001), |x| = co (15) 


对 于 Hemholtz 2780 (8), ТЕ% ЭАК АЛПЖ Е — 
个 Sommerfeld 辐射 条 件 (Jadiation conditions ) 
u(x)=O(1x| '), 


K. Tiku(x) = ор), |х| ~ % , (16) 


其 中 符号 “一 ”( 分 别 地 ，“ t") 对 应 于 发 射 (分别 
地 ， 入 射 ) 波 ， 

一 个 仅 涉 及 初始 条 件 ( 且 从 而 不 包含 边 四 条件 ， 
故 G 是 全 空间 R") 的 边 值 问题 称 为 Сашну 问题 
( Cauchy problem) . 对 于 操 动 方程 (1)，Cauchy fJ 
B (1), (9) 提 法 如 下 : 找 一 函数 4 (х, 1) eC? 
(220) 0С! (220), 使 它 在 1> 0 时 满足 (1) ， 而 
在 平面 + 二 0 上 满 是 初始 条 件 (9)， 对 扩散 方程 的 
Cauchy 问题 (3) ，(10) 可 用 类 似 方法 提出 . 

若 边 信和 问题 既 含 有 初始 条 件 又 有 边界 杂 忻 ， 则 称 
为 混合 问题 (mixed pmblem ) ,对 方程 {1) ， 其 混合 
问题 了) ;19) ，(11) 提 法 如 下 : 找 一 个 属于 

CGX(0, о)) Y C'(G x[0, oo)) 

类 的 函数 u (х, г}, ИЛЕШЕ Ж G x (0, оо) 内 清 足 
方程 (1)， 宪 其 底部 ， 避 x { 0}， 满 足 初始 共 件 (9) 
下 在 其 侧面 S x [0，oo ) 满足 边界 条 件 (11). 用 类 似 
方法 可 对 扩散 方程 (3) 提出 混合 问题 (3) ，( 10)， 
(11). 同样 还 存在 边 值 问题 的 另外 提 法 ， 例 如 Goursat 
问题 ( Goursat problem ) 和 Tricomi 问题 (Tricomi pro - 
бет). 

对 于 稳 态 方程 ( 5) 不 存在 初始 条 件 ， 其 相应 的 边 
值 问题 提 法 如 下 : 找 一 个 属于 ССА) СҮ (G) 类 的 
函数 u(x), 使 它 在 区 域 G 内 满足 方程 (5 ) ， 而 在 G 
的 边界 $ 上 满足 边界 条 件 
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кб. али 00) (пә 
对 方程 (5) ， 其 边界 条 件 


us =b (x) (27) 


的 边 值 向 题 称 为 Dirichlet 问题 (Ditichlet probem) , 
ШЕРИ ЕП 
ди . 
Fri 037) 
的 边 值 问题 称 为 Neumann 问题 (Neumann problem). 
人 们 要 区 别 外 部 的 和 内 部 的 Dirichlet 及 Neumam 问 
题 . 对 外 部 问题 ， 边 界 条 件 必须 补充 形 如 (la). 
(15) 或 (16) 的 无 穷 处 的 条 件 . 
对 方程 (5)， 下 壕 本 征 值 问题 同样 考虑 为 边 值 问 
题 : 找 参 数值 1( 本 征 值 )， 使 得 齐 次 方程 
Lu = -divipgadu)+ qu = дри (7) 
ян (ЖЕ). ВЕ а Kit k W: 
95 hul = 0, (18) 
# G 是 一 个 有 界 区 域 且 有 充分 光滑 的 边界 $， 
则 问题 117] ，《18 ) Е ТСЕ ЖАЙ ду, д, 
"(0 «дд <, д, +оо), 9 д, 有 有 限 的 
Ж, НУ K ш, (х) Я]. Га, (х) = 
дарна 1,2035) 构成 上,(G; р(х)ах) 中 的 一 
个 完 金 的 规范 正 奖 系 ; Ва С (0) 类 中 清 足 
边界 条 件 ( 18 ) 的 函数 容许 有 一 个 关于 此 本 征 画 数 系 
Ха (х) 的 正则 收 敏 的 Fourier 89036. 
上 过 讨论 的 边 值 问题 的 提 法 假定 了 解 是 在 区 域内 
及 直到 边界 均 是 充分 正则 的 . 这 种 边 值 问题 的 所 
法 ， 按 术语 秘 为 古典 的 (classical ) ， 但是， 在 许多 有 
物 球 意 义 的 同 题 中 ， 人 们 必须 攻 弃 这 种 正则 性 的 要 
Ж. 在 区 域内 部 ， 解 可 能 是 一 个 广义 函数 《 generalized 
funetion ) ПЛЕ С Y FREE R. ИЙИН 
可 能 大 在 某 种 广义 意义 下 被 满 足 ( 几乎 处 处 ， 工 ， 中 ， 
ЗӘЕТ, 3). ， 这 种 提 法 称 为 广义 的 【 Beneraiized )， 
且 对 应 的 解 称 为 族 хш ( generalized Solutions). 01 
如 ， 波 动 方程 的 广义 Cauchy 问题 提 法 如 下 . Ф ú 是 
Cauchy 问题 (2) ，《9) 的 一 个 古典 解 . 以 在 t<0 
部 分 取 零 的 方法 将 函数 u 和 / 延 所 到 整个 1 轴 上 ， 
并 分 别 用 W 和 来 表示 .那么 W 作为 在 全 空间 R"*! 
内 的 广义 函数 满足 波动 方程 
OT 
д? 
+ u(x бг) +J(x, 0). (19》 
НУЖА Ф и, 和 +， 作为 曼 问 作用 的 一 个 双 必 型 
шох) а (0) 及 一 个 单 层 型 u (x) X š (r) 的 外 来 


= vx) 
Н 


k 


= алй u (х) хд) + 


源 ， 这 就 容许 人 们 给 出 下 面 的 定义 ,具有 源 Fe 
D'(R'*!) ( 54 (<0 Ш F=0) 的 波动 方程 的 广义 
Cauchy 问题 {generalized Cauchy problem) 是 这 样 一 
个 问题 ， 找 波动 方程 

2 

= (9 
在 ААЛИ u(t. 29, 使 得 在 t < 0 部 分 为 
Ж. 90788 (4) 的 广义 Cauchy 问题 可 类 似 地 提 
出 ， 

出 于 数学 物理 的 边 值 问题 描述 实际 的 物理 过 程 ， 
它们 必须 符合 下 述 自然 的 要 求 ， 这 些 要 求 由 J. Hada - 
mard 系统 地 立 明 的 : 

1) ЙЕЙТС БАНОК M ,内 存在 (exist); 

2) 这 个 解 必须 在 可 能 是 另 一 亨 数 类 М, 
(Hnique ); ` 

3) 这 个 解 必 须 连续 地 (continuously] 依赖 于 问题 
的 数据 (初始 和 边界 条 件 ， 自 由 项 ， 方 程 的 系数 ， 等 
等 ). 这 个 要 求 是 联系 这 样 一 个 事实 被 提出 的 ， 即 通常 
物 翰 癌 题 的 数据 由 实验 所 确定 ， 它 们 仪 是 近似 值 ， 从 
而 必须 要 确 保 向 题 的 解 在 木质 上 不 依 六 于 这 些 数据 的 
вая . 

你 符合 这 三 个 条 件 1) 一 3) 的 问题 是 通 定 的 【《 well- 
роѕеі), айж МҮМ, 称 为 适 定 类 《well- 
posed chas), АЖ} 1) - 3) 从 第 一 腿 着 来 似乎 很 
自然 ， 然 而 它们 必须 在 所 取 的 数学 模型 的 框架 内 被 证 
明 . 适 尘 性 的 证 明 是 使 一 个 数学 模型 首先 得 到 合法 化 
一 一 此 模型 是 不 于 后 的 ， 不 包含 寄生 的 解 ， 并 且 对 测 
基 误 差 的 敏感 住 是 很 弱 的 - 

寻找 数学 物理 的 适 定 的 边 值 问题 及 构造 它们 的 
(精确 或 近似 ) 解 的 方法 是 数学 物理 的 一 个 分 支 的 主 
要 自 标 - 众所周知 ， 上 而 烈 出 的 所 有 边 值 问题 均 是 适 
定 的 

Ж 若 feC', MJ Cauchy М у = f(x, у), 
у(х0) = y, 是 适 定 的 . 

如 果 一 个 问题 至 少 这 三 个 条 件 1) 一 3) 中 有 一 
不 满 是， 则 称 它 为 不 适 定 问题 〈 训 -posed problems). 
不 适 定 问 题 的 重要 性 在 当今 的 数学 物理 中 正在 增长 
在 此 不 适 定 类 中 ， 逆 问题 首先 可 能 发 生 ， 同 样 ， 那 些 
连结 观察 结果 的 解释 与 处 理 的 同 题 也 会 发 生 . 

不 适 定 亲 题 的 一 个 例子 是 下 面 关于 Laplace 方程 
的 Cauchy 问题 (Hadamard 的 例 (Hadamard еха- 
mpk)): ` 


=ади+Е(х. і) 


Au(x,y)=0,u|,- = 0, = 
А y>0, WW u(x, у) 满足 


u(x.y)= 直 sinkxsinhky 产 0 к 0, 


ww 


м: W нм 


Ш 
sinkx х 


>0,k -%. 
МТ йт ӨЗ SE IRE, ВЕНЕ ДИТИ 
( Iegularization method ) ， 北 方法 利用 了 在 解 上 的 附加 
信息 并 且 相 当 于 解 一 连理 的 适 定向 题 . 
ЖЕФ ЗЕЙ 77 Яр, Сюе Ж (Green func- 
tion) 概念 起 着 重要 作用 .对 于 线性 微分 算 千 
L(x, t; p= У a,(x,t)D%, 


ё à a 
[сузо] 

关于 它 及 带 有 在 变量 (x, t) 的 变化 区 域 的 边界 上 的 给 
Ж СНК) 边 值 条 件 ， 其 Green 函数 按 定义 是 这 样 
的 函数 G(x, 1; ,+)， 它 在 此 区 域 的 每 点 (6, т) 处 
满足 方程 

L(x, t; D)G(x, t; €, т) = 6(x — £, t—+). 

(20) 

在 物理 情况 中 ，Green В G(x, 1; ё, с) 描述 
了 由 强度 为 1 的 瞬时 (在 时 间 с) 点 源 {位 于 点 Е) 所 
生成 的 分 布 【 伴 隐 媒 质 的 不 均匀 性 及 顾及 到 过 界 的 影 
їй). 在 常 系数 算 括 及 无 边界 的 情况 下 ， 基 于 “=1 
Ж т = 0 的 Green 函数 称 为 基本 解 (fundamental solu - 
ton) HJH E(x. O 表示: “  “ 


L(D)B(x,t)= (x, t) (20°) 


51р’ 5 空间 中 基本 解 的 存在 往 对 任意 算 子 
L(D)= 0 业 口 建立 、 
基 木 解 的 例 ， 对 于 波动 方程 : 


7 еба |хр 
BO) аат 


вх. = 50-9, (a: р), 


其 中 0(1) 是 Heaviside 8: 900) = 0, 8 (< 0 


时 ; е0) =1 520, ЕЕ : 
е = t КЕТ 
0 0 тагу б" 
对 Тарасе 方程 ; 


#(х)= Д1, s G= l 


1 
4zlx| ` 


Е.(х)= ~ 


若 方程 
L(D)u = Ех, 1) (21) 
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£ D“ 内 存在 解 ， 其 中 Fep', ДЕЙ и(х, 0) 可 
由 基本 解 E(x , t) 表示 为 在 全 空间 RR"'' 内 的 卷 积 


а= РЕ (22) 


在 物理 情况 中 ， 公 趟 (22 ) 的 意义 如 下 : ИШ F 
用 恒等式 БЕ Роу 分 解 为 点 源 Р({,т:)8(х—, 
+ 一) 集合 ， 玛 出 短 -个 这 样 的 点 源 生成 基本 分 布 
F(E. х)Е(х = Егет), а(х, г) 就 是 由 这 些 基 
БАЙ. ， 郑 各 F+ E 起 着 带 有 源 СЖ) F 
的 位 势 的 作用 ， 对 于 求解 数学 物理 的 线性 阿 题 ， 这 是 
点 源 法 (method of point soures )， 或 映射 法 (map - 
ping method ) 的 实质 , 

特 草地 ， 波 动 方程 ( 或 热传导 方 暨 ) 的 广义 Cau- 
chy НОВИНА ШЕ) (А) (98 (wave (heat) poten - 
У 波动 (Жз 

а= РЕ, (2) 
给 出 . 
在 对 源 
F(x,ty=u,(x)0 (t Fu (x + f(x, 0) 


fF ti ЖЕ 0 8 q ШЖ. ЖАД (22°) 得 到 
Cauchy 问题 的 解 的 经 典 公式 、 对 三 维 空间 内 的 波动 方 
程 ， 可 得 Kirchhoff 公式 ( Kirchhoff formula ) 


тт | see 


Am 
xz 一 上 | 上 1 
4 128 t Íj 


ае 
J aa [1 

十 |1 
4ла* д1 | t Í 


ават 


u(x, 1) = 


и (6)45 + 


мв). (23) 
对 热传导 方程 ， 有 Poisson 公式 ( Poisson formula ) 
u(x, ғ) = 


ре аце 
пена =: Т ТЕЛТАЙ 


+a ун Ө, Т" ы (4) 


用 同样 方法 构造 球面 上 Laplace 方程 的 Green 函数 ， 
可 得 关于 (三维) 球 |x| < R 药 内 部 Dirichkt 问题 的 
解 为 如 下 Poisson 积分 ( Poison integral): 

1 R) - |x ч 
ТИЕ uolE)ds,.(25) 


为 讨论 并 月 近似 混合 同 题 的 解 ， 在 假定 方程 及 边 


u(x)= 
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ЯСИНА СЯ НВ] 上 的 情况 下 ， 可 用 Fou ~ 
пег 法 【Fourier method) (变量 分 离 ) ， 这 个 方法 的 
思想 ， 器 如 说 ， 应 用 到 问题 (3) (10), (18) 是 这 
样 的 . 首先 ， 将 关 知 解 u(x, 1) 六 右 端 项 (x,， г) ВЕ 
边 值 问题 (17)，(18) 的 本 征 函 数列 {4,} 进行 Рошісг 
级 数 展开 : 


ws евон б fx = суи, (о). 


(26) 
然后 ， 将 这 些 级 数 形 式 地 代 人 方程 (3) ， 可 得 到 未 知 
Й Ь, (г) 的 方程 


Буд О (O. k= 1.2, 5. (7) 
为 确保 126) 中 的 и WD С), ВФ 
6,00) = |р(х)и,ООа,„()4х=а,. (38) 


解 Cauchy 问题 {27) ，( 各)， 就 可 得 到 问题 ( 3)， 
(10)，( 18) 的 下 面 级 数 形式 的 形式 解 


и(х. t)” 


=ў [еа мез |o. 


(29) 
因而 就 产生 了 这 样 的 问题 ，Fourier 法 是 否 证 明 有 根 
ж, йк Ап БОЁ ДИ (29) 将 产生 问题 
(3), (10), (18) 的 一 个 古典 或 广义 解 。 
为 证 实 Кошут 方法 ， 并 且 一 般 地 为 建立 扩散 方 
Ë (3 ) 的 混合 问题 的 适 定 性 ， 要 求 动 于 最 火 值 原理 
(maximum principle》、Fourier 方法 前 关 供 作法 同样 可 
用 于 振 勤 方程 的 混合 问题 (1)，(9) ，418) ， 此 时 
能 量 积分 (cnergy integral ) 方法 将 是 有 用 的 . 
分 离 变 最 法 同样 可 用 于 精 贺 型 方程 (5) 的 边 什 问 
是 的 求解 ， 特 别 地 ， 在 区 域 G 有 足够 对 称 性 的 情况 下 
计算 本 征 函数 和 本 征 值 ， 
为 讨论 和 近 做 方程 《5 ) 的 过 值 问 题 的 解 ， 广 证 应 
用 变 分 方法 .例如 ， 在 水 征 值 问题 (17)，( 18) ( 当 
p 一 1 时 ) 中， 本 征 值 1, ЙЕН 
2 
此 外 假定 了 比较 函数 u(x) 属于 СЗС) 类 且 满 足 边 
界 条 件 (18); (30) 中 的 下 确 界 在 对 应 于 本 征 值 A, 
的 任 一 本 从 庙 数 处 达到 ， 并 且 仅 在 这 些 地 方 达 到 . 
当 讨论 方程 (5) (特别 地 ， 对 调和 函数 ) 的 边 值 
问题 时 ， 人 们 应 用 最 大 值 诛 理 . 
上 面 列 出 的 边 值 问题 并 没有 和 穷 举 了 数学 物理 中 的 
所 有 各 种 边 什 问 题 ， 它 们 仅 提供 了 最 简单 的 经 典 例 
子 ， 漠 述 实际 物理 过 程 的 边 值 问题 可 以 非常 复杂 : 这 


里 将 出 现 方程 组 ， 高 阶 方程 或 非 线性 方程 有 一 些 主 
要 的 例子 ， 它 们 是 Schridimger 方程 (Schrodinger ойша - 
tion )， 流 体 动力 学 ， 迁 移 以 及 磁 流 体 动力 学 方程 ，Max - 
well 方程 (Mixwell equations )， 弹 性 理论 方程 ，Dirac 方 
程 (Dirac equation )，Hlilbert 方程 ，Finstein 方程 
(Einstein equations) 和 Yang -M 方程 ( 亦 见 Yang- 
Mils 场 ( Yang -Mills бей ))， 等 等 . 

联系 到 对 描述 量子 场 的 下 扰 的 非 平凡 模型 的 寻 
找 ， 对 -- 些 古典 的 非 线性 方程 发 后 了 兴趣 ， 在 其 中 有 
Korteweg-de Vries 方 程 (Korigweg- de Vries equa- 
tion) 


ы, бии, Tu, = 0, (3) 
非 线性 波动 方程 
u Cu, = 8f(u), g>0 


( 4 f = e" 时 称 为 Liouvill 方程 , 而 二 ~ simu 称 为 
sine - Gordin 方程 )， 以 及 非 线性 Schridinger 方程 


lu tu, +yluliu =0, vy> 0. 


BE 85 8 8-4 ЖЕЕ А Pr r = Lan 
波 ” 型 的 解 (У (sohton))、 于 是， 对 方程 
(31)， 其 孤立 子 解 是 

u(x, y = 

_ а 

Зока (х at= х,) 2] ' 
a> 0. х, 任意. 

此 解 有 有 限 能 量 - 
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数学 规划 [ mathematical programming ; математическое 
прюграммированне | 

研究 有 限 维 向 量 空间 中 由 线性 或 非 线性 约束 ( 等 
式 或 不 等 式 ) 所 定义 的 集合 上 对 函数 求 极 值 的 问题 的 
求解 理论 和 方法 的 数学 学 科 . 数学 规划 是 运 舌 学 (ope - 
тайотв research ) 的 分 支 ， 后 者 包括 一 大 类 其 数学 模型 
是 有 限 维 极 值 问题 的 控制 问题 ,数学 规划 和 问题 在 人 类 
活动 的 各 种 领域 中 能 找到 应 用 ， 在 这 些 领域 中 ， 人 们 
必须 选取 一 种 行动 方式 ;例如 在 求解 生产 过 程 的 控制 
和 计划 的 众多 问题 中 ， 以 至 在 设计 方案 和 制订 长 期 规 
划 中 ， 都 有 这 类 问题 ， 名 称 “ 数 学 规划 ”是 与 求解 间 
题 的 目标 是 选择 行动 规划 ( program ) 这 一 事实 相 联系 
的 ， 

数学 规划 问题 的 数学 陈述 如 下 : 使 向 量变 量 的 标 
重 函 数 po (x) 在 集合 

X= {x: g(x)>0, 
610) = 0,ј=1, 5, т} 

上 达到 最 小 ， 其 中 а, (х) 和 А, (х) 是 标量 前 数 . 函 
Ë ф(х) 称 为 目标 函数 (oboe fanction 》 ， 也 称 质 
量 判 据 《quality ctietion) ， 集 合 x 称 为 可 行 集 
Ceasible st), 或 计划 集 (set of plans )， 数 学 规划 问 
题 的 解 x алей “(optimum рош) 《或 最 优 向 
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称 最 优 计划 (optimal рап). 

“在 数学 规划 中 ， 通 常 区 分 以 下 一 些 分 支 РЫЙ 
划 (linear programming): 目标 函数 p(x) 以 及 约束 
4,(х) 各 h. (x) 是 线性 的 . 二 次 规划 (quadmtic pro - 
gramming ): 目标 函数 是 凸 的 二 次 函数 ， 而 可 行 集 由 线 
性 的 等 式 和 不 等 式 来 定义 ， 凸 规划 (convex program - 
ming): 司 标 菌 数 和 可 行 集 都 是 凸 的 离散 规划 (dis - 
crete programming) : 求解 仅 在 X 的 离散 点 集 (例如 
整数 点 集 ) 上 进行 ， 随 机 规划 stochastic program - 
ming) : 不 同 于 确定 性 问题 ， 这 里 原始 数据 包含 不 确 
定性 元 素 . 例如 ， 线 性 函数 


ax, 
^ 
在 线性 约束 
У а>, 11, 2,5, 
^ 


下 求 最 小 值 的 随机 问题 中 ， 参 数 c ‚а,Ь, 或 仅仅 是 
其 中 的 某 些 是 随机 的 ， 线 性 、 二 次 和 凸 规划 问题 具有 
一 个 共同 性 质 : 每 个 局 部 最 优点 是 整体 最 优点 .所 述 
性 质 对 所 谓 多 极 值 问题 不 成 立 ， 这 种 问题 村 困难 得 多 ， 
研究 得 也 很 少 . 

西 规划 ， 尤 其 是 线性 和 二 次 秽 划 ， 其 理论 基础 是 
Kubhn- Tucker 定理 《Kuhn - Tucker theorem ) ， 这 一 定 
理 给 出 了 最 优点 x° 存在 的 充分 必要 条 件 : x "是 最 优 
点 ， 即 

g(x`)= ming(x), 
=[x:fi(x)<S0,i=1,", ky, 
其 充分 必要 条 件 为 存在 点 了 ”= (у, U у), 848 
点 对 хб, у` 形成 Tagrange 函数 (Lagrange func- 
ton) 
L(x,y)=#(x)+ Хул) 
的 鞍点 (sadde point ) ,后 者 意味 车 
0х7, y) <S L(x`,y')< х,у) 
对 于 所 有 x 和 所 有 у> 0 成 立 ， 如 果 约 束 f. (x) E 
线性 ， 那 么 定理 在 某 些 对 可 行 集 所 作 的 附加 假定 下 成 
立 , 例如， 假定 存在 点 xeX 使 得 f(x)<0,i=1, 
7, Е (Shater 正则 性 条 件 (Slater regularity condi - 
їюп))}. 

如 果 g(x) 和 f,(x) 是 可 微 函 数 ， 那 么 下 列 关 系 

式 刻画 了 较 点 : 


Бугы 


гь 
日 
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м д1, ; 
Ly > “O k. 
2 By, у,=0; 3.20, i=1,",k 


这 样 一 来 ， 凸 规划 癌 题 被 归结 为 方程 和 不 等 式 组 的 求 


Ж. 
基于 Kuhn -Tucker 定理 ， 已 经 拟定 了 各 种 最 小 化 


的 选 代 法 ， 其 中 都 着 眼 于 搜索 Lagrange 函数 的 鞍点 . 

数学 规划 中 的 主要 研究 方向 之 一 是 关于 求解 极 值 
问题 的 计算 方法 .这些 方法 中 最 为 流行 的 之 一 是 可 行 
方向 法 (melhod of fcasible directions ) .在 这 一 方法 
中， 集合 хни х, РВД х„, =x,+ us, 
38. ДОВ. ЭИ ИДА x+，， 必 须 选择 方 
向 【向 基 ) 5， 和 步 长 { 数 ) mx,， 在 可 行 方向 ( 即 在 点 
х, 上 的 所 有 使 小 位 移 不 走出 集合 ХУ) 中 ，s， 
ЮЕ НИЖ ТВГА g(x。)( 当 9 可 徽 
W, BDE g(x,) = —4ф(х)/4х |...) 构成 锐角 的 
方向 ， 因 此 ， 沿 着 方向 s, р, (0) = бх, 
xsp) 是 下 降 的 . 数 xj 是 由 条 件 x, SX 和 p(x,,,) 
< g(x,) 来 确定 的 ， 为 计算 点 x， 上 的 з,, 定义 由 
不 等 式 组 给 定 的 二 行 方 向 勾 ， 并 把 问题 陈述 为 求 使 昌 
标 函 数 下 降 最 快 的 可 能 方向 的 【线性 规划 ) 问题 іх 
一 问题 不 难 用 诸如 标准 的 单纯 形 法 (simplex method ) 
那样 的 方法 来 解决 . 步 长 ,用 求解 对 于 一 维 函数 
由 n(x) 的 极 小 化 问题 来 确定 .在 相当 一 般 的 假定 下 ， 
可 以 指出 ， 点 x, 到 原 问 题 的 驻 点 集 ( 即 其 上 满足 关 
于 g(x) 在 XX 上 的 局 部 极 小 值 点 的 必要 条 件 的 点 
Ж) 的 距离 随 p — co 而 趋 于 零 . 在 这 种 情形 下 ， 如 
果 原 问题 是 凸 规划 问题 ， 那 么 ， 随 着 p ос, х, ё 
向 于 原 问 题 的 解 【最 优点 ) E . 可 行 方向 法 允许 有 所 
述 的 确定 s, Ж о, ШЕШЕП ЖИИ, ， 并 且 在 这 一 总 
义 下 ， 它 关于 计算 误差 是 稳定 的 . 

对 于 有 特殊 结构 的 吉 行 集 (从 方向 s, 的 选取 问 
题 的 求解 是 否 简单 这 一 观点 来 看 ) ， 可 以 应 用 不 同 于 
可 行 方向 法 的 最 小 化 方法 ， 例 如 ， 在 梯度 射影 法 《gra- 
点 x， 上 上 的 下 降 方向 ， 这 里 ?是 ui = x, + a(x,) fE 
集合 天 上 的 射影 ,而 g(x，) = – а(х) ахі, 

如 果 区 由 线性 约 东 给 定 ， 那 么 大 有 希望 的 是 条 件 
梯度 法 (method of the conditional gradient ): 通过 构 
造 画 数 1(x) = фбх,) + 《g(x,), x, ру, ЖЕЕ 
标 函 数 在 点 x, 上 线性 化 ， 然 后 ， 在 集合 НЕ Kx) 
极 小 化 ， 求 出 它 的 最 小 点 )，， 并 最 后 置 ,一 y, x. 

非 光 滑 函 数 的 极 小 化 方法 已 被 成 功 地 氢 定 ， 这 类 
方法 的 代表 之 一 大 广义 梯度 法 (method of the genera - 
Шей gradient) .由 定义 ， x， 上 的 广义 梯度 是 使 天 等 
Җ ф(у) – @(x,)2 (9(х,), J 一 x,》 对 于 所 有 ye X 
满足 的 任意 向 量 了 (x,)， 这 一 方法 不 间 于 梯度 射影 法 
之 处 在 于 被 射影 的 点 取 为 bp = х,—(х,). 


随机 极 小 化 方法 (stochestic methods of minimiza - 
tion) 也 间 常 流行 .在 随机 下 降 法 (method of random 
descent ) 的 最 简单 的 变种 中 ， 取 以 坐标 原点 为 中 心 的 n 
维 单 位 球面 上 的 随机 点 为 s. 如果 s, 是 可 行 方向 ， 
并 且 p(x) 没 着 这 一 方向 下 降 ， 那 么 执行 一 步 ， 即 移 
动 到 点 xy+i， 存 相反 情形 下 ， 选 取 s, 的 程序 就 再 做 
-й. 
解数 学 规划 问题 的 方法 的 计算 方面 的 本 质 特征 在 
于 这 些 方法 的 应 用 总 是 联系 着 电子 计算 机 的 应 用 Ж 
主要 原因 在 于 陈述 现实 系统 控制 势 态 的 妆 学 规划 问题 
所 引起 的 巨大 的 工作 量 ， 不 可 能 用 手 算 来 完成 - 
研究 数学 规划 何 题 的 流行 方法 之 一 是 罚 画 数 法 
《Penalty functions , method оГ). 这 一 方法 的 本 质 在 于 
用 一 系列 带 参 数 的 无 条 件 极 小 化 问题 来 代替 原来 的 数 
学 规 划 问 题 ， 使 得 当 参数 趋 于 无 限 (在 另 一 些 情形 赵 
于 零 ) 时 ， 这 些 辅 助 同 题 的 解 收 伊 于 原来 的 数学 规划 
问题 的 解 ， 注 意 到 在 一 个 无 条 件 极 小 化 问题 中 ， 每 个 
方向 都 是 可 行 的 ， 因 面 搜索 s。 所 花费 的 工作 量 比 用 
可 行 方向 法 米 解 类 似 的 问题 要 小 《 例如 在 最 速 下 降 法 
th, 可取 з„= 一 dg(x) /dx|,.,,)， 对 数 a, 的 搜索 
也 一 样 . 
数学 规划 中 的 一 个 重要 研究 方向 是 稳定 性 问题 ， 
这 里 对 稳定 问题 类 的 研究 有 本 质 意义 ， 对 于 这 类 问 
题 ， 对 原始 数据 的 小 扰 巧 (误差 ) 只 引起 对 解 的 小 扰 
8. 对 于 不 稳定 问题 情形 ， 把 不 稳定 问题 用 一 系列 稳 
定 问 题 来 通 近 的 程序 起 着 重要 作 月 一 一 这 就 是 所 请 正 
则 化 过 程 ( regilariation process), ` 
除了 有 限 维 的 数学 规划 同 题 外 ， 无 限 维 空间 上 的 
数学 规划 问题 也 被 考虑 . 后 者 中 有 在 数理 经 济 学 、 技 
本 ， 核 反应 堆 的 物 现 特 征 的 最 优化 问题 等 等 中 的 各 种 
极 值 阿 题 ， 用 数学 规划 的 术语 ， 可 把 这 些 癌 题 在 变 分 
学 (variational calculus ) 和 最 优 控制 (optimal control ) 
的 财 应 的 函数 空间 中 陈述 . 
数学 规划 是 在 20 世纪 的 50 年 代 到 ?0 年 代 间 形 
成 为 学 科 的 .这 首先 联系 着 电子 计算 机 的 发 展 、 从 而 
有 可 能 对 大 量 数据 进行 数学 处 理 ， 以 及 在 这 一 基础 上 
解决 控制 与 计划 问题 这 里 数学 方法 的 应 用 主要 联系 
着 数学 模型 的 建立 和 相应 的 极 值 问 题 ， 其 中 就 有 许多 
数学 规划 问题 
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Нах, ЮВ. тыт и Шашы 


数理 统计 [mathematical statistics; математическая 
статистика] 

数学 的 一 个 分 支 ， 研 究 用 于 科学 和 实际 推断 的 ， 
统计 数据 的 系统 整理 、 加 工 和 利用 的 数学 方法 . 这 
里 ， 统 计数 据 指 关于 在 相当 广泛 的 总 体 中 具有 某 种 特 
征 的 对 象 之 数量 的 信息 . 

数理 统计 的 对 和 象 和 方法 . 对 于 对 象 总 体 的 统计 描 
述 介 于 如 下 两 种 描述 之 间 ， 一 种 是 对 总 体 每 一 对 象 的 
个 别 描述 ， 另 一 种 是 在 完全 无 需 将 总 体 分 解 为 单独 对 
象 的 情形 下 ， 根 据 总 体 的 一 般 性 质 对 其 进行 描述 . 与 
第 一 种 描述 相 比 ， 统 计数 据 或 多 或 少 失去 其 “个 性 ”、 
并 且 在 恰好 是 个 别 数据 重要 时 它 只 有 有 限 的 价值 ( 例 
和 如， 教师 在 部 悉 班 级 时 ， 从 前 任 提 供 的 “优秀 ”"”、“ 良 
好 ”、* 及 格 ” 和 “不 及 格 ” 等 评分 的 统计 数字 ， 只 能 得 


MATHEMATICAL STATISTICS 657 


到 十 分 初步 的 印象 ) . 另 一 方面 ， 与 关于 从 外 部 可 疯 
测 的 总 体 综合 性 质 的 数据 相册 ， 计数 据 可 以 使 人 们 
更 深信 了 解 事情 的 本 质 . 例如 ， 对 岩石 的 颗粒 分 析 数 
据 ( 即 构成 岩石 的 个 粒 按 大 小 数据 的 分 布 ) КАЖ 
方式 试验 提供 更 有 价值 的 补充 信息 ， 同 时 可 以 在 某 种 
程度 上 说 明 岩 石 的 性 质 ， 形 成 条 件 …… 等 等 ， 

基于 对 关于 这 样 或 那样 对 象 总 体 的 统计 数据 分 析 
的 研究 方法 称 为 统计 方法 (кабыса! method) .统计 方 
法 应 用 于 多 种 知识 锁 域 . 不 过 ， 用 于 不 同性 质 对 象 的 
统计 方法 ， 其 特点 如 此 多 种 多 样 ， 致 使 把 诸如 社会 经 
济 统计 、 物 理 统计 、 星 体 统计 等 联合 成 一 门 科学 居 不 
可 思议 的 . 

不 同 知识 领域 中 统计 方法 的 一 般 符 点 可 以 归 细 
为 ， 计 算 属于 不 同 群体 的 对 象 的 数量 ; 研究 数理 标志 
的 分 布 ; 对 于 容量 很 大 总 体 ， 在 逐个 研究 其 一 切 对 象 
困难 时 ， 运 用 抽样 研究 方法 ; 在 对 于 不 同 推断 问题 
在 估计 观测 次 数 的 充分 性 时 运用 概率 论 等 等 . 这 种 与 
研究 对 象 无 关 的 ， 统 计 研 究 方法 的 形式 上 的 数学 一 面 
就 是 数理 统计 的 对 象 ， 

数理 统计 与 概率 论 的 联系 ， 在 不 问 场 合 ， 数 理 统 
让 与 概 来 论 的 联系 有 不 同 特点 - 概率 论 (probability 
Theory) 研究 的 不 是 任何 大 量 现象 ， 而 是 随机 现象 并 且 
是 “ 琶 率 随机 现象 "， 即 可 以 讨论 其 相应 概率 分 布 的 现 
象 . 尽管 如 此 ， 在 统计 研究 任何 性 质 的 (可 能 并 不 属于 
梳 率 随机 类 的 ) 大 量 现象 时 ， 往 半 论 仍然 有 一 定 作用 . 
这 通过 基于 概率 论 的 抽样 方法 理论 和 误差 理论 来 实 
现 . 见 误差 理论 (сто, theory of) 和 抽样 方法 (sample 
method) . 在 这 些 场合 ， 肛 从 概率 规律 性 的 不 是 被 研究 
现象 本 身 ， 而 是 研究 方法 . 

在 对 概率 随机 现象 进行 统计 研究 时 ， 概 率 论 起 更 
重要 作用 . 这 里 ， 摄 率 论 获得 充分 应 用 的 ， 以 其 为 基 
地 的 有 这 样 一 些 数理 统计 的 分 支 ， 如 统计 假设 检验 
(statistical hypotheses , werification of)， 概 来 分布 及 其 参 
数 的 统计 估计 (statstical estimation) 等 ， 这些 较 深 统计 
方法 的 应 用 领域 比较 牵 ， 因 为 这 要 求 被 研究 现象 本 身 
服从 充分 确定 的 概率 规律 . 例如 ， 水 涡流 状态 或 无 线 
电 接 收 装置 中 振 武 状态 的 统计 研究 ， 是 以 平稳 随机 过 
程 的 理论 为 基础 的 . 然而 ， 将 同一 埋 论 用 于 分 析 经 济 
时 间 数 列 会 导致 重大 错误 ， 因 为 平稳 过 程 的 定理 楼 求 
概率 分 布 在 一 长 时 间 内 保持 不 变 ， 而 这 对 经 济 时 间 数 
列 是 不 可 接受 的 . 

根据 大 数 定律 ， 概 率 定律 获得 统计 囊 示 Eq DUE 
率 的 形式 来 近似 实现 ， 数 学 期 望 以 平均 值 的 形式 实 
3). 

统计 描述 的 最 简单 方法 对 所 研究 的 个 对 象 的 
总 体 ， 可 以 按 基 个 属性 标志 4 划分 为 若干 组 4,，…， 
4. 由 指明 属于 各 组 的 对 象 的 个 数 (ЖОБО л, С 
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(其 中 加 二 mn, 一) 给 出 对 应 于 该 划分 的 统计 分 布 . 常 
用 相应 的 相对 频数 (频率 )h,=n,/n (显然 满足 关系 式 
Yz. h =) 3403893838 a, - 如 果 所 赋 究 的 是 其 数 县 标 
志 ， 则 可 以 通过 直接 列举 该 标志 的 观测 值 x，… 
x, (例如 按 递增 顺序 }， 给 出 它 在 4 个 对 象 的 总 体 中 的 
分 布 . 不 过 ， 对 于 较 大 的 n， 这 种 方法 十 分 敬 琐 ， 同 
时 这 也 不 能 清晰 地 显示 分 布 的 重要 性 质 . 实际 中 对 
于 不 管 多 大 的 nn 通常 并 不 编制 观测 值 的 完全 表格 ， 而 
是 将 观测 值 按 适当 选 定 的 区 间 分 组 ， 进 一 步 的 工作 从 
只 含 各 组 观测 值 频数 的 表格 出 发 、 

通常 划分 为 10 一 加 个 区 间 ， 每 个 区 间 含 不 多 于 15 
一 20% ВВ ВИЕ х, 对 于 相当 完整 地 显示 分 布 的 一 切 
重要 性 质 ， 对 于 根据 组 频率 可 车 地 计算 分 布 的 基本 特 
征 ， 这 样 的 分 组 就 足够 了 { 见 下 文 ) , 根据 这 样 的 分 组 
数据 描 出 的 直方 图 (histogram) 能 直观 地 显示 分 布 . 基 
于 用 较 小 区 间 分 组建 立 的 直方 而， 通常 是 多 顶点 的 ， 
并 且 不 能 在 疯 地 显示 分 布 的 重要 性 质 ， 


НИЯ, атат É b 38 И Ж (if. 
位 : 毫米 ) 的 分 布 直方 图 ， 该 分 布 是 在 对 大 批量 产品 的 
统计 研究 时 产生 的 ， 分 组 区 间 长 为 005 囊 米 ; 图 2 是 
区 间 长 001 豪 米 的 同一 分 布 的 直方 图 . 另 一 方面 ， 区 
间 过 长 的 分 级 可 能 失去 分 布 特点 的 明显 的 直观 ， 并 且 
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在 汁 算 分 布 均值 和 其 他 一 些 特征 时 产生 明显 畏 误 ( 见 图 
3 中 相应 的 吉方 图 ) . 
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图 3 
在 数理 统计 的 范围 内 ， 关 于 分 组 区 间 问 题 可 以 讨 
论 的 只 是 形式 上 的 一 面 : 分 布 之 数学 描述 的 完整 性 ， 
模 据 分 组 数据 计算 均值 的 准确 性 等 . 
一 个 数量 标志 的 分 布 的 最 简单 综合 特征 是 均值 


жна 


其 中 , 
= У (х-х). 


Кы ма) = т al —n x: 
或 ñ 
p= hal, 

其 中 是 分 组 区 间 的 个 数 ，a, 是 区 间 的 中 点 , 假如 数 
据 按 过 长 的 区 间 分 组 ， 则 这 样 的 计算 将 给 出 非常 粗略 
的 结果 . 在 这 种 情形 下 ， 有 时 利用 专门 的 分 组 校正 量 
是 有 益 的 . 不 过 ， 只 有 满足 一 定 的 概率 假设 时 ， 引 进 
这 样 的 校正 才 有 意义 . 

关于 两 个 和 两 个 以 上 标志 的 联合 分 布 见 专 条 相关 
{ 统计 中 的 ) (corzelation (in statistics) ЖЕН (regression) - 

统计 分 布 和 概率 分 布 的 关系 . 参数 估计 (Parameter 
Sstimators) ,概率 假设 检验 (testing probabilistic hypo- 
theses) . 前 面 仅 有 选择 地 介绍 了 统计 揪 述 的 最 简单 方 
法 . 统计 描述 是 一 个 相当 广泛 的 学 科 ， 具 有 很 好 提炼 
的 概念 和 计算 技术 . 统计 描述 的 方法 之 所 以 有 芥 值 ， 
并 不 在 于 它 自身 ， 而 在 于 它 作为 获 到 用 于 推断 的 统计 
资料 的 手段 ， 包 括 稚 断 所 研究 现象 遵从 的 规律 性 ， 以 
及 推断 在 每 一 个 别 场合 ， 产 生 这 样 或 那样 被 观测 到 的 
统计 分 布 的 原因 . 

例如 ， 搜 集 描 在 图 1,2,3 中 的 数据 的 目的 ， 在 于 
在 生产 过 程 正常 的 情形 下 确定 零件 的 加 工 精度 ， 其 中 
零件 的 设计 直径 为 13. 各 毫米 . 在 这 种 情形 下 ， 经 某 些 
理论 考虑 论证 的 最 简单 的 假定 是 ， 假 设 单个 零件 的 直 
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如 果 此 假设 成 立 ， 则 参数 “和 ог (概率 分 布 的 均值 各 
方差 ) 可 以 以 足够 的 精度 由 统计 分 布 的 相应 特征 来 估 
TF (因为 观测 次 数 n 二 200 充分 大 ) . 作为 理论 方差 的 估 
计量 倾向 于 不 是 采用 统计 方差 
p= 5. 
т 
而 十 采用 无 偏 估计 量 (unbiased estimator) : 
Е: 
а 
对 于 理论 根 均 方差 sg， 不 存在 一 般 的 (适用 于 任何 
概率 分 布 的 ) 无 储 估 计量 的 表达 式 ,通常 用 s 作 c 的 估 
计量 (一 般 说 是 有 篇 的 ) айй ОА х 和 s 的 精确 
程度 由 其 方差 表示 ， 对 于 正 态 分 布 (D)， 其 方 关 为 
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其 中 符号 ^~ "表示 “对 于 较 大 的 为 近似 等 式 ". 这 
样 ， 候 如 在 估计 量 上 相应 地 加 上 和 蕊 去 根 均 方 兰 ， 则 
在 正 态 性 条 件 (]) 下， 对 于 大 n， 有 

$ 


а оз т А (2) 
样本 容量 mn=200 足 以 保障 使 用 这 些 大 样本 理论 公式 的 


合理 性 . 
关于 理论 概率 分 布 参数 估计 的 进一步 信息 ， 见 统 
计 估 计 (statistical estimation) 和 置信 估计 (confidence esti 

mation) . 
建立 在 概率 论 上 的 一 切 统计 参数 估计 和 假设 检验 
规则 ， 都 仅 在 一 定 显著 性 水 平 (significance vel) o <1 
下 起 作用 ， 即 这 些 规则 以 概率 a= 1 一 @ 可 能 得 出 错误 
结果 , 例如 ， 车 在 正 态 分 布 且 理 论 方差 c: 已 知 的 假设 

Т, ЖД 

х- -各 <a < x+ -4 
Уп п 


用 x iñita, ИНАН Ри B 5 КШТ: 
= esa. 
РЕНЕА Е (jin, Е АНЕ ЛЕДА E 
量 统 计 控制 规则 时 })， 合 理 地 选择 显著 性 水 平 的 问题 十 
分 重要 ,这 时 ， 只 采用 (接近 J 的 ) 高 显著 性 水 平 的 愿望 
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与 如 下 事实 是 矛盾 的 ， 即 在 有 限 的 观测 次 数 下 ， 这 样 
的 规则 只 能 得 出 很 贫乏 的 结论 { 如 ， 甚 至 在 频率 明 旺 不 
等 的 情形 下 ， 木 能 证 骨 概 率 不 相等 ……) . 

数理 统计 的 进一步 课题 . 前 面 提 到 的 参数 估计 和 
假设 检验 方法 都 基 手 这 样 的 假设 达到 给 定 推断 精度 
所 必须 的 观测 次 数 是 (在 进行 试验 之 前 ) 事 先 确定 的 - 
然而 ， 事 先 确定 观测 次 数 往往 并 不 适宜 ， 央 为 事先 不 
固定 试验 次 数 ， 而 是 在 试验 过 程 来 确定 它 ， 可 以 减 小 
试验 次 数 的 数学 其 望 ， 在 根据 独立 试验 序列 在 两 个 假 
设 中 选择 一 个 的 例子 中 ， 首 先 发 现 了 这 一 情况 . 相应 
的 (首先 对 于 接受 统计 检验 问题 提出 的 ) 程序 如 下 : 在 
每 一 步 根据 已 经 进行 的 观测 的 结果 决定 ，aj 是 否 进行 
下 一 次 试验 、 或 加 停止 试验 并 接受 第 一 种 个 设 ， 或 c】 
停止 武 验 并 接受 第 二 种 假设 . 与 固定 容量 的 抽样 程序 
相 比 ， 若 适当 选择 类 似 程序 的 数字 特征 ， 可 以 (在 同一 
推断 精度 下 ) 平 均 削 减 一 半 的 观测 次 数 . 见 序 贯 分 析 
{Sequential analysis) . 序 贯 分 析 方法 的 发 展 ， 一 方面 引 
你 受 按 随机 过 程 (controiled stochastic process) 的 研究 ， 
努 一 方面 导致 统计 判决 理论 (statstical decision theory) 
的 出 现 . 这 一 理论 的 出 发 点 是 ， 序 贯 进 行 的 观测 是 作 
出 某 些 判 决 的 基础 (中 间 判 决 为 是 否 继续 进行 试验 ， 在 
中 止 试验 时 作出 最 终 判 交 ). 参数 估计 问题 中 的 最 终 判 
决 是 数值 ( 咎 计 值 )， 假 设 检验 问题 中 的 最 终 判 决 是 被 
接受 的 假设 . 该 理论 的 目标 是 ， 指 出 作出 使 平均 风 捡 
或 损失 最 小 的 判决 的 规则 (ЖУ ЕОНИ СР ЛШ ЕТИ 8 
率 分 布 ， 也 依 整 子 所 作 的 最 终 判 史 ， 还 依 台 于 用 于 试 
验 的 费用 等 等 ) . 

在 对 现象 进行 统计 分 析 时 ， 合 粤 分 配 力量 的 问题 
在 试验 设计 理论 中 研究 . 试验 设计 理论 已 经 成 为 现代 
数理 统计 学 的 重要 组 成 部 分 . 

在 数理 统计 的 概念 发 展 和 完善 的 同 江 ， 它 的 一 些 
单独 的 分 支 也 在 发 展 如， 方差 分析 (dispersion analy- 
sis);， 协 方差 分 析 (covadance anaiysis);， 多 维 统计 分 析 
(multi- dimensional statštica) analysis); 随机 过 程 的 统 
计 分 析 (statistical analysis of stochastic processes) 和 因子 
分 析 (factor analysis) . 在 回归 分 析 中 出 现 了 产 见 解 { gF 
ЕВЕ (stochastic approximation)) . 处 理 统 计 问 
题 的 Bares 方法 (Bayesian approach) 在 数理 统计 问题 中 
起 着 重要 作用 . 

历史 情况 . 在 概率 论 的 创始 人 J. Вепюші, Р. аріасе 
和 S.Poisson 的 著作 中 就 已 经 包含 数理 统计 的 初步 基础 . 
1189 0. В.Я. Бияковский (1846) 以 概率 论 为 基础 在 
大口 学 和 保险 业 的 应 用 中 发 展 了 数理 统计 方法 . 19 it 
纪 后 半 叶 到 加 世纪 初 ， 俄 罗斯 经 典 学 派 (IT.J Чебы- 
шев, А.А. Марков, A.M Ляпнов ‚С.Н. Бернштейн ) 
的 工作 ,对 于 整个 数理 统计 的 进一步 发 展 有 决定 的 意义. 
统计 估计 理论 的 许多 阿 题 ， 实 质 上 是 以 误 莽 理论 和 最 
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Л Я (C .Gauss ЯП А. А. Марков) ЭЖЕНЕ АЗ 
的 - A. Quételet, Е. Сооп ЯП К. Pearson 的 工作 有 重大 
意义 ， 但 在 概率 论 成 就 的 此 用 水 平方 面 落后 于 俄罗斯 
学 派 的 工作 ,长 . Pearson 广泛 地 开展 了 编制 数理 统计 方 
法 的 应 用 所 必须 的 函数 表 的 工作 . 这 项 重要 的 工作 在 
许多 科学 中 心 被 延续 { 在 前 苏联 ，B.E. Слуцкий, Н.В. 
Смирнов 和 Л.Н.Большев 曾 致力 这 一 工作 ) . B 20 
世纪 20 年代 起 步 ， 英 美学 派 代表 入 物 (Student (W.S. 
Gosset 的 笔名 ), К. A. Fisher, Е. Pearson 和 J. Neyman) , 
在 小 样本 理论 ，、 统 计 估计 的 一 般 理论 和 (排除 关于 有 先 
验 分 布 假设 的 } 侦 设 检验 理论 ，、 序 贯 分 析 的 创建 中 地 位 
ЗЕЕ. 前 苏联 在 数理 统计 领域 得 到 有 意义 战果 
的 ， 有 В.И. Романовский .A,H.Kormoropos, E, E , 
Слуцкий (关于 相依 平稳 数列 统计 的 重要 工作 局 于 他 ); 
Н.В.Смирнов 为 统计 学 中 的 非 参 数 方法 (non-parame- 
tic methods in statstics) 的 理论 奠定 了 基础 ; JOB Jr 
ник 以 新 的 方法 丰富 了 数理 统计 的 分 析 工 具 ， 基 于 数理 
统计 学 ， 特 别 强化 地 深入 探讨 了 批量 生产 的 研究 和 控 
制 的 统计 方法 ， 物 理学 、 水 文学 、 气 象 学 、 恒 星 天 文 
学 、 生 物 学 、 医 学 以 及 其 他 一 些 领 域 中 的 统计 方法 - 
亦 见 数理 统计 各 分 支 的 参考 文献 . 
参考 文献 
[1] Смирнов, Н. В. Дунин-Барковский, H. B. , Курс 
теории вероятностей u математической статис- 
тики для технических приложений, 3 изд., M., 
1969. 
[2] Большев, Л Н., Смириоь,Н. В., Таблицы мате. 
матической статистики, 2 изд., М., 1968, 
[3] Wacrden, B.L. yan der, Mathematische statistik Springer, 
1957. 
[4] Сгашёт, Н., Mathematical methods of statistics, Prince- 
ton Univ.Press, 1946( 中 译本 : 互 , 克拉 美 ， 统 计 学 数学 
方法 ， 上 海 科学 按 术 出 版 社 ，1965】 
[5] Wald, 入，Staristica deciion functions, Wiley, 1950 (中 
ЖЖ:А. 尼 尔 特 ， 统 计 决 策 函 数 ， 上 海 科 学 技术 出 版 
社 ，1960). 
[5] Kendall, M.G. and Stuart, A., The advanced theory of 
statistics 1, Distribution theory, Griffin, 1977. 
[?] Kendall, М.С. and Stuart, А., The advanced theory of 
statistics, 2, Inference and relationship, Griffin , 1979. 
[8] Kendall, М. G. and Stuart, А., The advanced. theory of 
statistics, 3, Design and analysis and time series, Griffin , 
1983, 
А. Н. Колмогоров, IO. B. Прохоров # ШД Ж 


数学 符号 [mathematical symbols ; знаки математические] 
用 于 表述 数学 概念 和 推理 的 标准 书写 记号 . 例 
”一 个 加 的 周 长 与 直径 之 比 的 平方 根 " 这 一 概念 
апааа s Bm: 辆 的 周 长 与 直径 之 比 大 
于 3 又 ?1 分 之 10, 小 于 3 又 7 分 之 1" 可 以 写成 


数学 符号 的 发 展 与 数学 概念 和 方法 的 总 的 发 展 密 
切 相关 . 

最 初 的 数学 符号 是 表示 数 的 记号 一 一 数字 (cip- 
hers ), 它们 的 出 现 看 来 是 在 文字 产生 以 前 ， 最 二 老 的 
计数 系统 ( 见 数 的 表示 法 ( numbers , representations of) ) 
是 巴 比 和 伦 人 和 埃及 人 的 记 数 系统 一 -可 造 济 至 大 约 公元 
前 3500 Ф. 

最 初 表示 变量 的 数学 符号 是 在 需 腊 出 现 的 ， 时 间 
要 晓得 多 ( 自 公元 前 5-4 世纪 )， ЕЖЕ (HE. Ж 
F. А) 用 线段 的 长 度 来 表示 ， 两 个 这 样 的 最 的 积 
用 一 个 矩形 来 表示 ， 算 形 的 两 个 边 分 别 等 于 两 个 因 
+. 在 Euchd 的 《几何 不 本 》( Elements ) (公元 前 3 世 
纪 ) 中 ， 量 用 两 个 字母 一 相应 线段 的 始 端 字 母 和 终端 
字母 来 表示 ， 有 时 也 用 一 个 字母 来 表示 - 到 了 Archim- 
oes (公元 前 37—213 年 )， 量 的 字母 表示 法 已 普遍 
采用 ， 这 种 表示 法 很 有 可 能 发 展 到 字母 的 演算 ， 但 
是 ， 在 古典 数学 中 不 对 字母 进行 运算 ， 因 而 这 种 字母 
演算 未 能 实现 . 

字母 符号 及 其 演算 出 现在 后 希腊 时 代 ， 这 是 由 于 
代数 学 从 其 几何 形式 解放 出 来 的 结果 . Diophantus ( 约 
公元 后 3 世纪 ) 用 下 列 符号 表示 未 知 数 ( x) ЯГЫН: 


(0 Ж ВЕ бу op a nit ,表示 未 知 数 的 平方 ; 

ЖАЗ v Вог, 表示 未 知 数 的 立方 )，Diop- 

һап 把 系数 写 在 未 知 数 或 者 它 的 矫 的 右边 ， 例 如 把 

3x 写成 боз (其 中 了 = 3)， 需 要 相 加 的 项 并 排 书 

写 ， 城 法 使 用 特殊 符号 小 ; 相等 月 字母 :来 表示 (来 

自 希 腊 实 “toos 一 相等 )、 例 如 ，Diophantus 把 方程 
(х +8x)- (5х2 +1) = х 


写成 

х®аз' ў Аёо рой: ва 
(Фа =1, = = 5, пайт а RS 3 
НЕН). 


儿 个 世纪 以 后 ， 印 度 人 在 发 展 数值 代 数 的 过 程 中 
引进 了 一 些 未 知 数 的 数学 符号 【用 一 些 颜色 名 称 的 缩 
写 来 表示 未 知 数 ) 以 及 平方 、 平 方 根 和 减 数 的 数学 符 
5. 例如， 用 Brahmaputra (7 世纪 ) 的 表示 法 ， 方 程 

Зх? ~ 10x—8=x+1 
被 写成 А 
уа уа 3 уа 10 ru Š 
ya уа 1 уа 0 ru 1 


(уа ЖА yavattavat, AUR. уа ЖА varga ,平方 


Ж; ru 来自 rupa— РН, B hi 数字 上 面 的 

现代 代数 符号 的 产 尘 是 不 14—15 НЕ; 这 是 由 于 
实用 算术 和 方程 研究 取得 成 就 的 结果 ， 在 不 同 国家 都 
外 发 也 出 现 了 一 些 表示 各 种 运 扯 种 米 知 量 的 短 的 数学 
符号 . -个 特定 的 符号 在 计算 中 被 普遍 采用 要 经 过 几 
ГЕ, ЛАН. 例如， 在 15 世纪 末 ，N . Chu- 
quct 和 1,. Paciol 使 用 符号 石和 m (来 自 拉丁 文 plus 
和 minus) 分 别 表示 加 法 和 减法 ， 而 德国 数学 家 出 村 
入 了 现代 使 月 的 符号 +《 也 许 是 拉丁 文 et Б) 
—. 到 17 世纪 为 止 ， 可 以 举 出 大 约 10 种 不 同 的 乘 
法 运算 符号 ; 

П,»;„,,,;];90%. 

根 号 的 历史 更 值得 注意 ， 根 据 Leonardo Pisano 的 
建议 (1220}， 直 到 17 世纪 广泛 采用 符号 К (ЖЕН! 
1 radix 一 根 ] 表 示 “ 平 方 根 "，N ， Cauquet 用 尺 2, 
P.3 等 表示 平方 根 、 立 方 根 等 . 在 一 份 大 约 1480 年 的 
德 文 于 稿 中 ， 数 字 前 加 一 点 表示 平方 根 ， 加 三 点 表示 
立方 根 ， 加 两 点 麦 示 四 次 方 根 . 在 1525 年 已 经 出 现 了 
符号 Y (Ch. Rudolf ) 为 了 表示 高 次 方 根 ， 有 些 学 者 
简单 地 重复 这 个 符 导 ， 曾 一 些 学 老 别 在 这 个 符号 后 面 
当 上 一 个 适当 的 字母 (指数 名 称 的 缩 苇 )， 还 有 一 些 学 
者 是 把 相应 的 数字 写 在 一 个 回填 当中 ， 或 者 写 在 圆 括 
号 或 方 括号 当中 ， 以 便 同 根 号 下 的 数 相 区 别 〔 被 开 方 
数 上 面 的 水 平 线 是 R. Descartes 3| A 88. 1637). 把 指 
数 写 在 根 号 开口 处 的 上 方 ， 这 种 做 法 直到 18 世纪 初叶 
才 被 普 谤 采用 ， 虽 然 在 很 久 以 前 就 已 经 出 现 了 ( AA, Gir- 
ага. 1629). ， 这 样 ， 根 号 的 演变 经 历 了 大 约 500 年 之 久 ， 

一 些 表示 未 知 数 及 其 军 的 数学 符号 差别 很 大 . 在 
16 世纪 到 17 世纪 初叶 ， 仅 仅 是 表示 未 知 数 平方 的 数 
学 符号 ， 常 用 的 就 有 十 多 个 ， 其 中 包括 ce( 来 自 census 
Ф Spyaplt 的 拉丁 文 译文 ;，Q (OB qua- 


її 


агайшп). >=, 40), І.А" аа, а, 9. G. 
Cardano (1545) 把 方程 

х +5x= 12 
写成 


2 cubus B. у positionibus zquantut 1х 
(cubus = 立方 ，positio = 未 知 数 ，equantur = 相等 ) . 
对 于 同一 个 方程 ， 由 M. Stil (154) 罕 出 的 是 
té + $y 2. а0и.11 
H К. Вотье ( 1572) 写 出 的 是 
1 Ур. $ V eguale 12 


(= 未 知 数 的 立方 小 = 未 知 数 ，equale à = 相等 ); 
H F. Viëte( 1592) 等 出 的 是 
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ІС+7 М, =quatur r: 
(C =cubus = 立方 № =numens = Ж); Н T. 
Harriot (1631) š H ft Jë 
ааа+5.а=12 


在 16 еж 17 世纪 初 已 经 出 现 并 使 用 等 号 和 括 
号 ; 方 括号 (Bombelli, 1550), BHS (№. Taruga, 
1556) 和 波形 括号 ( Уе, 1593). 

在 数学 符号 的 发 展 过 程 中 疝 前 迈进 的 重要 一 步 是 
Viate 1591 ) 采 四 拉丁 文大 写字 母 表示 任意 常数 和 未 知 
Ж: BES В, D. … 表示 常数 ， 用 元 音字 母 A, 
Е, … 表示 未 知 数 ， 这 就 使 得 写 出 具有 任意 系数 的 代 
数 方 程 和 对 它们 进行 运算 成 为 可 能 ， 例如， 采用 这 
种 符号 ， 可 把 Vibe 的 方程 


Acubus 十 B plano in À 3, xquatur Dsolido 


(cubus = 37.7, planus = 平面 ， 即 B 是 二 维 常 数 ; sol- 
ids = 立体 ， 即 D 是 三 维 常数 ;指明 维 数 是 为 了 保证 
各 项 是 齐 次 的 ) 表示 为 下 列 方程 ; 


х+3В=р, 


BJ, Уйде 是 代数 公式 的 创始 人 .Descartes (1637) 给 
出 了 代数 符号 的 现代 形式 : 用 最 后 的 几 个 英文 字 世 х, 
у, 2 表示 未 知 数 ， 而 用 最 前 几 个 字母 a, b, c 表示 任 
ЖЕЖ. Гесай 还 创造 了 窒 的 现代 表示 法 .由 于 
他 的 表示 法 比 前 人 的 麦 示 法 优越 得 多 ， 所 以 很 块 得 到 
普遍 承认 . 

数学 符号 的 进一步 发 展 与 徽 积 分 学 { infinitesimal 
calculus ) 的 发 明 密 切 相关 ， 县 然 在 代数 学 中 已 打下 了 
很 好 的 基础 . TI、Newton 在 他 的 流 数 法 ( 1666 及 其 后 } 
中 引进 了 其 x 的 逐次 流 数 ( 导数 ) 的 答 号 : х,х,хШ 
及 万 穷 小 增 量 的 符号 o. 稍 早 一 些 时 候 ，J，Wallis 
(1655) 采用 丁 无穷 大 符 身 om ， 微 积分 学 的 现代 符号 
的 创始 者 是 G. Leibniz， 特 别 是 ， 正 是 他 发 明了 现代 
使 用 的 微分 符号 dx , P x, Px 和 积分 符号 


Jyax. 


应 强调 指出 、Leibniz 使 用 的 积分 待 号 要 比 Newton 使 
用 的 符号 “x 优越 得 多 ，Leibniz 的 符号 [рах 不 但 反 
了 映 了 积分 和 的 实际 构造 过 程 ， 而 且 还 明显 地 指出 了 被 
积 函 数 和 积分 变量 因此， 符号 fy dx 也 适合 书写 变 
县 变换 公式 ， 并 很 容易 用 于 多 重 积分 和 线 积 分 、Newton 
的 符号 x 则 不 能 直接 做 到 这 一 些 . Leibniz 的 微分 符 
号 与 Newton 的 流 数 符号 和 无 穷 小 增 遇 符号 相 比 ， 情 
МА. 

现代 数学 符号 的 相当 大 的 一 部 分 应 归功 于 .Euler . 
他 引入 了 第 一 个 被 普 沉 采用 的 变量 运算 符号 ， 即 函数 
符号 700) (来 自 拉丁 文 fanctio = 函数 ; 1734)， 稍 早 
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一 些 时 候 ，J， Bemoulli (1718) 曾 使 用 符号 өх. 出 于 个 体 运 算 符 号 
Euler 的 工作 ， 许 多 特定 函数 《包括 三 第 两 数 ) 的 符号 符号 意义 引入 者 | 年代 
都 标准 化 了 ，Ener 还 首先 使 用 了 符号 е (自然 对 数 的 Т г 
Ж, 1736), т (ЭКА ЯХ лєрї фёрв1х = - 1 减法 | sassa kau 
Ж]. 1736) 以 及 虚数 单位 i= V 一 1 (来 自 法 文 imagin- 乘法 W. Oughtred 1631 
айе, 1777; 1794 出 版 )， 这 些 符号 很 快 被 普遍 采用 . е}: б. Leibniz 1698 
在 19 世纪 ， 符 号 的 作用 变 得 更 加 重要 ， 并 产生 了 : 除法 G. Leibniz 1684 
许多 新 的 符号 ， 因 此 数学 家 们 力图 使 基本 数学 符 导 标 到 ,| 村 R. Descartes 1637 
准 化 ， 正 是 在 这 时 一 些 广泛 采用 的 现代 数学 符号 出 现 Е. Newton 1676 
Т: 绝对 值 |х| (К. Weierstrass, 1841), 向量 了 (A、 Jar. ав К, Вибо 1525 
Cauchy ,1853)， 行 列 式 А. Girard 1629 
И Log 对 数 1. Kepler 1624 
b b| log 对 数 в. Самен | 162 
(A. Cayley 1841) 等 等 ，19 世纪 的 许多 新 理论 ， 例 如 sin Ей L. Euler 1748 
张 量 分 析 ， 没 有 适当 的 符号 就 不 能 发 展 ， 在 这 方面 的 wos жй L. Eukr 1748 
一 个 突出 现象 是 表示 关系 的 符号 所 占 比 例 显 著 增 加 ， а 正切 L. Euler 1753 
ЖЕР ЕЗЕШ Ж = (C. F. Gaus, 101), 从 属 关 tan 正切 L. Еше 1753 
Ж €, 同 构 关 系 兰 ， 等 价 关系 ~ ， 等 等 , 随 着 广泛 使 arcsin БЕЛЕ 1. Lagrange 1772 
用 数学 符号 的 一 个 数学 分 支 一 -数理 届 辑 的 发 展 ， 表 Sh ЖШПЕШЖ У. Ricatti 1757 
示 可 变 关 系 的 数学 符号 出 现 了 、 m Ak | V. Ricatti 1757 
УЕ ҢЫ ORAR. ЗЕБ р р А 4х, 445, 微分 G. Leibniz 1675 
КЛЯ: AJ838465. B 运算 符号 ，C) 关系 符 уау о (1684 R) 
в. 例如 ， 答 号 1,.2.3,4 表示 数 ， 即 算术 中 研究 的 积分 G. Leibniz 1675 
对 象 ， 加 法 运算 符号 +， 在 单独 使 用 时 不 表示 任何 对 jas (1684 4%) 
象 ; {А:ИНЖТЖШК ВЕТАЋАЊА Й: 1+3 айах 导数 G. Leibniz 1675 
表示 数 4， 符 号 > (KF) 表示 两 个 数 之 间 的 关系 . fy fx | 导数 J. Lagrange | 170—179 
仅 当 指定 了 处 于 特定 关系 中 的 一 些 对 象 时 ， 关 系 符号 Ax 差分 ， 增 最 | L. Euer 1755 
才 具 有 确定 的 内 涵 . 除了 上 述 三 类 基本 符号 以 外 ， 还 дах 偏 导数 А. Legendre 1786 
可 加 上 第 四 类 : D ) 辅 助 符号 ， 它 们 规定 了 基本 符号 组 одах 定 积分 J. Founer 1819— 1820 
合 的 次 序 .这 类 符号 的 一 个 很 好 的 例子 就 是 括号 ， 它 y # L. Eur 1255 
们 规定 了 算术 运算 进行 的 次 序 - П 积 C.F. Gas | 1812 
个 体 对 象 符 号 ' йж Са.Катр | 1808 
жа 意义 А Ж Ж Ix! 绝对 入 К. Weierstrass | 1841 
< | 元 天 y Was 1655 lm EB $. PHuiller 1786 
е | 自然 对 数 的 底 | L. Eukr 17% тыш ЮЙ W. Напйоп | 185 
к |нҗкнңе | H. kas 1706 lm... ий Керен ЖЕРҮҮ 
之 比 L. Вшег 1736 ‹ ы: В. Riemann 1857 
i | 一 1 的 平方 根 | L. Eur т г г ай А. Legende | 1808 
Отой) B B 函数 1, Binet 1839 
ij | 单位 向 量 — | W, Hamilion 1853 М Kal phy вэ 
= nabla ，Ha- | W. Hamilton 
по) | 平行 角 Н.И, Лобачевский | 1835 піно Ж 
чалан = 可 变 运 算 符号 
Р 号 意义 [ 引入 者 年 代 符号 意义 引入 者 年 代 
х,у, ЖЕРЕ | R. Descartes 1637 px 函数 J. Вето | 1718 
т | 向量 A.L. Cauchy | 1853 fO) ra L. Euler 1734 


m— ü kutwa 


个 体 关 系 符号 

符 Бл! 意义 | 引 人 和 人 者 年 代 
1 相等 及 .Recorde 1557 

> | 大 于 Т. Нато 1631 
< | 小 于 Т. Нато 1631 
= 同 余 ， 全 等 C. F. Gauss 1801 
1 | 六 行 W. Oughted | 1677 

( 死 后 出 版 ) 
| | EJ Р. Hérigone 1634 


三 类 基本 符号 А), В), С) 中 的 每 一 类 ， 又 都 可 
分 为 两 种 : 1) 确定 的 对 象 ， 运 算 和 关系 的 个 体 符号 
(individual symbols ); 2)“ 可 变 的 ” 或" 未 知 的 ХР. 
运算 和 关系 的 一 般 符 号 . 第 一 种 符号 的 例子 如 下 所 述 
( 亦 见 本 条 中 的 符号 表 ) : 

AA1) 自然 数 的 符号 1,2,3,4,5,6,7, 8, 9; 
超越 数 。 和 x; 虚数 单位 i = V 一 ] ; 等 等 - 

B,) 算 术 运 算 符号 十 ,一 ，x，: ЛУ, 
{+ )'!", BR Гах, Тарас 算 子 

д a: и 
А= ту ti + £= 
在 这 一 种 符号 中 也 包括 个 体 符号 sin, tan, tog, 等 等 . 

CC 等 号 和 不 等 号 =, >, <, 天， 表示 平行 的 
Ж5 (1), Женю (1). 

第 二 种 符号 表示 某 一 类 符号 中 的 任意 的 对 象 、 运 
算 和 关系 ， 或 者 由 预先 指定 的 条 件 得 到 的 对 象 、 运 算 
和 关系 .例如 ， 左 写 出 的 恒等式 


(45 Б) (а Б)= аЬ 
h. Yu af b ЖОМЕЖ; ЗА ЗЕ 
ух? 


上 时， 字母 x y 表示 满足 这 个 关系 的 任意 数 ; 当 解 
方程 
ж№-1=0 
т. x да ТОГА Е ОНО КУГЕ GE 
可 得 知 ， 只 有 了 两 个 满足 这 个 条 件 的 教 : +1 和 一 1) 
从 逻辑 学 的 观点 来 看 ， 把 所 有 这 一 类 符号 称 为 可 
9-5 ( variable symbok 》 是 完全 合理 的 ， йн 
中 就 这 样 称呼 (可 以 证 明 变 元 的 “变化 域 ” 可 能 是 由 
唯一 的 一 个 对 象 组 成 的 ， 甚 至 可 能 是 “ 空 的 *， 例 如 
方程 无 解 的 情况 ) ， 这 类 符号 的 另 一 些 例子 是 ; 
A,) 点 、 直 线 ， 平 附和 一 些 更 复杂 的 几何 图 形 的 符 
号 ， 在 几何 学 中 用 字母 表示 . 
B,) 函数 符号 ,例如 f, Е, gp， 以 及 算 子 演算 中 的 
符号 ， 这 里 字母 L 可 以 表示 任意 算 子 ， 例 如 ， 
А 
т 
表示 “可 变 关系 " 的 符号 不 常 使 用 ; 它们 只 应 用 于 数 


10) ажа АЎ — 
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理 北 辑 以 及 一 些 比 较 抽象 的 ， 主 要 是 公理 化 的 数学 分 
x. 
参考 文献 
11] Сю, Е.. A history of mathematical notations. 1—2. 
Оре Court , La Salle, 1952 — 1974, 
ТАМ] 事实 上 ， 符 号 л 是 Euler 从 H. Jones 那里 
借用 的 . 
参考 文献 
[AI] Kline, М., Mathematical thought from ancient to 
modem times, Oxford Univ, Pres, 1972. (中 译本 : 
M. EB, БЕВА, 1-4%, FEMALE A: 
出 版 社 ，1979 一 1981). 
[А21 Воуег, C., A history of mathematics , Wiley, 1968 . 
ай 译 


计算 的 数学 理论 [mathematical theory of computation; 
математическая теория вычисления) 

[ 补 注 】 近 20 年 来 的 事实 证 明了 与 计算 机 以 及 计算 机 
科学 相关 联 的 数学 研究 领域 有 了 很 大 的 发 展 . 计算 机 
的 迅猛 发 展 和 出 此 引起 的 科学 方法 论 中 的 深刻 变化 ， 
以 数学 发 展 史 上 前 所 未 有 的 速度 把 数学 提高 到 了 一 个 
新 的 水 平 . 

下 述 两 个 现象 是 值得 注意 的 ， 第 一 ， 数 学 在 各 方 
面 的 发 展 直接 引发 了 计算 机 和 计算 机 科学 的 “新 起 
点 ”. 第 二 ， 计 算 机 科学 的 发 展 导致 了 某 些 数学 分 支 
的 迅猛 发 展 .特别 是 ， 这 里 的 第 二 点 指 的 是 离散 数学 
的 重要 性 在 不 断 增长 一 一 业已 证 明 ， 离 散 数学 自 20 
世纪 90 年 代 以 来 的 影响 仅仅 是 个 开端 . 

让 此 可 见 ， 数 学 在 计算 机 科学 的 基础 中 起 着 关键 
性 的 作用 . 某 些 重要 的 数学 研究 领域 可 以 与 计算 机 科 
学 相 联系 ， 这 些 领 域 也 反映 了 计算 机 科学 的 发 展 历 
№. 

(1) н К. Сое, А. Tarski, А. Church, Е. 
Рох, А. Turing 和 5. С. Kleene 开创 的 经 典 的 可 计 
算 性 理论 占据 着 中 心地 位 ， 这 个 领域 起 源 于 数理 逻辑 
《 见 可 计算 函数 《computabl function) ) . 

(2) 在 古典 形式 诸 言 与 自动 机 理论 中 ， 核 心 概念 
是 自动 机 (antomaton ) ， 文 法 ( 例如 ， 现 生成 文法 {gra - 
mrmar ，generative )) 与 语言 ( 例如， 见 字母 甫 (alpha - 
het) ) - 除了 (1) 中 所 述 领 域 的 发 展 ， 这 里 不 但 要 所 
到 N. Chomsky 关于 自然 语言 基础 的 工作 ， 而 且 还 要 
提 到 Post 有 关 重 写 系统 的 工作 . 此外， 探讨 由 抒 威 
数学 家 А. Thue 在 本 世纪 初 开创 的 形式 语言 与 重 写 系 
统 前 现代 现 论 ， 也 是 十 分 有 意义 的 ! ( 见 形式 语言 与 
自动 机 (formal language and automata ) ; L 系统 (L- 
System) ) . 

(3) 复杂 性 理论 是 从 办 世纪 多 年 代 开始 形成 
的 一 个 研究 领域 ， 它 是 研究 算法 性 能 的 . 其 核心 概念 
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是 易 解 的 种 难 解 的 问题 ， 这 个 领域 日 益 显得 重要 ， 其 
中 的 一 个 原因 是 领域 (4) 的 发 展 . 〈 见 复杂 性 理论 
{complexity theo:y) ， 算 法 的 计算 复杂 性 (algorithm . 
computational complexity of an) .) 

(4) юй, ВАЈТ Е НО ТЕ. РЕ 
ЮЖЕН ШЖ. 此外， 公开 密 钥 的 概念 有 其 特殊 
的 理论 上 的 重要 性 ， 并 日 极 大 地 改变 着 与 通讯 系统 联 
系 的 可 操作 性 方法 ，( 见 密码 学 (cryptogaphy) .) 

(J) 到 (4) 构成 了 计算 的 数学 理论 的 核心 .其 
他 尝 多 水 太 到 计算 机 科学 的 数学 研究 领域 ( P| ШЕ УХ 
学 与 程序 语言 校正 虹 论 数据 结构 理论 和 数据 库 埋 
论 ) 也 有 了 发 展 . 

上 面 列 出 的 一 切 领 域 构 成 了 现代 数学 的 一 个 极 具 
话 惑 力 的 部 分 ， 它 是 富有 活力 的 ， 其 中 充满 了 需要 用 
到 最 有 意义 和 最 机 敏 的 数学 技巧 的 挑战 性 问题 . 

计算 理论 的 基本 问题 ， 可 以 表述 成 下 列 任 何 一 种 
形式 : 什么 是 可 计算 的 ”对 于 什么 样 的 问题 ， 能 够 构 
造 出 一 个 有 效 的 机 械 的 过 程 ， 以 解决 该 问题 的 每 个 实 
例 ?” 哪 些 问 题 有 求解 的 算法 ? 

数理 邮 轩 的 一 项 秆 要 进展 是 20 世纪 30 年 代 措 出 
了 不 可 解 问题 的 存在 性 : 不 存在 判断 问题 解 的 算法 
(algorithm). ， 这 种 算法 的 不 存在 不 是 因为 人 类 的 万 
能 ， 而 是 因为 它 在 邮 辑 上 是 不 可 能 的 .这 是 目前 计算 
理论 基本 问题 的 确切 表述 . 过去， 对 每 一 个 明确 表述 
的 问题 ， 人 们 总 是 力图 构造 正确 的 算法 (如果 这 种 算 
法 存在 的 话 ) .此 基本 问题 的 实际 意义 ， 就 在 于 对 不 
可 解 何 题 ， 再 也 不 要 去 试图 构造 它 的 算法 了 (曾经 有 
过 一 些 失败 的 池 例 ) . 

计算 模型 必须 确定 不 可 解 性 ， 如果 要 说 明 一 个 特 
定 问题 不 存在 算法 ， 就 必须 给 出 算法 的 确切 定义 ， 这 
种 博 况 与 确定 可 解 性 不 册 : 后 者 只 要 给 出 在 直觉 意义 
二 某 一 特别 的 有 效 程序 就 足够 了 . (术语 “算法 "与 
“ 有效 程序 " 是 作为 同义词 使 用 的 . ) 

现在 ， 面 临 着 形成 计算 模型 观念 的 必要 性 ， 如 同 
算法 的 直觉 岗 念 一 样 ， 这 种 模型 要 足以 适用 于 所 有 的 
计算 机 ， 在 这 方面 ， 人 们 早期 的 一 些 想法 是 合理 的 . 

设 算法 区 要 形式 化 计算 函数 ， 该 西数 是 从 非 负 整 
数 到 自身 的 县 射 ， 尽 管 此 假设 在 这 点 上 不 是 重要 的 ， 
可 以 看 到 ， 它 对 一 般 性 的 约束 是 非 本 质 的 ， 这 是 由 于 
其 他 的 输入 输出 形式 是 可 以 转化 为 非 负 整数 的 . 

在 设计 定义 了 用 MC 表示 的 计算 的 一 般 弄 型 
后 ， 可 以 看 到 异型 的 每 个 特例 都 具有 有 限 描述 { шагу 
description) ， 也 就 是 说 它 可 以 用 一 个 公式 或 有 限 多 个 
字 来 描述 .列举 这 些 描述 ， 就 得 到 了 计算 的 一 般 模 型 
的 所 有 特例 的 一 个 核 举 : МС, МС, з, т. 
# MC, 表示 一 些 特殊 算法 ， 用 以 计算 一 个 从 非 负 
整数 到 非 负 整 数 的 函数 ， 用 MC,(j) 表示 MC, 计算 
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白 变 量 怕 为 ij 所 得 的 函数 值 . 
ай /(x) 定义 为 


flx)= MCI+1. (А1) 


显然 下 面 是 计算 函数 f(x) 的 ~ 个 算法 (在 直觉 意 
ЖЕ): 给 定 输入 x. 算法 MC. A x 开始 ， 加 
1 后 输出 . 

然而 ， 在 形式 化 的 MC 模型 中 是 否 有 计算 函数 
f(x) ВОИ Е т 回答 是 没有 并 且 结 论 不 是 可 以 
直接 得 到 的 ， 假定 某 个 MC ,给 出 这 样 一 个 算法 ， 这 
里 + 是 自然 数 。 那么 灶 所 有 的 x, 


f(x)= MC(X). (A2) 


Ж. (АІ) У (АЈ) F. ВЕКА х, Bj 
者 就 发 生 了 矛盾 . 

这 个 被 称 为 对 角 线 化 二 难 推理 (dilemma of diago - 
naliation) 的 矛盾 ， 说 明了 计算 异型 的 独立 性 ， 的 
И. БА МС 能 列举 出 有 被 自身 形式 化 的 
яж. 

有 一 个 葡 单 而 自然 的 方法 避 开 对 角 线 化 二 难 推 
Ж. 迄今 MC, 算法 被 假定 为 处 处 有 定义 : 对 所 有 的 
输入 了 ,算法 MC, 有 一 个 输出 .但 是 从 各 个 方面 ， 
如 共计 算 机 程序 来 看 ， 这 个 假定 是 不 合理 的 . ХАЙ 
信 每 个 程序 都 对 所 有 的 输入 产生 一 个 输出 .所 以 也 要 
人 允许 一 些 МС, 算法 对 某 些 输入 7 进入 无 限 循环 
从 而 对 这 种 j 没有 输出 .而 日 这 种 j 的 集合 其 至 荐 事 
先 不 知道 的 ， 

于 是 ， 算 法 表 


МС, МС,. с 


中 的 一 些 算法 只 对 某 些 可 能 的 输入 产生 输出 ， 即 相应 
的 函数 不 是 对 全 体 非 负 整 数 定义 的 ， 若 算法 (АЗ) 
算 的 函数 中 包含 这 样 的 部 分 函数 ， 则 不 会 产生 对 角 线 
二 难 推理 ， 实 际 上 ， 因 为 MC. 不必 被 定义 ， 所 以 上 
面 提出 的 论点 不 会 产生 矛盾 、 

现在 ，Tuing 机 (Turing machine ) 被 看 成 是 计算 
的 一 般 模型 . 在 电子 计算 机 出 现 以 前 很 长 时 间 Turing 
机 就 被 引信 了 ， 它 是 用 途 最 广 的 一 般 模 型 .其 他 的 还 
有 Марков 算法 ( 匈 正规 算法 (normal algorithm) ) ， 
Post 系统 ( 见 Post 典范 系统 ( Post canonical system) ) , 
文法 及 L 系统 ， 每 个 模型 都 产生 如 (Аз) 的 算法 
表 ， 其 中 也 包括 部 分 函数 .由 它们 所 定义 的 可 解 问题 
或 可 计算 函数 的 集 台 是 相同 的 ， 从 这 一 意义 上 讲 ， 所 
ТЛИ. 

这 里 ， 只 考虑 了 刻画 可 解 问题 类 的 一 般 问 题 . 但 
这 个 问题 被 认为 古 计算 垦 论 的 基本 问题 ， 它 引发 了 关 
于 计算 的 一 般 模型 的 讨论 ， 


САЗ) 


ЗЕ rh, И t EJ B S: ЖТ ИЕ 
ШКМ АКЕ. 在 关于 门 题 P, 的 每 个 算法 是 否 都 比 
关于 问题 ,的 算法 复杂 例如， 就 需要 的 时 间或 存 
ШШЕ). МЖК УСБ, Р 是 否 较 P, 8 
难 ? 根据 复杂 性 ， 问 题 的 合理 分 类 基 怎 样 的 呢 ? БЕ 

些 问题 是 如 此 复 米 ， 以 宇 于 解决 这 燃 问题 ， 对 护 有 
可 镍 见 的 计算 机 者 要求 一 个 难以 想象 的 时 间 弄 销 的 限 
ж? 这 些 问题 可 归结 为 礁 解 的 类 . 

对 实用 计算 来 说 ， 这 类 问题 无 疑 是 起 决定 性 作用 
的 . 车 一 个 问题 是 已 知 训 解 的 或 可 计算 的 ， 但 同时 丸 
十 难 的 ， 就 不 好 加 以 解决 . 一 个 典型 的 例子 是 ， 密 码 
学 中 基于 两 个 大 球 数 因子 分 解 估 设 之 上 的 许多 结果 ， 
就 无 法 州 诸 实际 应 用 . 例如， 车 已 知 一 个 人 的 整数 n, 
ЖЕ Ж 200 位 数 ， 即 使 还 知道 п 基 两 个 大 素数 的 
积 ， 但 是 一 惧 来 说 ， 实 际 找 出 这 两 个 素数 仍然 是 不 可 
能 的 .因为 奔 描 述 的 问题 是 很 难处 理 的 ， 所 以 这 个 假 
定 是 合 球 的 ， 至 少 从 只 前 所 知 的 分 解 算法 来 看 是 如 
此 ， 当 然 ， 如 果 不 考虑 复杂 性 ， 这 样 的 分 解 算法 就 很 
ФУЕН. 

这 类 特殊 的 问题 就 导致 了 特殊 的 计算 模型 .后 者 
可 通过 对 Thring 机 的 限定 耐 得到， 或 者 直接 构造 出 ， 
其 中 尤为 重要 的 是 有 限 自动 机 (automaton， finite ) . 
它 是 一 个 严格 进行 腿 计算 的 模型 ， 在 计算 过 程 中 ， 
自动 机 不 能 在 其 上 增加 任何 东西 虽然， 不 可 能 有 适 
用 十 所 有 场合 的 计算 模型 ， 但 为 了 发 展 ， 对 模型 进行 
修改 甚至 引信 全 新 的 模型 是 必要 的 . рце, а 
算 幸 科学 已 有 很 长 的 历史 是 以 对 好 的 与 坏 的 模型 进 
行 评 判 ， 埋 论 上 也 完全 可 以 产生 出 各 种 各 样 不 同 的 计 
算 借 型 ， 放 证 明 茶 些 与 它们 相关 联 的 有 价值 的 性 质 . 
好 的 模 玖 应 该 具 有 充分 的 一 般 性 ， 使 得 与 计算 中 的 任 
何 特定 情况 或 问题 没有 太 紧 密 的 联系 。 另 一 方面 ， 它 
们 不 应 太 抽象 ， 加 在 好 模型 上 的 限 制 将 逐步 地 作用 于 
某 些 实际 应 用 领域 . 加 在 抽象 文法 上 的 一 些 限制 ， 特 
别 适 宣 于 作文 法 上 的 相关 分 析 ， 找 出 名 中 各 字 之 问 的 
关系 ， 就 是 一 个 典型 的 例子 .在 编辑 者 得 词 造句 方 
面 ， 文 法 分 析 的 结 灯 是 具有 本 质 意 义 的 - 

总 之 ， 一 个 好 的 模型 圾 示 了 一 种 对 闻 实 际 情况 的 
恰如其分 的 抽象 一 一 距离 省 述 对 象 既 不 太 远 六 不 太 近 . 

在 美 于 输入 - 输出 格式 与 运算 方式 方面 ， 形 式 语 
言 成 为 描述 计算 模型 的 工具 .形式 语言 理论 实质 上 是 
一 个 跨 学 科 的 研究 领域 ， 从 语言 学 到 生物 学 ， 各 种 不 
同 的 学 科 中 都 需要 形式 文法 的 描述 . 
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ВУС нобтратікт, ЖЕ рабт ali 
科学 ) 
关于 现实 世界 的 数 蚊 关系 和 空间 江 式 的 一 门 于 
学 . 数学 与 自然 科学 各 技术 寺 的 ЖЖ Лу 
ЗОЖ: ЖАИА ЖЕ ЖОЙ, БЕЗЕЙТ 
е ЕЧ ЗЕ 
тй Ж ХА 8836088 СЕЧИ 

数学 是 一 门 具有 独特 НТЕС гак (ШШ 
电 辑 推理 方法 ) ОВИЕ, 1н ИЛ GPL T АЕ 
#ФЙ БИЯ ЕП. МАГ Йй Bh И ДАр 81: 
独立 地 位 ;而 最 时 在 公元 前 6 至 5 世纪 方 希腊 人 就 己 
其 有 这 样 的 明确 认识 . 在 此 之 前 的 数学 发 展 当然 属于 
数学 的 萌芽 时 期 ， 而 公元 前 5 至 5 世纪 正 是 初等 数 
学 ementary impathernatics ) 时 期 的 开端 . 在 这 两 个 最 
里 的 时 期 肉 ， 数 学 的 研究 只 涉及 到 很 丰 [Т 
的 硝 备 ， 这 些 概念 还 是 在 历史 发 展 的 很 时 阶段 由 于 经 
济 生 活 上 的 最 简单 的 需要 而 发 牛 的 .最初 的 力学 和 物 
理学 问题 还 都 可 以 出 这些 基 本 数学 概念 来 满 赴 需要 . 

在 1? 世纪 牛 ， 自 然 科学 和 技术 中 的 新 间 题 迫 使 
数学 家 集中 注意 于 创造 方法 ， 以 便 对 运动 ， 量 的 变化 
过 程 以 及 几何 巍 形 的 变 执 进行 数学 研究 ， 随 着 在 解析 
见 何 中 使 用 变量 和 微 积分 的 建立 ， 开 始 了 变量 数学 
(mathematics of variable duantities ) 即 高 等 数学 { higher 
(mathematks ) 时 期 、 1277 

出 于 数学 所 研究 的 数量 关系 和 空间 形式 继续 扩大 
范围 在 19 世纪 初叶 就 需要 把 数学 研究 对 象 的 扩大 
过 程 本 身 作为 数学 研究 的 一 个 论题 有 意识 地 进行 处 
理 ， 面 临 的 仔 务 是 要 以 相当 普 浪 的 观点 对 可 能 有 的 各 
式 各 样 的 数量 关系 和 空间 形式 进行 系统 的 研究 ， 在 这 
方面 的 第 一 个 重大 进步 就 是 Н. И. Лобачевский 创立 
了 “ 拟 想 "几何 学 . 这 类 研究 的 开展 在 数学 中 引进 了 
新 的 特征 ， 以 致 19 和 20 世纪 的 数学 当然 属于 一 个 
特殊 的 近世 数学 (modem mathematics ) 时 期 - 

ЁЁ. 由于 物件 的 计数 ， 在 文化 发 展 的 
最 早 阶段 就 产生 了 最 简单 的 自然 数 算术 概念 . 但 是 只 
在 口头 记 数 法 已 经 发 展 完成 的 基础 上 才 出 现 书写 的 记 
数 法 ， 并 逐渐 产生 对 自然 数 实施 四 则 等 不 运算 的 方 
法 .由于 测量 (谷物 歼 量 、 族 得 长 度 等 ) 的 需要 ， 导 
致 出 现 了 最 简单 的 分 数 的 凶 称 和 记 法 并 产生 了 对 分 数 
ХШ. Р, РНЕ НАЖ. ЕН 
形成 了 最 二 的 一 门 数 学 算术 (arithmetic)、 面 
职 和 体积 的 测定 ， 建 筑 技术 上 及 各 后 天 文学 上 的 需要 ， 
则 引起 了 几何 党 (Bometry ) 的 初步 发 展 . 这些 过 程 在 
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很 大 程度 上 曾 独立 地 与 平行 地 在 许多 民族 中 发 生 . 在 
埃及 和 巴比伦 算术 与 几 制 知识 的 积累 ， 对 于 后 来 科学 
的 发 展 起 了 特别 重要 的 作用 ,在 巴比伦 ， 在 已 经 发 达 
的 算术 计算 技巧 的 基础 上 也 出 现 了 代数 学 algebra) 的 
前 芽 ， 而 出 于 天 文学 上 的 需要 则 出 现 了 三 角 学 (trigon- 
ometry) й. 

2 .初等 数学 时 期 . 只 有 在 大 最 黑 积 了 像 算 椒 计算 
上 零星 的 方法 ， 确 定 面积 和 体积 的 方法 等 等 具体 的 资 
料 以 后 ， 数 学 才 兴 起 而 成 为 一 门 独立 的 科学 ， 对 于 其 
所 用 方法 的 特殊 性 ， 对 于 其 基本 概念 和 命题 在 充分 普 
网 的 形式 中 系统 发 展 的 必要 性 ， 才 有 明 销 的 认识 就 
算术 和 代数 学 而 吉 ， 这 个 过 程 在 巴比伦 时 已 开始 . 伍 
是 这 种 新 的 挡 向 ， 即 系统 地 和 和 体 辑 , -- 沉 地 建立 数学 科 
学 的 基础 ， 却 是 在 古 希 腊 才 完全 确定 的 、 古 希腊 人 所 
创造 能 初等 几何 学 的 表述 系统 ， 两 于 多 年 来 一 直 是 数 
学 理论 演绎 结构 的 范例 ， 从 算术 亚 渐 发 展 出 数论 
(number theory)， 又 出 现 了 关于 量 和 测量 的 系统 学 说 . 
实数 ( 见 数 ( number)) 概念 ( 随 着 量 的 测定 问题 ) 的 
形成 过 程 是 非常 长 入 的 . 问题 在 丁 无 理 数 和 负数 的 报 
念 与 折 然 数 、 分 数 或 几何 图 形 的 概念 不 同 。 属 于 比较 
复杂 的 数学 抽象 ， 在 科学 出 现 以 前 的 人 类 经 验 中 是 没 
有 充分 牢固 的 支柱 的 ， 代 数学 作为 一 种 字 鞋 演算 来 建 
立 ， 只 是 在 这 个 时 期 的 未 尾 才 完成 . 测 地 学 和 天 文学 
的 发 展 很 早 便 促进 了 平面 发球 面 三 角 学 的 研究 . 当 数 
学 兴趣 的 重心 转移 到 变量 数学 方面 去 的 时 候 ， 初 等 数 
学 时 期 结 来 了 {在 西欧 是 在 17 世纪 初叶 ) . 

3. 变量 数学 建立 的 时 期 从 17 世纪 起 ， 开 始 了 数 
学 发 展 中 的 一 个 崭新 时 期 这 时 ， 数 学 研究 的 数量 关 
系 和 空间 形式 的 范围 已 不 再 限于 数 、 基 和 几何 图 形 
Т. 这 主要 是 因为 在 数学 中 已 公然 引入 了 运动 和 变化 
的 观念 . 在 代数 学 中 早 就 以 陷 项 的 形式 含有 变量 与 变 
晤 之 问 的 依赖 性 的 观念 (和 的 值 续 项 于 相 如 的 各 项 前 
值 ， 等 等 )， 合 是 要 想 了 解 变 化 过 程 中 的 数量 关系 ， 就 
必须 把 量 与 量 之 间 的 依 束 性 本 身 作为 独立 的 研究 对 
象 . 因此 ， 函 数 (function) 概念 被 提 到 首要 地 位 ， 这 个 
概念 以 后 就 成 为 基本 的 和 独立 的 研究 对 象 ， 正 如 从 前 
的 量 或 数 的 概念 一 样 . 变量 和 函数 依赖 性 的 研究 导致 
数学 分 析 的 一 些 基本 概念 ， 导 致 极限、 导数、 微分 和 
积分 的 概念 ， 因 而 在 数学 中 公然 引 人 了 无 穷 的 思想 . 
闪 穷 小 分 析 首先 以 微分 学 ( differential calculus ) 和 积 
学 (integral caleulus ) 的 形式 被 建立 起 来 了 ， 这 就 有 训 
能 把 变量 的 有 限 变化 同 变 量 在 其 各 别 岂 取 什 的 接近 分 
域内 的 性 态 联系 起 来 ， 力 学 与 物理 学 的 基本 定律 被 写 
成 微分 方程 ( 匈 常 微分 方程 【differential equation ,ordi- 
пагу) 和 仿 答 分 方程 ( diferential equation , partial)), 
因而 求解 这 些 方程 的 问题 就 成 为 数学 的 重要 课题 之 
一 .寻求 由 另 一 类 条 件 【 基 些 相关 量 取 极 大 值 或 极 小 


值 的 条 件 ) 稍 定 的 未 知 函 数 ， 见 构成 变 分 学 ( variational 
calculus ) 的 论题 、 这 栏 ， 除 了 以 数 作为 未 知 景 的 方程 
以 外 ， 叉 出 现 了 男 一 类 方程 ， 其 中 一 些 函 数 是 来 知 
Ё. Ж. 

随 着 图 形 的 运动 与 变换 的 丙 仿 引入 此 何 学 ， 儿 何 
学 的 研究 对 象 也 大 大 地 扩充 了 、 几 何 学 池 始 侠 究 运动 
和 变换 本 身 ， 例 如 、 在 射影 几何 学 { projective geometry) 
中 ， 平 商 或 空间 前 射影 变换 集合 就 是 基本 研究 对 象 之 
一 . Й. ЖЮН ИЕА Е 18 tt 
ЖЖ 19 世纪 初 ， 很 久 以 前 ， 随 普 解 析 几 何 学 (an- 
айуйс geornetry ) ЖЕ 17 世纪 的 建立 ， 几 何 学 同 数学 的 其 
他 分 支 的 关系 起 了 根本 变化 . 那 时 已 找 КЕЛ 
方法 把 几何 问题 转换 为 代数 学 和 分 析 : 语 ВЕД 
巧 地 用 代数 和 分 林 的 方法 来 解决 ， 另 一 方面 ， 义 发 现 
了 把 代数 和 分 析 前 事实 用 几何 方法 来 表现 ( 拘 示 ) 的 
广泛 可 能 性 ， 便 如 用 图 形 来 表示 函数 关系 - 

后 .近世 数学 . 在 17 和 18 世纪 建立 的 数学 分 析 各 
分 支 ， 在 19 和 20 世纪 都 以 很 大 的 强度 继 续 发 展 ， 
对 于 科学 和 技术 问题 的 应 用 范围 这 时 也 大 为 扩 完 . 
但 是 ， 除 了 这 种 数量 上 的 增长 以 外 ， 在 18 世纪 林 和 
19 世纪 初 在 数学 发 展 中 还 出 现 了 一 些 术 质 上 崭新 的 
特征 . 

在 17 种 18 世纪 所 积累 起 来 的 大 最 实际 资料 
使 得 进行 深信 的 脖 辑 分 析 并 把 这 种 分 析 同 新 的 观点 相 
анат. аА, А 
然 紧 密 的 程度 在 实质 上 并 未 稍 减 ， 却 已 具有 十 分 复杂 
的 形式 了 .重大 新 理论 的 产生 ， 不 仅 是 内 于 自然 科学 
三 技术 的 直接 需要 ， 也 出 于 数学 本 身 的 内 在 要 求 、19 
世纪 初叶 和 中 时 在 全 部 数学 分 析 中 占有 中 心地 位 的 复 
ЖЕШ Ё ( functions of а complex variable . theory of) , 
大 体 上 正 是 这 样 发 展 起 来 的 ， 作 为 数学 内 在 发 展 的 结 
果 而 兴起 的 理论 的 另 一 个 精彩 例子 是 Лобачевский JL 
何 学 ( Lobachevskii geometry) , 

H B ERBNACW АВЕ J; З ЫИ ИН S bb ЖТ 
ЖЕЖ, ВКА. 向量 和 张 量 概念 转 
向 光 穷 维 量 ， 则 是 在 泛 函 分 析 (functional analysis) 
的 框架 内 发 生 的 ， 并 与 现代 物理 学 的 需要 有 着 密切 的 
联系 . 

这 样 ， 由 于 数学 的 内 在 需 有 村， 也 由 于 自然 科学 的 
新 的 需要 ， 数 学 所 研究 的 数量 关系 和 空间 形式 大 大 地 
扩充 起 来 ， 在 数学 中 引 大 了 存在 于 任何 群 的 元 索 之 问 
的 ， 向 量 之 问 的 、 函 数 空间 中 的 算 子 之 间 的 关系 ， 各 
种 各 样 任意 维 数 的 空间 形式 ， 等 等 . 

在 19 世纪 开始 的 这 个 数学 发 展 阶 段 ， 其 本 质 上 新 
异 之 处 在 于 研究 的 数量 关系 种 空间 形式 必须 扩大 范围 
的 司 题 本 身 ， 已 成 为 效 学 家 自沉 地 和 积极 地 感到 兴趣 
的 对 象 . 要 是 在 从 前 ， 例 如 ， 人 负数 和 复数 的 引 人 及 其 


运算 法 旭 的 准 箭 形成 需 鉴 长期 的 努力 ， 那 么 现在 数学 
的 发 展 则 要 求 型 定 一 些 方法 来 有 意识 、 有 计划 地 建立 
新 的 几何 和 代数 系统 . 

在 19 世纪 数学 对 象 的 杖 太 扩 充 引起 人 们 密切 注意 
数学 “ 基础 ” 问题 ， 邑 批 刘 地 修正 数学 的 初始 原理 
《公理 )， 构 成 定义 和 证 明 的 严格 系统 ， 以 及 批判 地 考 
察 这 些 证 明 中 所 用 到 的 逻辑 方法 .对 了 在 发 展 个 别 数 
学 至 论 叫 数 学 家 的 实际 工作 提出 的 远 辑 严格 性 的 标准 
要 求 、 直 到 19 世纪 未 才 完 全 形成 . 深入 和 仔细 分 析 对 
证 明 的 邀 辑 严 格 性 的 要 求 ， 数 学 理论 的 构成 ， 以 及 数 
学 问题 的 算法 可 解 性 和 不 可 解 性 澡 题 ， 就 是 数理 逻辑 
( matherratical ріс) 的 研究 对 象 . 

在 19 世纪 初时， 数学 分 析 的 应 用 范岗 有 了 新 的 
大 扩展 . 以前， 需要 大 量 数学 工具 的 物理 学 基本 分 支 
其 力学 各 光 学、 现在， 又 加 上 了 电动 力学 、 磁 学 和 和 
л. 介质 力学 这 个 重要 分 支 也 得 到 了 广泛 发 
Ж. 技术 上 对 数学 需要 也 在 沁 速 演 加 ， 作 为 力学 和 数 
学 物理 - . 些 攻 领域 多 基 本 工具 而 被 深入 发 展 和 的 ， 是 党 
微分 方程 ( difierential equation 、ordinary )、 偏 微分 方程 
{diflerential equation ，partial) 和 数学 物理 方程 ( ma- 
thematkal physics , equations of) 的 理论 . 

微分 方程 理论 是 流 形 拓扑 学 研究 的 出 发 点 ， 这 里 
得 到 了 代数 拓扑 学 { algebraic topology 》 中 的 “组 合 ” 
方法 、“ 同调 "方法 和 “ 同 伦 " 方 法 的 起 点 .在 集合 论 
(set theory) ЖЖ ЭЙТ ( functional analyss】 的 基础 
上 产生 了 其 他 拓扑 学 分 支 ， 并 导致 系统 构造 一 般 拓扑 空 
间 理 论 ( 见 拓 扑 空间 ( topological space )). 

在 自然 的 研究 和 技术 问题 的 求解 中 ， 作 为 对 微分 
АТОНА — Rh W SS AR Н, ЖЖ (probability ) 
方法 如果 说 在 19 世纪 初叶 概率 方法 主要 用 于 弹道 学 
各 误差 理论 ， 那 么 在 19 世纪 末 叶 和 20 世纪 初叶 由 
于 随机 过 程 (stochastic process ) 论 的 建立 和 数理 统计 
( mathematical statistics ) 工具 的 发 展 ， 概 率 论 有 了 许多 
新 的 应 用 . 

数论 ， 它 的 许多 个 别 的 结果 和 和 奈 候 ， 在 19 世纪 在 
种 个 方向 上 发 展 成 为 严整 的 理论 ( 见 我 数 昭 论 ( alpebraic 
number theory); 解析 数论 (analytic number theory); 
Diophantus 逼近 ( Diophantine approximations ) ) 

代数 学 研究 重心 转移 到 一 些 新 的 代数 学 领域 : 
群 、 环 、 域 理论 以 及 一 般 代数 结构 . 在 代数 学 和 几何 
学 交界 处 ， 产 生 了 连续 群 理 论 ， 其 方法 后 来 渗 人 数学 
的 一 切 新 领域 ， 以 及 自然 科学 中 ， 

初等 几何 学 和 射影 几何 学 主要 是 从 研究 其 逻辑 与 
公理 基础 的 观点 上 引起 数学 家 的 注意 的 ,但 是 吸引 大 
量 科 学 力量 进行 研究 的 几何 学 基本 领域 是 ， 微 分 几何 
学 (differential geometry)， 代 数 几何 学 (algebtaic geo- 
mety ) #0 Riemam 几何 学 (Riemannian geometry). 
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作为 在 无 理 数 的 严格 算术 理 沦 和 集合 论 的 基础 上 
系统 构造 数学 分 析 有 的 结果 之 一 тт 
(functions of а real variable , theory of) 

当 应 用 纯 数 学 研究 结果 解决 实际 问题 时 ， 往 往 要 
求 给 出 问题 的 数值 形式 的 解 . 但是， 即使 对 问题 进行 
了 充分 的 理论 分 析 之 后 ， 这 通常 还 是 极 困难 的 因 
此 ， 在 19 世纪 到 叶 和 20 世纪 初叶 产生 的 分 析 和 代数 
的 数值 方法 ， 随 着 电子 计算 机 的 制造 和 使 用 逐渐 发 展 
成 为 一 门 独立 的 数学 分 支 ， 计 算数 学 (computational 
mathematics ) . 

现代 数学 的 这 些 突出 的 基本 特征 ， 上 面 列举 的 数 
学 各 分 支 的 基本 研究 方向 ， 在 20 世纪 初叶 已 经 形成 、 
尽管 在 20 世纪 数学 有 了 突 飞 禾 进 的 发 展 ， 这 种 数学 各 
分 划分 的 框架 在 很 大 程度 被 保留 下 来 、 但是， 数学 
本 身 发 展 的 要 求 ， 各 科学 领域 的 “数学 化 *， 数 学 方法 
向 许 多 实际 活动 领域 的 渗透 ， 以 及 计算 技术 的 迅速 进 
步 ， 导 致 数学 家 对 数学 各 分 支 研究 兴趣 的 变迁 和 六 
和 ， 并 导致 一 系列 新 的 数学 科目 的 出 现 ( 例如 ， 见 自 
动机 理论 (automata , соту of ); 信息 论 ( information 
theory)， 对 策 论 (games, theory of); 9888 (opera- 
tions rescarch )， 亦 见 控制 论 (cybemetics ) ;数理 经 济 党 
(mathematical eoonomics)). 在 控制 系统 (control sw- 
tem ) 理论 问题 的 基础 上 ， 产 生 了 组 合 分 析 ( combinatorial 
analyss ) 、 图 论 《graph theory)、 编 码 理论 (coding 
Theory) 和 离散 分 析 ( dscrete analyss )、 由 微分 方程 所 
描述 的 物理 或 数学 系统 共 最 优 (在 茶 种 意义 下 ) 控制 
癌 题 ， 导 致 产生 了 最 优 控 制 章 数学 理论 (optimal con- 
tro] , mathernatical theory ОЁ). 

一 般 控制 问题 以 及 有 关 的 数学 课题 的 研究 ， 随 着 
计算 技术 的 进步 ， 为 人 类 活动 的 一 些 新 领域 的 自动 化 
BE ТЖ. 
参考 文献 

[1] Колмогоров, А. Н.. Математика, в кн.; Bons- 
шая Советская Энциклопедия, 2 изд ,, т, 26, М,, 
1954 ( 中 译本 : A. Н. ЯКАР, Ж. 算术 ， 
ОБМЕН, 1956). 

[2] Виншрадов, И, М,, Математика м научный прог- 
ресс, в mr: Ленин и современная наука, кн. 2, 
М., 1920 

[3] Нет, D алі Ветауѕ, Р., Grundiagen der Mathe- 
matik, 1—2, Springer , 1968 一 1970 

14] Александров и др., Математика, её содержание, 
методы и знаменис, т. 1-5. М., 1956 ( 中 译本 : Ж 
学 一 它 的 内 容 、 方 法 和 意义 ， 第 --、 二 ， 三 在 。 科 
学 出 版 桂 ，1984] 

[5] История математики с древнейших времен до нача- 
ла ХЖ столетия, т. 1-3, М., 1970 — 1972. 

16] Математика ХІХ Bexa Математическая логика. 
Алгебра, Теория чисел. Теории вероятностей, М., 


6568 МАТНІЕО EQUATION 


1978. 
[71 Математика ХХ века, Геометрия, теорня атилиги- 
ческих yom. М. 1981 
[81 Suk. 0. }.. А conase history of mathematis . Do- 
мег, лера, ，1967【 中 译本 : D - 1. МАТН ЭС. А 
ЖӨН. ЖЕЕ, 1958) 

[9] Марджанишвили, К. К.. Метематика в Академия 
паук СССР, { Вестн. АН СССР», 1974, 6 
110] Ҹу. H. А halfeenruy of malhematics 。 Ате 

Май. Monthly , 58 (1951), 8 523 - 553, 
ИЙ А. H. Колмогоров 的 文章 []] 摘编 


іе) 
逢 者 文献 
[Al] Klire. M... Mathematical thought fom ancent to 
modem tinka. Oxford Univ. Pess ，1972 《中 译本 :M. 
Ч. ШУН. Ж-А СВ 
ШЕШ, 1979 — 1981). 


[А2] Bourhaki N .. Eléments d'histoire des mathématiques , 
Hermann, 1960. 

[A3] Масіале, 8., Mathematis , Гота and function, Sp- 
Ппрег, 1986. 

1 АА | Lakatos | , Proofs and refutations , Cambndge Univ , 
Press, 1979. 

[А5] Hardy, G... А mathematician’s apology , Cambndge 
Univ. Press, 1977. 


[Аб] Young. L. C.. Mathematicians and their (іск. 
North-Holland , 1981 

[А7] Newman. 1. R., The wond of mathematics , 1—3, 
Simon & Schuster, 1956. 

AS] Browder. F. E (ed.), Mathematical developments 
arising from Fllbert problems, Proc. Symp. Ршс 
Маћ., 28, Апкг. Маз. 5ос., 1976. 

1A9] Dieudonnë, Ј., Abrige d'histoire des mathématiques , 
1700 — 1900, 1—2. Hermann. 1978. 

ТАЮ! Dicudonme . J. Panorami des mathimaticues pures : 
le choix bourbachique , Gamthier- Villas , 1977 

ТАП } Bochner . S. The role of mathematis in the rise of 
бепе. Рппсбїоп Опіу. Press . 1981 

[A12] Сошам, К. and Robbins, Н., What 8 mathema- 
ug ?, Охон Univ , Pres , 1980 ( 中 译本 : К. ЫЙ, 
H. ЭЖ. WFE). ВЕ, 1985) 

【 详 注 】 翻译 本 条 中 村， 参考 并 引用 了 文献 [1 ] 的 中 
译本 . 张 鸿 林 ж 


Mathieu 方程 Mathieu eqation ; Матьё ураваенне | 
下 列 实 系数 常 油 分 方程 ; 
= +(a+bow2z)u=0,zeR. 
ШОКЕ Н E. Mathieu ([ 1]) 在 研究 椭圆 游 膜 的 
Ж] Аф. + B: НШ 方程 (Hi equation) 的 特 
ННЯ, . 
Mathieu 方程 的 基本 解 组 ( fundamental system of 


solutions ) 具有 下 列 撒 式 : 
u (2) = еф(2). ш, (2) = (2), (ж) 


Жр ая#т. п 为 整数 ，w(z) 是 周期 为 л 的 函数 ， 
而 Ляпунов 特征 指数 ( Lyapunov characteristic expon - 
ent) x 或 者 是 实数 ， 或 者 是 纯 虚数 ， 当 ma = 0 IH, 
一 个 解 无 限 增长 ， 而 另 一 个 解 当 2 ~ 十 % ПРЕ 
(参数 a, 户 半 面 上 的 不 稳定 带 );， 当 Rex =0 时 ， 两 
ЛЕЛЕК ЖЫН (Er). 在 这 些 带 的 边界 上 【来 包 
£T (*) 的 情况 }， 基 本 解 组 中 的 一 个 函数 只 有 周期 
т 2x ( 后 一 情况 称 为 Mathies 函数 《Mathieu func- 
tions ) )， 第 二 个 函数 可 由 第 -- 个 函数 铺 以 = 而 得 到 . 
不 稳定 带 的 形状 为 曲 边 三 角形 ， 其 顶点 为 = 下, 记 一 
0,п= 0, 1,…( 见 [2]:[4]) 

另 一 种 形式 的 方程 也 称 为 Mathieu 方程 ( 见 [3]). 
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САМЕТ Mathieu Эг Н ЗЕ О Mathieu Ж. 
+ (Mathieu operator)， 在 各 种 应 用 中 ， 特 别 是 在 轩 
БЕР, ЖЕЕ, Шин 

(M,..9) (n) =g(n+1) + 


+24005 (2 пла ~ у)д(п) +9(8— 1), 
A,x, v 6 R 
定义 的 离散 Mathieu 算 子 (daete Mathieu operator) 
是 重要 的 ， 如 果 4 是 有 理 数 ， 则 这 是 一 个 周期 算 子 ， 
反之 ， 它 是 殉 周 期 算 子 . 设 Spec (Ауа, Ë М,,, 
在 (2) БЮ, ФА 
Spec(A, а) = USpe(4, @,у). 


Ж 5рес(1, z) 作为 «їч 个 函数 给 出 具有 非常 组 合 
正则 性 和 类 似 于 Cantor 集 的 一 些 性 质 的 平面 上 的 一 个 
图 形 . 它 称 为 Hofstadier ЗЕ (Номабег buttedly) 
([A1]). М. Кас 猜想 (Martini 问题 (Martini pro - 
blem)); 对 于 一 切 无 理 数 &, А70, v € R, Spec (A, 
а, у) 是 一 个 Cantor 集 ， 另 一 个 猜想 说 的 是 : 对 于 一 
切 无 理 数 x. Spec(l, а) 的 Lebesgue 测度 为 零 .对 于 
有 理 数 x ， 关 于 这 种 谱 的 一 些 详细 结果 ， 以 及 关于 这 
问题 领域 的 综述 ， 见 [A2] .有关 这 些 内 容 以 及 连续 


аа {д5 Жад —ж {ИХ ас ГАЗ] – [A5] 
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Matiew #1 | Mathieu fumetions; матьё фунхций 
Mathieu 方程 (Mathieu equation) 


d'u 
тт + (а + 164со 22) н = 0, z€R 


周期 为 2r 的 解 ， 仅 当 和 参数 平面 中 的 点 (a. Ф) 位 于 
稳定 性 区 域 的 边界 上 时 它 才 存在 Майеп 函数 或 为 
偶 或 为 奇 ， 它 在 相差 一 个 因子 之 下 是 唯一 的 ; 另 一 
线性 无 关 的 解 当 |z| > o 时 随 z 线性 增加 ， 加 果 
4 0. (8 Mathieu 函数 是 积分 方程 

G(z)= 4 | eee буа, k= /9 . 


的 木 征 函数 ， 奇 Mathieu 函数 也 满 是 类 似 的 方程 . 
Mathieu 函数 的 记 法 为 


eolz, 4), cei(z, q), 775 
se,(2.4).se,(z, 4), 77 


当 9 + Ој, ЖАВ ЕЙ (trigono - 
metric system ) 


І, соѕ2, 全 
并 有 在 区 间 (л, л) 上 具有 相同 的 正 交 性 质 Math - 
юп 函数 存在 Fourier 级 数 展 开 、 它 关于 小 的 [ql Sr， 


ШК: 这 些 级 数 的 系数 是 关于 4 КОШ, (| 
如 ， 


; Sinz, sin2z，…， 


eenlz, 4)=1+ 


У (онн BR) — 
К: (D° (бт +1? 
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+000779) онзи. 
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Mathieu BË [ Mathieu group ; Матьё группа] 
局 构 于 出 Е. Mathieu ([1]) 发 现 的 五 个 群 之 一 的 
有 限 群 (finite group }. Mathieu 群 系列 由 记 作 


Ми. М, My, Ma, Ма 


的 群 构成 .它们 可 分 别 表 示 成 1，12，22, 23 和 24 个 
元 素 的 集合 上 的 置换 群 ( pemutation gmoup)， 群 М 
和 M, ВЕРЖЕ, М, 可 自然 地 成 为 M,, 作用 
的 集合 中 某 个 元 素 在 М 中 的 稳定 化 子 (stabilizer ); 
同样 地 ，M,, 和 M,, ЗЯ М. 和 М, 的 元 素 的 
稳定 化 子 ，Mathieu 群 的 阶 分 别 为 


7 900, 95 040, 443 520, 10 200 960, 244 823 040. 


当 考虑 Mathieu 群 时， 常常 使 用 它们 作为 相应 的 
Steiner 系 ( Steiner system) 5(1, т, n) 的 自 同 构 群 的 
表示 ( 见 [2])， 即 一 个 n 元 集合 以 及 由 它 的 


ШО 


个 子 集 ( 称 为 区 组 ) 构成 的 系统 ， 每 个 区 组 包含 m 个 
元 素 ， 而 每 个 1 元 集合 恰 包 含 在 一 个 区 组 里 .Steiner 
系 的 自 同 构 (automorphism of a Steiner system) 定义 
为 集合 中 元 素 的 一 个 党 换 ， 它 将 区 组 变 成 区 组 . Math - 
jeu 群 和 它们 作为 其 自 同 构 群 的 相应 的 Steiner 系列 表 


ШЕ: М,—8(4, 5,11); М, —S(S5, 6, 12); My 
— S(3,6, 2); М, — 5(4, 7, 23); M, — S(5, 
8, 24). 


Mathieu 群 是 最 党 知道 的 { 也 是 80 多 年 中 仅 知 的 ) 
散在 有 限 单 群 ( 亦 匈 勿 散 单 群 ( sporadic simple group )) . 
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Е [ лабіх ; матрица] 
ЖЖ о, ЖТЖ КН m 75 n ЙИН КУТ 
形 阵列 


(ОЯ К 上 (mxn) 维 矩阵 ((m xn) - dimensional 
matrix) 或 K 上 具有 维 数 押 xn 的 短 阵 . 用 M, (К) 表 
Ж K E On Xn) ЯЕ 6. ШЖ теп, А 
СО) n Bi ЕЕ (square matrix of order п). КЕЙТ 
有 nt ede as M, (天 ) ， 

жин Бан 


ас” 
Ga 77 


ява, KRKSOR, йи, EBR. £ 
项 式 环 。 整 数 环 ， 函 数 环 或 任意 结合 环 . 定义 在 天 上 
的 加 法 与 菜 法 运算 自然 地 扩充 到 K E3EDE E, НЕҢ 
方式 导出 矩阵 演算 (matrix саки) 一 -一 矩阵 论 的 主 
вищ. 

和 矩阵 概念 首先 出 现在 19 世纪 中 时 W.Hamilton 以 
及 А, Сауу 的 研究 工作 中 . 矩阵 论 的 基本 结果 应 归于 
К. Weierstrass, С. Jordan s G. Frobenius . И.А. Лашю- 
Данилевский 8. ДЕЛЕ Т Ф 1-3 БЕЗЕ ШИНЕ ЕН, 3F 
将 它 用 于 线性 微分 方程 组 的 研究 . 

矩 隆 的 运算 . 设 K 为 结合 环 ， 设 л=ја, B= 
ПБ ве, (К). Жи, ЖЕ 4 与 六 的 和 定义 为 


A+B=la,+b,| ， 


HE. A+BSM, (К) Врвна чав А тузе 
R. M. , (K) ФЕ (mall matrix) 为 元 素 均 为 零 
的 短 阵 0. 对 每 个 4s M. (К), 


A+0=0+A=A. 


А=йа,|є М„ (K) 与 B=lb,|S M. (K) 这 时 ， 
B 48 А S ВЕБЕР S 
AB=|e,, le M, (K), 


其 中 , 
cB ob 


M, (K) 的 两 个 元 表 之 要 总 有 定义 且 届 于 М, (K). 
ПАТЕ: ZAM, (K). КИТ 
Сем, (К), MUJ 
(AB)C=A(BC) 
Я _ABC= M, (K) - 分 配 律 也 成 立 : 对 Ає М, „(К) 
5 B,CeM, ,(K). 
A(B+C)=AB+AC, (В+С)А=ВА+СА. (2) 


ИЖ, ЯРА, B. СЕМ, (К)(2) 亦 成 立 . 因此 ， 

M, (K) 是 一 个 结合 环 . 如 果 外 是 有 单位 元 的 环 , 则 矩阵 
1-90 

E= | 5 


0-1 


是 环 M, (K) 的 单位 元 : 对 所 有 AEM. (К). Е,А= 
AE,=A . 矩阵 乘法 不 是 可 交换 的 : 车 nz2， 则 对 有 
单位 元 的 每 一 个 结合 环 天 存在 矩阵 4, Be M, (К) 使 得 
AB#BA 

设 weK，4=|aulle M... (K); SE 4 与 元 索 
й. Н) а ДЯ ЕЕ ал | aa, |, 这 时 ， 

(a+B) A=zA+BA, «(#А)=(ай)А, 
о(4 +В) = кА+аВ. 


设 天 为 有 单位 元 的 环 ， 定 义 矩阵 ev 为 其 唯一 
非 零 元 农 等 于 ІА (рж м, , (K) ФЯ 
Ë, 1ї<т, 147и. Ж. ЖЫ л Дае 
Ma (K), 

а=} ае. 

如 果 天 是 域 ， 则 M. (K) E: K E mn 维 向 量 空间 
(vector space)j， 且 诸 矩阵 e, 组 成 这 个 空间 的 基 . 

分 块 矩阵 ， 设 тет, + +т, пел н 
Жр т, n, ЕИ. E. EBE АЕМ, (K) 可 
写成 下 列 形式 


(3) 


Rip. Ае М, . (K), =l, k, 91, 7,1. 38 
ВРЗУВА РЕ ( block паш). Ж Be M, (К), 
р=р+ р. ъ>0, 且 召 写成 以 下 形式 


ын К). 
MI 
с П 
АВ=С= ~ |. с,=УА,,В, 
例如 ， 若 n=kl， 则 M, СК) JR S М, (y), K 
M. =M(K). 
AIRE Ае M, (K) 具有 以 下 形式 
[| 40,0, 
40 
ЕТ" | 
其 中 АМ (К) 5 0,SM,. „(Ку ЖЕШ. Шр 
成 dag[4，…， 4.] Н fk 为 分 块 对 角 的 (block 
diagonal) . 只 要 对 i 三 1,…,k，4 5 В, ЕТТ], Ж 
么 下 面 式 子 成 立 | 
dig[A, 4]+diag[B В, 
=Чар[А+В,,—,А,+В,], 
Фар [А,, 77, A] йав[В,,В,]= 


一 diag[4 下 水肥] . 

域 上 的 方 阵 . КЫЙ, дем, (К). deta N: 
МЕА 的 行列 式 (determinant)》. 这 了 时， 如果 detAz# O, 
则 4 称 为 非 退 化 的 {non - degenerate) (或 非 奇异 的 (non- 
sineulan) ， 知 果 ААА =E, ША ле 
M. (K) 称 为 二 的 道 (inveme) . АЖ M, (K) 中 的 可 逆 
Hem fr tri aB tE, РН 


- А, 
А,Ь су а, 


AH. A, ЖЖ w, 的 代数 余 因 子 ( (algebraic) cofac- 
ton), det(A7)=(det 4 ЯГА, BeM,(K), 


AB=E,@ BA=E, ， 
M, (K) нн Т Ж Sr fee ТОЕ — F BE, Ж 
为 一 般 线性 群 (general linear group), 3: i S GL (n. 
К). АЙ ЖЕ ЖШТ 

A'=E 

А-АА 对 k>0, 

并 及 ， 如 果 4 可 道 ， 则 有 “==(47)*. 对 多 项 式 
[(х)=®тах+ to x, f(x)eK[x], 

定义 什 阵 多 项 式 
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f(A)=w%E tA+ +a A'. 


H M,( K) 的 每 一个 矩阵 产后 出 K E n 维 向 量 
ЕАСИ АГЕ а 
设 c: 了 -了 为 了 的 线性 变换 . 这 时 ，5 由 向 量 集 


u =o(n), U. u =s (0,) 


唯一 确定 . 并 且 ， 
т(®)=а з с+ю а, 
о(=за„++ь„а„„, 


жй, аек. Ж А |а, | ЖУ ЖУРЕ о, ‚о, 变 
I с f 36 B (matrix of the translormation) . 对 一 固定 
ж, жй 4+ 有 是 线性 变换 c++ 的 抑 阵 ， 而 48 是 变 
换 or 的 短 陈 ， 如 果 ВЕЙ ТИШ. (4) 式 可 
写 为 如 下 形式 


19003), ,ov )=1077,0,]А . 


Янс, Ж УЕИИШН Ж. 这 时 ，[w mw] 
=[5,,0,]Т. ТЕС (п, К). ЖЕ. 了 -14T 是 变换 o 
ЖЕ, w. ОТЕ. ТЕВЕ А. вем, СК) Е 
相似 的 《similar) ， 如 果 存 在 抢 阵 Te GL (н. К) 使 得 B= 
ТАТ. 在 这 里 ， 还 有 det A=det T 'AT, ДЯ А 
Ы B 08 38%. 如果 o (V )= V. 则 线性 变换 o 称 为 非 
退化 的 (non - degenerate) zk dË ñf 0 (non - singular); с 
ЖИЫ. 4 B423 ИНЕ BEBE ДЫН. ШЖ V 
被 认为 是 列 空间 М, (К), ВА 六 中 每 一 个 线性 变换 
НЯ реи лем, (К) Ф858: a lv)=Av, 并 
B, 关于 基 


1 0 
0 : 
ЫЕ 
0 1 


的 矩阵 重合 于 A. EBE AC M, (Ky 是 奇异 的 (singular ) 
(或 退化 的 (degenerate))， 当 和 且 仅 当 存 在 某 列 ve 
MntK)，o#0, 使 得 4p=0. 

转 重 与 特殊 形式 的 矩阵 ( transposition and matrices 
of special form) . 设 4 一 1auleM。，(K)， 这 时 , 38 
ате М, „СКС ата) 称 为 人 的 转世 
Ж (transpose matrix) . 另外 记号 有 4 8 А'. ВА 
Гаем, (С), ЖНА, (Фа, а, 
E ХЕ) АВЕ Е РЕ (complex conjugate ma- 
шх). 当 дем, (C) BF, А-Я АЙ 
Hermite 28 $, ЕЕ (Hermitian conjugate matrix) . 应 用 
中 许多 短 阵 被 冠 以 特殊 名 称 : 
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Е 
对 称 (symmetric) 矩 阵 
斜 对 称 Соком -symmetric) Ë B 
Ж 3 (orthogonal) Е Ж 
Hermite ( Hermitian ) 矩阵 
19 (unitary) E Ж 
ЈЕ) (normal) ВЕ 
Ж £ (unipotcnt)3E PF ЕЕ) 
ВЕЖ) (stochastic) ЯТ Ж Аа, ем,(к), 
а,20, Уа, 
я 
Л (doubly-stochastic) | А š 47 都 是 随机 的 
@,1)ЖЖ((0,1)-тзайшх) АШ ЖЕ ОН! 


®дуЕЕ. 设 KAR. K[x] 是 系数 取 自 天 的 
关于 变量 x 前 所 有 多 项 式 的 环 . K[x] БШК Ж 
项 式 矩阵 (polynomial matrix) . 对 环 М, ( K[x]) 072 
素 ， 引 人 下 列 初等 运算 (elementary operation): 1) E BE 

Ор Кел: 2) ЛОН: РО 

838. зед K[x] 的 多 项 式 再 加 到 另 一 行 
( 另 一 列 ) . 两 个 年 阵 4,， вем, (K[x]) 称 为 等 价 的 
(equivalent) (А 一 В), ШЖ BB 可 从 站 经 过 有 ЕЕ 
运算 得 到 . 

设 

М=бар [у Од), f.(x),0,-- ,0]e M, (KIx]). 


oh, а) (х) %0; b) уь, /(х) Я f(x); с) 
ГО) EE ET Р.Н. МЕККА АН 
Е (canonical polyromial таш). Я M, ( | ]) 836 
案 的 每 一 个 等 价 类 包含 唯一 的 典范 算 阵 . 如 果 4 一 
N, 其 由 


N=dig[f,(x), 700,0, 0 
是 典范 匈 阵 ， 则 诸多 项 式 
f(x)... f(x) 


均 称 为 4 的 不 变 因子 ( (invariant factor): 数 > 重合 于 A 
的 秩 (rank) ` Ж de (K[x]) М, (K[x]) 中 有 
ЭЖ, МАЯА E,. $k ЖЖ Т 
далек\о. ТЖВ А. Be M,(K[x])) Жа, 
HIM 


B=PAQ, 


Жр, Р, ОЄМ,(К|х]). P~ Q— E,. 
Ждем, (К), iki. 矩阵 


xE,—ASM, (K[xD) 


称 为 4 的 ВЕ (characteristic matrix), H det (xE, 
—A) 称 为 4 的 特征 多 项 式 (characteristic polynomial) . 


对 等 一 个 其 有 形式 


f(x)=w +a нахи хте K[x] 
的 多 项 式 ， 存 车 Fe М,( К) 
det (x E,—F)=f (x) . 
Bln. Б 


© 

© 

© 
' 
= 


+ 
А 
Е 

= 

а 

КЫ 
> 


[0091 - 


就 是 其 一 . 两 个 相似 矩阵 的 特征 多 项 式 重 合 . 然而 ， 
丁 个 矩阵 有 相 可 特 年 多 项 式 的 事实 不 必得 出 矩阵 是 相 
似 的 事实 . 一 个 相似 性 准则 (simiarity criterion) е: 两 
个 第 阵 4. Be M.(K) 是 相 侯 的 ， 当 筷 仅 当 多 项 式 短 
阵 xE, 一 4 与 xE,-B 是 等 价 的 ЖА М, (К) 有 一 个 
给 定 特征 多 项 式 了 (x ) 的 所 有 撼 阵 的 集合 被 划分 为 有 
限 和 多 个 相似 低 阵 类 ; 此 集合 简化 为 一 个 单一 类 ， 当 且 
I f GOE Кх ] 中 没有 多 重 因子 . 

Ж АєЄМ,(К), кєм, (K). 090, ЗЕ Ао 
4D， 其 中 2E 天 . 这 时 ，v 称 为 4 的 一 个 本 征 向 量 (eigen 
vectoD ， 且 4 浆 为 4 的 一 个 本 征 值 (eigen value) . 一 
ЖЖ) ЕКЕ 4 的 本 征 值 ， 当 且 忆 当 它 是 4 的 特 
征 多 项 式 的 一 个 根 . 对 4 的 一 个 固定 本 征 值 4， 所 有 
满足 4u=4# 的 列 wE М, (КУЙЕ М, {KK) 的 一 
个 子 空间 . 此 子 空间 的 维 数 等 于 算 阵 18, 一 4 的 亏 数 
( defect BË deficiency) d(4—n—r, 这 里 ，r 是 4E, 一 4 的 
Ж). 此 数值 4 不 超过 根 放 前 重 数 ， 但 不 必 重 合 于 它 . 
лем, (КУ АН. МВ ЧЕН л 
个 线性 无 关 的 本 征 向 量 ,如果 对 4e Mu 天)， 


det(x Е,-А)= (хд) (хд, К, 


НЕ 4 КАЮ, ДРУ У: 4 相似 于 一 个 
ЖИЕ, Ец ар до ]=1, з, ДЕ, 
AB533843 п. 特殊 地 ， 有 n 个 相 异 本 征 值 的 每 
一 个 矩阵 相似 于 一 个 对 角 短 阵 , 在 一 个 代数 闭 域 上 ， 
每 一 个 M, (K) 中 矩阵 相似 于 M. (K) 中 的 其 个 三 久 
Ж 阵 ，Hamilton-Cayley 定理 (Hamilton - Cayley the- 
orem): JEE f (x) ЖӨӨ 4 的 特征 多 项 式 ， 则 (4) 
为 零 矩阵 . 

BE S, aE Ае M, (K y 的 要 小 多 项 式 (minimum 
polynomial) 是 共有 如 下 性 质 的 多 项 式 m(x)e K[x]: z) 
т(А)=% 月 其 首 项 系数 等 于 1 让 如果 0x#y (х) є 
下 [x] E. y (x) КСЛ но (с) З, АРСА) 0. 
每 一 个 第 隆 有 唯一 的 极 小 多 项 式 . 如 果 g(x)eK[x] А 

g(A)=0. 则 4 的 极 小 多 项 式 m (x) 整除 9(x) . A ЖК 
小 多 项 式 与 特征 多 项 式 分 别 重 合 寺 邱 阵 xE, -А ЮЖ 


后 C TAEWTSUA PRE FIS ЖЫН. 和 4 的 极 小 多 
项 式 等 于 


Да, (ху) x E — АЮ n— 1 Wto sË (minor) 
的 最 大 公 因 于 (greatest common мог). £ Е AE 
M. (K) 扯 似 于 一 个 域 K 上 的 对 前 矩阵 、 当 且 仅 当 它 移 
极 小 多 项 式 是 环 K[x] рна Р ЯЕ А . 

矩阵 4EM, (К) 称 为 里 零 的 {nilpotent)、 如 果 对 
基 个 整数 上 ， 涉 =0. ЖШ АЗЕ, «Ны 
det (хЕ,- А)=х"'. 每 个 M, ( K) ЖЖЖ ОНША 
йж зе W t = ЯЯ. 
фах 
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Д.А. Супруненко 所 
【 补 注 】 ВЕЛО УЕ К Ж - 
种 向 主 理想 整 环 上 处 阵 的 自然 排 广 . 具有 形式 


4 1 (АЈ) 
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ОСИКА ЕЗ (тхл) А 4 这 里 ，@ 整除 
d. 1,5—1, 称 为 Smith 典范 形式 (Smith canoni- 
cal от). ЖН К Бе Е 4 在 下 列 意义 
等 价 于 某 Smith 典范 形式 的 御 阵 ， 即 存在 (mxXm) # 
元 阵 了 与 (nXn) 维 短 阵 QQ 使 得 P 与 分 别 在 M, (R) 
与 M,《R) 中 可 递 ， 生 使 得 PAQ@ 为 Smith 典范 形式 . 
形 如 (AI) 的 多 阵 在 线性 系统 与 控制 理论 中 特别 地 
亦 称 为 友 形 式 (companion fomm)， 在 这 个 领域 中 , (£ 
项 式 ) 矩 阵 论 找 到 许多 应 用 . 
参考 文献 
[A1] Cohn, P. M., Algebra, 1, Wiley, 1974, Sect. 10.6 . 
ГА2) Wolovich, W. À ., Linear mullvariable systems, Spring- 
ег. 1974. 
ГАЗ] Kalman.R.E.. Falb, Р... and Arbib, М.А., Topics 
іп mathematical system theory, Prentice - Hall, 1969, 
С 


矩阵 代数 [matrix algebm 或 algebra of matrix; матриц 
алгебра] 
З РЕВЕ nxn N BE09 ФЕТ F, 的 一 个 子 代 
Ë F. 中 运算 定义 如 下 
Ай= да, atb=la,+b, |. 


ab=c=lc,|, с, = а,Ь, 


ЖФ ЛЕР, В а= |а|, Б=|6,,1еЕ, . 代数 Е, 间 构 于 
ЕЕ ` n #f ПЫ ЖЕЗ [B] 83 Pri Ë EJ ЖШН. F. fE F 
上 的 维 数 等 于 п. 每 个 有 恒 等 元 旦 在 下 上 的 维 数 不 大 
于 的 结合 代数 ( 见 结 合 环 与 结合 代数 (associafive rings 
and algebras)) 同 构 于 不 ,的 某 个 子 代数 . ШЛНДЕ ЕК 
上 的 维 数 小 于 的 结合 代数 也 可 癌 构 地 撒 和 F. . 根据 
Wedderburn 定理 (Wedderbum theorem)， 代 数 F, 是 单 
的 ， 即 它 仅 有 半 凡 的 双边 理想 . 代数 F. ФОН РЬ 
所 有 nx n ЕЖЕЛИ. F, 的 全 部 可 道 元 的 群 是 一 般 
线性 群 {general linear group)GL (n , F) . F, 的 每 个 自 
同 构 (automorphism)h 都 是 内 自 局 构 : 


(rz)=txt-1，xeR，teGLIn,F) . 


每 个 不 可 约 矩 阵 代 数 ( 亦 见 不 可 约 和 矩阵 群 (imedtu- 
cible matrix goup)] 是 单 的 . 如 果 抵 阵 代数 4 是 绝对 可 
约 的 (例如 ， 如 果 了 是 代数 闭 的 )， 则 当 n>ima=F, 
(Bumside 定理 (Bumside theorern)) . Ж B& К 8 J ба 
g, BB SSO DSC BT ЧЕ КЕШ (com- 
pletely - rducible matrix group) ) — Ht Е, F. S 
Е А — БИЯ ЛЖ m |. 
三 角 矩 阵 购 成 的 代数 . ЕК 有 > 维 交换 子 代数 ， 当 皇 仅 
当 
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(Schur 定理 (Schur theorem)) . ЖЖ ЖС. С, 的 
极 大 交 揪 子 代数 的 共 轩 类 的 集合 在 n<6 的 情形 证 是 有 
限 的 。 而 当 n>6 时 是 无 限 的 . 
在 F, 中 有 2 次 标准 恒等式 : 
У {sgno) x Xotm=0, 


4 
其 中 S,, 表示 对 称 数 (symmetrik group ), sgn о ВА о 
的 符号 ， 但 没有 次 数 更 低 的 恒等式 . 
参考 文献 

[1] Weyl,H., The classical groups, their invariants and rep - 

resentations, Princeton Univ. Press, 1946 . 

[2] Jaeobson, N., Stucture of rings , Апет. Math .Soc., 1936 

13] Herstein.T., Noncommutative rings. Май. Assoc .Amer ， 
1968. 

[4] Waenden, В.].. van der, Algebra , 1—2, Springer, 1967— 
1971( 谋 自 德 文 . 

15] Супруненко, Д.А „'Тышкевич ‚Р, Н., Перестановоч. 

ные матрицы, Минск, 1966. Д.А. Супруненко E 
[ 补 注 ] ,常用 的 记 法 是 М, (Р). 

半 单 环 结 构 的 Wedderbum 定理 : 半 单 环 及 是 体 F, 
Бей М, (F) 的 一 个 有 限 直 称 ， 反 之 ， 每 个 这 种 
形式 的 环 是 半 单 的 . 此 外 ，FF, 各 nn 均 由 只 唯一 决定 ， 

Wedderbum - Artin 定理 (Wedderbum - Artin theo 
mm): £ Anin 单 环 是 一 全 兴隆 环 (E. Artin, 1928; 
J-H.M. Wedderbum 在 1907 年 对 有 限 维 代数 作 了 证 明 ) 
此 定理 的 深远 推广 是 Jacobson 痢 密 定理 ， 见 镇 合 环 与 
结合 代数 (associative rings and algebras) 及 [Al] . 
参考 文献 

[А1] Cohn, P.M., Ареа, 2 , Wiley, 1977, Sect . 10.2 . 
ЯЛ W 牛 网 文 R 


БШУГЕ [ matrix tifferential equation; матричное 
дифференцнальное ураввенне ] 

一 个 方程 ， 以 其 中 出 现 的 函数 的 矩阵 及 其 导数 为 
жыш. 

考 虞 下 列 形 式 的 线性 矩阵 微分 方程 


X'=AG)X,:eR, @) 


Ж А(ї) 为 具有 局 部 Lebesgue 可 积 元 的 n Xn 维 
ЖЕК. 05 X(t) 是 方程 (1) 的 满足 条 件 Хх) = 
了 工 的 绝对 连续 的 解 ， 这 里 工 是 单位 邱 阵 КЫ, ЫШ 
0 x(t) = Х(т)л (he R") 是 线性 方程 组 

х' = A(t)x (2) 
满足 条 件 x{1,) А Ей. 反之， 如 果 Ву, 7, А.Є 
R", Ú х,(2) 是 方程 组 (2) 满足 条 件 x, (1) = h, 


(=l, , n) 的 解 ， 则 以 解 x (t) 36206 38 BE ЖЕ 
性 微 分 方程 (1) КИЕ, ， 此 外 ， 如 果 向 量 h. h, 


基线 性 无 关 的 ， 则 对 于 所 有 的 teR, de X(r)# 0 
方程 (1) 是 下 列 答 阵 微分 方程 产生 于 稳定 性 屿 
论 ) 的 竺 处 情况 : 


XK'=AX- XB(t) + CY. (3) 


方程 (3} 的 具有 初始 条 件 ХО) = X, 的 解 由 下 列 公 
式 给 出 ; 
х) о, р), rn) 十 


кос «)С(х)И(5, г)аз, 


其 中 U(r,s) 是 方程 (1) МАЖА X(s, s) =I 
的 解 ， 而 V(r,s) 是 满足 条 件 X(s, 5) = 了 的 抵 阵 微 
分 方程 X' = B(t) X ЮЖ. 

在 各 种 应 用 问题 (镇 定理 论 、 最 优 控制 理论 、 接 
制 系统 的 涉 过 埋 论 等 等 ) 中 ， 所 谢 Riccati Ë Wk y 
方程 《matrix Riocati differential equation ) 

Х'= AG)X— YB(t) + C(t) + XD(t) X 
起 着 重要 作用 .例如 ，Riceati 和 矩阵 方程 

х= (ЕЦ) АТХ  X(F(t)+ 1) — 

—I+XG(t)G'(t)X 


{ 这 里 7 代表 转 置 ) 对 4 > 0 在 直线 R 上 具有 有 界 
解 X(1)， 并 且 对 所 有 的 ЛЕЕ", reR ЖТ 8 > 0， 
不 等 式 h'X(t)h2h'h 成 空 ， 则 由 反馈 律 4 = 
— GT(t)X(t)x /2 封闭 的 可 控 系 统 


x'=F(t)x+G(t)u, x€R*, ueR” 
的 每 个 解 都 满 是 不 等 式 
{х{@)]& M|x(s)|e 679, s<, 


这 里 | "| 是 Eucid 范 数 , H M 与 无关 , 
参考 文献 
[1] Лаппо - Данилевский, И. А., Примевекие функций 
от матриц к теории димейных систем обыкновен - 
ных дифференциальных уравнений, М., 1957. 
[2] Далецкий, Ю, Л., Крейн, М. Г., Устойчивость 
решений дифференциальных уравнелий в банаховом 
прострастве, М., 1970 (#3; Paletskii, Yu, L , 
апа Krein, М. G , Stability of solutions of differential 
equations іп Banach space , Amer , Май. Soc ,, 1974). 
[3] Atkinson, F. V.. Discrete and continuous boundary 
problems, Асай, Press, 1964. 
[4] Red, W. T., Riccati differential equations, Асай. 
Press, 1972. 
15] Захар-Иткин, М X., {Успехи матем. HayK), 


28 (1973), 3, 83—120. 
E. Jl. Тонов # ж Z F 


SE ET ЯНЕ [ matrix factorization methog ; матрнчной 
$meopoann мата], SB НЕЕ 98 (mari 
forward -backward substitution method ) 

解 有 限 差 分 方程 组 的 一 种 方法 . 在 一 维 问题 中 差 
分 方程 组 下 近 于 常 微分 方程 组 藤 边 舍 问 题 ， 而 在 二 维 
问题 中 则 逼近 于 椭圆 方程 组 的 边界 值 问题 . 

对 : 
4T7 CY HB Y= Pic, N-1, 


其 中 了 ,= [уот ун, AEA A M. Р, 
ЛЯЗАТ, А, Б, С, 是 给 定 的 方 阵 ， 以 及 边界 


ж 


-C,Y,+B,Y,= — F, 
AY aa U CyY,= Р, 
在 标量 情况 下 ， 求 下 列 形 式 的 解 : 

Y,=R, Ya +Q. i=0, 7, М1. (+) 
系数 (AB R. 和 向 量 8,,1) 出 递归 关系 (“ 向 前 
Кж") 确定 : 

R, =(C,- A,R,)-'B,, 
0, =(C,-A,R,) (AQ, +F), 
{= 1,55, N< 1, 
而 R, @， 巾 左边 界 条 件 给 出 : 
R, =C;'B,, Q, = C;'F,. 
Y, 通过 公式 (+) (“向 后 代 换 " ) 计算 ， 而 
Yu (Cn- АК) '(AyQ „+ Fy), 

在 下 列 条 件 下 ， 这 个 方法 对 舍 人 误差 是 稳定 的 : 

їС;'В,Ї <1,1С'А„Ї<1, 


IC;'Bll+ NC AN 1,1,5, N= 1, 
由 此 可 知 [R .|<1,i= 1," МС). 也 可 得 
到 其 他 形式 的 稳定 性 条 件 《 见 [2]，[3])》. 矩阵 因子 分 
解法 也 适用 于 两 点 差分 格式 ( 见 [3]) ， 也 使 用 一 种 变 
形 方 法 ， 其 中 失 阵 的 求 着 由 正 交 化 代替 《 见 [4]) . 
参考 文献 
[1] Самарский, А, А., Введение в теорию разност- 
ных схем, М,, 1971, 
12] Огңева, В. В., Ж. вычисл. матем. и ма - 
тем. физики), 7 (1967), 4, 803 – 812. 


[3] Самарский, А. А., Николаев, Е. С., Методы 
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решения сеточных уравнений, М., 1978. 
[4] Годунов. С. К, «Ж, вычисл. матем, и ма- 
тем. физики. 2 (1962), 6. 972 — 982. 
[5] асри, Е. 1... Interatiw: solution of «ріс sys - 
tems апі applications to the neutron diffusion equations 
of mactor physics , Prentice - НАШ, 1966. 
Т. А. TepMoreaosa 所 村 小 杨 译 


矩阵 对 策 [matrix вате; матричная игра] 

一 种 二 人 零 和 对 策 { two - person zero -sum game) , 
其 中 每 个 局 中 人 都 只 有 有 限 个 纯 策略 如果 局 中 人 I 
具有 m 个 策略 ， 而 局 中 人 Ú R£ n 个 策略 ,那么 矩 
血 对 策 可 由 一 个 m x n ШЕ 4= Па, | 来 给 定 ， 这 
Ё а„,ї=1,з,т,]}=1сз‚п, АНА ТЕ 
他 选择 策略 i 而 局 中 人 H 选择 j 时 所 得 到 的 支付 . 
核 照 二 人 零 和 对 策 中 的 一 般 最 优 性 原理 〔 见 极 小 化 极 
大 原理 《minimax principle) ) ， 局 中 人 I 力求 选择 策 
Wi, бИ 


达到 ， 而 局 中 人 H 力求 选择 策略 j。， 使 得 
min паха, = y 
ШП 


达到 ， 如 果 (= v, ЖА (1, J.) 称 为 对 策 的 鞍点 
{ 网 对 策 论 中 前 鞍点 ( saddle point in game theory )); 

Ë as 称 为 对 策 的 值 ， 而 策略 iu， j 是 最 优 纯 策 
W. ШЖ уту (ШИЛИИР), ЖАК 
y<v. 在 这 种 情形 ， 就 必须 在 局 中 人 的 混合 策略 〔 见 
策略 (对策 论 中 前 ) (stategy (in game theory))) 中 
ЗЮ. 设 X< R" (ЖЕЙ, у= R') 
是 局 中 大 工 ( 相 应 地 ， 局 中 人 П) 的 混合 策略 集 . Ж 
么 局 中 人 1 和 í 将 力求 选择 策略 x” 和 y" ， 使 得 

х7 пах шш хАу' 


y = minmax x Ay f 


уе хх 


分 别 达到 (上 标 Т ВВ). Ноо Н о 
E (von Neumann 极 小 化 极 大 定理 (von Neumam 
minimax theotem) ) у у= ，， 即 对 于 每 个 拭 
库 对 策 存在 最 优 渴 台 策略 x“，y” 和 对 策 的 值 >. 

关于 和 优 阵 对 策 的 数值 解 ( numerical solution of ma- 
frix games) ( 即 求 出 对 策 的 最 优 策略 和 值 ) 人 们 经 党 
利用 求解 乍 阵 对 策 问题 可 以 归结 为 线性 规划 ( linear 
programming ) 问题 这 一 事实 ， 一 种 效率 较 次 的 方法 是 
Brown-Robinson Ж #6 Ж (Brown -Robinson iterative 
пей), ТЕЙИШ К “ЖЫТ” 短 阵 对 策 : 局 中 人 的 
每 一 步 都 在 对 手 的 “累积 * 混合 策略 的 条 件 下 ， 选 到 
他 们 的 最 优 纯 策略 ， 局 巾 人 之 一 只 有 两 个 策略 的 矩 降 
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对 策 容易 用 图 论 方法 来 解决 . 
在 经 济 学 、 教 理 统计 ， 军 事 科学 、 生 物 学 等 领域 

中 ， 纯 星 对 策 可 用 来 作为 许多 最 简单 的 冲突 形势 的 数 

学 模型 ， 在 应 用 中 ， 局 让 人 之 一 的 角色 有 时 被 指定 为 

“自然 "， 由 此 人 们 来 理解 对 决策 者 ( 另 一 个 局 中 

A) 未 知 的 外 部 环境 总 体 . 

参考 文献 

[1] Dmsher, }. М., Сапе of strategy : theory and prac- 
ісе, Prentice - Най, 1961. 

[2] Neumann. J. von and Morgenstern, О., Theory of 
games and economic behavior, Princeton Univ. Press, 
1953(Р#Ж; 20 ш БЕ, АИ НО 
特 思 ， 竟 赛 论 与 经 济 行为 ， 科 学 出 版 社 ，1963 ) 

13] Owen , Н. G., Game theory, Saunders, 1968. 

[4] Воробьев, Н. Н., Теория ир. Лекции для зконо- 
мистов - кибернетиков, Л., 1974( Ж : МогоЬ'су, 
N. М., Game theory. Lectures for economists and 
System scientists , Springer, 1977) 

A. A. Корбут 所 

【 补 注 ] ЗОЛ 038 ts E Ар pi 

Ж. 二 人 非特 和 您 阵 对 策 ( two -person non-zero -sum 

matrix gums ) 通常 被 认 为 是 双 乍 阵 对 策 (bimatrix 

game). 

参考 文献 

[А1] Kadin 8., Машх games, programming and mathe - 

matical economics , 1-2, Addison - Wesley , 1959 
жт 译 МИЙ Ж 


矩阵 群 matrix group ; матричназ группа] 

元 案 到 自 带 单位 元 的 结合 环 ( 见 结合 环 与 代数 
{associative rings and algebras)) 的 (пхп) # £ ЁЕ 
(matrix) 构成 的 群 ( group)， 其 运算 为 通常 的 矩 体 乘 
Ж. 见 线性 群 (linear group)， + жж пш в 


# £ S Е BE [matrix of transition probabilities ; перех - 
одных веронтностей матрнца] 
状态 集 5 至 多 为 可 数 的 齐 次 Марков 链 { Markov 
chain) ¿(t) 在 时 刻 t 的 转移 概率 ( transition probabili- 
бе) 构成 的 矩阵 已, = (0), ЖЫР 
p(t)=P{E(D) SHE(0) = ,је5. 

离散 时 间 Марков 链 或 连续 时 间 正则 Марков 链 的 转 
ВЧ рЕ |p. (о) 对 任意 :> 0 和 1 јез 满足 以 
下 条 件 : 

ЛО) 20, p (t) = 1, 
即 它们 是 随机 和 矩阵 〔 stochastic matrix) ， 而 对 非 正则 链 
则 有 

Pylt) 20, 50081 ， 


ЖЕЗ Fil q: K БЕД ( sub - stochastic ) 
出 于 齐 次 Марков 链 的 基本 ( Chapman -Колмого- 
ров) 性 质 
Pst oO) p.(s)p, (0), 
ЗЕЕ {Р,: > 0) 形成 一 个 乘法 半 群 (muliplicative 
зеш - group ) ; 如 果 时 间 是 离 若 的， 这 个 半 群 出 Р, 唯 
一 决定 . A. М. Зубков 8 
【 补 注 】 
参考 文献 
[AL] Chung, K. L., Elementary probability theory wath 
stochastic prooesse . Springer , 1974 ( 中 Ж Ж: 钟 
Е. ажене, лаа, 
1979) ЕЕ W 


矩阵 环 [matrix ring ; матриц кольцо), ФБ (full 
matrix ring) ` 

坏 R 上 具有 固定 阶 数 的 所 有 方 阵 组 成 的 环 . R E 
(охл E EE аз R sQ M,(R) . 8 E k kE, R 
总 是 一 个 含 单位 元 的 结合 环 ( 见 结合 环 与 结合 代数 
(associative rings and algebras)) . 

Ж R, 同 构 于 拥有 #4 个 хажини нн м 
的 所 有 自 同 态 的 环 EndM . 矩阵 E =diag[1, -: , 1] у 
КАЈ. # 820 1092538 A PHS А, 当 
日 仅 当 在 二 中 存在 и УЖ е (r =l," n) E 
合 ， 这 些 元 素 满 足下 州 条 件 : 


Пе, ембе У еле, 
ЕП 


2》4 中 元 素 ev B BJ rb 4k К. 

只, 的 中 心 重合 于 Z(R)E,， 其 中 ，Z (R) 为 的 
中 心 ; 对 mn>1， 环 只 ,是 非 实 换 的 . 

环 R, 的 乘法 群 (所 有 可 逆 元 组 成 的 群 } 称 为 一 般 线 
ФЕВ (general linear group)}， 沁 为 GL (n, К). R, 的 一 
个 矩阵 在 及, 中 可 逆 ， 当 且 仅 当 它 的 诸 列 组 成 了 上 所 有 
(nx 了]) 维 矩阵 的 自由 右 模 的 基 . 如 果 R 是 可 交换 的 ， 
MI R, 中 矩阵 4 的 可 道 性 等 价 于 它 的 行列 式 det a 在 只 
中 的 可 逆 性 . 等 式 (R,) ,一 Rn 成 立 . 

ЖК, ЖЮ, SH AR38 RE АЙЮ, НА, 中 双 
边 理 想 均 其 有 形式 上 &,， 这 里 ,是 丸 中 任 一 双边 理 
想 .一 个 Artin 环 (Artinian пор) Ей. ЧАЦЕ ЧЕ 
间 构 于 某 除 环 上 的 矩阵 环 (Wedderbum -Arin 定理 
(Wedderburn - Artin theorem)) . 如 果 J (R) Ж К 
的 Jacobson #8 ( Jacobson тайса), HJ (M (R )) = 
M,(AR). 因此 ， 半 单 环 及 上 的 每 .个 矩阵 环 总 是 半音 
的 . 如果 R 是 正则 的 ( 亦 即 如 果 对 每 一 个 aeR， 有 be 
只 使 得 aba=a)， 则 RR, 亦 然 . 如 果 RR 是 含有 不 变 基 数 
的 环 ， 这 就 是 说 ， 在 每 个 白 由 R 看 的 任 一 盯 内 元 素 个 
ОКТАН, ШК, ШТЕЙ. ЖЕБЕ, 


按 森 由 意义 是 等 价 的 { 见 森田 等 价 (Morita equivalence)): 


КЕЛЕТАТ ОК, ТЕВЕ. 然而 ， ЖКА 
自由 的 事实 不 必 导 出 投射 R, 模 也 是 自由 的 .例如 ， 
Am Re RH n>1， 则 存在 若干 有 限 生 成 的 投射 R. 
模 ， 它 们 不 是 自 内 的 


参考 文献 
{1] Faih, C., Algebra: ring. moduls, and categories, 1, 
Springer, 1973. 
[2] Lambek，J.，Lecttrs on rings and rnoduks, BlaBdel, 
1966 . 
[3] Бокуть, Л. А., Ассоциативкме кольца, ч.1,Новссиб ., 
197. Д.А. Супруненко J 
【 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Cohn, P.M., Algebra, {—2. Мису, 1974—1977. 


БАТ 译 


和 矩阵 求 和 法 [matrix summation method ; матричвый ме - 
тод суммировання ] 

зау T" 25353 SE КОК о ЖЕЛ 2 ЖИ — О 
法 . 2 ЕИ (а). n. k= 1，2，…， 给 
定 的 序列 {5, } 变换 为 序列 {5 ): 


如 果 右 边 的 级 数 对 所 有 n= 1, 2, 
оо 于 序列 с, ВАЕ s: 


… RAB3 -~ 


lm on = 


则 称 序列 {s, ЗНН (a,,) 确定 的 求 和 法 是 可 求 和 
LL Li aa ба 可 求 和 的 ， ш s SEO Hok f 
атат (5, } 是 级 数 


Ха. а) 


的 部 分 和 序列 ， 则 称 此 级 数控 年 降 (а„) 可 求 和 ， 其 
和 为 8 

关于 级 数 的 惩 阵 求 和 法 也 可 通过 把 级 数 (1) 变换 
为 序列 {7 1: 

„= йй (2) 
直接 定义 ， 其 中 (о) ЖАЙ E. ЖЕРШ 
(1) 称 为 可 求 和 的 ， 其 和 为 s， 如 果 对 所 有 п 1,2 
77 о) жаке а 

im р, = s. 

КЕ 2 036 ok pik Л В E B: АЕ: 
(za). Св) 把 级 数 (1) 变换 为 级 数 


Ха, (3) 


其 中 


或 把 序列 { s 上 变换 为 级 数 
др. (9 


其 中 А 
в. У Вазо тт 1, 2, 


ЖААН 5, 的 级 数 〔1) PIR 139 8 s, ШП 
ЖААЖ (3 ) 收敛 到 *， 或 对 应 地 级 数 (4) 收 伍 到 р. 
如 果 求 和 法 中 矩阵 的 所 有 元 素 均 非 负 ， 则 称 此 求 

Tn E EE Bb F SE РЕ ( positive matrix ). ДОКТ 3⁄ 
的 例子 有 Вороной 求 和 法 ( Voronoi summation meth - 
od), Сезаго 求 和 法 {Cesaro summation method ) ， 
Euler 求 和 法 ( Euker summation method) ，Riesz 求 和 
法 (Risz sumrnation method) (R, р,). Hausdorff 
求 和 法 【Hatgdorf sutmmation method) Ж (ЖЕЙ. 
求 和 法 (summation methods ) ) , 
参考 文献 

[1] Hardy, С. Н., Divergent senes, Clarendon 1949. 

[2] Соже, К. б., Infinite matices and sequence spaces , 

MacMillan , 1950 
13] Кангро, Г. Ф., Игоги науки и техники. Математи- 


ческий анализ, т. 12, М., 1974, 5—70. 
[4] Барон, С., Введенне в теорию суммируемости 
рядов, 2 изд., Таллин, 1977. 


И. И. Волков Ж 补水 欢 Ж 


ДЕЕ [ matroid ; матронд] 

超 图 ( hypereraph ) 的 一 种 特殊 形式 ， 线 性 代数 的 
一 和 组 全 学 抽象 ， 一 个 扎 阵 由 元 素 的 集合 及 满足 
下 列 公理 而 称 作 V 的 独立 子 集 ( independent subset ) 
的 集 族 к = Е, EE:，…}) 来 规定 1) 空 集 是 独立 
的 ; 2) 独立 子 集 的 任何 学 集 是 独立 的 ; 3) 对 于 每 个 
T& АСУ, ЕНЕТ 4 县 对 于 4 中 子 集 的 包含 
关系 为 极 大 的 所有 独立 子 集 都 含有 同样 多 个 元 素 . 

BL. 1) КУННИ У 及 
V 的 由 线性 无 关 的 行 组 成 的 子 集 的 族 Z 形成 一 个 拟 
阵 . 2) 设 Z= (1,1,7) 是 一 个 图 G 的 全 体 
支撑 林 (skekton rest) ( 见 树 (tree)) 组 成 的 集合 
X КО) 表示 林 L, 的 边 集合 ，i 一 1，2，,…， 则 
图 G 的 边 集 Y 及 族 8={R(L): i=1, 2,…} 形 
Ж-М. 3) 8 G 是 一 个 二 部 图 (graph, bipar - 
tite)， 它 的 二 部 分 是 И", W“ 对 于 图 G 前 一 个 顶 
АТ Усуи", РЕА G 的 一 个 匹配 Р, Е 
使 每 个 顶点 ЄР 都 与 P 的 基 状 边关 联 ， 则 V 就 称 为 
一 个 部 分 机 功 ( partial transversal ) .集合 И' 及 图 G 
的 全 部 模 营 形成 一 个 所 谓 的 模 芝 拟 阵 ( transversa] mat - 
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од). 

拟 阵 也 可 用 元 素 的 集合 У 以 及 满足 下 述 公理 并 被 

йти (circuit) 的 非 空子 集 C, СУ 的 族 C= (C |, 

5) 来 规定 : 回路 的 任何 真子 集 都 不 是 回路 ; 并 
И VE 人 Cj)， 则 (CW C,) {5} 含有 一 个 回 
路 .这 个 氢 陈 的 独立 子 集 是 的 不 合 有 固 路 的 子 集 E. 

如 果 G 是 一 个 图 ， 则 它 的 边 集 及 它 的 简单 回路 的 
族 所 形成 的 拟 阵 称 为 图 氟 阵 (варе malroid }， 如 果 
耻 这 个 图 G 的 佘 图 【 割 ， 参 见 图 的 连通 度 (Braph ， 
comnectivity of a )) 作为 拟 阵 的 回路 ， 所 得 的 拟 阵 便 称 
作 ШЕЕ (сортарћіс matroid) .后面 两 种 类 型 的 拟 
为 要 (cyelic ) ЕЦЕ ( cocyclic mat - 
гой). “ 拟 阵 " 扼 概 念 在 图 论 友 组 合 学 中 用 于 证 明 关 
于 此 配 的 覆盖 与 填 装 (covering and packing ) 的 某 些 
断言 
参考 文献 

[1] Whitney, Н., On the abetract properties of каг dep + 
emlence, Amer. J. Math., 57 (1935), 509 — 533. 
12] Tutte, W. Т., Lectures оп matroids, J. Res. Nat. 
Виг. Standards бес. В, @ (1965), 1—2,1—47. 
A. A. Сапоженко 所 
【 补 注 】 拟 阵 的 名 字 是 出 【发 方 ) 宛 阵 的 行 组 成 拟 阵 
的 这 个 例 学 引出 的 . 

在 扎 阵 理 论 中 ， 往 往 假定 基础 集合 了 是 有 限 集 . 
而 且 ， 事 实 上 还 不 特别 清楚 在 『 为 无 限 的 情形 正确 的 
定义 是 什么 【参见 [Al], 第 20 38). 对 于 有 限 的 V 
( 在 给 出 了 其 他 两 条 公理 之 后 ) ， 第 三 条 独立 性 公理 等 
ИТ З) ж 号 ,BE@ 并 且 |Е,|=|Е, +1, M 
Ф оЄЕ, \Е, ЁЁ Е,0(о}еа. 

关于 拟 阵 有 许多 公理 系统 、 除了 基于 独立 子 集 概 
念 及 基于 回路 概念 的 公理 系统 以 外 ， 还 有 基于 秩 函 数 
概念 的 ， 基 于 基 概 念 的， 基于 超 平面 概念 的 。 或 基于 

一 个 极 大 独立 集 就 称 为 一 个 基 {而 一 个 极 小 非 独 
立 集 则 称 为 拟 阵 的 一 个 回路 (circuit ) 或 图 {cycle )). 
包含 在 VT 4 内 的 具有 最 大 基数 的 独立 集 ， 其 
基数 称 为 A 的 秩 (тапк) о(4). #ж 4 之后， 集合 
0(4)= [xeV: p (4 U{x))=p(4)} 称 为 4 的 闭 
包 (closure); 当 且 仅 当 4= o(4) 时 ， 称 4 为 闭 的 
(closed ) ，F 的 一 个 极 大 的 【 真 ) ИТЕН, йй 
一 个 超 平 面 . 

对 于 有 限 的 了 ， 下 面 是 “ 基 公 理化 刻画 " V WJ 
子 集 的 一 个 非 空 集 多 称 为 拟 阵 的 基 的 集合 ， 当 且 仅 
当 对 于 一 切 В,, B,e# 及 xe BI\8,， 存 在 一 个 ye 
B,VB, #8 ((B,U (y) x) ez. 

在 集合 У 上 的 个 闭 包 运算 (closure ореа- 
ton) 是 从 V 的 子 集 到 V 的 子 集 的 一 个 映射 4 
2(4), В 0(0(4)) = 0(4), 4са(4), AS B> 


004) <0(В). 如果 对 于 一 切 4 Vp, ае, рё 
(A) ## pea(4 U [4])) >aeo (4 U(p)) ( Ж 
公理 (exchange axiom )}， 这 样 的 闭 包 运算 便 定 义 了 一 
个 吉隆 ， 相 应 的 独立 子 集 定义 如 下 : Ае, Пф 
хеА==х#с(А\{х}). 

алиме (У, т), Е И 
阵 (dual matroid ) M“， 它 可 以 用 基 很 简单 地 定义 如 
下 ; 设 % 是 M 前 全 部 基 组 成 的 集合 ， 则 集合 { V\ 
B: B8.2] 就 是 M 的 基 的 集合 .这 动 对 届 理 论 有 理 
要 的 应 用 ; 作为 一 个 可 注意 的 例子 ， 不 妨 指出 下 列 Н. 
Whitney 的 一 个 结果 一 个 图 G 及 与 之 联系 的 【如 上 
所 述 由 回路 或 相应 地 由 林 硝 定 的 图 氢 阵 M 是 可 平面 
芍 ， 当 且 仅 当 黄 对 偶 拟 阵 M° 也 是 图 型 阵 . 

型 陈 也 以 “组 全 几何 ”的 名 称 ( 亦 参见 组 合 几 何 
学 《combinatorial geomctry))， 从 更 为 几 们 的 观点 被 
人 研究 ， 

最 后 ， 也 可 以 从 算法 的 途径 来 定义 拟 阵 , 设 M 二 
(И) 是 满足 上 面 提 到 的 条 件 1) S 2) 的 一 
合 组 ， ЭНЖЕ М 上 的 一 种 赋 权 ( weighting } Вр 
映 人 实数 的 一 个 映射 w: Уз R, CESTO U 
ve VV. (0) 220. ВЕТ 的 每 个 子 集 4 , 取 w(4)= 
ео) 的 办 法 ， 把 w 拓展 到 УЕА. 3 
求 找 出 (ба 中 的 一 切 子 集中 ) 具有 最 大 权 的 一 个 于 
集 Ese. 于 是 MM 是 一 个 拟 阵 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 
Б w, ШОЖЗЕ ШЕ (Breedy algorithm ) 都 能 得 到 这 
种 问题 的 解 ， 把 V 的 元 素 按 权 来 排序 ， 比 如 说 
w(n)2 …>w(p)， 然 后 像 以 下 这 样 递 归 地 决定 Е 
(从 空 集 开始 ); 在 第 i 步 ， 把 元 v, 如 入 集合 E (Ë 
非 加 入 后 所 得 的 集合 不 再 包含 在 内 )、 由 于 有 这 种 
算法 特性 ， 执 阵 在 组 合 优化 中 是 极 重要 的 工具 . 

拟 阵 也 用 于 Grssman 党 形 的 分 层 。 高 维 样 条 的 
分 析 以 及 p-adic 曲线 和 许多 别 的 领域. 

一 个 有 关 的 重要 概念 是 定向 拟 隆 (oriented 
matzoid 》， 它 是 在 有 序 域 上 的 线性 代 数 的 一 种 抽象 ， 


用 于 研究 凸 多 面体 . 
开始 了 整个 拟 阵 理论 的 基本 论文 是 [1] ( 它 也 被 
ЖА [АВ] 之 内 )， 
参考 文献 
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ГА21 Lawier, E. L., Combinatorial optimization : Networks 
and matroxds , Holt , Rinchart & Winston , 1976 
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松 岛 准则 {Viatsushima criterion ; Мацусимы критерий] 
Ж G 是 定义 在 代数 闲 域 k 上 的 仿 对 约 化 代数 群 (al- 
Bebraic group ) ( 亦 风 仿 射 群 ( аде group ); 约 化 群 (re- 
ductive group )), Н Ж G 的 闭 子 群 ， 则 齐 性 空间 G/ H 
АКЕ, "i H R H Edra. 松 岛 与 三 ([1]) 
在 上 是 复数 域 的 情形 首 络 发 现 了 这 个 准则 .以 后 又 有 
人 给 出 了 对 特征 数 堆 的 任何 代数 闭 域 都 有 效 的 证 盟 
{ 见 [2],[3],14)). 在 大 的 特征 数 为 正 的 畏 形 ， 仅 当 
Mumford 假设 (Mumford hypothesis ) 歼 证 后 才 得 到 这 
个 准则 的 证 明 【 见 [51,16). 
参考 文献 
[1] Matsushima ,Y ., Fspaces homogënes de Stein des grou- 
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їз (1977), 1,73—74. 
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braic groups , ВШ. London Маћ. Soc ., 9 (1977), 38 一 
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Машрегїшв 原理 [Mnpertuis principle ; Мопертюн орн - 
wn ] 

一 个 最 小 作用 重 原理 ， 它 的 第 一 个 文字 的 系统 的 
阐述 是 由 P.Mauperiuis 给 出 的 . 最 初 (1744) Maup - 
ertuis 从 这 原理 推演 出 光 的 反射 和 折射 定律 是 相 容 的 ， 
用 他 的 话说 “按照 这 个 重要 的 原理 ， 自 然 界 当 实现 它 
的 作用 时 ， 总 是 沼 着 最 简单 的 路 径 走 ”{ 见 [1])， 而 
随后 ( 17463 他 发 表 了 他 的 运动 和 平衡 的 普 适 定律 : 
“一 个 一 般 的 原理 : 当 自然 界 中 发 生 改 变 时 ， 为 这 改 
变 所 必需 的 作用 量 是 最 小 可 能 的 ， 作 用 量 是 物体 的 质 
量 才 以 它们 的 速度 再 乘 以 它们 运动 所 越过 的 距离 ” 
{ 见 [2j)， 这 原理 的 普遍 性 被 Maupertus 利用 月 的 论 
的 论点 以 一 种 形而上学 性 质 的 含糊 的 推理 来 证 明 ， 在 
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随后 的 对 其 原理 的 讨论 中 ， 这 种 论点 引起 了 他 的 很 多 
同时 代 人 的 强烈 反对 .在 光 的 传播 定律 以 外 ，、Mauper- 
tuis 从 这 原理 公推 江 出 已 知 的 物 泪 硅 擅 和 杠杆 平 衔 定 
#. EJ. L. Lagrange 的 意见 , “所 所 到 的 应 用 带 有 
过 分 特殊 的 性 质 ， 以 致 不 足以 从 它们 构造 一 个 一 般 原 
理 的 证 明 ; 此 外 它们 是 有 此 不 确定 的 和 任意 的 ， 册 此 
对 用 它们 为 基础 作出 的 结论 和 原理 木 身 带 来 某 种 不 可 
ЖЕ” (Ж[3]). 

对 一 个 孤立 物体 这 种 特殊 情况 的 最 小 作用 重 原理 
的 第 一 个 数学 概念 是 属于 L. Eur 的， 他 证 明 
(174) 在 中 心思 作用 下 ， 物 体 措 给 这样 的 轨道 ， 使 得 
积分 [vds 取 极 小 或 极 大 值 ( 见 [4]) ; 这 里 o 是 束 
БЕТП ds 是 弧 长 元 素 . 

对 以 任何 方式 相互 作用 而 系统 的 总 机 械 能 保持 不 
变 的 任 一 物体 系统 运动 的 一 般 情况 ， 最 小 作用 量 原理 
由 аргалар (1760) 建立 ， 从 力学 定律 出 发 ， 他 证 明了 
质量 与 速 论 浪 以 走 过 小 径 元 素 的 积分 的 浪 积 之 和 ， 总 
是 一 个 极 大 值 或 极 小 值 ( 见 [5]) ， 即 


Ут, Jods,=0. 


“жї иШ. АЕО Н. И] ЕРА Д Ж 
Ж, УШИН —/ ИЙ Вт ЖМ) БИН 27 88; 因 
АЕ Т ЕДЕ X —и SL ЗЕ T 35 ЖЕ Bl [P| И) 
方法 ”( 见 [3]). 

在 数学 上 ， 把 最 小 作用 量 厌 理 写 成 Lagrange 的 形 
式 (Тарапе 原理 (Lagrange principe))， 等 式 
( 14) 的 形式 都 是 可 以 的 (关于 与 这 里 给 出 的 方程 标号 
数 有 关 的 方程 见 经 典 力 学 的 变 分 原理 { variational ріп - 
ciples of classical mechanics)) ， 用 人 能量 积 分 (13) 从 
(14) ФЭН, С. G. J. Jacobi (1837) 把 最 小 
作用 基 原 理 表示 成 形式 ( 16) 【 亦 见 Jacoli 原理 ( Jac - 
obi principle )) ， 
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entielles de la dynamique , С. А. Асай. Sci, Pas, 5 
(837), 61-67 B В. Румяниев 18 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[AL] Amold, У. 1., Mathematical methods of classical 
mechanics , Springer 1978 ( 译 自 俄 文 ). 
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ГАЗ] Whittaker, Б. Т., Analytical dynamics of panicles 
and rigid bodies , Dover, reprint , 1944. 
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Mawrer -Cartan 形式 [Mawer - Cartan form; Maypepa - 
Картана форма] 

一 个 Lie 群 G 上 的 左 不 变 1 Ж. G 上 满足 
以 下 象 件 的 1 次 微分 形式 о: 对 于 任意 左 平移 1: 
х gxX,，9，XEG， 来 说 [w=w, G 上 Maurer - 
Cartan 形式 与 在 点 е 处 的 切 空 间 T (G) 上 的 线性 型 
一 一 对 应 ; 确切 地 说 ,将 每 一 个 Maurer -Сапап 形式 
о 喘 成 它 的 值 a.s T(G) 的 映射 是 Maurer -Cartan 
撒 式 所 组 成 的 向 量 空间 到 T,(G) "上 的 同 构 . 一 个 
Maurer -Cartan 形式 о 的 微分 是 由 以 下 公式 所 定义 的 
G 上 一 个 左 不 变 2 形式 ; 


do(X Уу= —@o([X, Ү]), (1) 
这 里 X, Y 是 G 上 任意 左 不 变 向 量 场 , 设 Xi ，…， 
X, Ë T,(G) 内 一 个 基 , Ф o, i= 1,…, n, 是 
Mauter -Cartan 形式 ， 使 得 
(а) AK)= 6 =l, n. 
于 是 
(2) 


这 里 с 是 G 上 左 不 变 向 量 场 所 构成 的 G 的 Lie 代 
数 9 关于 由 


(X),= x, i= 


所 确定 的 基 X... X. 的 结构 常数 ， 等 式 (2) (m 
(TD)) 称 为 Maurer-Cartan 方程 (Maurer -Cartan equa - 
tions ) .它们 首先 是 由 上， Maurer( 以 不 同 的 热 而 是 等 
价 的 形式 ) 得 到 前 ([1]). 形式 ш. 是 由 E. Caran 
在 1904 年 引入 的 ( 见 [2]). 

хц, х, 是 在 点 ee G 的 一 个 分 城内 出 基 
Хз, 对 所 确定 的 焉 范 坐标 ， 则 形式 o, 被 写成 如 
下 形状 


Le 
жаза 


A(x. xa) СА, x,)) 


| er 
一 
来 计算 ， 这 里 х= x X. ad 是 Lie 代数 8 
的 伴随 表示 

Ж. Фе 是 G 上 这 梯 一 个 9 值 1 形式 ， 它 将 
G 上 每 一 个 切 向 量 指派 到 包 售 这 个 向 量 的 唯一 的 左 不 
ЖШ Ж ( 0 称 为 典范 左 微 分 形式 {canonical ей dif - 
ferential т), 刚 " l 


Ах. 


1 = 
46+ > 10, 0] = 0, 


这 其 实 就 是 Maurer -Cartan 方程 的 另 一 种 写法 
参考 文献 
[1] Maurer, L., Sitrungsber. Bayer. Акай. ，Wis ，Math 
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and Іле algebras , Addison - Wesley , 1975. 
[5] Helgason ，S ., Diffeential geonetry, Lie groups, and 
symmetric spaces , Агай. Press , 1978. 
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极 大 扩张 和 极 小 扩张 [maximal and minimal extensias ; 
макснмальное и минимальное расшнрения ] 
一 个 对 称 算 子 (symmetric operator) А 的 极 大 扩张 和 
征 小 扩张 分 别 是 算 子 4(4 的 闭 包 ，( 见 闭 算 子 (closed 
operator))) 和 二 (4 的 伴随 ， 见 伴随 莫 子 (adjoint opera- 
tor)) ,4 的 所 有 团 对 称 扩张 都 出 现在 它们 之 间 . 极 大 扩 
张 和 极 小 扩张 相等 等 价 于 4 的 自 伴 性 ( 见 自 伴 算 子 (self- 
adjoint operatoD》， 并 且 是 自 伴 扩张 叭 一 性 的 必 可 和 
充分 条 付 . А.И. Логынов ‚В.С. Шульман j 
[ 补 注 
参考 文献 
[A1] Косі, М. and Simon, В., Methods of modem mathe- 
matical physics, 1. Functional analysis, Acad ,Press, 1972 
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航 大 算 子 和 极 小 算 子 [maximal and minimal operators; 
макснмальйый н мнанмельный операторы] 

由 在 具有 紧 支 集 的 函数 子 空间 上 给 定 的 微分 表示 
式 定 义 的 算 子 的 圾 大 扩张 和 要 小 扩张 【maximal and 
minimal extensions ) ， 极 大 算 子 和 极 小 算 子 的 定义 域 


"LA Y£ WE ДЖ. ИШ, ЖМИ. 
对 椭圆 算 子 、 对 常 条 数 微分 算 子 . 
зын 
|1] Березапский, O. М.. Разложенме по собствен 
ным функииям самосопряженных операторов, 
К... 1965 ( ЖЕЖ : Berezanskiy Yu. М., Expansion 
іп eigenfunztions of setfadjont operators, Атег. Ма- 
t. Soc., 1968). 
А. И. Логинов, В. C. Шульмак I Ж 云 详 


ЗХ З [maximal compact subgroup ; максимальная 
компактная подгруппа], 32 G 的 

— T RT (ВЕ (compact goup)) K < G, 
ЛИТВЫ СЮЕР. п, 
K=S0(n) 对 于 G= 81 (п, R), K= {е} 对 于 一 个 
可 解 单 连通 Die С. 

ЖЕЕ G 里 ， 极 大 紧 子 群 不 一 定 存在 《例如 ， 
C= GL(V), ИА Hiben >F), 而 且 
即使 存在 ， 它 们 之 问 也 可 能 有 不 同 构 的 ， 

Lie 属 的 极 大 紧 季 群 已 被 广泛 地 和 研究， 如果 G 是 
一 个 连通 ей, 那么 G 的 任意 紧 子 群 都 被 包含 在 
基 个 极 大 紧 子 群 内 《特别 ， 极 大 紧 子 群 一 定 存 在 )， 
ЖН ОЛАН k tti. W 
СПЛЕТ Kx R". 因此 ， 很 多 关于 Lic 
群 的 拓扑 问题 都 归结 为 紧 Пе 群 (Lie group, com- 
pact) 相应 的 问题 . 


参考 文献 
[1] Cartan, E., La gtometrie des groupes de transform - 
tons. /. Math. Pus Ари, 6 (1907), 1 ~ ПӘ. 


[2] Helgason , 5., Differental geometry. Lie groups, and 
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最 大 相关 系数 [maximal correlation coeficient; макснма- 
льный коэффнцнент корреляцин j 
ТИЛЛЕ XS 了 之 相依 性 的 度量 ， 定 义 为 实 

MO EE р, (X) 和 9:(Y) 间 相关 系数 一 切 值 的 上 确 
2: б`(Х, Y)=supE[e, (X)e, (Ү)], 
其 中 XX 和 了 的 函数 9, (加 和 p,(7) 满 足 条 件 : Еф, OO 
=Eg,(Y)=0, Do, (X) =Də, (Y) =]. 如果 当 p= 
ФТОХ), фф 2(Y] 时 达到 此 上 确 界 ， 则 X ҮНГӨ 
类 相关 系数 等 于 о! (0) 和 фу (Y) 的 相关 系数 (conela- 
tion coefficient) . 最 大 相关 系数 有 如 下 性 质 : 对 于 XX 和 
了 独立 ，p" (XX, 了 }=0 充 分 而 有 必要 ,如果 变量 之 间 线 
性 相关 ， 则 最 大 相关 系数 与 普通 相关 系数 等 辣 . 
参考 文献 
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[2] Сарманов, О.В. «Докл. АН СССРУ, 53(1946), 9, 
181—784. 
[3] Прохоров, I0 .B., Розанов, Ю.А. „Теория вероятно. 
стей, 2 изд., М., 1973 (#6: Piohorov Yu. V. { Yu. 
У. Prohorov]and Rozanov, Үн. A., Probability theory. 
basic concepts. Limit theorems, random processes, Spring- 
er, 199). И,О,Сарманов # 
【 补 注 】 亦 见 典 型 相关 (canonical correlation) . 
фаха 
TAI] Gebdein, H., Das statistische Problem der Kormlation als 
Variations -imd Figenwertproblem und sein Zusammen- 
hang mit бег Avsgicichungechnung, Z. Argew. Marh . 
Mech., 21 0941), 364—379. 
[A2] Коуак, R., On measuring intemal dependence in а set 
of random variables, Ann. Staris., 1501987), 1215— 1229 
Аий ж 


极 大 遍历 定理 [maximal eryodic theorem ; максимальная 
эргодическан теорема } 

如 果 ТЕМ (X, a) 的 一 个 自 同 态 (endo - 
norphim) ， 若 jeLi(X, ш) B Е ЖИВАТА 
的 xs 所 组 成 的 集合 

арў (T) 20, 


M [fdn>0. 


极 大 遍历 定 埋 是 由 古田 耕作 和 角 谷 静 夫 给 出 的 【[1] ) , 
他 们 指出 极 大 遍历 定理 可 在 Birkhofr зао 38 (Вік - 
Бой ergodic theorem ) 的 证 明 中 起 关键 作用 (G. D. 
Вико 本 人 使 用 了 不 则 的 论证 代替 极 大 遍历 定 
BD). 后 来 ,推广 前 极 大 遍历 定理 被 类 似 地 运用 于 
Birkhoff 定理 扒 广 的 证 明 中 (并 且 在 使 这 些 推广 有 意义 
的 条 件 下 ， 也 用 于 将 相 空间 分 解 成 守恒 和 耗 散 部 分 的 
相关 问题 中 ) . 极 大 遍历 定理 的 推广 属于 E. Hopf， 
Я А. Caria 给 出 它 的 一 个 简单 证 明 ( 见 [2)) ， 亦 见 
[3] 和 Birkhoff 遍历 定理 ( Birkhoff ergodic theorem ) 
的 参考 文献 . 
参考 文献 
[1] Yosida, K and Kakutani ,S . , BirkhofT s erpodie theo- 
Rm and the maxima! erpodic theoem , Рос. 1тр. Acad. 
Tokyo, 15 (1939), 165 — 168 
[2] Neveu, J, , Mathematical foundations of the calculus of 
probability , Holden - Рау, 1965( ЖАЖХ ). 
[3] Вершик, А. М., Юзвинский, C. А.,в KH., Ит- 
оги науки. Математический анализ. 1967, M., 
1969, 133 — 187 Д.В. Аносов 所 
【 补 注 】 款 种 类 型 的 遍历 定理 (包括 其 历史 背景 》 可 
在 [Al] 中 查 到 . 
参考 文献 
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| А1] Krengd, U.. Ergodic theorems , De Gruyter , 1985 
ЖУА W 苏 维 宜 校 


极 大 理想 [ maximal ideal; Макснмальный ндеал] 

一 个 代数 结构 的 全 体 惧 理想 构成 的 偏 序 集 《partiaty 
ordered set) 中 的 极 大 元 ， 极 大 理想 在 环 论 中 起 重要 的 
作用 . 每 一 个 含 各 元 的 环 都 有 极 大 左 {各 右 及 双边 ) 理 
Ж. R 的 相应 于 极 大 左 (B) 理想 (WOW M = R/ 
1， 看 作 左 ( 右 ) R 模 是 不 可 约 的 ( 见 不 可 约 模 (ime- 
ducible module)); А 到 M 的 自 同 态 域 的 一 个 同 态 9 
是 R 的 一 个 表示 .所 有 这 些 表示 的 核 ， 即 环 中 被 所 有 
这 些 表示 观 为 零 的 元 索 全 体 ， 称 为 К 的 Jacobson 根 
(Jacobson radical ) ; 它 也 就 是 全 体 极 大 左右) 理想 之 交 - 

一 个 闭 区 间 [a, b] ЕЁ ЕЗЕШ И К = Са, 
站 中 ， 在 一 个 固定 点 х, 为 零 的 函数 全 体 是 R 的 一 个 
磁 大 理想 ,这 样 的 理想 穷尽 了 R 的 所 有 概 大 理想 ， 这 
囊 区 间 中 的 点 和 极 大 理想 的 关系 ， 导 致 了 当 关 未 环 是 
一 个 拓扑 空间 上 的 巡 续 画 数 环 时 前 各 种 理论 的 建立 . 

环 К УЖЫН ( prime ideal) 集合 SpecR 上 的 Zar - 
Ый 拓扑 ( Zariski topology) Ж ЯВИГРЕ (ЕЛЕЕ Н] 
点 )、 在 非 交换 的 情形 下 ， 可 以 在 本 原理 想 (primitive 
ideal) 集合 Spec R 上 引信 交 似 的 拓扑 ， 本 原理 想 是 不 
可 约 R 模 的 零 化 子 . 极 大 理想 集 和 非 交换 情形 下 的 极 
大 本 原 理想 集 构成 子 空间 Брест R © SpeeR， 它 满足 


Тт, 可 分 公理 ， 
参考 文献 
[1] Jacobson, М., Structurç of іт, Апкт. Math. бос, 
1956. В.Е. Говоров Ж 


[【 补 注 】 极 大 理想 在 格 (特别 是 分 配 格 ) онат 
理论 中 也 起 重要 的 作用 .在 一 个 分 配 格 { dstibutive hh- 
tice ) 中 ， 和 在 交换 环 中 一 样 ， 所 有 鹤 大 理想 都 是 崇 埋 
А8, 09078 Воде 代数 (Boolean algebra) 中 也 成 立 . 
事实 上 ， 所 有 素 理 想 都 基 极 大 理想 的 分 配 格 一 定 是 
Boole 的 . 和 环 一 样 ， 分 配 格 上 的 极 大 理想 集 Specm L, 
能 拓扑 化 为 所 有 素 理 想 的 空间 Spec 1, 的 一 个 子 空间 ， 
它 是 紧 T 空间 ; 而 且 ， 每 个 紧 T, 空间 都 能 通过 这 
种 方式 得 到 . 分配 格 L 称 为 正规 的 《normal ) ,车 任 给 
ЖЖ а, Бег, WE av 5 =1, ЕЕ deb, 使 
得 4 V d=cvb=12 eAd=0. НЬ 
可 以 刻画 为 每 个 素 理想 包含 在 唯一 的 极 大 理想 中 的 格 . 
或 说 成 是 从 Брес, 到 Specm 之 上 有 一 个 连续 的 保 
核 收编 (retmaction ) 的 格 ; 这 种 格 具有 这 样 的 性 质 : 
Spam L, 38 — Након 空间 . 对 于 指 扑 空间 x, 
它 的 开 子 集 构 成 的 本 2(X) 是 正规 的 ， 当 且 仅 当头 
是 正规 空间 (normal space); ж X Ж T, 空间 ， 则 
Specm 2( X) 产后 多 的 Т, E (compactifcation ); 当 
ХЕЗ}. 255 Stone -Cech 紧 化 (Stone -Cech com- 
pactification) 一 致 ( 见 Walbnan 紧 化 ( Wallman compa- 


ctification )) 

在 任意 的 所 或 属 中 构 作 极 大 理想 ， 一 般 需 要 用 Zom 
511 ( 见 选择 公理 (axiom of choice) 或 Zom 引 理 
(Фот етш ))， 事 实 上 ， 很 多 类 型 的 环 或 恪 的 极 大 理 
#8 338 ( maximal ideal theorem ) (该 定 坦 指 出, Зр 
前 企 一 非 平凡 的 环 或 格 中 存在 极 大 理想 ) 在 ZF 集合 论 
中 是 与 选择 公理 等 价 的 . 这 个 结论 适用 于 所 有 (交换 ) 
众 一 册子 分 解 整 环 ， 所 有 Heyting 代数 ( 见 Brouwer 格 
(Brouwer шше )); 但 是 ， 对 于 主 理想 整 环 ，Brouwer 
格 及 正规 分 配 格 ， 极 大 理想 定理 等 价 于 “ 素 理 想 定 理 "， 
严格 地 弱 于 选择 公理 ， 
参考 文献 

[А1] Johmtone, Р.Т., Stone врахѕ, Cambridge Univ 
Pres, 1983. 

在 半 群 (semi -group) 理论 中 ， 极 大 理想 的 作用 次 
于 极 小 理想 ( minimal del). M 是 半 群 8 的 双边 
理想 ， 那么， 或 者 大 = S\ {qa}, 其 中 a E S 蕉 一 个 
不 可 分 多 元 素 (Ша є S\S*)， 或 者 M 是 一 个 素 理想 
(prime ideal) ( 亦 即 对 任意 两 个 理想 А, В. АВС М 
#BA38 4 M 或 BS м). шта, хім 5 = 
Sm, 8 的 每 个 极 大 双边 理想 都 是 素 理 郴 ， 在 存在 极 关 
双边 理想 的 半 群 S 中 ， 一 个 不 等 于 S 的 素 理想 p 是 
极 大 理想 ， 当 (显然 ， 也 仅 当 ) P 包含 S 的 所 有 双边 
理想 的 交 I. Res ВОР /了 是 一 组 半 群 的 0 直 并 
《0-direct union)， 其 中 每 个 半 群 或 是 0 单 或 是 二 元 吞 
零 的 . 

有 时 。 具 有 真 左 理想 的 半 群 S$， 可 以 有 一 个 最 大 
的 这 种 理想 L'( 即 它 包含 所 有 其 他 的 真 左 理想 )}， 例 
如 ， 当 $ 有 右 么 天 ， 就 是 这 种 铺 形 ， 此 时 ， 著 sv L 
不 是 单元 集 ， 则 它 是 子 半 群 .在 一 个 周期 半 群 S 中 ， 
由 L° 的 存在 性 可 扒 知 [是 一 个 (最 大 真 ) 双边 理 
想 . 另 一 个 例子 是 其 有 可 分 群 部 分 ( 见 可 造 元 { invertible 
element)) 的 于 群集 ， 它 们 不 是 群 ， 


参考 文献 
ПА] Schwarz , S., {Чехосл. матем. gE.», 3(1953),2, 
139 — 153. 
[ІВ] Schwarz, S., «Чехол, матем. w.3, 4(1953), 
365 — 383 
[2] Schwarz, 8., € Чекосл. матем. g.9, 19(1969), 1, 
п-т. 


[3] Grillet, Р.А., Intersections of maximal ideals in semi- 
Broups, Ате. Math. Monthly , 76( 1969) , 503—509. 
Л.Н. Шеврин # 裴 定 一 Ж Б Б 


最 大 不 变量 [ maximal imvariant; максимальный ишва- 
риант] 

在 不 同 轨道 上 取 不 同 值 的 不 变 统计 量 (invariant sta- 
tisti) , 这 里 航道 是 由 样本 空间 (sampling space) 的 一 一 
可 济 变 找 群 生成 的 . 这 样 ， 设 ( 莽 , 见 ) 是 样本 空间 ， 而 


G=(g) Ж X B| Ë ЙГ—— WB ME RAE, JE 2428 
统计 最 T(x) 是 最 大 不 变量 ， 如 果 出 T(x,)= T(x ) ЯЕ 
出 对 于 某 个 gEG， 有 x,=gx,. п. B =" x= 
(хх) б={г} е ВИЗОЙ, 而 y= 
Ix, МЕЗ тх) х ж КЕЕШ. 任 一 个 变 统 
计量 都 是 重大 不 变量 的 函数 . 
最 大 不 变量 用 十 构造 不 变 检验 (invariant test) . 
参考 文献 
11] Lehrann, E. L., Tesing statistical hypothees. Wiley, 
1986. 
[2] Zacks,S., The theory of statistical )nfaence, Wiley, 1975 
[3] Климов, Г.П., Инвариантные выводы в статис- 
тике, M.. 1973. 


М.С.Никулин {& ЖЯ 评 


1820 #90 [maximal spectral буре ; максимальный спек. 
тральвый тип] 
作用 在 Hilbert 空间 H E ЈЕ Й (no:mal opera- 
toD4 的 杖 大 谱 测度 (maximal spectral measure) р (ВТЕ, 
的 等 价 交 ) 的 类 型 . 这 个 测度 按 下 面 的 条 件 定义 (到 等 
价 ) . (Д) 是 正规 算 子 4=J4dE (4) 的 谱 表 示 中 
的 单位 分 解 (resolaton of the identity). ЭН ECA) 
=[4Е(Д( ДР A 99—05 Borel #) E 81 ff 0 “ET 
值 ”测度 . 那么 巨 (内 一 0 精确 地 对 使 (Л) =0 的 那些 
А. 任 一 xe 且 有 一 个 相伴 谱 测 度 (spectral measure) 
и Ау ЕСА) ху: ka is 的 定义 蕴涵 对 任 一 x 
测度 д, ЖТ jz 绝对 连续 ， 并 且 存 在 一 个 x 使 6, iu 
等 价 (七 х) 如 果 吾 是 可 分 的 ， 那 么 具有 
这 些 性 质 的 测度 总 存在 ， 但 是 如 果 瑟 是 不 可 分 前， 
么 不 存在 这 样 的 测度 ， 并 且 4 没有 极 大 谱 型 . 这 使 得 
可 分 情形 正规 算 子 西 不 变量 理论 复杂 化 了 ， 
参考 文献 
[1] Плеснер, А.И. Спектральная теория линейных опе- 
раторов, М., 1965 (ЖЖ Ж: Plesner, А. Т,, Spectral the- 
огу of linear operaton, Е. Ungar, 1969). 
Д.В.Аносов # ЯЖ Ж ЁН 校 
航 大 子 群 [madimal subgroup ; максимальная noxrpynna ] 
B G 的 一 个 实 子 群 ， 它 不 包含 于 G 的 其 他 真子 
群 中 ; 换言之 ， 它 是 G 的 真子 群集 合 中 以 包含 关系 为 
序 的 极 大 元 . 存在 没有 极 太子 群 的 群 ， 例如 p° 型 的 
ФЕ (group of type p°). 
БЕКРА EP E ЗЕТ ЗУУН o BR 
太子 群 ， 这 是 САНЕ о-в, E 
不 存在 G ЮНА Н BR c 又 包含 H,. 
эже 
[1] Каргаполов, M. И., Мерзляков, Ю. И., Основы 
теории групп, 2 изд., М., 1977( 英 译本 : Караро- 
юу, М. I. and МегйуаКоу, Үш... Fundamentals of 
he theory of groups , Springer , 1979) 
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H. H. Вильямс {# 
【 补 注 】 В G М7 (proper subgroup ) 十 G 
ш-н, йв H> G. 


Еа 
[А1] Hal, М. Jr., The theory of groups. MacMinan , 
1959 (Ж: M. # WE. ЖЕНИШ. 1982). 
й ПЕЙ Ж 


级 数 的 最 大 项 [maximal term of a series; максимальный 
член ряда] 

正 项 《其 项 为 数 或 函数 ) СӨ Ë (seres) 的 
项 ， 其 值 不 小 于 此 缓 数 所 有 其 他 项 的 值 . 

应 用 此 想法 于 复 变 量 z 的 具有 正 收 敏 半径 R{0 < 
R < 0) ЯЙ ( power serics ) 


Хаваи 
的 研究 ， 就 会 考虑 级 数 
Уе", 0<r=|z=a|< R 
的 最 大 项 k(r)， 于 是 
[сее Spur), k=0, 1, 
最 大 项 a (r) 的 下 标 v (r) 称 为 中 心 下 标 《centmal 
index ): 
к) еде". 
如 果 有 上 几 项 的 模 都 等 于 j(r)， 则 取 中 心 下 标 为 这 些 
项 的 下 标 中 的 最 太 下 标 . Юй 
= а Re)， 一 加 < x < co 


是 非 减 的 和 凸 的 ; 函数 v(r) OBA SSK. ЇЙ 
处 递增 ， 跨 度 为 自然 数 ， 而 且 处 处 布 连续 - 
参考 文献 
[1] Valiron. C ., Les fonctions analytiques , Paris, 1934 
[2] Wittich, H., 
analytische Funktionen . Springer , 1955. 
E. Д. Соломенцев 把 


Neuere Untersuchungen ber cindeutige 


НЕ] 

参考 文献 
[АІ] Pilya, G., бзб, G., Probiems and theorems in 
analysis, 2, Springer, 1926, Ран. IV, Chapt. 1 


{中 译本 : С ЕМ, С 会 贵 ， 数 学 分 析 中 的 问 
题 和 定理 ， 第 二 卷 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1985， 第 
四 编 第 一 章 ) . 沈 水 欢 译 


极 大 环 面 [maximal torus ; максимальный тор] 
1 线性 代数 树 G наки с 物 一 个 代数 子 


群 ， 同 时 它 是 代数 环 面 (algebraic torus) 且 不 包含 于 
任何 更 大 的 这 种 类 型 的 子 群 中 . 现 设 G 为 连通 的 . G 
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的 所 有 极 大 环 面 之 并 集 与 G 的 所 有 半 单元 索 的 集合 机 
等 { 见 Jordan 分 解 ( Jordan decomposition))， 而 它们 
的 交 与 G 的 中 心 的 所 有 半 单元 毒 的 集合 相等 . 每 个 要 
大 环 而 包含 于 G 的 某 个 Borel TE {Borel subgroup) 
中 ， 极 大 环 面 的 中 心 化 于 是 G 的 一 个 Cara 于 群 
(Cartan subgroup )， 它 总 是 连通 的 . G 的 任意 两 个 极 
жиш б тш. 如果 G 定义 在 一 个 域 Б. Ш 
£ G 中 存在 一 个 裤 大 环 面 也 定义 在 上 上 ， 量 其 中 心 
化 于 也 定义 在 k k. 

Ж G 为 定义 在 域 k 上 的 约 化 群 (reductive group). 
在 G 的 所 有 代数 子 群 中 ， 考 虑 那些 本 身 是 大 分 烈 代数 
环 面 的 极 大 子 群 . 这样 得 到 的 极 大 分裂 环 面 在 k 
БАИ. 这些 环 画 共 同 的 维 数 称 为 G É k É (k- 
тапк), ШИЕ тк, б. АРАВ, ГА к ЗАРН 
ДЕАШ. BUR, к, С 一 般 小 于 G 的 牧 (rank) 
( 它 等 于 G 中 极 大 环 面 的 维 数 ). 如 果 k.G = 0， 就 
СА Ей 非 迷 向 群 (anisotropic group )， 而 当 
СФ САЖИ, É G ЖА ЕЛШЕ (split 
moup). JE 是 代数 封闭 的 ， 则 G 总 在 二 工分 型 
ВА, С 在 的 可 分 闭 包 上 分 型 . 

ИА 为 一 个 域 ， 友 是 其 代数 团 包 ， 系 数 在 大 
中 的 级 非 奇异 矩阵 壬 G = GL, (K) ( 见 典 型 群 (cla- 
ssical group ); 一 般 线性 群 ( general linear goup ))， 它 
ЯРЫ Е X BF. оН а 
群 是 G 的 一 个 极 大 环 面 . 

设 大 的 特征 不 等 于 2. V J k EHU n # j B S: 
BJ, F Ë V 的 定 文 在 直上 的 一 个 非 过 化 二 次 型 《 即 : 
对 于 V 的 某 组 基 а, се, 型 Ре F x e.) 
是 一 个 系数 在 中 的 x... x, 的 多 项 式 ). 2 G 
为 了 的 所 有 行列 式 等 于 1 且 保 持 王 的 非 奇异 线性 变 
ЕАО, 它 定义 在 k 上 . ФУ, 为 和 … , e, 在 
上 的 线性 包 ， 它 是 V 的 一 个 大 形式， 在 V hg 
在 一 组 基 f/, ，…, /,， 使 得 


РОЛ) ух T Xt 


+ xx, 


Җир, Шоп 是 偶数 时 p= n/2, 5 n 是 奇数 时 р= 
人 na 十 1)42、 在 这 组 基 下 ， 由 形 如 | ai ,其 中 当 iZ; 
时 本 =0， А га, 55, р, аа, a = 1 
的 矩阵 为 元 索 构 成 的 G 的 子 群 是 G 中 一 个 朴 大 球面 
(从 而 G 的 秩 等 于 nj/2 的 整数 部 分 )}， 一 般 地 ， 这 
组 基 不 属 十 所 {НЕ V, 中 一 组 基 h... h. 
使 得 二 次 型 可 当成 
Р(х) 


Вх, х Рх тох, ), 


я> р, 


其 中 Fo 是 一 个 在 k КЕЖЕ ОК (БР Ру 
=0о КФД, M Witt 分 解 《Witt decompo- 


sition))， 在 基 Ж, ‚А, К. ШШ au 中， 其 中 当 
М а„=0, 57-1. ga 
=l], ШН i=4+1l, 55, п 4, а, = 1 ИБИ 


ЖЮЛ G 的 子 群 是 G 中 一 个 极 大 k 分 型 环 面 (从 
而 rk,G= q, B G 是 分 裂 的 ， 当 且 仅 当 4 SF n/2 
的 整数 部 分 ) , 

ЖЯ Ж K OM. m nj 82 OF ИВЕ G 一 个 根系 (root 
swtem), МЕРА Ж АСЕ Ж. HD 0 3, G SU 
LE 代数， 全 为 G 中 一 个 取 定 的 极 大 环 面 . ТЕ 9 中 
的 伴随 表示 蚌 有 理 的 旦 可 对 角 化 ， 因 此 € 分 解 成 为 关 
于 该 表示 的 权 空 间 的 站 和 .这 个 表示 的 非 零 权 的 集合 
{ 视 为 其 线性 包 人 在 向 量 空间 X(T) @ z R 宁 的 一 个 于 
集 ， 其 中 X(T) E 了 的 有 理 指 标 群 ) 为 一 个 ( 约 化 
的 ) 根系 . 用 相 做 的 方式 可 定义 相对 根系 ( relative root 
System): 如 果 G XE k E, S 是 G 中 一 个 极 大 
分 发 环 面 ， 则 S 在 9 中 的 伴随 表示 的 非 零 权 集 合 在 
Х(5) @zR 的 其 个 子 空间 中 构成 一 个 根系 《 米 几 是 约 
Җай). ЯМ, Weyl 群 (Weyl group ); 半 单 群 semi - 
simple group ). 
参考 文献 

{1] Вож, A., Linear algcbraic groups , Benjamin , 1969 
[2] Вот}, А. апі Mostow, G. 0. teds.). Algebraic 
groups and discontinuous subgroups, Proc. Symp. 
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(algebraiç ) structure ) . 
特别 地 见 [2] 中 А. Во! 的 文章 . 


更 大 的 于 群 里 . 作为 一 个 Шей. T 同居 于 一 个 直 积 ， 
其 因子 为 绝对 值 等 于 1 НОЯ. С 的 每 
个 极 大 坏 面包 含 在 С 的 一 个 极 大 紧 致 子 群 里 ，G 的 任 
意 丙 个 极 大 环 面 ( 与 任意 两 个 极 大 紧 至 子 群 … 样 ) 在 
G 中 共 辑 ,这 在 邹 知 的 意义 下 将 极 大 环 面 的 研究 化 到 
G 是 紧 致 的 情形 . 
现在 令 -G 为 一 紧 致 群 、G 的 所 有 极 大 环 面 之 并 集 
等 于 各， 而 它们 的 交 等 于 G 的 中 心 . КИЕ 工 的 
Lie 代数 是 G 的 Lic 代数 9 中 一 个 极 大 交换 子 代数 ， 
而 9 中 短 个 极 大 交换 于 代数 都 可 用 这 一 方法 得 到 . Ж 
ХЖ ТЖ G 中 的 中 心 化 子 等 于 了 本 点. 在 8 
中 的 伴随 表示 可 对 角 化 ， 且 该 考 示 的 全 体 非 零 权 构成 
X(T)@z R 中 一 个 根系 (root System)， 其 中 ХОТ) 
Ж 工 的 指标 群 .这 是 紧 致 Li 群 分 类 的 一 个 基本 要 素 . 
参考 文献 
[1] Понтрягы, Л. C. 


, Непрерывные грушы, 3 


изд.. М, 1973 (中 详 本 : Л C. ЖЕЛЕ, 63 
Tt. 上、 下 、 科 学 出 版 社 ，1957 ,1958) 

12] Желобенко, Д. П., Компактные грушы Ли w 
их продставлсних. М.. 1970 ( 英 诺 本 : Zhclobcako . 
0.Р., Compact Lie groups and har nprsenta- 
tions, Апет. Мал. Soc. , 1973) 

[3] Нарзол, S , Differential geometry, Lic grups, and 
зулипеїпє spaoss Асай. Pres, 1978. 
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参考 文献 
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compact Lie groups , Springer , 1985 
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极 大 化 极 小 [maximin ; максңмин ] 


混合 极 值 
sup inf F(x, у), пихтіп F (x, у), £. (ж) 
хех зет Пар уер 


一 个 极 大 化 极 小 能 解释 (п, Gb 38386, взр 
{ operations research ) 或 对 策 论 (Bames，theory оѓ) 
中 ) ， 为 在 最 坏 系 件 下 作出 决策 所 能 针 得 的 那些 增益 
中 的 最 大 增益 ; 因此 ， 它 是 一 个 天 保障 的 增益 .所 
以 ， 以 极 大 化 极 小 为 虹 的 作 决策 可 以 合情合理 地 认为 是 
最 优 的 ， 

极 大 化 极 小 的 值 不 超过 对 应 的 极 小 化 极 头 
(minimax ) 的 值 . 使 它们 相等 的 条 件 在 对 策 论 中 是 很 
重要 的 【 见 极 小 化 极 大 原理 ( minimax ріпсіре)). & 
类 条 件 是 ， 例 如 ，X 中 存在 线性 结构 ，X осуят а 
数 上 对 每 一 ує Ү 相对 于 хех ШЕЕ (90, X W 
线性 和 ҮШ, ЖОК W - xE 天 相对 于 ¿e Y 
ВИЧЕ). 

АКО ЛЖ fE Э-ЖЕ СУ За 906 t ЕЕ Р ЖОК 
让 算 极 值 ， 即 在 于 解 标 准 (“单一 准 则 " ?最 优 规划 问 
题 ， 央 而 不 包含 概念 上 的 复杂 性 . 然而 ， 即 值 当 Y 是 
“良好 地 排列 的 E. ЕЖ X 上 一 致 连续 ， 把 x 与 其 上 
达到 (或 几乎 达到 | ) 极 值 inf,.yF(x, y) 的 y 联系 起 来 
的 函数 络 来 可 以 是 “很 坏 地 排列 的 ”， 而 且 ， 特 别 地 ， 
可 以 是 x 的 不 连续 函数 .在 这 些 情况 下 解析 地 计算 一 
个 看 大 值 (к) 荐 困难 的 ， 并 日 必须 用 数值 方法 来 学 找 
( 见 极 大 化 极 小 ,数值 方法 (maximin, numerical methods) . 
以 上 所 述 也 适用 于 求 家 小 化 极 大 Н. Н, Воробьев 39 
DRE) 亦 见 极 大 化 航 小 ， 数 值 方法 (maximin ，num - 
епсаі methods ) 【其 中 的 参考 文献 [ 1] 和 [2]). 

вуй ж анд 以 


ЧЕ ЛОЛ | maximin criterion; макенминный кри- 
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зерий ]， 极 大 化 板 小 检验 (maximin test) 

KM SE Й, pe Gu 日 对 复合 备 选 假设 有 
0e81 一 @\B, 的 统计 恰 验 ， 共 功效 ( 见 统计 检验 的 功 
效 {power of a statstical test) ) 的 最 小 值 在 具有 辣 一 水 
За (0<а< 1) 加 对 开 的 余部 统计 检验 中 最 大 . 在 
假设 Н, 对 备 选 假设 Н, 的 统计 检验 问题 中 ， 如 果 问 题 
本 身 关于 某 变换 群 G 是 不 变 的 ， 则 极 大 化 极 小 不 变 检 
验 {invariant tb) 存在， 而 且 在 相应 的 不 变 检验 类 中 一 
致 最 大 功效 检验 (unifonnly most- powerful test) Ж. 
见 Hant-Stein 定理 (Huat -Stein theorem) . 一 般 地 ， 如 
果 由 零 复 合 假设 Н, 与 复合 假设 Н, 决定 的 概率 分 布 族 
关于 某 “有 限 测度 绝对 连续 ， 则 极 人 化 极 小 检验 存 
Е. 
参考 文献 

[1] Lehmann, FE.L., Testing statistical bypotheses, Wiley, 1959 
[2] Hakk , 1. and Sidak , Z.. Theory of тапк tests Асай. 
Pres, 1967. М.С. Никулин # 周 概 容 译 


极 大 化 极 小 ， 数 值 方 法 [maximin , mmmerical methods ; 
максмин, численные методы] 

求解 极 大 化 极 小 〔 极 小 化 极 大 ) 问题 的 计算 数学 
分 支 . ТЕЇЕ S$ (operations research) 和 在 对 策 论 
{ games , theory of) 中 经 常会 提出 极 大 化 极 小 或 级 小 
化 极 大 问题 的 计算 ， 例 如 ， 由 极 小 化 极 大 原理 mini - 
тах principle) 或 由 最 大 保证 结果 原理 { principke of the 
largest sure result) 出 发 ， 就 可 过 到 这 类 问题 . 

首先 其 航 大 化 极 小 

supinf F(x, у) (1) 


желүү 
的 计算 问题 ， 这 样 的 问题 例如 在 求解 有 完全 信息 的 二 
人 零 和 对 策 时 出 现 ， 它 的 自然 推广 是 求 带 “约束 " 变 
В КАВ 
sup inf Р(х, у), (2) 
зех уен) 
其 中 集合 ВО) 通常 以 下 列 形式 给 定 :对 于 每 个 xe X, 
В(х)={уєТ: 0(x,y)20) 关押. 


这 个 同 题 在 月 信息 交换 的 二 人 对 策 理论 中 是 基本 的 
( 见 仙 如， 具有 分 级 结构 的 对 策 (вате with a hierarchy 
structure) ) . 第 一 个 问题 的 选 代 导致 一 个 多 重 或 序 贵 
极 火 化 极 小 打 题 : 

sup if sup inf 下 (xy Xe 


ОЧА 

(3) 

其 中 涉及 基 些 动态 对 策 的 解 ， 计 算 极 小 化 极 大 的 随机 
问题 以 至 最 优 控制 的 极 大 化 极 小 是 很 有 意义 的 . 

求解 极 小 化 极 大 问题 的 多 数 方法 的 基础 是 梯度 法 

{gradient method ) 34 9) ЁТ ЖК ( репану functions, 
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method of) ， 在 前 一 情形 ，( 1 ) 被 看 作 景 优 规划 问题 ; 


sup f(x), (4) 
其 中 
f(x) = BE Р(х, у). (5) 


求解 (4) — (5) 的 数值 方法 的 构造 联系 着 极 小 全 函数 
(5) 的 方向 可 微 性 . 

ШЖ X< R", Y E: R" 中 的 紧 集 以 及 8f(x)j8g 
是 关于 方向 geR" 的 导数 { 见 [1] — [3]), 


СО! 
Og eY) \ OX (6) 


Ү(х) = {yeY: F(x,y)= f(x)}, 


那么 对 于 有 限 集 Ү, А (6) 允许 构造 一 个 选 代 洗 列 
хуу ха, ДЕВ xa = ху + нү, MTP k=0, 1, 
一 ， 成 让， 呈 在 某 些 附加 限制 下 ， 收 化 于 满足 对 于 极 
炎 化 极 小 的 必要 条 件 的 点 . 

在 六 函 数 法 中 ， 对 于 在 紧 集 Х=Н* 和 单位 立方 
Ж УСЕ" ЖЯ КЕБЕНЕК F(x, y) 的 问题 
(1) 归结 为 

Эп max Z(x, u, с), 


其 由 
шх, и, с) ите (in (9, Р(х, у)—и))'4у 


' (7) 
(u 是 辅助 变量 )、 这 里 ， 各 果 点 对 (xfc)，x(c)) 实 
птн 


max se (x, u, c), 


那么 任何 点 列 { (u (с), (с): c, 一 % 1} 的 任何 
极限 点 (u. x`) 给 出 


н` = max min Р(х, у) 
Кп 
作为 (1) 的 极 大 化 极 小 值 以 及 最 优 策略 之 一 x`, Mh 


ж 


w" =шіпЕ(х", у) 
пш 


C MI4D. BDR., (1) 的 达到 任何 精度 的 解 都 可 归结 
为 对 于 充分 大 的 钨 罚 俯 <。 求 函数 (7) 的 最 大 值 . 为 
避免 计算 (7) 中 的 积分 所 引起 的 困难 。 可 利用 随 机 梯 
度 法 【 见 15], [8]): 


итна) p12 


Me Cu Tam [c,), 


其 中 (全 (ca т.с) 是 z(x,u, с) 的 随机 梯 


к.ш, аиа 
(усен гд, ур онго) 
的 随机 变量 . 在 有 关 序 列 { а). {с } 以 及 函数 Р(х. 
УЖАТ. ЧЕНЕ (уу). iH 
(в) ж хады 1 收 信 于 级 大 化 级 小 问题 

(1) ЕЖ. 

为 在 {7) 中 避免 大 的 惩罚 值 c， 可 利用 所 谓 “ 分 
мк" (216), ЖЯ Вања (0) 的 方法 - 
ЖЕ, (1) ЧЕН аг АЕ 


min р(х, u)= 0 (9) 
的 4 的 最 大 值 ， 其 中 
(х, у) = | (ша(0, Р(х, у) — и))®%ду. 
; 


这 里 实现 
min (x, н”) 


的 值 x 是 对 于 《1) 的 最 优 策略 ， 为 了 求 得 (9) 的 最 
大 根 w ， 可 能 利用 使 中 相对 于 x 极 小 化 的 梯度 
ж. 

基于 叶 函 数 法 的 变换 方法 允许 把 带 约束 变量 的 极 
小 化 极 大 问题 (2) 近似 地 归结 为 一 个 最 大 值 问 题 ( 见 
[7 ],[8]). 

把 极 小 化 极 大 避 题 归结 为 最 大 值 问题 后 所 得 到 的 
极 值 问题 是 非常 复杂 的 ， 对 它们 者 已 知 方法 来 求解 会 
带 来 极 大 的 、 有 时 甚至 对 于 现代 电子 计算 机 来 说 是 不 
可 克服 的 困难 .特别 是 ， 这 使 得 求解 大 重 数 的 序 黄 极 
大 化 极 小 问题 (3) 变 得 非常 麻烦 .与 这 些 求解 极 小 化 
极 大 问题 的 一 般 方法 一 起 ， 还 有 一 些 针 对 特殊 类 问题 
的 方法 ; 例如， 对 具有 信息 传递 的 二 人 对 策 论 问题 的 
求解 方法 ( 见 [6]). 
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极 大 化 极 小 原理 [maximin principle ; максимина прин - 
unn] 
见 极 小 化 极 大 原理 ( minimax principk ) 。 


函数 的 极 大 化 和 极 小 化 [maxinxization and minimizatim of 
functions ; максимизация н мнянмизация функций ], 
有 限 个 变量 的 

ЖЕЙ f(x) (х= (х1, - 
人 的 问题 - 这 是 指 

1) 9 f=sup,., f(x) 或 f= nf... f(x); 

2) 如 果 了 或 了 在 容许 集 上 达到 ， 寻 找 极 大 值 点 
БОЛМА (ЖА ИЙТ НЯ МЯ (maximun and 
minimum of а function )); 

з) 如 果 了 或 了 在 天 上 这 不 到 ， 则 构造 极 大 化 
УЕЗ) ( maxirnizing sequence ) 或 极 小 化 序列 (minimzing 
sequence) Í x.) ， 使 得 : 

Im f(x.) = f, im f(x.) = f. 

Бтр» Et BS А 03 BF 523 Би ЛЕ 
( dšcrete programming ) 或 整数 规划 (integral program - 
ming). D), FR BW ХЕВИ 638000 X46318 
小 化 ， 

经 典 的 {间接 的 ) 极 大 化 和 极 小 化 方法 仅 能 应 用 
于 光滑 函数 . 为 了 确定 稳定 点 的 位 置 ， 应 用 对 极 值 的 
必要 条 件 . 导数 ff 9x" (ag 1. 5, п) 的 零点 在 实 
器 中 通常 用 某 种 逐次 逼近 法 计算 《 见 [3]). 另 一 方 
面 ， 每 一 个 求解 有 限 多 个 以 下 形式 泛 函 方程 


, x"')8 X€ в") Р 


Ф077, x')=0,m<n 


的 亲 题 能 解释 为 某 个 函数 的 极 大 化 或 极 小 化 问题 ， 钢 
R, 3 


f(x)= g21(x)+ + @1 (x) -= min, 
而 且 能 够 应 用 极 大 化 和 极 小 化 的 一 个 特定 方法 、 
使 印 数 极 大 化 和 极 小 化 的 直接 方法 是 以 直接 比较 Г 
在 两 个 或 更 多 点 上 的 值 为 基础 的 . 
实用 的 极 值 搜索 法 用 以 下 形式 的 逃 代 算 法 : 


ха Ххх), 


其 中 i 是 选 代 的 指标 ,而 ХО.) 基 某 个 算 子 ， 这 里 
通常 假说 
а) 在 某 驯 意义 下 这 算法 收 敏 ， 最 经 党 是 在 


ха (х, ех) й /(х„)= J (f(x. )= f) 
的 意义 下 ; 

b》 选 代 程序 总 局 部 的 ， 即 j << ( (= o (0) 当 
Гк оо); НЯ "а" 当前 位 置 x, 0036965814 
的 x 的 选 代 值 ， 对 了 = 0 得 到 无 记忆 的 简单 Марков 
计算 程序 ， 

#-f X(+ ) 在 贿 定 性 方法 中 可 以 是 确定 的 ， 或 
者 也 可 以 包含 随机 参数 ， 在 计算 实践 中 ， 随 机 方法 党 
常 与 确定 性 方法 结合 起 来 ， 例如， 在 坐标 方式 的 下 降 
法 (coordinale -wise descent method ) 中 下 降 方向 可 随 
机 地 决定 ， 随 机 参数 的 项 率 特征 可 以 从 选 代 到 选 代 轮 
流 地 改变 ( 适应 搜索 法 或 “自学 随机 搜索 法 ) . 

各 种 确定 性 方法 广泛 地 联合 使 用 ， 包 括 用 几 种 方 
法 序 贯 地 和 平行 地 计算 向 值 ， 形 如 Y= Х,(Х (+ )) 
的 算法 的 复合 ， 等 等 ， 例如 Levenberg-Marduarit 法 
( Lewnberg -Marquardt method ) ` 


хох, (ауто, + BD yA), 


当 w = 0 与 梯度 法 【gmadicnt method ) 一 致 ， 当 = 
0 与 Newton 法 ( Newton method) —Ж. 

一 维 最 优化 (one-dimensiona] optimization) , BI 
极 大 化 和 核 小 化 一 个 函数 f(x) (xeR')， 除 了 它 本 
身 的 意义 外 ， 在 大 多 数 能 应 用 的 方法 中 是 一 个 必要 的 
步骤 .具体 的 一 维 方法 包括 ， 例 如 ，Fjbomacri 法 (Fib - 
опассі method )， 对 分 法 (dichotorny method) 《分 成 
一 半 } 和 抛物 线 法 ( purabola method )， 极 大 化 和 极 小 
化 多 元 函数 的 方法 有 梯度 法 ( gradient method )， 最 速 
ЕИ Ж { steepest descent, method of )， 坐 标 方式 的 下 
障 法 (coordinate -wise descent method )， 单 纯 形 法 
(simplex method ), 48 Ë (scanning method)， 共 
暂 榜 度 法 (conjugate gradiens, method оѓ), ШЖ 
(heavy sphere, method of the)， 调 节 法 (adjustment 
method )， 及 其 他 . 

上 列 大 部 分 方法 的 算法 属于 下 降 ( 上升) 法 (des- 
cent (ascent ) method) 的 系统 : Г 7 


хвл х,у 


这 里 对 所 有 ГОМ), f(x...) Sf(x,) 或 
f(x... )2 f(x,). 这些 方法 的 区 别 或 者 由 于 下 颖 方向 
у, 的 选择 ， 或 者 由 于 步 长 因子 (sep bctor) x 决定 的 
沿 下 降 向 量 运动 方式 的 选择 . 

对 其 等 高 线 是 “有 陡坡 的 山谷 ”的 函数 ， 切 市 方 
法 已 有 发 展 { 见 极 小 化 方法 〔 强 依赖 于 多 个 变量 的 
函数 的 ) ( minimization methods (for functions depen - 
ding strongly оп a few variables ))， 普通 的 【 非 切 割 ) 
方法 应 用 到 这 里 时 给 出 一 条 有 由 折 的 松弛 路 径 ， 迁 要 超 
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则 来 估计 ， 例 如 ， 解 的 精度 ， 吉 近 般 的 速度 ， 方 法 的 
可 柑 性 ， 从 问题 到 计算 的 准备 时 间 ， 算 法 的 收 化 性 等 
等 . 每 一 种 被 认可 的 方法 的 适用 范围 是 很 有 限 的 . 

为 了 检验 这 些 方法 ， 已 经 收集 了 一 个 代表 不 同 函 
数 类 的 标准 的 检验 函数 《test functions ) 的 集合 (М1 
[1]) ， 画 数 骸 大 化 和 极 小 化 方法 的 收 伐 性 已 被 广 泛 地 
研究 ( 见 16], [8]) ， 然 而 ， 收 敏 性 对 于 一 种 计算 的 有 
效 伏 止 是 既 丰 必要 又 非 充分 的 性 质 - 

所 有 上 面 的 方法 导致 一 个 局 郁 极 入， 如 果 第 一 次 
逼近 属于 这 个 极 值 的 吸引 区 域 . 总 体 极 值 的 检测 仅 对 
тй ЕЗЕН ОГ ЕЛЕ. 求 总 体 根 值 
的 理论 迄今 【 1989 ) 仍然 处 于 发 展 的 初始 状态 ( BL SAB 
值 问题 (muli -exremem problem )) ， 正 在 发 展 的 函数 
极 火 化 和 极 小 化 的 另 一 领域 是 非 光滑 函 数 的 最 优化 
СА [4], [13]，[16])， 特 别 地 ，-- 族 函数 的 极 大 值 
极 小 化 问题 一 般 导致 非 光 衫 函数 ( 见 极 大 化 极 小 ， 数 
值 方法 ( maximin . numerical methods )) ， 显然 ， 记 有 
常 月 的 最 优化 方法 有 -种 令 人 感 兴 趣 的 物理 的 、 经 济 
的 或 生物 学 的 意义 . 相应 的 研究 还 刚刚 开展 (Ж 
[9]) 认 且 导致 新 方法 的 创造 ( 亦 见 渤 代 法 的 连续 模拟 
(continuous analogues of iteration methods )) . 如 果 所 
考 虐 函数 的 值 由 于 随机 噪声 是 统计 地 定义 的 ， 则 随机 
逼近 (stochastie approximation ) 方 法 之 适用 于 求 极 
值 . 这 里 我 们 就 接近 试验 设计 (design of experiments ) 
т. 

应 数 极 人 化 和 极 小 化 的 试验 方法 《experimental 
methods ) 在 研究 极 值 中 利用 各 种 物理 过 程 的 复制 ， 一 
个 有 关 的 领域 是 在 模拟 计算 机 上 模拟 ( 见 [17]). 尽 
管 利用 最 简单 自动 优化 机 有 方便 性 和 廉价 性 ， 但 它们 
不 能 保证 计算 的 高 精确 度 

图 解法 (graphical methods) 只 是 适合 于 用 来 得 到 
粗略 的 估计 和 为 迁 代 方 法 构造 初始 逼近 . 

ЖЕЗ НЕТЕТ ЖЕР 

Ф„(х)&0 


( 约束 和 限制 ， 条 件 极 值 ) 给 出 的 ， 则 数学 规划 《ma - 
thematical programming) 的 方法 能 用 于 极 值 的 搜索 . 
这 个 问题 能 利用 草 函 数 和 障碍 机 数 ( 见 罚 函 数 法 ( pen - 
айу functions , method of ) ) 化 成 一 系列 无 约束 极 值 亲 
8. 
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函数 的 极 大 值 和 极 小 值 [maxinum and minimum of а 
function; максимум н минимум фувкинн ] 

实 值 阔 数 的 最 大 值 和 最 小 值 . {йй Йе 2 sQ 
中 在 其 上 法 到 极 大 或 被 小 值 约 点 分 别称 为 极 大 点 或 极 
А (МАЙ K POR R ]v K (maximum and minimum 
рош ) ) .如果 某 点 是 一 个 绝对 (5546) 极 大 点 或 极 
小 点 ， 严 异 的 或 非 严格 的 ， 则 此 函数 在 该 点 的 值 相 应 
地 称 为 绝对 【局部 )》， 严 格 的 或 非 严格 的 ， 裤 大 值 或 
极 小 估 ， 紫 集 十 的 连续 函数 总 在 该 集 上 取 到 最 大 值 和 
最小 值 . 

一 个 函数 的 极 大 值 和 和 极 小 值 统称 为 它 的 极 值 . 

Л.Д. Кудрявцев # Юй Ж 


"he approximate minimization of 


极 大 点 和 极 小 点 [maximam and minimum points ; мак- 
симума н минимума точки ] 

анха ыкшый эй 的 
m) ийын, š (ешю minimum рош). # f 
жй =й хі, 一 点 x, 称 为 局 部 极 大 点 


point))， 如 果 存 在 xs Мей бел. х, 3 f 
在 此 邻 域 上 上 的 限制 的 绝对 极 太 〔 极 小 ) 点 .应 注 
о (ЧЕЛ) 点 (strict maximum (minimum) po - 
jnts ) 与 йу: 《 概 小 ) 点 (non-strict maxi- 
mam nj points ) 的 区 别 《 (绝对 与 局 部 两 者 ) . 
л, хое 称 为 了 的 让 严格 (严格) 局 部 极 六 
点 ， 如 果 存 在 Xo ЭФ Ж О, 093—0) xe U # f(x) 
< f(x.) (f(x) у(х), x x). 

关于 定义 在 有 限 维 区 域 上 的 函数 ， 可 用 微分 学 描 
述 的 条 件 与 检验 法 ， 去 判定 给 定点 是 否 为 局 部 极 大 
( 极 小 ) 8. 设 了 定义 在 实 直 线 的 一 点 x, 的 邻 域 
+. # x, 为 非 严格 局 部 极 大 ( 极 小 )》 点 且 若 导数 
f(x.) 存在 ， 则 此 导数 等 于 零 . 

车 函数 了 在 点 Ye 的 一 个 邻 城中 可 微 而 在 x, 本 
身 可 能 只 是 连续 ， 并 且 导 数 f° 在 xy 的 上 述 邻 域 由 
点 x, 的 每 一 边 保持 符号 不 赛 ， 则 为 使 x。 是 严格 
局 部 根 大 (局 部 极 小 ) 点 ， 其 充 要 条 件 是 此 导数 山 于 
УТЕ, Ш хех, f(x) >0, Hwa хь 
хх 有 (xX) < 0 (ЖЫ, ШИ = ЕЕЕ, Шуя 
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x<x, f /'(х)<0. Ref x>x, f f (x)>0). 
然而 ， 不 能 对 每 个 在 x， 的 邻 域 中 可 微 的 函数 了 的 导 
数 在 x, 处 符号 变化 给 出 肯定 的 结论 
车 了 在 x, 处 有 m 阶 导数 月 Г (х„)=0(К=1, 
т 1), 0х) 00. Д х, 是 严格 局部 
极 大 点 ， 其 充 要 条 件 是 m 为 偶数 且 fm (х) <0, 
而 对 于 局 部 极 小 点 ， 条 件 换 为 m 为 偶数 且 f(x.) 
>0 
设 Оху xX,】 为 定义 在 点 x 全 二 (x 由， 
х) 的 п 维 邻 域 中 并 在 该 点 可 微 . 洪 x 为 非 严 格 
局 部 极 大 《 极 小 ) 点 ， 则 /的 微分 在 此 点 等 于 零 . 这 
个 条 件 等 价 于 子 的 所 有 一 阶 偏 导数 在 此 点 为 零 . 若 f 
Ехо СИОН И, ВТ В Е х0 
Ра, ЛЕСИ x 是 负 定 【正定 ) 二 次 
型 ， 则 xO) 为 严 举 局 部 极 大 【 极 小 ) 点 . 当 对 定义 域 
中 前 变 元 附加 某 些 限制 时 ， 可 微 国 数 的 极 大 点 与 概 小 
点 所 满 是 的 条 件 是 熟知 的 :必须 满足 一 组 方程 . 在 数 
学 的 一 些 专门 领域 中 ， 具 有 更 复杂 结构 的 定义 域 的 实 
аах (ЖЛ) 的 充分 必要 条 件 亦 已 得 到 ; 例 
如 ， 在 凸 分 析 (convex analyss) 与 数学 规划 【mathe - 
matical programming ) 中 ( 亦 见 本 数 的 极 大 化 和 极 小 化 
( тпахїпигайоп and minimization of functions }). #2 
НИКА 54 J sS ДЕ 3 BL SE $y ( variational 
cakuhs іп the large ) F 38E08F3 ， 而 函数 空间 上 的 函数 
Па АЙКЕ K д, H bk h АО ХЕ SE 4226 ( variational cal- 
сїйє) 中 被 研究 ЖОПА ЖЛЕ K X S Ro ЧЕ 
КергәлЕ;-Ж 
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пин ], ВРВ ТЕР (auto-regressive Spectral estima- 
tor) 

离散 时 间 平 稳 过 程 之 谱 密 度 spectral density) A(2) 
的 一 种 估计 是 F (Q), Wa: 1) 自由 关 的 前 4 个 值 等 
由 观测 数据 求 得 的 样 林 自 相关 前 值 ; 2) 在 上 述 条 件 
F. BL 大 全 为 六 密度 的 Gauss 随机 过 程 的 炳 
(епітору) Ся АИЙ. . Х, 是 以 了 (为 谱 密 度 的 实 半 
稳 过 程 ，x,{t=1,…, N1 作 为 X, 的 一 个 实现 自由 观测 
ош, щй КИНЕ / (4) 决定 于 关系 式 


[eeka f; = = а) 


жк 
= мо Уу хл, k=0,1,-- q; 


[os оад= вах, (2) 


其 中 符号 “三 "表示 "根据 定义 等 于 ”. ХИМНЕ 
共有 如 下 形 


f= 


其 中 系数 名，…, 有 ,和 oz 决定 于 (1) 中 的 g+1 个 方 和 
(М. [1],[9],[10}). (3) 式 表明 、 最 大 炉 谱 估计 量 与 
所 谓 自 回归 诸 估 计量 相同 ( 见 [2],[3]) . 正 整数 4 在 
这 里 所 起 的 作用 ， 类 似 于 在 用 周期 图 平 洪 法 求 谱 馈 度 
之 非 参 数 估计 时 ， 谱 窗 的 倒 宽 度 的 作用 ( 见 漳 窗 (spec- 
tral window)， 随 机 过 程 论 中 的 统计 问题 (siatistical pro- 
Мезе in the theory of stochastic processes)j) . 存在 若 
干 种 出 已 知 观 测 结果 估计 台 的 最 优 值 的 方法 ( 见 [1]， 
[41,[51,.181). 系数 А.Д, 和 的 值 ， 可 以 由 如 
下 Yule-Walker 方程 织 求 解 得 到 : 


а 

пзу а (4) 
了 

пау рб. (5) 


还 存在 其 他 一 些 计算 上 更 简便 的 求 这些 系 数 的 方法 ( 例 
Зд, 见 [],[4]-[6],[i0]) . 

对 于 样本 容量 较 小 或 复 谱 密度 的 情形 ， 最 大 炳 谱 
估计 和 作为 其 推广 的 参数 谱 居 计 (多 参数 洲 估 计量 
(spectral cstimator, parametric)), 1 7) ЧЕ ЧАН 
具有 更 明显 的 优越 性 :前 者 有 更 为 正则 的 形式 和 较 蝇 
的 求解 能 力 ， 即 可 以 更 好 地 分 辨 谱 密度 图 象 较 接近 的 
峰值 ( 见 [1],[4] 一 [7]) . 因此 ， 最 大 坑 谱 估计 是 在 平 
稳 随 机 过 程 的 谱 分 析 (spectral analysis of а stationary 
Stochastic process) 的 应 用 中 被 广泛 采用 ， 
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ЯХ PR E [Tmaximem-likelihood method ; максималь- 
ного правдоподобияя метод] 

统计 估计 理论 中 建立 未 知 参 数 估计 量 基本 的 一 般 
方法 之 一 . 

假设 根据 观测 结果 怀 来 估计 其 分 布 Ps КЖЕ R И 
ЖАК 0s@= R* . 假设 一 切 测度 P, 关 于 同一 测度 绝对 
连续 ， 由 等 式 

L(6)= 学 (Х) 

定义 似 然 函数 (jikelihood function) . 最 大 似 然 估 计 法 建 
СЕ 0 


L(0)= mak L. (9) 
所 决定 的 统计 量 人 Ж Ө 的 估计 量 .和 称 为 最 大 似 然 估计 
其 {maximum-likelihood estimator) . 在 广泛 的 一 类 情 
ЖЕ, ЖОМЕ DB gË (likelihood equation 


д 
Bo 1010)=0. i=1,' . k,0=(0., 0.) (1) 


的 解 . 

І.Х (XX，…,X,) 是 独立 随机 变量 (观测 结 
果 } 列 ， 其 联合 分 布 为 PA( 8eB) , 如 果 存 在 关于 其 测 
Ёт 


ар, 
ае OD, 


х, 0)= 
MJ 


£0= Пг, ө). 


而 六 小 { 志 有 如 下 形状 


f 2. 在 例 1 中 设 P. 是 正 态 分 布 (normal distribu- 
боп). 密度 为 


其 由 xSR!,0=(a, oj 一 oo <a<%wm,o >0) ,方程 (多 
为 


= (X,—a)=0, 

] 

Е n 
з > (0-а) 97 =05 


而 最 大 似 然 估计 为 


例 3 . 在 例 1 中 设 冯 以 概率 1-9 和 8 分 别 取 0 和 1 
为 值 ， 则 


це] ө*1-в)-%, 


ПОС МАРА д =. 
例 4 . 设 观测 结果 х= x, ЖОЧИН (diffosion pro- 
cess)， 其 随机 微分 (Stochastic differential) 为 


4X,=ga,(X,)+4W,, Х,=0, От. 


其 中 W, ДЕ Wiener 过 程 (Wiener process)， 而 是 未 知 
维 参 数 . 这 里 ( 见 13]} 


юв1-(8) =0 [а,%,)4Х,— | 2004. 
0 + 0 


Қа о)ах, 
. 9 
9_ r 
{ear 
? 
еа о ЕЕЕ 
优 性 的 想法 ， 而 对 其 良好 性 质 的 /泛音 注 的 信念 ， 部 
分 地 建立 在 最 火 似 热 法 用 于 众多 具体 问题 的 巨人 玻 
为 ， 部 分 地 建立 在 严 桥 证 明了 的 渐 近 最 优 性 | . 例 
ШИ, Е] Т АФН, ЕЕЕ ОВЕ А Р, р т 
Ж б,— 8. 如 果 存 在 Fisher 信息 量 
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M] Yn (0,0). ЖУ (0.1 '(ө)). 118, 
жа ХТ 0 ЖИЗ ЛУО (Ж. [4]). 
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[3] Лисцер, Р.Ш., Ширяев, А И., Статистика случай- 
ных процессов, М., 1974 {中 译本 : Р.Ш. 李 普 切 
Ж. А.М, 史 里 亚 耶 夫 ， 随 机 过 程 统计 ， 字 航 出 版 社 ， 
1987). 

[4] Ибрагимов, И. А.. Хасьминский, Р.З., Асимпготи- 
ческая теория оценивания, М., 1979( 1%: Jbragi- 
тоу, А.1. and Has'minskii, R. Z. [R.Z , Khas'rninskif]、 
Statistical estimation: asymptotic theory, Springer, 1981. 
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Ж < # EE [maximum modulns principle; максимума 
модуля привцип | 

表现 解析 部 数 (analytic_ function ) 3068800 3E ok Ж 
之 一 的 定理 , 设 f(z) 是 一 个 定义 在 复 空间 C" 的 一 
个 ( 开 ) 区 域 D 上 的 n 个 复 变量 z= (п, 2." Z.) 
(n2 1) 的 正则 解析 { 或 全 纯 ) 函数 、 它 不 是 常数 ， 
Ж) # ЖЖ. 最 人 草原 理 的 局 部 表述 (local formula - 
tion of the maximum modulus principle) 断言 f(z) 的 
模 在 点 ?ED 没有 局 部 最 大 值 ， 即 不 存在 z 的 音域 
(27) 使 得 2) 702091, кє (2,). ЖИИ Ж 
ФЕС) 0, MJ 2° 也 不 可 能 是 f(z 的 模 的 局 部 最 小 
值 点 . 一 个 等 价 的 最 大 模 原理 的 整体 表述 (global for- 
mulation of the maximum -modulus principle): 在 如 上 
的 相同 条 件 下 ， 在 任何 z?cD 处 ，f(=) 的 模 达 不 到 它 
的 最 小 上 界 

М = sup {|f(z)|: zeD}. 

因此 ， 若 在 有 限 闭 区 域 D 内 f(z) 是 连续 前 ， 则 M 
只 能 在 D 的 边界 上 达到 . 最 大 模 原 理 的 这 些 表述 、 当 
JG) 是 连通 复 (解析 ) 流 形 ， 特 别 是 Riemana 曲面 
( Riemann surface) 或 Rienam 区 域 ( 见 Riemannian 
domain) D 上 的 作 纯 函数 时 仍然 成 立 

最 大 模 原理 在 几 个 方向 上 有 推广 ， 普 先 。 代 符 
JG) 全 纯 ， Е 2) = ибс) +iv(z) 是 一 个 ( 复 ) 调 
和 函数 (harmonic function) 就 足够 了 ， 另 一 种 推广 同 
这 样 的 事实 有 关 : 对 于 全 纯 函 数 /(т), ЖЕ |f(z)| 是 
对 数 下 调和 函 巡 (logarithmically -subharmonic function }. 
若 f(z) 是 有 限 域 D = C" 内 的 有 界 全 纯 函 数 且 对 所 
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有 的 【EDD， 除 去 其 个 (R” = C" 内 ) 外 容量 (сара - 
шу) МАНКА Ec 8D、 有 
lim зор {17(2)1:2 = ç.z8D] S M, 


则 在 D 内 处 处 有 |f(z)] S М. 亦 见 二 常数 定理 ( two - 
constants theorem ) , Phragmén -Lindeliif 定理 ( Phragmén- 
Lindelóf theorem ) , 
ЗАГ PJ okk hh. 设 广 吕 = C" 
是 ( 开 ) 区 域 DSC"Ca 1) 到 C” й 0А, Ш 
=. fa)(m2 1), Ruh f(j= 1,77, m) 
D E fy 4 8 шж, f (2) # Ж#Н 11 
МЕЕ Ж Eucid 范 数 . BJ Lf(z) 1 在 
任何 2*eD 达 不 到 局 部 最 类 值 . 当 保 区 域 原 理 得 到 满 
是 时 ， 最 人 模 原 理 总 是 成 立 的 ( 见 保 区 域 原理 
(preservation of domain principle of )) 
参考 文献 
[1] Стоилов, C. . Teopm: функций комплексного үёремен- 
шого, тер. с рум., М., 1962 
[2] Вмедямиров, В. С., Методы теории функций мноих 
‚ 1904( ЖЖЖ: Май- 
mirov. V. 8., Mahods of the theory of funcions of 
many complex variables . М І. Т., 1966). 
[3] Шабат, Б В . Взслепж в комшексный анализ. 2 
ид. ч, 1-2, М., 1976. Е. Д. Соломенцев 所 
ПП 这 一 原理 亦 称 最 大 值 原理 【inaximum prindip- 
кю, йа 7777 
参考 文献 
ГАІ) Burckel . R. В., An introduction to dlasical complex 
analysis. 1, Acad. Press, 1970 
[A2] Ahlfors. L. V., Complex analysis. McGraw- Hill , 
1979. Ие 详 


комплоксных леременных, М 


最 大 值 原理 [maximnun principle ; максимума принцип], 
离散 的 

对 离散 时间 控制 过 程 的 Понтрягик 39 АА ХШ. 
对 这 种 过 程 最 大 值 原理 不 必 满 足 ， 即 使 Понтрягин 最 
大 值 原理 ( Pontryagin maximum principle ) 对 于 它 的 用 
微分 dxj dt 取代 有 限 差 分 算 了 ху, х, 得 到 的 连 
续 异 专 是 成 立 的 例如， 考虑 最 优 控制 问题 


maxJ(x;,,), а) 
ха (x. н,), (2) 
х,Е0,1= 0,5, T, (3) 

х= а. (4) 


这 可 以 作为 有 约束 的 极 值 的 标准 问题 来 处 理 ， 那么 一 
个 轨道 {x;、 ui} 的 最 优 性 条 件 能 借助 于 Lagrange Ж 
Ë (Lagrange function ) 


Р 
210) палов) paxa), 


而 得 到 ， 这 里 
paf. HTH 


由 于 类 位 十 连续 情况 ， 称 为 Hamilton 函数 ( Hamilton 
fumcüon).. BL J. (00, 5, Т) ЖЕТА 
КОЖА ОНЯ, 那么 为 了 (1) 一 (4) 
的 一 个 解 {x? ,wu? } 是 最 优 的 ， 必 须 存在 Lagrange Ж 
+. (Lagrange multipliers) {р;,1). 1 (ху, ul, 
站 ,是 Lagrange 函数 的 稳定 点 ， 即 在 这 点 

AL 0; 02 осоп SL дио 

дх др ' ди 
ЖЕНЕН S ER би. ТЕС ШОЧ 
程 的 动力 方程 (2) 和 初始 条 件 (4) . 第 一 个 条 件 时 
致 边界 条 件 种 对 脉冲 fp, } ЖИН: 

àJ 


Рн зү 


= дў ,一 
| Раз ° = Т 
第 二 个 条 件 导致 Hamilton 函数 的 一 阶 变 分 上 的 一 个 条 


件 : 


然而 ，( 5) 不 蕴涵 Hamilton 函数 在 最 优 控制 上 达到 
它 在 所 有 满足 约束 (3 ) 的 控制 上 的 最 大 值 ， 


Н хта р) = тан, (хит pra); 


这 表明 и; 是 Hamilton 函数 的 一 个 稳定 点 ,如果 
Hamilion Ў — 227 (ан, /ди,) би, 9 (% 
别 地 ， 当 wu; 是 一 内 点 ， 或 者 当 在 点 и; 存在 控制 的 
ТЖ дН,/ди, 的 容许 变 分 биш, Ah. 这 条 件 成 
立 ) ， 则 此 稳定 点 的 性 质 由 这 展开 式 中 的 后 继 项 决 


ж: 
А 
нди Yeu) H.(ul) = зм, 0. 


已 经 构造 出 种 种 例子 ， 其 中 и] 是 Hamilton 函数 的 一 
个 局 部 极 关 ， 一 个 局 部 极 小 ， 基 至 是 一 个 鞍点 、 所 
以 ， 一 般 地 ， 最 大 值 原理 对 离散 系统 不 成 立 . 
戏 于 按 相 变 量 是 线性 的 ， 
хуз = A(u,)x, + еби), 
或 按 控制 是 线性 的 ， 
ха = (x) + B(x.)u,, 
斯 些 系 统 ， 第 一 种 情 况 中 在 目标 лесе Ж 
线性 的 附加 条 件 下 ， 或 第 二 种 情况 中 在 U 的 凸 性 的 附 
加 条 件 下 ， 最 人 值 原理 是 满足 的 { 见 [1] - [5])。 
如 果 线性 离散 系统 的 最 优 控制 疝 题 作为 线性 规划 


( 【incar programming ) 问题 来 处 型 〔 见 [6], (71). А 
可 以 得 到 对 偶 丁 它 的 离散 时 间 动 力 问 题 .。 对 肽 冲 的 共 
斩 组 给 出 对 偶 问 题 的 动力 方程 . 在 一 个 最 优 轨 道上 、 
ХМЕЛ, ЛАН, ПН 
Hamilton 9—8. 
参考 文献 
[11] аа. L.- Ts and Wang. Ch.- 8., The discrete maxi- 
mum pliciple . Wiley, 1964. 
[21 Проюй. А. И., Элементы Teopm ошимальых npo - 
пессов, М., 1973 
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1971) 
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[5] Габасов. Р., 
и телемеханика y, 1966, 1), 46 — 51. 
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трсмума, М.. 


Кириллва, Ф. М., € Автоматика 


рование у, Киш. , 1971, 4, 31 – 40. 
Е7] Уванилов. Ю. П., Лропой, А. И., Докл. АН 
СССР», 198 ( 1971), 5, 10) — 1014. 
Ю 11. Иванилов 的 
【 补 注 】 对 解析 函数 的 最 大 人 入 原 埋 ， 见 最 大 模 原 理 
(maximum - modulus principle ) . 
参考 文献 
САТ) Bryson, A Е. апі Но, Y C.,Applied optimal con- 
“ml. Ginn , 1969. WB 详 ешт 


Maxwell 372 [ Maxwell distribution ; Максвелла pacnpe- 


деление] 


АЖЕ 


[|Z „жа уь 
р(к)= (Ул 57 е „х2 0, 
і о, 


х<0, 


(+) 


依赖 于 参数 о> 0 的 概率 分 布 【probability distribu- 
tion). Maxwcll 分 布 前 分 布 函数 ( distribution function ) 


жз 
2ф(х/в)- [2 е 


0. x<0, 


-l,x>0, 


к= 
\ 


其 中 Ф(х) 是 球 准 正 态 分 布 ("normal distribution ) 
Ж. Махуй 分 布 具 有 正 的 偏 度 系数 ， 它 是 单 峰 分 
布 ， 唯 一 峰值 出 现在 x = YZ s. Maxwel 分 布 具有 有 
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БЙР; 救 学 期 望 和 方差 分 别 等 于 2g 27 Hi 
{3л—8)в?'/л 
Ех, X Ñ X, EJ ЕШ O 和 о ЕБ 
ТАНАР, B| ОЕ /XTT XI УТ 
АКЕ (к) 的 Maxwall УЖ. # AJ 18, 
Maxwell 分 布 可 以 作为 随机 向 最 的 长 度 的 分 布 而 获得 ， 
该 随机 向 量 在 三 维 空间 中 的 Descartes 坐标 是 独立 的 ， 
并 月 以 参数 0 和 o? 正 态 地 分 布 的 . 具有 e= 1 的 
Maxwell 分 布 与 具有 三 个 自由 度 的 x 分 布 的 变量 的 平 
ЗЮ А { 亦 见 Rayieigh 分 布 (Rayleigh distri- 
bution ))、Maxwell 分 布 就 是 通常 所 说 的 统计 妨 学 和 统 
计 物 理 中 粒子 的 速度 分 布 .该 分 布 是 J. С. Maxwell 
(1859) 在 求解 关于 理想 气体 由 分 子 速度 分 布 的 问题 时 
首次 建立 的 . 
参考 文献 
{1] Feler, W., Ап mtoducion ( probability thoory ала 
its applications, 2, Wiley, 1971. 
А.В. Прохоров É 徐 锡 由 详 


Махней 方程 组 [ Maxwall equations ; Максвелла уравн- 
ення] 

介质 中 电磁 场 的 方程 组 ，18 世纪 GO Ф 1. 
C .Maxwell 在 当时 关于 电磁 现象 定律 的 实验 证 据 的 大 
础 上 建立 的 ， 

在 经 典 电动 力学 中 ， 介 质 中 的 电磁 场 由 四 个 出 量 
场 描述 ; 电场 强度 Е, Вб 0, ШЕЕ Н ИШ 
感应 强度 B， 它 们 是 3 维 空间 点 的 径 向 量 r 和 时 间 
ТАЕ, тА НЕ Е, 
容许 选 却 相应 物理 单位 制 来 测量 它们 的 绝对 值 ， 

Maxwell 方程 组 是 关于 下, D. H В б ЗЕ 
齐 次 偏 微分 方程 组 ， 在 国际 单位 制 下 ， 它 们 采取 下 列 
形式 : 


p +mtH = J, (1а) 

гв _ 

28 448-0, (1) 
divB =0, (їс) 
divD =, (4) 


上 其 中 非 齐 次 项 p (t, r) (88 28 É Л Ei rh Ha А) 
和 Дт, г) саса, Ой д ја ЖИЕ И-й 
运动 方向 单位 面积 的 电荷 ) 5669 88. Maxwell 方程 组 
也 可 以 用 积分 形式 描述 : 
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f p-as=0, (2с) 
РА 
фраз lodr, (29) 


其 中 5 是 性 何 具有 闭 边界 曲线 С 的 双 侧 曲面 ，6VY Ж 
R' 中 位 科 有 界 域 V Т Т; ПОА, а) 是 治 С 
的 弧 元 ，ds 基 有 向 面 元 ,dV b У 上 的 体积 元 ;而 
жду теі ds 指向 V £F. 

I E, D, H, B 和 本 不 是 独立 的 .根据 实验 
事实 ， 在 大 量 介质 中 ，D 和 УТ Е, 而 B (g 
依赖 于 日 、 也 就 是 说 ， 下 列 函 数 依存 关系 成 立 : 


п =р(Е), J= J(E), В-В(Н}, (3) 


存 为 物 态 方 各 (equations of sate) sÀ R Bbp h Ë 
( constitutive equations )， 丰 经 典 安 观 电 动力 学 范围 以 
内 ， 必 须 另行 给 出 物 态 方 程 (3) ( 修 设 或 由 实验 数据 
傅 定 )， 于 是 方程 组 对 剩 下 的 两 个 独立 向 量 E 和 H 
变 成 闭合 的 . 物 态 方程 (3) 的 其 体形 式 由 给 定 介质 及 
其 状态 的 电磁 性 质 确定 ， 一般， 在 物 志方 程 (3) Ф. 
向 量 场 D, 了 和 B 在 点 т ГИ £ 的 值 可 能 非 线性 
地 分 别 依赖 于 E 和 H 在 介质 所 有 点 【 非 定 域 情 形 ) 和 
根据 因果 性 的 物理 原理 在 给 定时 刻 r 以 前 所 有 时 间 
《其 有 后 效 或 记忆 的 介质 ) 的 值 ， 实 味 感 兴趣 的 大 部 分 
介质 以 也 和 于 对 下 及 BB 对 H 的 定 识 线 性 依存 关系 
为 表征 ， 在 这 个 情况 下 ，Maxwell 方程 组 结果 是 线性 
的 ; 然而 ， 在 应 用 中 会 碰 到 更 复杂 的 情况 (全 如 ， 罕 
光学 中 ) , 

物 态 方程 (3) 原则 上 可 借助 于 微观 电 轨 妃 学 ， 
并 考 虐 到 介质 各 部 分 的 返 动 ， 它 们 个 划 的 微观 特征 
(жї. ЖЕМЕ) 以 及 它们 的 相互 作用 ， 这 样 来 排 
导出 来 . 宏观 场 EE, H, D 和 B 的 值 于 是 定义 为 介质 
中 带电 粒子 个 别 运动 所 产生 的 微观 声 的 体积 平均 值 ; 
对 于 这 些 宏观 场 ，Maxwell 方程 组 适用 . 

在 两 个 不 同 介质 的 分 界面 十 ， 必 须 满足 下 列 边 瞄 
条 件 : 


ахи, "In x H,] = 3, 
[n X E,] — [n x E,] = 0, 
(n. D.)-(n'D )= o, 
(:B,)- (n: B,)=0, 
其 中 J, 是 面 电流 密度 ，o ВНЕ. n ИИ 
于 分 界面 的 单位 向 晶 ， 而 下 标 1 和 2 指 界 面 任 -全 
ею. 
Махуй J E R 00 — ЕРЕЕН ( oontin- 


uity equation ) : 


20 +фуу= 0， 
д 


Гран ЧЕ. 

Maxwcl 方程 组 在 Lorentz 变换 ( Lorentz transfor- 
mation) 下 是 不 变 的 . 如 果 在 上 其 有 坐标 x = x. x, 一 
y, x, = z 和 x, = ict 的 伪 Euclid 4 维 时 空中 ， 引 进 
两 个 反对 称 4 ЖЕШ К, 和 G, (К,1=1.2,3,4), 
它们 具有 分 量 : 

F. =B,, Е,= В, Fa = В, F, = EB. 
‚ош (4) 
бъ = B,, G, = Н, G, = Н,, Ga = ieD,, 
k=1,2,3, 


以 及 引进 一 个 4 维 流向 量 j (k= 1，2, 3,4)， 它们 
的 空间 分 量 j=j, =), = 与 电流 j 的 分 
量 一 致 ， 而 其 第 四 个 分 量 六 = icp 正比 于 电荷 密度 ， 
于 是 Maxwel ЭЙ ( 1) 可 写成 相对 论 性 协 变形 式 : 


дк, дЕ _ д, _ " 
та т зы 0 т, 2,3,4 (5) 
和 
n 
у дбы =,.6=1,2,3, 4. (6) 
ЙА дх 


在 这 些 方程 中 ，c = 299 792458 m/s 是 真空 中 光速 . Jr 
程 组 (5) 基 ( lb) 和 (1c) 的 4 维 形式 ， 而 方程 组 
(6) E (la) 和 {1d) 的 4 维 形式 ， 

对 于 真空 中 的 电磁 场 ，D = „Е, B= LH, 
因而 9, Р, / ш, Ж д 4л 07 H /m 是 真 
2109Ж г, = 1/ joc? 是 真空 电容 率 ， 而 电磁 场 由 
正好 一 个 张 量 F, 描述 ,如果 引进 4 维 向 量 电磁 势 
A.(k=1,2,3,4), 其 空间 分 量 A, = A., A, = A,, 
A, = A, 形成 所 谓 3 维 向 量 势 А (І, r), ШИЖ 
时 间 分 最 A, = (i/ с) 正比 于 标量 势 pg(1, г), 于 是 
反对 称 电 磁场 张 量 к, 可 通过 4 Ж Жн ОЕШ А, 
H 
0А, _ дА, 
ёх, дх, 

来 表达 . 由 于 (7), 方程 组 {5) 恒 笔 地 满足 ， 而 方程 
组 (6) 采取 下 列 形 式 : 
Гад, 2 дА А 
[5 x Эх |. 
к=1,2, 3,4 
也 就 是 说 ， 它 们 是 关于 А, 的 非 齐 次 波动 方程 。 电磁 
势 A, 的 引进 使 Maxwell 方程 组 可 以 写成 简单 形式 
(8). ЭШ. % А, 不 是 唯一 定义 的 ， 它 反映 形式 (8) 
的 Maxwell 方程 组 相对 于 规范 变换 的 不 变性 、 势 A, 
定义 中 的 这 个 不 唯一 性 能 移 予 以 消除 ( 见 规范 变换 


,k,l=1,2.3,4 (7) 


к 


(8) 


- 


( gauge trumsformation)) 
дё (4) 和 (7),， 物 现 上 可 观察 场 严 ЖН 可 以 
通过 向 景 势 A ЯКИ о 来 表达 : 


Н 二 notA,E=-eado - бА. 


Ba Ш 
中 电 伐 场 无 源 时 ，Maxwell 方程 组 (1) 和 
(8) 变 成 齐 次 的 ， 并 且 可 以 由 此 获得 对 电场 和 磁场 强 
麻 铂 齐 次 波动 方 织 
д2 
тер E-AE= 0, Jr jr Н-АН=0, 
其 中 д 是 Laplace 算 子 (Laplace operator), с 是 真空 
中 电磁 波 传 播 速率 . 

关于 电磁 场 的 Maxwell 方程 组 仅 适用 于 经 典 理 
i, 因而 ， 当 可 变 电 塘 和 开场 具有 很 高 频 池 和 很 小 波 
长 {与 原子 的 尺度 相 比 较 ) 时 ， 出 现 值得 注意 的 量 池 
而 电磁 场 及 其 源 的 理论 必须 建立 在 量子 电动 力 
学 的 基础 上 
参考 文献 

11] Maxwal, 1. С., A пхае on electricity and magnctism , 
Clarendon Рт, 1873 

12] Тамм, И. E., Өсновы теории электричества, 
7 изд., М., 157 (ЖЖ: И Е.Ж. ШШ 
H. ЛЖАН, 1963). 

3] Ландау, Л. Д., Лифшиц, Е. М., Теория поля, 
6 изд., М., 1973 Gb 8k; Л. Д.В, E. M 
ЖКК. Mie, A BA HHH БАЕ, 1959). 

4] Ландау, Л. Д., Лифшиц, Е. М., Электродинамика 
<плошных сред, М.. 1957 { 英 详 本 : Landau , L. D, 
and Lifshitz, E. М., Electrodynamis: of continuous 
media , Pergamon , 1960), В.Д. Куюн É 

【 补 注 】 关于 历史 的 概括 评述 ， 见 [A3]. 
参考 文献 

[A1] Jackson . 1. D ., Clasical dectrodynamics, Wiley, 1962 
(中 译本 : r. D 还 ， 经 典 电动 力学 ， 人民 教育 

出 版 社 ， 上 册 1978, ТЯ 1980) 

ГА2] Statton, J. А., Electromagnetic theory, Мобтам- 
нї, 1941. 

[АЗ] Whittaker, E. T., A history of the thoories of acther 
and @есиїу, 1—2, Меюп, 1951—1953, #18 Ж 


Mayer 问题 [Mayer problem ; Майера задача] 
关于 条 件 极 值 变 分 法 的 基本 问题 之 一 《 见 变 分 学 
《variational calculus )). Mayer 问题 如 下 : RES 
J(y)= (x. у(х,), хо. y(x,)), 
g:RXR'XRxXR"-— R, 
在 以 下 型 式 的 微分 约束 
ф(х, у, у) = 0, Ф: R xR'xR' -> R”, 


т<п 
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RB 91 Ft: 
бх, y(x.), хь, y(x.)) = 0, 


:RXR'XRXR'— В? p<2n+2 


下 的 极 小 值 . 详情 儿 Воја 问题 ( Bolza problem ) 、 
Mayer 问题 是 以 А. Mayer 的 名 字 命 名 的 ， 他 研 
究 了 读 问 题解 的 必要 条 件 (在 19 世纪 末 ). 
И Б. Вапнярскиї Ж Юа Ж 鲁 世 杰 Ж 


平均 曲率 (mean curvature; средняя кривизна], 3 Ж 
Бкій 空间 及 中 曲面 Ф 

该 曲 曾 点 4 处 主 曲率 (principal curvature ) k, 
17 к, 利之 半 ; 


*,+К 
н(а)= —— 


对 于 Euclid 空间 R"*' ЖЕНИШ 向"， 此 公式 可 推 
广 为 : 
ki 
H(A4)- 人， 

其 中 (i 二 1,，…,n) 是 所 给 超 曲 面 在 点 4e Q" 处 
的 主 曲率 . 

R° ФИН ТАЮ ЗР сто ЗВ ТАВ ЖЕЕ 
基本 形式 的 系数 表示 : 


1 LG—-2MF+NE 
НО Ебер ©, 


其 中 E, F, СЕК Аер 处 计算 的 第 一 基本 形式 
( fst fundamentai form ) 的 条 数 ，L, М, N 是 该 点 处 
第 二 基本 形式 ( second fundamental form ) 的 系数 . 在 
所 给 曲面 由 方程 z = (х, у) ВНЕ. З 
曲率 可 用 下 述 公式 计算 : 


H(A)= 
| 05 
ЕГ 
此 公式 推广 到 R"*' 中 由 方程 x, ,= 了 (x1, UU, x.) 
定义 的 超 曲面 Q" ШТ: 
HB(A)= 


|р - 5 0р ar др 
дхі 


1х, 0х; дх,дх, 


(рр 


696 MEAN-SQUARE APPROXIMATION ОЕ А FUNCTION 


其 中 
:一 2 人 -2 
p` = |grad f| (2 ) + (22 у 
Л.А. Сидоров 8 
【 补 注 】 对 于 n Җ Euclid ФЯ п—-т>1 
的 m 维 子 流 形 М. 半 均 曲率 推广 为 平均 昌 率 法 向 量 
(mean curvature normal ) 概念 


其 中 е, ст.е. Ж М р 处 的 法 空间 ( 见 法 空 
间 {曲面 的 } (normal! space (to а surface )) 的 标准 
TRE, A(e): Т,(М) + ТМ) (T, (MY 为 
МЖ pp 处 前 切 空间 ) 是 M 在 p 处 沿 e, ЖЕ ЕЁ 
状 算 子 【shape орепшог). Ж М 在 р 处 的 第 … 基 
ЖЯ УША (о) (X), YY = (У(Х, Y), е,) 
相 联 系 - 
和 参考 文献 
[AI] Berger, M., Gostiawx, B , Differential geometry. 
Springer, 1988 ( 译 自 法 文 )、 
ГА2] Do Carmo, M ., Diferential geometry of curves and 
surfaces , Prentice - Hall 19% 


[АЗ] Blaschee, У/., Leichtweiss, K . , Elementase Differen - 


tialgeometrie , Springer , 1973 
ГАФ] Chen, В.-Ү., Geometry of submanifolds , М. Dek - 
ker, 1973. КЖ 详 


函数 的 均 方 这 近 [ mean- square approximation of а fimc- 
Чоп; среднеквадратическое приближенне функция ] 

函数 w(t ) 对 函数 fO) 的 -种 通 近 ， 通 近 前 误 
SEE j(f;p) 出 下 式 定义 : 


п.) | -0( dol), 


其 中 c(r) 是 [a,b] БЯ Ноза са. 
设 


0), (0), (#) 


Ж а, 5] 上 关于 分 布 do{t) 的 一 个 规范 正 交 系 
( orthonormal system) . 当 用 线性 组 合 Ул wi (t) 对 
ЮЖ (г) 作 均 方 遂 近 时 ， 对 每 个 n=] , 2 ，… 、 最 
小 误差 由 和 式 


РОО 


АШ. KOP, а, (f) 是 函数 (т) А (0) 
的 Fourier 系数 ( Fourir cocfficients ): 因此 ， 最 好 的 
速 近 方法 是 线性 的 . 


参考 文献 
[1] Гопчарон, В. Л. Теорня интерполировиния и приб 
лижения функций, 2 изд., М., 1954 .( 中 谋 本 : В 
Л.М. ААР ІВ. ШАН. 


1953). 
[2] Szeg5 ，G ., Orhogonal polynomids , Amer. Math. 
Soc., 1975 


Н.П Корнейчук. В. П. Моторный 把 
САРЕ ЛАРЗА: 函数 逼近 ; 函数 过 近 ， 线 性 方 
法 ， 盘 佳明 近 ， 最 佳 平均 吉 近 ;最 佳 线性 方法 ， 
参考 文献 
[AL] Cheney, EW., Introduction to approximation theory , 
MeGraw- Hl. 1966. 
[A2] Natanson , 1. Р., Constructive theory of fundions ， 
1-2, Е. Опваг, 1964—1965( ЖА). 
ЖЖ. Ва Ж 


可 测 分 解 [ measurable decomposition ; измернмое раз - 
биение ], 可 测 分 划 (measurable partition )， 测 度 空 间 
(М.н)% 

空间 МАЧ Kf СНЕЖ) 的 一 
分 划 ( 见 室 间 的 分 解 decomposition of а зрасе)) 2, 
它 能 作为 M ЕЖУ (数值) H Bum ( measurable 
function ) 的 分 为 水 平 集 的 分 划 而 得 到 .此 定义 可 以 用 分 
划 的 “内 草 “ 性 质 来 改 述 ( 见 [1]) . 按照 测度 论 中 问 
题 的 一 般 处 理 方法 ， 略 去 零 测 度 集 不 计 ， 可 测 分 划 往 
往 理解 为 异 零 可 测 分 划 ， 亦 即 ， 模 零 等 价 于 其 个 可 测 
分 划 【 测 度 空 间 M 中 的 两 个 分 划 称 为 模 零 等 价 ， 如 
果 存 在 等 测度 集 N 使 由 2н р 2015 MAN 的 
ЖИРЕМ MAN 分 划 相合 ) ， 

尽管 此 定义 对 任何 测度 空间 有 意义 ， 位 实际 上 可 
油分 划 益 不 多 总 是 对 Lebesgue 空间 (Lebesgue 
space ) 考 老 的 【有 时 考虑 的 空间 具有 后 一 性 质 到 基 种 
程度 ， 例 如 ， 委 过 只 有 完满 测度 空间 ; 见 [2] 与 [3]; 
完满 测度 ( perfect measure ))， 这 是 由 于 在 这 些 空 问 中 
可 测 分 划 有 许多 “好 "性质 . 这 样 ， 此 时 便 存 在 属于 
ЭГЕ ЖИЕ Ж (或 者 如 早期 常 说 的 ([1]) ， 
测度 的 典 则 系 ) ， 这 是 分 划 “《 的 元 C 上 的 测度 
жб + |С) 的 系 ， 它 能 使 人 们 把 关于 的 积分 看 作 黑 
次 积分 : 首先 ， 在 C 上 日 关子 适当 的 py(。 1C) 进 
行 积分 ， 然 后 必须 积 出 结果 ， 这 种 于 续 可 看 作 起 在 商 
空间 邮政 上 的 函数 关于 自然 调度 д, 在 该 商 空间 上 
АЯ СЕХ, МУСИ С 的 元 素 作 为 点 ， 而 其 可 漠 
子 集 就 是 可 测 原 象 生 自 然 投影 к: M > M/E 下 的 
象 ; 此 测度 定义 为 a.(A)=u(m (A). 车 将 (M. 
B) 看 作 概 内 论 中 基本 事件 的 空间 ， 可 以 说 条 件 测度 条 
是 同 特殊 的 Lebesgue 空间 密切 相关 的 条 件 概率 的 一 种 
“改进 ”; 对 于 基本 事件 的 任意 空间 ， 条 件 概率 -… 般 


исми жэ, 


ЖЕ ЖЕ 36 ДУАН Е ВНЕ, 

不 可 测 分 划 ( 548 0 不 可 测 分 划 ) 决 不 像 不 可 测 
š ”对 象 ， 例 如 ， 将 迎 
富 间 分 为 其 轨道 的 分 划 可 以 有 完全 
о 银 简 单 ， 它 的 性 质 与 可 测 分 划 的 性 


参考 文献 
ГЪ] Poum. B. A.. 
107 – 150 
[2] Гиеденко, Б. В., Колмогоров, А. Н., Пределыые 
распределения для сумм независимых случайных 
величин, М.-Л. 19490 Ф: Gneleako , В. У. 
and Kolmogorov. А. N., Limit dstribuions Гог sums 


«Матем. c6.3, 25 (199), 1, 


oF independent random varables, Addison - Wesley 、 
1954) 
[3] Сазонов, B. B... Изв, АН СССР, Сер. матем). 
26 (1962), 3, 30] —414. Д.В. Аносов {Ж 
ТАЕ 在 遍历 埋 论 中 关于 Lebesgue 空间 与 可 测 分 划 
Йу — 4 f АН Я9 #5 B° Рахлин-Налк® 定理 《Rokhlin- 
Halmos (heo), ЗИ taj RR: 设 r = 
(A,, с, A.) 为 Lebesgue 空间 (М, <, п) 的 有 限 
可 测 分 划 ， 日 了 二 此 空间 的 自 局 构 ( automorphism ) . 
那么 ， 对 任何 “> 0 与 任何 nsN， 存 在 Es, 使 
Е, TE, СЗ, ТЕЖ, P (ОТЕУ > 1-6. 
R (ЕПА) = (Вуда) = 1, =, r) (ЖЖ 
式 结 果 几 取 平 凡 分 划 (M) 而 得 ) . 
参考 文献 
[Au] Сое, І. Р., Fomin, S. У. and Ѕіпаї, Үа. G.、 
Ergodie theury , Springer , 1982, Chapt. 10, $ 5 
Жж # аж 校 


可 测 流 和 measurable йоз; измеримый moToDk]， 测 度 空 
МСМ) 中 的 
空间 M 的 自 同 物 所 成 的 族 12*】 (t ЖЕЙ 
R), їйї: 1) 3—91, sER, xeM, T' (T'(x)) 
= 了 (xi 52) ВМХ М(х, +t) 为 
T'x 是 可 测 的 《对 M x R 赋予 M 中 的 测度 与 R 中 
Lebesgue 测度 的 皇 积 测度 ) .这 里“ HB [а] Яра) 
的 严格 意义 【并 非 异 0) ， 亦 即 ，T' 必须 是 M M 
将 可 测 乐 呐 为 同一 测度 的 可 调 梨 的 一 一 映射 . 如 果 利 
用 模 0 АП, ДА: 2) 代 之 以 不 同 特性 的 
条 件 ， 后 者 导致 连续 流 ( continuous flow) 概念 FJ 
测 流 在 遍历 理论 (crgodic theory) 中 有 用 . 
Д.В. Аносоз Ж 郑 维 行 Ж ШЖ 校 


F] NJ #£ | measurable function; измеримая функция ] 
1) 047, ПГТ SRE ТОЕ. 

实 变 量 x 的 函数 f(x): 对 于 任意 a. ЖЕ ftx)<a 

的 所 有 点 x 构成 的 集合 E, 是 Lebesgue ИЖИ ( пка - 
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surab зе). јх. xx,] |.) аар Аа bt 
ЕВ ИМНЕ 2 S E ñ k Ti R ЖЭ ЖЕШ, 
这 就 是 所 谓 的 可 测 丽 数 的 C 作 质 (Н. Н, am, 
1]913 ， 亦 见 Лузин C 性 质 (Lzn C -property )) 

2) 空间 让 上 的 可 测 函 数 是 相对 于 关中 的 一 可 
ЖЕНШ АЖ АМ. ВА 是 一 个 a 
ж. Щй X 上 的 实 他 阴 数 了 是 是 济 请 数 ， 如 果 对 于 
任意 实数 a， 有 有 


R, YE EA, 


其 中 


Б„={хеХ:](х)<а}. 


Rj={xexX: fx) #0). 


这 个 定义 等 价 于 : 实 值 函数 了 是 可 测 徇 ， 如 果 对 所 有 
Borel 集 (Bore] set) В, Жї 


R (Y(xeX: f(x yep1ea. 


当 4 是 一 个 о 代数 时 ， 如 果 E. ( WI xeX: /(х)е 
Вр) 可 测 ， 则 称 了 可 测 ， 可 测 函 数 炎 在 算 
运算 于 是 封闭 的 ;也 就 是 说 ， 如 果 7 (п = 
ТЯ, ЖА / +f ЛР, пах С, fx), min (fi , 
f, R af(a 为 实数 ) 均 可 测 ; 和 lim 
W. — Ht Gul R], Ял Ж т) ЭГЕ RE ар Wi 
可 测 函 数 概 念 的 一 个 排 广 是 一 个 可 测 空 间 (measurabie 
space ) 到 另 一 个 可 测 空 间 的 可 测 映射 ( measurabk map- 
ping). В В. Сазонов Ж 
参考 文献 
[1] Halmos , R., Measuwe theory, v. Nostrand , 1950 ( 中 
详 本 : 愉 ， 哈 尔 麻 斯 ， 测 着 论 ， 科 学 出 版 社 1958). 
12] Dunford , N алй Schwarz, J T., Linear operator , 
1, Interscence , 1958 
[3] Колмогоров, А. Н,. Фомин, С, B,. Элементы 


теории функпий н функциональцосо анализа, 4 
изд., М., 196 (piki А.Н BUNDA, C 
B、 播 骨 ， 两 数论 与 泛 冰 分 析 初 步 ， 高 等 数 育 出 版 
M. 1957). АШИ # 苏 维 宜 Б 


可 测 映 射 [measrable mapping ; измеримое отображе - 
яне | 

可 测 空 间 ( measurable space) ( X, , .wx , ) 1% 
空间 (XX,, ое) 的 映射 了 J， 使 对 一切 4evr。， 


РЧА) = {x: (хее. 
Еа 是 一 个 КЕЕ СХ, <) ВАА Вне Ж 
{ Borel set) J ç 代数 >, Ë 58 ati F. ГАЈА s 


WG MR AK ГИГИЕ ( medsurable function) (然而 、 
Жо», 0-0 z D]. Павао УЖ ИИ НЕП 
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分 理论 的 需要 来 修正 ) ， 若 w, 与 <, WEER36, 3ED 
对 =, 的 某 一 子 类 中 的 每 个 集 B， 这 里 此 子 类 生成 的 
环 为 整个 ws， 有 /71(B)s.x,， 则 了 是 可 测 的 ， 类 
似 的 论断 在 a R. CBS e 代数 的 情形 成 立 ， 知 
(X,, э) 与 (X,, а) 是 具有 Во] 集 的 o 代数 
前 拓扑 空间 ， 则 每 个 从 X, 到 X, 的 连续 映射 都 是 可 
测 的 ， 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ，.wr 是 Borei 集 的 ç 代 
ËH ий у 上 的 一 个 有 限 非 负 的 正则 测度 《egulr 
тезше) 【正则 性 意 为 (A)= (g(F): ЕСА, Е 
ВИФ). ИЖ. Ж Y 是 一 个 可 分 虚 量 空间 ， 乡 是 
Borel 集 的 o 代数 且 了 是 从 (X, e) 8 (Y, т) 的 
ЛИВ Я, ДЕЕ > 0、 存 在 一 个 闭 子 集 
TCX, 使 p(X\F)<s НЕ Е ЕЖ (Лузин 定 
E ( Luzin theorem)). ` 
эке 
{1] Halmos, Р., Measure theory, v. Nostrand , 1950 ( 中 
译本 : P. R， 险 尔 摩 斯 测度 论 ， 科 学 出 版 社 ， 
1958). 
[2] Neveu, Ј., Mathematical foundations of the calculus of 
probabilitis ，Holden -Day ,1965( 详 自 法 文 ). 
[3] Bourbaki, №., Elements of matheratics, Integration , 
Addison - Wesley , 1975, Chapt . 6; 7: 8( 译 自 法 文 ) . 
[4] Dunford, М. and Schwartz, }. Т., Linear opemtots , 
General theory , 1, Interscience , 1958. 
В.В. Сазонов ry ж Жен E 


ЭИГЁЙЁ [ measurable set; измеримое множество ] 
可 测 空间 (measurable space) (Х, <) 中 属于 
的 子 集 ， 这 里 < 是 X 的 子 集 所 成 的 坏 或 e 环 ， 这 
个 概念 是 在 解决 与 推广 各 种 集 的 面积 (长度 、 体 积 ) 
кашыр ыж. ЖЛ, ШЇ 
将 多 边 形 《线段 、 多 面体 ) 的 面积 (长 度 、 体 积 ) 作 
为 可 加 本 数 扩张 到 更 广 的 集 系 上 的 问题 ， 可 测 集 被 定 
义 为 集 系 中 的 一 个 集合 ， 使 上 述 扩张 能 够 实现 ; 这 种 
扩张 称 为 测度 ， 因 此 ，Jordan 测度 (Jordan measure). 
Boral 测度 ( Borel measure) 与 Lebeszue 测度 ( Lebesgue 
measure ) 相继 被 定义 出 来 ， 他 们 分 别 与 Jordan. Borel 
与 Lebesgue 可 济 集 相对 应 ， 去 解 将 R" 中 任何 固定 
测度 的 扩张 问题 便 导致 Radon 测度 (Radon mea- 
вше) 《Lebesgus -Stiljes ДЕ ) 以 及 关于 Radon (Lebe- 
эуе -Stieljes ) 测度 的 可 测 集 ， 与 定义 在 一 个 抽象 集 上 
的 测 应 有 关 的 可 珊 集 是 指 所 还 测度 已 经 有 定义 的 集 . 
参考 文献 
[1] Колмогоров, А, H., Фомин, C. 8B 
теории функдий и функцнонгльного анализа, 4 
изд., M., 19760: А. Н. ЖАЎ, С. 
日 . 福 明 ， 丙 数论 与 泛 函 分 析 韧 步 ， 高 等 教育 出 版 桩 ， 
1957) 
[2] Halmos, P ., Measure theory, у, Nostrand , 1950 ( 中 


Элементы 


W£: P. К. 叭 尔 摩 斯， 测度 论 ， 科 学 证 版 社 ， 
1958). А. П. Терехин {# 
【 补 注 ] 


参考 文献 
[A1] Hewit, E. and Stremberg. К.. Real and abstmct 
analysis , Soringer , 1955 ЖЛ ЖШ 校 


可 测 Ee 间 [ пказшаЫе space; измеримое пространство ] 
—1ТАЯШХ 的 子 集 所 成 的 特定 环 或 c ЖУ 
《特别 地 ， 代 数 或 c 代数 ) 的 集 X. 
例如 : 具有 由 Jordan 可 测 集 所 成 的 环 的 及 "( W, 
Jondan 测度 ( Jordan measure )); 具有 由 有 限 Lebespue 
测度 《Lebesgue measure ) 的 集 所 成 的 e 环 的 R”; H 
有 出 Borel Ж ( W. Borel # (Borel set )) 所 成 的 代 
数 的 拓扑 空间 至 
参考 文献 
11] Нат, Р.. Measure theory, у. Nostrand 、1950( 中 
译本 : P 、 阶 尔 摩 斯 ， 测 度 论 ， 科 学 由 版 社 ，1958 ) . 
В.В. Сазон Ж ЖШ 译 苏 维 宜 К 


测度 [measure ; мера ], 集合 的 测度 (measure of а 
э) тания 

ЭВ. ИИТ НЕ 
人， 并 直观 地 对 应 于 带 有 质量 分 布 的 空间 的 集合 的 质 
BE. 集合 的 测度 梳 念 产生 于 实 变量 函数 论 ， 它 与 积分 
(integral ) 概念 的 研究 与 改进 有 关 , 

定义 与 一 般 性 质 . 设 X 为 一 个 集合 ，@ 为 Y 的 
一 个 子 集 类 ， 定 义 在 # 上 的 非 负 (不必 有 限 ) 集 西 数 


Ов) ўво 
成 立 ， 这 里 п 分 别 取 2， 任 意 有 限 自 然 数 且 n 所 о. 
ХЮ и 称 为 集 半 环 (semi-ring of 
sets), ШЖ 
1) ея, 
2) Е,, Е,є7 蕴含 E (ПЕ,єғ; 
3) Е, Бє», E,C E #i@ Е уйл 


Е (ЈЕ, Е,С\Б,=ф(15#]), Е, 
(i= 1,5, в, и < о). 


ХК .2 称 为 集 环 (ring of ss), Jn 


1)фе.ж; 
2) Ei, Е,6# ЖФ Е JE,ex, Е NE;e 7. 
半 环 的 一 个 例子 是 : X= R', “2 为 一 切 形 如 


{хт (ху, 7, x,)eR* 
的 区 间 族 ， 这 里 a,, b e€R(i= 1, 2, k). ЖАКЕ 
的 一 切 可 能 的 有 限 并 构成 一 个 环 . 

ХОРА ЖЗ о 环 Co-ring}， 如果 


a Ex, <h,, i=1,,k} 


1)@es; 
2) 上 ,EE У Й Е \Е,Е0; 
3) в,е(0=1,2,:-), ша US Es. 


每 个 6 环 均 为 环 ;每 个 坏 均 为 半 环 . 

有 限 加 性 测度 《finitely -additive measure ) 为 满足 
т(ф)= 0 ЛОЗЕ ЕЕЕ ЖШ m. ЖЕЛЕ 
的 定义 域 Z, 可 能 是 半 环 、 环 或 " Ж. Ж} о} 
上 的 有 限 加 性 出 度 的 定义 中 ， 有 限 加 性 条 件 可 减 吕 为 
加 性 ， 它 导致 同一 概念 . 

车 m 为 有 限 加 性 测度 ， 集 合 E, E, U E, 8 
于 它 的 定义 域 ， 并 且 Ec ҮЕ, MJ 


m(E)< Ўт(8,. 


设 m, 为 以 Z, 为 定 尽 域 的 有 限 加 性 测度 ， 以 az。 为 
定义 域 的 有 最 加 性 测度 m, 称 为 m, 的 扩张 
(extension)， 如 果 ФС, 且 对 一 切 EcZ, £ 
т,(Е) = т, (Е). 

每 个 定义 于 半 环 >» 上 的 有 限 加 性 测度 m 具有 到 
会 9 КЕЛ Q (2) 上 的 有 限 加 性 测度 x° 的 唯 
一 扩张 ， 此 扩张 定义 如 下 ， 每 个 Re (э) 可 表示 为 
B= Uk, E €Z, E E =ф(1%3), 从 而 令 

m'(E)= пе. 

其 有 可 数 加 性 的 有 限 加 性 测度 称 为 测度 
(measore) .测度 的 一 些 例子 : 设 久 为 任意 非 空 集 
а. #, 为 由 X 的 季 集 生成 的 e 环 、 环 或 半 环 (xl, 
X, 为 赴 的 一 个 可 数 子 集 ， 而 p,，p,，… 为 一 
些 非 负数 ， 则 函数 

ЕЕ) =} p, 6, (E) 
为 在 4, 上 定义 的 测度 ， 这 里 5 (E)= 1, # xeE; 
5,(Е) =0, # xÉ E. 测度 65, 为 基本 测度 ( elementary 
measures )， 退 化 测度 (degenerate measures) 或 Dic 
测度 ( Dimac measures ) (有 时 称 Dirac 质量 (Dirac 
тазе )). 并 不 是 每 个 有 限 加 性 济 度 都 是 测度 例如 ， 
# Х ЖИН [0, 1] 的 有 理 点 集 ，.9 是 [0, 1] 的 子 区 
间 与 X 的 一 切 可 能 的 交 构 成 的 半 环 ， 且 对 每 个 a, b, 
0<2<Ь<1, 
т((а, БОХ) =т(Га, Б) (1х) 

=m((a, 5007) 

= т([а, p](1X) 

=6-а, 
那么 т 在 > 上 是 有 限 加 性 的 ， 但 不 是 可 数 加 性 的 . 
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DL Z, 为 定义 域 的 (有 限 加 性 ) 测度 称 为 有 限 的 
(finite》 (EE, с 有 限 的 《o-finie))， 如 果 对 一 
切 еа, m(E)< о (ШЙ, ЖУН Беа, 
有 有 好。 中 序列 14E,}、 0 EC US E, У т(Е) < 
(i=1,2,-:)). 《有限 加 性 ) 测度 m 称 为 全 有 限 的 
(totally fine) (Ф т 有 限 的 (totaily o -finite))， 如 
员 它 是 有 限 的 (相应 邮 ，o 有 限 的 ) B хел. 

一 个 对 (XX, 2) 称 为 可 测 空 间 (measurable sp - 
ace)， 其 中 X 为 一 集合 ，.9 为 的 子 集 的 c 环 ， 
满足 U. E= X. ZX# (X, ⁄, н) 称 为 测度 空 
间 (measure space)， 其 中 (X, 9) 为 可 测 空 间 , и 
为 ,和 上 的 测度 .具有 会 有 限 测度 н H H£ a (X) 
=1 正规 化 的 空间 X 称 为 概率 空间 ( probability sp - 
ае). 在 抽象 测度 论 中 ， 其 基本 概念 是 可 测 空 间 
(Х, ) 或 测度 空间 (X, 2, a), у 的 元 察 也 被 看 
Еп 98 ( measurable set) - 

”测度 空间 的 性 质 、 设 (E,) 为 可 测 集 的 任意 序 
ЗІ, А 
1) a(lminf g.) < iminfa (Е); 


2) ЖЖК ВОИ) <, M| 
и (шир E,) 2 limsup A(E,); 


3) # lim,. „ЕЖЕН 2) 中 条 件 满足 ， 则 


pa Е,) = йз (ЕЈ). 

оя 上 定义 的 有 限 可 加 测度 m 为 测度 ， 当 且 仅 
当 对 т 中 满足 UP Ec 的 每 个 单调 增加 元 列 
{Е,}Ж mmflim E,)=Em,_¿m(E,). 

B (X. Z. н) ЖШПЕН, (X,, 2 ,) 3 T 
НИ 工 为 由 X, 到 X, 的 可 测 映射 (measurable 
mapping )， 即 对 一 切 Ec ,, T CE) = { 
TxEE}e,， 由 映射 了 生成 的 测度 (用 ит Ж 
R)3 Z, EB ИТ Е) = PT-i(E)) 定义 的 测 
Ё. E ОХ, >, пу ук, Ж ХСХ. 对 
(X = (ЕПХ,: Бет } 中 的 集合 E 上 定义 
ns 

(Е) Pf НСВ), 


则 (Xi, (YX,, А) ЭЖЕН; n, 称 为 测度 и 
在 X, 上 的 限制 (restriction ). `: 
“Р(Х, >, n) (ҖЕНЕ и) 的 原子 (atom) 指 
的 是 满足 下 列 条 件 的 任意 正 测度 集 E: 若 РСЕ, Fe 
.， 则 或 者 K(F) = 0， 或 者 &(P) = АСЕ). AE 
子 的 测度 空间 称 为 的 【non-atomic 》 тЫ 
(continuous) (此 时 也 称 所 是非 原子 或 连续 的 ) 
(X, #, д) 为 具有 非 原子 о панхюзаа 


700) МЕАЅОКЕ 
E e, Й 2 


0 <a < n(E,) 的 每 个 «(可 能 


пес), ВЖ E, € % Е, СЕ R u(E,)= w. 

测度 空间 ( u) 《或 测度 и) 称 为 完全 的 
tcomplete ) 、 如 2. FC E, kK(E)=0 ШЙ 
Fe. ар (X. ^н) 可 用 下 述 方法 完全 


fk: 对 2 ЛЕП EJN 的 集合 ， 其 中 Ее Мс 
Ме Мес, НСМ) = 0. АЕА F(E U) 
Му= дЕ). 这 种 形式 的 集合 的 类 构成 一 个 5 Ж, H 
互 是 其 上 的 完全 测 昨 ,测度 为 办 的 集合 称 为 零 集 
Саш set). 如果 性 质 Q BE ЕЖА, 
ЛИЕ 0 在 辩 上 几乎 处 处 (almost -everywhere ) 成 
3. 

测度 的 扩张 MO 度 &， 称 为 测度 u, МГ, m 
Ян. 是 к АГЕ ( 见 上 ) 中 的 坊 张 ， 定 
义 在 举 环 н НИТТЕ К А .2 生成 
前 环 ar (2) 上 的 潮 度 (此 扩张 可 依 有 限 可 加 测度 情 
形 的 区 样 方法 实现 }， 进 而 ， 定 义 在 环 . 上 的 每 个 测 
Вн АКУН o 生成 的 o Ж (жт) 上 的 测度 
HU Жон у о 有 限 的 ， 则 入 是 唯 -- 且 口 有 限 的 .4 
ЫА Ec (p) 上 的 值 林 由 公式 


и) = т Y'a(E): Еєў,р=1,2,, 


(=) 

АШ. 
ХОРООН АО (hereditary), Шт e 
类 中 的 任 一 集合 时 ， 会 这 个 集合 的 一 切 子 集 ， 


外 测度 (our measure) 是 定义 在 可 传 o #8 2 (ЗК 
既是 可 传 的 又 是 a 环 的 集 类 ) 上 的 集 函 数 m , Ç f 
下 列 性 质 : 

1) 0 <m` (E) < о. m`(6) = 

2)E<Q F É m'(E)<Sm'(F); 

З) т, Е) У н"). 

对 于 环 2 БЕЕН д, ТАА 


Е) бнаа беа, Е=1,2, s, 


来 构造 出 г 生成 的 可 传 ç а ку 3 (2) (Оя) 由 可 
Ж а НАЗЫНА ВИВА ЗН) 上 的 外 测度 и" 
外 测度 A” 称 为 由 测度 и 学 出 的 外 测度 【outer mea- 

зше). 117 

т ХОРВОО o Ж ж 上 的 外 
测度 .集合 Ee v PR m “可 浏 的 (т ° -meesurable ) , 
masaq Ау ж СС” 

m (A)= m (АЕ) + т (АС\(Х\Е)). 
由 m ӨГ ИИК Z E c 坏 ， 它 包含 一 切 
外 测度 为 等 的 集合 ， 册 等 式 m (F) ат СЕ) 定义 的 


Z СЮ т 是 完全 测度 并 称 为 由 外 测度 т a 
出 的 测度 . ` 

` P u MAR 上 上 的 测度 日 к^ 为 由 и #19 
жж) БИЕ. 设 2 与 万分 别 表 示 n" 可 测 
Ячи w 导出 的 到 上 的 测度 . 那么 , É КЮ 
T, RBT (е) с. ЧАНА (к) 给 出 
的 (т) бн 也 是 测度 ú 的 扩张 . 车.“ 
上 原来 的 测度 O c 有 限 的 ， 则 空间 (X, Z,h) 是 
空间 (X, #(#), д) АЛЕСЯ (+#)). р 
Жой» ЕМ. ШШ 2 ЖОЙЫ o Ж 
Z (52) 上 的 导出 外 测度 дт 由 公式 


B'(E)= nflg(F): ES F, Кє} 
给 出 ， 
与 外 测度 一 起 ， 可 定义 上 出 测度 导出 的 内 
测度 《inner measure ) 如 下 


п.(Е) = sup{u(F): E> F, Pez), Be (>). 


对 每 个 集合 EE 2), 可 测 核 ( measurable ker - 
па) #* 与 可 测 包 ( measurable envelope ) E” 定义 为 = 
ЮЖ, ЕССЕ" НЕР СЕ\Е', Р 
ЕТМЕ Р, Ее ff (F )= (Е) = 0. 
可 测 核 总 是 存在 的 ， 但 可 测 包 只 当 E 有 с 有 限 外 测 
度 时 存在 ; 此外， 有 n. (Е) =n (E), n (Е) 一 
B(E7”). 设 УЙ 2 上 的 测度 ， 并 设 н" 为 它 到 由 
多 生成 的 g 8 #(#) 上 的 扩张 . 具有 有 限 g 测度 
的 子 集 E 上 的 内 测度 и, ИГИЛ АЕ САТ и) 
表示 为 : 

(A) (Е) и" 
进而 ， 属 于 可 传 og (т) 具有 有 限 外 ш" 测度 的 
集合 гж р" тй, Нн a '(F)= =u, (Р). 


жое 上 原来 的 测度 и 为 全 有 限 情形 下 ， 关于 集合 
Ec X W) n° 可 测 性 的 充 要 条 件 是 : 


(Е\А), АСЕ. 


ВОХ) = СЕ) +” (Х\ Е). 
对 多 二 全 有 限 测度 ， 此 条 件 往往 取 为 集合 E M u` 
可 测 性 的 定义 . 


# (X, Z, u) 为 具有 о 有 限 测度 的 空间 而 X|, 
ХХ, 为 由 .生成 的 可 传 o 坏 2 ( 22) 中 元 素 的 有 
ЖК, ХЕШ .2 生成 的 a БЕД X... X, 
上 ， 可 以 定义 测度 Р, еу." 上 的 测度 и 相合 ， 
Jordan 测度 ，Lebesgue 测度 与 Lebesgve -Steties 
测度 .由 R* 中 Lebesgue 测度 给 出 测度 的 扩张 的 一 
个 范例 、 形 如 
I=í(x x 
BJ XK BHS. R ° 中 的 半 环 wr ， 对 每 个 这 样 的 区 间 ， 伪 


а, S<x,<b.i=l. r.) 


‚ 
А-П, а) 

(АЧ) 与 了 工 的 以 积 相 - - 致 ) . ВАЛЕ > ЕВ о 
限 的 与 可 数 胡 性 的 ， 并 有 到 出 < 生成 的 5 M oo 上 
的 蕉 一 扩张 测度 А'; 与 R* Виа 集 (Вота 
set) 《或 Borel 可 测 集 ) 的 o ЖЫНЫ. ШЕЛ 首先 
为 E. Borel 于 1898 年 定义 ( 见 Bord 测度 (Borel 
пказше )) ，4” 的 完全 化 不 ( 定义 于 Z F ) 称 为 Le- 
besgue 测度 (Lebesgue measure) ， 晶 为 HH. Lebesgue 
于 1902 年 引进 ( 兄 Lebesgne 测度 Lebesgue measure D. 
让 的 定义 域 中 的 集合 称 为 Lebesgue 本 可 测 的 {Lebesgue 
пешае). ЕЖ ES R: 属于 7, 5 B 8" 
¿(= Y (E) + A (INE), НОР ie 是 包含 E ñj 
ЖАЫ; 此 时 Д (Е) = U (FE). ЖЕ ЕСЕ B+ 
Z. ЗАН ЗЧ АЈ (7 (20, в 1,2, 5) 
WE н, оо, 07 n 恒 有 ЕВ, ЄЎ, Дир 
В,= { хєв*: 1х1 <ғ}. R' F—#] Borel 集 的 族 
的 势 为 c( 连续 统 的 势 ), 10-8) Lebespue 可 测 集 的 
族 钓 势 为 2' ， 因 此 包括 式 x < .元 是 严格 的 ， 亦 即 存 
在 非 Borel 可 测 的 Lebesgue 可 测 集 . 

Lebesguz 测度 1 关于 有 R* 中 的 线性 直 交 变换 A 
以 及 出 元 xsR* 所 生平 移 变 换 是 不 变 的 ， 评 即 对 一 切 
Ber 有 A(AE+x)= А(Е). 

利用 选择 公理 { axiom of choice) 可 以 证 明 ， 存 在 
ЯР Lebesgue 可 测 集 .后 如 在 直线 上 这 样 的 集合 可 以 
ШОК ЕРЕ R 中 的 每 个 陪 集中 取 一 点 而 得 
Ж ( Vitali Я ( Vitali example )). 

历史 上 R rz Borel 与 Lebesguc 测度 的 产生 要 迟 
+ C. Jordan 在 1892 年 定义 的 测度 ( 见 Jordan ИЕ 
( Jordan measure )) Jordan 测度 定义 的 概念 很 接近 于 
起源 于 溃 希腊 的 面积 与 体积 的 经 典 定义 ， 这样， 集合 
E= R! 称 为 Jordan 可 测 的 【Jordan measurable )， 如 
果 存 在 两 个 可 潜 成 有 限 个 也 斥 从 形 的 并 的 集合 ， 其 中 
之 一 会 于 ЕШ Е, ЕА (用 明显 
的 方式 定义 ) 之 差 为 任意 小 . 这 样 集合 的 Jordan WJ 
Ж (Jordan measure) GR Е 的 矩形 集 的 有 限 并 前 
体积 的 下 确 界 Jordan 可 测 集 也 是 Lebesgue 2] 8 
її, ЭЖЕН ЕЧ Jordan 测度 与 Lehesgue 测度 相等 . 
Jordan 测度 的 定义 域 只 是 一 个 环 而 不 是 of 环 ， 这 就 大 
天 限制 了 它 的 应 用 范围 ， 

Lebesgue 测度 是 更 一 般 的 Lebesgue -Stiekjes NI E 
的 一 个 特殊 情形 ， 后 者 是 利用 R' 上 具有 下 列 性 质 的 
ЗИН К же ХА: 

1) -ю<Е<о; 

2) жфа, <,(2-1, 55, k), дса Аса 
F(a 77. а,)2 0, ЖШ А,_, 是 在 点 a 关于 第 i 
坐标 步 长 为 b. — a, 的 差分 算 十 ; 


3) Ма, b. Е(а, y+ F(b 
bi) (= 1,7, А). 
给 出 这 样 的 函数 Р, К) 
1= Te 
的 测度 п, 用 公式 
п.) А, аА аР, с, а,) 


жй. ЖН н, 在 这 类 区 间 所 成 的 半 环 上 是 可 数 加 
性 的 且 有 到 Borei 集 的 c 代数 上 的 扩张 ;此 扩张 的 完 
全 化 便 产 生 所 谓 对 应 于 下 的 Lebesgue -Stieljes 测度 
{Lebesgue -Stieltjes measure). 特别 选择 F(x ，…，, X.) 
= хусу, ВЈ Lebesgue 测度 . 

积 空间 的 测度 、 据 定义 ， 两 可 测 空间 (Х|, |), 
(X,, #,) 的 积 是 指 这 村 的 可 测 空 间 (X, x x,, 
хит), 其 中 XX X= {Xr х); хех, 
x ТРУ H .Z, x ;为 由 形 如 
ЕХЕ, = [(х,,х,): x € É ,, х8.) (ЕЁ, Е,Є 
y) 的 集合 的 半 环 > 生成 的 КЮ o Ж (o Ж 
1 与 gx М). # (Ху, у, B) S (X,, ⁄, 
т.) 为 测度 空间 ， 则 公式 


НЕ ХЕ) =. (Е) АЕ), E ЄЎ, Ee, 


定义 了 2 БЮ: Жон, Би, 均 为 go Ж, н 
Е у хое. СИ, ШЙ л, хи, 
测度 дохид, 与 空间 (XX Х,, и х, н, Хд) 
分 别称 为 测度 д, 与 p, 的 积 (product of measures) 
与 测度 空间 x, жун) 5 (X,, Za B.) 的 积 
( product of measure spaces). R* 中 Lebesgue 测度 
与 R' 中 Lebesgue 测度 的 积 的 完全 化 为 R +! Lebe - 
sgue 测度 ， 类 似 地 可 定义 任意 有 限 个 测度 空间 的 积 . 
设 (X,, i, n.) (iel) ЖЖ и (Х,) = 10е 
Ту 的 测度 空间 的 任意 族 ， 据 定义 积 空间 ( prodnet sp - 
ace) Xx =[],,x, # 1 上 一 蕊 甫 数 的 集合 ， 满 足 :对 
每 个 ie/， 这 种 函数 在 i 的 值 为 元 索 x eX, 中 的 
ЗГЕ ( measurable rectangle ) 是 形 如 了 ,6E, 的 任 
意 集 合 ， 这 里 Ее 且 仅 有 有 限 个 集合 已, УХ 不 
两 ,可 测 卸 形 的 族 构成 半 环 中 ， 由 2 产生 的 g 环 记 
ЖП, 并 称 为 o >, ЮА. йн Ж 
上 对 E=[[, E, Bu(E)=I], n (8.8 хна 
数 .如 此 定义 的 函数 4 аю тш], ,上 的 
唯一 扩张 测度 ， 记 为 有 ,4,. 测度 空间 (TL. x,. 
П.» П.н) Жата СХ, ©, и) Gen ЮА. 
任意 多 个 测度 空间 的 积 是 下 述 更 一 般 格式 的 特 
便 ， 它 看 概 率 论 中 起 宣 要 作用 . 设 (X,, 7,) (Gen 
为 可 测 空 间 族 (每 个 多 , 为 o 代数 ) ， 并 设 对 每 个 有 
Вт тега П... x. 1]. Z) 
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Саў в, =, д ЖНА ВО r < D 上 的 
概率 测度 и. BHRSFBLACMUE и,, z, 依 下 述 意 义 
270) (compatible), ЮФ 1 SI, Н p, жж 
TI, x, ЕЕ 上 的 投影 ， 则 对 一 Eel ' 
有 u (E)= urpu (E) (ЖХ, pa 为 [i 到 
П... БЁН. 1—0 er 有 (р. (х)),= 
x;)， 下 述 问题 便 产生 了 : н Í|, z, 上 的 概率 测 
上 度 ， 使 对 每 个 有 限 的 1， c 了 与 每 个 ЕЄ[], 了, 有 
Ln(E) = Kp (Е) (ЖШ рж ||, x, 到 ww,X， 
上 的 投影 )? 原来 这 样 的 测度 不 总 是 存在 ， 为 保证 其 
存在 性 必须 附加 条 件 、 这样 的 一 个 条 件 是 测度 Ri 对 
应 于 一 点 的 集合 ie 1) 的 完满 性 (perfectness ) ， 完 洲 
测度 ( perfect measure) 概念 首先 为 Б. B. Гноденко 
与 A. H. Колмогоров ( [6]) 引进 . 具有 全 有 限 测度 
的 空间 (XX, 多 ,A) 以 及 测度 н 本 身 称 为 完 渍 的 (per- 
fect)， 如 果 对 ХОБЕ ГАБАН Г, Вок 
Я ВСС), (у (В) = 4{X)， 完满 性 假设 
ТЕНИ ТАНЯ "Б" Ий. 

һау. Р ЕРЕ РЗС, ЭШ 
常 是 讨论 关于 所 论 空间 的 拓扑 傅 某 种 方法 为 连通 的 集 
合 二 定义 的 测度 ， 一 个 典型 的 方法 如 下 . B X 为 任 
意 拓扑 空间 ， 并 设 > 为 形 如 f OF) 的 子 集 的 类 ， 
这 里 /为 六 上 连续 实 值 函 数 且 Fc 恨 ' 为 用 集 . 设 
Ж 为 由 类 > 生成 的 代数 且 2 为 由 ж с 
(10 称 为 Baie Ж с 代数 (a-algebra of Baire 
sels， 亦 见 售 代 数 (ароба of ses)). 现在 设 .4 为 时 
上 全 有 限 上 且 有 限 可 加 测度 m 的 类 ， 且 在 下 述 意义 下 为 
正则 的 : 对 一 切 ЕЄҸ, m(E)=sup[m(Z): Z < E, 
деху. 在 .x 中 要 区 别 三 个 对 (有限 可 加 ) 测度 附 
加 一 定 的 光滑 性 形成 的 子 类 м, Z, ж, ШП 
R. пем, ШАЛЕ ТАЯР Z, | 区 ,Ze Ж 
HLZ。) 4 O ( 此 性 质 等 价 于 & 的 可 数 加 性 ; .4 上 
的 测度 有 到 2 上 的 唯一 扩张 ， 因 此 总 假定 它们 在 = 
上 定义 ); нее, ЁХТЕМ 2. 10, Деж 
有 1(Z,) + 0; ЖА he 4， 是 指 对 每 个 &>0， 
存在 紧 集 K, 使 当 EcX\K, EC [RT Н(Еу<е. 

包含 式 єз 25 Z 4 3. < 中 的 元 素 
称 为 Baire 测度 (Baire measure ) . 

在 ж 中 的 测度 与 X ЕЛГЕ ЕКЕН С(Х) 
上 的 线性 省 函 之 问 有 徐 切 联系 .也 就 是 说 ， 公 式 


AD = || fam 


建立 了 有 限 加 性 测度 тее 与 C(X) 上 非 负 线性 泛 
函 之 间 的 一 一 对 应 ( 非 负 意 为 对 f(x)20 (xeX), 
AG)20 ЖУ). 此外， 对 每 个 集合 Гея, 


m(Z)=nf[A(); xz S fS1), 


其 中 Xz 为 Z 的 指示 函数 . 这 种 对 应 将 ‚НЕ 
映 到 o ЖЕЎ ВА {oa-smooth functionak ) A( 亦 即 上 其 
НИНУ. 对 CCX) 中 /4 0 有 A(f,) 一 
0), 将 < РЕЯ, + 光滑 泛 函 (Tf-smooth funç- 
боть) (АЯТО А: 对 C{X) R£ 
ЛЕМ f, + 0 f AU.) 一 0)， 并 且 将 .4 中 测度 
ВАЗ 632 8 ( dense fnetionak ) ( 亦 即 具有 下 述 性 
Ж: 在 СОХ) Р а 满足 17 和 1 R. 
在 紧 集 上 一 致 有 f, > 0 的 每 个 格 网 了 有 AU.) с” 
0; 这 里 |. | 表示 一 致 范 ) . 

空间 .x 常 赋予 弱 拓 扑 w ， 其 中 邻 域 基 由 形 如 

Шото fas fee) = {т: л тато) <=, 

к=1, 7, n. /,, ес) 

的 集合 构成 ,关于 此 拓扑 Ww ，.x 是 全 正则 Hausdorf 
空间 ， 依 拓扑 w 的 收敛 性 常用 记号 > е. Р 
网 m, 对 m КЖЕ: m => m, ЖЕНЕ m, (X) 
-> m( X) 与 对 一 切 Ze 之 有 limsupm , (Z) < m( Z). 
关于 m, => m 的 另 一 充 要 条 件 为 : 对 一 切 这 样 的 Be 开 
使 存在 Z. 2,67, ХЛЕС7,, EC Z, т(7,Г\ 
Z.)=0, Ж m,(E) ~ m(E). ЖЕҢ X 为 全 正 
则 的 和 Hawsdorff 的 ， 则 .x, PE ЧЕ, ЧАЧ X 
可 度量 化 .车 X 可 上 度量 化 ， 则 x, 有 一 度量 使 е, 
可 分 ， 当 且 仅 当 ХТА, ЖА <, 有 一 度量 使 它 
是 完全 的 ， 当 且 仅 当 Х 有 同样 性 质 ， 车 X 可 度量 化 ， 
则 .如 可 度量 化 ， 当 且 仅 当 它 可 用 Léry - Прохоров 度 
ЖШ {Lévy-Piokhorov metric ) 度量 化 . 

空间 .4, 在 .4 中 为 序列 闭 的 (Anexcatmpoa 定理 

(Aleksandrov ћеоет)). 集合 ÀC 称 为 紧密 的 

(ш), ЖЖ sup [m (X): meA} < oo 且 对 每 个 

2 > 0 &E# KK， 使 对 一 切 EcX\K, тєА, вез 
有 m(E)<¿£. 若 4c AL 为 紧密 的 ДАЖ е, 
中 为 相对 紧 的 ; 反之, 若 X 可 度量 化 且 是 拓扑 完全 
的 ， 则 4 4。 为 相对 紧 的 ， 此 外 ， 若 4 中 每 个 测 
度 集 中 于 X 中 基 个 可 分 子 集 上 ， 则 А 是 紧密 的 ( IIpo- 
хоров 定理 (Prokhorov theorem )) . 

在 一 定 条 件 下 ，.4x ,的 元 可 以 扩张 为 Borel 84 
度 ， 即 定义 在 Вой 集 的 6 代数 上 的 测度 (JL Boa 
Ж ( Borel set); Вота 测度 (Borel measure)) ， 例 如 ， 
3: X 为 正规 可 数 - 仿 紧 Havsdorff 空间 ， 则 每 个 测度 
heh。 有 到 正则 Borel 测度 的 唯一 扩张 ,车 X 为 全 
正则 与 Hausdorff 的 ， 风 每 个 + 光滑 ( 紧密 ) Baire 8 
度 有 到 z 光滑 ( ESE ) Borel 测度 的 唯一 扩张 . 

Baire (Borel ) 测度 的 支 集 (support ) 是 这 样 的 最 
小 集 ZEr( 对 应 地 ， 最 小 闭 集 )， 它 的 测度 与 整个 空 
间 的 测度 相等 .每 个 + 光滑 测度 有 一 支 集 . 

通常 在 考区 拓 补 空间 ( 龙 其 是 局 部 紧 Hausdorff 


s= 


空间 ) 中 的 测度 讨 ， 总 假定 Borcl 与 Baire 测度 是 在 
不 太 宽 广 的 集 类 的 ， 更 确切 地 说 ， 在 赴 紧 集 与 
对 应 的 ， 紧 G, 集 生成 的 c 环 上 给 证 的 . 

设 G 为 局 部 紧 Hansdorff НАКЕ. G Ед: Haar 
ЗИЁ ( eft Harr measure ) в ВА ЕН E T ЖЕ 
ий с НОЕ, и ЖНА РНЕ - 切 xe 

与 z 的 定义 域 中 的 中 有 u (x E)= ЩЕ). 右 Haar 
Lright Haar тегше} 用 美 似 的 方法 定义 但 条 什 
H(XE) = нЕ) и(Ех) = F(E) ҖЕ. ЕНЕ 
的 类 型 的 任何 群 上 ， 左 Haar 测度 恒 存在 及 ( 确切 到 一 
个 正 的 丙 法 常 因子 ) 是 唯一 的 . 每 个 左 Haar NIE IC F 
述 意 多 是 正则 的 ; н(Б) =зир{н(К): КСЕ}, 这 里 
K At SE ， 右 Haar 测度 有 类 似 的 性 质 . R* 上 的 Lebe - 
sgue 测度 为 Haar 测度 (Haar measure ) 的 特例 — JF 
时 拓扑 向 量 空间 中 的 测度 ( measure іп a topological 
Vector Spacc) . 

测度 空间 的 同 构 . BL (X. 2, н) 为 测度 空间 . 
WAS E, Е'є 称 为 u 相等 的 C4-equal) ( 记 为 
Е = Ela]. За ИЕЛЕ) 20 这 里 ЕАБ Ж 
ЖЕНЕ ШАЙ, ВЕК (symmetric 
difference of ѕез)). 用 . 表示 у 中 集合 依 此 等 式 
ЗЕ Е. ТЕ .Fw 中 进行 有 限 次 (或 可 数 次 ) Ж 
论 运算 是 有 定义 的 、 例 如 ,车 E ,= E [a] B Е, = 
Еи, ЖЕ, ЈЕ, = E U E,[#]. 测度 n 可 用 明 
КЕРДЕ ЗЕ БАНИ 

W Z, 为 >, 中 具有 有 限 测 度 的 集合 所 成 的 子 
Ж. 2, x Z, 上 的 函数 p(E, Е') = н(ЕЛЕ) Ж 


— FEB. АЖ (X, 7, нп) 称 为 可 分 的 《 separ - 


абе), ЖУЮ 多 ,关于 度量 о 是 可 分 的 : # (Х. 
Z, n) 为 其 有 c 有 限 济 度 的 空间 且 о Ж у 是 可 数 生 
成 的 ( 即 存在 可 数 族 (Е, =, (Ë ,为 含有 此 族 的 
最 小 z 环 )， 则 度量 空间 *, 是 可 分 的 . 

两 个 测度 空间 (X, ж, п) S (X,, 2, 
и.) ТН (isomorphic), WR 3848 (у |), 到 
(е) 上 的 一 一 映射 о, Wm 


@(ENF)= Ф(Е)\‹фр(Р), (ЕКЕ) = ф(Е)\)ф(Р) 


5 
(Е) = a.(@(F)), ~ Е, Ре( Ф| )„. 


现在 令 (X. Z. н) 为 任 意 的 全 有 限 测度 空间 . 存在 XX 
МЫЖ Хе (n= 1,2,…) 的 分 划 , 使 在 
X, 上 的 限制 或 者 与 集中 于 1 ҮТ 或 者 与 
ЕЖЕ [L.C U. z. u) 辐 构 ， 确 切 到 一 个 正 的 
ИР, Жа 局 ={0.1 (0D=u({11)=1/2. 
而 集合 【可 以 有 任意 的 势 (Maharan - Колмжолов 定 
理 (Maharan -Kolmogorov фсогета)). # (X, 7, 
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к) 是 可 分 的 ， 非 原子 的 ， 且 р(х) = 1， 则 它 同 构 于 
за. ,4,)、 了 为 可 数 集 ， 后 者 原来 同 构 
于 带 有 Lebesgue 测度 的 单位 区 间 . 

随 着 作为 一 集合 的 子 集 上 函数 的 测度 论 的 发 展 ， 
作为 Boole Ж ( sk Boole 代数 (Boolean algebra )) 的 
元 上 函数 的 测度 论 已 经 发 展 起 来 ; 在 许多 方面 两 老 是 
半 行 的 . 测 谱 的 另 一 遂行 构造 要 追溯 到 W. Young 与 
Р. Dank {Ж [12]). 卡 值 于 实数 或 复数 的 测度 论 或 
取 他 于 某 个 代数 结构 的 测度 论 已 有 发 展 ， 它 们 是 对 下 
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【 补 注 】 标题 “测度 空间 的 性 质 ”下 所 列 性 质 1) 与 2) 
通常 称 为 Falou 引 理 {Fatou lema), Ж. Faton 定理 
( Fatou theorem ). 

标题 “测度 的 扩张 ”下 所 述 的 测度 的 扩张 办 法 属 
于 C. Carathtodory ， 并 且 与 术语 Carathtodory 扩张 定 
更 ( Carathšodory extension theorem) 与 Camthzodory 
外 (内 ) 测度 ( Carathéodory outer (inner) measure) 
( m Carathéodoyy 测度 (Carathéadory measure )) 一 
起 ， 人 们 常 谈 到 Carathéodory 扩张 (Carathéodory ех - 
tension ) 7 
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回忆 由 集合 ХО Ж 4 所 成 的 坏 (MUS SB, т 
Ж) <, ЖА Ac #@ Х\АС z, Жу Boole 代 
Ж ( Boolean algebra ) 或 代数 (арфа) (ЖШ, Ç 
代数 (s-dlgbra) 或 о Ж (с-м). АЖК 
(дорга of scts )). 通常 在 测度 空间 (X, 2. a) Ро 
и 可 被 证 明 是 一 个 o 域 (特别 尖 2 (X) < oo 时 此 
事实 成 立 ) - 

Жї “& c 有限" 很 少 使 用 . 

Borel 为 了 构造 测度 д 曾 给 出 很 好 的 概念 ， 可 是 
Lebesgue 是 首先 作为 物 造 元 的 副产品 而 给 出 和 的 满 
意 的 构造 . 

乘积 空间 也 常 被 写成 --【 类 ) 张 县 积 (Хх X.. 
2 人 7 人 Ai)， 

在 每 个 有 限 积 上 志 相 容 概 率 测度 的 一 族 测度 空间 
СХ, 和)， 称 为 测度 空间 投射 系 【prqjective sysem 
of measure spaces), ЖЕ TÍ X, 二 相应 前 概率 测度 
存在 ， 便 称 为 投射 极限 (projectiwe lmit)， 当 1 为 可 
数 时 ， 它 是 存在 的 【Jonescu-Tulcea 定理 (Jonescu- 
Tuleea theorem ) 参见 [5]) ` 

假设 X 为 拓扑 空间 且 < 为 Borel z 域 ， 则 (x, 
Z, B) 对 每 个 有 限 测度 п 是 完全 的 ， 如 果 X Ж Polish 
空间 ( Polish space ) 或 更 一 般 地 是 Лузин 空间 ( Luzin 
space), ЖЫР (X, 2) 常 称 为 标准 可 测 空 间 (standard 
messurable space )， 或 更 加 一 般 地 是 Суслин 空间 (Su - 
slin space) . (此 时 (XX, 5) 有 时 称 为 Blackwell ШЧ 
Ë] ( Blackwell measurable space) ) ( Ж Же É 
( dscriptive set theory) 的 补 注 .) 

当 X 为 有 理 数 空间 ， 或 更 一 般 地 ， 为 说 Polish 
的 Лузин 空间 (Luzin space) К], Прохорв 定理 
{ Prokhorov theorem ) ЖЖЖЖ, АШ). “ 

在 抽象 情形 下 ， 当 (4,) 为 (XX. 2) 上 有 限 测度 
序列 ， 这 里 .~ 为 o 域 。 使 对 任何 де, 

m(A)= іти, (A) 

也 称 为 测度 ( Vitali -Hahn -Saks 定理 (Vi - 
见 [3] 或 [5]) 


存在 ， 则 m 
ali -Hahn -Saks theorem )， 
参考 文献 
[A1] Press, D , , Metric spaces in which Prokhorovs theo - 
rem is not valid , Z , Wahrschcinlichkcitsthcor - Verw 
Gebiete, 27 (1973), 19—116. 
[A2] Cohn , D., Measure theory , Birkháuser , 1980 
[АЗ] Hewitt, Е. and Ross, К. A., Abstract harmonic 
analysis, Г, Springer, 1979. 
[АФ] Hewitt, Е. and Stromberg , К. R., Real and abstract 
analysis , Springer, 1965. 
ЖЕП # Илт 校 
拓扑 向 量 空间 中 的 测度 [ measure in а topological vector 


расе; мера в топологическом векторном npocTpane- 


тве] 

用 来 指明 定义 在 拓扑 向 量 空间 (topological vector 
space ) 中 的 测度 的 一 个 术语 、 以 强调 这 测度 与 空间 舶 
线性 拓扑 结构 相关 的 一 些 性 质 ， 当 构造 拓扑 问 量 空间 
中 的 测度 时 过 到 的 一 个 壮志 问题 是 将 一 个 预测 度 (pre - 
measure ) 扩张 成 测度 . 设 已 是 一 个 【 实 或 复 ) 局 部 是 
Bl, Е) 是 它 的 柱 集 (cylinder set ) 的 代数 uE 
ХЕ (E) 上 定义 了 一 个 准 测 各 .过 求 将 此 准 测度 扩张 
成 在 o 代数 В, (E) 上 定义 的 可 数 可 加 测度 ， 其 中 
m. (E) 是 包含 W(E) 的 最 小 o К. ВЕ) 是 与 E 
中 的 拓扑 自然 相关 的 所 有 a 代数 С 55 Bor, Borel 等 
等 ) 中 最 小 的 ， 对 一 次 类 空间 E， 这 些 a 代数 相互 一 
致 ， 在 特殊 的 也 是 最 重要 的 情形 下 ， 空 间 E= V', 
即 E 是 某 个 启 部 凸 空间 V 的 对 个 空间 并 赋予 弱 * 拓 
F (于 是 ÉE'= V), Эй V' 上 的 准 测度 и 可 扩张 成 
测度 ， 只 要 它 的 特征 泛 函 【Fourier 变换 ( Fourier trans- 
torm)). 


үө) = {oxp{ix(p) an), хе”, реу 


э 区 上 的 所谓 Сазонов 拓扑 ( Sazonov topology) 
( 即 由 六 中 所 有 连续 的 Hilbert ЕЕ 19] 
意义 下 是 连续 的 ， 并 且 在 很 多 情形 下 【例如 V 是 一 个 
Fréchet 空间 (Fréchet space )) 特征 泛 函 在 V 的 原 拓 
扑 下 连续 这 一 条 件 是 必要 的 例如 ， 若 v 是 一 个 核 
空间 (nuckar space) , JU Сазонов 折 拓 与 原 拓扑 一 
致 ， 并 且 F 中 每 个 具有 连续 特征 泛 函 的 准 测度 可 扩 
张 为 测度 ， 对 于 定义 在 Hilbert 空间 上 的 准 测度 ， 关 
于 上 述 难 测度 到 测度 的 可 扩张 性 的 充分 条 件 也 是 必要 
的 .除了 准 测度 到 测度 的 可 扩张 性 的 这 种 一 般 判 别 
法 外 ， 还 存在 可 应 用 于 一 些 特 殊 的 测度 类 (或 空间 
类 ) 的 这 种 类 型 的 莉 分 结果 例如， 局 部 凸 空间 V 
上 的 Gauss 淮 测 度 ( Gaussian pre-measure) ( 即 一 个 
ШЕШ, ЕВГ o КВО) (И) (L< V, 
ёт < o) 上 的 限制 是 具有 相关 泛 函 В(Ф\› ф›) 
(фт, ФЕ) 的 Gauss 分 布 ) 扩张 成 一 个 测度 ， 如 果 
存在 VV 中 零点 的 是 邻 域 ， 依 内 积 《 891,， 9:> = В(Фф, 
фо) 定义 的 度量 的 = ЯЙ (es-entropy) AT 2, 

对 偶 空间 И 向 的 一 个 (概率 ) 测度 序列 弱 收 族 
的 充分 条 件 是 ， 这 些 测度 的 特征 泛 苞 序列 为 之 点 收 施 
的 {此 条 柏 也 是 必要 的 ) H k V 中 的 Сазонов ЯЬ 
在 零点 处 等 度 连 续 ; 同时 这 些 泛 函 依 V 的 原 拓 扑 等 
度 连 续 这 一 条 件 也 是 必要 的 ， 在 Hilbert 空间 『 情形 
T. V 中 测度 溢 的 双 紧 性 的 充 要 条 件 是 已 知 的 ， 它 们 
也 可 用 特征 泛 函 来 表示 .下面 的 一 些 向 题 仅 对 Саша 
测度 曾 研 究 过 (1982) : 拓扑 向 量 空间 中 的 测度 关于 
空间 中 其 一 平移 集 ( 拟 不 变焦 ) 的 拟 不 变 门 题 ( 见 拟 
不 变 测度 ( quasi -invariant measurs )) (已 经 知道 在 许 


ттш ажына 


£ ЖЕ ЕГ ЛЕ ËJ ТРАЕ Я ЮЕ 
问 相合 )， — 38 ХЕ Л) --- Е И Ж УЕ БЕЙЕТ 
判别 法 .拓扑 向 量 空间 中 测度 的 研究 主要 与 执 道 积分 
( integral over trajectones ) 与 )” 义 随机 域 的 理论 有 关 ， 
并 且 这 些 经 论 在 物 埋 学 与 力学 中 的 应 用 也 极 大 地 促进 
了 它 自身 的 研究 

参考 文献 

[1] Dunford, N and Schwar . J, T., Lincar operators 
General theory, 1. Interscience, 1958_ 

[2] Bourbaki, N., Elements of matbematics , Intergration , 
Addisor - Wesley , 1975, Chapt. 6,7;:8( 详 自 法 文 ) 

[3] Гихман, И. И., Скороход, А. В., Теория случай. 
ных процессов, T.I, М., 1971 ( 英 译本 : Gikhman , 
1.1. and Skorokhod, А. V., The theory of stocha- 
stic processes, 1, Springer, 1974}. 

[4] Гельфанд, И. M.. Вилснкин, Н. Я., Некоторыс 
применения гармонического анализа Оснагцеяңыс 
гильберторы пространства, М,, {%1{ 英 译 本 
Са’ атй, 1. M , апа Vilenkin, №. Ya., Generdizod 
functiors, 4. Applications of Батпюпіс analysis, Acad . 
Press, 1964). 

[5] Судаков. В. Н., «Тр. Матем ин-та АН СССР», 
14 (1976) 

16] Смолянов, О. Г., Фомин, С. В., (Успехи матем. 
паук), 31 (1976), 4,3— 56. Р.А. Минлос {# 

[ 补 注 ] 
参考 文献 

[A1] Schwarz, L .. Radon measure on arbitrary topological 

spaces and cylindrical measures , Охо} Univ, Ривз, 
1973, 
ГА2] Макһапіа, №, N., Probability distributions on linear 
spaces, North - Holland , 3981 
[АЗ] Vakhania, N. N., Tarilodze , V. 1. and Choban - 
уап, 5. A., Probability distributions on Banach spa - 
cs ，Reidel 1987{ 译 自 俄 文 ) 
束 立 生 Ж Ж#Н Ж 


无 理性 度量 [measure of irratiomality ; иррацнойальностн 
Mepa], 实数 的 
84 
L(¿,H)=mm|h £ + А |. 


其 中 极 小 取 在 所 有 适合 


Ill lS Н, | + Ih 0 


ОИ) h。,h， 之 上 . 无 理性 度量 的 概念 是 线性 
无 关 性 度量 (linear independence , measure of) 和 超 
越 性 度量 ( transcendency , measure оГ) 概念 的 特殊 博 
Ж. 无 理性 度量 表明 ， 数 上 全 被 有 理 数 怎样 “好 ”地 
Ж. 对 于 所 有 的 无 理 数 ， 我 们 有 
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L 

H ` 

但 对 任何 s >0 及 几乎 所有 ( 在 Lebesgue 测度 的 意义 
F) вй е, 


1 
Ні —— 
10,Н)< 1/3 


с. 
Н? 
其 中 C= C(:,2)> 0. 而 对 任何 适合 e(H) > 0( 当 
H =) 日 e(H)>0 的 函数 @ .总 存在 数 “。, 使 对 
所 有 的 H >] 有 

0O<L(E HH) < olH). 


LE FH)}> 


参考 文献 
[1] Хинчин, А. A., Цепные дроби, 3 изд., M... 1978 
【中 译本 А.Я. 364 3838. ТОРИ ВЖ 
#t. 1965). А. И. Гадочкин BE авл i£ 


保 测 变换 Г measure - preserving transformation ; преобра - 
зовянне с сохранением меры], #127 (Х,9,и) 
的 
【 补 注 ] 可 测 陕 射 ( measurabie mapping) T: А = X 
满足 对 每 个 де ЖЯ RAT (А)) = v(A). B BD 
关于 了 的 不 变 测度 【invafiant tpetsdte)， 测 讼 空间 
Сх, 30 кун (Y, е, 站 之 问 的 可 测 映射 T; Х-- 
ҮЖЕН Ве, пт (В) = (8) 时 ， 通 常 
称 为 保 测 歇 射 (measure-presering парра). Ж: 
BL (X, W, RY 的 满 保 测 变换 T. HD Үй 六 到 其 白 
ЯЕ, WE СХ. У. и) 的 自 同 志 (endomorphism). 
— ЖИН ЗО ШЕПП ИГЕ (Х.О, н) 
上 的 自 同 构 (automorphism ). 

保 测 变 换 ， 例 如 ， 是 在 经 典 动 力 系统 的 研究 中 提 
出 来 的 ( 见 {可 测 ) Ж (cascade )， 可 测 流 ( measur - 
abk flow))， 那 时 这 种 变换 首先 羡 件 为 某 个 通常 是 紧 
的 拓扑 空间 (成 流 形 ) 上 的 连续 或 光滑 ) 变换 而 每 到 
的 ， 并 且 不 变 测度 的 存在 性 是 被 江 朋 了 的 .关于 Нат ~ 
Шоп 系统 (Hamiltonian system ) 的 ЖошШе 定理 (Liou - 
ville theorem ) 就 是 一 个 例子 , 

进一步 的 知识 与 参考 文献 见 遍 历 理 论 (ergodic theo- 
у) ЖЕП P т 校 


测度 空间 (X, А, и) [measure space: иростраянство с 
мерой ] 

具有 在 4 ЕЗЙ ( measure ) и 的 可 测 空 间 
(measurable space) (X, А) (и РО, о] 
并 满足 и(ф)= 0 的 可 教 加 性 函 雪 ;如果 测度 是 有 限 
ЮРЕДИ o 或 只 要 存在 其 个 Yed 使 n(Y) 
<, MJ А(ф) = 0 "н ПЕНЕН). 25 (ХА, A. 
н) 往往 简写 为 (X, n) 并 称 只 是 X 上 的 测度 ; 甚至 
有 时 将 此 记号 简写 为 X， 基 本 情形 是 :4 为 c 代数 
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(ЖЖ (algebra of sets)) 1 X 可 表 成 六 | 
EX SA, и(Х„}<соо. ШИЕ абя 
限 的 ( (totally) ç-fmite ) (рч (ХХ) < oo 时 ， 称 它 
3 (Ф) 有 限 的 ( (totaly ) баке). йт, R 上 的 
Lebesgue 测度 就 是 如 此 《 见 Tebesgue 空间 (Lebesgue 
space ))， 然 而 ， 有 时 会 过 到 非 с АБЕ. ВИП, 
对 于 大 < 时 R" F k Ж Hausdodf 测度 ( Hausdorfr 
measure )， 有 时 也 会 过 到 测度 的 一 些 变形 如 он 取 值 下 
(一 0%，%) ， 取 复数 或 向 量 值 以 及 и 仅 为 有 限 可 前 
测度 . 
参考 文献 
[1] Halmos, Р., Measure согу, у. Nostrand , 1950 ( 小 
译本 : 哈 尔 靡 斯， 测度 论 ， 科 学 出 版 社 ，1958， 北 京 》 
[2] Dunford, №. and Schwartz, J. T., Lincar operators. 
General theory, 1. Interscionee , 1958. 
Д.В. Amos #8 郑 维 行 详 WORT Ж 


机 械 求 积 法 [mechanical quadratme , тейфюй of 或 meth- 
od of mechanical cubature; механнческих квалратур 
Meron ] 

基于 运用 求 积 ( 求 体积 ) 公式 所 得 的 和 代替 积分 
求解 积分 方程 的 一 种 方法 ,考虑 方程 


x(0= [| Ки, ә) (о) жә, (1) 
其 中 Qc R' 为 有 界 域 ， 运 用 求 积 ( 求 体积 ) 过 程 
[ооа аге б) 


成 线性 方程 组 


хав, 5„)х„ + у(з„),1=1,ст,п, 
0) 
其 中 xs х(5,), i= 1, 

设 自由 项 》 与 核 кепе ü x 6 (ü # Q 
的 闭 包 ) 上 连续 并 设 (1) 有 唯一 的 解 x (1)， 没 对 任 
一 在 0 上 连续 的 函数 z(t)， 当 n — oo 时 有 @,(2) 

0 .于 总 对 充分 大 的 aa、 方程 组 (2 ) 是 唯一 可 解 
й, В. 


Сук, S тах |x, 
хз» 


其 中 c, c, 是 正常 数 , НЧ л- 只 时 有 
6, = шах |g,(K(s,, s)x(s))| > O. 


К 


机 械 求 积 法 可 应 用 于 解 间 线 性 积分 方程 (13]) 和 
线性 算 子 的 本 征 值 问题 . 此 法 甚至 对 基 类 共有 不 连续 
核 的 方程 也 收 化 { [4]) . 
参考 文献 

[1] Крылов, B. И., Бобков, B. В., Монастырный , 
H. И., Вычнслидельныс методы, т. 2, М., 1977 


7х(5,)1<с;6,, 02у, 


[2] Березин, И, С., Жидков, Н. П., Методы вычнсле - 
ний, 2 юд.,1. 2. М., 1962 ( ЖЖ: Berezin. 1. 
8., Zhidkov, №. Р., Computing methods , Pergamon , 
193) 

[3] Красносельский, М. А., иг. д., Приближение ро - 
шение операторных уравнений, М ., 1969 (Ж ЖЖ 
Kusnosd'ski. М. А. ct аї., Approximate solution 
of operator afnations . Монет - Noordhofr 1972) 


[4] Вайникко, Г. М., € O6. матем ж. у, 12 (1971). 
1,40 - 53 
[5] Michlin ( Mikhlin), S. С., Prissiorf, S... Singnlar 


intcgral operalors , Springer , 1986 ( 详 自 德 文 1 . 
Т. М, Вайннкко JE 
【 补 注 了 
参考 文献 
ГАТ) Brunner, Н., 
cncal solution of Yoltera cquations , North - Hollard . 
1986. 
ГА2] Baker, С Т. Н.. The numerical treatment of integ- 
Tal oquations ，Clarndon Press 1977. 
ГАЗ] Елге, H .. Numerical quadmture and cubature , ac - 
ай. Pres. 1980. 
[A4] Atkinson, K. Е., А suney of numerical methods 
for ће solution of Freiholm integral oquations of the 
Second kind] , SLAM , 1976 就 水 欢 PF 


Houwen, Р. J. van der. The num- 


中 线 Imetian; меднана ] 
à ( median of а triangle ) 是 指 连 
点 与 其 对 边 中 点 的 直线 (或 者 它 匆 包含 
在 三 角形 内 的 线段 ) . 个 二 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 
点 ， 称 为 该 三 角形 的 重心 (centre of gravity 或 bary - 
centre) 或 者 形 心 (centroid )， 此 点 将 每 一 条 中 线 分 为 
两 线段 ， 其 长 度 之 比 为 2 : 1， 如 果 前 一 线段 从 项 点 
出 发 . П. С, Моденов 所 
СФР J. Hjelmslv 证 明 ， 在 双 曲 几何 学 ( x. Леба. 
чевский 几何 学 《Lobachevski peomctry)) 中 一 个 三 角 
形 的 子午 线 交 于 一 点 . 

2) 棉 形 的 中 线 (median of а trapezium ) 是 指 过 
ЗЕБ Д В. ВЫЕ ЗАТ ТЬ, ЈЕ. 
等 于 两 底 长 度 之 各 的 一 半 . BCE-3 


中 位 数 (统计 学 中 的 )[ median (in statistics); медиана} 
概率 分 布 的 数字 特征 之 一 ， 分 位 数 (quantile) 的 特 
殊 情形 . 对 于 以 Р(х) 为 分 布 函数 的 实 随机 变量 上 ， 满 
是 条 件 F(m)S1/2 Ж F (m +Q 2102 Ж т ЖЕЕ 
Ж. 人 一 风机 变量 至 少 有 一 个 中 位 数 . 如 果 对 于 一 
区 间 上 的 一 办 x， 有 下 (x}=1f/2， 则 此 区 间 上 的 每 一 点 
都 是 中 位 数 . 假如 F(x) 是 严格 单调 函数 ， 则 中 位 数 叭 
一 - 在 对 称 场 合 ， 如 果 中 位 数 唯 一 ， 只 要 数学 期 望 存 


在 ， 则 它 等 于 数学 期 望 (mathematical expectation) . 中 
位 数 永远 存在 这 - -事实 用 于 随机 变量 的 中 心 化 (例如 ， 
见 L8vYy 不 等 式 (Lévy inequality)) . 数理 统计 中 ， 为 根 
所 独立 观测 结果 X... X 估计 分 布 的 中 位 数 ， 利 用 
所 词 样本 中 位 数 一 -相应 顺序 统计 基 ( 见 顺 序 统 计量 
(order statistic) ) Xu, >, ХР. CY X... 
ШЖ a= 2k+1 是 奇数 ， 等 于 [X a. TX. 2. Ш 
n=2k Ram. 
参考 文献 
[1] Lošve, M., Probability theory, Springer, 1977 (中 译本 : M 
ЗЕ, О, ЖЕНЕН. 1966) . 
[2] Camér,H., Mathematical methods of statistics, Princeton 
Univ. Pas, 1946 (Ф РЖ: Н. 克拉 美 ， 统 计 学 数学 方 
法 ， 上 海 科学 技术 出版 社 ，1965). 
А.В.Прохооов 8 NB 8 


中 间 数 [mmediant ; мидиант ] 

庙 个 其 有 正 分 内 的 分 数 a/b 与 c/d бА 
ЛЭК (a+ c) /Ch + d). 两 个 分 数 的 中 间 数 位 于 这 两 
个 分 数 之 间 ， 即 如 果 (a/b) S(c d), b, d> 0， 则 


卫生 了 二 <ç с 


› ` bd `4 
ра лра 1ДЕ Ë E ДЕ ДАШ 
项 的 中 间 数 ， 则 称 此 序列 为 Farey 序列 {Farey 
войс). 实数 z 的 连 分 数 谋 开 的 两 个 相 邻 渐 近 分 数 的 
中 各 数位 于 < 与 这 两 个 渐 近 分 数 中 较 低 难 的 斯 近 分 数 
之 问 ( 亦 见 连 分 数 (continued fraction ) ) . 这样， 如 
果 P,1Q,: Р,„,,[0,„, Ж о 的 连 分 数 展开 中 的 n 
И. n + МАЙ, ОШ 


«— Р. Pth,,, _ P, |= 
9, re ©, | 


1 
QQ OQ) ` 
参考 文献 
11) Жинчин. А. Я., Цепные дроби, 4 wa., М., 1978 
(ИЖА. Я. Фф, А, LS52359RH DR 
M. 1965). В. И. Нечаев 所 
[иЗ] 
参考 文献 
ГАП Нау, G. Н., Wright, E. M , An introduction to 
the thcory of numbers, Clarendon Press, 1979. 
{ 洋 注 ] 
参考 文献 
ВТ] 洲际 测 ， 谱 承 彪 ， 初 等 数 沦 ， 北 京 大 学 出 版 社 ， 
1992. Wk ж 


Мемег- Фок 变换 ( Miehler - Fock transform 或 Меһег - 
Бок transform ; Мелера -Фока пресбразованне ] 
积分 变换 (integral tramsform ) 


MEHLER -FOCK TRANSFORM 1707 


FUxj= |Р, 00а, 1% x< о, (1) 


0 
其 中 P, (x) 是 第 -- 类 Legendre Bš ( Legendre fonc - 
ton). ШЖ fe L[0, oo), 函数 [f'(*)| #E[0, =) 
上 局 部 可 积 且 /(0)=0, WFE KM: 


Я) аат |Р, а(х. (2) 
Pasewal 恒等式 (Pasewl елу). Язна 


б(ту= | /rumar Р„.(х)д(х)@х, 


а(х) = | (sumy Ptz)G(oDdr 


定义 的 Меһег-Фок ЖОЕ JEE ER. ШЖ g(x) 
(i=i,2) 是 满 是 条 件 
а (кух + x)eL(, ос), 
geL tl, ©) 
的 任意 实 信函 数 ， 则 


(Gt)6 rar = | ә, Св (х)ах. 
广义 Меһег-Фок ТРЛН Е 
PFCO= [РИ „бг, (3) 
і 


Л) = 二 ramhzrT( 二 下 iT( 村 -zjx 


x р (90) ах, (4) 


1 
其 中 Р(х) 是 第 一 类 连带 Legendre 6. 当天 = 0 
时 , 公式 (3) 和 (4) 化 为 (1) 和 (2); 当天 = 1/2, 
у =cosha 时 ， 公 式 (3) 和 (4) 导致 Fomier ЗР 
Ж ( Fourer cosine transform) ,而 当 k= — 1⁄2, y= 
cosh а 时 则 导致 Fowrier 正弦 变换 ( Fourier sine trans - 
form). 变换 (1) ，(2) H F. G. Mehkr 引进 
([1]); 相应 的 其 本 定理 由 B. A. Фок 证 明 . 
参考 文献 
[1] Меһег, Е. G., Ueber eine mit den Kugel -und Cylin - 
derfunctionen verwandte Function und jhte Amwendung 
in дег Theorie der Electricitiitsvertheilung, Math. Аяп., 
18 (1881), 161 — 194. 
[2] box, B. А.,« Дол. АН СССР 5, 了 9(1943) ,27 一 


285 
[3] Ишки кауки. Математический анализ., 166, М.. 
1967, 7—82. 
Ю. А. Брычков, А. П. Прудников {® 
9] 
参考 文献 


[AU] Sneddon, Т. N , The use of integm] tmansfoms ， 
MaeGtaw -HI , 1972. 水 永 驳 译 


708 MEHLER QUADRATURE FORMULA 


Мећег 求 积 公式 [Mehler quadrature formula ; Мељжра 
квадратурная формула] 

对 于 反问 [一旦 和 权 LAwT х анай Қ 
数 梢 侈 度 的 求 积 公式 其 形式 为 
1 ау иб 26-1 
д == /(Х)4х эсу 2 res 7 中 


#4 Чебышев 多 项 式 


T (x) = cos( Narccos x) 


ВОВ ЖОЕ. ЙЕР лу. ДКА 
2N- 1 公式 (1) Е. G. Mehler([1]) 所 建立 . 

对 于 权 Тут x: 且 有 2N +1 个 结 点 (其 中 
和 N AE КД (1) 中 的 结 点 胡同 ) 的 
代数 精确 度 为 最 高 的 求 积 公式 的 形式 为 


= =н) S k 
= з | с а) Уго» ,| 
(2) 
公式 (2) 用 来 改进 用 公式 (1388505323 ИИ МИШ 
МИЕ: РЕЗА В ЖОЕ АЗ (1) 的 结 点 处 的 
人 钥 ， 因 此 只 需 形 计算 被 积 冀 数 在 添加 的 N + 1 个 结 点 
处 的 值 . 公式 (2) 也 表示 对 于 权 1//тТ-х R 
点 情况 如 下 的 共有 最 高 代 殖 精确 度 的 求 积 公式 : [ -1, 
11 的 两 个 端点 是 同 定 结 点 ， 从 而 其 余 结 点 是 [一 1, 1] 
上 共有 权 ут 7 的 2N 一 1 次 下 交 多 项 式 ， 即 第 
二 类 Чебышев 多 项 式 Uy. | (x) 的 根 . 求 积 公式 
(2) 的 代数 精确 度 是 4N 1. 
公式 (1) 有 四 也 称 为 Hermite 求 积 公式 (Hermite 
quadrature formula ) . 1117 
参考 文献 
Га] Мемет, Е. С.. Bemerkunger zur Tbeorie der mecha - 
mischen Quadmtun ， J. Reine ge ， Math... 6% 
(1864), 152 一 157 
[2] Крылов, В. И., Приближениос вычисленис amerpa - 
лов, 2изд., М., 1967 (Жж; Куюу, V, TI， 
Арргохизше calculation of integrals , MacMillan , 1962). 
И. П. Мысовских PE 
ИНЕ 上 述 求 俱 公式 更 通用 的 名 称 是 Gauss -de66 - 
шев а Ё Ж (Саца -Chebyshev quadrature formu- 
la) í M Gauss 求 积 公式 ( Gauss quadrature formula ) ) , 
它 可 看 作 基于 给 出 权 丽 监 1 7 的 Hermite 
(Й) ШИШ. Нетйе RSU ег" MNR. DL 
(20, op) 为 积分 区 朵 的 Gauss 型 求 积 公式 、 


参考 文献 
ГАР] Davis, P. 4., Rabinowitz , Р., Methods of numerical 
integration , Асай. Pres 、1975( 中 译本 : P. J. Du- 
уз, Р. Rabinowitz， 数 值 积 分 法 ， 高 等 教育 出 版 
PE, 4986) 
[A2] Hilderbrand Е. В., Introduetión to ntmerical апау - 
sis, MacGraw- НШ. 1974. 沈 永 欢 Ж 


Мае 定理 [ Мае theorem ; Мейера теорема] 

Ж (2) ЕЯ Р = {гє C: |z| < 1} 内 的 一 
ЛЙ, ЖАВ Г = {zeC: |z] = 1 的 所 有 的 
点 ， 可 能 要 除去 上 的 一 个 第 一 范 哮 集 ， 或 者 是 Ples - 
sner 点 ， 或 者 是 Meier 点 . ВНЕ М, ГЕЙ Де! 是 
f{z) 的 一 个 Plessner 点 {Plessner point) ， 如 果 对 于 每 
А ее ТЭО Я А. АСС, (e°; 
Пен СВР СЕА). же 
为 一 个 Meier 点 (Meier point) (或 具有 Meier 性 质 
(Mer рюрепу)), 如 果 : 1) f(z) 在 ea 的 党 全 但 值 
Ж (cluster set) C(e*; f) ЖҮКЕ, BDE SE AI 
充 复 平面 C 重合 ; 2) 沿 着 圆 盘 D ñb J ea 引出 的 任意 
下 的 白 有 极限 值 的 集合 和 Се"; 让 重合 . 这 个 定理 
是 K. Meer 证 明 的 ([1]). 

Мет 定理 是 与 Plesmer 定理 (Plessner theorem ) 类 
似 的 ， 它 用 集合 的 范畴 来 表达 ， 而 Plessner 定理 则 是 用 
测度 论 表述 的 .Meier 定理 的 一 个 准确 形式 在 [3] 中 给 
出 . 
参考 文献 

[1] Мег, К., Ueber die Randwerte der meromorphic funk - 
tionen, Math. Ann., 142 ( 1961), 328 — 344. 
[2] Collingwood , Е. Е. and Lohwater, A. J., The theo - 
ту of cluster sets, Cambridge Univ. Press , 1966 
13] Гаврилов, В. И., Канатников, А, Н., { Докл, 
АН СССр y, 233 (1977), 1, 15—17. 
Е.Д. Саломениев Ж ЖТЖ Ж 


Maijer 变换 [ Meijer transform ; Мейера преобразование ] 
积分 变换 ( integral transform) 
во) | «(хун w. (уг), 
1 


其 中 W, (х) 8 Whittaker 函数 ( Whittaker functions). 
对 应 的 反 演 公 式 是 


1 Г@-зи+») 
ND lm T FE `“ 
nn 
x Í eO. a (xOF(z)dx. 
а 


当 д= +v 时 ，Meijer 变换 成 为 Laplace 变换 
(Lapiace transform); Ў a= —1/2 时 ， 它 成 为 К, 


变换 
к(х)= —=— | “oye K| 


мт 


上 


koa. 


其 中 K (x) 是 Macdonald 函数 ( Macdorald function ) 
Varma 变换 { Varma transform) 


Pr = Í (хау ceny (уту) 
? 


可 化 为 Meijer 变换 . 


MELLIN TRANSFORM 7% 


мүр) = | уау, p= otir. 
I 


ЯС r= e 使 它 转化 为 Laplace 变换 ( Laplace trans - 
form) . Melln Я % -F 5843 X Р ИЯ ра 36 
的 特殊 类 型 半 面 问题 以 及 弹性 论 中 的 特定 问题 等 等 . 
反 演 定 埋 { inversion коюш}. ВАЕ т" ' f(r)e 
100, 90), ЖЖ /(т) 在 点 二 = 上 的 一 个 分 城内 为 有 
ЖЖ, 则 
ый 


Мејег 天 变换 ( Meijer K-transform ) (或 Meijer-Res- 
sel 变换 ( Мейег -Bessel transform )) 是 积分 变换 


rs 2 | K(x Vr ld. 


如 果 函 数 f E (0, 3) 上 是 局 部 可 积 的 ， 在 点 上 
= t > 0 的 领域 内 具有 有 界 变 莽 ， 及 积分 


Гета, 有 > 220 


收 伊 ， 则 下 列 反 演 公式 成 立 : 
nroO+Aa-o _ 
2 


ма 


= уту | пбх? РО) а 


д 


当 у= 1/2 ñj. Мен К 变换 化 为 Laplace 变换 . 
Мејег 变换 和 Msijer KK 变换 由 C. 5. Meijer 分 
别 在 [1] 和 [2] 中 引信， 
参考 文献 
[1] Meijer, С. 5., Еле пеше Enwiteung der Laplace Tr- 
ansformation Т, Proc. Korind М. Акай. Wer . 44 
(19413. 727 — 737 
[2А] Meijer, С. S ,，Ueber eine neue Erveitemng дег La- 
place Transformation 1, Proc. Кот. Ned. Akad 
Wet ., 43 (1940), 599 ~ 608. 
[2B] Meijer, С. 5., Ueber eine neue Erweiterung der La- 
Place Transiormation Ш. Proc. Коты. Мей. ай 
We... 43 (1940), 202 — 7 
[3] Брычкев, Ю. À , Прудников, А. П., Иштетральные 
преобрезования обобшсшных функций, М., 1977 
[4] Игги науки. Математический анализ. 1966, М.. 
1967, 7 – 82. 
Ю. А. Брычков, А. П. Прудников Ж 张 鸿 林 译 


Melin 变换 [Melin transform; Меллина преобразо - 
ванне ] 


积分 变换 


fa+0)+/ü 0) _ 1, 
2 = } МО з. 


表示 定理 (representation theorem ) .假定 函数 
M (a+ iu) ЖР u fg (00, + om) 上 可 积 且 在 点 
u = АИ Э ИЕ, DM 
M(s ++ 0) + M(e + i((—-0) _ 
2 


= ша | /f(x)xs*#- dx, 


ҮЛ 


其 中 


кыш 
ох) = rra j M(s)x 'ds. 
参考 文献 
[1] Mehn, Н., Ueber die fandamentelle Wichtigket des 
Satass von Cauchy біг die Theorie der Gamma -und hyp - 
ergeometnschen Funktionen , Ала. бос. 80. Кита, 
21 (1896), 1, 1 — 15 
[2] Maltin , Н. , Ueber den Zusammenhang zwischen linearen 
Differential - und Tifferenzenglcichungen , Асса Math .35 
(1902), 139 - 164. 
[3] Titchmash, Е. С.. Imroduction to the theory of 
Fourier integrais , Oxford Univ. Press, 1948. 
[4] Диткин, В, A,, Прудников, A. П., Интегралыые 
преобразования и операционное исчисление, 2 изд., 
M., 19% П. И. Лизорхин 所 
[ 补 注 】 以 Мр) 表示 f(t) 的 Маш 变换 ， 如 果 
с) пе, (0, co), MM Parseval 等 式 (Parseval 
equality ) 取 如 下 形式 : ` 
ЕСА 
Ма 变换 还 用 来 联系 Dirichlet 级 数 ( Dirichlet 
series ) 与 自 守 函 数 (automorphic function) ; 特别 是 ， 
其 反 演 公式 在 证 明 Digchlet 级 数 的 函数 方程 (类似 于 
Riemann ¿ 函数 的 函数 方程 ) 时 有 用 . 见 [A1] [А5]. 
参考 文献 
[А1] Нокс, E., Ueber dic Bestimmung Dirichletscher Rei - 
hen durch ihre Funktiovalglcichung, Math, Ани. 112 
(1936), 664 ~ 699. 
[A2] Wail , A., Ueber die Bestimmung Dirichletscher Reihen 


ТО MEMORYLESS CHANNEL 


durch ihre Funktionalgleichung ， Мшй. Алп., 168 
(1967), 149—156. 

[АЗ] Мей, А., Zeta functions алі Mellin ;ransfomns ， 载 
村 Algebraic Geometry ( Bombay Coll 1968), Oxford 
шу. Press & “Tata Inst. Fundam. Res. , 1068, 49 一 
46. 

TA4] Ogg, A., Modular forms and Dirichiet series, Ben- 
jamin , 1969. 

[A5] Shimuma , б. , Introduction to the arithmetic theory of 
automorphic funcuons , Princeton Univ , Press & Iwan - 
ami-Shoten, 1971, $ 36, 89 — 94, 

沈 永 欢 详 


无 记忆 信道 [memoryless chawel ; канал без памяти] 
一 个 具 有 下 述 性 质 的 通信 信道 (communication 
channel ): 在 时 刻 + 时 ， 信 道 的 输出 信号 的 统计 性质 
内忧 琅 于 这 个 时 刻 的 信道 给 和 信号， 而 与 时 刻 + 以 前 
和 以 后 的 信号 无 关 ， 更 精确 地 说 ， 设 一 个 离散 时间 道 
信 信 道 的 输入 信号 为 一 列 取 值 于 空间 (Y, S.) 上 的 
БАЛЕ ТЕЗ п = (т, ?3，…)， 输 出 信号 为 一 列 取 
值 于 空间 (了 ,Sz) 上 的 随机 变量 序列 = (T. ,人 ， 
…)， 这 个 信道 称 为 泡 记 忆 信 道 ， 如 果 对 任意 自然 数 Л 


和 任意 集合 А, з, Л, ДЕБ (К 1, 5, л) F 
面 等 式 成 立 : _ 
PE 人 一 
=Р{, ед1, үр {Я„еЛ„|л,}, 


这 里 "= (т, е, л„). 更 进一步 ， 如 果 条 件 概率 
P(T,e4,1n,) 不 依赖 于 k， 则 这 个 信道 称 为 齐 次 无 
记忆 信道 (homoseneous memoryless channel ) , 177 

`Ë C， 为 一 个 齐 次 无 记忆 信道 的 n 次 乘积 信道 的 
传输 率 ( 见 信 道 传输 速率 (transmission rate of a chan - 
пе), MP C. = aC, 如 果 Y 和 也 为 有 限 ( 或 可 
数 } 集 ， 则 一 个 齐 次 无 记忆 信道 完全 由 一 个 转移 概率 
ЖЕ {Ч(У,Ў);уєҮ,ЎеЎ} 确定 ， ЖШ 

90у, ў) = Р, = Ў, Ур, k= 1, 2, 

£ WARS R IB ( communication channel ) 的 参考 文 
#11], 13] 一 [$5]. 
Р, Л. Добрушин, В. В, Прелов 所 符 方 伟 НЫ Ж 


Mendams 定 理 [Menelus theorem; Менелая теорема] 

关于 一 条 直线 同一 个 三 角形 三 边 相交 所 得 线 有 的 
长 度 之 间 的 关系 的 一 个 定理 它 断 言 : 如 果 给 定 直线 
同 三 角形 ABC 的 各 边 【或 其 延长 线 ) 相交 于 点 С. 


А' 和 В', ДЕ 
АС. ВА. СВ у 
ВС” Са ` АВ С 


Menelans 定理 是 Carnot 定理 (Carmot theorem) 的 
个 特殊 情况 ; 它 可 以 推广 到 多 边 形 【polygon ) 的 情况 . 
例如 ， 假 设 直线 1 同 多 边 形 А-А, 的 边 A.A... 


А ~ 
t 
A,A. A,A. 分 别 相交 于 点 а, е. а, ДТЗ 
жал: 
Аа Ааа Аа _\, 
“4, and, 21, | 


其 中 贫 号 对 应 РИО, НАРА n 为 偶数 
的 情况 . 
这 个 定理 是 Menelaus (1 世纪 ) 证 明 的 ; 但 是 ， 看 
来 Ешћа (公元 前 3 世纪 ) 已 经 知道 . 
П. С. Manmeaoa $ 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
{ А1] Wacrden, В. L., van der, Soence awdkcning 1, No- 
‘ondhoff & Охо] Univ. Pres, 1961 张 疯 林 译 


Menger 曲线 [Menger curve ; Менгера кривая ] 
包含 任意 曲线 ( 以 及 所 有 一 维 可 分 可 上 度量 化 空间 ) 
的 拓扑 象 的 一 条 曲线 实例 .因此 称 为 万 有 有 曲线 ( universal 
сше). ЁШ К. Menger 作出 ([1])(Menger 的 构造 
А (8@) (ле (curve)))，Menger 出 线 被 拓扑 地 
刻画 为 一 个 一 维 局 部 连通 可 度量 化 连续 统 K, Tuta 
局 部 分 离 点 { 即 对 任意 点 xEK 的 每 个 连 遂 邻 域 O, 集 
合 0\ {x} 是 连通 的 ) 也 没有 可 模 人 平面 中 的 非 空 开 
子 集 ([3])- 
参考 文献 
[1] Menger, К... Kurventheoric ，Teubner 1922. 
[2] Пархоменко, А. С., Что такое линия, М., 1954 
(Ф: А.С. PARES, МАА, Bi3 HE 
ЖЕ, 1957) 
[3] Anderson, R. ., One -dirnersiona] continuous curws and а 
homogeneity theorem, An. af Math., 68 (1958), 1—16 
Б.А. Пасынков # АЎН, ЛН 详 


ЖЕН) Меньшов 例子 [Men 'doy example of а zero - 
Series; Меньщова пример нуль -ряда ) 

在 一 个 零 测度 的 完满 集 《 perect set) 的 余 集 上 
收敛 到 0 的 三 角 级 数 (tigonometic series ) 的 第 一 个 
非 平凡 的 例子 ; 由 D.. Б. Men'shov 所 构造 ([1]) . 
具有 这 -- 生 质 的 级 数 称 为 零 级 数 (тето < serics ) ， 与 这 
一 概念 自然 相关 的 问题 是 函数 的 三 角 级 数 的 唯一 性 
( 匈 瞧 一 性 集 ( uniquenes set)) , 
参考 文献 

[1] Menshov, Р. E.. Sur lunicite du développement Uig- 


9nomdtrique, С. К. Acad, Sci. Paris, 163 (1916), 
433 — 486. 

{21 Бари, Н. КО, Трягонометричсскне рады, M... 1961, 
804 一 M06( ЖЖ: Вау, N. К. (N. K. Вай). А 
teatise on tdgonometric эсте, Pergamon , 1964) 

М. И. Войцехоасхий # 
【 补 注 】 
参考 文献 
[AL] Zygmund , А. , Trigonometric sees , 1 — 2, Cambn - 
вс шу. Риз. 1988. ЖЕЙ ЗЕ ЮХА 校 


Менылов - Rademacher ЗЕ 理 [Меп shay - Rademacher 
theorem; Менышова -Радемахера теорема] 

关于 正 交 级 数 的 几乎 处 处 收敛 性 的 一 个 定理 : 如 
果 函 数 系 { о„()}т., ЗЕ а, 5] ЕТЖ, ТЇ 
n 


айо» <=, 
则 级 数 
Capalt) (+) 


|а, Б) EJ PAR. й#—#НЁН Д.В. Мень 
шов ([1]) 和 Н. Rademacher ([2]) 分 别 独 立地 证 
得 ，Men'shoy 还 证 崩 了 按 下 述 意 义 这 一 结论 是 最 准 情 
的 : 如 果 一 个 单调 时序 列 o (n) 满足 条 件 o (n) = 
о (Jog*n)， 则 可 以 找到 一 个 处 处 发 散 的 正 交 级 数 
(*) ， 它 的 系数 满足 条 件 


Хао < о. 


参考 文献 

11] Menshov, D, 8. , Sur 1а séries de fonctions Orthopon - 
as (1), Fuad. Math., 4 (1923), 82 — 105 

12] Rademacher, H ., Einige Sštzo über Reiben von allge- 
meinen, Orthogonadlfunktionen, МшВ. Am.. 87 ( 1922), 
112 — 138 

[3] Alexits, О., Konvergenzprobleme der Orthogonaleihen , 
Deutsch ., Verlag Wissenschaft. 1960. 


Б.И. Голубв {## 
5191 
参考 文献 

ТАТ] Zygmund , А., Trigonometric series, 1 — 2, Cambri 


аве Univ - Press , 1988, EB 译 ШУЙ М 
Мегсес 定理 [Mercer fheorem ; Мерсера теорема ] 

Dx D Е Hemite ЕЖ K(s, 1) ( 见 具 有 对 称 
核 的 积分 方程 (integral equation with symmetric 
kernel) ; 积分 算 子 的 核 (kernel of ап integral operator)) 
的 双 线 性 级 数 
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psp li) 
L 1 
Ef DxD ИЙЛЕП — ЖР K(s.r). Kh D J 
R" 中 的 一 个 有 界 域 的 闭 记 . 这 里 „ЖЫ Кү, уй 
征 数 ， 并 且 gp, (s) 是 对 应 的 规范 化 正 交 本 征 隙 数 . 如 
ЖЕ КЖЕ Mercer 定理 的 条 件 、 那 么 积分 算 子 工 : 
L,(D) * L,(D), 


туз) [ков яа -—(/, одо, 
2 - 


是 核 型 的 ( 见 核 型 算 子 (nuclear operator), JÉ B. 0 
迹 (trace) 交 ,1/2 可 以 用 公式 


= [KGs,s)as 


计算 . 
Mercer 定理 可 以 推广 到 有 网 不 连续 核 的 情形 . 
这 个 定理 是 二 Mercer([1]) 证 明 的 ， 


тях 
[1] Mercer, J., Philos, TFans. Коу. Soc. Longon Ser. А, 209 
(1909), 415—446 


12] Mercer, ]., Functions of positive and negative Lype, and 
thcir connection with the theory of integral cquations, 
Рес, Roy. Sot. London Ser. А, 83 (1908), 69—20. 

13] Петровский, И. Г., Лекиия по теории интеграль. 
ных уравнений, 3 изд., М., 1965 ( ЖЖ: Petrovskii ,I 
G., Lectures on е theory of integral equations, Огау- 
Лоск, 1957), 

[4] Tricomi, F .G., Integral equations , Interscience, 1957. 

15] Красносельехий, M.A., [и др J, Ингегральные опе. 
раторы в пространствах суммируемых функций М. 
1966 ( #26: КтаѕпоѕеГ еа, М А. et al., Intcgral oper- 
ators in spaces оГ summable functions , Noondhoff, 1976). 

В. Б.Коротков # 


5 补 广 
参考 文献 
ГАР) Gohbeg, Г. апі Goldberg, $., Basic operator theory, 
Birkhauser, 1977. 


ГА2] Zaanen, A.C., Linear analysis, North 一 Holland 1956 
EA Ж БЕ 6 


Мергелян 定理 [ Mergelyan ежет; Мергеляна ео. 
рема] 

关于 用 多 项 式 一 致 逼近 单 复 变量 函数 的 可 能 性 的 
一 条 定理 . 设 КЕЯ: 8 С 的 其 有 连通 补 集 的 紧 
子 集 ， 则 每 个 在 КЕЖЕ Е K 的 内 部 全 纯 的 函数 
ГИЙ z 的 多 项 式 在 K Ен. 

这 一 定理 是 C. H. Мергелян 证 明 的 ( 见 [1] 
[2]) ;， 它 使 复 平面 上 这 近 论 的 大 量 人 研究 下 于 完善 . 量 
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在 复 分 析 的 各 个 分 支 富有 许多 应 用 . 

对 十 K 没 林内 点 情形 的 相应 结果 是 由 М.А. 
Лаврентьев 证 盈 的 {[3]); 对 于 КОЖ АЯ ЮЙ 
的 紧 域 的 相应 定理 归 之 于 M. B. Кслдыш((4]); 亦 
Я, Келдыш - Лаврентьев 定理 (Keldysh -Lavrent'ev the - 
orem). 

Мергелян 定理 有 下 述 推 沦 ， 谈天 是 CC 的 任 一 紧 
子 集 ， 拥 数 了 在 К РБА, те K 的 内 部 全 纯 ， 则 为 
使 了 可 用 z 的 多 项 式 一 致 逼近 ， 其 几 要 充分 条 件 是 / 
RAJ C\ 玉 的 所 有 有 界 连 通 分 支 上 的 全 纯 延 拓 

骨 多 项 式 通 近 问题 是 用 极点 位 于 下 的 补 集中 的 有 
理 函 数 通 过问 题 的 特殊 情形 ，Meprenmu 也 求 得 了 有 理 
通 近 的 一 些 色 分 条 件 ( 见 [2]). 这 个 问题 (对 于 紧 统 
K< C) 的 完全 解答 是 用 解析 容量 (analytic capacity ) 
概念 得 到 的 1[5]) . 

Мергелян 定理 使 大 量 关于 多 复 变 量 空间 C” 中 用 
多 项 式 、 有 理 函 数 或 全 纯 函 数 通 近 的 论文 激增 ， 太 过 
在 这 方面 馆 今 只 对 特殊 类 型 的 紧 子 集 获得 了 部 分 结 
ж. 
参考 文献 


[1] Мергелан, С Н., < Докл, АН СССР 》, 8 ( 1951). 
3, 405 – 408 
12] Мергелян, С. Н., $ Успехи матем. yk ), 7 


(1992). 2, 1 – 122 
[3] Laventiett, М. А., Sur les fonctions d'une varable 
сотріехе representables раг des séries de polynëmes , Her - 
тап, 1936. 
[4] Келдыш, М. В., & Матем. сб.у, 16 (195), 3, 
249 — 257. 
[5] Bayu , А. Г.. 
(1967), 6, 141 — 199. 
[6] Некоторые вопросы тсории приближснай, М., 1963 
(жах ) 
[7] Gamelm, Т. W., Uniform algebras , Prentice -Hal , 
1909. E. M. Чирка # 
【 补 注 】 Meprens 定理 的 另 一 重要 先导 是 Wakh 定 
理 ( Wakh theorem ) ， 其 中 КОЖ Jordan 区 域 (Jordan 
domain) ( 即 边 界 出 一 些 Jordan 曲线 (Jordan 
cure) 组 成 的 集合 ) 的 闭 包 . 
L. Carleson 给 出 了 Mepremm 定理 的 基于 谤 冰 
分 析 的 一 个 有 趣 证 明 ， 见 ГАТ]. 
关于 Мергелян 定理 对 于 C” 的 推广 ， 见 [A2] . 
亦 见 复 变 函数 遮 近 (approximation of functions of а 
Сотріех variable ) . 
参考 文献 
АІ) Carieson , L., Mergelyan's theorem on uniform poly - 
nomial approximation, Ма. Seand., 18 (1964), 
167 — 175 
[A2] Chaka. Е М, Khenkin, G. М., Boundary 
Properties of holomorphic functions of several complex 
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vanables, J. Sosa Мшй., 5 (1976), 5, 612 — 687. 
(77 Игоги науки и техники. Совремснным npo6- 
лемам математики ‚ 4 ( 1975), 13 — М2) 
ГАЗ] байт, D ., Lecturs оп compiex approvimation , Bir - 
khšuser. F982( "ИЖ: Б. ШЖ, E Bs $k B E 
论 ， 湖 南 教 育 市 版 村 ，1985) 
【译注 】 
参考 文献 
1B1] 8, Ялаа ЕВ. КРА ДЬ. 1992 
沈 水 欢 译 


ШШЕ | meromorphic function ; мероморфная фукция ] , 
区 域 全 CC 内 (或 Riemann 曲面 从 上 ) 的 单 复 变量 的 

Ола а, 7) 内 贡 金 纯 函 数 ， 它 以 每 一 
个 奇 点 а, 为 概 点 【 见 极点 ( Щй) (рок (of a func- 
бол)), Ма, Жа (а, а, 7 үй—1ЧД. 这 
个 集合 在 О и, КШ Jim; . .17(z)1= 
©). 所 有 Q 内 的 业 纯 函数 的 全 体 M (о) 95380 
按 点 运算 继 之 在 可 奇 点 处 重新 周 值 后 是 一 个 域 . 

СОА ЕТО Ва ВСИ Ф СрО) дО 
内 的 лий. 反 过 来 ， 区 域 Q = ЕО 
Riemann 曲 次 E ) 的 每 一 个 亚 纯 函 数 都 可 以 表示 成 
太一 9 /1 风 ( 峭 夫 0)， Рф, УАФ О ИЕ 
有 公共 的 零点 . 由 此 ， 在 非 紧 的 Riemann 曲面 E, 
W мо) зоне оо) Ваа. 

每 个 亚 纯 函数 feQ 确 定 区 域 Q 到 Riemann 球面 
C U{%} 里 的 一 个 巡 续 映射 六 它 关于 CU (co ја 
CP' 上 的 标准 复 结 购 是 一 个 全 纯 瞎 射 (holomorphic 
mapping). 反 过 来 ， 每 个 全 纯 映 射 7 Q -- C U {о}, 
(Гоу 内 的 一 作业 纯 函 数 : 了 的 极点 的 集合 与 
ЗЕ (со) р. ПМ. 8 се Ол 7 (о), Д 
Х)= Ха)ес. 于 是 ， 一 个 变量 的 亚 纯 函 数 可 以 和 到 
Riemann 球面 里 的 全 纯 映 射 ( 去 =o) 等 同 起 来 . 

亚 纯 函数 香 论 的 基本 问题 图 关于 其 有 指定 奇 点 的 
亚 纯 函 数 的 存在 性 (和 构造 ) 问 题 . 

工 .给 定 一 个 离散 的 ( 闭 ) 子 集 {a, ww， 0 
和 在 每 个 点 a, 的 Laurent Е (Л Гашек 级 数 ( Lau- 
tent series ) ) 的 主要 部 分 


10) оа аз”; 


要 求 寻找 一 个 具有 这 些 主要 部 分 的 亚 纯 函数 fs M(Q)， 
Ол (а, ，a ，…】} 内 的 一 个 这 样 的 全 纯 函 数 y: 对 于 
每 一 个， 在 @% 的 一 个 领域 内 了 ~- у, ев. д 
a, 的 个 数 是 有 限 的 ， 则 函数 六 扩 显然 是 问题 的 解 (在 
区 域 Q < C 内 ) ， 这 个 同 题 的 一 般 情形 由 Mitag -Lef- 
Ter 定理 (Mittag -Leffler theorem ) 解 答 : 在 每 个 非 紧 
的 Riemann 曲面 上 ， 存 在 具有 给 定 的 主要 部 分 (y= 
1, 2, …) 的 亚 纯 函数 . k — 5 Riemann Bi EI ( 例如 


Ж) 上 ， 这 个 问题 一 般 没有 解 一 必须 加 上 上 关于 这 
些 下 要 部 分 的 相 容 性 的 补充 条 件 、 

第 二 个 基本 站 题 采用 除 子 (divisor ) 的 语言 来 叙述 
是 方便 的 ， 陈 站 则 是 这 样 的 喘 射 D : Q 一 2. ИТЕ 
个 紧 统 太守 人 ， 使 得 D(z} 卫 09 的 点 zE 下 的 个 数 是 有 
限 的 《 数 己 (2) 称 为 也 在 z 的 重 数 ) ， 除 子 可 以 用 形式 
利 У к,а, звя, Жраеп др (а) 
(=k,)#0 00 8; АШАН. У 
(= degp) ol f: DD 的 次 数 (dcgree of the divisor } 
харай /, СГУ ИТ СИЕ ЛИШИ 
点 外 处 处 等 于 零 е, ОАЕ ЖА 
或 极点 的 阶 【极点 的 阶 是 负 的 ) . 

H. 在 次 散 ( 闭 ) 了 于 集 {a,，a,，…} 9 的 每 个 
点 都 给 定 一 个 “ 重 数 "一 一 整数 大 , 关 0 ， 要求 寻 找 基 有 
相应 得 数 的 零点 和 极点 的 亚 纯 函数 , UD Q \ (аа. 

} 内 的 这 样 的 全 纯 函 数 f: 在 点 4a, (= 1. 2，…) 

的 一 个 领域 向、f(z)(z a.) ФА ВЕ. 
Ена (Еще СС) ЖЇН, уа) = 
Пе 一 a,)* 便 是 这 样 的 函数 . 这 个 问题 的 一 般 情形 
由 Weiexstrass Ж J (Weierstrass theorem) 解决 ， 在 作 紧 
的 Riemann ШО 上 ， 对 于 每 个 给 定 的 除 子 D， Ж 
МЕТ (f) S P D ХЕЕЕ f. xf E Riemann 
曲面 о, ШЕИ ЯРА Д f BU ДЕШЕ Rie - 
mann ЖШН АЕ — kiss, РИП f 
取 每 个 值 相同 次 数 ， 特 别 地 ， 了 的 零点 个 数 等 于 它 的 
极点 个 数 (计算 重 数 ) . 所 以 ， 为 使 问题 联 在 紧 Rie- 
mann 曲面 上 有 解 ， 条 件 deg{f) = 0 是 必要 的 . 一般 
地 ， 这 不 是 充分 的 ; 关于 具有 指定 的 除 子 的 亚 纯 函 数 
的 存在 性 的 个 妈 分 必要 条 件 由 Abel 定理 ( Abel theo - 
тет, 3. [2]) 给 出 `` 

Жр Ж Riemann I Q Fñ — ЖР. PUA 
АЖ О) +D 之 0 的 函数 feM (9) 组 成 一 个 有 限 维 
的 线性 空间 0。(C 上 的 ); “йер <0, ШО, ={0} 

Riemamn - Roch 定理 ( Riemann -Roch theorem ) 断 


”  dimo0,—dim0,_, аар-9+1, 

其 中 天 和 9 分 别 是 所 亩 典范 除 子 和 Riemann (ШШ О 的 
亏 格 . 从 这 个 关系 可 以 得 到 许多 存在 性 定理 ( 
dim Ok-o + deg D > 2, 则 dimDs>2, 因而 0, B & 
非常 数 的 亚 纯 函数 ) . 例如， 在 每 个 亏 格 g 的 紧 Rie - 
mann 曲面 全 上 都 有 一 个 亚 纯 画 数 ， 它 实现 一 个 至 多 
ӨТІНУ О —- CU л}, 

ЗЕЯ ЇЗ (чае - dëtribution theory ) , 即 Nevanlinna 
理论 ， 在 单 复 变 量 的 亚 纯 函数 理论 中 占据 了 一 个 重要 
的 地 位 ， 这 个 理论 侠 究 方程 f(z) =a(aeCU{%}) 
的 根 在 趋向 区 域 的 边界 时 的 分 布 . 

多 复 变量 的 亚 纯 范 数 БОС, 中 的 一 个 区 域 
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{或 一 个 4 维 复 流 形 ), 又 设 Pc 人 QQ 是 一 个 余 维 为 1 的 
СЯО (ЕЯ). 0 QA P Es 2 00 M06838 
扩 称 为 全 内 的 一 个 亚 纯 殉 数 ， 如 果 对 于 每 个 点 pe 了 ,都 
能 在 QQ 内 找到 pp 的 一 个 酝 意 小 的 领域 如 和 在 日 内 全 纯 
并 日 在 GQ( UU) 里 无 公共 的 不 可 道 因 子 的 函数 g, у, 
在 UN\P 内 f= ф/у. 集合 P= Pi 你 为 亚 纯 函数 了 的 极 
# (polar set). 它 的 子 集 NN = М, НЕФ = p = 04 
部 定义 ， 称 为 了 的 不 铺 定 性 【点 ) 集 (set of (points 
of) indeterminacy); N Ë Q (8 — (8 ) 余 继 2 2 80 8 
析 了 集 , 在 每 个 点 pes 入， 函数 本质 上 基 不 确定 的 ; 
当 z 一 p(zen\P)，f{z) 的 极限 值 充 满 Riemann 球 
面 CU (0). 另 一 方面 fE PANI Б. W WR 
im .f(z) = 中 存在 ， 并 日 在 pePN N Мж ЖЯ 
了 (p= © 后 ， 便 得 Q\N 到 Riemann 球 面 里 的 一 个 全 
纯 吴 射 . 反之 ， 如 果 NN 是 @ 的 一 个 任意 的 (可 能 是 空 
的 ) 余 维 >2 的 复 解析 子 集 , 那么 每 个 全 纯 映 射 f: 
NN 一 CU{%} жо Нейт та, 
在 Q\P 上 等 于 了 ,其 中 P= МЈ (оу ж О 
的 一 个 余 维 为 1 的 解 忻 子 集 ， 或 者 是 空 集 . Tp. Q 
内 的 一 个 亚 纯 函数 了 可 以 定义 为 到 Riemann 球面 里 的 
一 个 全 纯 上 映射， 它 定义 在 余 维 > 2 的 一 个 解 怕 子 集 
N C Qm. 

亚 纯 函 数 的 第 三 个 完全 局 部 化 的 定义 【等 从 于 上 而 
的 定义 ) 是 用 层 的 语言 叙述 的 . 设 0O 是 上 的 全 纯 函 
数 芽 层 《sheaf) ， 对 于 每 个 点 zeQ， 用 M, 表示 环 O, 
(й дж: ЮЖ) 的 分 式 域 ,那么 ，M = UM, B 
然 地 具有 一 个 域 层 结构 ， 称 为 人 内 的 亚 纯 函 数 的 芽 导 
(sheaf of gems of metomorphic functions) ОА 
个 亚 纯 函 数 定义 为 M 0 — ВЕ, Ш “ене 
照 f: z 一 了 使 对 所 有 的 ze 从 有 /.=#М,. ЖАР, 
МОМА ХЕТТ: Rf, = @,/ (9, ， ,50,, ү, # 0), 
这 时 可 以 假定 0 Яр, йт, ШЕЕ 0, 里 没有 
公共 的 不 可 逆 因 子 ; 那么， 若 由,(2)= 0, 则 zePj， 
ШЖ оў (гу = ф, (2) = 0, H| ze N. 这 样 定义 的 亚 纯 
函数 了 在 点 Z$ PE ө,(т)/ р, (2). 

如 同一 维 的 情形 。P 内 的 所 有 亚 纯 函 数 的 全 体 贡 
于 按 点 代数 运算 继 之 在 可 去 奇 点 处 重新 定义 后 成 一 个 
EM (Q). 

EB ГОТА ЮНЫ = Z,, А [ze 
VPj: f(z) =0} 的 闭 包 ， 荐 8 的 一 个 余 维 为 1 的 解 
РЕ (meet); 它 的 不 确定 性 集 是 N = ZYP . 在 
Z, 和 已 上 可 以 定义 亚 纯 函 数 .7 的 零点 《或 极点 ) 的 级 
( 重 数 ) ， 若 ?是 解析 集 民 UP 的 一 个 正则 点 ， 则 次 p 
的 某 个 领域 已 内 ， 和 集合 (ZUP) 门 D 是 连通 的 ， 并 且 
出 方程 g= 0, ge0(U) 所 确定 ， 其 中 dy О 
U 上 成 立 . 因此 ， 存 在 最 大 的 整数 kf{P)， 使 得 函数 
f t) 有 一 个 到 也 的 全 纯 开 拓 ; 这 个 数 称 为 亚 纯 函 数 
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了 在 点 上 的 阶 ( 若 peZ， 它 是 零点 2 的 阶 ( ( order of the 
амо); 着 p= P, ТН РАИ (order of the pole) )， 
函数 k(p) ЖОР 集 上 是 局 部 常数 БТА, 
ОЛИО ВАНИ Ж, gar lM E U (7) = 
X k.A... ЖОР А, &2,\МР, ИЖ Ж, Kk. E f 
# ZU P 中 局 于 A, ПЕЛ АЮ 8 R (R) (可 傣 选 
样 记号 : (7) = D = Ajy, 等 .在 紧 复 流 形 上 ， 业 纯 
函数 被 它 的 除 子 唯 -- 确 定 到 相差 一 个 常数 倍 . 

在 一 维 情形 下 由 Mittag - Leffler 定理 和 Weierstrass 
定 更 所 解决 的 两 个 问题 在 高 维 时 以 第 一 (加 性 ) 和 第 
22 (Ж ) Coin 问题 ( Cousin problems ) 而 知名 . 出 
于 极乐 Р, 的 复杂 的 结构 ， 亚 纯 丽 数 的 主要 部 分 的 概 
念 一 般 大 不 定义 的 ， 民 而 ，Cousin 问题 是 以 下 述 方式 
AR3869 . 

1. 设 出 给 定 流 形 Q 的 -- 个 开 要 盖 { U.) 和 在 每 
个 U, 内 的 一 个 亚 纯 函数 У, зору ачр ава fe 
M(Q), 使 得 对 所 有 的 ,有 f 一 J,e0(U,). 

H. 对 于 旨 上 一 个 给 定 的 除 子 D = Yk. A, н 
使 得 (有 = рар ем О). 

这 些 问题 在 高 维 情形 维 可 解 性 条 件 比 一 维 情 北 将 
刻 得 多 、 

用 两 个 伞 纯 郑 数 的 商 表示 一 个 亚 纯 函 数 的 问题 称 
为 Poincar 问题 (Poincare problem ). 强 Роіпсагё I АЯ 
(strong Poincare problem ) 是 把 亚 纯 函 烙 表示 为 全 部 妆 
数 的 商 ， 而 这 两 个 全 纯 函数 在 每 个 点 ze 了 的 芽 是 在 O。 
里 互 素 的 . Poineare 问题 在 一 个 紧 的 连通 复 流 形 上 是 不 
可 佣 的 ， 如 果 在 这 个 复 流 形 上 存在 非常 数 的 亚 结 画 
数 ， 不 过 ， 这 个 问题 在 每 个 区 域 Q < С^ 内 是 可 解 的 ， 
而 且 事实 上 在 Step 流 形 ( Stein папі ) 上 的 任意 区 域 
内 都 基 可 解 的 ( 见 [71) 强 Poincare ЕВОРА ЕВГ 
Cousin 问题 卫 的 可 解 性 推出 【反之 则 不 然 ). 

ЖАЛ, 7 fs M (外 ) 称 为 代数 相关 的 (algebrsi - 
саћу dependent), 如果 存在 上 个 变 晤 的 复 系 向 多 项 式 
Ра 0, 0702). сз. Д(:))= ОЖ у, Р 
公共 定义 域内 成 立 , 中 上 代数 无 关 的 亚 纯 函数 的 最 大 
个 数 称 为 域 M (Q) 的 超越 次 数 (transcendence de- 
gree)， 在 紧 流 形 上 ， 这 个 个 数 不 超 过 流 形 的 (R ) 维 
数 【Siegel 定理 (Sieggl theorem ) ) ; 而 且 ， 域 M (0) 
有 有 限 个 怎 成 元 ( 见 16])， 

在 一 些 具体 的 流 形 上 ， 亚 纯 范 数 可 以 有 -- 些 补充 
的 性 质 ， 例 如 ， 在 复 射影 空间 C P" 内 ， 任 何 非常 数 亚 
纯 函 数 的 不 确定 性 集 都 是 非 空 的， 射影 代数 能 上 的 每 
个 业 纯 函数 都 是 有 埋 的 ， 即 可 以 表示 成 关于 齐 次 坐标 
的 齐 次 多 项 式 的 府 p19. 在 代数 簇 上 ， 城 MD) 的 内 
容 是 很 丰富 的 ， 另 一 方面 ， 人 存在 这 样 的 复 流 形 (例如 ， 
某 此 非 代 数 环 面 ), ЛЕНО ИЕ ЕКИ. 
Riemann -Roch 定理 到 高 维 的 推广 成 效 其 微 ， 而 着 


АЧЕН ЕА Е ЖЛ ЫИ Е 
能 得 到. 

JF B, Welerstrass 定理 (Weierstrass theorem ); Mit- 
tag - Leffler 定理 ( Mittag - Leffjer theorem ): Riemam - 
Re 中 定理 {Rismamn -Roch союш). 


参考 文献 
[1] Nevanlinm R., Алајубс functions, Springer, 1970 
9] 
[2] Fomter, O., 1ссшс on Ricmann surfaos, Springer, 
1981{ 60848). 
[31 Hayman , W . , Meromorphic fupetions ‚ Clarendon Pre - 
ss. 1964. 


14] Шабат, Б. B ‚ Введение в комплексный анализ, 
w. 1-2. M.. 19%. 

[5] Homander, L ., Ап introduction to oomplex analysis in 
several vanables , North - Holland , 1973. 

16] Шафаревич, H. Р., Основы алгебракческой reo- 
метрии, М., 1972 ( Ж# Ж: Shafarevich 1. Ё., Ва 
sic slgcbraic geometry , Springer, 1977). 

17] Kajiwara, 7. and Saka ，E ., CGeneralization of Leá - 
Oka' s theorcm conçeming meromarphic functions , Ma- 


жуш Math. 2., 29 (1967), 75 — 84 
E.M. Чирка 所 


СЯБЕ 亚 纯 函数 的 Abel 定理 ( Abel theorem оп mero- 
—orphic functions ) ЖШШЕ. 设 S 是 一 个 紧 Riemann 
ш. ВЕЕ D RN ELI ЭК 
要 条 件 是 :存在 一 个 存 蜡 1 链 ( 见 流 形 上 的 积分 法 
( integration on manifolds ) )， 它 的 边界 是 D，67 = DD， 
站 县 使 得 8 一 0 对 5 上 的 所 有 第 一 类 微分 ( 见 Abel 
微分 ( Abelian differential ) 利 流 形 上 的 积分 法 (jntegra - 
боп оп manifolds )) У. Abel 8886 5 — АВ 
见 Jacohi $£ ( Jacobi variety). 
参考 文献 

【AI] Springer, G ., Introduction to Riemann surfaos , Add - 

json - Wesley , 1957, Sect. 10 — 7. 
TA2] Farkas, Н. М. ard Ка, 1., Riemann surfaces , Spr - 


inger. 1980, Seer. Ш. 6. 
Ии 译 


ЧАЯН | шеготогрііс mapping ; мероморфное отоб- 
раженне], 复 空间 的 

E 88 88 88 (meromorphic function) 概念 的 一 个 拓 

6 ХУ 为 得 空间 (complex space), 5 À 为 
x мла. 使 得 XN A АЫ 58 ИЕТ -Y: E 
(见解 析 集 (analytic set)), JF Rk ИЕ — ТВ 
(analyic mapping) /:1—Ү. ЖА. 了 称 为 到 
内 的 一 + E АЕ 89 (meromorphic imapping)， 如 果 f 
在 Xx 了 内 前 图 4 ИЕ Fr 是 和 xx 了 的 -个 解 
ИТЕ. ЛАН лг, X 是 一 真 映射 GF N s 
射 (proper morphism))， 集 合 r POUR 三 的 


Е ( graph of the meromorphic mapping /). Ж л:Г; 
X RORSDES Z Any Y :个 一 -时 
射 ， 如 果 A7 S X 表示 f 能 够 拓展 为 一 解析 喘 射 的 最 
АЛЯ, ВА L= XN A2 ХЮ ААИ Е 
МЕ, #R2 了 的 不 合 (set of indeterminacy 
о). ЖА лт (4) = 4 是 开 的 并 在 АЙ; 
Wa HB. А'= AZ ML TA А; 基 解 看 的 并 在 P. p Ж 
处 稠密 限制 x: 4 一 4 是 解析 空间 的 一 个 同 构 . 
如 果 革 是 一 正规 复 空间 { 见 正规 解析 空间 ( normal 
analytic space )) ,那么 софт /, 2 2 和 dim,z" (х) > 
0， 当 旦 仅 当 zsr '(x) 和 хе! ШЖ 天 不 是 正规 
ËJ, ШИВ хе, пт (х) 也 可 以 由 有 限 个 点 构成 ， 当 
Ү= СР 时 ， 误 纯 映 射 的 概念 约 化 为 正 纯 函数 的 概 
£ f:X— Y.g:Y + Z, kX " Z Ма 
БОЗУ РЕШЕ]. 09) 了 和 g 的 合成 gs 了 是 有 定义 的 并 
Нак, ЯЕ X 的 一 个 开 秋 密 子 集 U， 使 得 
осал f(U) SA US As, ЖА уд 
ЧЕЙ f: X -= Y КЗЫ ЗЕ ЯВ 0 (bimeromorp- 
hk), Rr E taba ө Y ~ X, É f 
fsg=1l, #l gof=1|,. 两 个 双 亚 纯 映 射 X> Y 
和 了 ~ 2 的 合成 总 是 有 定义 的 . 
参考 文献 
[1] Andrcott А. and 800, W. , Analytic and algebraic 
dependence of meromorphie functions , Springer , 1971 
[2] Remroen, R., Holomorphe und meromorphe Abbildun- 
Ben komploer Ršume, Agah. Am. 133 (1951), 1 
328-570. Д. A. Пономарев {# 
5 补 泪 
参考 文献 
{АС Whitney, H.. Complex analytc varietie . Addison- 
Wesley, 1972, Set. 6. 3 Ф ж 


Merseane 数 [ Miersenne mmber ; Мерсевна число J 
形 如 M.=2"- 1 RR, ри, 2, e. 

М. Mersenne 在 17 世纪 研究 了 这 类 数 . 仪 当 пж 
数值 时 、 数 M, 才能 是 素数 . 对 于 n=2,3, 5, 7, 
得 到 M,=3. 7, 31, 127. 但是， 对 于 n= 11, 数 
M, 是 人 台数 .对 于 大 于 11 ЮЖ n. 在 数 M. 中 既 有 
ЖЖ. ХВФ. H TW M. КАВ. ЯЗЫР 
究 . 考 虞 具体 的 数 M,， 已 粥 证 明 ， 例 如 ，My (L 
Ешег, 1750) 和 М, (H. М. Первушин, 1993) 都 是 
Mersenne Ж. 使 用 计算 机 求 出 了 另外 一 些 作 常 大 的 
Metsenne Ж, ЖИБИ М, з. 是 否 存在 Mersenne Ж 
的 左 限 集合 ， 仍 然 是 一 个 林 解 决 的 问题 (1989)， 这 个 
问题 同 完满 数 的 存在 往 问 题 密 切 相 关 . 
参考 文献 

ll] Наше. H., Vodesungen їйї Zahlentheorie, Springer. 
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1950. 
[2] Букштаб. A. A.. Теория чисел, 2изд., М.. 1966. 
Б. M. Бредихин #8 
САМЕТ 目前 (1989) 已 经 知道 ， 对 上 下 列 п @ М, 
是 Mersenne 数 : 2, 3, 5,7, 15. 17, 19, 31, 61, 89. 
107, 127, 521, 607, 1279. 2203. 2281, 3217, 4253, 
4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701, 23200, 44497, 
86243, 132049, 216091, MWL[A1]. 
Lucas 检验 (Lucas test) 提供 了 -种 证 明 这 些 数 
是 素数 的 六 这 简单 的 方法 .这 个 恰 验 如 下 所 述 { 见 
[А2]): 定义 51=4 和 5,,=$;р—2, k2 1. 这 时 ， 
AM, 是 素数 ， 当 日 仅 当 М, 可 以 整除 S. (n 为 素数 ) . 
参考 文献 
[АІ] Riesel, H ., Prime numbers and computer methods for 
factorsation , Birkhiiser ，1986 
{А2 ] Shanks, D ., Solwed and unsolved problems in number 
thoory. Chelsea . reprint , 1978 
【译注 】 很 多 文献 中 ,小 义 地 定义 数 М, = 2 — 1 (p 
为 素数 ) 为 Mersenne 数 . Жай 详 


亚 Abel #É [meta - Abelian group 或 metabelian proup; 
метабелева группа ] 
导出 长 度 为 2 约 可 解 群 (sofvaple goup), ЁД. 
有 交换 换 位 子 群 (commutator subgroup ) 的 群 ， 全 体 亚 
Abel 群 的 族 构 成 一 个 由 等 式 
[х,у], 125 t]]=1 


Ас ЛАРАК (апау of Broups))， 人 们 对 于 
有 限 生成 业 Abel 群 有 特殊 的 兴趣 . 它们 都 是 剩余 有 限 
的 【 见 剩 余 有 限 群 (residualty -finite group )) 且 满 足 正 
期 子 群 的 极 大 条 件 《 见 链条 件 (chain condition ))， 作 
为 这 类 群 的 一 个 推广 ， 对 其 某 个 交换 正规 子 群 的 商社 
为 多 循环 群 ( polycyclic group ) 的 有 限 生 成 群 也 具有 类 
但 的 性 质 . 
你 俐 六 的 数学 文献 中 ， 虹 Abel 群 有 时 也 指 一 个 
等 零 类 2 ТИЕН ( nilpotent group). 
参考 文献 
{11 Курош, A. Г., Теорня груни, 3 изд., М., 1967 
(PBA А.Г. ЖН. Wie, E. Т. БЗВ 
НЕЕ, 1987, 1982) 
{2] Каргаполов, М. И., Мерзляков. Ю. И.. Основы 
теории груш. 2 изд., М., 1977 ( 9: Kargapolov ， 
M.I and Мегдуакоу, Yu. 1., Fundamentals of the 
theory of groups , Springer , 1079). 
А Л. Шмелькин 29 
【 补 注 ] 
参考 文献 
ГАТ] Robinon, D. J. S.. А couse їп the theory of 
groups, Ѕрппрег, 1980. = &W 石生 明 校 
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元 语言 | meta -langmage; метаязык] 

Ж агн 用 于 建立 元 埋 论 (meta -the- 
огу). 更 一 般 地 说 ， i Pr -种 ТОЁ zU 4k 8 ИРИ. 
用 来 陈述 元 数学 (meta -mathematics) 的 命题 . 

А.Г. Драгалин 8 


【 补 注 ] 
参考 文献 
TAL] Gregorzyk, А., Ал outlne of mathematical logic , 
Reidel , 1974. 沉 复 兴 + 


元 逻辑 [meta -logic; металогика] 
在 某 种 元 理论 (meta -theory) 的 在 名 内 对 形式 公理 
理论 进行 讨论 所 使用 的 逻辑 ， 在 数学 基础 中 ， 人 们 时 
常 对 元 理论 加 上 一 些 特殊 的 要 求 ， 这 关系 到 再 定 革 些 
通常 的 数学 抽象 ， 月 的 是 改进 元 理论 在 亲 学 上 的 可 接 
受 性 . ЭШ, 实 无 穷 的 抽象 abstraction of actual infini- 
(у), 5 (апіпотпу) 的 出 现 相 关 的 抽象 推理 等 都 是 
受到 批评 的 教学 抽象 . 一 般 说 来 ， 这 就 导致 使 用 不 同 于 
ЕЈР Ц, ТТН АЯ ( modal logic ) 或 者 当 
元 理论 是 建立 在 直觉 主义 (intitionism ) 框架 中 时 ， 使 
用 直觉 主义 逻辑 . 
男 一 方面 ， 在 证 明 论 (proof tbeory) 中 ， 我 们 用 
不 加 任何 限制 的 传统 数学 方法 米 研 究 直 党 主义 敢 辑 和 
其 他 非 经 典 导 辑 的 理论 ， 鲍 如 目 集 全 论 方法 来 研究 它 
们 , 在 这 种 情况 下 ， 经 典 如 辑 就 起 着 元 还 辑 的 作用 . 
А.Г. Драгалин # PRE 译 


元 数学 [meta -mathematics ; метаматематика ] 

对 研究 形式 理论 {演算 ) 所 用 的 全 部 数学 理论 的 
总 称 ， 研 究 某 个 特定 的 形式 理论 的 元 数学 就 称 之 为 这 
一 形式 理论 的 元 理论 (meta -theory ] . 

在 锋 义 的 情况 下 , “元 数学 " 这 一 术语 也 被 当 作 证 
了 明 论 ( proof theory) 的 同 义 语 . А. Г. Драгалин Bë 
【 补 注 】 


参考 文献 
ГАР] Rasiom, H. and Sikorsky, К., The mathomatic об 
metamathematics „ PWN , 1903. RED ж 


元 定理 [ meta - theotem ; MeTareopewa] 

在 一 定 的 元 理论 (meta -theory) 中 得 到 的 关于 形 
趟 公理 理论 的 命题. A. Г. Драгалин He 
【 补 注 ] 在 范畴 (category) 论 中 , “元 定理 "这 个 术 
话 已 经 有 了 更 特殊 的 意义 ; 它 所 指 的 是 这 样 ” 种 形式 
的 结论 ， 如 果 P 是 关于 一 种 给 定 类 型 的 范畴 【例如 
Abel 范畴 或 者 正则 范畴 ) 的 任何 一 个 命题 { 用 给 定 的 
形 攻 语言 表示 )， 则 P 在 某 个 特定 的 范畴 中 (例如 
Abel 群 的 池 团 或 集合 的 范畴 中 ) 上 成立， 蕴涵 它 在 这 种 
给 定 类 型 的 所 有 的 范 旷 中 都 成 立 . 这 一 类 结果 一 般 都 


由 峰 和 人 定 理 推出 ， 人 典 人 定理 指 的 是 给 定 类 型 的 任意 一 
个 范畴 都 能 够 【用 一 种 结 购 保持 方法 ) R A BE 318 В 
йн ( 的 之 } 中 去 ， 
参考 文献 

TAI] Fieyd, Р., Abelian categorics, Harper & Row, 1964. 


[А2] Freyd, Р. and Scedrov, А., Geometric logic. North- 
Holland . 1989 就 复兴 译 


元 理论 [meta -theory ; метатеория | 

试图 对 某 ~ 形式 公理 理论 进行 描述 和 定义 以 及 对 
其 性 质 进行 研究 的 效 学 方法 的 全 体 . 元 理论 是 形式 化 
力 法 的 重要 组 成 部 分 ， 该 方法 是 数理 逻辑 中 最 重要 的 
方法 之 一 . 

ЖУЙ Ж ИП АДЕ Ж ЖОЕ ШЕ: ОЕ АЖ — 
КЕЕШ ЕЕ Т, жт. . 这 个 理论 可 能 是 很 复杂 
的 ， 其 语义 学 ( semantics ) 直观 上 不 是 十 分 清楚 的 ( 例 
如 ， 了 可 以 是 闵 合 论 、 数 学 分 析 、 二 阶 算术 ， 等 
Ж). АПЕХЕЮЕ, тавлу 

-数学 原理 ( 例如 选择 公理 (axiom of choice) ) 相 容 . 
为 了 关 清 这 个 问题 ， 首 先 构 造 一 个 精确 的 逻辑 数学 语 
言 Q, 使 得 工 中 所 有 感 兴趣 的 数学 命题 都 可 以 用 人 的 
公式 加 以 描述 然后， 把 在 此 理论 中 用 以 导出 新 事实 
的 逻辑 原理 形式 化 为 公理 和 推导 法 则 ; 这 些 是 用 来 由 
公理 和 已 经 推出 的 公式 以 推演 ОРД . 这 样 就 
构成 一 个 形式 系统 ( formal system ) (或 换 名 话说， 一 
баз. ( íormal axiomatic theory) ， 一 个 演算 


某 一 个 片段 ,这样 做 的 一 个 基本 想法 是 ， 在 描述 了 时 
不 必 去 探究 (可 能 非常 复杂 P 的 语义 . 演算 шш 
符号 系统 的 简单 规则 构成 ， 并 日 对 其 运算 的 理解 不 需 
要 拱 究 在 其 中 可 推出 的 公式 的 意义 . 

这 种 方法 首先 开辟 了 数学 地 陈述 关系 到 于 ,中 某 些 
公式 的 可 推导 性 问题 的 可 能 性 ， 其 次 是 用 某 一 具有 意 
义 的 理论 T, 研究 T, 的 可 能 性 . 在 这 种 情况 下 ， 艺 Ш 
做 对 象 理论 (object theory) , 而 五 是 它 的 元 理论 me- 
1а - Theory). 

从 数学 基础 的 观点 来 看 ， 重 要 的 是 了 T 联系 
到 更 可 车 的 理论 ， 因 此 用 研究 Т 可 以 视 为 用 更 令 
人 信服 的 理论 T, 作为 对 T, 的 尚未 明了 的 语义 部 分 的 
实质 住 洽 清 及 合法 化 ， 在 这 方面 ， 人 们 特别 倾向 于 移 
去 数学 中 反映 有 限 性 的 那些 部 分 作为 充分 可 昔 的 元 理 
论 ， 以 及 选择 在 直觉 主 义 或 构造 数学 的 框架 内 形成 的 
定理 . 但 是 ， 在 数学 基础 范围 之 外 ， 这 个 限制 是 多 余 
的 ， 如 果 人 们 对 了 的 直观 明晰 性 不 感 兴趣 ， 而 仅仅 对 
五 中 基 些 公式 的 是 否 可 推导 出 这 样 一 些 简单 问题 感 兴 
起， 自然 关 用 已 经 建立 前任 -- 令 人 信服 的 数学 理论 T, 
去 研究 T, ,不 必 对 T, 附加 任何 先 验 的 限制 . 

信 们 也 可 以 类 似 地 进一步 通过 构造 一 个 形式 系统 
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R 29066 Т,, ， 以 及 用 此 一 个 起 无 理论 《meta- 
meta -theory) Т, РЭС T; , üE BB 90 ( proof theory ) 中 的 
研究 就 只 有 这 种 性 质 . 
参考 文献 
[i] Kiceenc 5. C , Imtroduction to metanaihematics, Nor- 
(th-Holland , 1951 (Ч ЖЖ: S. C. ЯЖ. ле 
30, BUEEGORM. Р 1984， 下 册 1985》 
А Г. Драгалин j 


【 补 注 和 
参考 文献 
ГАІ] Rasiowa, H. and Sikorsky, R.., The mathematics of 
metamathematics . PWN , 1963__ 
[А2] Suppes, Р., Introducrion to Joge, у. Nostrand , 1957 
тйк 详 
亚 循环 群 Lmetacydic group; матациклическая грулпа } 
ДЖ ЛЯЕТ В (пола! subgroup) 使 得 
ЗЕТЕ ЕТАР Е ВЕ ( суйе groug ) 的 
B. Аас (СШ ИЛЕК НКЕ ЕЛУ ЖИ ) 
的 有 限 群 号 亚 循环 的 . 多 循环 群 ( polycydic group) Ë 
ЧЕ ЕЗЕН. А. Л. Шмелькин PE 
【 补 注 】 有 时 亚 循 环 这 个 术语 被 用 来 指 一 类 较为 特殊 
Юй. ИЧИЛЕ ЭДДИН. 
参考 文献 
[Al] Най, М. Jr., The theory of groups, MacMillan 、 
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气象 学 中 的 数学 问题 [meteorology , mathematical proliems 
їп; метеорологин математические задачи ] 

大 气 的 物理 学 、 化 学 和 生物 学 领域 中 ， 借 助 于 数 
学 方法 进行 求解 的 问题 ， 气 象 学 中 的 数学 问题 ， 人 多 
数 尺 其 复杂 性 以 及 所 涉及 信息 处 理 的 庞大 数量 为 特 
征 ， 因 此， 为 了 解决 这 些 问 题 ， 在 应 用 解析 方法 的 同 
І. 7 е 的 数值 模拟 方法 . 

火气 物理 学 的 数学 问题 ， 二 要 人 人 
AAE F: EE АГ 5 ANOS. T 
们 基 由 地 球 的 白 转 、 язан ЮЖО ЕЛЕН, 
数学 异型 的 理论 基础 是 质量 、 动 量 和 能 量 的 宁 人 恒定 
律 ， 以 及 描 注 发 生 于 大 气 中 的 过 程 和 大 气 与 海洋 及 地 
表 相 互 作用 的 的 力学 和 人 学 的 定律 ， 用 数学 术语 于 
Ж. 这 症 一 个 非 线性 直 微 分 方程 组 ， 必 须 在 外 能 源 是 
太阳 的 假设 下 来 求解 . 除了 描述 大 气 的 状态 和 行为 的 
нж ( 渔 度 、 压 强 、 密 度 ， 风 束 特 等 ) 以 外 ， 这 些 
方程 还 包含 一 些 参数 ， 所 谓 参数 ， 道 常 意味 着 方程 的 
系数 ， 而 在 非 汗 志 问题 中 .还 包括 描述 大 气 状态 ， 地 
面 特性 以 及 外 源 等 的 函数 的 初 值 . 初 值 条 件 根据 真实 
Ж К - 地球 "中 的 测 明 结果 来 确定 .数学 
模型 建立 的 过 程 包括 几 个 阶段 : 数学 模型 的 定性 分 析 
《问题 的 适 定 性 ， 四 物理 上 合理 的 是 数 求解 的 吉 能 


等 等 )， 其 离 艇 模 氢 的 构造 ， 离 敬 模 型 在 计算 机 上 
实现 的 计算 算法 和 程序 的 发 展 、 模 型 对 参数 变化 的 敏 

性 分 析 ， 基 于 先 验 信息 和 测量 的 参数 估计 ， 等 等 . 
数学 模型 的 结构 依赖 于 大 气 中 所 研究 过 程 的 时 空 尺 虚 
以 及 描述 它们 的 方法 ， 

数值 模拟 是 解决 天 气 预 报 和 气候 理论 中 问题 的 基 
本 方法 之 一 ， 县 有 特别 重大 意义 的 是 ， 在 天 然 和 人 为 
央 束 影响 下 和 在 人 类 活动 对 环境 的 影响 的 估计 下 ， 气 
候 变 化 研究 中 的 数值 模拟 问题 ， 对 于 给 定 一 类 问题 ， 
物理 模型 的 选择 和 证 实 与 由 大气、 海洋 、 雪 被 、 大 陆 
和 生物 图 组 成 的 物理 系统 ( 通常 称 为 气候 系统 ) 的 稳 
定性 、 可 预报 性 和 敏感 性 的 基本 问题 的 深入 研究 紧密 
相 联 系 ， 可 预报 性 确定 对 物理 过 程 的 预报 的 充分 决定 
论 性 方法 的 可 能 性 ， 同 时 确定 ， 对 于 气候 系统 或 其 局 
部 的 行为 的 描述 和 预报 ， 构 造 数 学 模型 的 可 能 性 ， 敏 
感性 表征 系统 相对 于 外 界 影响 和 内 部 委 数 变化 的 稳定 
程度 如 果 将 上 为 因素 的 作用 解释 为 对 系统 的 微 扰 ， 
则 对 其 影响 的 估计 可 以 认为 是 敏感 性 理论 的 一 个 点 用 
方面 . 

短期 几 小 时 直至 几 天 的 ) 天 气 预报 问题 ， 是 如 
求 在 给 定 边 值 条 件 和 初 信条 件 下 大 气 的 流体 热力 学 非 
线性 偏 微 分 方程 组 的 非 定 态 解 ， 在 长 其 天 气 预报 问题 
中 ,确定 的 是 大 气 行为 的 某 些 一 般 性 或 半 均 的 特征 . 
一 般 大 气 环流 的 数值 实验 包括 在 理想 初 信条 件 下 在 很 
长 一 段 时 斯 对 相应 方程 组 求 积 分 ， 寻 求 定 坊 解 或 一 年 
期 解 是 气候 背景 下 的 数值 实验 . 

大 气 过 稳 具 有 波 结构 .各 种 类 型 大 气流 的 构造 通 
过 应 用 按 小 参数 短 的 渐 近 级 数 展 开航 砷 线性 为 学 方法 
来 实现 ， 线 性 化 模型 大 气 波 的 数学 理论 已 经 得 以 充分 
发 展 ， 在 流体 动力 学 方程 组 的 解 中 分 离 出 了 几 类 波 
( 声波、 引力 法 、Rosspy 该 )， 在 化 线 性 波 之 中 ， 愉 有 
个 别 例子 曾经 研究 过 ( Gerstner 引力 波 、 非 线性 Rossby 
波 等 等 ) 为 了 开明 人 气 运 姑 的 结构 ， 广 泛 应 用 数值 
方法 来 求解 流体 热力 学 算 子 及 其 离散 筑 拟 的 本 征 值 和 
本 征 函 数 问题 大 气 声 学 的 数学 习题 是 小 在 分 层 介质 
中 传播 前 研究 ， 这 里 应 用 解析 方法 (WKB 方法 ， 等 
等 ) 相 数 值 方法 .对 大 气 波 的 流体 动作 学 不 稳定 性 及 
各 种 尺度 波 的 相互 作用 的 深入 赋 究 具有 重要 作用 ， 特 
别 是 在 大 气 中 气旋 和 气 锋 的 动力 学 模拟 研究 方面 - 

大 气 光学 领域 中 ， 出 现 条 件 适 定 问题 类 中 的 特定 
逆 问 题 .一 个 典型 例子 是 按 卫 星 园 测 探 空 数据 恢复 大 
气 参数 的 问题 . 大 气 中 光 的 多 次 散射 过 程 ， 曾 经 用 各 
种 浙 近 和 数值 方法 研究 过 .对 于 大 气 中 辐射 转移 方程 
的 求解 ， 应 用 数值 方法 ， 特 别 有 效 的 是 蒙特 卡 罗 方 法 
{ Monte: -Carlo method ). 

气象 学 的 许多 埋 论 和 应 用 问题 与 大 气 湛 流 问题 机 
联系 ,大气 中 油 流 尺度 谱 非 常 宽广 。 在 大 气 与 海洋 和 
地 面 的 相互 作用 中 ， 在 大 气 杂质 的 扩散 中 ， 在 飞机 和 和 
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潮流 数学 模型 各 参数 化 法 的 创立 ， 有 好 几 种 途径 ， 

在 解决 气象 学 问题 时 ， 出 现 许 包 向 题 ， 它 们 在 数 
学 物理 前 复杂 问题 中 上 共有 旧型 性 ， 这 首先 是 输入 数据 
的 准备 ( 容 观 分 析 ， 济 量 网 上 则 间 序 列 (time series) 的 
统计 义理， 时空 分 析 和 气象 场 的 相 和 窄 性 )， 以 及 还 有 
地 用 敏感 性 开 论 和 最 优化 的 方法 来 按 测量 数据 鉴定 楼 
型 的 参数 ， 气 象 学 中 的 数学 模型 具有 大 量 自由 变 ， 因 
而 出 现 约 化 的 问题 ( 例如 ， 通 过 参数 化 法 或 通过 考虑 
到 信息 性 广义 变量 的 应 用 ). 

属 二 气象 学 中 的 数学 问题 的 还 有 与 人 类 活动 对 大 
气 的 影响 的 研究 和 估计 相 联系 的 问题 ， 这些 问题 是 ; 
适当 考虑 到 人 为 岗 寄 下 对 市 镇 利 工业 区 的 微 气候 模拟 
问题 ， 土 业 废 料 对 次 气 污染 的 咎 计 癌 题 ， 地 者 变化 对 
大 气 的 动 为 学 和 热 行为 的 影响 的 估计 何 题 ， 等 等 . 选 
择 一 个 有 效 的 经 济 政策 的 问题 ， 通 过 最 优化 理论 的 方 
法 和 象 学 问题 而 予以 定形 .特别 基 ， 适 当 考 开 
到 环境 污染 的 下 生 许 可 规范 下 ， 工 业 综 合体 的 最 优 布 
局 问题 ， 可 以 数学 上 表述 为 约束 变 分 问题 . 

一 个 综合 数学 问题 ， 实 际 上 包括 上 面 列 出 的 所 有 
那些 问题 ， 出 现在 监视 或 实现 局 域 尺 度 上 或 总 体 站 度 
过 程 的 步骤 的 问题 方面 . 
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值 格式 的 发 展 ， 形 成 数学 对 气象 学 的 主要 贡献 。 这 个 
发 展 从 L. F. Richardson 的 数值 积分 步骤 开始 
([A9])， 并 在 像 清 尔 德 的 图 家 大 气 合 究 中 心 ( 科 罗 拉 
ЕД ) 和 雷 丁 的 欧洲 中 期 天 气 预报 中 心 (英国 ) 这 
样 一 些 国家 的 和 因 际 的 研究 所 达到 现在 的 发 展 程 度 ， 
见 [A3]， 近来， 曾经 发 展 了 使 观测 数据 与 该 数据 所 指 
模型 相 一 至 的 方法 {[Al]).， 数学 家 从 气象 学 学 习 到 ， 
在 三 个 或 三 个 以 上 契合 党 微分 方程 的 方程 组 中 可 能 出 
现 一 个 本 质 非 线性 现象 . 那 就 是 可 能 出 现 痊 鼻 吸引 子 
(stmmge attractor)， 它 是 由 E. М. Lorenz. ([ A7]) 在 
大 气 的 局 地 竖 向 坏 流 的 大 大 截 短 的 谱 模型 中 首先 注意 
到 的 .全球 环流 的 谱 模 型 自 那 时 以 后 曾经 广泛 研究 过 ， 
甘于 其 综 现 见 [A4] 和 [A2]， 大 气 物 理学 的 一 般 理 论 
在 [A5] 和 [A6] 中 可 以 找到 ,而 J. Pedlosky ([А8]) 
的 引 论 是 更 加 着 重 数学 的 . 参考 文献 [Al0] #0 [А11] 
讨论 与 气象 学 问题 有 关 的 边界 层 现象 和 消 流 . 
参考 文献 
ГАЈ] Bengtsson, L., Ghi, М. and Killin, E. (eds.), 
Dynamic meteorology : data ssimilation methods, Sp- 
ringer , 1981 
[A2] De Swat, Н. E., loworer ролна] models of the 
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їй ЎА ЭТЕ [method of bowndary integration; контурного 
нитегрирования метод], БЙР} ( method of соп - 
tour integration ) 17. 
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等 式 ， 方 法 主要 利用 函数 性 质 把 已 知 区 域 保 形 地 映射 
到 各 典型 区 域 . 利用 这 类 映射 人 们 可 能 构造 具有 有 下 述 
边界 性 质 ( boundary property ) 0 й: 在 区 域 
的 每 个 边界 分 支 上 ， 区 数值 与 另 一 个 这 种 函数 的 复 共 
Н 22 ОТЕК. 边界 积分 法 基本 上 包括 下 面 
的 内 容 : 

所 侠 究 的 积分 是 到 在 已 知 区 域 的 整个 边界 上 ( 边 
界 一 般 取 为 有 限 眉 简单 闭 解析 曲线 }、 选 取 这 个 积分 
使 共 被 积 函 数 为 包含 具有 上 述 边 界 性 质 的 因 耳 ， 而 量 
在 应 用 这 个 性 质 之 后 ， 积 分 值 可 用 留 数 定理 得 到 
( 见 围 道 积分 法 (contour integration, method of), 
Camchy 积分 定理 {Cauchy integral theorem ))， 另 -- 方 
面 ， 倪 如 原来 的 积分 值 或 其 符号 已 经 知道 ， 则 作为 结 
果 人 们 可 以 得 出 所 用 函数 之 间 的 一 些 关系 或 联系 着 它 
们 的 若干 不 等 式 . 通常 能 够 使 用 上 述 方 法 的 边界 积分 
是 作为 根据 非 负 二 重 积 分 Green 公式 所 作 变 换 的 一 
结果 ， 即 在 给 定 区 域 上 正则 的 某 函 数 的 导数 找平 方 的 
积分 . 这 样 一 来 就 把 边界 积分 法 与 面积 法 (ara пећ - 
od ) 联系 起 来 了 ， 使 用 边界 积分 法 ， 可 得 下 而 有 关 结 
Ж: 多 连通 区 域 铅 单 叶 保 形 映射 的 随 变 定理 (distortion 
人 heorems ) 【 见 [1], [2]); 单 叶 函 数 系数 的 充 要 条 件 
( 见 [3]) ; 有 关 保 形 映射 理论 中 基本 区 域 函 获 的 车 十 
Ша Са гар. 

在 研究 单 叶 函数 时 边 田 积 分 法 还 采用 下面 形 式 . 
йй. Й B 是 w 平面 内 边界 已 由 有 限 简 单 闪 解 
析 曲 线 组 成 的 区 域 ; 假设 S(w) 是 在 除去 B 的 有 限 
个 点 以 外 的 整个 w 平面 内 调和 的 函数 : 又 设 p(w) 
ЗАЯ ЕШ: 8 8S(w) - p(w) 在 区 域 B 
内 调和 ， 闭 区 域 上 连续 ， 且 p(w)|。= 0， 则 

{8 0р 450, 

2 ап 
Ж 010п 表示 В 的 外 法 向 微分 . 若 o(w) 和 a(w) 
为 解析 函数 ，S = Res, P= Reg， 则 上 而 不 等 式 可 以 
写成 如 下 形式 


њ + Í о0о) «0. 
š 


此 不 等 式 中 的 积分 可 由 留 数 定理 计算 ， 选 取 与 所 论 函 
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数 有 适当 联系 的 各 种 函数 S(w) 和 p(w)、 就 可 能 得 
出 单 叶 函 数 的 许多 新 的 不 等 式 ( 见 15] - [7]) . 

边 掉 积分 法 也 成 切 地 用 来 研究 非 单 叶 保 形变 的 . 
于 是 ， 使 用 这 种 方法 已 经 得 到 满足 一 些 附 加 条 件 的 
多 连通 区 域 亚 纯 殉 数 的 许多 新 极 值 性 质 { 见 [8.) ; 在 
BI E р Ө Голузин 面积 定理 诸 推广 工作 已 经 
完成 : 在 多 连通 区 域 对 有 几 个 极点 的 情形 ， 以 及 对 适 
当 扩充 意义 下 的 рар ( 见 [9]) . 上面 提 到 的 区 域 
函数 与 Bergman #08 #1 ( Bergman kernel function ) Ж 
系 密切 ， 用 边界 积分 法 得 到 的 结果 常常 可 以 用 它们 表 
m. 因此， 边界 积 分 方法 和 解析 函数 标准 正 交 系 坦 论 
之 间 也 有 一 定 钓 联系 
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[ 补 注 】 区 域 映射 函数 (mapping functions ) 或 基本 区 

域 函数 (fundainental domain functions ) 是 由 已 知 度 域 

到 划 些 标准 区 域 上 的 单 叶 保 形 映射 ， 例 如 从 一 个 单 连 

通 区 域 到 单位 圆 栖 ( W. Riemanm 定理 ( Riemann theo - 
тт )) 或 从 双 连 通 区 域 到 一 个 标准 的 六 环 ([]0]) . 

жж». жш ж 


特征 线 法 [metxod of characteristics ; характернстик ме - 
тод} 

AN BSI MJ. ЕШЫМ 
+, жалей Лин а, фл ННН 


2 (197), 1. 


« Матем c6.», 39 (1956), 3, 
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ШР. Эйн. ЖИЛЕ ГЕЛЕН. ЖЕ 
征 线 方法 中 ， 在 特征 网 格 上 计算 解 ， 而 特征 网 格 是 在 
计算 过程 中 构造 的 ， 所 以 解 的 依赖 区 可 以 精确 地 大 
定 。 对 特征 线 法 ， 己 经 证 明了 解 的 存在 性 和 收 合 性 . 
特征 线 法 应 用 最 广 的 领域 是 求解 连续 介质 力学 可 是 
( 见 [1])， 词 如 ， 特 征 形式 的 方程 


дд p др дл р др 
和 


|: 
бр ново) 0 е а ако да 


=0 (2) 
是 气体 动力 学 传统 方程 的 线性 组 合 :连续 性 方程 ， 动 
量 方程 和 能 最 方程 ， 其 中 p 是 密度 ，w 是 速度 ，J E: 
单位 质量 的 内 能 ，p = P(p，J) ЕЛ. Т ЖЖ, 
x 是 空间 坐标 ， 上 是 时 间 . 在 区 域 :> 0 中 ， 对 
时 刻 r= 0 给 定 的 数据 ， 求 解 Cauchy 问题 ,把 方程 
а2- 20.2) Bz dp =й 
的 积分 S(P，J) = ЖУН. 那么 { 1 ) 变 为 
25 +u 0. (1) 


(1) 和 (2) 的 左边 有 导数 25/4, dpidt, du dt, 
它们 取 在 沿 如 下 的 所 谓 特征 线 (characteristics ) J> ll 


4-а (3) 
和 
45 -te (4) 


+. РВИ (1). (2) 有 三 族 实 特征 线 . Wasipa 
(3 ) ， 关 系 式 


ds=0 
成 立 ， 而 沿 特征 线 (4) ， 关 系 式 
dptpedu=0 (5) 
š, c 


成 立 .经 过 点 AC 见 上 图 )， 在 ! 增长 的 一 边 通过 一 
条 特征 线 (4) 


经 过 靠近 4 右面 的 点 例如 B. 930—8 
征 线 (4) 


其 中 C 是 这 两 条 等 征 线 的 交点 ， 当 用 卷 分 代替 沿 特 
征 线 成 立 的 微分 关系 式 { 5) 时 ， 竺 到 代数 方程 组 

(ре ра) tp.e (ue u,)= 0, 

(рет рь) — ръсз(ис u, )= 0, 
Ha F 809 8#t, агра po 和 ue， 从 C 引 特 征 
线 (3》 


使 它 与 AB 相交 于 点 D. 可 以 用 点 4 和 点 B УЫ] 
的 插值 确定 在 点 D АЙ S 的 值 (此 处 5-50). 
由 方程 

P(pe fe) = po, 

Spe, Je) = So, 


可 以 求 出 在 点 C 处 内 能 J。 和 密度 p 的 值 ， 当 已 
知 4 和 B 两 个 点 上 的 值 时 ， 可 以 对 大 的 上 求 出 点 C 
上 的 解 .这 种 未 解 过 程 是 对 每 一 对 点 重复 进行 的 ， 因 
此 ， 用 新 的 点 C 替代 原来 的 点 4 和 B， 可 以 把 计算 
推进 到 + 的 下 一 个 时 间 步 。 这 样 ， 计 算 一 直 进 行 到 要 
求 的 时 刻 上 但 是 ， 因 为 气体 动力 学 方程 是 非 线性 
方程 ， 如 果 一 族 特征 线 什 此 机 碰 或 相交 ， 在 其 个 时 刻 
计算 可 能 会 中 止 . 

这 样 ， 所 狼 述 的 差分 格式 是 一 阶 精度 ( 一 种 类 似 
的 解 常 微分 方程 的 折线 Еше 方法 ). 可 以 用 重复 计 
算 等 来 提高 精度 . 

可 以 用 特征 线 法 解 双 曲 区 城中 的 定常 多 维 问题 
(超声 流 气 动力 问题 ) 也 可 以 确证 单 族 特征 线 相 交 或 
АШИ ЕН ВК. 用 等 征 线 法 ， 仅 能 处 理 具有 
同 斯 少 的 问题 ， 因 为 在 奇 性 时 积 的 过 程 中 ， 计 算 变 和 
爷 长， 特征 线 法 的 计算 由 若干 基本 问题 组 成 ， 内 点 的 
计算 ， 激 波 点 的 计算 ， 流 绕 物 体 运 动 的 计算 ， 等 等 . 

可 以 构造 将 征 线 法 的 数值 格式 ， 使 之 可 能 一 层 一 
method) ( 见 [2D) U ` 
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扩张 和 限制 方法 [ method of extensions and restrictions; 
продолжений и охватов метод | 

ВЕ С ЛН КЕЗД ЯЯ - 几何 
结构 ( differential -gcometric structure ) 的 一 种 方法 . 这 
种 方法 的 核心 内 容 是 对 下 述 运算 的 一 种 微分 代数 法 
则 ， 这 种 运算 以 一 种 不 变 的 {有 即 与 坐标 龙 关 的 ) 方式 
对 给 定 的 结构 赋 于 一 个 与 之 有 内 在 关系 的 结构 ， 比 
如 ， 其 微分 不 变量 (diferential invariant ) . prt E, 
它 起 源 于 活动 标 架 法 《:noving - frame method )， 而 后 
考 是 以 与 坐标 光 半 的 方式 得 究 齐 次 空间 或 带 有 联络 的 
空间 的 子 流 形 的 一 种 方法 。 后 米 ， 护 张 与 限制 方法 也 
被 用 来 研究 任意 纤维 空间 ( fibre space ) 的 几何 . 1531 
慰 架 法 是 用 对 应 主 纤维 空间 的 一 系列 限制 来 购 造 典 则 
绪 架 场 及 未 知 结 构 的 微分 不 变量 . 扩张 与 限制 方法 的 
日 的 则 与 之 截然 不 同 ， 它 的 月 的 是 构造 不 变量 以 及 与 
坐标 无 美的 结构 而 不 必 限 制 标 加 从 的 主 纤维 ， 这 种 方 
法 的 一 个 特例 是 标 架 的 典 则 化 过 程 . 

W G Ж Пе 8 (Lie goup), K(G) 为 允许 G 
左 作 用 的 G 空间 的 类 ，G 限制 (G-restricton ) 是 一 个 
3080088903 ` 

ГОХ Y. X. Ye K(G) 


使得 对 任何 gsG， 下 面 的 图 表 交 换 : 
хі 


Y 
Я n 
М 


хі 


这 里 1。 8 Ж g fE G BJ X 30 Y ЕИ ШИЕ 
É. 此 时 说 了 是 ХЕШ} f 下 的 限制 (restriction ) 
或 XX 是 了 的 扩张 (extension). Ü G ШИЖ], 
则 类 КОС) 成 为 一 个 范畴 . 

G 限制 的 例子 . 

1) 设 T(p, gq)eK(GLtn, R))Ë (p, д) Ж 
量 的 空间 ，p，9 > 1. КАЙ 

Тұр, 9) > Т(р—1,4—1) 

足 限制 . 而 Тер, p) 的 张 量 的 完全 收缩 


Т(р. р): T(p, p) > R 
ҖАЕН ЛЕЛЕ bb 7. 

2) 2& X, YeK(G). WL Xx Y Ë pr, #l рү 
分 别 限制 到 X 和 Y. ЖАШ, X x Y Ë ХЖ Y 
一 者 的 扩张 . 

限制 的 概念 可 自然 籽 推 广 到 与 主 从 机 伴 的 纤维 
间 , W a: P(M. H) > Му ЕА, НЕ 
H 右 必 用 在 P F, 又 设 FeK(H) 为 左 Н 空间 ， 利 
用 已 可 构造 如 下 形式 前 纤维 空间 

F(P) = (РХЕ)/Н, 
其 中 按 下 法 作用 在 P x F E: 

(6, Y)h=(¿h,h 7 Y). (£, Y)SP XF, h€ H. 
这 种 空间 的 全 体 记 为 K(P). 空间 К(Р)ЕК(Р) Ж 
ЖЕМ M ОЕ РЕА. (£. Y) SP x F F 
决定 的 元 素 ye (РУ 写作 y= ¿Y. # Е, e K(H), 
H f: F = b 32 H ВЕН, Дн РОР) ФР) 
的 构造 知 ， 诱导 出 映射 f РОР) = 由 (了 )， 它 在 每 
根 纤维 上 千 为 满 射 ， 这 个 映射 称 为 P 限制 (P -restric - 
ton). P 限制 了 由 下 式 定义 


ЛЕТ) = ЕЛУ), tep, ҮЄЕ. 


因此 ， 由 P 构 所 出 米 的 纤维 从 的 类 КОР) 是 一 个 范 
W, ЁШ P 限制 {ЕЗД И. ИШЕ + P(P). 
fr 了 是 范畴 КОН) 到 范畴 КОР) 的 双 射 函 子 ， 因 
此 只 需 在 Н 空间 的 范畴 里 研究 限制 运算 - 
如 果 5: M 一 РСР) 是 纤维 从 F(P) 的 截面 ， 
即 FF 型 几 休 对 象 场 (field of geometric objecs )， 则 P 
限制 天 PLP) ФОР) 将 s 映 为 被 限制 的 纤维 从 
Ф(Р) 的 截面 了 = fos. 换 名 话说， 几何 对 象 场 s(x)， 
хем, Ш) Лар Гох). Е s(x) 是 G 
结构 的 结构 对 象 ， 则 关于 G 结构 及 其 不 变量 的 研究 
很 大 程度 上 归结 为 寻找 限制 几何 对 象 . 在 后 一 过 程 中 
起 重要 作用 的 是 关于 限制 的 微分 法 则 ， 描 述 这 个 法 则 
要 用 到 构成 限制 与 开拓 方法 的 基础 的 纤维 空间 上 的 结 
КӘ. 
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съезда. Москва, 1956, т. 3, М., 1958, 409 一 
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最 速 下 降 法 ( 关于 积分 的 ) [method of steepest descent 
(for jntegrals ); метод скорейшего спуска] 
见 鞍点 法 (saddle point method ) 


待定 系数 法 [method of undetermined ocoefficients: веоп- 
ределенных коэффициентов meton] 、 构 半数 值 算 法 的 
构造 算法 的 特殊 方法 ， 使 得 用 这 种 方法 构造 出 的 
算法 应该 是 精确 的 ， 或 者 对 某 类 问题 的 误差 有 规定 的 
精确 内 
可 以 用 待定 系数 法 解 的 问题 的 一 个 典型 例子 如 下 
[ 见 [1], [2]) .( 亦 可 以 用 其 他 方法 来 解 .) 设 一 个 


函数 的 值 /(Р,), 7, ЎР) 已 知 ， 要 求 构 造 一 个 公 
式 通 近 这 个 函数 : 
ЖРуж (ДОР), (Р), Р); 
鬼 造 一 个 公式 计算 函数 的 导数 : 
D/(P)= golf(P), з, СР), P); 


和 构造 一 个 公式 计算 函数 的 积分 : 
{= | /(РурР)аР р (ГОР), 77, f(P.)). 
à 


为 了 求解 上 述 最 后 这 个 问题， 给 出 某 种 形式 的 近似 
解 ， 例 如 ， 线 性 情况 : 
z =L СОР), 
而 且 为 了 确定 系数 С,, ЗЮ IU) x д, АЖ 
闫 函数 严格 相等 ， 例如， 对 下 列 形式 的 函数 
АР)  а„шы‹Р), 


其 中 o, (P) 是 固定 的 ， 而 a, 是 任意 的 . 通常 到 
HMM 一 N、 为 了 使 等 式 


РЕР 


对 所 有 av 均 成 立 ， 只 要 
А 
Ко) = У С.о, (Р,), т=1, 77, М, 


成 立 就 足够 了 . 
由 此 确定 C,， (如果 这 是 可 能 的 ) . 
有 时， 给 出 了 一 个 更 复杂 的 依赖 关系 .例如 ， 通 
常 知道 所 讨论 的 函数 有 一 个 好 的 近 做 ， 这 个 近似 函数 
的 形式 为 
оба, Ga. Р), 
其 中 an О. 参数 a。 可 由 方程 组 


g(a ,dy P.) = J(P.).n=1, -, N. 
来 选 定 . 

在 数值 积分 情况 ， 积 分 结 点 的 坐标 常常 视 为 未 知 
600. ИП, Ж Саша 求 积 公式 (Gauss quadratue 


formula ) 
‚ 


107) = }|/одр(хю)ах а X C (P). 


中 ， 把 绪 点 Р, 的 坐标 看 作 自 由 参数 ; 由 此 ， 成 功 地 
构造 了 求 积 公 式 ， 它 对 2N 一 1 次 多 项 式 是 精 硝 的 ， 
在 用 待定 系数 法 构造 微分 方程 的 训 近 时 ， 要 求 将 问题 
的 解 代 人 有 限 差分 格式 后 ， 给 出 与 网 格 步 长 有 关 小 量 
规定 阶 的 相 容 ( 832 ( dscrepancy)) 值 ， 这 种 方式 
ЖИЙ Ж Runge -Kutia 法 和 有 限 差 分 法 的 基础 { 见 
[1], [2]). 

待定 系数 法 也 用 来 构造 偏 微分 方程 的 逼近 ( 见 
[3]) . 
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11] Березин, И. С., Жидков, H. П., Методы вычис. 
гений, 3 юд.,т.1, М., 1966., 2изд..т.2,М.. 
1962( 英 译本 : Begin, 1. S and Zhidkov, N. Р.. 
Computing methods , Pergamon , 1975). 

[2] Бахвалов, H. C. , Чясленные методы, 2 изд., М 
1975 (3636384 Bakhvaloy, М. S., Numercal meth - 
оф: aralyss , ама, ordinary differential equations, 
Міг, 1977). 

[3] Годунов, С. K., Рябенький, В. C., Разностныс 
«хемы. Ввсденис в тсорию, 2 юзд., М., 1977 (中 
Wk: С.К. ХМК. В.С. Фр, ВЖ 


式 理论 导 引 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1966) . 
Н. С. Бахвадов #& 


【 补 注 】 沿线 和 曲面 拟 合 技术 可 以 认为 是 这 里 所 调 的 
待定 系数 法 的 一 种 形式 . жиш. ет W 


度量 [metric; метрика], 距离 (distance ) ， 集 合 六 上 的 

一 个 非 负 实 值 函 数 5， 定义 在 Descartes ЖЖ X 
XX 上， 对 任何 x, у, ze X WWE Fp gr: 

1) р(х, у)=0, ЖН г-у (ES m 
( identity axiom )): 

2) р(х. у) +р(у, 2) 2 р(х, 2) (三 角形 公理 
(triangle axiom )); 

3) р(х, у) = p(y，x) (对 称 公理 (symmetry axi- 
om)). 

一 个 集合 XX， 如 果 可 以 在 其 上 引进 一 个 度量 ， 则 
称 为 可 度量 化 的 metrizabie){ 风 本 度量 化 空间 (metri- 
Zable space))，、 配 备 了 度量 的 集合 X 称 为 度量 空间 
( metric space) . 

ËL 工 ) 任 何 集合 一 都 有 离散 度量 ( discrete metric ) 


р=0(х=у), р= (x # y) 


21 空 间 R" 中 可 以 配备 多 种 度量 ， 其 中 有 
n(x p= YE у) 5 
бху) =зир|х, yl: 

p(x,y)= ®|х,—у,|; 
这 里 {x,}, fy}ER". 

3) 在 Riemann 空间 中 ， 巍 量 由 度量 张 量 (mwetric 
tensor】 或 二 次 微分 形式 来 定义 ( 在 某 种 意义 下 ， 这 个 
度量 类 似 于 例 2) 中 第 一 个 度量 )、 这 种 度量 的 一 个 
排 广 见 Finder 空间 ( Finsler space). 

4) (ИЖ) 紧 空间 大 上 的 函数 空间 中 也 有 知 种 
ОЛСЕ, Ж 《uniform теш) 

РСР) =sup| f(x) — #(х)\ 


(类 似 了 上 例 2) 中 第 一 个 过量 )， 以 及 积分 度量 (inte- 
gral metric ) 


бй [1 gldx. 


5) 在 R Ей зар, АБ |+ 可 以 定义 
тщ 


p(x,y)=|x —у|. 


6) Et 2 B| ñt B) Н ДАН ss m] rh 有 Hausdorft 
度量 : Hausdorf metric ). 

如 果 在 条 仁 1 ) 中 只 要 求 

了) 车 ‚ Мор(х,у)=0( DL 从 р(х, 
у) =0 未必 有 x=y), ЖАШ p Ék 3 DU E E 
(pseudo -metric) ([2], [3]) 或 有 限 差距 ([4]). 

X LAYME (НЕ), EPF ri x 
一 系 烈 附加 结构 .首先 是 拓扑 结 物 ( 见 拓扑 空间 (to- 
Pological space ))， 还 有 一 致 结构 ( 郊 一 致 空间 (uniform 
space )) 和 分 近 结构 ( 见 邻 近 窗 间 ( proximity space )). 
虐 量 一 词 也 用 来 表示 并 不 完全 其 有 性 质 1)- 3} 的 某 
些 更 一 般 的 概念 ， 例 如 不 定 度 瘟 (indefinite metric), 
集合 上 的 对 称 性 (symmetry on а set), Ж. 
参考 文献 


11] Александров, П.С., Васдение в теорню множеств 


и общую топологию, M. , 1977 
[2] Kelley, Ј.С., Geneml topology, Springer, 1975 (1 jg 
Ж: J.L. BS. -- HOPE, ЖЕРЫ, 1982). 
13] Kuratowski, K ., Topology, 1. Acad. Pres, 1966 (Ж 
自 法 文 】. 
[4] Bourbaki, N., Topologie genérale, Hermann, Paris, 
1971 М.І Войцеховский # 
DE) 任何 度 Т (X, p) 邮 可 能 有 第 二 个 日 然 
配备 的 度量 о 之 已 ， 入 为 内 蕴 度 量 ( intrinsic metric ) 或 
内 度量 (intemal metric) 之 所 以 说 可 能 ， 是 因为 按 其 
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定义 对 某 些 点 对 x, у 也 许 有 о (х. у) = о. 6 
续 道 路 /:[0, 1] + X 的 长 度 (length } Н (站) = 
бла, озор L. ( f) С 0), Жен L.(f) 是 所 有 有 
限 和 Y р(/(х,). f(x, ,1)) 的 下 确 界 ， 而 子 集 {x.} 是 
[0. 1] 的 有 限 6 网 (ЖЕФФ) (metic эрас), 
ЎН. Р о (х. y) 就 是 满足 1(0) = х 和 
fO) =y ВАГИНА 了 之 长 的 下 确 界 ， 但 是 ， 如 果 没 
有 这样 的 长 度 有 限 的 道路 ， 则 定义 c(x, у) = 90. 
(X, p) 上 任何 合理 的 拓扑 限制 都 不 足以 保证 内 萄 
“度量 ”( 或 差距 【eeart)) б 取 有 限 值 . 如 果 0 取 有 
限 值 ， 虽 适当 的 紧 性 条 件 可 以 保证 存在 最 小 长 度 的 道 
路 ， 即 是 从 x 到 的 长 谋 为 c (x, у) 的 道路 ， 当 每 
一 对 点 x, у 都 用 长 度 为 {x、y) 的 一 条 (一 般 不 是 
唯一 的 ) 道路 联接 时 ， 这 个 度量 往往 称 为 凸 【convex) 
度量 (这 比 血 面 论 中 的 凸 度量 (convex metic) 88 48 
多 )， 这 方面 的 主要 定理 基 ， 任何 局 部 连通 度 重 连续 统 
(continuum ) УУЗ ЕЕ ([А1], [A21). 
$#x 
[А1] Bing. R.H., Partitioning а set. Вий. Amer Mah 
Soe., 55(1949), 1101—1110. 
[A2] Мов, Е. Е., Grille decomposition and oonvexifica- 
боп, Bull. Amer. Маћ. Soc.. 55(1949), 1111—1121. 
Б. FMI Ж 


度量 联络 [imetric сошксйоп ; метрическая связность] 
在 其 纤维 中 装备 一 冯 线 性 型 的 向 量 从 x: X — B 
上 的 线性 联络 ， 使 得 沿 着 B 中 任意 一 条 分 段 光 滑 遇 线 
的 平行 移动 保持 该 双 线 性 型 不 变 ， 邮 两 个 向 量 的 标量 
积 在 平行 移动 下 保持 为 常数 .如果 双 线性 型 由 分 量 g, 
给 出 ， 而 线性 联络 由 1 形式 的 短 阵 o 给 出 ， 则 当 
49.5 = 9,01 + Yas oo) 
时 ， 该 联络 是 度量 联络 . 在 非 退 化 对 称 双 线性 型 的 情 
形 ， 即 g. = g, В. де, #0 时 ， 该 度量 联络 称 为 
Ешй 联络 (Euclidean conneution ). ТЕЗЕ {ЕЛЕ ЯЙ ЛЕ 
线性 型 的 情形 该 度量 联络 称 为 向 量 处 上 的 辛 联 络 
(symplctic connection ). ` 
在 向 量 从 射影 化 之 下 ， 当 对 称 必 线性 型 在 每 ~ 个 
纤维 中 ( 即 在 射影 空间 中 ) 生成 某 个 射影 度量 时 ， 射 
影 -度量 联络 扮演 着 度量 联络 的 角色 . 
Ю.Г. Лумисте 所 
[ 补 注 ] 在 正定 有 线性 型 的 情形 ， 度 量 联 络 也 称 为 
Riemann 联络 ( Riemannian connoction ) 
参考 立夫 
ГАІ] Klingenberg, W , Riemannian geometry ,de Gruyter. 
1982 
ТА2] Kobayashi. 5. and Normzu К., Foundations of 
differential geometry , Wiley ( Intermscienee ) , 1969 
КЕН ж 
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B fli is Š [ metric dimension ; метрическая размерность ] 

紧 傈 的 数值 特征 ， 弄 助 于 “标准 测度 "的 覆盖 来 
Жж. ЖЕЙТ ЖЕЙ ГИМ ЖК. 设 F 是 紧 
集 ，Nr(E) 是 覆盖 下 折 需 的 ， 直 径 不 超过 ç 的 集合 
的 最 少 个 数 .这 个 函数 依赖 于 FF 中 的 上 度量 ， 对 所 有 
e> 0 取 整 数值 ， 并 且 随 着 & > 0 无 限 增 大 ， 它 称 为 
F 的 体积 函数 ( volume function). Ж 


k=m|- пне) | 


一 In: 


ЖОШ 的 度量 阶 (metic order)， 这 个 量 还 不 是 
拓扑 不 变量 . 例 好， 具有 Euclid 度量 的 一 条 Jordan 


ЇН С (ИЩ) (line (curve))) 的 度量 阶 数 等 十 


1， 而 通过 R" 中 一 个 具有 正 测度 的 全 不 连通 前 完满 集 
的 Jordan 曲线 ， 其 度量 阶 教 等 于 н. 不 过 ， 就 L 
所 有 的 度量 而 言 ， 度 基 阶 煞 的 下 确 界 ( 称 为 度量 维 数 
metric dimension) ) 等 于 Lebesgne 维 数 (Lebesgue di- 
mension ) (Понгрягин -Шнирельман 2238 ( Pontryagin - 
Shnire]'man theorem), 1931, 01), 
参考 文献 
11] Huevicz, W. and Wallman ，G .，Dimensior theery . 
Prinoeton Univ. Рие, 1948. М. И Войюховский BE 
【 补 注 】 ЛЕВОЕ ЛУ Н] НЕ E qk pj b 4 É 
义 [利用 全 有 界 度量 ). 而 Понтрягин.Шњирельман 定 
吾 也 可 以 推广 至 这 些 空间 上 .这 是 由 E. Szpilrajn - Mar- 
czewski 证 明 的 ， 沁 [A2]. 
还 有 另 引 一 些 依赖 于 度量 的 维 数 函 数 
Hausdorff 维 数 ( Hausdorff dimension) 是 一 个 例子 ， 
ИЕ ЕНШЕ dim ( 见 维 数 ( dimen- 
sion)) 的 定义 而 得 . BE (X, 4) 是 度量 空间 ， 定 义 
ифи(Х, 4) Т: pdim (X, Ф) n, Ач јар 
个 e> 0， 存 在 ХВЕ U ,使 得 meh h < є 
而 odll< x+ 1. 这 里 пк5һ = sup í diam (U ): U 
ell]. ord < n+ 1] 意 指 X 的 任何 -点 都 至 多 属于 了 
Ф(п+1) 个 集合 .可 以 证 明 jdim(X, 2) < dm X < 
2adim (站, d)， 这 个 不 等 式 是 不 可 改进 的 ， 见 [Al] 
参考 文献 
ГАТ] Engelking, R., Dimersion theory, PWN & Nodh- 
Holland, 1978 
[ А2] Nagata , J. 1., Modem dimension theory, Interscicnoe . 
1965. ЖЛЕ. ды W 


fE fñ [ metric entropy : энтропия метрическая |, 7 

遍历 理论 (ergodic theory) 中 最 重要 的 不 变量 之 
~ ，Lebesgue 空间 (Lebesguec space) (X, в) А] 
5 5( 见 度量 同 构 ( metric isomorphsm)) 80 88 А (5) 


概念 是 基本 的 ， 对 任何 有 限 可 测 分 解 ( measurable de- 
composition ) 【可 测 分 划 (measurable partition )) 5. 
极限 
h(S, 6) = Em. 让 局 (人 

VS 
( 在 单位 时 间 关 于 S БШ ) 恒 存在 ， 这 里 Н(&) 为 
& ВО СЛАГА ОЙЙ ( entropy of а measurable de - 
composition ))， 并 且 £ V n SDD ç 5 n 0050380936 
为 匹 素 的 分 划 . (tz ТЯЧЕВА Н(&у< оо 的 
£; 据 其 他 方法 h(S, ) 可 以 对 任何 可 测 的 上 定义 .) 
Ж h(S) 定义 为 h(S, ë) 关于 一 切 可 能 的 有 限 可 测 的 
的 最 小 上 界 ( 它 可 能 为 ©; 利用 对 Н(ф < % 
的 -- 切 或 一 切 可 测 的 “上 能 产生 同样 的 炳 ) . 

原先 由 А. H. Колмогоров 定义 的 精 有 所 不 同 
1 见 [和 11) 上面 所 给 的 样式 来 得 晚 些 { 见 [2]) . 在 
Jebesgue 空间 的 非 周期 自 同 构 (aperiodic automorph - 
ism ) 的 基本 情形 下 ， 两 种 定义 是 完全 等 价 的 《[3]) . 

我 们 有 AS") = ah(0S)， 并 月 若 S 为 白 同 构 ， 
出 h(S ) = А05). В, ЯН ( саксабе) 1 9" 上 的 
ШП h(S). ЖЇР PT N (measurable Пом) 
ES 有 AS 一 1 和 (3)， 岗 此 。 流 的 精 白 然 最 为 
h(S1】)， 对 县 有 不 变 测度 的 其 他 变换 群 的 炉 的 定义 是 
有 所 不 同 的 【 它 不 化 为 群 中 单一 变换 的 炳 ; 见 [5], 
[6]). 3 T XE ЖЛЕ R] Ж 8 00 ЖОЮ ag ЈИ 
(71); ПЭ 4 MR (A -entopy) (这 里 4 = 
(Е) ЖАЙ ВИ АРАГ). БЕЙ ОТЕ бер 
V V SC ВЖ lm В о ТЫТ 而 得 到 的 (多 
[8)). 

МАЛИН ВЕЖЕ, ПМ 
先知 道 的 与 动力 系统 的 谱 ( spectrum of а dynamical sys- 
tem ) 有 关 的 一 些 不 变量 有 根本 的 不 同 - 特别 ， 利 用 
Bemoulli 自 同 鬼 (Bemouli automorphism) ( ЖЮ [1]) 的 
炳 ， 首 先 建 立 了 : 其 有 同样 连续 谱 《 与 离散 谱 情 形 相 
对 比 ) 的 非 局 构 遍 历 系 统 存 在 .在 更 广 的 设置 下 炳 的 
作用 关连 着 在 遍历 理论 中 产生 的 新 动向 即 动力 系统 的 
灶 理 论 ( entropy theory ) 这 一 事实 ( 见 [13], [4] 5538 
历 理 论 ( ergodic theory }). 

精 纵 人 们 提供 一 个 工具 去 刻画 小 测度 集 的 混合 
(mixing) 速率 (更 确切 说 ， 构 成 分 划 的 那些 集 的 
Ж). 与 “整体 "作用 一 起 ， 糖 也 扮演 “局 部 "作用 、 
这 就 是 Breiman 遍历 定理 (Breinan ergodic theorem 
(信息论 中 个 别 馆 议定 理 ): 对 遍历 5 与 几乎 所 有 x 
有 

+ lbga(C;s(x))) = h(S, ўл о, 


其 中 C,(X) 为 含有 x 的 分 划 n 的 元 商 对 数 取 与 H 


的 定义 由 相同 的 底 ( 见 [9]. [4]). (Breiman 定理 对 
满足 H (š) < 避 的 《是 真 的 ([10]) ， 但 一 般 说 ， 
яше H(2)= оо 的 可 数 的 < 不 真 {[11]); 有 关 
#15800 S 的 变量 ( 见 [4], [12]) 53688 区 [13]) 
对 某 此 -- 般 类 变 撞 群 ， 依 【| = X BGU KEE BDE 9 iÉ: 
ЙЯ. САА ({6])) 

关于 具有 有 光 请 不 变 测 度 的 光滑 动力 系统 ， 已 经 建 
立 稍 与 安 分 中 方程 的 Ляпунов 特征 指数 Lyapunov 
characterstic exponent ) 2 (ІЙ (9. [14] - [16]) - 

Ai “ 8 "是 根据 动力 系统 的 精 与 信息 论 ( intor - 
mation theory)、 统 计 物 理 中 的 雯 之 问 的 类 比 来 解释 
的 ， 这 是 考 芽 到 在 一 些 范例 中 这 些 粹 是 相同 的 事实 
{例如 见 [4], [17]). 与 统计 物理 前 类 比 是 刺激 人 们 
к it: ( 基 至 在 非 纯 度量 对 象 中 以 及 对 于 拓扑 动力 
系统 (topological dynamical system ) ) 中 去 引进 新 概念 
如 “Gibbs 测度 "， “拓扑 奈 ”({ 自 内 能 量 的 类 似 } 与 
其 中 的 “ 变 分 原理 ”( 见 了 系统 (Y-system)， 拓 扑 
Ўй (topological cntropy ) 的 参考 文献 ) 


参考 文献 
[ЛАТ Колмогоров, A. H., { Докл. АН ССОРУ, 119 
(1958), 5, 861 一 


IIB] Колмсгоров, A. H.. 
(1999). 4, 754 — 755 
[2] Синай, Я. Г., «Докл, АН СССР, 124 (199). 


«Докл. АН СССР}, 124 


4. 768 — 771 

13] Роллин, В. À , «Успехи матем. наук), 22(1%7), 
5,3- 5. 

[4] Bilingsley , R.. Ergodic theory and information , Wiley , 
1965 


[£] Сафомоь, А. В., «Иза. АН СССР Сер, ма. 
тем), 47 (1983). 2, 421 ~ 46 

Геї Kieffer. J. С.. А generalizod Shannon - McMillan thc ~ 
Stem for the action of ап amenable group on а pmb- 
ability space - Ann. of Probab., 3 (1975), 6, ЮИ 
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[7] Krengel . V.. Entropy of consermative tansfomations. 
2. Wahzscheinlichketstheor . Verw. бер. ,7 (1967) 3. 
161 181. 


[8] Кушниренко, А. Г., {Услехи матем наук), 22 
(1967), 5, 37—65 
[2A] Breiman, L., The individual ergodic theorem of іп- 
formation theory, Ann. Май. Stat., 28 (1957), 3, 
902 — 8. 
[9В] Briman. L., Comection to ‘The individual ergodic 
theorem of information theory ', Аял. Math Star ， 
31 (1960), 3. 809 — 810. 
[110] Chung. K. L., А note on the ergodic theorem of 
information theory. Ann. Math. Stat. . 32 ( 1961), 3, 
02 – 64. 
[!1] Пинкель, Б. C., € Проблемы передачи информа - 
чмиў. 12 (1976). 2. 98 – 103 
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1 12] Joncsco -Tuleea, A.. Contributions to information the - 


огу for abstract alphabets. АгА for Mat ,4 (1961). 
2-3. 235 — 247 
[13] Khmko, В. M. and Sucheston , L., On convergence 


of information in spaces with infinite invariant measure , 
2. Wabrscheinichkeirheor. еу. Geb., 10 ( 1968), 
3, 226 - 235 

[14] Маллионщиков, В. M , , < Дифференциальные урав ~ 
нения у, 12 (1976), 12, 2188 – 2192. 

[15] есин, Я. Б., Ç Успехи матем. наук}, 32{ 1977), 
4.55 — 112 

[16] Mant , R. , A proof of pesin's Formula, Ergod. Th 
«ай упот. Syst,, 1 (1981), 1, 95 — 102, 

[17] Robinson, О. W. and Ruellce, D., Mean entropy of 
states in іса] statistical mechanics - Ситт. Math. 
Phy., 5 (1962). 4, 288—300. Д. B. Аносов ў 

[ 补 注 】 在 英语 文献 中 А 丧 用 术语 序列 精 (sequence 
entropy ) 代替 .例如 见 1A1]，$8411， 关 于 精 的 计算 
的 一 些 有 益 的 新 近 文献 ， 见 [A2] 


参考 文献 
[Ai] Wales. Р, Ап introduction to emgodic theory, Sp - 
nnger , 1982 


ГА2] Wojtkowski. М. Р.. Measure theoretic cntropy of the 
system of hard spheres . Ergod Th. and Булат. Syst ., 
8 (1988), 133 — 153 
郑 维 行 ж Иня E 
度量 同 构 [ metric jsomorphism; метрический нзомор- 
физм] 

两 个 度量 空间 (Ху, 8, д) 和 (X,, 8, д.) 
之 间 的 度量 同 构 是 一 个 一 一 映射 f: X, — X,, 18. 
习 测 集 的 象 与 疼 象 都 可 测 ， 而 此 测度 相同 (这 里 w. 
АЖА 蕊 的 子 集 构成 的 其 个 Bool 代数 或 a 环 ， 6 
中 的 元 素 称 为 可 测 的 ，&i 是 ® 上 的 一 个 给 定 测 
Ж). 还 有 一 个 更 证 前 概念 : 测度 空间 的 【度量 ) Pi 
态 《Ietric homomorphism )， 也 就 是 一 个 映射 关 x, 一 
义 ,， 使 得 可 测 集 的 滥 象 可 测 ， 而 且 测 度 相 辣 ， 如 果 
ГА 3811) (Х,,8,, a), МИ (ER) 自问 
Í8 《 metric automorphism ) 与 自 同 态 ( endomorphism Y 
来 代 传 同 构 与 同 态 ， 

在 测度 理论 中 ， 常 常 忽略 测度 为 堆 的 集合 ， 同 这 
种 倾向 相 对应， 所 有 上 述 观点 有 一 个 【最 初 就 被 利 
BY É 0" 的 样式 比如， 8 М, СХ, (М) = 
0(2=1, 2), ЖУ XIN, + X,VN, 是 度量 同 
构 ， 那 么 就 称 了 是 原来 两 个 度量 空间 的 模 0 同 构 
(ОТ 常 被 省 略 ) . 

对 X 中 给 定 的 一 此 对象 { 子 集 ， 函 数 ， 变 换 以 
及 这 些 构 成 的 系 )， 可 以 给 出 下 面 论断 一 个 解释 : 在 
BEBE] f 下 ， 这 些 对 象 互相 转换 .因此 可 以 称 了 是 
ЖЕ НАТ, ЖЕГИ ЖОЕ (ПЕШ 0 JE B] 
构 ， 它 的 意思 是 ， 对 某 个 测度 为 0 的 集合 N;、 相 应 
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对 О, TUMIA S Хум, Тфа О (ЇР 
换 ， 意 为 XN 对 这 些 变换 不 变 . Пар 806 
数 ， 这 对 任 可 入 ,都 有 意义 : АЕА XAN, 
的 交战 把 函数 限制 在 Х,\М, Е), ПН f E x$ О, 
的 度量 同 构 ， 称 所 有 互相 模 0 度 晕 同 构 的 对 象 构 成 的 
类 为 -个 (度量) 型 (metric type ) ， 该 类 中 的 两 个 对 
ЕИ 
S (X. 33,, и) 相 联系 的 是 Hilbert 空间 L,( Xx 

з, u). ЖОКЛЕ ВН. ЕТЖ Huber М 
УЬ. ЖЕ ЕЯ (KAT EMS 
定义 ， 因 为 L. 函数 的 乘积 不 一 定 属于 L.) . 还 有 
Воо] НАЕ с 代数 叫 ， 它 是 通过 把 对 称 差 为 军 测 焦 的 
集合 视 为 相同 得 到 的 《 也 就 是 与 零 测 集 环 的 商 》. ВЕ 0 
度量 同 构 了 诱导 出 Воот 测度 代数 00, 的 一 个 同 构 以 
М Hilbert 空间 L, (X,, до) 的 一 个 西 慑 构 ， 而 日 这 个 
ЕМИЕ ВД А С multiplicative ) ， 也 就 是 说 ， 把 原 
А ЛЛ. ШЖ (X, 9. p.) 是 Lebe 
Яле 空间 (Lebesgue space )， 则 反 过 来 也 是 对 的 : 所 
Ят Восі 测度 о 代数 92, 的 同 构 ， 或 者 空间 Р(Х, 
n.) 的 可 乘 丁 同 构 都 是 通过 其 个 模 0 度 最 同 构 诱导 出 
来 的 ， 
参考 文献 

ГЕТ Рохлян, B. A., 

107 — 180 


< Матем, сб. у, 25 (1949), í 
Д.В. Аносов jË 


ПМ ЖНГ, D| ЛИЕ (ergodic 
Theory) . 


事实 上 修饰 记 “度量 " 己 不 再 用 .只 是 简称 


[Шу 同 构 (somorphisn of measure space) , 


参考 文献 
[AL Halmos, P., Measure theory, v. Nostand, 1950 
ОЖЖ: R. W ORA, MRE. PRO RL. 
1958). ДШ яж ЖЫ ® 


度量 射影 [metric projection ; метрическая проекция }. 
08 `f: ( operator of best арргохітабол) 

将 度量 空间 x= (x, p) PUN TA R x G A 
£ M СХ ФЕНИЛ ( clement of best appro - 
ximation ) 的 总 体 

P,x= {теМ:р(х,т) = p(x, M)} 


进行 对 应 的 -种 多 值 映射 P,:x -~ P x. ШЖ M 是 
Чебышев #g (Chebyshev set) ， 则 度量 射影 是 单 值 峡 
Ж. 最 佳 远近 元 的 板 造 问题 常常 号 近似 求解 的 ， 即 在 
集合 


Рух= [meM:p(x,m)Sitp(x,M)) 
fan КО, Poh oh. ЖЫ. ЛАВАН Ра: 


x + Рах 的 性 质 可 以 得 到 集合 M 的 性 质 . Ul. # 
ЖАЙ Б X 中 的 任何 元 未 x ， 存 在 其 个 数 t=t (x) 
>0, 使 得 Pu x 是 凸 ( 连 通 ) 的 ， 则 中 也 是 凸 ( 连 
通 ) 的 ， 

挫 应 用 的 观点 来 看 ， 了 解 度量 射影 是 否 具 有 线性 
性 ， 连 续 性 、 一 致 连续 性 等 性 质 是 有 益 的 . 在 WQ QG sz 
问 的 Чебышев 子 空间 上 的 度量 射影 ， 一 般 来 说 ,不 
是 线性 的 ， 如果 在 每 个 国定 维 数 的 予 空间 上 的 度 收 射 
影 都 是 单 值 前 和 线性 的 ， 那 么 ，X 便 线 性 同 构 于 一 
内 积 空间 . 度 生 空间 中 非 空 各 近 紧 集 ( approximately - 
compact set) ЙОН ЯР kt E É E КЕН; 特别 地 ， 
在 赋 范 空间 中 有 限 维 Чебышев т s [Б] КЕНИНЕ 
连续 的 ; ЗЯ ЛЕ Чебышев +z pj, JUJE ИТТ fE 
不 下 半 连 续 . 存在 一 нина на 
空间 及 其 无 穷 维 子 空间 ，Hilbert 空间 中 任何 闭 凸 集 M 
上 的 度量 射影 均 满足 Lipschitz РЕ. 


Рых Рау < Klx—yl, 


其 中 常数 K = 1. 
度量 射影 的 连续 性 及 其 推广 已 在 不 适 害 问题 ， 
Чебышев 集 的 目 性 问题 ， 最 性 亲近 元 的 构造 等 方面 得 
到 了 应 用 . 
参考 文献 
[1] Singer , Г. M.. Tye theory of beg approximation and 
functional analysis . SJAM . 1974 
[2] Власов, Л. П., &Успехи матем. наук 》. 28 (1973), 
6,3-6 
[3] Бердышер ‚В, И., в ки.: Теория приближения функ- 
ций, Тр. Междукародной конференцин по теорин 
приближения функций. Калуга 1975, M., 1977,37 41. 
В.И Бердышев {# 119. ЈК Ж 


度量 空间 [metic space; метрическое пространство) 

КТЕЙ ( metic) p 的 集合 六 ， 研 究 图 形 ( 空间 ) 
的 集 伦 方法 ， 是 以 对 它们 前 基本 组 成 成 分 的 相对 位 置 
的 情 究 为 基础 的 ， 空 间 中 点 的 相对 位 置 的 基本 特征 是 
它们 之 问 的 距离 ， 这 一 方法 导致 了 度量 空间 的 概念 ， 
最 早出 M. Fréchet ([21) 在 有 关 函 数 空 间 的 讨论 中 提 
出 ， 结 果 发 现 ， 全 然 不 同类 型 的 对 象 的 集合 都 其 浙 
然 度 量 ， 可 以 把 状态 集合 、 函 数 集合 和 映射 集合 ， 
Rudid 空间 的 子 集 和 Hilbert 空间 的 子 集 视 为 度量 空 
18]. 度量 对 于 研究 【级 妆 、 函 数 的 ) 收 熏 性 和 解决 涉 
КОВА 二 分 重要 . 

度量 空间 理论 的 主要 发 展 方向 如 下 、 

度量 空间 的 一 般 理 论 .研究 度量 空间 关于 等 肥 ( 保 
自演 的 映射 ( 见 等 距 映 射 《jsometric 
muapping))) 不 变 的 性 质 . 这 些 性 质 包 括 完全 性 、 有 
界 性 ， 全 有 界 性 和 宽度 . 这 类 性 质 称 为 度 重 ( metric ) 


9 拓扑 埋 论 ， ВРЕ B: 22 Е (ho- 
下 保持 不 变 的 性 质 ,包括 紧 性 、 可 分 
Ж. ЖОЙ. Ваше 性 质 和 零 维 性 质 等 ， 这 类 性 质 称 为 
拓扑 ( topological) 性 质 . 
` 其 度量 与 某 个 附加 代数 结 光 (ЈАП, тїй 
,这 涉及 Eudid 空间 ， 准 
Hilbert 2210780 Нет 58 (Hilbert раю) (任意 权 
的 )，Banach 空间 ( Banach space )，Banach 代数 (Ba- 
nach alegebra), Banach 格 (Banach lattice), 以 及 可 数 
赋 范 空间 ( countably-normed space )， 这 里 成 立 的 事实 
实 寺 上 与 度量 或 范 数 的 童 要 性 质 的 探讨 有 关 ， 但 总 的 
来 说 ， 其 内 容 属于 代数 和 泛 函 分 析 的 相应 领域 . 

在 非 Fuclid 几何 学 ， 微 分 几 仙 学 、 力 学 和 物理 学 
的 研究 中 ， 特 殊 度 量 的 讨论 起 着 重要 作用 ， 这 黑 、Rie- 
mann 空间 ( 见 Riemann 几何 学 (Riemannian geome- 
!ry)) 中 Riemann 度量 的 楼 念 持 中 心地 位 .在 微 分 二 何 
学 中 产生 的 研究 曲面 和 图形 的 园 广 泛 的 方法 与 G 空间 
的 概念 有 关 ，G 空间 是 对 度量 公理 ( 见 测 地 几何 学 
( geodesic рсотебу)) 深 加 某 些 系 件 而 得 的 ， 在 其 存在 
福 和 优 糯 性 项 得 到 保证 下 ， 它 商定 了 在 G 空间 中 讨论 
测 的 基础 ， 最 其 代表 性 的 是 不 使 用 微分 学 的 方法 . 
由 此 发 现 ， 币 分 几何 学 的 许多 性 质 与 可 微 性 条 件 无 关 ， 
仅 忠 几何 公理 确定 测 地 几何 学 的 意义 不 仅 在 于 它 是 
Riemann 几何 学 的 推广 ， 还 在 于 它 是 不 用 复杂 的 计算 
而 更 几何 地 研究 用 何 对 象 的 一 种 尝试 

在 每 个 集合 X 中 ， 可 以 用 下 列 规则 定义 一 个 度量 
раху р(х, y) = 0 ху pr(x, y)=1 
这 称 为 平凡 度 最 (trival metric ). 在 集合 X 上 给 出 的 
每 一 个 度量 p 都 自然 地 产后 关上 的 一 个 拓扑 >. H 
量 空间 的 概念 将 点 的 相对 接近 性 的 概念 形式 化 ， 而 振 
ЖК] ( topolopical space ) 的 概念 则 将 点 到 集合 的 绝对 
接近 性 的 关系 公理 化 ， 在 度量 空间 (X. p) 中 点 > 到 
集合 4 的 距离 【distance ) p(x, 4) 定义 为 nf (р(х, 
y):ySA). 如 果 p(x，4) = 9、 则 称 点 x 绝对 接近 于 
集合 4. 4 f (X, p) 中 的 闭 包 (созше) [А] 是 X 
的 所 有 总 对 接近 于 4 МИША. ХЕ jkt 
кп кижим ыы 生成 的 拓扑 . 平 


在 度量 空间 hinapaq вка) 的 研究 中 ， 
收 化 序列 的 思想 起 着 重要 作用 . 这 是 因为 庆 量 空间 的 
拓扑 可 以 完全 用 序列 的 诸 言 来 描述 . 

设 ¿= {x,:n=1,2,…}) 是 度量 空间 (X, р) 
中 的 点 列 ， 它 称 为 收 煞 于 点 xeX， 如 果 对 每 个 。> 0， 
内 在 个 整数 N， 合 得 对 所 有 n> N 有 р(х, x.) < 
8 序列 上 称 为 基本 的 (fnndamentadl )， 如 果 对 每 个 e 
> 0， 存 在 一 个 整数 N， 使 得 对 所 有 m, nm> N р 
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(Xm, x.) < z. 

一 个 重要 的 度量 性 质 是 完全 人 性. 度量 空间 (X, о) 
称 为 完全 的 (complete )， 如 果 它 的 每 个 基本 序列 都 收 
ACP XW. 空间 (X, p.) 总 起 完全 的 . Ж 
的 完全 竹 不 是 拓扑 性 质 ， 同 胚 于 完全 度量 空间 的 度 最 
空间 可 以 是 不 完全 的 、 例 如， 具有 通常 度量 p(x, у) 
一 |x 一 ?| 的 实 直 线 R Р АНА ГОЛЕ В 
{0,1)={xeR:0<x<]}; йй. 第 一 个 度量 空 
间 是 完全 的 ， 第 二 个 则 不 是 ， 

完全 度量 空间 的 例子 有 Euciid 空间 和 Banach 25 
他. 完全 度量 空间 在 同 焉 下 保持 不 变 的 一 个 重要 性 质 
是 Baire 性 质 ( Вайе property )， 根 据 这 一 性 质 可 知 ， 
所 有 无 孤立 点 的 完全 度量 空间 都 是 不 可 数 的 ， 因 此 ， 
通常 的 有 理 数 的 拓扑 空间 不 能 出 任何 完全 度量 生成 . 
但 每 一 个 庶 量 空间 都 可 以 用 完全 化 的 标准 构造 来 表示 
为 基 个 完全 产量 空间 的 千 集 ， 庆 量 空间 (X, о) 的 两 
个 基本 序列 “= (x.) 和 n= { 久 】 称 为 等 价 的 【equi- 
valent)， 如 果 

Жа p(x,, y.) = 0 
设 X 为 由 此 得 到 的 等 价 类 组 成 的 集合 . 在 X Fš 
度量 方 如 下 : #а',а"'еХ. HB ase = {х\,}, 
атэ "= (1), M| 


pla’, a”) = lm р(х, х1). 

对 хех, Ф 1х) = (x,). 其 中 对 所 有 п п, x, = x. 
MJ (Y, 2) 是 一 个 完全 度量 空间 且 iX XE (X, 
Ру (X, 2) 的 处 处 向 密 子 集 上 的 一 个 等 距 (( X, р) 
#0 ( X. р) 的 完全 化 ( completion ) ). 

НАНО f E Ж ЭЕ ЛЕ" АО Лаврентьев 
定理 ( Lay'rent'ev theorem )， 此 定理 草 涵 ， 度 量 空间 在 
它 的 完全 化 中 为 G 集 的 性 质 是 一 个 拓扑 不 变量 ( SIE 
Вена ЕТИЧНА ). 

集合 X 上 的 两 个 度量 P， 和 р, ЯЕ 
(topologial equivalent)， 如 果 它们 生成 的 拓 拖 了 和 
Ж, 相同 .一 个 有 限 集 上 的 所 有 度量 都 是 等 价 的 ， 它 
TERROR. Александров -Hatsdor 丰 定理 ( Abk- 
sandrov -Hausdorff theorem ): 集合 А БВ p 拓 
扑 等 价 诗 某 个 完全 度量 的 充 要 条 件 是 ，X 在 (X, р) 

的 完全 化 中 是 С, Ж. 特别 地 ， 具 有 通常 度量 的 元 理 数 
空间 是 不 完全 的 ， 担 它 司 胚 于 这 样 一 个 完全 度量 Вайс 

空间 ， 后 者 的 点 区 自然 数 的 寺 穷 数列 (n). 距离 为 
(n), (m) = 1, K E k Ый n, # m, 而 对 所 
有 i<k,n = m, 的 自然 数 . 

完全 度量 空间 的 下 列 例子 是 重要 的 ，[0, 1] 上 所 
有 连续 函数 的 空间 C [0，1]， 其 度量 定义 为 


р(7, 9) = ma {|f(x) ~ в(х)|:хе[0,1]}, 
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对 所 有 f, дєС|0.1]. 空间 C[0, 1] 是 可 分 的 一 一 
它 有 一 个 处 处 稍 密 的 可 数 集 ( 见 可 分 空间 (separable 
spacs ))， 让 此 可 知 ， 所 有 可 分 度量 空间 都 与 Ci0. 1] 
的 某 个 子 集 等 中 ( Banach - Mazur 定理 (Banach - Mazur 
theorermn))， 此 结果 表明 ， 生 成 可 分 失 扑 空间 的 所 有 度 且 
都 可 以 用 在 连续 函数 集合 上 限制 自然 竹 量 的 方式 得 到 . 

完全 度量 空间 (X, p) 的 赋予 相同 度量 p 的 子 业 
Y (确切 地 说 ， 是 p 在 Yx 了 上 的 限制 ) 为 完全 度量 
空间 的 充 朗 条 件 是 了 为 (X, p) Ий. 

上 度量 空间 的 完全 是 和 紧 性 概念 之 问 有 一 个 基本 的 
联系 . 度 二 空间 (X, p) 的 紧 性 (compaciness ) 等 价 于 
ЖЖ —: 1)(Х, p) 的 任意 部 列 都 包 仿 一 个 收 证 
的 子 岩 列 ，2) (X, p) ИНОТ а ( BN EE (Ж 
Ф110) (covering (of set )) ) 都 包含 一 个 有 限 子 镍 闭 ; 3) 
(X, р) 的 任意 开 字 盖 都 有 一 个 有 限 子 镍 赣 ; 4)(X 
p) 中 每 个 递减 的 非 空 闭 集 序列 都 有 一 个 非 空 交 ; 5) 
(X, p) 的 所 有 离散 闭 子 集 都 是 有 限 的 . 

最 简单 的 紧 度 量 空间 的 例子 是 :有 限 离散 空间 、 
任意 区 间 ( 加 上 其 端点 )、 正 方形 、 圆 和 球面 . 一 般 地 ， 
具 党 用 度量 的 Budid 空间 Е" Е, НАЯ 
当 它 是 有 界河 集 . 

上 列 条 件 在 度 营 空间 类 之 外 不 是 等 价 的 ( 见 紧 空 间 
(compact space )). Н. L.ebesgue (1911) 证 实 ， 对 紧 度 
ЖЕ ОХ, р) SAPA TPS у, ЛЕ о> 0， 使 
得 直径 < 的 每 个 集合 AS X WB T y 的 某 个 
元 系 中 .这 欧 涵 了 紧 度 量 空间 的 如 下 基本 性 质 ， 把 紧 
府 基 空间 映 人 任意 度量 空间 中 的 所 有 连续 映射 都 是 一 
致 连续 的 《 见 一 数 连 续 性 (uniform continuity )}， 进 而 ， 
度 基 空间 为 紧 的 充 要 条 件 是 ， 它 上 面 的 所 有 实 值 连续 
函数 都 是 有 界 的 ( 且 达 到 其 最 小 值 和 最 大 值 ) 

所 有 此 度量 空间 都 基 完 全 的 ， 但 其 道 不 真 ; 最 简 
单 的 例子 是 具有 平 几 上 度量 的 无 限 离散 空间 ， 然 而 ，- 下 
列 特征 性 质 成 立 ， 度量 空 间 为 紧 的 充 相 条件 是 ， 与 它 
同 蚌 的 也 有 度量 空间 都 基 完 全 的 . 

除开 完全 性 之 外 ， 紧 性 显然 还 比 涵 某 一 类 有 界 
性 ， 这 是 考察 E' 的 紧 子 集 而 证 实 前 ， 通 常 ， 度 悬空 间 
(X, p) 称 为 有 界 的 、 如 果 存 在 一 个 实数 ae， 使 得 p 
(x,y)<a 对 所 有 x， yeX 成 立 ， 所 有 紧 度量 空间 才 
ЖН. ОХ, pr) 是 完全 日 有 有 界 的 ， 但 当 X 
为 无 限时 它 就 不 是 紧 的 ， 因 此 在 度量 空间 类 中 ， 完 全 
性 加 有 界 性 不 是 紧 性 的 对 分 杀价. 一 般 说 来 ， 集 合 上 
的 每 个 度量 拓扑 等 价 于 某 个 有 界 度量 ， 当 已 给 度量 完 
全 时 该 有 界 度量 就 是 完全 的 ， 因 此 有 所 谓 侈 有 界 性 这 
一 重 卫 概念 .度量 空间 (X, р) 称 为 全 有 界 的 (totally 
5ounded)， 恕 果 对 每 个 。> 0， 存 大 有限 集 4, = x, 
# р(х. А,) <# 对 所 有 хех. 这里， 集合 
A, ЖЖ (X. p) 中 的 18 (s-netj， 上 度量 空 间 (X, 


р) 是 紧 的 。 当 有 具 仅 当 它 是 完全 且 全 有 界 的 ; (X, р) 
是 全 有 界 的 ， 当 下 仅 当 它 与 明 个 紧 度量 空间 的 子 集 等 
Ë. ИЙ, НЕ РКА 
СХ, рУ 的 紧 性 全 有 界 度量 空间 的 每 个 子 空间 都 
号 全 有 有 办 的 . 所 有 全 有 界 度量 空间 (ЖЕ, БЕН ЖЕ 
量 空间 ) 都 是 可 分 的 且 具有 可 数 基 . 紧 性 通常 不 被 子 
ЖЕЖ. 如 果 集 合 Ас 区 在 度量 空间 (X, р) 中 的 闭 
ВОЛО, І 4 ЭЕ СХ, р) 中 是 相对 紧 的 . 
车 (X, оу Ве, ДОХ, p) 中 集合 АС X BAH 
对 紧 性 等 价 于 А 关于 度量 о 的 全 有 界 性， 

放量 空间 СТО, 1] 中 [0, 1] 上 的 某 连 续 函 数 集 
A 的 紧 性 判别 准则 在 泛 函 分 析 中 有 重要 作用 ， 此 判别 准 
ЯТТ (Алаа - Ascoli 定量 ( Arzelà -Ascoli theorem ]) 
集合 4 在 C[0, 1] 中 相对 紧 的 充 要 条 件 是 : 1) 存 在 
ЖОМ, 使 得 |f(x)| M 对 所 有 xe[0, 1] 和 所 有 
ЈЄА 成 立 ; 2) 对 每 个 se> 0， 存 在 5>0， 使 得 
с) т) е 对 所 有 Ге WWE |x'— x"| < 
8 的 所 有 x°, x”e[0, 1] Az. 

度量 空间 ( X, p) 到 它 自身 的 映射 f 称 为 一 个 庄 
缩 (oontraction ) ， 如 果 存 在 正 实数 4 < 1， 使 得 


р(х), fy)) 


对 所 有 x, ye X 成立， 完全 度量 空间 的 一 个 重 玻 定理 
是 压缩 映 射 原理 ( contracting -mapping principle): 每 
个 把 (ЧЕЖЕ) 完全 度量 空间 映 入 自身 中 的 计 缩 映射 都 
恰 有 一 个 不 动 点 (fixed point). 

度量 空间 的 拓扑 理论 比 拓扑 空间 的 一 般 理论 简单 
得 多 ， 以 下 给 出 度量 空间 (XX, р) ша иези 
扑 性 质 . ЗЕЕ p 生成 的 拓扑 >, 的 性 质 . 

每 个 度量 空间 都 是 正规 的 ， м, [677 
正规 空间 ( normal ѕрасе )). 这 使 得 能 够 把 度量 空间 闭 
千 集 上 的 连续 实 值 函 数 扩张 到 整个 空间 . 更 强 的 结果 
Ж: 对 度量 空间 (X, р) 的 每 个 闭 子 集 Y， 存 在 一 个 
H (Y, p) 上 所 有 连续 实 值 贡 数 构成 的 空间 到 ( X, р) 
上 所 有 连续 实 值 钞 数 构成 的 空间 的 线性 映射 gp， 使 得 
《对 任何 f) g( 了) 是 ЮР, Н 

вир {|/(х)1:х© У} = sop {lp (Сх): x€ Х} 
{Dugundi Ж ( Dugundji theorem )， 此 定理 与 下 面 的 
关于 度量 扩张 的 Hausdorff 定理 ( Hausdorff theorem 
on extension of тапіс) ЖЖ: 加 果 可 度量 化 空间 X 
的 闭 子 集 Y 按照 度 最 р, 已 经 是 可 度量 化 的 {pi 在 了 
上 生成 作为 了 的 半空 间 的 拓扑 )， 则 可 以 把 0, 扩张 
成 在 整个 六 上 牛 成 原始 拓扑 的 度量 p， 类 似 结论 对 全 
有 办 度量 和 完全 度量 成 立 . 

对 度 基 空 间 的 拓扑 性 质 的 研究 大 都 以 下 述 的 Stone 
定理 (Stone theorem ) 为 依据 : 度量 空间 是 仿 紧 的 


< 40(х,у) 


paracompact), Ш ҢЕЛ 7 具有 局 部 有 限 开 
加 组 《二 部 有 限 的 意思 是 ， 每 个 点 都 具有 仅 与 4 的 
A BAS ЖКА Ж- -分 城 ， 亦 见 仿 紧 空间 (paracom- 
рас space)). Bl -Смирнов 度量 化 准则 (арша - 
Smimoy metrization crilerion)( М] 4 Š= J ( metri- 
таб: space )) НОЗЕ p g = h] КД ЖЕ. 

HË ЕШ sz lB] +í — £b Р {ЬЕ КЕ {ҮЙ E SE EB, 
TX Be ЕД Е - 委 拓 站 空间 由 是 不 同 的 ， 侈 如 ， 对 度 
量 空前 ， 下 列 基数 值 不 变 贡 是 一 致 全: 密度 、 特 征 标 、 
权 、Cycnu 数 和 和 Lindelaf 数 ( 亦 见 基数 特征 ( cardinal 
characteristic ))， 对 于 度量 空间 ， 可 数 紧 性 、 协 紧 性 和 
紧 性 十 等 价 的 .对 于 总 量 空 间 ， 维 数 dim (Жш 
数 1 和 Id (大 归纳 维 数 ) 是 -- 致 的 ， 对 于 可 分 彰 量 空 
间 ， 小 归纳 维 数 ind 与 dm 和 和 Ind 一 致 【 见 维 数论 
( dimension thcory) 

Ж МЕҢЕН ОХ, p) WEB FD: (X, p) 的 
2807 ААЛА 4 ， 即 是 说 ， 对 每 个 
点 хЄХ, {РЕ ИЄ, 使 U 包含 满足 xsF 的 所 有 
Fei， 与 此 定理 有 关 的 是 下 述 可 度 其 化 性 准则 ( Stone - 
Архангельский) (metriability critation (Stone - Arkhan- 
Blskii )): 如 果 一 个 正则 空间 ( regular ѕрасс) 具有 可 
数 基 ， 则 此 空间 可 由 全 有 界 度量 来 度量 化 ,也 甚 至 可 
数 的 正则 空 问 也 不 必 攻 可 度量 化 的 最 简单 的 例子 是 : 
对 离 共 的 自然 数 加 上 它 的 Stone -Cech ЖЕ (Stone -Cech 
compactitication ) 中 的 一 个 外 点 .度量 空间 X 可否 用 
一 个 完全 度量 来 度 是 化 的 判别 准则 令 人 意外 : 其 充 要 
条 件 是 ，X 是 它 的 其 个 { 因而 是 所 有 的 ) Hausdorif Ж 
化 的 Сб, s. ПП. HE ЫА Hausdorff 紧 化 具有 关 
于 度量 空间 上 拓扑 结构 的 爹 部 信息 ; 由 Cech 定理 
(Cech вотот): ЖЕ ЖУННЕН, ЧЕ 
的 Stone -Cech ЖЕКЕНИ Н, КУЙЫН. 

最 空间 不 必 共有 可 数 茶 ， 但 它 总 是 满足 第 一 可 
数 公理 (Пы axiom of countabiity ): 它 在 每 一 点 都 具有 有 
可 数 基 ， 而且 ， 度 最 空间 中 的 每 个 紧 集 都 有 一 个 可 数 
Ж. 此 外 ， 每 个 度量 空间 都 有 一 个 基 一 一 点 可 数 基 ， 
使 得 空 何 移 每 一 个 点 都 仅 属 于 此 基 的 可 数 多 个 元 察 . 
但 此 性 质 比 可 度量 化 性 更 弱 ， 甚 至 对 仿 Ж Набот 
空间 亦 如 此 ， 满 足 第 一 可 数 公理 的 正则 可 分 空间 不 必 
жЕ). 

Кер шр жЕ НУ УГА 
ЯЗНЫЕ, ОЕ ГЛЕ 8 —Э ЖОЕ; T), 4: 
成 该 拓扑 的 堪 不 蛮 和 右 不 变 底 量 都 存在 . 

每 个 度量 空间 (Xp ) 都 息 慰 准 方式 联系 着 另 一 
个 度量 空间 。 负 具有 Hausdorff ВЕЕ ( Hausdorff metric ) 
W (X, р) РЕЈ ТЕН Р(Х), WHERE X 
ик: ра(4, B)= 

=max (sup {p{a, B):ae А}, sup {p(b,A):beB)) 
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= (X, p) 与 (F(X), pr) 的 一 个 闭 子 空间 等 距 . 
# p 是 完 作 的 ， 则 pw 是 完全 的 . 但 X 上 两 上 度量 p 
和 p "的 拓扑 等 价 性 ， 一 般 说 来 ， 并 不 萄 洱 机 应 Hats- 
Чой ЖЯ py 和 p) ТИКЕ. 

度 章 空间 的 连续 象 不 必 同 胚 于 作 何 度量 空间 ， 刚 

使 满足 Hausdorff 分 离 公理 (separation axiom). 此 结 
论 也 适用 于 度量 空间 的 商 空间 .例如 ， 若 把 平面 上 一 
条 定 直线 庄 缩 成一 点 ， 再 把 定 直线 外 的 所 有 点 都 视 为 
此 分 解 的 单个 元 索 ， 则 得 到 一 个 不 可 度量 化 的 可 分 空 
间 ， 在 它 的 特殊 点 处 第 一 可 数 公 旦 不满 足 . X: T E t 
空间 的 商 空间 的 可 度量 化 性 质 有 一 般 的 判别 准则 ( 见 
[5]). 特别 ， 关 于 把 一 个 度量 空间 分 解 为 紧 集 的 连续 分 
解 { continuous decomposition ) 的 商 空 阿 总 是 可 虚 量 化 
的 . 作为 紧 度 量 空间 的 韦 续 象 的 每 个 Hausdorf 空间 都 
大 可 麻 量 化 旦 紧 的 ， 这 是 拓扑 空间 在 将 其 映 人 紧 集 的 
连续 映射 之 下 ， 其 权 不 增 的 一 般 命 庆 和 的 特别 情形 . 但 
甚至 在 度量 空间 (X, р) 的 象 了 可 度量 化 的 情形 ， 使 
Y 度量 化 的 度量 也 不 必用 任何 公式 由 p 得 到 . КИ Y 
x Y ЕШ, ЖР p 自然 地 定义 函数 d 如 下 : 对 
у. y"eY,d(y', y”) 等 于 点 у', y” 在 所 讨论 的 映 
射 下 的 道 象 之 问 按 p 确定 的 距离 ， 通 常 (例如 ， 若 了 
关上 度量 空间 到 紧 集 的 分 解 空间 )4d 与 了 кнн 
关 旦 是 对 称 的 (symmettic)， 这 意味 瘤 对 所 有 y” 
了 有 dO, у") = (у ,у'), ЗНН у => М 
(уу) = 0. 这 样 定义 的 对 称 关 票 4 几乎 部 不 满足 
三 角形 公理 ( 见 度量 ( metic ) )， 但 车 到 紧 集 的 分 解 是 
连续 的 ， 则 d 具有 这 样 一 些 拓扑 性 质 ， 它 们 成 功 地 代 
蔡 了 三 角形 公 埋 且 保 证 了 象 在 “真实 ”度量 下 的 可 度 
是 化 性 .作为 度 基 空 间 在 连续 开 闭 映射 下 之 象 的 拓扑 
空间 本 身 就 同 胚 于 一 个 度量 空间 然而 ， 在 连续 开 映 
射 之 下 ， 可 度量 化 性 不 一 定 保持 : 所 有 上 且 仅 有 满足 第 
一 可 数 公理 的 空间 是 度量 空间 在 连续 开 喘 射 下 的 象 . 

度量 空间 的 各 种 推广 之 中 ， 最 重要 的 是 伪 度 量 空 
间 、 具 有 对 称 关系 的 空间 和 具有 有 0 度量 的 空间 ([7]). 
这 些 都 是 对 虚 量 空间 的 公理 作 自 然 的 削弱 后 被 公理 式 
地 定义 的 ， 然 而 ,在 这 里 距离 照例 由 一 个 非 负 实 数 表 
т. 可 以 考查 在 有 序 半 群 内 、 半 域内 等 取 值 的 广义 度 
ËR (%[8]). 用 这 种 方法 可 得 到 任意 完全 正则 空间 的 
УЧЫ. 

度量 空间 概念 的 有 重大 价值 的 推广 是 一 致 空间 
( uniform space) 的 概念 ， 此 外 ， 上 度量 空间 类 还 有 纯 拓 
扑 的 扩张 、 其 中 重要 的 空间 类 是 具有 一 致 基 的 空间 
Ж. Мохе 空间 (Moore space) Ж, ЗЕ В} ( feathe- 
Ted space) 类 利 仿 紧 羽 状 空间 类 ， 以 及 格 空间 类 、 仿 
紧 空 间 类 是 度量 空间 类 的 一 种 过 宽 的 推广 ， 因 为 仿 紧 
性 甚至 对 有 限 积 也 不 保持 - 肥 之， 仿 紧 羽 状 空间 类 则 
成 态 地 同时 推广 了 度量 空间 的 同 胚 空间 类 和 罕 空 间 类 ， 
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7—7, ЩЙ ЙЕН Ж < 度量 和 ó 度量 
([4]). 出 K. Menger 引信 的 统计 度量 空间 的 概念 原 
来 是 拓扑 等 从 于 具有 对 称 关系 的 空间 的 概念 ， 
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【 补 注 】 ЕЛО ТАГ ВСЯ (discrete metic). 
基本 序列 ( fundamental sequenee) 也 称 为 Cauchy JE 
PI ( Cauchy sequenoe ). 星 正 规 空间 也 称 为 全 正规 ( fully 
пота) 空间 . 
度量 空间 有 一 些 十 分 明显 的 数值 不 变量 ， 例 加 宽 
Ë (直径 ) 和 各 种 继 数 ， 一 个 较 隐 琶 的 数值 不 变量 是 
Gross 828 К ( Gross dispersion number) 或 会 合 数 
(rendezvous namber)， 其 存在 嘲 一 性 由 下 列 定理 保证 
([A12]). 9 (X, 4) 为 紧 连 通 度量 空间 ， 则 存在 一 个 
唯一 的 数 a (X，d) e 丸 ， 使 得 对 所 有 пем 和 所 有 的 
个 点 xi x eX 的 集合 ， 存 在 一 个 点 eX 满足 


Хабу) = 400,0). (м) 


1 
п = 


实例 如 下 : # (X, 4) 是 n 维 Euclid 空间 中 半径 为 
1f2 的 球 Д a (X, 4) =t/2; ж S' 是 (n+1) 维 
Euclid 空间 中 具 单 位 直径 的 n 维 球面 ， 则 ([А15]) 


А 1 Еа 2 
“as Теча 
其 中 Го) У гай (впише), Ф ху 


R? 中 的 等 过 三 角形 ， 则 4(X，d) = + . 保 


证 a(X, 4) 之 在 在 性 的 定理 在 疝 个 方面 有 所 办 А 
首先 ，d:X X X > 及 可 以 换 成 任意 对 称 函 数 了 :Xx 


Х- в (iË, ЮКЕ у(х, y) 二 f(y, x)) 
(ГА13]), Ж. (А1) 左 问 的 于 均值 可 以 换 成 一 个 各 
分 (1A14]). 于 是 ， 对 宁 紧 连通 Hausdorff 空间 X 和 
Айай /XxX 一 RR. 存在 唯一 的 实数 a (X. f), 
使 得 对 X 土 的 任意 正则 Бога 测度 py， 存在 一 个 点 
ye X 满足 

а(х, р [Лох узйң(х). 


[A2] 中 研究 了 这 样 的 虚 量 空间 ， 在 它 上 面 的 所 有 
连续 函数 (局 值 于 任意 度量 空间 ， 或 正好 取 值 于 实 直 
线 ) 都 是 一 致 加 续 的 . ДЕЙШ КИЙЕ: 存在 一 
子 集 C， 使 得 C 的 每 个 邻 域 的 补 集 都 是 离散 的 . 

除了 度 最 空间 ( X, р) 的 完全 化 之 外 还 有 内 射 包 络 
( injective enwlope) (1, 4). 一 般 说 来 X fE ШЕ 
W (例如 ， 若 X ЖЮ, 1 是 无 限 维 的 )， 但 DR XW 
本 质 扩张 (essentil extension); 对 于 到 的 限制 保持 
全 部 虐 离 的 任意 度量 空间 M. M 1 到 M 的 非 扩张 映 
射 /必定 保持 了 中 的 全 部 距离 不 变 ( 非 扩张 是 指 : 对 
所 有 x, pel 有 4(f(x), 7) S 4(x, y). РАНЕ 
为 没有 更 大 范围 本 质 扩 张 的 X ЮЖ ЖЕЙН, Е 
确 到 唯一 的 等 险 ， 这 等 价 于 在 映射 的 可 扩张 性 意义 下 的 
内 射 性 ， 也 等 价 子 下 列 Нау 型 性 质 : 对 所 有 а, 8, 满 
是 相 容 性 条 件 d(X., Хк) е. + єр ВУМЕН ВЗН 
О(Х,, в) 都 有 一 个 公共 点 ， 由 于 这 个 等 价 性 ， 内 射 度 
вар {hyperconvex )， 见 [A1], [А5], 

在 唯一 相 容 的 意义 下 ， 实 Banach 空间 的 内 射 包 络 
本 身 就 是 实 Banach 空间 .此 结论 仅 有 一 个 综合 以 下 诸 
项 而 得 的 沿 炭 非 构造 性 的 证 明 : 实 Banach 空间 范 畸 中 
相对 内 射 包 络 的 Н .Coben 构造 [A3], Aronszain- Panit - 
chpakdi 定理 (Aronszain -Panitchpakdi theorem) 
内 射 实 Banach 代数 是 内 射 度量 空间 ([A1])， 和 Ma- 
zur -Ulam 定理 (Mazur -Ulam theorem) —— 3 Banach 
空 仙 的 每 个 等 距 都 是 仿 射 的 ([A91)， 对 照 [A6} 

为 射 空间 具有 一 个 较 压缩 映射 定 埋 更 强 的 不 动 点 
定理 ;把 有 界 内 射 度量 空间 唤 人 自身 的 每 个 非 艺 张 映 
射 都 有 一 个 不 动 点 {Sine -Soardi 定理 (Sine-Soardi the- 
orem)) .然而 ， 非 扩张 喘 射 不 动 点 理论 的 广泛 发 展 大 
多 限于 Banach 空间 凸 子 集 这 一 重要 的 特殊 情形 .到 
1980 年 的 有 关 综 述 见 [АВ]. ХН [А7]. 

有 必要 指出 ，Stone - Архангельский 度量 化 准则 
(Stone - ArkhangeP' skil metrization criterion ) 中 前 Sione 
Ж А.Н. Sione ， 他 还 证 明了 度量 空间 的 仿 紧 性 ， 在 
Stone -Cech ЧЕ ( Stone -Cech compactification ) 中 则 是 
М.Н. Stone , 

前 而 移出 过 ， 安 间 X 上 两 个 折 扑 等 价 的 度量 一 般 
不 会 给 出 在 超 空间 FOX) 上 拓扑 等 价 的 Hausdorff Ж 
Ж. 事实 上 ， 当 且 仅 当 它们 一 致 等 价 时 才 成 立 ([A4]). 
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白 苏 华 、 胡 师 度 详 
度量 张 量 [ metric tersor ; метрический тензор], ЖЖ 
张 量 ( basic tensor, ftmdamental tensor ) 
п 维 微分 流 形 M”"(n 22) 上 的 一 个 二 阶 协 变 对 称 
ЖА 9 = (Х,У). 在 对 ”上 给 定 一 个 度量 张 量 ， 便 
在 点 реМ" 的 切 空间 Mr БЭРТ АИ X, Y e MP 
МОА СХ, У), 定义 为 双 线 性 函数 q (X, Y), 其 
中 g, 是 指 张 量 场 g 在 点 p 的 值 . 用 坐标 表示 ， 则 是 
(x,Y)=ə XY, X= (X, 
Y= [Y 1< уп. 
赋 以 这 种 数量 积 的 M? 中 的 度量 被 着 成 流 形 M" 的 度 
重 的 无 穷 小 情形 ， 表 未 成 取 二 殉 微 分 形式 
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ds = g,(p)dx'd х) (*) 


作为 M" 中 从 点 了 出 发 沿 方向 dx',…, dx" 引 出 的 曲线 
的 驱 长 微分 的 平方 ， 由 于 这 个 几何 意义 ， 形 式 (*) 称 
为 M" 上 对 应 于 谎 量 张 最 4 的 度量 形式 (metric form) 
或 第 一 基本 形式 (їшї fundamental form). 反 过 来 ， 如 
果 在 M 上 给 定 一 个 对 称 的 二 次 形式 ( +), 则 就 有 一 个 伴 
用 的 2 阶 协 变 对 称 张 量 杨 g(X，Y) ХУУ, Зр 
的 度量 形式 是 (<). 这 样 ， 在 M° 上 指定 -个 度量 张 基 
等 价 于 在 М" 上 指定 一 个 形 如 (+) 的 二 次 线 案 的 度 
量 形 式 ， 多量 张 量 完 全 决定 了 М" 的 内 总 儿 何 ， 
度量 张 量 g 及 其 确定 的 度量 形式 的 全 体 分 为 两 
类 : 当 det(g,) = 0 时 为 退化 度量 ， 当 det (95) #0 
时 为 非 退 化 度量 其 有 返 化 谋 首 形式 (<) АЕ М” 
称 为 迷 疝 的 .在 非 退 化 度量 张 量 中 ， 当 二 次 型 (* ) 正 
定时 为 Riemann 度量 张 量 (Riemannian пеше tensor ). 
4 (+) 的 符号 可 变 时 为 以 Riemann УЖК ( pseudo- 
Riemannian тоеігіс tensor). 在 М" 上 用 Riemann ( 伪 
Riemann ) 度 基 张 基 引 进 的 Riemann ( Фу Riemann ) Ж 
量 确定 了 М" 的 Riemann (60 Riemann) 几何 . 
通常 ， 若 无 特别 说 明 ， 度 量 张 重 总 是 指 Riemann 
度量 张 量 ; 但 是 如 果 要 强调 讨论 是 关于 Riemann 度 
量 张 量 而 不 是 伪 Riemann 度量 张 量 进行 的 ， 则 可 以 
说 真 Riamann 度量 张 是， 在 任何 仿 紧 微 分 流 形 上 都 能 
够 引进 真 Riemann 度量 张 量 . 
参考 文献 
[1] Евепһап. L. P., Riemannian geometry ， Princeton 
Univ. Ру, 1949. 
[2] Рашевский, П.К., Риманова геометрия и тензор- 
ный анализ ‚ 3 изд., М., 1967. 
[ 3] Gromoll . D., Klingenberz . У/. and Meyer, W.. Riema- 
mmsche Geometiie im Grosen , Springer , 1968 
И. X. Сабитов ES 


【 社 注 ] 
参考 文献 
ГАІ) Klingenberg, W ., Riemannian geometiy, de Gruyter , 
1982. КЕЕ ж 


函数 的 度量 理论 [ metric theory of functions ; метрическая 
теория функций ], ЕЖЕ БЕ ЖЕ ЖО 

ЖЕШ 83 (flnctions ОГ а real variable, theory 
of) 的 一 分 支 ， 其 中 在 集合 的 测度 《measure ) 概念 的 
基础 上 研究 函数 的 性 质 . 

19 世纪 许多 数学 家 的 研究 创立 了 一 个 新 的 数学 方 
向 一 一 Зл. Ж 19 世 纪 末 十 分 明确 地 提出 一 
些 要 解决 的 问题 : 集合 的 测度 ， 曲 线 长 度 与 曲面 面 
积 。 用 级 数 ( 尤 其 用 三 角 级 数 ) 表 示 画 数 ， 原 消 数 与 
积分 积分 与 油分 关系 ， 级 数 的 逐 项 积分 问题 ， 等 
等 . 这 些 问 题 的 解 有 普 退 的 数学 重要 性 ; 一 些 杰 出 的 
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数学 家 在 此 方向 工作 ， 特 别 是 阐明 了 函数 的 度量 理论 
在 20 世纪 前 如 年 的 巨大 发 展 . 函数 论 的 基础 为 E. 
Bor, К. Baire, H .Lebesgue 以 及 其 他 人 所 奠定 

1902 年 Lebesgue 引进 了 异常 重要 的 集合 的 测度 
概念 【Lebesgne 测度 (Lebesgue measure )) ， 在 此 概念 
的 基础 二 他 创立 了 积分 论 〈 Lebesgue 积分 ( Lebcspue inte- 
вга)). 这 两 个 基础 概念 ~ 一 测度 与 积分 一 一 构成 了 背 
数 的 度量 理论 的 基础 ， 其 中 研究 函数 的 性 质 ， 导 数 ， 
积分 ， 函 数 的 级 数 (特别 是 三 角 级 数 与 一 般 直 交 级 
数 ) 、 曲 面 面 积 ， 等 等 ， 

Lebesgue 测度 与 积分 的 许多 基本 性 质 是 Lebesgue 
自己 在 20 世纪 初 建立 的 【测度 与 积分 的 可 数 可 加 
人 性， 积分 号 下 取 极 限 ， 不 定 积分 的 微分 ， 等 等 )， 此 
外 ，Lebesgue 给 出 了 他 的 研究 对 数学 分 析 中 各 种 问题 
СЕТА, ЕА РЕЛ, АВ ) 的 三 
泛 应 用 . G. Vitali (1004) 独立 地 发 现 了 与 Lebespue 
测度 等 可 的 测度 ， 并 且 稍 后 W. Н. Young (1905) 也 
构造 出 与 Lebesgue 积分 、 测 度 等 价 的 积分 与 测度 . 
然而 ， 他 们 没有 发 展 他 们 的 理论 并 且 在 那 一 时 期 也 未 
作出 重大 的 应 用 . 在 俄罗斯 函数 的 度量 理论 发 展 的 起 
点 必然 与 20 世纪 初叶 相关 ， 然 而 当 一 个 新 的 重要 醋 
究 中 心 进 到 函数 的 度量 理论 被 形成 之 时 ， 在 此 领域 的 
一 些 最 重要 成 果 是 由 俄罗斯 数学 家 在 为 世纪 20 年 
ЧЕ (Д. Ф. Егоров, H. Н, Лузин), #00 
КЕПЕ ВЛЕ Л ЕГОПАТИЕ ЭБЕ Лузин. 

光 数 的 度量 理论 的 发 展 可 以 用 两 个 主要 方向 来 轩 
M. 第 一 个 方向 是 以 集合 的 测度 与 Lebesgue 积分 以 及 
它们 的 推广 为 基础 去 研究 .函数 的 一 般 性 质 ， 积 分 ， 
=й, ЗОИЛ ДСО ТТАС ЗЕ АИС ВЕЕ 
两 个 方面 ， 这 些 深 题 的 发 居 与 研究 光 雁 经 典 分 析 方法 
几乎 基 不 能 达到 的 . 这 个 方向 ， 确 切 地 说 ， 是 锰 数 的 
ЖАЗ. 第 二 个 方向 ， 不 失重 要 性 ， 荐 函数 的 度量 
理论 方法 到 其 他 数学 分 支 的 渗透 ， 并 且 也 是 其 他 新 的 
数学 领域 在 原 有 概念 的 基础 上 的 创建 ， 后 者 又 反 过 来 
对 函数 论 本 身 产生 一 种 刺激 性 效应 . 

在 函数 的 虚 量 理论 的 基础 上 ， 开 始 了 解析 函数 的 
边界 性 质 〔boundary properties of апаіуйс functions ) 
的 深信 研究 以 及 创始 了 在 方法 上 与 函数 的 度量 理论 有 
不 可 分 割 联系 的 数 的 度量 理论 ( metric theory of num - 
bes). 函数 论 对 证 画 分 析 的 创立 的 影响 是 巨大 的 ， 

下 面 给 出 函数 的 度量 理论 中 某 些 典型 结果 ， 每 个 
结果 标志 某 一 中 心 问题 的 解 并 且 带 来 许多 后 继 的 研 
Z. 这 样 ，1911 年 Bropos 证 明了 每 个 收 敏 的 可 测 函 
数列 是 一 至 收敛 的 ， 如 果 不 计 一 个 测度 任意 小 的 集合 
( 见 Eropos 定理 (Egorov theorem)). Лузин (1912) 
建立 了 每 个 可 测 函 数 成 为 连续 的 ， 如 果 不 计 某 个 测度 
任意 小 的 集合 ( 见 Лузин C 性 质 (Lwin C-pro- 


perty)) .这 两 个 成 果 的 重大 意义 是 难以 估计 的 ， 岗 为 
一 方面 ， 他 们 表明 沙 数 的 度量 理论 与 经 典 分 析 基 本 概 
念 之 间 前 确定 的 内 在 联系 ， 且 另 一 方面 ， 它 们 是 函数 
论 中 不 时 产后 的 许多 成 果 的 基础 . 

Лузин 证 明了 《 1915) 美 于 可 测 函 数 类 原 函 数 的 存 
ТЕ. 就 是 说 ， 他 证 明了 对 每 个 有 限 可 测 函 数 / ， 存 
ТЕЖ А РО 使 几乎 处 处 有 F' = f. 在 此 结果 的 某 
山上 他 解决 了 关于 可 测 函 数 类 的 Dirichlet 问题 . 这 使 
是 当时 莫斯科 学 派 关 于 揽 变 元 函数 论 的 活跃 发 展 的 开 
端 ， 而 有 特别 是 解析 函数 的 边界 性 质 研究 的 开 湛 . 

Lebesgue 积分 不 能 用 来 解 由 有 限 的 精确 导数 F = 
УЗОК Р АТИЯ. 此 问题 为 A. Denjoy (1912) 
以 一 种 特殊 积分 (狭义 Denjoy 积分 ) 为 基础 解决 的 . 
狭义 Безоу 积分 自然 也 推广 了 Lebesgue 积分 而 且 与 
之 不 矛盾 (М, Denioy 积分 (Denloy integral )) ，1916 
年 Denjoy 与 А. Я. Хинчин 构造 了 芯 至 更 一 般 的 积 
分 ， 称 为 广义 Denioy ЙМ: 它 同 近似 可 微 性 ( appro - 
ximate differentiability ) 相关 . 

在 20 世纪 30 年 代 之 初 . B. Е. Меньшов 与 H 
Rademacher 建立 了 序列 {log*n | 是 关于 任何 站 交 系 几 
平 处 处 收敛 级 数 的 Wey] ЖТ. 此 让 (这 是 特别 置 要 
ЕАО). Меньшов 证 明了 《1923 ) 上 述 结果 不 
真 ， 如 果 将 序列 (ов ?za } 换 成 满足 o(n)= oflog:n) 
(n > 00) 的 任何 序列 [ww(n)}， 这 些 结果 对 于 已 经 
和 和 正在 建立 的 直 交 级 数 的 收 敏 性 以 及 求 和 法 理论 的 研 
究 是 基础 的 . 

1926 年 Колмогоров 构造 出 一 个 可 秃 数 的 处 处 
发 散 的 三 角 级 数 ( Fourier 级 数 ) 的 例子 .然而 ，1914 
年 Лузин 提出 的 L2 中 函数 的 三 角 Fourier 级 数 的 几 
乎 处 处 收 敏 性 问题 ， 很 长 时 间 都 没有 解决 .此 问题 的 
肯定 解答 到 了 1966 年 才 为 L. Carkson 给 出 ( m. 
Careson 定理 (Carleson theorem)) . P du Bois - Rey- 
mond, Lebesgue 与 Ch. dc Ja Vallée-Poussin 解决 了 
收 颌 于 可 和 函数 的 三 角 级 数 的 系数 的 还 原 问题 ， 在 20 
世纪 和 年 代 Denioy 构造 了 一 种 积分 ， 它 可 以 用 来 解 
奖 任 何 处 处 收敛 的 三 角 级 数 的 和 中 系数 的 还 原 问题 . 
与 此 同时 ，MeHprroa 证 明了 每 个 有 限 可 测 函 数 能 用 几 
乎 处 姓 收 化 的 三 角 级 数 来 表示 ` 

G. Cantor, Young, Н. К. Бари Ж у= 
Ж СЙ ПЕ — E BE Ho Е pl. 
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数 的 度量 理论 [ metric theory of пипбегз; метрическая 
теорин qucen]， 亦 称 度量 数论 

数论 (number theory) 中 余 究 并 且 度量 地 (ЛЕШЕ 
于 测度 (measure) 论 ) ЭШ ДЯ БЇ е МЧЖ ЖЕКЕНИ 
ЯА, КОЕ Же НИНЕ ШОР БЕР 
WU. ЖОКПЫН ИЛ КУ ШЕ ЗЕ ЖИЕ ЖЕЛЕТ 
数论 模型 的 可 能 性 . 

许多 涉及 个 别 数 的 算术 性 质 的 同 题 也 可 以 度量 地 
表述 ; 例如 , 在 研究 分 数 部 分 数列 {xn},(n= 1, 2.…) 
当 a = V2 或 log3 时 的 一 致 分 布 同 题 的 闻 时 ， 可 以 
提出 这 样 的 问题 : 在 (0,1) 中 使 这 个 数列 一 致 分 布 的 
Ж = 的 Lebesgue 测度 是 什么 ? 一 个 问题 的 这 样 的 度量 
性 推广 常常 显示 出 非常 有 用 ， 并 且 提 供 整 体 地 表现 一 
种 现象 的 可 能 性 . 有 时 基于 度量 性 论证 ， 我 们 能 够 相 
当 容易 地 证 明 某 些 具有 一 定 的 算术 性 质 的 数 的 存在 性 ， 
但 喜 接 构造 这 些 数 却 是 复杂 有 的， 出 如 Волі 正规 数 
(normal number), 上 共有 某 些 逼近 人 性质 的 数 ， 等 等 . 

度量 数论 的 最 主要 的 结果 与 Diophamtos 通 近 的 度 
# E ( Diophantine approximation . metric theory оѓ) 
数列 的 一 数 分 布 (uniform distribution) 理论 , 连 分 数 
《continued fraction ) 论 ， 以 及 数论 的 其 他 一 些 分 支 有 
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x. 

BE КСЕНЯ ЕЛЕ 2—14 Borel 定理 ( Borel theo- 
тет Е. Borel, 190): 当 以 任意 固定 整数 2 为 底 沁 数 
时 ， 区 间 (0.1) 中 几乎 所 有 (在 Lebesgue 测度 意义 
下 ) 的 实数 2 都 足 正规 数 (normal number ). 等 价 地 
说 ， 此 定理 断 误 ， 分 数 部 分 ! gg"}(n = 1,2.…) 在 区 
BJ (0,1) 中 一 致 分 布 Во! 定理 已 被 许多 数学 家 推广 
和 扩充 . oa д 为 底 的 表达 式 (а 进位 制 〗》 中 的 
“数字 ”0，…,9g 一 1 看 成 独立 随机 变量 的 观点 显示 出 是 
窗 有 成 效 的 ,或 隐 或 显 地 基于 这 种 情况 ， 并 且 应 用 在 
ЩЕ Аорта ЕЧ АСИ 
ЗИЛАН ҮН, АТЕВ РМ (0,1) 由“ 随机” 
Ж, КоЛ 7 05001 
或 任意 的 “数字 "组 的 分 布 的 基本 问题 . 例如 、 令 


其 中 4, 是 0,…,g 一 1 中 的 数 ， 于 是 可 将 & = a,(a) 
看 成 定义 在 (0,1) 土 的 独立 随机 区 量 。 并 将 Lebesgue 
ЖЕЕ ЖИЕ ИНЕ. 如 果 а 是 0.…,g 一 1 中 的 任意 一 
个 数 ，k,(&) 表示 对 于 给 定 的 a 适合 a(a)= a № 
i<n 的 个 数 ， 那么 


(k.(a) nigg/ yn(g—1) 


是 渐 近 正 态 分 布 的 ， 这 就 是 说 ， 对 任何 实数 х, н 
六 四 时， 适合 
k()- Vn) 
的 数 x 的 集合 之 济 庭 趋 于 极限 
35 j e qr. 

H. Weyl(1916) 证 明了 车 a, (n = 1,2, ) 是 任意 
的 自然 数 递 增 序 列 ， 则 对 几乎 所 有 的 a, 分 数 部 分 
{ xa。》 在 区 间 (0,1) 中 一 致 分 布 . 车 假定 a 是 某 个 
定义 在 无 穷 区 间 (1, o) 之 上 里 满足 某 些 特殊 解析 条 件 
的 函数 的 值 ， 那 么 这 个 定理 有 一 个 涉及 一 致 分 布 的 
“品质 ”的 更 为 精细 的 变 体 . J. Koksma ([8]) ЕТ 
一 个 关于 二 变量 函数 f{x,n) 的 分 数 部 分 分 布 的 一 般 
性 定理 ， 此 处 x 是 一 个 实数 ， 了 到 区 间 (1,80) 中 几乎 所 
有 前 值 ， 而 s= 1 2,…( 见 模 1 #4: (distribution 
modulo опе). 例如 ， 对 几乎 所 有 的 x > 1, 分 数 部 分 
{а^} 在 区 间 {0,1) 一 致 分 布 . 

除了 与 Borel 正规 数 有 关 的 问题 外 ， 连 分 数 的 度量 
悍 论 从 度量 数论 一 开始 发 展 起 就 力 其 基本 门 题 之 一 . 
设 a RZ] (0,1) 中 的 一 个 实数 ，a = [0,ai.…] 是 
它 的 连 分 数 {continued fraction) 展开 , 记 r (а) = 
[a,,a,. ]. 并 令 q(x) 是 第 п ИЕЛИ ПО, а,, 
a] 的 分 三 А. Я. Хинчин 在 1935 年 证 明了 对 几 
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乎 所 有 的 a, 3 n — co 时 


„ а 1 РТА 
(a, 6,) ~ x тту) 


一 2.68545…， 
并 且 存 在 绝对 常数 у 使 对 几乎 所 有 的 x, 当 n — oo 时 
(4„(«})''” = 7.P.Lévy Ж y = =xp (22 JD 112), 5} 
Ж. Хинчин([5]) 应 用 其 关于 连 分 数 度量 性 质 的 结果 
证 明了 一 个 用 有 理 数 吾 近 实 数 的 定理 . 设 了 是 正 变量 x 
的 正 连续 函数 ， 且 xf(x) 是 非 增 函数 ， 则 当 对 某 个 
c> 0 积分 А 

Í одах 


发 数 时 ， 对 几乎 所 有 的 x 不 等 式 
«-& |< 4 (6) 
4 4 
有 无 淄 多 组 整数 解 p 和 q(q > 0); 反之 ， 当 上 述 积分 
对 所 有 с> 0 均 收 皱 时 ,对 几乎 所 有 的 а 不 等 式 (+) 
至 多 有 有 限 多 组 整数 解 p 和 (а> 0). 
这 个 定理 已 被 从 不 同 观点 加 以 扩充 如 推广 ， 并 成 
为 Diophantos 逼近 的 度量 理论 识 入 发 展 的 出 发 点 - P 
Erdës (17]) 通过 一 系列 论文 最 终 得 到 下 列 结果 : 对 几 
В а, МЕЖА п < n, < … 中 含有 无 穷 
多 个 qg,(&) 的 充分 必要 条 件 是 


ў б -om 
“л 


Pt 


此 处 g (n) 是 Eder 函数 (Euler function). 在 相同 条 

件 下 ， 对 几乎 所 有 的 < 不 等 式 

ас 
n, 

有 无 穷 多 个 解 ， 其 中 m 是 整数 ， 而 >0 是 任意 的 , 

这 个 结果 接近 下 列 猜想 【1982): 若 n, < n, < … 是 

任意 整数 列 。 而 5, > 0 是 任意 的 ， 则 当 生 仅 当 


ё 
< = n) = 1 
гы (т ›л,) 


r 


б.р) _ oo 
n 


‘т i 


时 。 对 几乎 所 有 的 а 不 等 式 


m. 
n, 


Š, = 
а бт) =1 


有 无 穷 多 个 解 . Р.О. Кузьмин (1928) 证 明了 对 任何 хе 
(0,1), 适合 r. (а) —a, < x 的 «的 集合 之 测度 m, (x】 
等 于 

пел) ten 


其 中 4 > 0 是 一 个 绝对 常数 .C.F . Gauss 早 就 得 到 渐 


m, (x) 一 Е (п = ©), 


但 未 加 公布 ， 只 是 在 给 了. Laplace 的 一 封 信 中 提 到 估 
а т, (5) 一 In(1+x) /In2 是 一 个 非常 浅 人 的 问题 7 
Кузьмин 的 估计 O (e ) 被 Lévy (1929) 政 进 为 
О (en), Кузьмин 的 方法 是 许多 其 他 的 连 分 数 度量 定 
жн. 

与 Borel 正规 数 及 连 分 数理 论 和 有 关 的 度量 问题 的 现 
代 处 理应 用 了 遍历 理论 ( ergodic theory ) 的 思想 . 它 是 
以 下 列 事 实 为 基础 的 : 区 间 (0,1) 到 自身 的 喘 射 & 一 
150) 及 x 一 {11x} 分 别 与 g 进 小 数 及 连 分 数 密切 相 
Ж, 它们 保持 浏 度 并 且 是 遍历 的 ; 第 一 个 映射 保持 Lebes - 
gue 测度 ， 第 二 个 映射 保持 对 (0,1) 中 每 个 可 测 集 4 
定义 的 测度 


Tj ，Trx 
由 这 个 现 点 ， 无 人 项 信 计 前 Gavss -Kyssw 定理 
可 以 立即 由 Birkhoff 的 个 体 遍历 定理 (individual ergodic 
theorem) 推出 ”基于 遍历 理论 的 论证 其 至 对 于 获得 某 些 
极限 定理 的 余 项 估计 也 是 有 用 的 ， 例 如 ，Xiaroaa 的 一 
амаар 
Сата, = K+ (m 2 пяр), 


(9, (а))'" = op ту ) + О(а' (шау), 


此 处 。 > 0 是 任意 的 【 见 [10]). жета 
数论 的 许多 其 他 问题 (线性 Diophantos 方程 矩阵 指 
数 函 数 的 值 分 布 ，Jacobi- Perron 算法 , 等 等 ) 也 有 上 用- 

在 某 些 情形 下 ， 基 于 Lebesgue 测度 的 数 集 的 度量 
特征 显得 太 粗 糙 ， 因 而 需要 更 精细 的 特征 ， 例 如 ， 
Hausjorff 维 数 (Hausdorf dimension). 这 种 方法 在 
Diophantos 逼近 论 及 超越 数论 中 特别 有 用 ， 例 如， 已 
经 证 明 《[6]), 对 任何 国定 的 n 及 w 2 n +1, Ж 


Ix a| < hZ" 


有 无 穷 多 个 次 数 为 n. 高 为 h, 的 代数 数 解 < 的 实数 
的 集合 ， 其 Набот 维 数 为 {x 十 1) /w. 如果 
w < 十 1， 则 对 几乎 所 有 的 x 相应 的 不 等 式 有 无 穷 多 
个 解 ， 而 同时 我 们 猪 测 这 对 于 所 有 的 x 都 是 对 的 
( Wirsing 猜想 ( Wising conjecture )). 对 于 复数 也 有 类 似 
的 结果 . 它们 与 超越 数 分 类 的 基本 问题 直接 相关 ( [3]). 

不 仅 与 实数 和 复数 有 关 的 问题 ， 而 且 关于 p 进 
数 、 赋 值 向 量 、 形 式 短 级 数 等 的 问题 ， 并 量 更 一 般 
邮 ， 对 于 任何 可 以 引进 测度 且 可 提出 菜 个 “算术 ” 同 
题 的 空间 中 的 元 素 ， 都 可 从 度量 的 观点 加 以 分 析 . 特 
别 地 ， 对 于 p 进 数 ， 有 许多 与 一 致 分 布 论 及 实数 的 
Diophantos 通 近 论 的 度量 定理 相 类 似 的 结果 , 虽然 pp 


进 数 芝 域 在 其 度量 各 拓扑 方面 与 通常 情形 是 不 同 的 
(RL3], [9]). 

当 我 们 做 设 从 某 个 送 当 的 研究 对 象 的 集合 中 “ 随 

机 ”地 选取 对 象 ， 以 此 来 你 补 研究 对 象 信息 的 短缺 
WF. 度量 方法 对 于 解决 “ 提 法 不 适当 ”的 问题 是 有 将 
的 、 ， 在 此 我 们 不 能 成 功 地 研究 原始 对 象 ， 由 于 
缺乏 关于 它 的 信息 ， 有 时 本 质 上 是 不 可 能 对 它 加 以 研 
究 的 ， 也 是 我 们 可 以 作出 所 考虑 的 集合 中 “几乎 所 
有 ”的 对 象 都 有 某 天 性质 的 结论 ,例如 ， 设 4* = 
{ау <a; <…} 是 某 个 自然 数 序列 ， 它 增长 的 速 
BE TA, ЖШ аг < it,p 是 一 个 常数 . 我 们 提出 
这 样 的 问题 : 是 否 存在 数 ，， 使 任何 自然 数 者 可 表示 成 
至 多 r 个 А 中 的 元 素 之 和 ? 显然 ， 所 给 出 的 关于 A 
不 足以 解决 这 个 问题 . 
令 是 整数 列 4 二 {1 а <a,<…} 的 集合 ， 
其 中 每 个 а 是 由 区 间 [a ,a,,) 中 “随机 * 地 选 出 . 
可 以 在 多 上 定义 Lebesgue 测度 ， 并 且 可 以 证 明 对 几 
平 所 有 的 4， 所 要 的 数 + 存在 县 т< co ( 见 [4]). 

度量 数论 中 的 “整体 ”结果 与 它们 的 “个 体 ” 实 
现 之 问 的 关系 是 极 有 意义 而 又 深 占 的 .尽管 某 个 集合 
中 几乎 所 有 的 元 崇 都 有 给 定 的 性 质 ， 但 要 确定 这 个 焦 
会 的 茶 个 其 体 元 毒 是 否 上 共有 这 个 性 质 却 可 能 是 非常 困 
崔 的 ， 例 如 ，Borel 猜测 诸如 VY2 ,e,r ,kbg3 等 等 这 样 
的 数 都 是 正规 数 ， 并 且 虽 然 几 乎 所 有 的 数 都 是 正规 
数 ， 但 迄今 (1993) 为 止 我 们 还 不 知道 这 些 数 中 的 任何 
一 个 是 否 是 正规 数 ， 在 许多 情况 下 ， 证 明 一 个 度量 定 
理 喜 比 证 明 一 个 美 伏 的 “个 体 ” 定 理 容 易 ， 然 而 ， 这 
并 不 意味 着 度量 数论 中 没有 深刻 的 问题 ， 因 为 度量 数 
论 中 许多 问题 与 其 些 有 时 被 相当 快 地 解决 的 “个 体 * 
癌 题 紧 密 相关 ， 另 一 方面 ，* 个 体 ” 辣 题 的 解决 叉 揭示 
出 它们 与 度量 问题 的 关系 . 

度量 数论 的 思想 在 解析 数论 ( analytic number theo- 
ту) 的 许多 领域 中 起 着 基本 作用 ， 特 别 是 当 含 有 关于 某 
个 测度 的 积分 时 . 在 这 种 情形 下 ， 某 些 度量 定理 的 结 
论 不 可 能 是 研究 的 上 月 的， 但 度量 性 的 理 甫 被 用 作 论 证 
的 一 个 中 间 性 步骤 ,这些 定理 可 能 是 作为 论证 基础 的 
主要 原则 ， 当 然 ， 结果 的 最 终 狗 述 将 不 包含 任何 庶 量 
概念 .和 东 统 应 用 这 种 类 型 的 论证 的 一 个 例子 是 Hardy - 
Litlewood- Виноградов 方法 ， 几 有 更 分 数 壹 近 数 的 度 
量 性 质 在 此 方法 中 起 着 本 质 的 作用 (Hardy- Littlewood 
的 “ 优 ” 弧 和 “ 劣 ”性 ) . 这 个 情况 使 И.М . Bnsorpa - 
дов 能 够 把 他 的 Wed 和 估计 定理 斤 述 为 某 些 度量 定 
38 ([1]). 579, Виноградов 估计 Weyl 和 的 方法 具有 
清晰 表达 的 度量 特征 ， 他 建立 了 积分 的 “整体 ”估计 
与 县 体 和 的 “个 体 ” 佑 计 间 的 联系 . 这 种 类 型 的 例 了 
在 数论 中 是 罕见 的 . 
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度量 传递 性 [ metric transitivity ; метрическая транзитыв- 
Mocre] ,具有 【 拟 ) 不 变 测度 и налж (T, 上 的 
(T, } 的 下 述 性 质 ЖРТ, 不 变 的 相 空 间 И 的 
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任何 可 济 子 集 A ( 意 为 它 与 它 的 完全 道 象 (了 ,) ' A Ml 
合 ) 或 者 其 有 测度 罕 ， 或 者 除 零 测 训 集 不 计 外 与 W 
相合 ， 此 性 质 的 形式 上 更 强 的 斤 述 为 ， 用 寞 0 不 变 
集 ( 指 一 集 À, БАЙТ S (T) ' 4 相差 一 个 堆 
测度 集 ) 代 蕉 定义 中 前 不 变 集 ， 若 py 是 a 有 限 测度 
E. 时 间 " r 取 明 一 个 具有 可 数 基 的 局 部 紧 群 ( 匈 [1] 
中 关于 流 的 证 明 ) о, АЧЕН, НЕЯ 
的 变换 叙 则 不 然 ( 现 如 见 [2; 中 以 另外 的 理由 所 
说 的 ) . 

代 趋 度量 传递 性 也 可 以 称 度量 不 可 分 解 性 ( metric 
indecomposabiityj， 或 谊 历 性 (ergodicity) ， 车 在 给 定 
动用 系统 中 考虑 若干 个 { 拟 ) 不 变 测度 而 и 是 其 中 之 
-…， 郑 么 代替 关于 и 的 度量 传递 性 (遍历 性 ) 可 以 称 
п ВОЛНА ВНЕ (ЖИЛЕ). ， 当 然 ， 正 规 化 不 变 测度 р 
ттан а вт. Ш р 可 能 表示 为 xm + 

эн ЖШ н, 是 异 于 „ 的 标准 化 不 变 测 度 ， 晶 
ai>0.K ЮЖН ТЕН КАЕТ 
《更 强 的 ) E (Ш [2], [3]) 

车 W 上 赋 有 拓扑 ， 风 在 自然 假设 下 ( 见 [1] 中 关 
于 流 的 讨论 ) 度量 传递 性 区 会 ， 对 几乎 所 有 weW, 
w 的 轨道 外 处 杀害 (此 时 度量 传递 性 获 售 拓扑 传递 性 
( topological transitivity))， 反 之 不 然 . 

从 J. von Neumann ([4], [5]) ЖЖ. 3: F 3E3B 
ЮЙЛЕНИ ЖЕЛИП ЕН E ЖМИ. x 
于 传统 的 、 纯 度量 的 叙述 (W 为 Lebesgoe 空间 (Теве - 
sgue space) 卫 仅 含 一 个 ( 拟 ) 不 变 测度 ) ， 见 [5]， 
[6]. H. M. Крылов 与 Н. H. Воголюбв ([7]) 
获得 关于 双 层 类 度 基 紧 统 上 拓扑 流 与 级 联 的 一 些 更 强 
的 结果 (ЖК. [8], [9]): 1) 将 与 哲 扑 相 协调 的 标准 
化 不 变 测度 分 为 遍历 测度 的 分 解 ; 以 及 2) 所 有 这 些 
分 解 立即 利用 遍历 集 (ergodic set) 的 “几何 "实现. 
关于 这 些 结果 到 其 他 变换 群 的 推广 ， 已 知 1) H 2) 
在 更 帘 的 条 件 下 成 立 { 见 [2], [3]) ， 关 于 在 适当 可 
ЖИ] ( measurable space ) 的 动力 系统 (目前 只 是 级 
联 与 流 ) 以 及 (或 者 ) 关于 氢 不 变 测度 ， 也 有 一 些 类 
似 的 结果 ( 见 [9] -[10]) . 

测度 空间 (w, юри»: # 


лава. реи W 相合 ， 人 们 也 用 ¿ 
的 绝对 不 可 测 性 (absolute non- measurability ) 一 词 来 
ере 由 变换 群生 成 的 动力 系统 的 麻 景 传 
Ж, ЭКЕИ ЫЛЕЫНЗЕН 3—1, 便 与 此 分 
划 的 度量 传递 性 相合 ， 若 构成 动力 系统 的 变换 是 不 可 
逆 的 ， 则 它们 的 度量 传递 性 也 化 为 某 个 分 划 的 庆 量 伟 
ЖИЕ; 可 是 ， 它 的 描述 更 为 复杂 : 含有 基 一 点 的 元 由 
此 点 的 所 有 和 象 以 及 这 些 象 的 所 有 逆 象 构成 . 
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Д. В. Аносов {® 

[ 补 注 】 AE BD ФЕЯ С раа 
方式 中 ; 关于 第 二 种 ( 较 强 的 ) 方式 有 时 则 用 “不 可 
约 ” 一 词 ， 例 如 见 [A4]， 两 个 概念 在 下 人 述 情形 下 相 
合 : 著 对 W 的 每 个 mod 0 不 变 的 可 测 子 集 4， 存 在 
W 的 一 个 不 变 可 测 子 集 À, д(АдА,)=0. 使 此 
满足 的 条 件 ， 亦 见 [A8] 的 第 1 Ж $ 2 ФЕ 1( 的 
证 明 ) ， 并 且 例 如 [A6] 中 引 理 3.3， 两 个 概念 不 相合 
的 一 个 简单 例子 , 见 [A5], p. 84 

上 述 所 谓 “不 可 分 解 性 " 通常 用 来 表示 и 是 W 
上 所 有 不 变 概 率 测 度 (概率 测度 ( probability measure ) 
为 标准 化 测度 的 (点) 集 J( W) 的 一 个 极 值 点 (ext- 
тепе рош). 在 W 或 17,} 满足 各 种 条 件 下 ， 一 个 不 
变 概率 测度 为 不 可 分 解 的 ( 即 为 (И) 的 一 个 极 
点 ) ， 当 且 仅 当 它 是 不 可 约 的 《 依 上 述 定义 )， 此 命题 
的 证 明 ， 也 可 在 [A1) 与 [A6 ] 中 找到 ; 又 [A7] 中 定 
理 6.10 (ñi) 的 证 明 能 容易 地 适用 于 一 般 半 群 {T, } 与 
任意 W 的 情形 - 

至 于 将 相 空间 分 为 遍历 分 量 的 分 解 ， 亦 见 [Аб] 
与 [A2]， 这 种 分 解 导致 不 变 测 度 作 为 外 廊 测 度 的 积分 
的 表示 : жен W 是 紧 的 ， 这 是 Choquet 理论 的 
简易 推论 ， 见 [A5], p. 82， 关于 随机 变 挽 论述 中 的 


< Усткҳи мат- 


这 种 表示 ， 见 [A3] 中 附录 Al. 
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可 度量 化 空间 [ metrizable space ; метризуемое npocrpa- 
нство ] 

其 拓扑 由 某 个 度量 (пеше) 所 下 述 规则 生成 的 空 
间 : 点 属于 一 个 集合 的 闭 包 的 充 要 条 件 是 ， 它 与 此 集 
合 的 距离 为 替 . 这 样 的 度量 如 果 存 在 就 不 是 唯一 的 、 
除 赴 空 间 大 空 集 或 仅 由 “个 点 构成 ， 特 别 地 ， 每 个 可 
度 基 化 空间 的 拓扑 都 由 一 个 有 界 度量 生成 可 度 基 化 
空间 满足 强 分 离 公理 ( separation axiom): 它 是 正规 
的 ， 基 至 是 集体 正规 的 . 短 个 可 朗 景 化 空间 都 是 仿 紧 
的 。 所 有 可 度量 化 空间 都 满足 第 一 可 数 公理 ( fist axiom 
of countability )， 但 是 ， 这 站 条件 之 一 或 任何 一 组 都 不 
足以 保证 一 个 空间 是 可 度量 化 的 . 可 度量 化 性 的 一 个 
充分 条 件 由 П. С. Урысон(1903) 得 到 ， 具 有 可 数 基 
(base) 的 每 个 正规 空间 ( normal space ) ( 甚至 每 个 正 
则 空间 ( regular space), А.Н. Тихонов, 925) #81 
上 度量 化 的 . 1923 年 ，IT.C .Amegratrpoa #l П.С, Уры- 
сон 提出 了 空间 可 度量 化 的 第 一 个 一 般 的 判别 准则 
(®[1]). 在 此 基础 上 ， 发 展 了 两 个 后 继 的 、 更 完善 的 
可 度量 化 判别 准则 ; 1) 一 个 空间 是 可 度量 化 的 ， 当 且 
ЯЯ Н.А ЕЖЕ аа: 2) 
—1 = ЕНЕ СЕТОТ Р 
数 基本 华 且 满 足 Т, 分 离 公理 {Stone - Архангольский 
准则 (Stone -Arkhangel "skii crteron)). 这里， 空间 
ХОТОО £ 称 为 基本 的 《fundamental )， 
如 时 对 每 个 点 xe X 和 x 的 每 不 令 域 0 。 存在 -个 到 
3 2c x 的 一 个 侣 域 0,,， 使 得 与 0,。 相 交 的 ? 
的 等 一 个 区 未 都 依 于 0。， 这 些 判别 准则 与 无 很 制 可 除 
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正规 性 (full normality) 的 下 述 基 本 性 质 有 关 ， НЕШ 
化 空间 X 03848 8 y 都 可 以 加 细 为 一 个 开瑞 盖 
ут, ВФЕ хех, ЖЕ Ue 7 满足 U {Wey'， 
xeW} EU 

基于 另 一 个 重要 的 思想 一 -局 部 有 限 性 ， 有 一 个 
重要 的 关于 可 度量 化 性 的 一 般 判 别 淮 则 . ЖЫҢ- Смирнов 
准则 Сарака -Smimov criterion): 空间 天 是 可 度量 化 
的 ， 当 旦 仅 当 它 是 正则 的 且 共 有 分 解 为 局 都 胡 腿 集 族 
( 见 局 部 有 限 族 (locally finite @mily)) 之 可 数 集 的 基 。 
Bing 准则 С Bing criterion ) 与 此 类 似 ， 但 它 使 用 离散 集 
Ж (discrete family of зев) ЖЇК. 上 述 
可 虚 量 化 性 判别 准则 的 方便 说 法 与 一 致 基 和 正则 基 的 
概念 有 关 . 空间 X 0438 多 称 为 正则 航 《regular) (-- 
致 的 (unionm))， 如 果 对 每 一 点 xe X 及 其 任 一 邻 训 
0, . 存在 x 的 邻 域 0,,， 便 得 同时 与 01, 和 O, 的 补 
集 相交 的 基 光 的 元 素 个 数 是 有 限 的 (特别 地 ， 如 果 集 
合 { Uesy:U3x, U 0.) ЕЖ). 空间 X En 
度量 化 的 ， 当 县 仅 当 它 是 集体 正规 的 且 具 有 一 致 其 ， 
最 后 ，T 空间 可 度量 化 的 充分 必要 条 件 是 它 具有 正则 
Ж. 正则 基 的 方便 之 处 在 于 它 揭示 了 任 痢 可 度量 化 空间 
的 仿 紧 性 结构 : 为 了 在 空间 X 的 具有 正则 基 .2 的 任 一 
ПЕ Y 中 ， 内 接 一 个 局 部 有 限 开 邢 次， 只 需 考 虑 族 


ж = {Оез Wey f#ë U < W) 


的 所 有 极 大 元 的 全 体 即 可 . 

在 许多 特殊 的 空间 类 中 ， 可 度量 化 判别 准则 变 得 
非常 简单 .例如 ， 紧 统 可 谋 最 化 的 完 分 必要 条 件 是 
下 列 四 个 条 件 之 --: a)X ЖИ Ж; Б) х 有 点 可 数 
Ж; c) X 中 有 可 数 网 络 ( 见 网 (拓扑 空间 中 集合 的 ) 
{net (of set іп a topological space)) ; 网 络 {network )); 
9) Xx 天 中 的 对 角 线 是 G, 集 . 拓扑 群 空 间 可 度量 化 
的 充分 必要 条 件 是 此 群 满足 第 一 可 数 公 理 ， 此 外 ， 该 
空间 还 可 用 一 个 不 变 度 景 来 度量 化 (例如 ， 关 于 左 政 
ЖЖ). 

可 庶 基 化 空间 的 一 个 特有 性 质 是 若干 基数 性 性 质 
的 一 致 性 、 特 别 地 ， 在 可 度量 化 空间 中 ，Cycman 数 、 
Lindslif 数 ， 密 度 、 竺 征 标 、 展 形 和 权 都 相同 . 这 些 数 
的 不 一 致 性 是 相应 的 空间 不 可 度量 化 的 一 个 标志 ， 

不 是 每 个 可 度量 化 空间 都 可 以 用 完全 度量 来 度量 
化 : 有 理 数 空间 即 为 一 例 . 一 个 空间 可 以 用 完全 度量 
来 度量 化 ， 当 且 仅 当 它 是 可 度量 化 的 且 在 包含 它 的 茶 
个 紧 空 间 中 是 G, 型 集 ， 可 用 完全 度量 来 度量 化 的 空间 
的 一 个 重要 的 拓扑 性 质 是 Baire 性 质 (Baire property): 
任 一 可 数 的 处 处 稠密 开 集 族 的 交集 是 处 处 称 密 的 . 

与 可 度量 化 空间 在 性 质 方面 非常 搂 近 的 是 所 谓 
Moore 空间 【 Moore spaces ), ШУА] 8220 JF 38 36 
族 的 完全 主 则 空间 ， 还 有 格 空间 . 
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如 果 改 变 度量 公理 ， 用 某 种 方式 削弱 它 ， 或 者 考 
虑 用 这 样 的 ， 庶 量 生成 的 钉 扑 ， 出 得 到 可 度 基 化 空间 
概念 的 广泛 推广 ， 放 大 三 角形 公理 便 得 到 可 对 称 化 空 
间 (symmetrizable рас ). Moore 空间 适合 这 个 模式 ， 
语 度 量化 性 的 另 一 个 重 妆 的 推广 是 关于 在 半 城 或 其 他 
一 般 性 代数 结构 上 取 值 的 “度量 " 的 讨论 、 
参考 文献 

[1] Архангельский, А. B,, Пономарев, В. И., Основы 
общей топологии в задачах и упражнениям, М, 
1976 (ЗЕЕ: Айһарегакі, А. V. and Ponomarey ， 
Ү. 1., Fundamentals of general topology : problems and 
eercises ，Reidel , 1984) 
[2] Engelking , К, General topology , Haldermann , 1989. 
[3] Антоновский, M. Я.. Болтянский. В. Г ., Сарым- 
саков, Т. A., Метринёские пространства над полу. 
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【 补 注 】 9 А X 8 ЖЕ 3] HES Ж Ж 
描述 的 ， 较 常见 的 是 使 用 开 球 : 对 xe X f c> 0， 如 
Ж B(x, с) 表示 与 x 之 距离 小 于 s 的 点 集 ( 中 心 为 
ха), ШЕЕ U 称 为 开 集 ， 当 且 仅 当 对 每 个 x 
SU, ЖЖ ¿> 04Ë Blx, e)sU. 

可 度量 化 判别 准则 1) 属于 R. Н. Bing (ГАГ). 
可 数 加 细 开 页 益 族 也 称 为 展开 列 【dewlopment)， 定 
义 与 详细 信息 见 Moore 空间 ( Moore space) 的 补 注 . 

жайн БГИ рак ( юсаћу starring st). 


лэрин гапа (star refinement ), 在 翻译 
的 俄 文 文献 中 特别 爱 这 样 有 有 . 正则 拓扑 空间 是 全 正规 
的 ， 当 旦 仅 当 它 是 仿 紧 的 . 

无 约束 可 除 性 是 [A4] 中 定义 的 性 质 ; 它 类 亿 于 上 
面 定义 的 全 正规 性 ， 但 显然 是 不 等 价 的 . 

广义 可 度量 化 空间 的 综述 (部 份 地 ， 简 要 概述 } 
见 [A3]， 可 度量 化 空间 见 [A5] . 
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Макет 定理 [Mieusmier theorem ; Мёнье теорема] 
如 果 7 是 沙 在 曲面 上 的 一 条 曲线 ， 忆 是 ?上 一 点 ， 


MM у 在 点 的 曲率 大， 曲面 上 出 过 y 在 点 P 的 切线 
的 法 平面 N ВТЁКИЕ ЕДИН ky, 以 及 у 在 点 P 
的 密切 平面 与 法 平面 N 之 间 的 夹 角 < 满足 关系 式 
ky= КО% у. 
ТР, ШИШЕ 5 — Н НН К ИГ ЛАН ЕТ J 
КЕЖЕ КЖК. 
该 定理 由 村 . Meusnier 在 1779 年 证 明 ( 23828 [1]). 
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Д. B. Соколов 所 
【 补 注 了 
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微 丛 f micro hundle; микрорасслоеняе ] 
一 个 映射 p: E 一 多， 它 是 保 核 收编 (retraction ) 
( 那 就 是 ， 存 在 g: 下 一 E, W pg 一 1y), 并 且 在 下 
面 的 意义 下 是 局 部 平凡 的 ， 对 每 个 xeX,E 中 存在 
g(x) Н-889 电 , 它 可 以 表示 为 直 积 UU = V x R", 
f pl. 为 到 这 上 的 投影 ,如果 对 鲜 一 个 这 样 的 邻 域 
©, ЕРТЕН (л) (x) 中 总 存在 因 定 的 分 片 线性 
结构 ， 更 进一步 ， 如 果品 到 R' 上 的 投影 是 分 片 线 
性 的 ， 并 且 对 两 个 邻 域 О 和 U, 及 任意 xep(U,) 
(p(U,), # (pla, "(x) ft (pla) (O) 上 的 结构 
在 g(x) 的 一 个 邻 域 中 是 一 致 的 ， 那么 微 从 就 称 为 分 片 
线性 的 《piecewise linear). 其 他 的 结构 可 以 类 似 引 选 。 
微 丛 的 概念 是 为 了 给 拓扑 或 分 片 线性 流 形 N 定义 
场 从 (tangent bundle ) 的 模拟 市 引进 的 . 即 这 里 E= 
МХМ, р(х,у)= уж g(x) =(x,x). 每 一 个 拓扑 的 
微 从 等 价 于 具有 相应 维 数 的 纤维 К" 的 唯一 的 局 部 平 
ЛА, ЙЕ. Е g(x) 在 E 中 的 某 个 邻 域 抒 到 
其 有 纤维 К' 的 其 个 站 р:Е 一 X 的 零 截面 的 邻 域 
W 中 的 一 个 同 胚 h. 这 宴 实 对 分 片 线性 的 微 欠 也 是 址 
的 ,尽管 由 于 有 这 个 定理 ， 微 从 的 楼 念 已 经 失去 它 前 
理论 价值 ， 但 在 具体 问题 中 它 仍 是 有 用 的 . 
А. В. Чернавский IE 
【 补 注 了 
参考 文献 
[AL] Milnor, Ј., Microbundles, Part 1, Tomiogy, 3, Su- 
рр!., 1( 1964), 53 — 80 
[А2] Кифу, К. C. ami Siebemrmum , L. С., Foundational 
says on topological ranifolds , smoothings , and (па- 


ngulations 、Prinoston Univ, Press. 1977. 徐 森林 译 
微 局 部 分 析 [micralocal armlysis ] 
[ 补 注 】 微 局 部 分 析 在 局 部 范围 内 考察 (广义 ， 超 ) а 
数 ， 算 子 等 等 . 在 此 “ 微 局 部 ” 意 指 ， 册 在 每 一 点 引 
Ж { 余 切 ) 方向 比 通常 更 局 部 地 观察 事物 .在 Fourier 
ИКЕ х x 和 上 《两 者 局 部 地 观察 事物 .鉴于 不 
ХИЖА, ДАЗ РАНИ Ге. 
тане Р. D. Гак, ЖАН, L. Hórmander 
НИЕ У.Р. Maslov 由 于 引进 一 
个 规范 结构 丰富 了 这 个 理论 . EJES 38 Y J 2 [| 
为 M 的 余 切 球 从 S'M 上 的 微 函 数 的 层 作为 微 局 部 
分 析 的 基本 对 象 . 

超 西数 的 微 解 析 性 一 个 超 郝 数 (hyperiunetion ) 
JS #(М) 称 为 在 (x ,5o)sS M 是 微 解 析 的 【micro- 
analytic)， 如 果 在 x ВЯ, ТЕЛЕНИН 
(analytic continuation ) 到 半空 间 < imz ,加 ><0, 在 
它 容许 一 边 值 表示 У F, (x + 1D0)， 使 得 对 每 一 几 
г,{\{<ют,&> <0} # @ 的 意义 下 .这 等 于 说 
Ж ох, 附近 , f= < '(g) + 有 ,其 路 是 实 解析 函数 
Й, Ж g 是 一 Fourier 超 盟 数 (fyperfhnction) 在 Z, 
的 一 维 令 域 中 是 指数 递减 的 . 在 了 不 是 微 解析 的 点 
(xo С) х 的 集合 称 为 /的 奇异 谱 (singular 
spectmm)， 并 记 为 S.S./. 由 定义 ` 

5.8. F(x+iTO)c @х(Г°[\$"”!) 
JPTT = 1068": <y, 《> 20 对 所 有 yeT} E r 
ОНАН. #7. — ОДОХ АЧАЗЫ Ө ЛИ 
形式 Р(х +1Г0). 

运算 和 奇异 谱 ， 下列 包含 关系 是 成 立 的 : 

5.5.(79)= 
= {XE tH 00. 2)6.5.7, (х.п)=8.8.0}0 
о (0х, 0): xesupp f. (х, @)ё$.8., 
或 xssuppg, (х, Е)Є8.5.7}; 

S.S.f(0(x)) < (eo x '44) (5.5. f). 
ЖЮ, ЖИЛА. ША 0 НЕЯ DU 
《分 量 中 . МЫ, ЖЕ А F E T S'R' 的 
子 集 的 作用 - 限制 f(x, 0)= f(x, t), 98 DA, 
Ж 5.5 ЛЗ М = 多 ， 在 这 圳 情形 下 f kanta 


ameter )， 有 日 因此 
S.S./(x, 0)S0.(S. S. /)|,.,, 


其 中 p 是 在 dx 分 量 上 的 投影 ， 对偶 断言 是 


5.5. уо, ах с 
={@, 0) :(х, 6,0, 6)5.5. /对 某 些 x}. 
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联合 这 些 断 言 就 得 到 一 对 合 ， 对 俑 于 乘积 : 
S.S.(f* 0) S 
c[(x+y,¿): (x. ф)е S.S.f.(y, z)eS.S.gi. 
Ф P(x, д) 为 一 线性 微分 算 子 (linear differential opera- 
tor], 具 有 实 解析 系数 ， 并 令 Char P = (x, £): Р(х, 
¿)=0] 为 它 的 特征 流 形 ( characteristic manifold ) ,那么 
S.S.P(x, 8)и(х) CS.S. u(x) € 
SS.S. Р(х, 0)u(x) U Char P 
{ 佐 芯 基 本 定理 (Sato fundamental Ihcorem)) .因此 ,对 
解 的 Catchy 数据 可 以 规定 在 一 非特 征 流 形 上 . Holmgren 
唯一 性 定理 《Holmgren uniqueness theorem ) 对 这 些 数 
ЗЕЎС АНЫ. ХНТ ЕЕ u,0esuppu < {x 
20) ЖЯ (0, +2х)є5.5. и С-Н Hotmgren 
型 定理 (柏原 - 河 并 Holmgren4ype theorem )); 再 者 ，S. 
ЗЮ 吾 在 0 具 形式 p-p(EN{ +dxi)ULzdx 小 
其 中 p:8"'\{ 士 dx 小 一 S 7 表示 在 赤道 5, = 0 的 投 
影 (Watermelon 定理 ( Watermelon theorem )) 
ялина аж 


0095] (х, о)до, 
= (n—1)' Ча „у(х, о 
WX, ©)= заг) т 

其 中 扭转 相 (twisted phase) ф(х, о) (х, о) 
ЗОНОЙ, ЕЗҮ х 古 正 型 的 ( 即 Reo (x, o) = 088 
会 шоф(х, 0) 20), ож 1 次 齐 次 的 ,又 9(0，o) 
= 0, шай, ф(0, о) =o; X. JE у(х, о) 使 得 < 
ф (хш), х>= ф(х, о), ЖАА Radon ХМ ( Radon 
deoomposition ) 的 一 个 拓 广 ， 其 中 ` 
Ксден 1 
(—2л!)" (xQ +i0) ` 
其 分 量 ， 看 成 是 x 的 一 超 函 数 ， 只 有 一 个 四 方向 的 奇 
蜡 谱 . 通过 对 合 它 给 出 广义 起 函数 的 一 个 类 似 分 解 . 
如 果 对 х #0, ф(х, о) Е р(х, о) #0, 那么 分 
BD ЕН x 的 一 个 超 函 数 恰 好 是 一 点 (0, o): 
这 在 应 用 中 是 有 用 的 .典型 的 例子 是 : 


W(x, ep) 一 


W(x, o) 一 
= ol О-хо (іку 1 (x (x0)) 
(2л) (ха кх (хоу +10)" 


(柏原 例子 (Kashiwara example)); 

п— 1)! 1+ ѓххо 

(—2л)” (хө +іах? + 0) ' 
а>0, 

(Bony 例子 (Bony ехашр у). 对 这 样 的 分 解 fE (x, 

© ) 是 微 解析 的 ， 当 且 仅 当 f. w, W(x,o) 对 (x,w) 

在 {xo,wo) 是 实 解析 的 . 


(х,о) = 


70 МІКНАЇ ОУ CRTTERION 
起 函数 了 的 Fourier -Bros -lagolnitzer 变 换 ( Fouri- 
er - Bros -lagoinitzer transform) (7 #0 FBI 变 3 ( FBI - 
transform )) 为 
[eee fly)dy, 
Р 
其 中 ф(х, у, 6.0) УЛИ. ЖЕ: 1) 对 x = 
у=аЖр=0 й g = —ф,=4&;Ж2)йтф > С(|х— 
аР кутар) 对 某 此 C > 0 .这 样 的 o 的 典型 例子 是 
(хоу b,x Ei а) + (0 ау). 
Е f 在 (хо, 5 ) 是 微 解析 的 ， 当 且 仅 当 对 f 
的 其 些 (等 价 地 ， 任 意 的 ) 县 紧 支 集 的 修改 ， 它 的 FB] 
变换 在 (х,, &,, хо) 的 一 邻 城中 关于 1 对 (x, Z, x) 
一 致 地 指数 递减 , 反 演 公式 对 径 向 变量 积分 给 出 公式 
— 2'POn/2) 、 
Car 


x +017200 一 了) 
Í Туа 0 а) у Ty бо 


这 就 提 殿 记 #/ = 的 一 个 单位 分 解 ， 所 有 这 些 论点 和 
相应 的 广义 罚 数 的 (解析) 波 前 (wave font) 理论 是 
一 致 的 . 
S'M 上 上 的 微 函数 的 层  (sheaf % of micro functions) 
FS Sa SSS 
SAMHDQxArr(QxA)= 
=2(Q)/(fe2(0):S.S./ 0 xA =}. 


м 上 的 层 序列 


0а т лт 0 


是 正 合 的 .在 此 :SM М 表示 投影 ， 由 定义 对 于 
ЖН / 8.5 /= supp sp[ 门 . 层 ЖИ, ЕШ 
合 直 函数 的 任意 收 改 都 保持 奇异 谱 的 可 能 性 ,解析 拟 
微分 算 子 (参见 所 微分 算 子 ( Pseudo differential орегаіог)) 
和 微微 分 算 子 (micro-differential operators ) 自然 地 作用 
在 * 上 成 为 展 同 态 . 它们 同 构 地 作用 在 一 非特 征 点 . 
规范 变换 诱导 拟 瑰 分 算 子 的 层 的 环 同 构 ， 利用 这 些 。 
拟 贡 分 方程 的 一 个 简单 特征 系统 可 以 局 部 约 化 为 de 
Rham , Cauchy -Riemann 和 Lewy- Mizohata 方程 的 副本 
的 直接 和 和 (38 НО SE EB ( fundarnental structure the- 
om). S rr 

层 А 2 BB BE Pay Nik; ( micro-localization) 
构造 出 来 的 : 令 M 为 一 实 解 桥 流 形 ， 又 大 为 一 复 邻 
Ж. = (Х\М)ш5,Х 为 实 爆 破 ， 1:X\M 一 
X. j: XNM — НХ 为 规范 包含 ,又 令 DM 9, Xa 
S X W M EH <, п> <0 ж ХЕ ЖИТ 
集 ; 令 фт 为 在 因子 上 的 规范 投影 $ o M WE 


向 (orientation) 层 ， 那 么 
еВ Ris (701710) @,[n] = 


=R" r=! lit I о 


(基本 消灭 定理 【fundarental Yanishing theorem }). 
论据 可 以 拓 ) 到 微 函数 关于 一 全 纯 参 数 或 任何 层 的 币 
局 部 化 的 二 次 微 局 部 化 ( second micro -Joaalization ) 
另外 的 参考 文献 亦 见 超 阔 数 ( Hyperfunction ). 
参考 文献 
[At] Sao, M., Kawai. Т. and Kashiwara , М.. Micro- 
functiors and psevdo-differential equations , ip Н. Ko- 
matsu ( ed .) : Hyperfunctions and Pseudo-differential Eq- 
uations, Part H , Lecture notes in math., Vol. 287, 
Springer, 1973, 263—5. 
[ A2] Kashiwara , М. , Systems of micro-differertial equations , 
Bikhiiuser , 1983 ( 详 自 法 文 ). 
ГАЗ Sjistrand , J., Singulantes analytiques microlocales, 45- 
тэце, 95 (1982). 
[ А4] Laument, Y ,, Толе de ja deuxišme microlocalisation 
dans le domaine complexe 、 Birkhšuser 1985. 
[45] Камага, М. алі Schapira, P., Microlocal study 
of sheaws , Asteristue , 128 (1986). 
AA.Kaneko Ë 钟 同 德 FF 


Михайлов Ж 8] [Mikhailoy criterion ; Михайлова 
критерий } 


实 系数 多 项 式 
Р(г) =2" +а, a" + +а, 


的 所 有 根 都 具有 严格 负 实 部 ， 当 且 仅 当 实 变量 ws[0， 
oo ) 的 复 值 函数 z= Pliw) ЕЙ > 平面 二 描绘 了 一 
条 始 于 正 实 半 轴 、 不 通过 原点 的 曲线 ( Михайлов ж 
端 曲线 ( Mikhailov hodograph ) ) ， 它 逐次 生成 穿 过 ? 
个 象限 的 运动 . 〔 一 个 等 价 的 条 件 是 : ЧА О 
大 到 + о 时 ， 径 向 量 P(io) 不 为 零 ， 且 沿 正 向 穿 过 
Ж nz/2 单调 旋转 .) 

这 个 准则 是 由 А. В. Михайлов 首先 提出 的 
([1]) . 它 等 价 于 Воші -Harwitz 准则 (Routh -Hur - 
witz criterion) ; 不 过 ， 它 具有 几何 特征 ， 不 必用 行列 
式 的 不 等 式 来 验证 ( 见 12], [3]) ， 对 于 n 阶 常 系数 
线性 微分 方程 


хе нахе) +. +ax=0, 


或 具有 常数 矩阵 4 的、 以 P (z) 为 特征 多 项 式 的 线 
性 方程 组 

k= Ax, xeR", 
Михайлов 准则 给 出 了 渐 近 稳定 性 的 必要 积 充分 条 件 
【 见 [4] ) . 


Михайлов 准则 是 自动 控制 线性 系统 稳定 性 的 一 
条 频率 准则 【例如 ， 与 Nyquist 准则 《Nyquist crite- 
боп) 密切 相关 ) ， 对 于 具有 迟 潜 的 自动 控制 系统 以 及 
М Й, СДН Михайлов 准则 的 一 个 推广 ( 见 
[5]) ， 对 于 厘 线 性 锌 制 系统 也 有 与 Михайлов 准则 
类 似 的 准则 ( 见 [6]). 
参考 文献 

[1] Михайлов, A. B., «Автоматика и т?лємєла. 
ника y, 1938, 3, 27 ~ 8]. 

[2] Чеботарев, Н. Г., Мейман, H. H., Проблема 
了 ayca .Гурвица для полиномов и целых функций, 
М.-Л., 199. 

[3] Лаврентьев, М. A., Шабат, Б. В.. Методы тео - 
рни функций комплексного переменыбго, 4 изд., 
М., 973 ( 中 译本 : М.А. ВЖЖ, Б.В 
РЫМ, ЖАБАЙЫ УШ. A E 3 W M KI. HF Mh 
1956, ЕЙ 1957) 

[4] Демидович, Б. І7., Лекции по математической 
теории устойчивости. М., 1967. 

15] Гноенский, Л. С., Каменский, Е. А., Эльсгольц. 
Л. Э., Мтематические основы теории управля - 
емых систем, М., 1969. 

[6] Blaguiére, А., Mécanique non-bhneaire, Gauthier- 
Villars, 1960. H, X. Розов 长 

I 补 注 ] 最 近 已 有 关于 多 项 式 根 的 稳定 性 准则 的 推 
广 . ЕЩ В. Л. Харитонов 的 名 字 命名 ([Al]) . 
AE E: 多 项 式 p(z)=z'+ a, 2 I+ l da, 
的 系数 а, 在 给 定 的 区 网 fe а) (i=0,…,n-1) 
上 上 取 值 Харитонов 提出 的 问题 是 : 所 有 以 ais[a，， 
ај] 为 系数 的 多 项 式 P( 2) 是 否 都 是 严格 稳定 的 . 结 
果 表 朋 ， 为 了 回答 上 述 问 题 ， 只 须 研 究 四 类 特殊 多 项 
式 的 稳定 性 . 
参考 文献 
[Al] Khantonov, V L. , Asymptotic stability of an equ - 
Шат position of а family of systems of linear dif - 
ferential equatons Differential Eq., 14 (1978). 
Ш, 1483 — 1485. 
[A2] Barmish, B. R., New tools for rohustness analysis 、 
in IEEE Proc. 27th Conf，Decision and Control, 
Austin , Texas , December 1988, IEEE, 1988, ] — 6 
[АЗ] LaSalls, 5. and Lefschetz, 8., Stability by Liapu - 
nov"s direct metbod , Acad . Press , 1961. 


唐 云 译 
Milne 法 [Мйне method ; Милңа метод] 
解 一 阶 常 微 分 方程 
了 一 fx， 了 (GO 一 
的 Cauchy 问题 (Cauchy problem) 的 -种 有 限 差 分 方 


ж. 
此 方法 利用 有 限 差 分 公式 
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2221000). 


Ут 


其 中 
х=а+й, ї=б,1, е. 

按 该 式 进行 计算 ， 必 须 利 用 其 他 某 种 方法 找 出 补充 的 
初始 值 у = у(х). Mine 法 具有 二 阶 准确 认 且 Dahl- 
quist 稳定 ， 即 对 于 任意 固定 区 间 (а, A], ЭРЭР y — 
ya =0(i=0,1,-—-, (A—-a)/h] а Ф ЭЗ h—- 5 
有 界 . Dahluust Җа ВЯ ТЕЁ. ЗЕРО Е ЛС WY 
征 多 项 式 的 单 根 的 绝对 值 不 大 于 Т, ШШЕ” 
格 小 于 1 . 这 里 ， 竺 征 多 项 式 (л) 2-1 的 根 为 4 一 
十 I， 从 而 满足 上 述 稳定 性 条 位 . 不 过 ， 对 于 有 人 负 特征 
ФАНЕ 4， 在 解 方程 组 р = дурні, ЗРИВИ Н 
к. 

预报 校正 Міпе šË ( predictor-corrector Milne me- 
ой а: 预报 式 

yt оу яу, а) 4,506 


和 校正 式 
=з # СЛАВА Л), 45 
其 中 _ 
ЛЕО у), 70,9). 
яв 
= (УЗУ) 


做 误差 的 近似 表达 式 . AF353748 48 y, = у(х00=1. 
2,3) 可 用 某 种 其 他 方法 来 计算 ， 例 如 用 其 有 四 阶 准确 
H£ É Runge-Kuta 法 (Runge-Kutta method) ， 该 方法 由 
[3] 提 出 . 
参考 文献 
[1] Бахяалов, Н.С., Численные методы, 2 изд., M., 
1975 (Ж Ж Ж: Bakhvalov, N. С., Numerical methods : 
analysis, algebra, ondinary differential equations, Mir ., 
1977) 
[2] Демидович,Б.П,, Марон, И. А.. Шувалова, Э.З., 
Численные методы анализа, Приближение функ- 
ций, Дифференциальные уравнения, М. , 1962. 
[3] Milne, W.E.., Numerical solution of differential equations, 
Dowver, reprint, 1970. В,В.Поспелоз j 
[ 补 注 〗 这 称 为 "Milne 法 "的 方法 ， 在 西方 文献 中 称 为 
( 显 ) 中 点 规则 (midpoint ruk) . 代 车 "预报 -校正 Milne 
方法 "中 的 校正 式 称 为 Milne 法 (Milne method 或 Milne 
device) . 该 方法 是 微分 方程 的 Simpson 求 积 法 则 的 直 
接 推广 .术语 "Dahlqust 稳 定性 "现今 在 英语 文献 中 很 少 
使 用 . 较 常 使 用 “ 零 稳定 性 " (zro-stabiit)，“ 根 稳定 
性" (root-stabilty) 或 简称 "稳定 性 ” . 
参考 文献 
ГАЈ} Henrici. P., Discrte variable methods m ordinam dif- 
ferential equations, Wiley, 1982. J й 
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Мше 问题 [ Milne problem; Милна проблема] 
辐射 转移 理论 ( radiative transfer theory ) 中 关于 量 

子 或 粒 -< 的 单 束 动 理 输 运 方程 在 半空 间 中 求解 的 一 个 

问题 . 零 信 射 辐 射 通 量 下 ， 无 穷 远 处 具 源 的 Milne 问 

题 的 各 分 方程 是 出 Б. Мше ([1]) F+ üE XP X 

吸收 扩散 的 基 子 的 各 向 同心 散射 情况 首先 引进 的 
Milne 方程 (Milne equation) 到 下 列 形式 


вх)= 1 { вов (х4. (1) 
其 中 B(x) ЖИНИ СР) 密度 ， 而 


B(x)= [+ 
Н 
是 指数 积分 函数 (E (х) = ~Ei( —x)) . 
在 中 子 物 理 中 ，Milne 问题 用 于 有 界 域 中 扩散 近 伺 
的 方程 未 解 时 近似 边界 条 件 的 表述 ; 在 这 方面 ， 人 们 
考虑 到 介质 的 中 子 俘获 ， 各 向 异性 散射 和 边界 的 曲 
ж. 
Жа, Milne 问题 是 要 求解 下 列 积分 微分 方程 : 


ч» 


du 


К 
„5% уб д) 5 | рш, иф (хун), 


带 有 介质 所 占据 前 半空 间 的 边界 上 的 边界 条 件 ， 对 于 
真空 


(0, p)=0, 对 0<p<1, (2) 


其 中 < 是 与 一 个 核磁 擅 一 次 时 的 平均 次 级 中 子 数 (对 
介质 的 散射 中 子 和 吸收 中 子 ， 有 c < 1) p(u, н”) В 
散射 指示 最 ( 对 各 向 癌 性 散射 p(y, в) = 1)， 关 于 
吸收 球 或 吸收 柱 外 空间 中 的 球形 或 柱 形 Milne 问题 ， 
可 类 伏地 予以 表述 、 

Milne 问题 的 解 可 通过 对 积分 微分 转移 方程 应 用 
Тарасе 变换 (Laplace transform) ( 见 [3])， 再 使 用 
Wiener - Hopf 法 (Wiener - Hopf method ) 去 求解 这 样 得 
到 的 泛 函 方程 而 方便 地 给 出 - 

为 了 求解 Milne 问题 ， 曾 经 建议 应 用 柜 对 于 上 
义 本 征 范 数 的 展开 和 求解 奇异 积分 方程 的 方法 { 见 
[4]). 对 p(u, н')=1‚ с<1, Мше 问题 的 解 求 出 
为 下 列 形式 : 


Ихи) = фо (5, к) +ан фу, (х, и) +] A P (es н), 


其 中 
W.(x, в) = pe 


ж.н) 47 РТ +200) А) 


是 连续 谱 的 本 征 函 数 ，P 表 Cauchy 18. ó (v — д) 
是 Dirac ó 函数 ， 以 及 


40)=1 = ve Aranh 1. ‚ фе = фол (Me. 
离散 本 社 值 +v, 是 特 往 方程 
ус Ananh -1- = 1 
У 
的 根 . ЖИЕ АЕ Ва ЈИ 


Су 1 
Фи (u) = ® —;® rei 
结果 和 弄 清楚 的 是 ， 本 征 函 数 系 фо, (u) 和 Фф, (н) (0 
< v< 1), 在 广义 函数 空间 中 0 <, < 1 区 间 上 是 
完全 的 ， 它 们 对 权 函 数 W (u) 是 正 交 的 ，WW (n) 是 
奇异 积分 方程 的 解 ( 见 [4]). 
Мше 问题 的 边界 条 件 (2) 给 出 (д2 0): 
| 


=. (и) = а po (a) + fA) ol) dr, 


° 
也 就 是 说 ，a6， 和 A(v) 定义 为 函数 

Сур 1 
Po 十 下 
的 展开 式 中 的 系数 ， 中 于 的 浙 近 密度 


В„(х)= 2} [ф. (x, a) жа. фы (x, иав 


э 


_ n x + x, 
= ¿na sinh 9, 
vo 


x= -»= 55 (nas, — i) 


时 变 为 零 . 2 c= 0, р(н, к’) = 1, Hopf 常数 (Ho- 
pf constant) x, = 0.710446. ` 
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Ват ж 
Minor 球面 [ Miilnor sphere: Милнора сфера] 
IIB: (ЯСНЕ ГАВ). ЫКМА РАКЕ 5" 
ПО ОЕ НИОР. ЗОВЕ ЛЕЕ — T ДЕШ 1. 
Мілог 在 1956 年 构造 出 来 的 ( 见 [1]); 这 同一 个 例子 
也 是 同 胚 但 不 微分 同 胚 流 形 的 第 一 个 例子 . 
Minor 球面 的 构造 . 多 伦 等 价 于 S" (n > 5) 的 任何 
紧 光 滑 定 向 闭 流 形 同 胜 【 甚 至 分 片 线性 同 构 ) 于 S"( 见 
推广 的 Poincaré 猜想 ( Poincaré conjecture ) h B038 ( h- 
cobondism)), 维 数 为 4k ЮВ ИЯТ ЯЖ 
( Parallelizable manifold ) 的 指数 可 以 被 随 k 指数 增长 
的 数 c, Ж. 对 任何 К, 存在 指数 8 的 可 平行 流 形 Ре 
( HF Milnor 的 错 垂 化 构造 {plumbing constructior.)), 
对 天 > 1, 它 的 边民 六 二 3P 是 一 个 向 伦 球面 ( 见 [2]， 
[5]). ЖЖ М Л ТИШЕ РӘП 57, 则 从 Р 的 边 
界 上 附加 一 个 锥 而 得 到 的 流 形 W 基 一 个 指数 为 8 
的 光滑 玛 可 平行 闭 流 形 ， 因 此 ，M 是 Minor 球面 . 
还 有 其 他 的 Milnor 球面 的 例子 ( 见 [5])}. 
Milnor 球面 的 分 类 ， 后来， 术语 "Milnor 球面 "也 
用 于 标准 的 球面 S". 有 28 种 蕉 然 不 同 (不 微分 同 胚 ) 
的 7 维 Milnor 球面 . 
在 分 片 线性 球面 上 的 所 有 光滑 结构 的 集合 等 价 于 
ЗЕ x,{PL/O) 的 元 素 之 集合 ， 后 面 的 群 对 1 < 7 是 平 
几 的 ， 所 以 在 分 片 线性 的 情形 ， 维 数 小 于 7 的 任何 
Milnor 球面 微分 同 凸 于 标准 球面 . 
Ж ө, 是 同 伦 等 价 于 5" B) h 配 边 的 n ЖШ 
形 的 类 的 集合 ,连通 和 ( connected sum ) 的 运算 将 这 个 
集合 变换 到 一 个 群 中 ， 其 中 ， 零 是 S 的 h 配 边 类 . 
ж п> 5,80, 的 元 案 与 n # Minor 球面 的 微分 同 胚 类 
一 一 对 应 .为 计算 群 8, (n > 5), 人们 对 Minor 球面 
"的 稳定 法 从 《一 企 框架 ) 的 平凡 化 作 了 详细 的 说 明 
《 见 [3]). 因为 M” 是 稳定 可 平行 的 ， 所 以 这 是 可 能 
的 . 所 得 到 的 框架 流 形 定义 了 稳定 同 伦 群 m = 
m,z,.,(S') 的 一 个 元 素 . 一 般 地 ,这 个 元 素 依赖 于 框 
架 的 选择 (如 П. ЕВ"). 设 Ө,(дл)® в, 
的 出 有 界 可 平行 流 形 的 Milnor 球面 组 成 的 子 群 . 这 个 
多 值 映射 诱导 了 一 个 同 态 :6,16,(az) ~ Cokery ， 
其 中 :nn(SO) П, 是 固定 的 Whitehead 同 ах 
(Whitehead hornomorphism ), 而 z 是 一 个 同 构 . Ф Ө, / 
(bu(8z)) 的 计算 简化 为 计算 卫 , 和 о, (дл) 的 问题 
未 解决 ，1989 ), 它 是 通过 流 形 ( 保 边界 ) 的 制 补 术 { 见 
Morse BJ 38 A: (Morse surgery)) ЖЮ. 设 [M"]e 
6,(0п), BB M" = ёи"! 和 W"*' 是 可 平行 的 . 如 果 
W 是 可 缩 流 形 ， 则 从 W 上 切 去 一 小 玖 后 ， 流 形 МА 
КШТ 5", 说 得 更 确切 些 ，[M"] = 0e9,. 如 果 n 是 
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偶数 ， 则 用 割 补 术 可 以 能 改 И, {БЕН д = M 
的 新 流 形 W, 是 可 缩 的 (这 里 需要 Ми 的 可 平行 性 和 
n 24). 因此 , 9, (0z) = 0. 

n+l=4k 的 情形 ШЖ W 的 指数 Á (W) 是 0， 
则 W 可 以 通过 割 补 术 变 成 可 缩 流 拒 ， 使 得 在 这 个 情 
形 下 ，M 是 标准 球面. 如 果 M = 0W М, = 0W,, 
M] M # (— M.) =8 (и 0) 和 z (W# 
(В) (И) о) ( 这里，4 李 B 是 两 个 流 
JÉ А 和 B 的 连通 和 战 者 是 边界 连通 和 ) . 如 果 a (W) 
= (W), ДМ) = [M,], 如 此 ， 不 变量 ç(W) 定 
ХТ >É EM]sb,, # 1м] = 060, (ón) 各 
М=д, До (W) й о, Й. 反之 ， 对 任何 
大 > 1 ,存在 一 个 上 共有 o (B) = о, 的 光滑 闭 流 形 B**; 
央 此 ,， 若 M= ФУ c (W)=ns,, M| M = 0 (W # 
(-п8*)), 其 中 ИФ (пв) Ep] рй, HB 
т (И+#(—пВ*®)у =0. 元 过 [MeB (ar) Ж 
全 由 Á (W) 对 模 cx ЖАЛ. E И 
决定 不 同 的 流 形 ， 因 为 o (W) {ЕБ 8 НН, 
Ж об, 1 (0л) = o,/8, й, 6. (2л) 一 Zw, Н 
Coker J, = 0, 所 以 0, = 2. 

n=4k+1 的 情形 . 设 М = 2079072. 如 果 W 
的 Kervaire 不 变量 ( Кегуайс invariant ) 是 零 , ТСИ) 
=0, 那么 W 能 用 制 补 术 变 换 为 可 缩 流 形 ， 即 
[M]= 0. ЖЕ, T p (W) 0. 因为 对 4 十 2 天 2 一 
2, 存在 Kervaine 不 变量 不 等 寺 零 的 非 光 滑 闭 殖 可 平行 
的 (在 4k + 2 НЕЗ ТЯ РЇ) 流 形 ， 所 以 M 
ЖЯ ИЕТ $4*+!. 在 此 情形 中 , өц (дл) #0, 
即 gaa (п) =Z,. 对 4 十 2 二 2 一 2 且 对 这 些 i 
存在 一 个 具有 非 零 的 Kervaire 不 变量 的 流 形 ，M = 
59-7 в... (дт) = 0, 但 是 解释 所 有 这 样 的 i 的 
问题 没有 解 次 【1989). 然而 ， 对 i < 6, 答案 是 肯定 
的 . BDM. Ө, (дл) E Z, 或 0. 

Milnor 球面 有 另外 的 表示 . 设 W 是 CC 中 由 
方程 


了 0 


确定 的 代数 繁 ，8, 是 中 心 在 原点 (小 ) 半径 为 。 的 
2n+1 维 球面 ， 对 a, КАЧИВ, Ме W ' 5, Ж 
Milnor 球面 ( 见 [4]). П. 对 m=4 和 一 6 一 1， 
a,=3,a =a ma =2,k= 1,…,28, 就 得 到 了 所 有 
28 个 7 维 Milnor ЖЩ. 
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【 补 注 】 在 拓扑 流 形 上 构造 不 同 光滑 结构 的 一 般 问 题 从 
上 述 论文 发 表 {大 约 1982) 以 来 ， 已 受到 众多 的 美 
注 . 特别 地 ， 已 经 江 明 R* 有 不 同 的 光滑 结构 【但 对 
п+4 的 К" 就 不 是 了 ). 普遍 参考 的 文献 是 [Ai ] 
ЕА 
ГАІ) Feed. D.S. and Uhlenbeck, К. K., Instantons and 
fourrmanifolds , Springer , 1984 иле 译 


Characteristic qdasscs , Рп- 


极 小 偏差 法 [minimal discrepaney пейюй;минималыых 
невазок метод], АЗАЯ ЗЯ (mizimal хаа] meth- 
od) 

一 个 造 代 法 ， 用 于 解 具有 作用 在 Hilber 5 J H F 


的 自 伴 正定 有 界 算 子 4 和 一 个 给 定 的 元 素 fe 刀 的 竺 子 
方程 
Au=f . а) 
极 小 偏差 法 的 公式 取 这 种 形式 
Ht) k=0,1,- 0) 
其 中 参数 
Cs 
Кле АРУ (3) 


Ж@—% k>0 АЗЕ САЛОН Ж) Г! ашк-у 
63068 8 eak ВОК 


Пао АЕ mf е8. (4) 


如 果 4 的 谱 属于 实 直线 上 的 一 个 区 间 [m, M], 
ЖР m<M 的 为 下 数 ,那么 方法 (2) 一 (3) 中 的 逼近 序列 
(ut ] 按 具有 梯子 a=(M-m)|(M+m<1 的 几何 级 数 的 
速度 收 合 到) 的 一 个 解 1 . 

定义 百 中 内 积 的 不 同方 法 导致 不 同 的 选 代 法 ， 特 
别 地 ， 对 特殊 的 内 积极 小 偏差 法 的 公式 与 最 速 下 降 法 
(steepest descent, method of) 和 极 小 误差 法 (9, [21) — 
ж. 

如 果 在 召 的 一 定 的 子 空间 上 考虑 ， 极 小 偏差 法 的 
Жа ЕЕЕ ЕКЕН НЕЙ. ФИ. {Ж 
ЖЕЗ |p Eq ЗЕК, ЖДИ еа 4 是 自 伴 的 
要 求 ( 见 [3]~[5]) . 
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最 小 谓词 演算 [minimal fmctional calculus 或 minimal pr- 
ейкаіе calculus; мивнмальное функцнональное ucu - 
исление | 
一 个 谓词 演算 ， 它 包括 白 有 最 小 命题 演算 的 公理 
模式 ， 以 及 通常 量词 公理 模式 各 推理 规则 ， 它 们 是 : 
V xA(x)> A(t), A(1) > 3 xA(x) 
(t 是 任意 项 )， 分 离 法 则 ( modus ponens ) 以 及 
С> A(a) A(a) >C 
Сэ V xA(x) ' 3 xA(x)> C 
(Зл “不 在 A(x) ЖС 中 出 现 ). 
参考 文献 
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极 小 理想 [minimal 1йеа1; минимальный идеал) 
856 25389 КЖ С БНО SB 4 ОАЕ NE. ( partially 
orieted set) 的 一 个 极 小 元 ,出 于 理想 的 集合 上 的 序 是 
ШЕВА А, ВЛЕЕ БОЗ ЯР Н ЕП 
类 型 理想 的 一 个 理想 . 对 多 算 子 群 { 特别 是 环 ) 和 
格 ， 总 是 假定 这 个 理想 的 偏 序 集 不 包含 堆 理想、 这 一 
点 不 同 于 半 群 . 如 果 没 有 特别 提 到 理 起 的 类 别 ， 极 小 
理想 是 取 所 有 (EZ) 双边 理想 的 集合 中 的 极 小 者 
在 半 群 (semi-group ) S 中 ， 一 个 极 小 双边 理想 如 果 
存在 ， 则 是 唯一 的 且 是 最 小 双边 理想 它 称 为 半 群 S 
的 核 (кете! of the semigroup ). 不 是 每 一 个 半 群 都 有 入 
(9. хау (monogenic _semi-group)), {Н 
是 ， 举 例 说 ， 在 任何 有 限 半 群 中 核 存 在 . 核 是 一 个 理 
想 单 半 群 ( 见 单 半 群 (simple semi-group ))， 如 果 半 群 S 
的 核 是 一 个 群 (group), M| S 称 为 同 群 ( homogroup). 
半 群 8 是 同 群 ， 当 且 仅 当 在 S 中 存在 元 素 z, 它 被 S 
的 任何 元 素 从 左边 也 从 右边 整除 ( 即 zexS 们 Sx 对 
任何 x=S); 在 这 种 情况 下 核 由 所 有 这 样 的 元 素 组 
成 例如， 每 一 有 限 交换 半 群 是 一 同 群 . 
如 果 半 群 8 有 一 极 小 左 理想 二 ， 则 对 任何 xes 
积 Lx 也 是 极 小 左 理想 ， 此 外 ， 每 一 极 小 左 理想 能 按 


ЗНА. НН Л ЗЕ, {Е— 
Л НАЛЕ B Е-е {0 S BL J ДСЙ 
ЖЮ, ДЙ J ZE SB {它们 是 两 两 不 相交 的 ) 的 并 
号 这 半 群 的 核 . 如果 半 群 5 有 一 极 小 左 理想 L 和 -- 
ЖЖЖ А, WL RR 站 工 =RRL 是 $ YB, H 
L=Se R=eS, 这 里 e 是 这 子 群 的 单位 元 素 ; Ж 
LR 与 的 核 一 竹 ， 且 在 此 情形 下 是 一 个 完 爹 单 半 
Ж ( completely-simple semigroup ) ` 

АЖЕМ. ХЕМ, 
而 在 由 应 的 理想 的 偏 序 集中 的 一 个 极 小 元 称 为 0 极 小 
现 想 (0-minimal ided) ( 左 理想 (eft ideal ), жиб 
(right ideal), 双边 理想 (tao sided ideal). 0 8 J 8 ЗЕ 
前 性 质 接 很 多 方式 是 类 他 于 极 小 理想 的 性 质 ， 带 有 其 
些 自然 的 限制 . 例如 ， 一 个 0 极 小 双边 理想 不 必 是 唯 
ит ОМ БТИ Яев 
САБ ЧЕ? (nipotent semigroup)). 所 有 0 极 小 点 
ЖИН 【分别 地 ，0 极 小 右 理想 ) 的 并 是 共有 零 的 半 群 ， 
称 为 它 的 左 ЗЕН (еї socle ) (分 别 地 ， Ж ЖЕ (прш 
восе) ( 按 定 义 ， 如 果 在 这 半 群 中 光 相 应 的 0 ве 
理想 ， 则 基 座 (зосе) РДЕ). 一 个 半 群 与 它 的 左 各 
右 基 雁 一 致 ， 当 且 仅 当 它 基 完 全 单 半 群 和 具有 零 乘 法 
的 半 群 的 0 直 搂 并 . 

考虑 极 小 理想 利 0 极 小 理想 在 很 多 重要 的 半 群 类 
的 结构 理论 中 起 着 实质 性 的 作用 (例如 ， 见 完全 单 半 
群 ; 正则 半 群 (regular ѕепі-ртоцр), КА [1], 882.5, 
2.7，Chapt.6，887.7，8.2，8.3; [2],Chapt. V). 

Л.Н.Шеврин #& 

环 ( 如 同 半 群 )》 不必 有 极 小 理想 (最 简单 的 例子 
是 整数 环 )， 卫 如 果 在 环 中 存在 极 小 理想 ， 不 必 是 唯 
一 的 . 在 "- 坏 中 所 有 (А, ЖЯ, ЖШ) 极 小 理想 之 和 
你 为 该 环 的 《 左 (068), Ж (right), 双边 (two-sided)) 
基 座 (sode of the Dig》 一 个 Ariin 环 (Arinian ring) 
ЕЕЕ С 一 个 准 案 环 { primative ring) 中 极 小 
理想 的 存 主 性 使 得 它 在 以 下 意义 下 接近 于 殖 阵 环 : 有 
非 零 基 座 的 一 个 准 索 环 同 构 于 一 除 环 上 基 向 量 空间 所 
有 线性 变换 的 环 的 一 个 包含 大 有 将 限 秩 变 热 的 筒子 环 
(13). В.Е. Говоров { 
заз 

[l] Clifford , А.Н. апа Preston , С.В. The algebraic theory 

of semigroups , [-2 , Amer . Math .Soc., 1961—1967. 
[2] Ляпин, Е. С., Полугруты, M .，1960( 英 译本 : Lyapm , 
B.S , Semigroups , Amer. Math .Soc ., 1974). 
{3 | Jacobson, N ., Structure of rings, Апкт. Math . Soc ., 
19% 
[ 补 注 3 在 交换 环 埋 论 中 ， 也 在 分 杞 格 理论 中 ， 家 小 案 
理想 ( 即 在 素 理想 的 序 和 集中 的 极 小 元 ) 的 研究 起 重要 
ЖШ. 在 很 大 程度 上 ， 这 简单 地 是 这 些 结构 的 极 大 理 
想 (maximal ideal) 的 研究 的 序 论 对 偶 ， 但 这 种 平行 性 
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不 是 确切 的 一 一 例如 ， 一 个 分 配属 的 极 小 素 理想 
间 总 是 Hausdor 的 但 不 必 是 紧 的 ， 而 极 大 理想 的 空 
向 总 是 紧 的 但 不 必 是 Hausdorf 的 . 
参考 文献 
ГАІ] Henriksen ,M .and тюп, M .. The space of minimal 
prime ideals of a commutative ring , Trans. Amer. Math . 
Soc ., 15 ( 1965), 110—130. 
[A2] Simmons, H , Reticulatod rings, J , Algebra , 66 ( 1980), 
19—192 
ГАЗ] $ш,8. -Н., А 1осёйс approach to minimal prime 
spectra , Math . Рюс. Cambridge Philns. Soc .,103( 1988 ), 
41—53 Жони -_ Е 


极 小 选 代 法 [minimal iteration method ; мянимальных 
нтераций метод} 

解 线性 代数 方程 4x = b 的 一 种 方法 ， 其 中 解 x 
是 基 向 量 的 线性 组 合 ， 该 基 向 量 在 与 方程 组 逢 性 相关 
的 茶 个 度量 空间 是 正 交 的 ， 

在 对 称 短 阵 4 的 情况 ， 用 三 项 递归 公式 


Pe Ар. wp UA pa k=1l, ,nn 2, 
(1) 
构造 正 交 向 量 系 pe, …， p.- a a WI p, = Ару ара, 
是 一 个 任意 向 量 ， 其 中 
= (Ap) kao, 2 
ЛЛ (с е 
КЕЛЕЛИ 
Ве рар)” бэсе 


可 用 公式 х=} ср, ВН Ax= b 的 
解 ， 而 系数 с, 是 方程 组 


саас ара ст un. 
i 1,5, п-2, 
b 
b 
Gata турлу, 


А 

ЯЕ Ж ЖЕЕ, ИХ r< n, 
р,= 0， 则 必须 挑选 一 个 新 的 初始 向 量 pi. ШУЫ 
Ро 77, р.у 正 交 ， 而 且 必 须 使 基 疝 量 系 成 为 完全 
Ж. 

在 非 对 称 矩阵 情况 ， 运 用 双 正 交 算 法 . 

如 果 4 对 称 正定 ， 则 用 系数 为 


“= (4р,, Ар,) = _ (Ар p.) 
"(ар pe) 'б* (Ара, b=) 
的 公式 {1 ) 构造 一 个 4 正 交 系 pa UU р, 1, В 


可 以 避免 解 辅助 方程 组 (2) ， 而 且 给 出 系数 c, 的 一 
个 显 式 с, = (b, p (Ap. рь). 这 里 ， 对 АЛ 
ЖКБ, ПАШ 
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хах атра kS 0, 7760-2, 
ху= ру 

该 方法 这 样 修正 不 要 求 反复 应 用 所 有 

极 小 笑 代 法 也 用 来 解 完 全 本 征 值 


ДР хех, 1. 
ШЙ p... ру. 
ЕТЕ, 
参考 文献 

于 Lanczos. С., Ап iteration method for thc solution 
of Ше cigenvalue problem of linear differmtial and inte - 
gral operators, Res Nat. Вит. Stod., 45 (1950), 4, 
255 — 288. 

[2] Фаддее», Д.К. , Фаддесва, В. H. , Вычислитель - 
ные методы линейной алгебры , M. ，1960( 中 评 本 ; 
Д.К. ЖЮК, B. H. ШН, {СИЛ 
法 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1965) 

E. C. Николаев {& #8]. ЖЫ Pr 


极 小 模型 [minimal model ; мнинимальная модель ] 

Ж F p| E САГ Б ЮНЕ ЛЕ К ЖН; 
ЖЛ ККЖ (algebraic variety ) ,更 精确 地 说 ， 设 也 是 
代数 闭 域 k 上 所 有 双 有 理 等 价 的 非 异 射影 全 的 类 ， 它 
们 的 函数 域 都 同 构 k 上 -个 给 定 的 有 限 生成 扩 域 .类 B 
里 的 钱 称 为 这 个 类 的 射影 模型 (projective models ), Ж 
称 为 域 КГА 的 射影 模型 Ж Xe 有 被 称 为 相对 极 小 模 
型 (relatively minimal =odel), 如 果 每 个 双 有 理 态 射 bi- 
aational rnorphism ) f: XX -~ XX, ,Xe8B, 都 是 同 均 的 话 . 
换 旬 话说， 相对 极 小 模型 起 关于 以 下 偏 序 的 B 的 极 小 
Ж: 如 果 存 在 双 有 理 态 射 各 Xi -* X,, EE X X £ 
配 х, .如果 一 个 相对 极 小 异型 在 В 内 唯一 ， 就 称 为 极 
小 模型 . 
“在 双 有 埋 等 价 曲线 的 每 个 区 里 ， 存 在 有 人 蕉 一 的 
(在 同 构 意义 下 ) 非 蜡 射影 曲线 ， 所 以 每 条 非 异 射影 
曲线 是 一 个 级 小 模型 . 在 一 般 情形 下 ， 如 果 В 非 空 ， 
则 它 至 少 包含 一 个 相对 极 小 模型 ， 由 于 有 了 奇 点 的 分 
解 ( resolution of singularities ) 的 定理 ， 对 于 特征 数 0 的 
任意 维 数 的 镁 以 及 对 特征 数 p > 5 的 维 数 n < 3 БИЕ, 
B 的 非 空 性 就 知道 了 . 

代数 曲面 的 极 小 模型 的 基本 结果 有 以 下 一 些 : 

1) 非 异 射影 曲面 X 是 相对 极 小 模型 当 且 仅 当 它 不 
含 第 一 类 出外 曲线 ( 见 例外 子 租 exceptional subvariety )). 

2) 每 个 非 异 完全 曲面 有 一 个 到 相对 极 小 机 型 上 移 
ЖИЫН. 

ЗИТ SB БОЙ ШИЖЕШ ЯЬ, вар 
面 的 每 个 非 空 交 в 里 有 一 个 《唯一 的 ) 极 小 寞 型. 

4) 和 如 果 B &ИДГ J > 0 的 基 曲 线 C 的 直 纹 曲 
面 ( mled surface) 6928, MJ В 内 所 有 相对 极 小 模型 都 是 
几何 直 绞 曲面 x:X -> C. 

5) 如 果 В ИҢЕ, ЩЩ B Dr HL 
极 小 模型 就 是 射影 平面 p: 以 及 极 小 有 理 直 纹 曲面 F. = 
P(Z + za (n), 对 所 有 的 整数 22 以 及 n=0. 


极 小 异型 的 理论 已 经 被 推广 到 正则 二 维 概 形 ( W, 
[6],[7). 任 意 域 上 有 理 昌 面 的 松 小 模型 也 已 经 被 描述 
了 { 见 [2]). 
参考 文献 

[1] Алгебраические поверхности ‚ М., 1965. 

[2] Исксвских, В.А., é Изв, АН СССР. Сер. татем.ў. 
43 (1079),19-43 

[3] Шафаревич, M. P., 
геометрик, М., 1972. 

[4] Bombieri ,FE . and Husemoiler , 0., Classification and cmb- 
edings of sufaoa .in К. Hartshome (ed .). Algebraic Geo- 
metry, Arcata. 1974, Ртос. Symp. Pure Math ., Vol. 29 , 
Алаг. Math . Ѕос., 1975 , 329—420. 

15] Harshorne К ., Algebraic grometry , Springer , 1977. 

16] Lichtenbaum , §., Curves over discrete valuation rings, 
Атег. J , Math ., 90 ( 1968). 2 , 380—405 

[7] Shafarcvich ,1. R., 1елшев on minimal models and birs- 
tional transformations of two-dimensional schemes . Tata 

Inst. Fundam . Res ., 1966 . B. А. Исковских 扎 
ИР А 1982 年 以 来 ， 在 (复数 域 上 的 ) ЖЕЙ. 
尤其 是 三 维族 的 极 小 模型 理论 方面 ， 己 经 取得 了 重要 
的 进展 ， 各 种 情况 表明 ， 有 必 朗 允许 温和 类 型 的 奇 
点 ， 即 末端 奇 点 和 典范 奇 点 . 它们 的 精确 定义 ( 非 党 
靶 术 性 的 ) 可 参见 下 面 列举 的 文献 . (末端 奇 点 是 特殊 
的 典范 背 点 ， 对 于 其 面 来 说 ， 一 个 末端 {相应 地 ， 典 
范 》 吞 点 是 光滑 点 【相应 地 ， 有 理 二 重点 ) .) 允许 未 
端 奇 点 后 ， 对 于 三 维 做， 特别 基 非 单 直 纹 的 3 维 代数 
焦 ，" 极 小 模型 问题 *( minimal model problem) ( 即 在 双 
有 理 等 价 类 内 极 小 模型 的 存在 性 》 已 经 被 森 重 文 解决 
([A2]). лите Ела. 
文献 [LA1],[A2],[A4] 是 这 个 新 理论 的 很 好 的 综述 文 
献 . 
参考 文献 
[A1] Коййг, 3., The structure of algcbraic throefolds : ап in- 

toduction to Mori’s program. Вий. Ате. Май. 

Soc ,17 {1987), 211—273 
[A2] Моп, S., Flip бохта and the exisenee of minimal 

models for 3-folds, Ј. Amer. Math, Soc ., 1 (1988), 

17-253, 

ГАЗ] Mori ,S_., Classification of higher-dimensional varieties , 
іп Algebraic Geometry, Proc . Symp .Pure Math ., Vol. 
46, Part 1, Amer. Math. Soc., 1987, 165—171. 

[A4] Wilson ,P.M .H.,Toward a birational classification of 
algebraic varieties , Вий. London Math. Soc., 19 ( 1987), 
1-4. 

[А5] Kollir, 1., Minimal models of algebraic threcfolds : Mo- 
Ti°s program , Sëm , Bourbala , 712 ( 1989). 

[A6] Kawamata, Y ,, Matsuda ,K. and Matsuki K. ., Introd- 
uction to the minimal model problem їп T .Oda( ed 小 
Algebraic Geometry , Sendai 1985, North- Holland & 
Kinokuniya , 1987, 283—360. Bos 详 
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极 小 正规 子 群 [minimal normal Subgroup ; минимальная 
нормальная подгрупна | 
和 非 平凡 正规 子 群 Н, fel sy f 2 НЕЕ 
的 其 他 正规 字 群 ， 疾 非 所 有 的 群 都 有 极 小 正规 子 群 ， 当 
群 是 有 限 的 时 候 ， 其 任 一 - 极 小 正规 子 帮 是 同 构 单 群 的 
一 个 直 执 。 和 如 果 极 小 正规 子 群 存在 且 唯 一 ， 就 称 之 为 
一 个 单 志 【monolith)( 有 时 亦 称 之 为 基 座 (socke ))， 
而 群 本 身 称 为 一 个 单 块 群 (monolithic group). 
ваха ` 
|1] Курош, А, Г,, Теория груш, 3 изд., М., 1967 
【中 译本 : А.Г 库 沙 什 ， 群 论 ， L. F. дыт 
出 版 社 ，198? ，1982 )， 
【 补 注 】 极 小 正规 子 群 是 一 个 非 平凡 正 规 子 群 ， 它 在 
以 包 会 关系 为 序 的 全 体 这 种 子 群 构 成 的 集合 中 磁 小 。 
参考 文献 
ГАТ] Жобоп, D. 1. S , А couse ir the оху ot 
groups, Springer, 1980 L жй 右 生 明 校 


极 小 性 质 [minimal propetty ;MaMManmhoe свойство ] 、 
正 交 展 开 式 的 部 分 和 的 
对 于 任意 函数 feL,La, b]. [а, b] 上 的 任意 
ЗСЖ (р, 及 任意 n， 等 式 
k А 
inf о) Уа, ф,(х) х= 
АТАС) кт! 
ñ 
= 09 -So гах 
上 成立， 其 中 的 
Sf, х= Ў.) 


жй УРЕК {ЖМ n 阶 部 分 和 ， 
tp 


, 
са) = ооф О)ах, 
最 小 人 恰好 在 各 S. (f, x) 处 达到 ， 并 且 


[о 8,07, гах = 


А 
= [лода ЎР, n=1, 2, =. 


Века 不 等 式 ， 基 于 完全 系 的 Parseval жи ЖЕ Ж 
展开 式 的 某 些 其 他 基本 性 质 本 质 上 都 是 这 个 等 式 的 推 
Ж (Ж, Bessel 不 等 式 ( Bessel incquality); Parseral 等 
式 【Parseval equality ); 完全 函数 系 (compkie system 
of functions); 正 交 级 数 (orhogona) seres); 正 交 系 
{orthogonal system )). 
参考 文献 
[1] Konwcropos ，A Н , Фомин. С. В., Элемешы 
теорим функпий н функциона луното анализа, S изд., 
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M.. 1981 ( 英 详 本 : Kolmogomv, А. М. апі Fomin , 
8. V., Elements of the theory of functions and func- 
tional analysis, 1 — 2, Отаујоск, 1957 ~ 1961). 
(21 Kaczmarz , $. and Stciphaus , Н., Theorie der Ortho - 
gone)reihen , Chelsea , weprint 1951 
A. A. Талалян f 
DE) 
参考 文献 
ГАГ] Yosida. К... Functional analysis , Springer , 1978, Se - 
а. H. СРЖ: SHE. а, ЛЕА 
ЭЙ. 1980). 朱 学 贤 W Шуй 校 


最 小 命题 演算 [minimal propositional calcuhus ; минима - 
льное пропознцяональное нсчнгленне ], ， 最 小 表达 式 
演算 (minimal cakuhs of expresions) O O 
` “由 正 命题 澳 算 〈 positive propositional calculus ) п 
加 土 一 个 新 的 联结 词 — ( 否定 ) 以 及 如 下 的 公理 模 
д: (Аэвуз((Ар-В)> -4) 

而 构成 的 逻辑 演算 . 此 公理 模式 称 为 归 诬 法 Claw of 
reductio ad absurdum ). 

最 小 命题 演算 最 大 的 特点 是 在 该 系统 中 ， 并 不 是 
每 一 个 公式 都 可 以 从 “ 假 " 推导 出来， 也 就 是 说 ， 从 某 
一 形 为 АЕА 这 样 的 公式 推导 出 来 - 有 另 一 种 构成 
最 小 命题 演算 的 办 法 : 由 П 加 上 一 个 新 的 命题 肯 项 
了 《{ 假 ) ， 而 不 增加 任何 新 的 公理 模式 ， 也 不 增加 知 
定 联结 词 = . 在 这 样 的 系统 中 ,公式 4 | 将 代替 
A 的 否定 a A. 
参考 文献 


[1] Church, А., Intwduction to mathematical logic, I, 
Prnceton Univ. Розв. 1956 
С К. Соболев Ж 王 у EE 


ЖИЛ [minimal set; мниимальное множество | 

1) Riemann 空间 中 的 极 小 集 是 极 小 曲面 ( minimal 
surface) 的 推广 38 dË Riemann 空间 M" 中 的 
ЯШЕ Х, п> 大， 使 得 对 某 个 上 3: Harsiofr 测度 
( Hausdorff measure ) НР Z 而 言 ， 集 合 Xx, Z 
Ж К 准 可 微 极 小 曲面 (如 是 定义 在 柑 人 M M k 
维 曲面 上 的 О В A* 的 极 值 ). “ 极 小 
集 " 的 概念 使 所 亩 多 维 Plateau 问题 (Ракацы pro- 
Ыет) ( 亦 见 多 维 Plateaa 问题 (Plateau probem, 
тош -dimensional ) ) 中 特有 的 一 些 数学 概念 融合 为 一 
ж А, Т. Фоменко 4 

2) 拓扑 动力 系统 { 8,} 中 的 极 小 保 是 该 系统 的 
相 空 间 W 的 二 个 非 安 且 阅 的 不 部 《 且 多 由 轨道 组 成 
ӘЖ F、 它 没有 闭 的 不 变 真 学 集 ， 也 就 是 说 ,下 
中 每 条 轨道 均 在 F haki. БЛИЖЕ G. 
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D. Bikhoff 就 流 的 情形 引进 的 (“时 间 "t 遍历 实数 
集 ， 见 [1]). 他 证 明 ( 见 [1], [2])， 著 Е ЖИМИ 
ЛН weF， 则 对 w ЮН О, МОҢ 5,we U 
的 那些 上 的 集合 是 R 中 的 相对 稠密 集 (РЕ Г, 
使 得 在 长 度 为 上 的 每 个 “时 程 ”[s, 5 十 站 中， 至 少 
有 一 个 1, 使 S.we U); 反 过 来 , 车 W 是 完全 度量 
空间 ，w 是 具有 上 述 性 质 的 一 个 点 ， 则 其 轨道 { S,w》 
的 闭 包 是 … 个 紧 的 极 小 集 ( 对 瀑布 ( cascade ) 的 情形 
也 对 ; 至 于 更 一 般 的 变换 群 ， 例 如 见 [3], [4]). Вік- 
hoff 把 w( 2303829) 的 这 一 性 质 称 为 回复 (recur- 
тепсе). W. H. Gottschalk 和 б. А, Hediund ([3]) 
提出 的 另 一 个 术语 也 在 使 用 ， 上 述 性 质 称 为 点 w ЮЖ 
周期 性 【almost- periodicity of ће рош). Ф F— И, 
则 动力 系统 本 自称 为 极 小 《minirmal ) 动力 系统 、 

若 匀 道具 有 紧 的 闭 包 ， 则 它 含有 一 个 极 小 集 F 
{ 对 于 连续 变换 半 群 (5,} ， 其 中 + 为 非 负 实数 或 整 
数 ， 一 个 类 似 的 结果 成 立 ， 这 时 变换 5, 在 下 中 甚 至 
是 可 北 的 ([5]) 》. 可 是 对 动力 系统 轨道 的 极限 性 态 
的 研究 并 不 归结 为 只 研究 轨道 组 成 的 极 小 集 ， 二 维 闭 
HL S 上 的 С? 类 光 注 流 的 极 小 保有 一 种 非常 简单 的 
结构 : 它 或 者 是 一 个 点 ， 或 者 是 一 条 闭 轨 道 ， 或 者 是 
整个 遇 面 ， 这 有 时尚 而 是 环 箭 (Sechwarz 定理 (Schwarz 
theoem), ([6])). 在 一 般 情形 下 ， 极 小 集 的 结构 可 
以 非常 复杂 【在 这 方面 ， 除 了 [2] ~ [4] 中 记述 外 ， 还 
应 指出 动力 系统 的 极 小 性 质 对 它 英 于 其 任何 不 变 测 
上 度 的 遍历 性 质 没 有 任何 限制 ，([7])) ， 极 小 集 是 拓扑 
动力 学 【topological dynamics ) 的 基本 研究 对 象 . 
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ПМЕ 国 绕 拓扑 动 力 系 统 中 点 的 回复 与 列 周期 性 这 


些 概念 而 产后 的 术 诸 使 人 眼花 缘 乱 .来 自命 名 过 程 的 
有 两 个 土 流 ， СД [1}, [2], [АВ] 为 代表 ， 另 一 个 
以 [31, [А11], [А2] 为 代表 上面 提 到 的 那 种 点 ， 即 
使 得 对 于 它 的 每 个 邻 域 U, SA 1с: $,weU} 均 在 民 
中 相对 稠密 的 点 w， 在 [3], [4], ГАІ], [A2] 中 称 为 
F FB (almost periodic ) ж. 而 在 (2), [АВ] 中 称 为 
殖 向 复 (ahmeast теште). (Z [2], [АВ], Ж 
周期 性 有 另外 的 含义 .) [1], [2], ГАВ) 中 定义 的 回 
复 点 的 概念 在 形式 上 有 所 不 同 ， 见 回复 点 (recument 
point) .回复 点 总 是 [3] 中 的 歼 周 期 点 ( 即 路 回复 
点 ) ， 但 反之 不 然 ， 对 完全 度量 空间 上 的 动力 系统 和 而 
言 ， 这 两 个 概念 是 一 致 的 (在 13] 中 ， 回 复 点 的 概 
念 用 来 表示 “正和 人 负 Poisson 稳定 ”. ) Birkhoff 证 明 的 
是 ， 点 w 的 回复 (按照 [1], [2] 中 的 术语 ) 等 价 于 
下 述 性 质 :， w 其 有 紧 的 极 小 轨道 闭 包 ， 只 要 相 空 间 是 
完全 度量 空间 .使 用 [3] 中 的 术语 可 以 证 明 : Ж» 
有 紧 的 极 小 轨道 闭 包 ，w 就 是 殖 周 期 点 (对 相 空 间 不 
加 任何 条 件 ); 反之 ， 殖 周期 点 总 有 极 小 元 道 闭 包 ， 
而 且 若 相 空间 是 局 部 紧 的 Hausdodf 空间 (不 假定 可 
度量 化 )， 这 个 闭 包 就 是 紧 的 . 
拓扑 动力 系统 中 凤 极 小 集 的 分 类 基本 上 是 个 未 解 
决 的 问题 . 只 是 对 特殊 前 几 类 可 以 在 所 议论 〔( 见 远 窗 
动力 系统 (distal dynamical system ))， 见 [4], [A2] 
和 [Al]， 什么 样 的 ( 紧 ) Hausdorff 空间 可 以 成 为 极 
小 流 或 极 小 瀑布 的 相 空 间 ， 这 也 是 一 个 林 解 决 的 问 
题 ， 在 这 方面 ， 上 面 担 到 的 Schwarz 定理 对 紧 内 面 给 
出 部 分 解答 ; 一 种 推广 见 [A4]. Klein ЖЕЛЕТ ЖОЕ 
续 流 的 极 小 集 (Keser 定理 (Kncser theorem )， 亦 见 
[A6])， 实 投影 平面 亦 不 可 能 ( 见 [A5]) . 仍然 没有 解 
次 的 是 Gottschalk 猜想 ( Gotischalk conjecture ) (Seifert 
猪 想 (Seifert conjecture ) 的 特例 ):， 5° 不 可 能 是 极 小 
流 的 相 空间 ， 参 考 文献 见 [A7] 的 附录 人 (Seilert 猜想 
说 ，S? 上 的 任何 光滑 流 具 有 及 期 轨道 ， 有 一 个 C'! 类 
反例 ，[A9]) . 关于 瀑布 的 结果 见 [A3], [AIO]. 
参考 文献 
[А] Anslander ， 了, ， Minimal flows and their cxtensions ， 
North - Holland 198. 
[A2] Ейв, R., Lectures on topological dynamics Benja- 
шїп, 1969. 
[АЗ] Glasner, С. and Weiss, В., Оп the construction of 
minimal skew products , Israel J. Math. , 34 (1979), 
321 - 336. 
[A4] Gutienes, С., Smoothing continuous fiows on two- 
manifolds and mcumences ，Ergod Th. Бут. Sys., 
6 (186), 17 一 和 4 
ГА5] Lam, Р.-Е. Inverses of юсите and periodic points 
under homornorphisms of dynamical systems, Май. 
Systems Theory, 6 (1972), 26 — 36. 
[А6] Markley, №. G., The Poincare Bendixson ког 


2 
Ë 


for е Klem bottle, Trans. Amer Math. Soc.. 135 
(1969), 159—155. 

[47] Малов, L., Leoruas іл diflemntable dynamics, 
Amer, Маһ. Soc. , 1980 

ГАВ] Sibisky, K S . Introduction to topologkal dyna- 
mes, Noondhoff. 1975( ЖАХ ) 

ГАФ ] Schweitzer, Р. А. , Countercxamples to the Seifert con- 
хосте and opening closed leaves of foliations , Amer 
of Мий. (2), 0 (1974), 386 — 400 

[ALG] Fahti, А. and Herman , М.. Existence de diffeom - 
opPhismes minimaux , Asténsgue, 49 ( 1977), 37 — 59 

ЗАЛ. ВЭБ 译 


ЗАЛАА 88 | minimal simple group ; минималыная простая 
группа] 

BEBE TER НГЕ САГ 82 (sokabic group )) 
的 非 交换 单 群 (simple group )， 已 经 得 到 有 限 极 小 单 
群 的 完整 描述 ( 见 [ 1], [2])， 司 时 还 有 对 于 其 局 部 子 
RÉ (EB p 子 群 的 正规 化 子 ) 都 可 解 的 全 体 有 限 群 的 分 
ЭЕ. БЕЛАЕ ЗНИК ОЕ ВЕ 


Р51.(2, 2°), РЕЖ; 
PSL(2, 30), раж 

PSL(2, р), Ж рэ 3 НЕ рі + 1= 0(той5); 
РІ, (3, 3); 或 者 


铃木 群 (Suzuki group) 52(2°), p ЖЕРК. 特 
别 地 ， 每 个 有 限 极 小 单 群 由 两 个 元素 生成 . 
参考 文献 
[1] Thompson, J. G., Nonsohabie finite groups dl of 
mose local subgroups are solvable, Bull. Атег. Май. 
Ѕос., 74 (1968). 383 — 437. 

[2А | Thompson, J. С., Nonsolvable finite groups all of 
whose local subgroups are soluble П. Рай J 
Math. ЭЗ (1970), 451 — 536. 

{2В ] Thompson, J. G., Nonsolvable finite groups al of 
whose local subgroups are solvable Ш, Paciñc J 
Math. , 39 (1971), 483 — 5И. 

Г2С] Thompson, J. G., Nonsolvable finite groups а of 
whose local subgroups are sohable IV, Pacific J. 
Май. ‚ 48 (1973), 31—592. 

[20] Thorpson, ]. С., Nonsolvable finite groups ай of 
Whose local subgroups ane solwble У, Райс J 
Мак, 9) (1924), 215 一 297. 

[2E] Thompson, J. G., Nonsolvable finite groups al of 
whose local subgroups am solvable VI, Расійс J 
Май, 51 (1974), 573 — 630 

C. IT. Струков # Ж ЖЖ 石生 明 校 


最 小 充分 统计 量 [ minimal sufficient statistic ; Минималь. 
ная достаточная статистика } 


ЯЯ и = (P, рее} 的 充分 统计 量 (sufficient 


MINIMAL SURFACE 749 


statstic)X， 对 于 任何 其 他 充分 统计 量 下 ЖХ =ə (T). 
其 中 9 为 某 一 可 测 画 数 - 充分 统计 量 是 最 小 的 ， 当 且 
仅 当 它 所 诱导 的 完 分 o 代 数 最 小 ， 即 它 包 含 在 任何 其 
他 充分 5 代数 中 . 

亦 使 用 .4 最 八 充 分 统计 基 (22 minimal sufficient 
statstic) (或 代数 {o-algebra) ) 的 概念 .充分 代数 э, 
(及 与 其 相对 应 的 统计 量 ) 称 为 “最 小 的 ， 如 困 它 包含 
在 关于 分 布 族 9 的 任何 充分 了 代 教 y 的 完全 化 Z 2 
中 . In 5836 УЖ o 有 限 测度 控制， 则 由 密度 族 

{pr (о)= “в («);вее) 
产生 的 a 代数 z, АЗН 2 ААО. 
fe 


Palw)= C(Oexp{ 29, (0700) 


的 典型 统计 量 T=(T,,…,TJ， 是 最 小 充分 统计 量 的 
一 般 例子 . 
参考 文献 
[1] Вапа, J.- К., Mathematcal bases of statistics, Acad. 
了 res ,1%1【 译 自 法 文 ) . 
[2] Schmettemer, L... Introduction to mathematical statistics, 
Springer, 1974 ( Ж Н). А.С. Холева # 
【 补 注 ] 
参考 文献 
[A1] Lehmann,E., Theory of point estimation, Wiley, 
1983. 
[ A2 ] Lehmann,E., Testing statistical hypotheses, Wiley. 
1986. ятя ж 


Ë J Е | minimal surface ; мкннмальная поверхность ] 

在 所 有 点 的 平均 曲率 (mean curvature ) H 3280 
曲面 . 

关于 极 小 曲面 的 首次 研究 可 以 回潮 量 | J.L. . Lagrange 
(1768), 他 考虑 如 下 的 变 分 问题 求 伸张 在 一 条 已 知 闭 
Ш.Ш УНО НА 07. 假设 所 求 的 曲面 由 > 一 2 (x， 
у) 给 出 , Legrange 证 明 z (x,y) 必须 满足 所 谓 的 Euler- 
Lagrange 方程 ( Eukr - Lagrange equation ) 


1) 08 зра бн ‚уд: = 
+4) gr 2р475ду t(l р) зурї 0, 
P= т. ЧТ ү: (1) 


后 来 G Monge (1776) ЯНИ JEE £ b Е 
H =0, 因而 H = 0 的 曲面 称 为 “ 极 小 的 ”. ЖП, ЖЕ 
实际 上 必须 区 分 模 小 曲面 和 面积 最 小 曲面 的 概念 ， 四 
为 Н= 0 只 是 面积 极 小 性 的 必要 条 件 ， 它 是 从 曲面 的 
面积 在 有 给 定 边 舞 的 所 有 С? 类 曲面 中 的 第 一 变 分 化 为 
零 而 得 到 的 .要 证 实在 该 类 沿 面 中 达到 了 即使 是 相对 
的 《局 部 的 ) 极 小 值 ， 也 还 必须 研究 邮 曾 面积 的 第 二 
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ЕЛШЕ А ЕА: 它 吸 引 了 19 世 
纪 和 20 世纪 几乎 所 有 的 杰出 数学 家 的 关注 ， 它 的 问题 
刺 澡 了 数学 的 许多 相近 领域 的 发 展 . 积分 Euler- Lagra- 
пре 方程 的 一 般 方法 首先 是 Monge (1784) 和 А. Lege- 
пате (1787) 建议 的 ， 其 解 表示 成 从 (1) 的 复 特征 线 
得 到 的 所 谓 Monge 公式 (Monge formula ): 
х= AGD+ A) у= B(1) + B, G), 
= C(r)+ C,(r), 
其 中 上 和 + ВЕЖЕ, АО), U. C (z) 是 满 站 条件 
д) +В? у +С (0) =0, 

А? (а) + ВРС) +С (r) = 0 
的 爹 纯 铺 数 . (НЕ, ЕРЕ Уо вен жт 
ЖЕ, 这 些 方法 在 长 时 期 内 没有 得 到 应 用 【在 1832 年 ，S. 
Poisson 写 道 : 很 难 从 Моше 公式 竺 到 性 何 好 处 ， 因 
为 通过 引进 复 变 是 它 已 经 变 复兴 了 ] . 

关于 极 小 曲 画 的 新 结果 只 是 从 19 世纪 30 ЕҢ 
开始 出 现 的 ，Poikson 宜 布 了 {1832) 当 曲 面 的 边界 
接近 于 一 条 平面 曲线 时 关于 Тартапре 变 分 问题 的 
解 . 过 后 不 名， 第 三 个 极 小 曲面 ， 即 Seherk 曲面 (Sh - 
erk surface )( H -Scherk ,1834》 加 入 到 已 知 极 小 曲面 的 
4791: 悬 链 面 ( catenoid) (1. Ешег, 1774, }. Meusnier , 
1776) 和 螺旋 面 (helicoid)(Meusnier , 1776). 1842 年 E. 
Catalan 证 明 电 旅 面 是 唯一 的 直 纹 极 小 遇 面 ; 1844 年 提 
出 半 解 决 了 Bjiring 问题 (Bijirling problem) ;在 19 世 
纪 50 年 代 口 .Bennet 在 一 系列 文章 中 给 出 了 当时 关于 
极 小 曲面 理论 已 知事 实 的 新 证 明 ， 并 且 发 现 了 极 小 曲 
画 的 其 他 一 些 性 质 (最 备 面 切 崔 一 的 旋转 极 小 曲面 ， 
极 小 曲 闸 的 球面 Gauss 映射 的 共 形 性 【 见 球面 映射 
(spherical map)), 等 等 ) . 

1866 年 发 现 了 Weierstrass 公式 (Wejerstrass formula): 


x= x + Ве -onaw， 
і 

у=» Ве [Í (+ 2)4w, 
i 


= t2Re[ fgdw, 
š 


ЕВА X tE Bak Ed F, БАЕЛ КЕ (isother- 
та] coordinates )(u, n), w = ú + i 39 W BL BJ Ф а 
Рн) 和 g(w) 表示 一 个 单 连通 的 极 小 曲面 S(x,y 、 
z)， 这 些 公式 等 价 于 极 小 曲面 的 所 有 其 他 的 已 知 参 数 
表示 ， 或 包 合 它们 作为 特殊 情形 (В. Riernann (1860), 
А. Enreper ( 1864), К. М. Peterson (1866), 等 等 )， 
并 且 它 们 给 出 一 个 正则 极 小 曲面 ， 当 卫 仅 当 了 和 ¿ 没 
有 公共 零点 . 在 f，g 有 公共 等 点 的 情形 ， 有 曲面 是 在 
f. 8 约 公 共 零 点 有 退化 度量 


ds = ОЛ + |) (4и? + do?) 
КШТ ( generalized minimal surface ). 在 
1 现 分 支点 ( 根 小 曲面 的 )( branching point 
(of а minimal surface )). 利用 Weierstrass 公式 就 能 够 显 
式 地 构造 并 日 研究 洗 多 具体 的 极 小 曲面 ; 特别 是 ， 对 
于 代数 函数 f. ç 便 得 到 代数 极 小 曲 厨 . 
1874 年 Н. A. Schwarz 把 极 小 出面 用 等 温 坐 标 

(а,в) 表示 为 ， 

r(w)=rGu+i)=Re[F(w)- | п(»)аР(ъ)], 


Н 
其 中 F(w),n(w) 是 有 人 金 纯 坐 标的 三 维 向 量 ， 分 别 与 
r(u,0) 和 极 小 曲面 的 单位 法 向 量 n{wu,0) 相 一 致 . 
在 Imw = 0 下 该 公式 给 出 了 Bjbding 问题 的 显示 解 ， 且 
容许 极 小 曲面 作 Schwarz 对 称 原理 的 延 拓 

在 同一 个 年 代 ，S .Lie (1878) 发 展 了 他 对 于 Monge 
公式 的 解释 : 对 于 每 一 个 有 调和 向 径 r{w) МЛН 
面 指定 了 一 条 复 解 析 曲 线 

z= R(w)eC’, ReR(w) = + гъ), 


把 极 小 曲面 表示 成 曲线 R ЕЕ ЗЕТ) 
的 平移 曲面 ， 这 可 以 看 作 在 极 小 曲面 与 解析 曲线 之 间 
建立 富有 成 效 的 联系 的 起 点 . 于 是 , K Weierstrass „је. 
Ricmann ,Schwarz 及 其 他 一 些 人 的 工作 造成 19 世纪 末 
复 销 数论 的 方法 和 结果 在 极 小 曲面 理论 中 的 广泛 应 
用 . 

J. Plateau 在 他 的 实验 中 ( 1849), 用 张 在 各 种 形 
状 的 铜 丝 模 架 上 的 肥 卸 膜 的 形式 在 物理 上 实现 了 极 小 
ШШ. 他 的 实验 沿 活 了 针 求 有 已 知 周 异 曲线 的 极 小 册 
面 这 个 古老 问题 的 兴趣 . 后 来 把 这 个 问题 称 为 Platean 
问题 ( Platcau problem ), 它 的 第 一 个 解 是 对 于 各 种 多 边 
ЛЕРИНЕН, 特别 是 ， 与 此 相关 ， 发 现 了 Riemann- 
Schwarz 曲面 ( Rierann - Schwarz surface ). 

1816 年 ， 极 小 出面 论 中 出 现 了 新 奇 的 Gergonne Bi 
起 ( Gergonne problem ): 求 极 小 昌 面 ， 使 得 它 的 部 分 这 
状 是 已 知 的 ， 而 边界 的 其 余部 分 位 于 某 个 预先 给 定 的 
曲面 上 ; 这 个 问题 后 来 称 为 有 自由 边界 的 极 小 曲面 
(minimal surface with Кее boundary) ААК. 8 
果 是 在 下 列 情况 下 的 解 ; 部 分 已 知 的 边界 由 直线 段 组 
成 ， 而 其 余部 分 落 在 给 定 的 平面 上 ( 细节 见 [1],12])、 

在 20 世纪 初出 现 了 研究 “大 范围 ” 极 小 曲面 的 强 
烈 兴 趣 . Euler - Lagrange 方程 的 Dirichle! 问题 被 研究 了 
(A. Korn (1909), 8. №. Bemstein (1910)), B Bemstein 
证 明了 他 的 关于 极 小 曲面 的 定理 《 1916, W, Bernstein Ж 
理 { Bernstein theorem)); 一 般 地 ， 了 以 Bernstein 关于 极 
小 曲面 理论 的 工作 为 始 端 ， 偏 油分 方程 理 论 的 方法 开 
妈 得 到 应 用 .五 .Liebmam{f 1919) 建立 了 极 小 曲面 与 球 
面 的 无 穷 小 变形 之 间 的 联系 ， 20 世纪 上 半 叶 极 小 曲面 


а 


Эз в ЗЫНЫН 


理论 方面 的 最 高 成 就 是 Plateau 问题 的 完全 解决 ， 起 初 
хао М Н ат. МЛ ар Д в Eudid 空间 中 或 
Riemann ЈЕО КШ (И. [1] 一 
[5])， 关 于 极 小 曲面 的 结果 已 被 拓展 到 更 一 般 的 变 分 
问题 【推广 极 小 曲面 的 变 分 问题 ) ， 更 一 般 的 微分 方 
Ж (推广 极 小 曲面 的 Buler . Lagrange 方程 ) 和 更 一 般 
的 曲面 的 类 (例如 省 常平 均 曲 率 的 曲面 》( 见 [3]， 
16]. [7]) 

根据 要 小 曲面 所 得 的 结果 及 主要 研究 工作 能 够 选 
出 若干 方向 

1 . 极 小 曲面 的 内 在 妃 何 .不 是 每 一 个 非 正 АКНО 
Riemann 流 形 都 能 够 等 中 地 漫 人 到 Enclid 空间 E" (n > 
3 ) 作为 极 小 曲面 的 Е? 中 具有 已 知 床 量 的 极 小 曲面 的 
存在 性 判定 准则 是 下 面 的 Ricci 定理 《 Ricct theorem): 
一 个 已 知 的 度量 ds? SIE Е? Р Ж 2" ТЯ 
最 ， 其 充 要 条 件 是 它 的 曲率 区 是 非 正 的 ， 而 且 在 <0 
的 点 度量 dg? = (К ds? 是 Euchd 的 . 

对 了 于 一 个 已 知 的 二 维度 量 是 Euclid 空间 E"(n>3) 
中 一 个 极 小 曲面 的 度量 也 有 充分 必要 条 件 . 特别 是 、 
满足 Ricci ЖЕ ( 即 满足 Ricci 定理 的 条 件 ) 的 度量 
只 能 是 B! 或 Б 中 极 小 曲面 的 度量 ， 且 具有 同一 个 度 
其 的 所 有 极 小 昌 面 也 有 完全 的 措 述 ， 它 们 物 成 所 谓 的 
ЗДЕР ВЫ ШК (associated бойу of jsometric 
X, = Ве Фе(и) е =u ір 8. ДР (ир) 8 
ЖЕЖ, ои) 是 全 纯 函 数 1 S k<3, 则 所 有 与 它 
ЗВАТЬ F., PE E x, = 
Re(0x(w)e 2), F. = Р.Ж, SGETRFWOGD E 
两 个 伴 中 的 极 小 曲面 ( 因而 是 等 距 的 )， 对 应 于 参数 
w=0 和 和 x= 至 .在 度 景 2s? 作为 极 小 用 面 到 Euslid 
空间 Е" (n> 3) 的 漫 入 同 题 中 ， 能 用 广义 的 Ricci 条 
件 表 出 n 的 下 界 和 上 界 ， 而且， 借助 于 某 类 全 纯 陵 射 ， 
这 个 问题 有 一 个 完 余 的 解答 .关于 球面 8" (023) 中 
二 维 裤 小 曲面 的 度量 的 内 在 性 质 也 有 大 量 的 结果 ( W, 
[8]) .关于 高 维 极 小 曲面 的 上 度量， 只 知道 在 起 曲面 的 
情形 有 充分 必要 条 件 ([16]). 极 小 曲面 到 另 一 外 在 构造 
的 曲面 的 等 距 变 形 ， 即 使 在 局 的 情形 ， 也 还 没有 做 过 
非常 多 的 研究 . 

极 小 曲面 内 在 几何 的 另 一 范围 的 问题 是 等 周 不 等 
Ж. (ioperimetric inequality ， 亦 见 经 典 等 周 不 等 式 (iso - 
perimetric inequality ，classical )), 但是 当 它 写成 最 确切 、 
也 最 有 意义 的 形式 时 ， 则 依 革 于 极 小 曲面 的 外 在 结构 
{ 见 [9]). 

2. 极 小 星 面 的 局 部 性 质 ， 这 里 可 以 提 到 极 小 曲面 
种 许多 安 分 向 证 的 解 的 解 祈 性 结果 ( 极 小 曲面 的 定义 
只 要 求 它 属于 C? 类 )， 极 小 曲面 在 充分 小 今 域内 实现 
所 讨论 区 域 上 有 相同 边界 的 一 切 曲 面 中 绝对 最 小 面积 
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的 结果 ， 慨 小 昌 面 方程 的 角 的 开 立 奇 点 或 低 阶 奇 点 的 
可 去 性 定理 及 其 挫 广 ， 广 久 极 小 是 面 在 分 支点 邻 域内 
的 结构 研究 ， 在 育 维 Euclid 空间 和 Riemann 空间 中 
极 小 曲面 和 所 谓 的 椭 回 变 分 问题 前 解 的 奇 点 的 证 究 
5〈 见 [2],[31,[6],[10],[12]). 

3. 具 体 的 极 小 曲面 的 研究 或 有 沸 定 的 边界 性 质 、 
YB ЖШ Gaus 映射 等 等 的 极 小 曲面 的 研究 . 
例如 ， 关 于 有 凸 水 平 边界 的 双 连 通 概 小 曲面 的 水 平 鹤 
线 的 凸 性 的 定理 ; 位 于 两 个 平面 a = Ci 和 г = Ci( 一 oo 
=С,< С, < оо) 2. НЕЕ 2 = 常数 的 完全 
极 小 曲面 与 悬 链 面 一 致 的 定理 ; 经 典 的 Enneper ,Scherk , 
Riemann - Schwarz 等 等 极 小 向 面 的 详细 研究 . 特别 要 
提 到 R'(n24) 中 极 小 锥 的 研究 ， 它 导 至 构造 E" 
(n 29) 中 Bernstein 定理 的 反例 ， 以 及 发 现 了 EE: 中 
超 曲 面 的 Plateau 问题 的 非 正则 解 的 合子 .在 商 维 Rie- 
mann 空间 中 各 种 极 小 曲 曾 的 基体 例子 也 已 经 开始 研 
ЯТ (®[1],[21,[61,[12],[13]). 

4. 利 用 与 C' 中 复 变量 西数 的 类 比 ，E"(n 之 3) 中 
极 小 曲面 理论 的 发 展 .在 这 里 可 以 提 到 关于 极 小 曲面 
的 边 掉 性 斋 的 结果 ， 关 于 极 小 曲面 越过 边界 的 正则 弧 
作 解 析 延 拓 的 定理 ， 关 于 极 小 曲面 的 泡 清 性 与 其 边界 
光滑 性 的 依赖 关系 的 定理 ( 例如 ， 若 边界 属 子 C"* 
Ж, mn>1,0<s<1. 则 极 小 由 面 也 肩 于 同一 类 )， 
对 极 小 井 面 作 类 似 于 亚 纯 函数 的 Nevanlinna 值 分 布 理 
论 的 工作 { 见 [21,[6].[13],05]). 

5. 关于 Еше -Lagrange 定理 (Euer - Lagrange 
theorem) 的 工作 ,在 “大 党 围 ” 研 究 极 小 曲面 方程 及 
其 对 于 EF 中 (之 1) iË n SR NB (хоо, 
f(x), сз, fad) 的 推广 

a : 

Хез =o 02) 
(其 中 f= (f. f), 9% 是 度量 张 量 g, ИЙЛЕ 
E) 的 同时 ， 大 量 的 工作 已 致力 于 Вишег - Lagrange Jr 
程 及 其 推 (2) 的 局 部 性 态 ， 关 于 余 维 k= 1 时 奇 点 的 
可 去 性 、 高 余 维 时 非 正则 解 的 存在 性 、 以 及 Dirichlet 
问题 的 研究 ， 存 在 着 许多 问题 ， 这 个 问题 能 用 另 一 种 
方式 处 理 成 确定 具有 已 知 周 界 的 极 小 其 面 的 Plateau 问 
题 ， 并 且 附 加 上 该 极 小 曲面 包括 周 界 在 内 到 平面 的 单 
值 投影 的 条 件 .在 许多 情形 下 ， 这 样 一 种 处 理 容 许 得 
到 基于 Plateau 问题 已 知 结果 的 Dirichiet 问题 的 结论 
(例如 ，E” 中 瑟 区 域 D 上 的 Dirichlet 问题 的 解 的 存 
在 性 利 唯 一 性 是 Plateau 问题 的 Rad 定理 的 推论 ) . 

在 一 般 情 形 ， 已 经 建立 有 任意 连续 边界 函数 的 、 
祭 维 为 1 的 Dirichlet 问题 的 林 解 性 的 充分 必要 条件 是 
边界 др 的 平均 曲率 向 量 指向 区 域 D 的 内 部 (在 4= 2 
时 ， 这 意味 着 D 是 凸 的 ); 这 时 ， 问 题 的 解 也 是 唯一 
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的 ， 至 于 非 呈 区域 情 形 ， 已 经 证 骨 对 于 有 Jordan 边界 
йл D 能 够 找到 一 个 连续 函数 9 (p). pe 8D, 使 
得 对 应 的 Dirichla 问题 是 不 可 解 的 .在 高 余 维 情形 ， 
ШЖ E" 中 球 域 的 情形 ，Dirichlet 问题 也 是 不 可 解 的 . 

在 D 外 部 的 Dirichlet 问题 也 已 作 过 讨论 . 这 里 获 
得 了 一 些 新 的 事实 ( 例如 ， 解 的 唯一 性 志 失 了 ， 可 解 


性 不 是 处 处 都 有 的 ， 等 等 } . 关于 有 不 完全 的 或 部 分 
有 界 边界 值 的 Dirichict 癌 题 也 有 一 些 结果 ( 见 [2] ,[6] ， 
= [8], [14]). 


6. 完全 向 小 曲面 【complete minimal surface). 所 
调 党 爹 朴 小 明 面 是 指 关于 其 内 在 度量 ( iniernal metric 
作为 度量 空间 是 完全 前 极 小 曲面 ， 完 全 极 小 曲面 可 以 
是 紧 的 (无 边 的 ) 和 非 紧 的 ( 即 开 的 ). 关于 完全 极 
小 由 面 的 研究 ， 兴 趣 基 本 上 在 于 研究 遇 面 的 大 范围 度 
其 性 质 、 几 何 性 质 和 拓扑 性 质 之 间 的 联系 

在 E" (n 2 3) 中 的 二 维 完全 极 小 出 面 的 研究 已 经 
取得 很 大 的 进展 ， 大 多 数 结果 是 用 复 变 函 数论 的 方法 
非得 的 .特别 是 ， 已 经 证 明 在 ЕР 中 存在 有 任意 指定 亏 
É g 和 连通 讼 的 完全 极 小 曲面 ; 已 经 获得 完全 极 小 
曲面 的 出 率 积分 | KaS 和 它 的 拓扑 类 型 及 共 形 类 型 之 
间 关 系 的 定理 ( 例如 ,|j 攻 4S<2n《x —®), х 是 时 面 的 
Euler 示 性 数 КЕЯ W W 2 8 4 И; Ж 
IJIK4SI< оо, 则 曲面 共 形 等 价 于 去 掉 有 限 多 个 点 的 
Riemann ШЇ; 如 果 一 个 完 会 极 小 曲面 8 是 无 限 连 通 
的 或 具有 共 形 双 曲 度 最 ， 则 其 全 曲率 是 无限 的 ， 并 
E 8 的 法 向 量 取 所 有 的 方向 皆 无 限 多 次 ， 例 外 的 方向 
集 至 多 具有 零 容量 ; 等 等 ) .球面 Gauss 喘 射 的 构造 已 
经 作 过 研究 (hin. P 中 完全 极 小 曲面 或 者 是 平面 ， 
或 者 其 球面 象 至 多 不 含有 一 个 零 容量 集 ; 5" (n23) 
中 的 完全 极 小 曲面 或 老 是 一 个 平面 ， 或 者 它 在 广义 球 
07 Gauss 映 喘 下 的 象 与 处 处 稠密 的 赵 平 面 集 相交 ; 对 
于 任意 的 + < 4, 在 E' 中 存在 完全 极 小 曲面 ， 使 得 它 的 
球面 映 复 恰好 不 包含 г 个 预先 指定 的 点 ; 等 等 ) . 已 经 
找到 完全 由 它 的 念 曲 半 和 折 扑 美 型 次 定 的 曲面 (它们 
是 悬 链 夯 和 Ermeper 曲面 (Enneper surface)); 已 经 证 
明了 E"(n2 3) 中 有 界 全 南 率 的 完全 极 小 曲 醒 的 外 延 
无 界 性 ( 见 F2],[8],[18] ,121] 中 的 参考 文献 ). 

关于 紧 极 小 曲面 的 结果 ， 总 的 说 来 是 与 位 于 球 
Bi S" = E"*! рук ФА ЛАШ ШОН ЭЧ. ЗАИН 
ПТН, БЕТ ЛЕ—# Riemann 空间 情形 的 困难 
外 ， 还 因为 ЕЗ! 中 的 圾 小 维 与 S" 中 的 极 小 曲面 之 间 的 
重要 关系 (E 中 每 一 个 以 球面 8" 的 中 心 为 顶点 的 
超然 面 是 极 小 的 当 上 且 仅 当 它 与 S" 的 交 是 S" 中 的 概 
小 曲面 ) - 这 里 所 前 析 的 问题 ， 总 的 说 来 与 А" 中 的 完 
全 极 小 曲面 是 相间 的 ， 价 如 ， 已 经 证 明 除了 二 维 射影 
平面 外 任意 一 个 紧 的 二 维 流 形 都 能 够 实现 为 8 中 的 
完全 极 小 曲面 ; Bernstein 定理 在 S 中 的 柄 版 也 已 经 


得 到 了 : 如 困 一 个 完全 设 小 前 咖 的 法 疝 量 溢 在 一 个 开 
半球 内 ， 则 该 极 小 曲面 是 杰 道 超 球面 ;5" 中 完全 检 小 
曲面 是 超 球面 的 其 他 判别 准则 已 按 到 了 ; 5” 中 完 余 极 
小 曲 置 依赖 其 数量 曲率 值 的 可 能 水 状 及 唯一 性 问题 已 
作 过 研究 ， 等 等 ( 见 [2],[6],[8].[13])， 

7 .不 同类 型 的 广义 极 小 时 面 以 及 其 解 保持 极 小 曲 
面 性 质 的 方程 和 变 分 问题 前 构造 ， 这 里 ， 极 小 明 面 的 
经 典 理论 直接 与 下 列 方面 的 工作 相 衔 接 : 关于 有 指定 
平均 曲率 的 曲面 的 工作 ， 关 于 拟 共 形 球面 Gauss ШАЙТ 
的 工作 ， 以 及 关于 具有 Euler -Lagrange 方程 的 许多 性 
质 的 2 个 变量 或 多 个 变量 的 拟 线性 本 图 方程 的 工作 - 
在 把 极 小 曲面 与 积分 流 或 各 种 Hausdorff Ж J É 8 АА 
化 的 集合 联系 起 来 的 理论 中 ， 已 经 作出 了 走 得 更 远 的 
推广 ( 见 [2],[6],[7],[10],[11]). 

8. 关于 2 维和 高 维 极 小 曲面 的 Platean 问题 { Plateau 
роет) 的 工作 ( 见 高 维 Plateau 问题 ( Plateau prob- 
lem , multi- ~ dimensional )). 

从 列举 的 问题 和 结果 可 以 十 分 清楚 地 看 到 在 极 小 
曲面 理论 中 问题 的 范围 是 非常 大 的 ， 所 用 的 方法 因而 
是 多 种 多 样 的 ， 总 的 来 说 ， 左 经 典 的 研究 中 运用 了 微 
分 几何 ， 复 函数 论 和 微分 方 积 的 方法 ， 而 现在 ， 特 别 
是 高 维 空间 中 极 小 曲面 的 研究 ， 拓 扑 、 测 度 论 ， 泛 函 
分 析 方 法 的 应 用 正在 发 展 之 中 

自从 本 文 的 准备 和 发 表 以 来 ， 在 上 面 所 提 到 的 所 
有 问题 都 已 取得 了 重大 的 进展 ， 参 看 [18]— [22]; 此 
外 ， 还 应 该 提 到 关于 极 小 曲面 的 计算 机 辅助 研究 的 发 
J. 见 [117]. 
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И.Х. Саби» Ж ВЕН 译 
【校注 ] 作为 极 小 曲面 Bemsten 定理 的 一 种 推广 ，E? 
中 完全 极 小 赐 面 的 Саш 映射 的 值 分 布 一 直 引 起 不 少 
数学 家 的 极 大 兴趣 .1987 年 ， 日 本 数学 家 芯 本 坦 孝 终 
于 得 到 了 这 方面 的 最 佳 结果 ([ B1]}. 他 证 明了 : 设 M 是 
Е? 中 的 完全 极 小 曲面 ， 则 M 的 Gauss ВАЕ 
面 S: 上 的 4 个 点 . 他 的 证 明基 本 上 得 循 及 Osserman 
证 明 Nirenberg 猜想 的 思路 《 见 [B2]). Же ЖОКЕ 
一 步 发 展 以 及 它 与 曲面 全 有 曲率 的 关系 , 可 参见 [B3， 
в]. 
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MINIMAX ESTIMATOR 753 


[B3] Fujimoto ,用 ., Modified defect relations for the Саша 
тар of minimal sulfacs , J. Diff. Сеот., 29 (1989), 
245—262; 31( 1990 ), 365 — 385. 
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total curvatus of complete minimal surfaes and ап 
extension of Fujimoto's theorem , терпїї. 

沈 一 兵 校 


极 小 化 极 大 [mminimax ; минимакс ] 
混合 极 值 
inf sup Р(х, у), minmax F(x, у) 


КН 
Ж (PF35482 ACR Л (maximin)); 它 可 以 解释 (P| 
如 ， 在 决策 理论 ， 运 筹 学 (operations research ) 或 统计 
学 中 ) 为 在 给 定 环境 下 作出 决策 所 不 能 避免 的 损失 中 
的 最 小 者 、 Н. Н. Bopo6vee Ж 
ИМЕ) 关于 在 统计 学 中 的 一 个 解释 见 极 小 化 极 大 统 
计 程 序 { minimax statistical procedure ) ， 关 于 对 策 论 中 
的 极 小 化 极 大 值 见 [A1] ， 关 于 决策 理论 中 极 小 化 极 大 
值 和 极 大 化 极 小 值 的 讨论 见 [A2] , [A3]， 极 小 化 极 大 
{种 极 火 化 极 小 ) 的 考虑 也 出 现 于 数学 的 其 他 部 分 ， 
如 在 逼近 论 中 【[A4j) 
参考 文献 
ГАІ] Satp, 1, and Forgo F ,, Introduction to ће theory 
of games , Reidcl, 1985, Sect . 91, 
[A2] Тиюташ„ R. J. and Grose, R. А., Decision mak- 
ing through operations research , Wiley , 1970, Chapt. 
3 
ГАЗ] Sengupta , J. К., Stochastic optimization and econo - 
mic models. Rekdkl , 1986, Chapt. IV, 
ТАФ] Ridin, Th. Ј., An introduction to the approximation 
of functions, Dover , reprint, 1981. 
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极 小 化 极 大 估计 量 [minimax estimator ; мквнмаксная 
оценка | 

统计 估计 问题 中 ， 由 极 小 化 极 大 统计 程序 (minimax 
statistical procedure) 的 概念 得 到 的 统计 估计 是 . 

#1. 设 随机 变量 亏 服 从 二 项 分 布 ， 参 数 为 上 和 
в 90(0<0<) Ж. 统计 量 


хо уп__ 
п 1+0 


t= 


12007 
关于 损失 函数 
в, п=(ө—)* 
是 参数 9 的 极 小 化 极 大 估计 量 . 
2. БХ... х, ВШ, 服从 具有 连 
续 概率 密度 /(х—в)(х|<ою, (01<о0) В Ж. 
Pitman 估计 量 (Pitman cstimator) 
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[veo Доу 


та (Дт, а 
|] ЛП Лх+ у „)ах 


ЗЕТА L (6,1) =(0-0) 是 未 知 位 移 参数 日 的 极 
ЛМК, Я ХХН X... 
加 得 出 的 顺序 统计 量 (ordsr statistic}， 而 Y = X, — 
Xa: 特别 地 ， 和 如果 Х.Х, N(0,.1). MJ:=(X + 
Xn 
参考 文献 
[ 1] Zacks, S., The theory of statistical inference, Wiley, 1971 
[2] Cox, D .R. and Hinkley, D., Theortical statistics, Chap- 
man & Hall, 1974. 
М.С.Никулин # ДЖ Ж 


极 小 化 极 大 原理 [minimax principle ; миннмакса прин - 
una] 

Р = A SE n 299 (two-person zero -sum 
вап) 的 最 优 性 原理 ， 它 表达 了 每 个 局 中 人 力求 得 到 
报 大 保证 的 支付 - 极 小 化 极 大 原理 在 满足 等 式 

у = тах min H(a, b) = піппихН (а, b) (s) 


пел вав фев асл 


的 对 策 工 =《4, В, 吾 》 中 成 立 ， 上 述 等 式 即 存在 等 
于 v 的 对 策 的 值 和 两 个 局 中 人 的 最 优 策略 - 
对 于 蝶 阵 对 策 (matrix game ) 和 某 些 无 限 二 人 零 
和 对 策 类 〔 见 无 限 对 第 ( infinite рате) ) ， 极 小 化 极 
大 原理 在 运用 混合 策略 时 成 立 . 已 知 等 式 (* ) 等 价 于 
不 等 式 【 见 对 策 论 中 的 鞍点 (saddle point in game theo- 
ry)): 
H(a,b')<S Hla', b")< H(a', b) 
对 于 所 有 аеА, beB 成 立 ， 其 中 a` 和 b" 分 别 是 使 
(ж) 中 外 面 的 极 值 达 到 的 策略 . kE, ЖИЕ K 
理 在 数学 上 表达 了 稳定 性 概念 的 直观 理解 ， 因 为 每 一 
个 局 中 人 偏离 自己 的 最 优 策略 a ”( 相应 地 b")， 都 不 
288). 同时 ， 极 小 化 极 大 原理 对 局 中 人 1 (U ) 保 
证 增益 《损失 ) 不 少 于 (不 多 于 ) 对 策 的 值 ХРА 
阵 对 策 极 小 化 极 大 原理 的 公理 化 刻画 已 经 给 出 ( W[1]). 
参考 文献 
[1] Вилкас, Э., {Теория вероятн, и ee примен. у, 
8 (1963), 3, 324 — 327 E. Б. Яновская 所 
ІРЛ 允许 混合 策略 而 使 极 小 化 槛 大 原理 成 立 的 事 
实 称 为 极 小 化 极 ; 它 归功 于 von Neumann . 
ряхй 
[Ai] Мештапп, J. von and Morgenstem, О., Theory of 
ames and economic behavior, Princeton Univ, Press , 
1953 ( 中 译本 : 约 答 - 5 ER, АПК BB 
斯 特 恩 ， 竞 赛 论 与 经 济 行 为 ， 科 学 出 版 社 ，1963 ) 
хит ж 


极 小 极 大 性 质 [minimax property ; мивнмаксное свой- 
ство), 本 征 什 的 

联系 于 一 个 完全 连续 自 伴 算 子 (self - adjoint opera- 
юг) A( 亦 见 完 全 连续 算 子 (completely-continuous opera- 
tor )} 的 本 征 信和 相伴 二 次 型 (4x,x) 的 极 人 和 极 小 值 
的 一 种 特殊 类 型 的 关系 . 设 4 是 Hilbert 空间 吾 上 的 一 
个 完全 连续 算 子 .A 的 谱 由 有 限 个 战 以 零 为 唯一 极限 
点 的 可 数 个 本 征 值 组 成 ， 对 应 十 非 零 本 征 值 的 根子 空 
间 出 本 征 向 量 组 成 并 且 是 有 限 维 的 ; 对 应 于 不 同 本 征 
证 的 本 征 子 空间 是 相 五 正 交 的 ; 4 有 本 征 向 量 的 一 个 
完全 系 . 4 的 谱 分 解 ( 见 线性 算 子 的 谱 分 解 (specual 
decomposition of а linear operator) 上 共有 形式 4=》 ДР, 
ЯРАТ ЛЫЙ, Р, ЕЖЕ Bj Е АЕ 
影 算 子 ， 并 且 这 个 级 数 按 算 子 范 数 收敛 . 4 的 范 数 与 
本 征 值 的 最 大 模 和 max {| (Ax, x) |: x€ H, |x|=1) — 
致 . 最 大 值 在 对 应 的 本 征 向 量 达 到 、 

设 21 之 i2 之 … 是 4 的 正本 征 值 ， 其 中 每 一 个 本 征 
值 按 其 重 数 重复 ， 那 么 


对 = пах A) 
t em |x]: 


@) 
а= min max С) „| 
тоз pi |х| 


其 中 x,y,，,…,y, 是 吾 中 任意 的 非 零 向 量 , 类似 的 关 
系 对 负 本 征 值 41 21, 2 成立 - 


аге МА), 
B |x] 


Ду. max min Ах). п>]. 9 


умт рота |x É 


关系 式 (1) 和 ОНТО АЯ T Bj A Lt 
值 . 如 困 4 和 BB 是 完全 连续 和 白 伴 算 于 ，A<8B( 即 ， 
(4x,x) 所 (Bx,x))，2, 和 ,是 它们 的 正本 征 值 序 
列 ， 按 减 序 排列 ， 每 一 本 征 值 按 其 重 数 重复 .那么 
А& u, - 
参考 文献 

[1] Dunford, N. and Schwartz. J. T., Linear operators, 2, 


Spectral theory, Wiley, 1988. 
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极 小 化 极 大 统计 程序 [minimax statistical ргосейше ; мн- 
HHM3KCHO0CTb статистической процедурь] 

数理 统计 中 最 优 性 的 形式 之 一 - 称 统计 程序 在 极 
小 化 极 大 意义 下 为 最 优 的 ， 如 果 它 使 极 大 风 栓 最 小 . 
用 决策 应 数 (decision funetiom) 的 语言 ， 极 小 化 极 大 程 
岸 定义 如 下 . 设 随机 变量 X 取 值 于 样本 空间 X. 9, 
Р,) (0.0); 又 设 A= {8} 是 决策 函数 类 ， 用 于 根据 XX 
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的 实现 在 行动 空间 妃 中 选择 决策 小 500): — 


D. 这 里 假设 给 定 某 一 定义 在 Ө xDD 上 的 损失 函数 工 (0， 


Ф) Ek WE E. ВЕ Р белт жа 
(8,4) 为 统计 判定 问题 中 的 机 小 化 极 大 程序 (minimux 


Procedure) ， 如 果 对 于 一 未 5E&. 有 
зир E, L (0,6`(X)) < supEo L (9.6 (X), 
其 中 
E,L(8,š(X)) = (6,8) = (100,809), (х) 


是 对 应 于 统计 程序 (决策 规则 )5 0 А В. 这 时 ， 
对 应 于 观测 结果 x 和 极 小 化 极 大 程序 6- 的 决策 = 
8'(х) 称 为 极 小 化 极 大 判决 minimax decision) ,因为 量 
supE L (0, (X) 

表示 用 程序 jsA 时 的 期 望 损 夭 ， 故 极 小 化 极 大 程序 说 
明 ， 如 果 在 出 判决 空间 DD 选择 判决 4 时 采用 程序 a°, 
则 最 大 期 望 风险 ` 
sup А(0,07) 

将 尽 可 能 地 小 ,由 极 小 化 极 大 程序 并 不 总 能 得 出 合理 
的 推断 ( 见 图 1) . 


在 此 情形 下 ， 尽 管 
sup (9. б.) >sup R(g,á,), 
өө аео 


但 应 立足 于 程序 5 ШКЕ S, 在 万 关于 参数 8 的 
验 前 信息 的 情形 下 ， 极 小 化 极 大 统计 程序 的 概念 在 统 
计 若 定 阿 题 中 是 有 用 的 ， 
参考 文献 
[1] Lehmann, BR.，Testing statistical hypotheses. Wiley, 1986 
[2] Zacks.S., The theory of statistical inference, Wiley, 1971 
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极 小 化 方法 ( 强 依 末 于 多 个 变量 的 函数 的 ) [minimiza - 
боп methods for functions depending strongly оп а few 
variables ; овражных функций методы минямизации ] 、 


求 多 元 函数 极 小 值 的 数值 方法 ， 假 设 给 定 一 个 下 


有 界 朋 二 次 连续 可 微 函 数 


Јо) = Јод, х„), 


且 已 知 在 向 量 х'= (xi, з, ху) 7 《这 里 了 表示 转 
Ж) 上 到 到 它 的 最 小 什 ， 要 求 鬼 造 一 个 向 量 序列 
Ка (xo 一 (xin U” х„„)'). 使 得 


im J(x,)= J(x `). 


有 许多 方法 可 以 得 到 这 样 的 一 个 序列 . 然而， 当 被 极 
小 化 的 函数 的 等 位 曲面 J{x) = 常数 有 与 球面 相差 很 
远 的 结构 时 ， 大 部 分 算法 有 急速 退化 的 缺点 ， 这 可 博 
ИТ, К О 称 为 一 个 谷底 ( bottom of a val- 
Ісу), Е 

21 了 Ї 


го 22.5. — 
x, xn 
在 其 中 的 范 数 本 质 上 小 于 在 空间 其 余部 分 的 范 数 ， 而 
这 函数 本 身 称 为 从 函数 ( valley fimetion )， 如 果 被 极 小 
化 函数 的 自 变量 空间 的 维 数 超过 二 ， 溃 函数 等 位 面 的 
结构 可 以 很 复杂 ， 有 (m— k) 维 山 谷 (vales) 出 
现 ， 这 里 上 从 1 变 到 m-— 1. Ыы, с Bl 
中 ,一 维和 二 维 山谷 是 可 能 的 . 
谷 型 函数 被 一 个 病态 的 二 阶 入 数 矩 阵 {Hesse Hi 
阵 (Hesse matrix 或 Hessian )) А 
82 J(x 
дх,дх 


| эт, 
2 


J"(x)= 


局 部 地 刻画 其 特征 ， 它 导致 J(x) 沿 着 与 对 应 于 Hesse 
和 矩 降 的 大 本 征 值 的 本 征 向 量 相 一 致 的 方向 上 有 强 变 
化 ， 而 消 着 与 小 本 征 值 对 应 的 方向 上 有 小 变化 、 

大 部 分 已 知 的 最 优化 方法 允许 有 一 个 到 谷底 0 的 
相当 急速 的 下 降 ， 有 了 引起 J{x) 的 值 与 在 出 发 点 的 
值 相 比 下 有 相当 上 的 减 小 (下 降 到 谷底 中 ). 然 而， 
这 个 过 潼 后 来 明显 地 变 慢 ， 而 实际 上 在 Q 的 某 个 可 能 
与 所 要 求 的 极 小 点 相差 很 远 的 点 上 停止 ， 

二 次 连续 可 微 函 数 了 (x) 称 为 从 函数 ( valley func - 
ton) ( 见 [1]) ， 如 果 存在 区 域 GcR"， 在 其 中 
Hese ЯЕ J*(x) 的 本 征 值 ， 按 模 减 小 的 次 序 ， 在 皇 
何 点 xsG， 满 足 不 等 式 


0 < |[тілд, (х) < 4,(x), (1) 
山谷 的 陡 度 由 数 
5= — 0) 
{min д, 1 
ШЕ) 


мя. ШЖ J" (x) 在 G 内 的 本 征 值 满足 不 等 式 


ГАС) SHA (x)|< 


<, (XIE EA (Xx), 
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则 数 r 称 为 函数 J (x) 在 xe G 的 从 维 数 ( dimension 
of the уйсу) ( 见 [1]) , 7 
描述 J{x) АТЕНЕ. 
dx 
dt 
是 一 个 刚性 微分 方程 组 {Stiff diflerential system ) . 
特别 地 ， 当 J{x) 是 严格 凸 的 且 其 Неве M B 
止 定 的 《 它 的 本 征 舍 是 严格 正 的 ) 时 候 ， 不 等 式 (1) 
与 熟知 的 Hesse 挫 阵 的 病态 要 求 : 


пык 2,(x) 


= (х), x(0) = xo (3) 


в") = >>1 


min a (x) 
一 致 .在 这 情况 下 谱 条 件数 与 山谷 的 陡 度 相同 . 
坐标 方式 的 下 降 法 【coordinate - wise descent meth - 


od)( 见 [2]) 
тт (хао se h Жады U ЛЫ), 


k=0,1,", (4) 


不 管 其 简单 性 和 普遍 性 ， 仅 当 山谷 的 位 置 处 于 罕见 情 
襄 下 ， 即 当 山 谷 的 方向 是 治 闭 坐 标 轴 时 才 有 效 ， 

[2] 中 提出 了 方法 (4 ) 的 一 个 现代 化 版 本 ， 它 包 
括 坐 标 轴 的 一 个 旋转 ， 使 得 一 个 轴 沿 xx х. 伸 
笑 ， 此 后 搜索 在 第 (大 + 1 ) HUB. 这 样 的 一 个 办 法 
导致 “个 坐标 轴 有 -… 种 与 谷底 的 -- 条 母线 -- 致 的 趋 
向 ， 使 在 若干 情况 下 能 顺利 实现 带 有 一 维 山 谷 的 函数 
的 极 小 化 . 这 方法 对 多 维 山谷 是 不 适用 的 . 

最 速 下 降 法 (steepest descent, method of) 的 方案 
是 由 差分 方程 


X. Zx. АЛ, J, =J'(x.) (5) 


给 出 的 ， 这 里 由 条 件 
хы) = min J(x, — Л) 


选 起 .对 严格 目的 党 函数 ， 特 别 对 二 次 函数 

х= T x7Dx 一 57x， (6) 
出 算法 (5) 构造 的 序列 {x,} ЛАК ВАСА e 
小 值 点 x"( Ж[3]): 


к("(х`))-1 
ЕО) +1 ` 
出 于 对 从 了 两 数 ，k (J"(x)) > 1, 4 人 1， 从 而 收 全 性 
在 实际 上 是 不 存在 的 . 
对 简单 梯度 方案 ( 见 [4]); B BEBE 《gradient me - 


а= 


thod)) 
ху = х, ВЈ, ал = (х,у). 上 二 常数 ， 
(7) 
类 似 的 情况 记 能 看 到 .加速 其 收敛 性 的 基础 在 于 用 以 
前 选 代 的 结果 使 得 谷底 更 精确 ЛЕК (7) 能 够 同 每 
一 次 迁 代 的 比率 g = 1 7 的 计 算 一 起 应 用 
(M[4], 55])， 当 它 变 得 稳 恒 地 把 近 于 常数 值 9= 1 
时 ， 技 照 表 达 式 
h . 
ттр ^ 
执行 一 个 大 的 加 速 步 长 . FR HUB EK BJ F B — B HE 
续 到 下 一 个 加 速 步 长 . 
平行 切线 法 的 各 种 形式 { 见 [4] — [6]) 的 基础 是 
沿 著 宰 度 法 中 由 点 x,, х,,, 给 出 的 方向 x i,s — X, 
实行 加 速 步骤 .在 重 球 法 (heavy sphere, method of 
йе) ( 见 [4]) 中 ,下 一 步 的 忆 近 具有 形式 


X X 


аавв) 


在 山谷 法 (уйгу method) ( 见 [7]) 中 ， 局 部 下 
Шла (7) 从 两 个 任意 选取 的 出 发 点 进行 ， 然 后 
在 谷 庭 的 两 点 给 出 的 方向 作出 加 速 步 长. 

这 些 方法 并 不 比 梯度 法 (7) 复杂 很 多 ， 且 它们 以 
宰 度 法 为 基础 ， 对 一 维 山谷 得 到 了 加 速 收 敛 性 ， 在 更 
一 般 的 多 维 山谷 的 情况 下 ， 这 些 方法 的 收 人 性 明显 地 
变 慢 ， 必 须 转向 更 有 力 的 二 次 过 近 法 ， 它 们 以 Newton 
的 方法 ( 见 Newton 法 (Newlon method )) 


Ko XT) Д) (8) 
为 基础 .函数 (6) 的 极 小 值 点 满足 线性 方程 组 
Dx =b, (9) 


且 在 所 有 计算 绝对 精确 的 条 件 下 ， 对 二 次 函数 Newton 
的 方法 不 依赖 于 山谷 【2) 的 陡 度 和 山谷 的 维 数 ， 日 一 
步 就 引导 到 极 小 值 ， 实 祭 上 ， 带 月 大 的 条 件数 k(D) 
和 计算 中 数字 的 限制 数 ， 解 (9 ) 的 问题 可 能 是 不 适 定 
的 ， 且 矩阵 D 和 向 量 b 的 元 察 的 微小 变化 能 导致 x 
ФА. 

在 西 的 带 有 中 等 陡 度 的 情形 下 ，Newton 的 方法 在 
收 敏 速度 方面 比 其 他 方法 (如 梯度 法 ) 常常 是 更 可 取 
№. 

一 大 类 二 次 【 拟 Newton 的 ) Jy 1836 #| Е 
方向 (corjugate directions) (Ж. [2], [3], [8]). 对 
凸 冰 数 的 极 小 化 傅 形 ， 这 些 算法 是 很 有 将 的 ; 由 于 有 
一 个 二 次 的 结果 ， 它 们 不 需要 二 阶 导 数 答 阵 的 计算 . 

有 时 { 见 [8] ) ЖКУ 

CE {10) 
实行 的 ， 这 里 E 大 单位 矩阵 . 标量 8. 是 这 样 选取 
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й, ШЕИ J + 8 É OF, H 
аах, ву 


АЛТИ АЕР ў Hesse 88 ЖЕ ЭЛИ ЛЕ E B 
近 的 方法 ( 见 [8])， 对 谷 函 数 的 板 小 化 ， 由 于 选取 参 
数 Вас 的 困难 等 原因 ， 这 种 算法 舌 来 是 无 效 的 。 
这 些 参数 的 选择 要 根据 Hesse ЖЕ АЯН ЖК ЛИНЕ ЖЕ 
值 大 小 章 信 息 ， 而 对 实际 计算 和 高 的 陡 度 这 个 信息 旦 
强烈 地 失真 了 . 

Newton 的 方法 对 谷 函数 极 小 化 情形 的 一 个 更 合适 
的 推广 基于 最 优化 的 连续 原理 . 把 函数 у(х) 并 列 到 
一 个 微分 方程 组 (3 ) ， 它 可 用 微分 方程 组 方法 积分 
《 见 刚性 微分 方程 组 (stiff differential Stem)) ， 极 小 
化 算法 取 以 下 形式 : 

x= 4 0(2D4, 
Е 
Фону | ер(— Л, 


Ча = mi J(x, Ф(2°Һ)Л,) 


ют, (1) 


‚м к)? 
өорем[а- л 00 г --}, 


Фое д) = B27 hE) [2Е— Ф027 А), 


s=0, =. NC 1. 
在 [1] 中 ， 基 于 利用 刚性 方 得 组 的 性 质 已 经 提出 了 一 
种 对 谷 函 数 极 小 化 的 算法 ， 设 函数 J(x) 在 x, ЮЙ 
ЖР нў (6) ЖЯ. ЖЕ D 和 向 量 b， 用 壁 
如 有 限 差分 通 近 法 计算 .从 这 和 矩阵 元 素 的 表示 
Khu (ua, u.) G =l," m) D ñ 
本 征 问 量 的 规范 正 交 基 ， 可 推出 这 些 元 素 的 不 精确 测 
及 ,使 得 美 于 一 个 病态 矩阵 的 最 小 本 征 值 的 信息 失 
真 ， 因 此 导致 (6) 的 极 小 化 问题 的 不 适 定 性 . 
此 让， 对 省 函数 (6) 的 下 降 微分 方程 组 ， 
= = Dx+b,x(0)= x, 
有 和 解 ， 其 中 由 于 条 件 (1) ， 带 有 园子 exp( 一 414) 的 
项 仅 在 长 度 т О(г) 的 小 初始 区 间 上 有 影响 . 
换 名 话说， 向量 x(1) 的 分 量 满 足 方程 
Xu дг = 
= (аби, ar b'u,Jep(- At), 


它 很 快 地 转 品 稳定 美 系 


аы, жу, bu 0, (2) 
这 里 X 古 满足 (12) 的 向 量 的 分 量 . 这 个 性 质 用 于 这 
个 算法 中 ， 通 过 把 向 量 u, 的 最 大 分 量 与 之 对 应 的 向 
E x 的 第 j 个 分 量 用 其 余 分 景 来 表示 ， 把 1(x) Кый 
9 (m 一 1) 维 自 变 最 的 一 个 新 函数 : 


一 


一 :|- 

= уу Ea 03) 
然后 由 函数 (13) УБЕ) 28] — 8700 (т 一 
ТОЕ ЕА b. оН Ж => ра ЛАНО 
W E }ЕЖАПБЕНГ 098 zp. ТОТА ЕТЕК Р Е u, 
BJ f 3 [3 Н КЕЛМЕЗ ЕР. ОЕА ТЕ 
算 , D B b ж (13) 得 出 的 而 不 是 用 D # b 
得 出 这 一 要 求 ， 在 此 是 很 重要 的 要 点 .关系 式 ( 12) 中 
系数 用 军法 求 得 ， 如 同方 程 组 


Dix = D*-!b 


的 任意 一 个 方程 的 系数 一 样 ， 如 果 陡 魔 不 被 小 或 无 足 
轻重 地 碱 小 ， 则 这 个 向 量 x 的 坐标 的 消去 过 程 递归 地 
继续 直到 获得 必需 的 诚 小 ， 
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面积 的 极 小 化 [minimization of ап area; минимизация 
площади] 

яш ТАНЕ В 在 给 定 类 R 的 一 个 一 对 
一 正则 画 教 F DR F 0 Riemaan 曲面 (Riemanm sur - 
face) 的 面积 A (F) МАКАМЫ ГЕИ, ЕИ 


ппс) тд [Е de e) 
> 


的 问题 (do Ж). (*) 中 在 B 上 的 积分 应 理 
解 为 区 域 B,{n = 1, 2, ) 上 的 积分 的 极限 ， 这 些 p. 
穷竭 区 域 B， ШЖ Е, СВ, B cB,,,， 而且 从 某 
ЕЕ ЕС B 均 位 于 B, 内- 
当 R 是 给 定 的 包含 z= 0 且 边 界 点 多 于 一 个 的 
单 连通 区 域 B 内 正则 的 机 数 F(z), FC0)=0, F'(0) 
= 0, ЖАИ, ЖЖ 只 中 В 的 象 的 面积 A(F) 
的 极 小 值 4 由 把 B 单 叶 映 射 成 整个 辆 区 1z| <т 的 
唯一 函数 给 出 ， 其 由 + 是 吾 在 z=0 的 共 形 半径 
(38942 (confonnal madins)); 而 且 А = пе 
寻 寻求 多 这 通 区 域 象 的 极 小 百 积 问 题 水 已 六 考虑 过 
АН. 
参考 文献 
{1] Голузин, Г. М., Геометрическая теория функций 
комплексного переменихо, 2 юд., М., 1966 ( 1 
Ж: бошап, С. М., Geometne theory of fundions 


ӘР а complex variable , Апет. Math. Ѕос., 1969) 
Е.Г. Голузина Ж ВЯ 译 


计算 量 的 极 小 化 [mminimization of фе iabour of cakulation , 
minimization of the computational work; минимизация 
вычнелительной работы] 

现代 计算 数学 的 一 个 分 支 ， 它 独力 于 制订 和 研究 
按 预 定 的 精度 & > 0G、 雇 最 少 的 计算 费用 (最 少 的 计 
算 量 ) 来 求 得 类 { P} 中 的 问题 P 的 近似 解 的 方法 - 
这 一 计算 数学 分 支 可 以 联系 更 一 般 的 致力 于 方法 优化 
间 题 的 分 支 《 例 如 见 [11}, [2])， 其 中 除 六 指出 的 计算 
量 极 小 化 问题 区 外 ， 还 考虑 这 一 问题 的 对 偶 问题 ， 即 在 
大 致 需要 同样 计算 基 的 近 做 方法 中 ， 求 具有 最 大 精度 
(最 小 误差 ) 的 方法 - 后 ~- 问 题 例如 对 于 数值 积分 问 
题 尤 为 突出 .在 那里 度量 计算 量 的 积分 节点 数 是 固定 
的 . 

邻 5 之 0( 通常 e>0, WF c= 0, 寻求 的 是 Р 
的 精确 解 ) 是 对 给 定 的 有 关 问 题 类 { P} 中 的 问题 P 
的 解 所 要 求 攀 精度，m 是 一 种 允许 对 {P} 中 任何 问 
题 求解 和 的 方 法 ， 这 样 的 方法 的 集合 表示 为 {m}， 今 数 
W,(P, г) > 0 刻画 当 运 用 方法 m Н е РЖ 
解 的 计算 费用 ， 并 置 


W,([ P), #)= вар И„(Р, є). 


Ж ВЕЛАТ ЖЕТИ т, (849 
т. (ОР). e= af W.((P). о), 


即 ， 本 质 上 是 寻求 并 非 只 对 固定 的 问题 Р, рдЕ 
个 问题 类 的 最 优 求 解 方 法 (对 于 类 的 最 优化 ) ， 在 多 
数 和 铺 况 下 ， 计 算 量 的 极 小 化 是 以 2 一 0, M — co HF 
的 渐 近 意义 下 给 出 的 ， 这 里 N 是 确定 所 解 问题 的 “ 维 
数 " 的 参数 . 
方法 mm。 称 为 阶 最 党 【order optimal ) 方法 。 如 果 
它 的 计算 费用 至 多 是 量 (Р), 8) ШШЕН, ж 
者 是 任何 可 能 的 方法 的 计算 费用 的 下 界 估计 ;方法 m, 
称 为 对 数 最 优 ( logarithraically optimal) 方法 ， 如 果 
BW, СР), s) =(1+o(1))inE((P), к). 


计算 量 W, (P, e) 本 身 通常 是 由 在 一 全 常规 计算 机 上 
实现 为 达到 精度 # 而 使 用 方法 m 时 所 产生 的 算术 运 
算 的 次 数 来 刻画 的 ， 在 其 种 程度 上 ， 这 样 的 简化 古 合 
理 的 ， 因 为 在 实际 的 计算 机 上 许多 方法 中 所 完成 的 多 
辑 运 算 至 多 是 算术 运算 的 有 限 多 俏 ， 对 于 可 接受 的 方 
法 ， 作 为 一 条 法 则 ， 要 求 它们 关于 含 人 误差 有 稳定 
性 . 其 重要 性 在 于 这 些 方法 中 所 使 用 的 机 器 的 内 存量 
的 渐进 增长 不 会 太 大 . 

为 使 这 一 计算 量 极 小 化 问题 具体 化 ， 既 须 确切 描 
述 类 { 了 ]， 还 须 提出 用 来 确定 原 问 题 的 解 的 精度 的 距 
离 空间 H. 

许多 这 样 的 具体 的 极 小 化 问题 的 解答 不 公有 理论 
兴趣 ， 并 且 也 有 巨大 的 应 用 意义 ， 它 经 常会 使 得 在 计 
算 机 上 求解 问题 时 耗费 较 少 的 机 时 ， 这 不 仅 对 需要 大 
计算 量 的 问题 ( 酝 如 数学 物理 中 的 多 维 问题 ， 见 121 一 
[8])， 也 对 类 似 于 计算 初等 沙 数 和 求 离散 Fourier Ж 
换 之 类 的 问题 ( 它们 是 标准 的 ， 并 县 反复 点 用 于 另 -~ 
些 更 复杂 的 问题 的 求解 ， 见 [1], [91) 来 说 ， 都 着 特 
别 重 要 的 ， 计 算 量 极 小 化 问题 是 非常 复杂 的 ， 在 许多 情 
形 只 能 得 到 部 分 解答 ， 甚 至 完全 不 知道 解答 . 

在 实践 中 ， 对 于 维 数 相对 较 低 、 精 庶 要 求 不 高 的 
问题 的 求解 ， 有 寺 具 有 较 卷 的 渐 近 特征 的 方法 可 能 需 
要 较 少 的 机 时 通常， 如 果 计 算 费 用 是 可 接受 的 ， 那 
么 在 选择 方法 时 ， 首 先 要 考虑 的 是 简单 性 和 可 草 性 . 

假设 原 问 题 是 有 限 扒 的 ， 并 且 当 运算 执行 中 完全 
没有 合 信 误差 时 ， 存 在 用 有 限 次 算术 运算 就 能 得 到 精 
确 解 的 方法 . 以 下 是 一 些 例子 : 对 于 给 定 的 有 |x| < 1 
的 x ë, 求 N 次 多 项 式 p,(x) 的 值 的 计算 问题 ; 
两 个 N 阶 方 阵 的 相 乘 ; 有 给 定 的 N 阶 方 阵 的 代数 方 
程 组 4Ax = 上 的 求解 ， 以 及 求 离散 Fourkr 变换 ( 见 
117, [9]) 问题 : 
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0, = Yu resmen аа 0 5 Nl (1) 

© 
这 里 | 起 虑 教 单位 ， 问 量 a= (uo, сз, ну) 是 给 
ЖИЙ, АРЕ o= (e. U. о) 是 所 求 的 ，N = 2", 
ге, 1, 77. #р„(х),хе[е1,1], A. b, Ж 


以 及 向 量 и 的 形式 上 ， 没 有 任何 具体 的 限制 ， 因 此 ， 
这 些 问题 中 的 每 一 个 都 可 允许 有 出 所 有 这 种 形式 的 问 
题 所 组 成 的 类 { P} .在 类 似 的 问题 中 ，N 起 着 参数 
的 作用 ， 并 日 特别 要 考虑 当 N -~ oo 时 计算 费用 
W,(P,0)= W,(P) ВЕ. 对 于 这 些 问题 中 的 
ЖЕ, Ногпег 方法 把 p (x) 记 为 下 列 形式 : 


а, t x(a tx( (ау t xa.) ), 


使 得 用 N 次 乘法 和 N 次 加 法 就 能 计算 р„(х). 已 
EE] ( 见 [9])， 这 一 方法 是 最 优 的 ， 不 存在 其 他 方 
法 ， 合 得 它 只 要 求 更 少 的 加 减法 或 更 少 的 乘除 法 ， 条 
件 是 У Та ЖА { 见 [1]). 

AP388253 = ЫШ. ЖЕЙ Б НҢ N > 
0 时， 以 W(N) ~ А 次 算术 运算 米 给 出 解 的 方法 
( 见 [1])， 它 们 实际 上 都 在 实 算 中 教 应 用 ， 当 前 在 所 
有 已 知 和 的 方法 中 ,已 知 的 最 小 费用 次 菜 一 方法 中 以 信 
计 W(N)— У", оя 2.5 来 达到 ( 见 [9], {10]). 
这 -方法 相当 复杂 ， 上 出 于 一 系列 原因 ， 上 日 前 只 是 从 理 
论 观点 上 来 看 使 人 感 兴趣 . 还 不 知道 《1989) 是 否 有 
对 数 最 优 方 法 ， 有 人 猜想 ， 存 在 具有 W(N) 次 算 不 
运算 的 对 数 最 优 方法 ， 其 中 


InW(N)=2InN+o(lhnN). 


问题 (1) 是 调和 分 析 的 研究 对 象 ， 对 于 它 最 简单 的 方 
法 需要 ~ 人 次 复数 算术 运算 1965 年 ， 一 种 允许 
以 W(N) ~ NInN 次 算术 运算 来 求 得 向 量 的 方法 被 
提出 ( 见 [1], [9]); 这 就 是 所 请 快速 离散 Fourier 变 
换 法 (method of фе fst discrete Fourir transtbrm ) 7 
这 一 方法 是 对 数 最 优 的 ， 它 在 实际 中 被 广泛 地 应 用 . 
存在 大 量 类 位 的 已 解决 与 未 解决 的 最 小 化 问题 ( 见 [9] 
[10]) ; 对 于 求 类 似 问题 的 解 的 计算 费用 的 阶 最 优 或 
对 数 最 优 的 估计 可 以 看 作 它 们 的 复杂 性 的 指标 . 
对 于 强 椭 贺 型 方程 或 方程 组 的 边 值 问题 的 近似 解 
来 说 ， 无 论 是 差分 法 ， 还 是 射影 网 格 法 〔 有 限 元 法 ) 
会 引起 网 村 方程 组 的 求解 问题 ， 对 于 这 类 问题 的 计 
算 量 极 小 化 有 特殊 的 理论 与 应 用 意义 ， 它 们 通常 是 随 
N 一 so (N 是 方程 组 中 的 木 知 量 的 个 数 ) 和 随 = — 0 
米 渐 近 实现 的 .对 于 Poisson 方程 的 菜 些 边 值 问题 的 
最 简单 的 捧 形 或 平行 六 面体 的 差分 类 似 ， 有 些 走 接 方 
法 已 经 成 功 邮 被 应 用 ， 它 和 是 对 数 最 优 的 ， 只 希 要 
O (NinN) 次 算术 运算 (M [3], [5], [8], [11], 
[121) . ЖЖЖЖ ( 见 [13])， 已 知 有 一 种 内 需要 


O(N) 次 运算 的 阶 最 优 方法 、 利 用 同样 的 选 代 法 ， 对 
于 非常 广泛 的 一 类 在 其 些 理想 区 域 ( 例 如， 在 平面 Q 
上 ， 它 们 可 以 由 有 限 个 各 边 平行 于 坐标 轴 的 矩形 来 生 
Ж: 在 三 维 空间 Q 中 ， 它 们 可 以 用 有 限 个 平行 于 给 
定 的 华 标 平面 的 平面 截面 分 解 为 一 些 边界 平行 于 坐标 
半 面 的 平行 六 面体 ) 中 补考 虑 的 线性 与 非 线性 强 椭 回 
组 的 半 行 体格 式 的 离散 边 值 问 题 ， 可 以 得 到 型 为 


W= 0O(NnNlneh) 


的 对 数 最 优 估 计 ， 这 里 * 是 方程 组 的 解 按 某 种 尺度 的 
精度 ( 见 [2] [8], [14]) ， 对 于 更 复杂 的 区 域 Q, 
利用 拓扑 上 等 价 于 上 述 理想 区 域 Q 的 网 格 ， 以 及 某 些 
类 型 的 有 限 元 法 ， 可 以 得 到 如 理想 情形 一 样 有 效 可 解 
的 方程 组 (Ж [3], [8]. [15], [16]}， 这 里 这 些 方程 
组 的 右 端 可 以 是 任意 向 量 ; 如 果 考 虑 到 它们 是 以 充分 
光 宰 的 函数 的 泛 函 那样 的 特殊 形式 出 现时 ， 那 么 在 条 
е N *(w>0) Т, 已 经 构造 出 具有 计算 咒 用 为 
ОСМ М) 甚至 O(NN) 的 方法 ， 后 一 类 型 的 方法 ， 
对 十 在 给 定岗 格 上 的 向 题 的 求解 ， 利 用 了 一 系列 在 稀 
е Е ВУ АА С, [8], [16]). 

有 一 - 些 方法 可 用 来 对 精度 (6 МО“, а> 0) 
以 耗费 O(NIn ме) 甚至 O(NIn N) 次 运算 来 求 得 
关于 茶 些 精 圆 末 征 值 问题 的 网 格 类 似 的 最 小 本 征 值 和 
本 征 函 数 ( 见 [8], [15], [16]) . 

设 问 题 P 是 解 适 定 算 子 方程 


L(u)= f, (2) 


EEN T L 由 五 作 用 到 Р, É H Ж РЕ 
Banach 空间 . 设 类 { P) 由 这 样 的 带 不 同 的 了 的 问题 
所 组 成 ， 其 中 要 求 方程 (2) 的 解 属于 基 个 紧 集 U. 
通常 U 是 由 条 件 


lal, SR (3) 


来 给 定 的 ， 这 里 H' #ЖЛЧИЛЛЕ Н 中 的 Banach 2 
间 . 如 果 ueU 是 以 按 Н 的 范 数 的 精度 。> 0 来 寻 
R, БАХТИН ueU 一 致 的 信息 估计 往往 是 对 
子 由 此 可 得 到 元 素 


N 


бв = ul en 满足 jz 一 5% 1, «е (4) 


的 向 量 5 二 《v,，…, vw) 的 最 小 维 数 N = N (5) 
来 作出 的 ( 见 [1], [2], [8], [17], {18]), 对 于 М) 
的 这 些 下 界 估计 也 给 出 了 用 任何 可 允许 的 方法 所 要 求 
的 计算 费用 的 显然 的 下 界 估计 ， 对 于 一 系列 强 椭圆 边 
值 问题 ， 已 经 构造 出 一 些 有 限 元 法 的 变种 ， 它 导致 N 
个 未 知 最 的 代数 方程 组 


10а) = fy, (5) 


760 MINIMIZING SEQUENCE 


ХРТ, B, MAMDUREC0E dC SE И. 
ЖОК, PPR z, 的 对 应 函数 ü ,( 见 [4]) 是 方程 (2) 
的 解 在 H 中 的 近似， 其 中 N SkN(e), W k Ж 
不 依赖 于 е 的 常数 【 见 [7] 181, [16]). 如果 不 计 
形成 《5) 的 计算 量 ， 那 么 这 些 方法 导出 计算 费用 多 阶 
最 小 估计 ЙМ. ХР =Й НИШУ НЕ, ХЕ H = 
W;(Q), H' = W (Q) (W) (Q) д Соболев % [aJ 
[19]), ШЖ O 是 平 商 区 域 ， 那 么 可 得 到 算术 运算 次 
数 的 估计 ~ €. BR (5) 的 计算 量 企 利 用 对 应 空 
间 中 的 给 定 函 数 的 信息 时 ， 也 往往 可 怖 计 为 0{ NIn N). 
特别 是 ， 在 上 述 例子 中 ,了 必须 考虑 为 F= ИСО) 
НОЛЕ, ПОЯСЕ L,CO) 的 元 素 ( 见 18], [15]). 
关于 积分 方程 、 当 微分 方程 种 非 定常 镶 徽 分 方程 
的 求解 的 计算 量 极 小 化 的 问题 忒 已 讨论 过 ( 见 ， 例 如 ， 
[1] —[41,{20]—[22]). 
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极 小 化 序列 [minimizing sequence ; минимизирующая 


последовательность ] 
集合 м 中 的 享 列 y,， 它 使 相应 的 函数 序列 9 (y, ) 
Ë T РЕ M 中 的 下 确 界 ， 即 
Amo (y) = . 
WU ME] ЖИ. BD E— A Ephikik- M 中 的 
170, # 9 的 下 半 连 续 性 保证 了 最 优 元 素 
y"eM 9 (y") 一 min ф(у) 
уем 


КЕНЕ, ВФ, ЖЕШНЕН X=(X,p) ФЕ 
个 给 定 的 元 束 x ， 极 小 化 序列 { у, }s МЕИЕН. 


p(x,y,) #p(x,M)=imlvío(x.y):yeM } 
的 岸 列 . ЗШЕ ( approximately - compact set) . 
Юю. H, Субботин ® 19, р EE 


极 小 化 序列 { 算 子 的 ) | minimizing sequence ( for ап оре - 
rator ); минимизирующая последовательность ] 

元 崇 序 列 { >。] (5,sZ) ， 能 够 使 连续 泛 函 Д2] 
(2sZ) 极 小 化 : 

Ще] = 802], п б. 
Зра ИЧЕГИ — АЛ} ТӘ. #—Ж КУ ва ВЕ 
АМЕ, ТЯ ЖЖ АИМА Е о Ж > 处 达 
EJ. О FH ЖЕ Ва — 48 Ее 
以 作为 近似 解 ， P ЭЕ R 3 ЗАО z 
fE ЕЕ 89 I[z] 达到 最 小 值 
= 1[z)= r (1) 


FE, ПЕРЕМЕН. SO KSO z. 


设 极 小 化 问题 (1) ЖЖЖ —## г, W H u 
fz 是 一 个 极 小 化 序列 ， 即 它 满足 
Jim Hz,]=7. (2) 


极 小 化 问题 (1 ) 称 为 是 稳定 的 (stable )， 如 果 鲜 一 个 
极 小 化 序列 (2 ) СЕЈ гел. 

在 稳定 问题 的 解法 中 极 小 化 序列 是 由 爸 洪 一 个 这 
代 的 序列 得 到 的 ， 使 得 关于 z,( п 次 过 代 ) 的 一 
个 “方向 "y ,能 驶 找到， 而 元 素 


2,0122, f(o.)y, 


АЛЛЯ В :,—/[(р)у, 中奖 选取 ， 要 求 作为 变数 
РВ 2, – Р(о)у. ЙЛ. 

对 于 稳定 问题 (1 ЕВЕ АМЕА Лу B P] 20 
三 种 ， 第 一 种 不 使 用 导数 ; 它们 是 一 些 直接 方法 第 
二 种 应 用 泛 函 的 一 阶 导 数 ; 这 类 方法 一 般 称 为 下 降 
法 ， 第 三 种 方法 包括 使 用 泛 函 二 阶 导数 的 算法 . 

在 不 稳定 极 小 化 泛 函 问题 中 ， 是 用 正规 化 方法 网 
ЗНАВ > ”的 一 个 序列 { z,} ， 
参考 文献 

[1] Тихонов, A. Н., Арсенин, В. A.. Методы решения 
некорректных задач, М., 1974 ( Ж: Tikhonov、 
А. М. апі Arenin, V. Ya, Solution of ill. posa 
problem , Winston , 1977). 

[2] Сёа, Ј., Optimisation , Théone et algorithmes , Dunod , 
1971 Ю В. Ракитекий É =й, ЖЫ 


极 小 值 [minimum ; минимум ] 
见 函 数 的 极 大 值 和 极 小 值 ( maximum and mini- 
mum of a function )， 极 类 点 和 极 小 点 (maximum and 
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minimum points ) - 


Minkowski 几何 学 [Minkowski geometry; Минковского 
геометрия | 
Ф ВЕНЕТО gz (8) (aormed space) 即 一 个 具有 
Minkowski 度量 (Minkowski metic) 一 一 在 平行 移动 下 
不 变 的 度量 一 的 仿 射 空间 的 几何 学 ， 其 由 一 个 给 定 
的 中 心 对 称 的 一体 (convex body) 起 着 单位 球 的 作用 
В. А. 3amamaep É 
【 补 注 】 应 注意 。 特 殊 相 对 论 的 几何 学 { 见 空 时 ( space- 
time )) 不 是 这 种 类 型 ， 亿 也 被 称 为 Minkowski 几何 学 . 
参考 文献 
[AU] Bemon, R. V., Eudidean goomety and convexity ， 
MdGraw-Hil, 1966, Chapt. G. М. WAS Pr 


Minkowski 假设 [Minkows hypothesis : Мниковского 
mnoTe38]， 关 于 非 齐 次 线性 型 之 积 的 


如 下 陈述 :对 于 a 个 变量 x , з, x, 的 具有 非 
等 行列 式 A 的 实 线 性 型 
L (x)=üú,x tt | EjEN, 


以 及 任何 实数 ai, 
策 得 不 等 式 


Йі) = 3127774} (0) 


成 立 . Н. Minkowski (1918) 证 明了 n = 2 时 的 这 个 
假设 .已 知 (1982) n < 5 时 这 个 假设 的 证 明 ; 对 于 
n> 5， 在 某 些 峙 加 的 限制 下 ，(* ) 也 蕊 得 到 证 明 ( EL 
[21). 
参考 文献 
[1] Саз, J. W. 5., An introduction to the geometry of 
numbers , Springer , 1972 
[2] Скубнко, Б. Ф., в кн.: Ихледованя m теории 
чисел, 2, Л., 1973, 6 ~ 36( € Задиски научных ce - 
минаров ЛОМИ АН СООРУ, т. 33), 
Э. И, Ковалевская IE 
亦 见 数 的 几何 【Beometry of numbers ) . 


оа, ЖЕЙ ху, U. х 


[ 补 注 】 
参考 文献 
[AI] Graber, Р. M., Lekkerkerker, С. G,, Geometry of 
numbers, North - Holland 1987. 
[А2] Erdós, Р.. Gruber, Р. M., Hammer, Ј., Lattice 
роз, Longman , 1989. жж ж 


Minkowski 不 等 式 [Minlkowski ineqanlity ; Минковского 
неравенство ] 

1) 原意 Minkowski 不 等 式 ， 对 实数 x,, y.20 
(i=1, 站 与 p>1， 有 


(Хо. еә) К РЭШ РӘК 
(1) 
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ÉE H. Minkowski ([1]) 导出 的 . 对 p <1, p 0, 
此 不 等 式 应 取 反 向 (对 p <0 必须 要 求 x, y > 
0) ,在任 一 情形 下 等 式 成 立 ， 当 且 仅 当 行 {x,} 与 {y,} 
成 比例 5] p= 2, Minkowski 不 等 式 称 为 三 角 不 等 
式 (triangle inedhality ) . Minkowski 不 等 式 能 作 种 种 扒 


广 (也 称 Minkowski ФА). 其 中 一 些 可 列举 如 
下 - 

2) 关于 和 和 Minkowski ЖАРА. Ë x, >G = 
1 КЧ +, т), Жй p> 1, M 


GG (9) o 


此 不 等 式 对 p< 1, рео 是 反 向 的 ， 卫 对 p< о 
Ж х„ > 0. 在 任 一 情形 下 等 式 成 立 ， 当 且 仅 当 行 《x， }， 
{хь} ЖЕЙ. (1) 还 有 对 多 重 和 与 无 限 和 的 扒 
Г. 然而。 在 取 极限 过 程 中 对 等 式 成 立 的 叙述 要 特 划 
留意 { 见 [2])， 

不 等 式 (1) 与 (2) 关于 Y 是 齐 次 的 ， 册 而 它们 
有 关于 各 种 半 均 的 类 似 . 例如 Ж 对 ,fx,)》 = 
0 p(x,)), 这 里 о(т)= gt, Jj 


+y, 
м.( м )< + M (x) + + м,005 
Yem [2]. 
3) 关于 积分 的 Minkowski 不 等 式 与 (2) 类 似 ， 


它 的 正确 性 是 由 于 关于 | 的 齐 次 性 . E 六 ЖЩ 
X< R* 中 关于 体积 元 4V 为 可 积 函 数 ， 则 对 р> 


有 
(Пена) (Jura) + 


Р "г 
(а а) . (з) 


(3) 到 更 一 般 的 函数 的 推广 能 自然 地 得 到 . 
#707: 若 &>1， 则 


йй уча)" < f(r эв) "ау, 


б ЯЗ f(x, y) = ех) ру) 时 等 式 成 立 - 
и 其 他 Minkowski 型 不 等 式 : 
а) QR # x, у,®0, M 


йе, +y)'"> (六 +00)", 


b) Mahler 不 等 式 (Mahler incqualiy): # Р(х) 
为 E" 上 的 广义 范 并 设 G(y) ВК, Mi 
(х,у) SF(x)G(y), 


进一步 的 


ЕФ (. ) 为 内 积 ( inner product ) . 
с) 关于 行列 式 : 车 А,В 为 C 上 非 负 Hermite 
(det( A+ Ву и" 2 (det A)! + (4&4В)!". 
5) 最 后 ， 与 Minkowski 的 名 字 有 关 的 其 他 不 等 
式 ; 特别 地 ， 在 凸 分 析 与 数论 之 中 ， 例 如 ，Bmnm 、 
Minkowsii 定理 ( Brunn - Minkowski theorem ). 
参考 文献 
(1) Minkowski, Н., 
роп, 1953 
[2] Нахіу, G. H., Litkwood, J. E. and Pólya, С., 
JInequalities , Cambridge Uniy. Pres , 1934 (РУЖ: 
G. H. М0, 不等式， 科学 出 版 村 ，1965 、 
{3] Beckenbach, E. F. and Bellman, R., Iequaltis, 
Springer , 1961 
[4] Marcus, М. and Міс, Н., Survey of matrix theory 
and matrix inegualitics . Allyn and Bacon , 1964. 
M. Ú. Войцеховский # 
СМЕ] Е" 上 的 广义 范 ( generalized norm ) 指 的 是 满 
EC F9146 F 683 F: 1) Ftx)>0, х x= 0; 2) 
F(tx)=tF(x), 9} 220; S 3)F(x)+F(y) > 
Р(х + у). PE F РЗ (polar form) 08: 8 
Ж (рош function ) 由 ` 
бО) = пык {3 


М F(x) 
定义 ， 其 中 {，,，) 为 内 积 . 
参考 文献 
[Af] Buin, P. S., Mitrinovié, О. 5. and Узб, P 
M., Means and their inegualities , Меер, 1988. 
желт Ж шн 校 


беопеше der Zahlen, Chelsea, re- 


Minkowski 问题 [Minkowski problem; Минковского 
проблема} 

Ж ТЕЕ Е, 使 得 它 的 Gaws 曲率 
(Gaussian curvature ) К(2) 是 单位 外 法 向 量 < 的 一 个 
БААЙ? 此 问题 是 由 H ,Minkowski 提出 的 ([]]); 
它 在 下 述 意义 下 的 广义 解 也 属于 Minkowski: 即使 К(ё) 
是 解析 函数 ， 其 解 也 不 含有 F 的 正则 性 的 任何 信息 . 
他 证 明 : 车 定义 在 越 球面 S 上 的 连续 正 函 数 КО) 
满足 条 件 


[Б к 7° 


ШЕЕ. БАЯ (#323E—7 34) Cl 
面 F, 833 К(&) 是 以 £ 为 外 法 间 量 的 点 处 的 Ganss 
H£, 

Minkowski 问题 的 正则 解 已 由 А. В, Погорелов 在 
1971 年 给 出 〈 见 [2]) ; 他 还 考虑 几何 学 及 微分 方程 理论 
中 与 这 个 问题 有 关 的 某 些 问题 钢 如 ， 他 证 明 : 若 


К) 局 于 C"(m > 3), ШШШ F WT С" (а> 
0); Я КСЕ) 是 解析 的 ， 则 F 也 是 解析 的 . 

Minkowski 问题 的 一 个 自然 推广 是 有 任何 已 知 阶 v 
的 给 定 初等 对 称 主 曲率 湛 数 o, (С) 的 点 起 曲 本 存在 性 
问题 的 解 ， 其 中 v< n= dim F. 特别 是 y= 1, ХВА 
出 其 半 均 曲率 来 重 构 曲 面 的 Chritoffl 问题 .这 个 广义 
Minkowski 问题 可 解 性 的 必要 条 件 与 (1) ЖЩ. ТЖ 
未 为 

上 5545=0. 


但 是 , ПЫРТ ИЮ (А.Д. Александров , 1938, 
见 [3]). 可 例 举 的 充分 条 件 是 ; 
[гёф. (а= о, 

1 

арч 
Ж Фу =(9,. С)", фф, +1-1,06Е51. 
Ж, F 的 还 则 性 和 Minkowski 问题 是 一 样 的 ， 借 助 于 
通 近 方法 ， 这 些 结果 最 终 对 于 非 负 的 、 对 称 的 站 函数 
ФОЕ) ДОЮ. 
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120—9 пах(ф.. ~ p.) < 0..(2),. 


Diz) 
жх 

ТАЦ Ровотејоу, А. У.. Extrinsic geometry of convex surfa- 
Os. Апюг. Math. Soç., 1973 ( ®ЗҖЖ). 

[A2] Berger, М. and Созбаох, В., Differential geornetry , 
Springer, 1988 ( ЖАРК). 

ГАЗ] Schncider, R., Boundury structure and curvature of 
сопуех bodies ,in Токе, 1. and МШЗ, 1. М. (eds 小 
Contributions to Geometry, Викһїшег, 1979, 13 — 59 

кин ж 


Minkowski 空间 [ Minkowski space; Минковского прост- 
ранство ] 

2323 (1,3) 的 四 维 伤 Enchd 空间 (pseudo - 
Eucidean space), ## Н. Minkowski (1908) 作为 狭义 
ЖИЕ ЕН 0 4" ЛА (m [1]. 5 — 8 
件 对 应 于 Minkowski 空间 的 一 个 点 ， 其 三 个 坐标 表示 
事件 在 三 维 空间 的 坐标 ; 第 四 个 坐标 是 cf， 其 中 ec 
是 光 的 速度 ， 而 上 是 事件 的 时 间 . 两 个 事件 的 时 空 关 
系 出 所 请 的 平方 间距 刻画 : 

s= 2 (At - (Ax (ду) (д). 
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间距 在 Minkowski 空间 中 的 作用 类 似 于 Euchd 空间 中 
的 距离 具有 正 的 平方 问 距 的 向 量 称 为 美 时 向 量 ( time - 
Же vector)， 负 平方 间距 的 称 为 美空 间 量 《space -jike 
wector) ,而 零 平方 间距 的 称 为 零 向 量 ( null vector ) 或 者 
迷 向 向 量 ( jsotropic vector ). 在 每 一 点 的 切 向 量 为 时 间 
并 的 向 线 叫做 类 时 曲线 ( time - Ше сшуе). Ж 
(space - ке cure) ЕЗГЕ ( Botropic сше) 可 类 
似 定义 ， 
一 给 定时 刻 的 事件 于 世界 点 (world рош); і& 
述 某 一 过 程 或 现象 获 时 间 发 展 的 世界 点 的 一 个 集合 叫 
做 世界 线 (world ше). 如果 连接 两 个 世界 点 的 向 量 是 
时 间 型 的 ， 则 存在 一 个 参考 标 架 ， 使 两 事件 投影 到 三 
维 空间 的 同一 个 点 ,此 参考 标 架 中 分 隔 两 事件 的 时 间 
等 于 Ar=t=s/c, 其 中 是 所 亩 的 真 时 间 ( proper 
time)， 没 有 任何 艰 考 标 架 能 使 该 两 事件 同时 〔《 即 其 有 
相同 的 时 间 举 标 t+). 如 果 连 接 二 事件 的 世界 点 的 向 量 
是 空间 型 的 ， 则 存在 参考 标 架 使 此 二 事件 同时 发 生 ; 它 
们 不 以 因果 关系 相 联 系 ; 平方 同 距 的 模 数 定义 了 此 参 
考 标 架 中 点 (事件 ) 的 时 空 距离 . 世界 线 的 切 向 量 是 时 
间 型 向 量 . 光线 的 切 向 量 是 迷 向 向 量 . 
Minkowski 空间 的 运动 ， 即 保持 间 蝶 的 变换 ， 基 
Тогай: 变 搞 ( Lorentz transformation ). 
Minkowski 空间 的 推广 之 一 是 引力 理论 的 构造 中 所 
用 的 伪 Rianam 空间 ( pseudo -Riemannian space), 
参考 文献 
11А] Minkowski , Н., Кашп bnd Zeit, Phs. Z. Ѕонјен- 
rion, 10 { 1909), 104 —(Reprint іп: Lonntz 一 Einstein 
一 Minkowski , Teubner , 1922) 

ТІВ] Minkovwski, H., Das Relativicitsprinzip , Jabresber. 
Desh. Май. Verein, 24 (1915), 372. 

12] Ландау, Л. Д., Лифшиц, E. М., Теория поля , 
6 изд., М., 1973 (ЖЖ Ж: Laniau, L. D. and 
Lifstitz, Е. M.. , The classical theory of fidlds , Addison- 
Wesley , 1962). 

[3] Фов, В. А., Теория пространства, Времени и тя. 
готения, 2 иэд., М., 1961 ( 英 译 本 : Fock, У. А, 
ІУ. А. Рок], The tbeory of space, time and grav - 
Tation , Macmillan , 1954). 

[4] Рашевекий, П. К., Риманова, геометрия и тензор- 
ный анализ, 3 изд., М., 1967. 

[5] Synge, J 上 ， Reiativity the geneml theory. North - 
Holland , 1960 Д.Д. Соколов # 

ПЕ] 有 关 引 力 理 论 的 构造 中 所 用 的 伪 Riemann 空 
间 的 材料 ， 特 别 艰 见 [A3] 第 10 一 11 页 和 第 三 章 ， 
DE [A4]— [А6]. 
参考 文献 
[Al] Choquet-Brubat, Ү., DeWitt-Momtte , С. and Dill - 
ard-Blik ，M.，Analsis manifolds алі physics, 
North - Holland , 1977 ( ЖХ). 
ГА2] Weinbers, &., Gravitation and cosmology, Wiley , 
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1972. 

[АЗ } Bese, À... Einstein manifolds , Springer , 1987. 

[A4] Hawking, 5. and Ells, О., The lame scale strcture 
of space - пок, Carnbridge Univ, Press, 1913. 

[А51] Misncr. С., Thome, K.. and Уют, Ј., Gravita- 
боп, Freeman , 1973 

1 Аб] ОМ, В., Semi -riamanniam geometry , Агай. Press , 
1983 杨 路 ， 曾 振 柄 WF 


Minkowski 定理 [Minkowsk heorem; Мннковсккого те. 
орема | 

1) Miakowski 自体 定理 (Minkowski theorem on 
conwex bodis ) 是 数 的 几何 ( geomeuy of numbers ) 中 最 
重要 的 定理 ， 并 且 匙 数 的 几何 得 以 发 展 为 数 沦 的 一 个 
独 代 分支 的 基础 . 236 ОН. Minkowski 在 1896 年 建立 
Ко Ср) В, тко, П 
8 V (9. 那么 每 个 行列 式 为 qd(A) 且 适 合 

V(8)2 2"4(А) 

的 点 烙 А 必 便 有 一 个 不 同 于 原点 0 的 名 的 点 . 

Minkowski 定理 的 -个 等 价 叙 述 是 : 

A(9) 2 2 "V (9), 
其 中 A(9) B k т 的 临界 行列 式 ( 见 数 的 几何 ( geom- 
епу of numbers))、Minkowski Ж ЯВ 8] # rs РЕГ 
称 做 Blichfeldt 定理 (Л, #1 ( geometry of mu 
tnbers ))，Minkowski 定 埋 和 Bhchfíeldt 定理 可 用 来 估 
ИШ Иа ЖЕЛДЕ Ж. 
参考 文献 
[1] Minkosski. Н., Geometiz фт Zahlen, Са, 

:eprint, 1953. А. В. Mammea { 
[ 补 注 】C .L.Siegel 应 用 Fourier 级 数 改进 了 Minkowski 
定理 . 一 个 不 贺 的 收 进 是 Minkowski 的 相继 极 小 定理 
(С ЖЕ ЛУИ ( geometry of numbers )). 这 些 改进 在 代数 
数论 及 Diophantine 高 近 中 有 其 应 用 . ЭРЧ ЙЕ 
存在 格 点 的 其 他 ~- 些 条 件 ， 可 见 [ A2]，。 

2)Minkowski 线性 型 定理 (Minkowski theorem on 


tineat forms ): 不 等 式 组 


其 中 ас, 是 实数 ， 当 cl … cu > |deta,| ВН 
解 (xi ，…,x,) 0. 这 是 Minkowski 在 1896 年 建立 的 
《 见 [1]), Minkowski 线性 型 定理 是 更 一 般 的 Minkowski 
3386948630; ( 见 第 1 部分) 、 
参考 文献 
ТЕЕ Minkowski, H ,，Geometric der Zahlen , Сека, терїї. 
1953. 
12] Minkowsks , Н., Diophantische Approximationen , Chels- 
са, mprint, 1957. 
13} Сов, 1. №. 5.. An introduction to the geometry of 


<ec,, <ce,2<i=<n, 


numbers, Springer, 1972. Э. И. Ковалевская jË 
САВЕ) БЕЧ Minkowski 线 竹 型 定理 中 的 第 一 个 不 等 式 
能 用 严格 不 等 式 代替 的 同 题 ， 已 出 С. Нав 解决 . 
参考 文献 
ГАТ] Опт, Р. М. and Lokkerkerker, С. G ., Geometry 
of numbers, North - Holland , 1987. 
[A2] Erdos, Р., Gruber, Р. М. and Hammer, }., Lattice 
ротіз, Longman , 1989 жек Ж 


З [minor ; минор], 3885 4190538, А 阶 的 
ЕВЕ (matrix) 的 行列 式 《detenminant) ， 这 
个 矩阵 的 元 案 是 处 于 给 定 先 阵 的 上 个 相 异 行 入 个 
相 异 列 的 交点 上 的 那些 元 素 ， 如 果 行 指数 与 列 指数 相 
同 ， 则 该 子 式 称 为 主 了 式 ( principal minor)， 而 如 果 
它们 属于 前 & 行 各 前 下列 ， 则 该 耶 式 称 为 角子 这 
(corner minor ) . 矩阵 的 基本 于 式 ( basic minor) Ж 
SABINA FE. M EE otaa kp OK, 
必要 和 记分 条 件 总 它 的 所 有 加 边 子 式 { 即 包含 它 的 高 
А) 都 等 于 零 ， 一 个 炬 胁 的 与 基本 子 式 相 联 
系 的 行 ( 列 ) 的 系统 均 成 了 该 短 隆 的 所 有 行 ( 列 ) 的 
ЖИН КАНТА. В. н. Ремесленникоь JE 
САМЕ аат Бару k а. ЖЫ, 
ТЯН (ШЕШШ 0), ТН 
ВОН (“加 边 ” 的 概念 就 使 用 这 种 解释 ) . 
杜 小 杨 译 


图 的 减 缩 图 (或 称 图 子 式 ) [minor of a graph; минор 
графа] 

[ 补 注 】 设 G 是 一 个 图 (graph) (可 以 有 环 及 多 重 
1). G 的 一 全 城 缩 图 (minor) 是 从 G 中 接连 进行 
下 述 运算 而 得 的 任何 一 个 图 : 

i)》 删 去 一 条 边 ; 

й) 收缩 一 条 边 ; 

й) 去 掉 一 个 孤立 顶点 ， 

N. Roberkson 5 Р. О. Seymour 的 图 减 缩 定 理 
( gaph minor theorem) 如 下 所 述 : E; 31 Ë Е 
穷 闻 列 G，，G,,… ， 则 存在 指标 i<j, ВЕ С, 18 
BT С, 的 一 个 喊 缩 图 ， 这 定理 原 是 K，Wagner 的 
一 个 狂想 ( Wagner 的 良 拟 序 猜想 ( Wagner well -quasi - 
ordering conjecture )), 

设 P 是 图 的 一 种 性 质 ， 它 在 图 取 减 缩 图 时 保持 不 
Ж. 例如， 可 以 媒人 一 个 紧 Riemann 曲面 这 种 性 
Ж. 以 L 表示 不 具有 性质 P HW) WEAR BR 88 ИЙ Н ТЇ 
жаиа. Шапи 1, 是 有 限 集 
В. 这 个 事实 表 绷 ， 性 质 P 可 以 这 样 刻画 : 一 个 图 
具有 性 质 P 当月 公 当 它 不 依 有 取 自 有 限 集 L 中 的 一 
个 减 缩 图 .在 此 性 质 取 为 “可 平面 任 " 的 情形 ， 集 合 
L 出 两 个 图 天 ; ;及 К, ЖШ, ФИ, Kuratowski 图 


( Kuuratowski graph) . 
тА И БОЁ ЖШТ: 
а) ЖЕ k 0 a ， 能 使 对 于 满足 | G ' < 
k-ri р m ТШЕ С. С, WiE-- SHE ke 
i<j 使 得 б, ПЫР б, ЙЕ ТЖЕ. зе, |G ,| 


表示 G, 的 数 与 边 数 之 积 . 
b) 对 于 一 切 《， 存 在 一 个 n ， 使 得 对 于 一 切 满 
В 1С 的 六 个 图 的 序列 G... G. 8 i < 


<i, 能 使 对 于 一 切 j= 1，…,k 一 1，G, 同 构 寺 
У А 

对 于 无 限 图 的 Wagner 猜测 在 下 述 意 义 下 一 般 不 
Жз: 存在 由 无 岩 冬 组 成 的 序列 G ，CG:，…， 使 得 
ХР ej, б, 不 是 G, К-Ж. 对 于 可 
数 图 ， 这 个 猜测 尚 待 解决 (1988) . 

一 个 推论 (应用) 是 ， 在 取 减 缩 图 时 保持 不 变 的 
和 鲜 个 图 论 性 质 是 可 以 在 多 项 式 时 入 内 加 以 检定 的 . 例 
如 ， 可 平面 性 因此 可 以 在 多 项 式 时 间 内 作 检 定 . 下 
述 问 题 有 多 项 式 时 间 算 法 (polynomial -time айроп - 


thm) :已 知 一 个 图 G Ж G 的 顶点 гү, sa UU ra Sa, 
寻找 路 Р, з, Р, 使 得 对 于 一 切 i= 1,…,k, P. Ë 
接 ", s. 并 月 P... Р, 是 顶点 不 变 的 . 这 种 问 


题 产 生 十 趋 大 规模 集成 电路 ( VLSI ) 的 没 计 之 中 . 
参考 文献 

[A1] Епойтап, H., Robertson , №. and Scymour, Р. Ю.. 
The тайкшайоз of the лар! mioor сот, Соп - 
tempory Math., 65 (1987), 229 — 261. 

ГА2] Roberson, №. and Scymour. P. D... Graph minom 
—— а зшму, in L. Anderson ( eo.) : Surveys in Com - 
binatories 1985, Cambridge Univ. Press, 1985, 153 一 
т. 

ТАЗ] Thomas, R., А counter -example to * Wagner's соп - 
jecture ” for infinite gaphs, Math. Proc. Cambridge 
Philos. Хос.. 103 (1988), 55 — 57 

【译注 
参考 文献 

[B1] Roberson, N. and Seymour，P_D . (ed.), Graph 
structure theory , Contempory Math. , 147 ( 1993 ) 

BEN жол 
ЗБ 85 88 [minorant ; миноранта ] 
ЗАЙ ТОЯ Bi ( majorant and mmorant ) . 


分 [minute ; минута] 

平 军 角 的 度量 单位 ， 等 于 1 度 (деште) 的 1/60, 
用 符号 “来 表示 ，1 分 等 于 多 P (60. АЫ 
(тегіс minute ) 是 直角 的 1/10000 ， 用 符号 。 米 表示 ， 
1 公制 分 等 于 100 公制 秒 (100°). 


Міка ег 8988 [ Mittag-T eller function ; Миттаг-Леф- 
флера функция] 


MITTAG -LEFFLER SUMMATION METHOD 765 


出 G. Мар -Leffler (| 1]) fE 3938380838 3082 
Wm3L AE а ЖГ С.Ж E (z): 


m 
== — — рє ©. 
Tr 1 Sp < 


E,(2) 
出 于 Mitag -Leffler 函数 以 及 更 一 般 的 Mittag - Lefller 
型 函数 (fmction of Mittag -Leffler type ) 


в тауу рес 


ГНН РААТ РО ел АРЗА, ЛЛ 
ЖРТ ТЕВЕ, РТ ЕЕЕ, ВТ ИА 
研究 ( 见 [2], (30). 
参考 文献 
[1] Mittag-Leffler, G.. Sur la répresentation analytique 
Ч“шге branche umforme d'une fonction пюпорёлс. Acta 
Май, 29 (1905), 101-181. 
[2] Джрбашян, М М., Интегральныс преобразования и 
представления функций в комплексной области, М., 
196 
ЕЗ] Гольдберг, А. A., Островский, И. B,. Распределе- 
ние значений мероморфных функций, М., 1970. 
Е, Д, Соломсниев #8 
НЕ 
参考 文献 
[А1] Cwright, М. L., Integml functions, Cambridge 
Univ , Press , 1962 ЖЕ 


Mittag - Leffier ЖЖ [ Mittag - Lefller star; Mirrrar -Леф - 
флера звезда] 
同 函 数 元 的 星 形 (star of a function element ). 


Mittag - Leffler 求 和 法 [Mittag - Lefler suunation method ; 
Миттаг - Леффлера метод суммировакня ] 
Щщ РЕР 
1 


8.04) = тву 


ж ЖЮРИ рй ЖОЛ ЖУ ЯП; АЕ 
(semi-continuous summation method }， 其 中 Г(х} 
É Г. КЙ 


520, к= 0, 1, 


B Mitag-Lefler 法 可 求 和 ， 其 和 为 5， 如 果 
£ u, 
У тр 
且 极 恨 号 后 的 级 数 收 化 ， 此 方法 系 G. Mitag-Leller 
([1]) 起 初 为 级 数 


=5 


1 zk 
À 
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而 引 人 的 。Mittag -Leffler 求 种 法 是 正则 的 《 见 正则 求 
和 法 (wegular summation methods ) ) 且 用 来 作为 函数 
解析 延 拓 {analytic continuation ) 的 工具 .如 果 f(z) 
是 一 个 解析 函数 的 主 支 ， 在 零点 处 正则 且 对 小 的 1z| 
可 表 为 级 数 


< Е 


则 此 级 数 在 函数 f(z) 的 医 个 星 形 ( 匈 函 数 元 的 星 形 
(star of a function element) ) 内 拨 Mittag -Leffler 法 
可 求 和 到 六?}， 而 且 在 包含 于 此 星 形 内 部 的 任 一 有 界 
闭 域 上 二 一致 的 . 
对 于 由 通过 形 如 

ca tt! 

Е(о) 
МЕЕН РЕ а, (о) 所 作 的 序列 变换 定义 的 求 和 法 
(其 中 


a,(e) = 


кв) = Улей 


Ж#Н), Mittag -Leffler 考虑 了 
© он 

#(в)= У ГО Tab) 

的 情形 ，E(wm) ВОН ЕЕЕ а, (о), Ж 

Mittag -Гећег ЖЕ 【Mittag -Leffler matrix) . 

参考 文献 

{1] Mittag-Leffer, G., Аш dq Ñ congreso Intema- 
tionale, Vol. 1, Rome, 1908, 67 — 85. 

[2] Mittag- е ег, G., Sur la representation analytique 
"ипе branche umforme d'une fonction monogëne , Acta 
Мањ ., 29 (1905), 101 — 181. 

[3] Начу, б. Н., Divergent series, Clarendon Press , 1949. 

[4] Cooke, К. G., Infinite matrices and sequence spaces , 
MacMillan , 1950. И. И. Волков 所 

【 补 注 】 Mittag -Leffler ЖЩ а E (o) 称 为 
Mittag - Leffler 西数 ( Mittag -Leffer function ) , 
жж 译 


Mittag -Leffkr 定理 [Mittag -Leffler tieorem ; Мїнттаг. 
Леффлера теорема) 


жаап — ЗЕ Ж ж B ЖЕ И 0 32 
式 的 展开 式 . 设 la 12. 是 互 蜡 复数 序列 ， 


Гаа, оа, о, 
又 设 {g,{z)) 是 形 如 
(у= 一 全 0) 


的 有 理 函数 序列 ， 因 而 a, 是 其 相应 的 函数 g. (2) 的 
唯一 的 极点 ， 则 存在 复数 z 平面 С 内 的 亚 纯 函 数 
fO) ЖААЛ Ж а, 处 有 极点 ， 并 号 相应 于 这 些 点 а, 
的 Laurent 级 数 { Laurent series ) 具有 给 定 的 主 部 (1). 
所 有 这 些 函 数 f(z) 可 以 表示 为 Mittag -Lefler 展开 
( Mittag -Leffler expansion ) 的 形式 ' 


муо), Га, (2) + р, (291, (2) 


其 中 Pp,(z) ЖЕЙК, Кйш в a, (2) 有 关 ， 
使 得 级 数 (2) 在 任 一 紧 集 Кес 上 一 数 收 傅 (除去 
有 限 项 之 后 )，h(z) ВЕЖА. 

Mittag -Leffler 定理 意味 着 C 内 任 一 给 定 的 具有 
极点 a, ИЛЕ a, 的 邻 域内 的 Laurent 展开 式 有 相应 的 
主 部 9n{z) ЧЕНЕ RK f(z) 可 以 展开 成 级 数 (2), 
其 中 整 函数 h(z) 由 f(z) Йе. О. Mitag -Leffler 曾 
给 出 多 项 式 p.) 的 一 般 性 的 构造 ， 对 于 给 定 的 f(z) 
求 相应 的 整 函数 h(z)， 有 时 是 一 个 更 困难 的 问题 ,为 
得 到 (2)， 可 应 用 留 数理 论 的 方法 (ШАТЕН 
数 (residae of an analytic function)， 亦 见 [3] 一 15]). 

约 化 定理 的 一 种 推广 亦 归功 于 Mittag -Lefler， 它 
指出 : 对 于 扩充 复 平面 和 的 任何 区 域 D， 对 于 所 有 
极限 点 都 在 边界 др 上 的 任何 点 列 { a,}, a sp, D. 
及 相应 的 主 部 (1), # D 内 亚 纯 函 数 f(z) 在 且 仅 
在 {a,} 有 极点 ,而 且 具 有 给 定 的 主 部 (1). 以 这 种 
形式 ，Mittag -Leffler 定理 可 推广 于 开 Riemann 曲面 D 
( 见 [7]); ЖЖ Riemann 曲面 上 具有 给 定 奇异 性 的 
亚 纯 函 数 的 存在 性 ， 见 Abel 微分 ( Abelian differential ) ; 
Riemamm 曲面 上 的 微分 ( diflerential оп а Riemann sur- 
face); Riemann - Roch 定理 ( Riemann -Roch theorem). 
Mittag -Je 人 er 定理 对 于 在 Banach 空间 F 中 取 值 的 抽 
象 亚 纯 函数 о, Лр > F, DCC, ЖУ (Ж, 
[8]). 

Mittag -Leffler 定理 的 另 一 推广 指出 : 对 于 任 一 序 
Я (а,} С, |а|&|а,|&-—, Ва, Qa =o, 及 
相应 的 函数 


9.(2)= > 


“(т-а 


САЗ 


是 变量 w, = 1/(z— 4,) 的 整 函 数 ， 存 在 一 单 值 解析 
函数 了 {2) 在 目 仅 在 с, 处 有 奇 点 ， 并 上 且 具有 上 主 部 
g.(z) ( Ё.[3]). 

WT£ÓESEMORPSS. XT Bf yE G tB ОТ 
构造 的 Mittag -Leffker 问题 的 一 种 推广 是 第 一 《 加 性 ) 
Cousin 问题 (Cousin problems ). 在 这 种 关系 下 , Mittag- 
Leffler 定理 的 下 述 等 价 陈述 是 常用 的 . BQ = 00,0, 
其 中 加 是 C 中 开 集 ， 并 设 在 集合 Q 上 分 别 有 给 定 
的 亚 纯 函 数 g;， 其 中 对 所 有 的 和 k, Ë g — 9 是 
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Эй Q (YQ, 上 竹 正 则 函数 ， 则 在 Q БРЕ ЧЕТЕ 
ФУ РРО р. 6 7-и, Ж Q 上 是 正则 的 { 见 
Е51, [6]). 
пужар ая ЕЙ ЖЕ Mi- 
пав-Гоћег жй, ЗЫЎ (star oÍ а function 
Әетет). 7" 
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双 曲 型 方程 及 方程 组 的 混合 和 边 值 问题 [mixed ar оц - 
mlary walne problems for hyperbolic equations and systems; 


смешавнан н краевая задачи для гинерболических 
уравнений и систем ] 

3022 АВ CH) 在 其 区 域 的 边界 上 
(或 其 一 部 分 ) 满足 规定 条 从 的 解 前 问题 ，( 见 边界 条 
Ж (boundary conditions ); 初始 条 件 (initial condi- 
tions ).) 

在 Боса 空间 R"* 内 某 区 域 D E, Wm 
程 (组 ) 的 边 值 问题 称 为 混合 问题 (mixed problem ) 
式 初始 边 值 问题 (inital boundary value problem ), ШЖ 
连 间 边界 条 件 同样 必须 满足 初始 欣 件 ， 或 者 
如 果 边 界 数据 的 支 集 O D 同时 由 特征 及 非特 征 定向 流 
形 组 成 、 

对 二 阶 太 曲 型 方程 ， 初 始 数据 的 支 集 在 混合 门 是 


中 是 др 的 空间 部 分 . 在 Ср 的 时 向 部 分 上 ， 此 边界 
笨 件 通常 是 与 抛物 型 方程 的 条 件 间 类 型 的 ， 风 抛物 型 
方程 及 方程 组 的 混合 和 边 值 问题 (mixed and boundary 
value problems for parabolic equations and systems ) 、 
Оо Ë R" fi ЖЛ ЛИН m 00 МК. 
其 中 的 点 x= (ху, U”, х), B$ 
D=[(x,x ): xeQ., 0 <x, < T), 


= {(х,х,): xeƏQ,0<x, < Т}, 

О„={(х,х,): xeQ, x, =0), 

Qi= (1х, хо): хє, x = T). 
在 D МЕЕ tti W ШИШ Jr B 


пуа? җн, а(х, х)и,+ 


tax ж) „+ @(х, xo)u = f(x, х„), (1) 


其 中 求 和 是 从 1 到 1， 它 存 重复 的 下 标 i, j 上进 
£i, Н Җ ay (х, хо) 6, 必须 是 正定 的 . 

方程 (1) 的 基本 的 混合 问题 组 成 如 下 : 要 找 方程 
{1) # D 内 的 解 w=wu(x, Xx,)， 使 它 在 О, КЇЙ 
足 切 始 条 件 


шо 20), необ) (2 

B S ENE FB ЖР —1: 
uh = ө (x, x.), (9) 
е xo. (4) 


| кн || э, э). (5) 
其 中 N KX TRT а" (E18x,) (8/ах,) 的 一 个 余 
法 向 . 问题 (2), (3); (2), (4); R (2). (5) 
通 党 分别 地 称 为 方程 (17 的 第 一 ， 第 二 及 第 三 混合 问 
题 (first, second and third піка problem) ` ` 

在 对 (1) 的 系数 ， 边 界 8D 以 及 给 定 的 函数 作 了 
较为 一 般 的 假定 后 ， 人 们 能 证 明 所 有 这 三 类 混合 问题 
的 广义 解 及 正则 饰 的 存在 性 各 险 一 性 РИН D 内 
的 这 些 解 ， 其 依赖 于 边界 光滑 性 的 解 的 结构 上 的 性 质 
以 及 可 微 性 质 已 在 [8] 中 讨论 . 当 a= 1 时 ， 混 各 问 
КЛ 8н 

对 广泛 一 类 线性 及 非 线性 双 曲 型 方程 和 方程 组 ， 
它 的 混合 问题 业已 讨论 ， 见 拟 线性 双 曲 列 方 程 和 方程 
组 (quasi - finear hyperbolic equations and systems), 


对 形 如 
а L a. (x, 0 = t f(x, x.) 


ҮТҮР 程 及 方程 组 ， 若 其 初始 条 件 于 D 在 平 
Ж ху = 0 内 边界 的 空 向 部 分 上 提出 ， 则 这 种 混合 问 
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题 已 存在 令 人 满意 的 理论 . 同样 对 冯 曲 型 方程 及 方程 
组 的 如 此 的 混合 问题 也 已 有 了 成 功 药 研究; КЫ 
玛 边 界 条 件 多 支 集 是 这 些 方程 的 型 或 阶 数 发 生 垦 化 的 
由 面 ， 见 退化 偏 微 分 方程 {degenerate partial differential 
equation ) 最 为 实质 的 结果 是 对 形 如 

日 


"елү; O жш] Кёб. xau, + 


+5°{х, хун t с{х, x. )u= х, хо) 
的 二 阶 线 性 方程 记得 到 ， 此 中 系数 满足 条 件 
AE PionoXolb EE) — oar et, 


(对 所 有 EeR") ， 
和 和 ko 是 止 常数 ， 开 且 特 别 地 对 形 如 


yu, yt Ax, y)u, t b(x, yu, + 


Te(x,y)u=f(x.y), (6) 
x =x,x = y20, m= 常数 
的 方程 得 到 了 结果 . 


带 有 内 部 或 从 部 边界 条 件 的 混合 问题 ( 见 外 部 和 
内 部 边 值 问题 (exierior and interior boundary value pro - 
blems )) 可 出 阻碍 物 上 波 的 散射 理论 中 一 些 过 程 的 数学 
模型 导出 ， 例 如 ，Sommerfeld 辐射 条 件 radiation con - 
ditions ) Гн «ЖЕЛЕ 


Du 0 


的 如 下 的 阿 题 的 解 而 导出 : 其 中 所 有 点 xsR" 位 于 
一 有 界 区 域 Q C R" 的 外 部 ， 对 任 一 瞬间 xs 20, u 
关于 до 的 外 法 向 的 导数 为 零 ; 而 初始 条 件 对 应 于 在 
x, 轴 方 向 出 无 穷 处 而 来 的 一 个 平面 波 . 

观 则 型 方程 及 方 班组 的 基本 边 值 问 题 是 Gounsat 
问题 及 Darboux -Picard 问题 ， 还 有 它们 的 多 维 的 英 似 
问题 ， 见 Goursat 问题 (Goursat probkem }; Candy 
特征 问题 ( Cauchy characterstic problem ) 及 [1]. 

АТЕШ 
ua ну табх, y)u, T b(x, y)u, Фох, y)u = 


= f(x, у) 


ВОЗЕ ИО Н ОВЕН, ТЕП Gour ~ 
sat 和 Darboux -Picard 问题 以 及 它们 的 各 种 推 让 已 被 
彻底 地 讨论 ， 此 中 a, b 及 c 是 给 定 的 实 (m x m) 
Ж“, f 给 定向 量 ， 而 w 是 所 求 的 m 维 向 量 . 
对 于 适当 广泛 -类 二 阶 双 曲 型 方程 组 ， 车 它 带 有 非 分 
离 主 部 组 无 抛物 型 退化 ， 则 也 已 得 到 了 重要 的 结果 . 
ЖЕЕ АЛЕ x. y 的 双 曲 型 方程 织 


Dn, а? : 
-3 


д By дхду 


它 的 里 征 Goursat 问题 
и (хох) = (x) u (x, —x) = ф(х). 
x20,i=1,2, 
СООЛ rir JE. B.L, ES {Е РИЙ НЕ 
性 上 的 作用 ([3]). 对 于 退化 双 出 型 方程 和 方程 组 而 
言 ， 沂 物 型 退化 性 态 在 局 部 及 非 局 部 边 信 问 题 的 适 定 
性 十 的 影响 业已 彻底 讨论 ([3]). 这 特别 应 用 到 形 如 
Hy U Kk(x,y)u, +а(х, y)u,+b(x,y)u, + 


+e(x,y)u= f(x, y) 


的 线性 退化 双 出 型 方程 的 基本 {局 部 ) D la HW. Җ 
中 方程 确定 在 带 有 一 任意 的 逐 段 光滑 边界 的 有 界 区 域 
ч. ЭРЕ, ТЕСЕ Darboux 河 题 适 定性 
上 的 影响 以 及 作为 边界 条 件 支 集 的 特征 线 的 非 等 价 性 
обвит (N [10]). 

至 于 找 Darboux 及 Treomi 问题 的 高 给 类 似 问题 
〈 和 参见 混合 型 微分 方程 (mixed -type differential оиа - 
ton))， 在 非 局 部 边 值 问题 方面 已 作 了 许多 工作 ， 并 
中 特别 对 双 曲 型 方程 如 此 的 蒂 有 移 位 的 问题 已 作出 工 
# (191): 它 在 边界 的 特征 部 分 上 有 给 定 的 条 件 ， 且 
此 条 件 逐 点 连结 所 求解 的 值 及 它 的 《分数 阶 ) 导数 或 
某 特定 阶 的 积分 

在 方程 (1) 情况 下 ， 带 有 移 位 的 一 些 边 值 问题 已 
很 完全 且 一 般 地 研究 了 . айна а А ТЕСЕ ШУ: 
法 之 内 .在 由 特征 


2 а 
Гах 5000-0, 


гс x+ убт | 


2 
m+ 
和 直线 у=0 БЕН Т: 0<x<1 所 界 的 区 域内 ， 
人 们 求 方程 (1) 的 … 个 【充分 光滑 ) 的 解 u (x, y). 
使 在 区 间 T 上 满足 局 部 条 件 

Д а а 

Jim [44 +A; 中 СЕЧЕ 

хер, (7) 
日 在 ToU IT 上 满足 非 局 部 条 件 
B (x)Dia [8 (x)] F B,(x)Dt,u [8, (x)] + 


д 


[ао 05 азо нази |е. 
xet, (8) 


其 中 А,В, а, 为 给 定 的 函数 ，D';, E CF WE е 
18| 阶 分 数 的 积分 - 微分 算 子 : 
当 z<0 时 ， 


к и жала ym 


ж 
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р о(х)= тоу П 177700048, 
而 当 £ > 0 时 ， ' 
. ат ба! 
ЮФ(Х)= тетт 2 ф(х), 
j=0,1 


此 处 ГО) аг, [z] 是 :的 整数 部 分 ，8,(x) 
是 上 昌 x=1 所 出 发 的 特征 与 方程 (1) 的 特征 Г, ЮЗ 
点 : 


u[0,(x)] =s (Re0;, lm ө). 


关于 形 如 (1) 的 方程 的 带 移 位 的 边 值 问题 ， 按 特 
征 坐 标 Жоп ЭРВЕЛ) Buler-Darboux -Poisson 方程 


人 es 


对 它们 已 有 了 详尽 的 研究 

问题 (7), (8) 的 一 个 特殊 情形 是 Darboux 问 
题 (Darboux problem)， 它 要 求 找 方程 (6) 的 一 个 
《公分 光滑 ) 的 解 4&(x，》)， 使 其 满足 (局 部 ) 边 界 条 
+ 


u[0Ú((x)] (x), и(х, 0) =т(х), хе, 


и[0,(х)1= ф(х), u(x, 0) = (x), хе. 


为 使 Darboux 问题 遂 定 ， 条 做 m <2 或 Gelletedt 
Я: ( Gellerstedt condition) а(х, y) = 0(1)y*, p> 
(my2) - 1. m >2 是 本 质 的 (3], [10]). 
一 个 在 本 质 .上 新 的 Darboux 问题 的 商 维 类 似 问 题 
А Бидаңзе 问题 (Bisadze problem). 在 波动 方程 
Сч= (х, x) 情形 下 ,此 同 题 以 下 述 方式 提出 


‹(®[1]). 在 出 平 商 x = O 的 一 部 分 S, 及 两 特征 曲 
Г 
х1 у 2, х, 0 
和 
Sy: 1 ~xo=|xl, x, S0 
所 界 的 区 域 D C R''' 内 ， 要 找 方程 的 解 使 其 满足 
#0 0 ш]„=0 


另外 一 些 高 维 的 类 似 问 题 也 已 被 研 究 ， 这 些 问题 
对 一 些 特殊 区 域内 的 双 曲 型 方程 来 说 ， 虐 是 Darboux 
问题 ， 又 是 非 局 部 问题 { (2) (3) 型 ) 的 高 维 类 
似 问题 .而 这 些 特 处 区 域 的 边界 上 的 非特 征 部 分 适当 
是 空间 曲面 . 对 Euler - Darboux -Poisson 方程 x Lla = 
ки, 最 为 完全 的 结果 已 经 得 到 

对 于 形 如 


wy TA(x, y)u, + B(x, y)u 
= f(x, у) (9) 
8, ААПИНЕЖ ОЛ ЕЕ РЕ ЛЇП ЦЕ ЈАНГ. 在 
RR {{х, у): О<х <А, О<у< TJ) 33 e 
(9)@)— С) и(х. y)， 使 得 对 所 有 ye 
[0, T] 满足 
u(x,0)=@o(x). O< x<h, 


‚+е(х, у} = 


э 


зу [96 у)4х=т(у). 


或 
и{х,0)=д(х). 0®х&ю, 
А 
言 Lou =7r()), 
其 中 хо сух, 是 区 亲 [0, В] 中 给 定 的 点 


在 边 值 问题 理论 中 的 一 个 新 的 侧面 是 形 如 
ua tA(Gx,y)u, жах, y)u + b(x, y)u, + 
+о(х, у)и = f(x, у) (10) 


ПИТА УГМС. АЕ р) Д H ФК ИР! 
质量 或 热量 传递 理论 中 一 些 过 程 和 现象 所 对 应 的 数学 
异型 的 基础 上 出 现 的 .对 于 形 如 { 10) 的 及 则 型 方程 
的 济 部 及 非 局 部 线性 边 信 问题 已 发 展 了 一 个 广泛 的 理 
论 并 且 特 别 地 ，Riemana 法 ( Riemann method) 的 一 
个 类 似 已 经 设计 出 . 

对 于 一 脐 线 性 对 称 双 册 型 组 (М, ЕЗИ ПШ {ДД 
分 方程 和 方程 组 (linear hyperbolic рага] diferential 
equation and system))， 在 一 阶 方程 组 理论 和 在 aQ 
上 带 有 可 允许 边界 条 件 的 边 值 问题 理论 的 限制 为 ， 已 
进行 了 研究 (%,16]). 

Dirichiet 问题 ( Dirichlet probkem ) 对 任意 区 域 为 
双 曲 型 方程 及 方程 组 而 言 一 般 是 不 适 定 的 ， 利 用 能 量 
估计 及 积分 方程 的 方法 ， 此 问题 的 适 定 性 已 对 一 些 特 
丈 柱 形 区 域内 的 广泛 一 类 二 阶 到 曲 型 方程 建立 了 . 
参考 文献 

[1] Бицадэе, А. В., Некоторые классы ypagnemü в 
частных произвадвых. М.. 981. 

[2] Владимиров, В. С., Уравневия математической фи- 
зики, 4 юд., М., 1981 (Ж: Майтгоу, У. S. , 
Equations of mathematical physics , Міс, 1984}, 

[ 3] Gellestedt , ®., Sur une équation Jinéaire aux derivéss 
partidics du type mixte Ark. Afat. Astr, Fys., 25А 
(1937), 2, 1- 23 

[4] Годунов, С. К., Уравнения математической физики, 
2 изд., М., 1979 

[5] Джураев, Т. Д,, Краевые задачи для уравнений. 
смешанного и см: шанно - составного кв, Ташкент. 
1979 


TD MIXED АМ ROUNDARY VALUE PROBLEMS FOR PARABOLIC EQUATIONS AND SYSTFMS 


[6] Дези, А. А., Обшие вопросы теорий граничных за - 
дч, М, 1980 

1з] Ланрошьев, M. М. Романов, B. Г., Васильев, 
B Г, Мишомерные обратные задачи дла диффер- 
енциалыых уравневий, Новосиб,, 169 (3 Ж: 
Lawent'ev, М. М., Коталоу. У G., Уйге. У. 
G . Multidimensional inverse problems for екти! 
сцпайопз, Springer , 1970). 

[8] Ладыжсигкия. О, А., Смешаншая задача для гип- 
©рболического уравнения, M., 1953. 

'9] Бихушев, А. М, < ЛДифференциалькыє уравнелия y, 
5 (1969), 1, 44 — 59 

f 10] Haxymeg. A. M. , «Дифференциальные уравне- 

. 7 (171), 1. 49 — 5 

[11] ©илахипдинв, М. С., Уравнения смешашно- cocTa - 


ното иша, Ташкент, 1974. 
|12] Тихонњ. А. H , Самарский, A. А., Уравнения 
математической физики, 5 изд.. М., 1977(#%: 
А.Ш. А. А. А. Ы, 数学 物理 
З СЕ, FH), ТОНЕ ЙН. 1956, 1957) 
113] Шханукон, М. Х., < Дирференцизльные урави - 
зия). 18 (1982), 4, 689 ~ 690 
А. М. Нахушев {# 
ИН КРЛ “3 "s| 309038 307 En 
的 混合 和 边 值 问题 . BAKA Ж 


抛物 型 方程 及 方程 组 的 混合 和 边 值 问 题 [mixed and 
boundary valne problems for parabolic equations and sys - 
(етв: смешанная н краевая задачи дли параболичес - 
ких уравнений и систем] 
ЖЕ Euclid 空间 В" £F 

х, 107) 的 区 域 D 内 我 抛物 型 
845562; 800 8 

а(х, = {и (x, 1), U, a (x, t), 
АЛЕК DD 的 边界 8D 的 基部 分 上 满 吓 附加 的 一 些 
条 作 

ФО 民 " 内 具 充 分 光滑 边界 0 的 区 域 . р 
J - 柱 体 {xeQ:0<t<T}，, 它 带 有 侧面 r= х= 
aQ: 0<t<T}, ТЖ Q = {xeQ: t=0) ЖЮ 
Q. [xeQ: r= TY. 在 此 柱 体 D реа 
型 弓 
ud Ў A,(x. ра = f(x, 1), (х, t)e D. 

ч 

йолу (Ух, б). с, fx (1) 
的 混合 Петровский 问题 是 要 找 此 方程 组 的 解 ， 使 其 
满足 初始 条 件 


ша, = ф(х), рО) = (ф(х), 5, ф, 00) 0) 
和 边界 条 件 


V (x, t) (х. 


Ж, Ж m = 1 时 


х. — 
ох 


J: rh lx. 1) = (0 (x. t). 
B(x,t,0/0x) 是 一 个 元 素 为 


з. а ]- У bu(x,tD:. 


Bx | siz, 


М = ф(х. 6), (3) 
М 
рб. 0). Н 


= 1,77, заррае 1,7, р 
的 长 方 矩阵 . 设 所 研究 的 方程 组 是 一 致 抛物 型 的 
混合 问题 (1) — (3) 的 古典 解 是 属于 
CH (р) сее (рогу пс YT UA), 
а= тах, I Sigm, 13р 


ПОТА В U(x, t)， 使 其 在 D 内 满足 (1)， 且 在 
Q, 和 古 上 分 别 满足 条 件 (2) 和 (3). 有 时 人 们 考虑 
比 这 更 为 -… 般 的 解 ， 特 别 地 ， 人 们 放弃 解 在 ГГ\О, 
的 点 处 是 连续 的 要 求 而 代 之 以 在 D 内 有 界 的 条 件 - 

车 加 上 补充 (或 Лопатинский ) 条 件 (电车 为 简单 
计 ， 设 Q 是 有 界 的 )， 则 对 充分 光滑 的 数据 { (1) 和 
(3) Ж, ПАА аф у, о 和 由) МЕЖА 
RAUF, Ж PAffEfE— W 

对 一 个 f — С ЕЕ МАШЫ АО — r Jy 


ac Lumu, - Ў (ах 0н.) 


= Ўв, пы, с(х, tju = у(х, t), {x, t)ep, 


а (х,а (х.т), jl. n (1) 
жж ни (1) б. ОҢУНА} 
иі, = р(х) (27) 
ЕШШ ДОЙ ЕЙ — 8 SIB (rt mbed 
probkm ) 

к= D, 

第 二 混合 问题 (second mixed problem) 
3” ЫШ (5) 


合 问题 {third mixed problem ) 
=ф{(х,), (6) 


| +в(х, ps] ' 


其 中 МЕНИ ЙТ L 的 余 法 向 . 
这 些 问题 中 每 一 个 要 满足 补充 条 忻 ， 因 而 当 数 据 
是 充分 光滑 且 相 属性 条 件 成 立时 ， 每 一 问题 均 有 古典 
解 . 这 个 解 可 让 位 势 方法 ， 有 限 差分 法 及 Талеркин 
Ж (Саежіп method ) 得 到 .或 者 、 当 函数 a, (1, 
j=1、…. A).c 和 oa ЖН b. = O(i=1l. 
, n) 时 可 用 Fourier Ж ( Ғошісг method ) 得 到 .出 
如 ， 为 水 解 方程 (1) 的 第 一 混合 问题 ， 只 须要 求 方程 
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的 系数 局 3: 基 og 阶 Holder 空间 C'(D) (020), Ж 
а(х. г) ЖЕ СР) 内 的 导数 94,7 x (i. = 
В.в) f(x, г) B+ Ср) D ржу Ж 
Q ГБЖ. Ф = 几 (x，0)， 对 此 还 要 求 Q 
的 边界 站 满足 下 面条 МЕЖ x"e00. 存在 一 
个 闭 球 8S， 它 与 О 仅 有 一 个 共同 点 x°, BD SOY Q = 
x"， 在 对 便 面 加 上 某 些 条 件 【 不 包 食 特 征 点 . ШЛЫ 
ñ Fi (= ЖИЛ ЭБ, ЖШ ЖОБА} 
БШЕК Р оду. 

(LT) 的 基本 混合 问题 的 存在 性 定理 也 对 在 给 定 函 
数 及 区 域 Q 上 的 另外 一 些 条 忻 情 况 下 成 立 . ӨШ, xf 
齐 次 热传导 方程 ( thermal -conductance equation ) 的 
个 柱 形 区 域 D 内 的 第 一 混合 问题 ， 其 中 连续 函数 „ 
Ж p WAQA RAQ ploo = у(х, 0). # Q 是 这 
样 的 区 域 ， 它 关于 Iaplace 方程 (Laplace equation ) 的 
Dirichlet 问题 ( Dirichlet problem ) 对 任意 连续 边界 函 
数 来 说 在 Q 内 是 可 解 的 【存在 古典 解 )， 则 此 第 一 混 
合同 题 的 解 是 存在 的 。 

Фа, A c E Q ТАНЕ. сва 
革 可 测 号 有 界 ， 进 而 设 reL,(D), ee (р), Яж 


第 . -混合 问题 中 设 у JE Соболев 空间 (Sobolev sp- 


асе) Wr (D) тж Г 上 的 迹 ， 而 在 第 三 (或 
第 二 ) 混合 问题 中 设 y 属于 L,(T) 

一 个 属于 W) (D) 上 且 它 在 г К р 的 函数 
й(х,), ulr = уф. жя] Соболев 空间 W! (D) 为 的 
EB bl, =б, ра, = 人 的 成立 积分 恒等式 : 


j= us + P ayu, u, 一 Р А 中 = 
I. ЕЯ Е 
= [аха [gvdx, 


则 称 此 а(х, 1) ажеп (1), (279), (4) 
ИА ` 

АРИ "(ру 的 函数 и (х, г) 车 满足 积分 本 等 
式 


[[- HB, 十 Уан 057 [> Бао оаа 
; ЖЫ = 


[онов [fodxdtt ooer+ | woas. 
Б š : 


则 称 此 и (х, г) 是 第 
(1)，(2)，(6) 的 
boy= 0 (fe. ` 

这 些 问题 的 广义 解 帮 是 存在 和 唯一 的 ; ЭКН, 98 
对 完 分 大 的 p тта, /е (Р), АДЕ D 内 连续 ， 则 
此 解 甚至 满足 关于 其 指数 x > 0 的 Hiilder 条 件 ， 随 
着 在 相 容 性 条 件 成 立 的 前 提 下 给 定 函 数 和 区 域 边界 的 


第 二 ,车 о 一 0) 混合 问题 
Ж. KP o 是 WU L£ 


光 沿 性 的 增加 ， 广 АЙЫ ЛОН НӨН Шш. WHn. % 
ES, H o = 0 у= 0. aO 是 -个 区 
分 光滑 的 曲面， 落 уер) RUR SB SEPETI: 


fa = {hf + faba д 27 | 


(7) 
Иб ЕВА ЧЕДИ АИ Р и? (р). 

特别 地 ， 著 fs 工 ,{D)， 则 解 属于 20р), W 
时 对 《x. г) e D И, ВЛЕ Qo ЮЖ 
为 零 . 若 对 充分 大 有 feW3… 上 且 成 立 由 容 性 条 件 
(7), ， 则 由 嵌入 定理 (imbedding theorens )， 此 广义 
ШЕЛ АК. 当 (F) 中 系数 充分 光滑 时 ， 类 似 的 狐 述 
对 方程 (1 ) 的 基本 混合 问题 的 广义 解 也 上 成立, 

Ф 0 = 8", ШТА (Т) ЯНЕ D = R' x 
(0, Т) 内 的 解 使 在 特征 Qu = хек", 1=0) КЇЙ 
起 初始 条 件 (2 ) ЮЙ, ЖЖ (1) 的 Cauchy 问题 
(Cauchy problem), Cauchy 问题 (1)，(2) 的 古典 
解 是 一 个 向 县 函数 u(x, 0), SBT С") П 
с(рЈа,), Аче р пті (1), 而 在 Q, FABA 
(2) .车 右边 项 f(x, г) 属于 其 a > 0 阶 的 Halder 
э С). ШЕ 万 内 系数 充分 光滑 (它们 及 其 时 
数 均 有 界 )， 则 对 R. 上 任 一 有 界 连 续 的 初始 向 量 本 
数 g(x) ПТА, 4 D 上 存在 Cauchy 问题 的 一 个 有 
界 解 ， 并 及 此 有 界 解 是 唯一 的 - 

有 界 性 条 件 能 用 “不 太 快 速 增长 ”的 条 件 去 堆 
代 ， 对 二 阶 方程 来 说 ， 下 述 是 正确 的 ， 令 方程 (]) 的 
Жй ах, 0) Вк) охот) 2050 д 
Ф 020 И Нәме 空间 С (б). т (х) 
在 R" 内 连续 ，f(x, 1) 在 D 内 连续 ， 昌 对 cero, Т] 
一 致 地 是 x 的 局 部 Holder 连续 函数 ( 对 此 指数 а > 
0), ЖР 

Ге() Сет", хед”, 
ох Сет" (х, ep 
ПЛМ ТОКОВЕ А), 930 р = R" x (0, 
T) 内 存在 Cauchy Өй С). (27) 69808. 此 解 可 二 
为 
«(хуу = го 09е 
h 


+ 人 г{х, Ф, ЛЕ т)4Ф4т, 


Жор г(х,+; £, z) Ж (19) МЖЖ. 六 具有 如 下 
估计 
u(x. DIE C et (8) 


其 中 C，.k 为 正常 数 . 条 件 (8) 保证 了 Cauchy Pj 


772 MIXED AND BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR PARABOLIC EQUATIONS AND SYSTEMS 


АТ За ， 
在 一 个 其 常 系数 的 方程 情况 下 、 可 以 找到 一 个 形 
如 (8) 的 解 的 增长 荣 件 、 且 此 条 件 对 唯一 性 是 充分 必 
要 前 条 件 ， 例 如 、 对 于 妇 传 委 方 程 的 Cauchy 问题 的 
TC их, 0), ЕЖА 


|u(x.ry| Сето 


的 函数 类 内 此 u 是 唯一 的 解 ， 则 其 充分 必要 条 件 是 积 
分 ГаАс), AR ВХ) 是 [0, o) 上 的 
…- 个 下 的 连续 函数 . 

对 于 抛物 型 方程 ， 人 们 同样 能 考 虚 不 带 初始 条 件 
的 问题 (Fourier 问题 )， 例 如 ， 在 柱 体 D = (хер, 
一 co << + 四 ] 内 找 才 次 热传导 方程 的 解 ， 使 之 满 
IE n e bt 


u(x, tl won р, t), 


其 中 Q 是 带 有 充分 光滑 边界 ¿Q 的 一 个 有 界 区 域 . 
Ж ү} ЖИЕНИ ЛЯ, ШЕЕ Fourier 问题 的 .个 有 界 
解 ， 开 且 这 是 唯一 的 有 界 解 . 

对 描 物 型 方程 利 方程 组 ， 同 样 可 考 虚 这 样 的 非 
НЭВТ р 内 的 第 一 混合 问题 ， 这 里 的 D 的 侧面 包 
含 了 特征 点 【和 平面 上 = 常数 切 触 的 点 )， 特 别 地 ， 
可 考虑 Dirichlet 问题 《Dirichlet problem)， 此 时 边界 
条 件 在 整个 边界 оо 上 给 出 ， 当 在 特征 点 集 上 以 及 在 
до 的 特征 点 与 特征 平 而 的 切 触 阶 数 上 给 定 了 特定 的 
条 件 后 ，Dirichlet БЇ Ж Е — 8 {在 空间 W3"). 例 
如 ， 假 设 (为 简单 起 见 ) рев? ж-а, А 
在 上 特征 点 {x'， ta) 的 邻 域内 边界 的 方程 是 

х xt =ф\(х), 54 x <x° W, 
хохо ф(х), її x2 x° 时 ， 
其 中 1 一 5 <r=< r", MJ FH 


{тео ld, i=1, 2 
人 


的 发 获 性 保证 了 二 阶 抛物 型 方程 Dirichlet 问题 解 的 存 

在 性 和 唯一 性 .这 些 条 件 在 这 类 方程 中 同样 也 是 必要 

的 . 
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ПРЕ 在 现时 文献 中 ， 不 称 初始 边 值 问题 (1 ) ， 

(2°), (4) —(6) 为 “混合 " 问题 有 时 用 像 Cau- 
chy -Dirichket 或 Cuuchy -Neumani 来 玫 示 .一 个 抛物 
型 方程 带 有 Dirichkt 数据 的 问题 常常 是 指 这 样 的 问 
者 ， 在 其 中 此 数据 被 所在 抛物 型 边界 上 ， 除 了 第 一 、 

第 二 和 第 三 类 边界 数据 外 ， 高 阶 问 题 也 已 考虑 . 进 一 
步 的 评述 以 及 更 多 的 参考 文献 可 见 线性 抛物 型 偏 微 分 


ин-та АН 


方程 和 方程 组 ( linear parabolic partial dfferential equa- 
Чоп and system). WIKA # 
混合 自 回归 滑动 平均 过 程 [mixed autoregressive moving - 
average process: смешанный процесе авторегрессин 
скользящего среднего], ， 自 回归 滑动 平均 过 程 (autor- 
ogressive moving -average process) ，ARMA 过程 (AR - 
MA process) `. 

一 类 离散 时 间 {= 0, +1, 宽 义 半 稳 殖 机 过 程 
( slochastic process ) Х(г), ЖИЙ ЕЛ 

ХО) ta, X(t-1)+ + a, X(t — p) = 

= УСБ Ү( к 1)+- +b Y(e—a4), (1) 
其 中 EY(z) = 0, EY(r)Y(s)= 0 8, 5 为 Krone- 
cksr 记号 (ВІ Y(t) 是 有 谱 密 度 o>/2x Ён), 
也 与 а ЗА, Ша, уа у.с, b, 为 
MAM. 如果 方程 

@(z)=l1+art .+a,s=0 

的 全 部 根 都 有 异 于 1 的 粮 ， 那 么 平稳 的 自 回归 滑动 平 
均 过 程 X(t) 必 存 在 ， 旦 有 谱 密 度 (spectral densty ) 


ee 
Ce 


其 中 p(s)= 1 кру bz 但 是 ， 为 了 使 广 
但 (1) 给 定 初 值 (1), 5, Хо p) 的 解 当 
2-10 一 о 时 的 于 平稳 过 程 X(t)， 必 须 方程 o(:) 
= 0 的 全 部 根 都 位 于 单位 圈 |211 外 (例如 ， 见 [1] 
与 [2]) . 

Gauss 自 回 归 少 动 平均 过 程 类 与 有 谱 密 度 召 为 一 
多 维 Марков 过 程 的 单 维 分 量 的 平稳 过 程 类 是 重合 的 
【 见 [3j) . 白 回 归 滑 动 平均 过 程 的 特殊 情形 是 自 回归 
过 程 (auto -regressive process) ( 当 q = 0) 与 滑动 平 
均 过 程 (moving -uverage process) ("4 p= 0). 

由 О.Е. P. Box 与 G. M. Jenkins 引进 的 自 回 
归 求 和 滑动 平均 过 程 ( 见 [1])， 是 自 回 归 潮 动 平均 过 
程 的 推广 ， 并 常 被 用 于 应 用 问题 ， 这 是 一 种 有 平稳 增 
县 的 非 平稳 过 程 ， 其 其 一 忆 定 阶 增 量 形成 一 自 回归 疹 
动 平均 过 程 . 
参考 文献 
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【 补 注 】 自 回归 次 动 平均 过 程 类 的 重要 性 在 于 它们 表 
示 有 有 音 谱 密度 的 平稳 过 程 ， 


MIXED INTEGRAL EQUATION 773 


表 一 半 稳 过 程 为 自 回 归 视 动 平均 过 程 的 疝 题 在 西 
方 文献 牛 称 为 踏 机 实现 问题 (stochastic realization pro - 
Мет); 关于 此 问题 的 参考 文献 见 [A2], ГАЯ]. 
自 区 归 靖 动 平 均 过 程 局 被 统计 学 家 [A3j， 经 济 学 
家 [Al1] 及 工程 师 FA$] 所 利用 . 
参考 文献 
[А1] Aoki, М.. Notes ов ecanomic timz serks araly- 
SB. swtem согу perspectives , Lecture notes in cco - 
Tomics and math，systams , 220, Springer. 1983. 
IA2] Рашт, P., Cleget. M.. Germain , Е., Opérateurs 
rationnals роши%, Тошо. 1979 
ГАЗІ Hannan, Е. Ј., Muluple time series , Wiley, 1970. 
[A4] Lmndqust A., Picci, С.. Realization theory for 
multivariate stationary Gavssian proceses, SIAM J 
Control Орїт ., 23 (1985). 809 — 857. 
ГАЗ] Ljang , L.., Siderstrom, T., Theory and practice of 
Tcumive identification, М.1. Т., 1983 
Ў-Е Ж 
混合 群 [mixed group; смешаннан группа} 
Ва ИЙ Ж X tS E yG bf I Et zu Ж 
的 群 《gmoup )( 见 群 中 元 素 的 阶 ( order)). 
0. А. Иванова 所 
[ 补 往 ] 
参考 文献 
[A1] Курош, A. Г., Теория групп, 3 wan., М., 1967 
СТЛ: A. P. 库 滞 什 ， 群 论 ， 上 ， 下 ， 尚 等 教育 
出 版 社 ，1987，1982 ) 于 ОЕ НЕ 


这 一 术语 并 不 常用 、 


混合 积分 方程 [mixed integral equation; нагруженное 
нитегральное уравнение ] 


一 个 积分 方程 ( integral equation ) ， 在 一 维 情形 其 
形式 为 


А 
Ф(х)-А | К(х, з)е(з)45— 
AELK. а)ба) л), — (D 


其 中 g 是 未 知 函 数 , 7 E [a, b] Ж КЕЩ 
数 ，sjsfa, b], j= 1，…,m ЖЕЙ, КЖК, 
是 矩形 la, b] x [a, b] 上 给 定 的 连续 函数 ， 如 果 


K (x, s)=a, Кх, s,), 
其 中 a, 是 正常 数 ， 则 (1) 可 写 为 
oo K(x, s)@(s)4s = f(x). хе[а, b], 
式 中 新 的 积分 符号 作用 于 任 ~- 有 限 训 积 函数 峭 由 > 
Е Писа Давор 


定义 ( 见 [1]) ， 对 于 方程 (2)，Fredholm 方程 ( Fred - 
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holm equation ) 理论 成 立 ; 而 在 对 称 核 的 情形 ， 具 有 
对 称 核 的 积分 方程 (integral equation with symmetic 
kernel ) 理论 成 立 ， 

在 多 继 混 全 积分 方程 情形 中 ， 未 知 阔 数 可 以 其 不 
同 维 流 形 上 积分 的 被 积 函 数 的 一部分， 例如 ，2 维 情 
形 的 混合 积分 方程 可 有 形式 


v0 2P Kx, Poty)do,+ 
: 


+ [ K.G, э)е(у\14+, +д5 K.(x, у,)ф(у,)= 
" = х), хер, 
其 中 D ЕЕШЕЮЖТИШ, ГЕР 的 边界 ，y, 是 
D Ur 上 下定 的 点 ， 如 朵 相应 地 定义 栈 数 K 和 体积 
元 da，、 此 方程 也 可 写成 
о) а [Ко De0Ddo = fO. 
对 了 于 这 种 情形 ，Fiedholm 积分 方程 理论 仍然 成 立 ， 
参考 文献 
11] Kneser , A. , Bclastetc Imtegralgkeichungen , Ве. Cimolo 
маг Palerma, 37 (1914). 169 — 197. 
[2] Lichtensteio , 上. Bemerkungen uber belastete Integral - 
gleichungen, Studia Math., 3 (1931), 212 — 225 
[3] Сшиег. N. M... Sur [е problame des “ Be[astete [nteg - 
Talgleichungen "， Sudia Math. , 4 (1933), 8 一 
[4] Cupaos В. И. , Куре высшей математики, 6 юд., 
T.4, ч. 1, M., 1974( 中 译本 : В.И. МЖАШ 
ж. йен. ШН, Ва 
it, 1958) Б.В. Xsenemue # 沈 永 欢 译 


混合 问题 [mixed problem; смешанная задача] 

关于 偏 微 分 方程 (组 ) 的 、 具 有 初始 条 件 〔 initial 
conditiors ) 利 边 界 条 件 (boundary conditions ) 的 问题 、 
以 及 在 特征 和 和 非特 征 定向 流 形 上 具有 给 定数 据 的 问题 
( 见 双 曲 型 方程 和 方程 组 的 混合 边 值 问题 { mixed and 
boundary value problems for hyperbolic equations and 
Systems ); БН УДЕУ: ИНН АПШЕ АЗЕ EJES ( mixed 
and boundary value problems for parabolic equations and 
systems );， 混 合 型 微分 方程 (mixed -type differential 
8quation )}， 混 合 滞 题 一 词 也 适用 于 椭 贸 型 方程 的 边 值 
疝 题 ， 如 果 在 边界 的 不 同 部 分 上 给 定 不 同类 型 的 条 件 
( 见 杠 加 型 方程 边 值 问题 ( boundary value problem , 
eliptic equations )). A. M. Нахуцев } ЖЯ Ж 


ЖЕЖ (а, b, с) [mixed product; смешанное пронз- 
веденне], ， 标 量 三 重 积 (Scalar triple oduct) 向 量 а, Б, 
c 的 
向 量 a 与 向 量 b Fl c 的 向 量 积 (vector pro- 
duct ) [b, c] 构成 的 内 积 ( inner product ): 
(a,b,c) =(a,[b, ер). 


见 向 量 代 数 { vector algebra ) . 


混合 型 微分 方程 [ mixed -type differential equation ; смеш - 
анного типа уравненне | 

一 个 在 其 定义 域内 变型 的 ( 梢 圆 型 АЩЫ АИ 
物 型 的 ) ЛА. 设 带 有 二 个 自 变量 的 二 和 阶 线性 
(或 拟 线 性 ) 微分 方程 

Asa + 2Ви,„+ Cuy = F(x, ушунун), 
(1) 
&ж@Ч#®®ЕКҖ Q 内 ， 车 特征 形式 
Ady*+2Bdxdy+ Cdx:=Q 
的 判别 式 A = AC — B: 在 Q 内 取 到 零 蔓 而 又 不 恒 为 
零 ， 则 此 方程 是 ~ 个 混合 型 方程 . 

HJ A= 0 所 确定 的 曲线 5 称 为 方程 【1) 的 
抛物 线 ( parabolic line ) 或 型 的 退化 《变更 )# (line of 
degeneracy (change) of \уре ). 

若 当 点 (x, у) 在 ОНЕ ОА 不 改 
变 符号 ， 则 方程 (1) 是 -个 椭圆 - 抛物 型 的 退化 方程 
(А20) ЗА - 抛物 型 的 退化 方程 (A<0), № 
退化 编 微分 方程 (degenerate partial differential equa- 
ton). 

在 对 4, B,C 及 5 吉 上 一 些 光 滑 性 条 件 后 ， 存 
在 自 变 基 的 一 个 非 奇 异 实 变 换 ， 它 将 方程 (1) (ЕТ 
ИЕТ, BPA 的 符号 在 5 的 一 个 所 选取 的 点 的 邻 
域内 交替 变化 着 ， 而 该 所 选取 点 处 42 + B: 0) 变 
为 下 面 典范 形式 中 的 一 个 〔 仍 保持 自 变量 的 记号 ) : 


уа tuy = (х,у, и, шн), (2) 


мути, = Р(х, у, и, и, u). (3) 


方程 (2) 和 (3) 在 包含 退化 线 y=0 上 一 线段 
的 任 一 区 域内 是 混合 СА = ХН) 型 的 . 

~ 个 混合 型 方程 的 定义 城 有 时 称 为 混合 区 域 
(mixed domain }， 而 在 混合 区 域内 的 边 值 问题 称 为 泥 
合 边 值 问题 (mixed boundary value problems ). А 
X# О 内 方程 是 精 贺 ОЯН) 型 的 部 分 Q+(Q- ) Ж 
为 本 加 性 ( 双 曲 性 ) 区 城 (domain of cllipticity (hyper - 
bolicity )}. 

一 些 其 应 用 特性 的 问题 归结 为 找 混 合 型 方程 的 特 
定 的 解 ; 特别 地 ， 像 可 应 缩 介质 的 半 面 跨 音 速 流 问 是 
ББ НЕЁ РОЯ. 

ФА ЕЛКА ИНЕ Q 20 (Q = 0)、 
则 称 此 混合 型 方程 古 第 一 类 (第 二 类 ) 方程 (equation 
of Че ft Кай (second Юта). Чаплыгн j 
( Chaplygin equation ) 

k(y)u,, tu, = 0 (4) 


是 第 一 类 混合 型 方程 的 一 个 典型 的 例子 ， 其 中 上 (y) 


是 -F3EEEOITA 0 MEB КА I H y O 时 yk(y)> 
з k(y)= y FP, 方程 (4) 通常 称 为 Tricomi 方 
程 (Tricomi equation ) , 

混合 型 方程 的 一 个 重要 模型 【在 此 方程 中 一 个 用 
高 队 导 数 挤 带 有 一 个 问 断 系数 ) 是 Лаврентьев - Била - 
дас 方程 【Layvrent'cy-Bitsadze equation ) 


(sgny) + ú, tu, 0 (5) 


(第 一 类 ) 混合 型 方程 的 一 个 基本 的 边 什 问 是 是 
Tcomi 问题 《Tricomi problem). x] #n (2) 的 方 
程 ， 此 问题 提 法 知 下 ， 设 О САА х, y 
的 Buciid 平面 中 的 一 个 有 限 的 单 连通 区 域 ， 此 区 域 出 
一 简单 的 Jordan Н ( Јогдап сиге) о 及 方程 (2) 
的 特征 线 的 АС 及 BC 二 段 所 轩 成 ， 此 处 曲线 ¿S 
有 端点 А(0, 0), В(1, 0) 月 位 于 半 平 面 y> 0 内 . 
AC 及 BC 是 由 C(1/2, yo) 点 发 出 前 特征 线 上 的 二 
Ë у, <0. Trcomi 问题 就 是 要 找 方 得 (2) ЮЖ 
ибх, у), ЕРТЕ Q 的 闭 包 O 内 连续 且 在 曲线 o U 
AC 上 取 纵 定 值 . 

在 Tricomi 38 07, Бицадзе 极 秆 原理 { Bits - 
adze，extemaun principle ) 起 着 本 质 的 内 用 ， 对 方程 
(5) 而 育 ， 此 极 值 原理 是 : 对 于 方程 (5) С(О) 
(`C'(Q) 类 内 的 解 u(x, y)， 车 它 在 特征 AC: x + 
y=0 (0 所 x 所 112) 上 为 零 ， 则 在 枉 图 性 区 域 的 闭 包 
G*' 内 (7 = Qiy<0]) 此 多 在 曲线 с 上 达到 其 
极 值 . 

这 个 原理 保证 了 Tricomi 问题 的 解 的 唯一 性 (日 
同样 为 用 斧 蔡 法 证 明 存 在 性 叶 提 供 了 一 个 基本 的 全 
计 )， 此 原理 可 推广 到 非常 广泛 一 类 混合 型 线性 及 报 
线性 方程 . 特别 地 ， 它 可 应 用 到 Чаплыгин 方程 (和 
Ticomi 方程 )， 此 时 要 求 上 (y) 二 次 连续 可 微 且 对 
<0 有 5k'? 2 4kk'. Бицадзе ЖЫН ДОЙ ЖОГЫ 


вту ғ (уа нут 0, х= Ж > 0 (6) 
成 立方 程 (61 的 Tricomi 问题 在 对 应 的 混合 区 域 Q 


内 的 解 可 表 为 是 式 形式 ， 此 时 这 区 域 边 田 的 椭 贺 部 分 o 
要 重合 守 所 谓 的 正规 围 首 (normal contour ) go: 


2 
| 2 cl 
+12 L. 


在 - - 般 情况 下 ， 若 关于 曲线 о 及 所 找 的 解 的 类 满足 一 
些 特定 的 条 件 ， 则 方程 16) 的 Tricomi 问题 归结 为 一 
个 无 条 件 可 解 的 寄 异 积分 方程 (singular integral equa - 
боп) (由 于 唯一 性 条 件 )， 积 分 方程 方法 可 应 用 于 对 
较 一 般 的 方程 


урпу ғ [yl usst н = Р(х, y u, Ws й,), 


МЕНЕ Tricomi 问题 及 另外 一 些 混合 问题 的 解 的 存在 
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Ж, ЖИР a 是 退 化 的 次 数 ， 

函数 论 广 法 及 汪 函 分 析 ， 特 别 总 利用 先 验 估计 ， 
使 有 可 能 有 效 地 推广 泥 全 型 方程 和 混合 区 域 代 类 ， 使 
敌对 它们 而 言 ， 污 论 Tricomi 问题 还 是 务 种 其 他 的 活 合 
问题 ， 它 们 的 【广义 ) 解 的 存在 性 及 唯 - -性 能 被 证 
Bg. 

Tricomi 问题 的 一 个 重要 推广 吓 一 般 的 混合 Бица - 
дзе 问题 (general mixed Bitsadke pioblem ) “对 方程 
(5) 此 问题 提 法 如 下 Фо 是 一 个 单 连通 混合 区 
B. CHE TORR у>0 目 端 点 是 4(0, 0) А 
B(1. 0) 的 一 条 简单 Jordan 有 曲线 с 与 过 由 ы 
Ж) 单调 曲线 r. г, BUR. BOB U РА 
С(х,. у) (y, <0). #% r, Ж Г, РНЕ 
х+у=б,х-у=1 И хн AB(0<x<1) 
БЕШИ. Ф B, 各 В, 表示 特征 х—у=х, 
和 x +у=х, BN Г, Г, 的 交点 ， 此 处 х, 是 
ЖЕШ х, +y <x Sx у, МЕА. 用 y, 
ту 分 别 表示 Tu 和 T. 在 А, B, 和 B. B, 问 的 
部 分 则 一 般 的 混合 Бицалзе 同 题 是 要 找 方程 (5 
在 Q 内 的 正则 解 ( 当头 0，x 士 》 关 xu 时 ) ， 使 得 
它 在 б 内 连续 ， 在 Q 内 寡 过 续 的 一 阶 导数 ( 当 x+ 
у# хый), ИЖ ө, у, у, ЙЕН 
件 ， 无 论 对 方程 (5) 还 是 较 一 般 的 方程 ， 在 对 Q 的 
ШЖ, ЯШЕН с 上 ， 加 上 上 某 些 几何 亲 件 后 ， 能 证 
明 此 向 题 的 解 的 叭 -- 性 种 存在 性 ， 在 r 重 闪 于 过 B 
的 特征 BC(x。= 1 ) 的 特殊 情形 ， 一 般 的 混合 Бицадзе 
问题 被 认为 已 完全 解决 ，-- 航 的 泥 合 Bmanme 问题 被 
正确 地 提出 ， 例 如 在 方程 (5 ) 的 情形 ， 这 一 事实 的 一 
个 重要 结果 是 形 如 Q 的 混合 区 域内 提 Diriduet 问题 
(Dirichlet probjem ) 是 不 正确 的 ， 而 不 管 到 曲 性 区 域 
от 的 形式 及 大 小 如 何 ， 

对 于 相当 大 “类 的 线性 方程 


(уун, Ж „+ аш, Риу ар, 


已 知 系数 a(x, у) 对 在 相应 的 形 如 Q 的 混合 区 域内 
提出 Diichkt 问题 的 正确 性 有 本 质 的 影响 . 
另 一 类 混合 问题 是 Frank 向 题 (Franki problem) . 
Фо 是 带 有 如 下 边界 的 一 个 总 过 通 区 城 ， 直 线 x == 0 
上 的 区 间 44: 一 1s&ysi, 以 4(0.1) 和 B(a, 
0) 为 端点 且 位 于 第 一 象限 : x > 0,y > 0 内 的 一 条 光 
滑 曲 线 v， 直 线 y=0 上 的 区 间 CB: а, S x<a, 
МЕН A' (0, 一 1) 及 C(a,, 0) 两 点 出 发 的 所 考 谨 
URA 3838 ( 例如 方程 (4 ) ) 的 特征 线 、Ftankl Fj 
题 就 是 要 在 Q WARNA MDM u(x. у), ЖЕ 
c UCB ЕЖЕНИН, НЕ АА 上 满足 条 件 
ди 


зу 7% “(07)-н#0, -у)=/(у), 
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-l1<y<l1,x= 0. 
Met] оаа T HHE, Л 
日 当 曲线 o x= x(s), у= у(з)Н dylds> 0 情况 
下 对 方程 (S) 已 完全 解决 ， 其 中 s 是 从 点 B{a, 0) 
开始 测量 的 ¿ КИК. 

第 “类 滋 合 型 方程 的 基本 的 边 值 问题 已 经 前 明 ， 
并 对 第 二 类 混合 型 方 悍 可 将 这 些 问题 进行 适当 的 修 
改 ， 这 些 修 改 是 必须 的 ， 这 是 医 为 对 县 特征 退化 的 本 
圆 型 方程 而 言 ，Dicichlet 问题 不 总 是 可 正确 地 提出 
的 。 

在 混合 区 域内 方程 (1) 的 边 值 问 题 的 提 法 中 ， 若 
Жеш 5 同时 又 是 方程 的 阶 数 的 退化 线 的 话 ， 则 一 个 
新 的 方面 就 产生 了 ， 例 如 ， 对 方程 

yu, t yu, t gu = 0 (7) 
就 发 生 此 种 情形 ， 其 中 p 是 一 个 自然 数 ，g 是 常数 日 
满足 1 一 2p 所 28< 1， 

对 方程 (5) (6), ，(7) ， 除 了 上 运 之 外 ， 还 存 
在 许多 本 质 上 是 新 的 边 值 问题 . 这 些 可 主要 由 这 样 的 
事实 所 表征 ， 即 ОВТ с U4CUBC( 在 其 
上 我 们 已 提出 了 Tricomi 问题 ) 上 带 有 如 下 的 边界 条 
件 : 例如 ， 在 c 上 给 出 Dirichkt 条 件 ， 而 在 АС\) 
BC 上 给 出 某 非 局 部 条 件 ， 此 条 件 逐 点 连结 沟 所 求解 
的 值 或 它 的 一 个 具 确 定 阶 数 的 (分数 ) 导数 .特别 
地 ， 这 些 问题 包含 一 个 有 正确 提 洪 的 自 伴 混合 边 悄 问 
题 的 简单 例子 . 

对 于 汇合 型 方程 《方程 组 )， 其 区 域内 部 含有 几 
条 型 的 退化 线 或 者 一 条 单一 的 闭 抛物 线 情 况 下 的 边 值 
问题 已 经 作 了 研究 . 

对 于 某 些 具 两 自 变量 的 混合 型 方程 和 方程 组 类 ， 
以 及 对 高 阶 混合 型 方程 ， 已 研究 了 类 似 于 Tricomi tl 
题 的 边 值 问题 . 

在 研究 具 多 个 变量 的 混合 型 方程 钓 适 定性 问题 时 
将 发 生 重 大 的 困难 .虽然 如 此 ， 在 此 方向 上 同样 已 得 
到 若干 重要 的 结果 ， 对 于 方程 


(siz) ° и, +и,, ths, = Лх, у, 2), (8) 


它 以 z = 0 作为 型 退化 的 类 时 平面 ， 此 方程 是 具有 此 
性 质 的 泥 台 型 方程 的 一 个 简单 模式 ， 已 知 下 述 问题 的 
提 法 是 正确 的 , 令 Q 是 一 个 有 限 的 单 连 道 的 三 维 区 
域 ， 它 由 一 分 段 光 滑 曲 面 z= у(х, у) 20 及 方程 
(8) 的 特征 曲面 


Si x+x = Jy +z: 
боха = ym 


Е. 人 们 要 找 O 内 的 一 个 连续 可 微 函数 ， 使 但 在 О 
内 z #0 处 满足 方程 (8) ， 而 在 о 及 特征 曲面 S.. 


S, 中 “个 曲面 上 为 零 . 关于 这 个 问题 的 弱 解 的 存在 性 
和 强 解 的 唯一 性 已 对 较 一 艇 的 方程 


(sgnx,) + ú, FA u= f(x, x), 
X= (xX) 
得 到 了 证 明 ， 此 处 А, 是 关于 变量 х, сз, x, 的 
Laplace 算 子 ( La place operator ) . 
对 于 方程 
xA u= ЕСЕ 2. [ыс 


设 型 式 及 阶 数 均 发 后退 化 的 类 空 超 平 面 x = 0 的 部 分 
包含 在 混合 区 域 Q 内 ， 对 此 情 撒 业已 研究 了 一 个 特殊 
形式 的 边 值 问题 . 在 此 QQ 在 半空 间 x, < 0 的 部 分 
带 有 数据 u(x。、x)， 而 在 半空 间 xu > 0 部 分 (方程 
(9 ) ) 的 特征 角 而 (characteristic conoid ) 带 有 u(x,, x) 
的 基 积 分 平均 值 ， 

在 有 界 及 元 界 三 维 区 域内 另外 一 些 混合 型 代 型 方 
得 也 已 经 研究 了 ， 其 中 包括 方程 


mt 


Ueto, tu , 


Р = 
а (ижи) tu, = 0. 


对 柱 峭 区 域内 一 大 类 白 伴 的 混合 型 方程 同样 存在 
一 个 Dirichlet 问题 解 的 唯一 性 准则 - 
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А. M. Нахушев Ж 
【 补 注 】 Боят TE ва - 解析 的 方法 ， 见 
[Ai]. 用 Fourier 积分 算 子 方法 进行 构造 性 的 处 理 ， 
可 见 [A21] . 
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混合 体积 理论 [mixed youme theory ; смешанных объемов 
теорня ] 

凸 体 理论 的 一 个 分 支 ， 研 究 旧 体 线性 组 合 问题 中 
出 现 的 泛 函 { 见 集合 的 加 法 《addition of sets )). 

Euclid 空间 К" 中 四 笨 K 的 具有 正 的 组 合 系数 的 


ана Ул л,К, 的 体积 了 是 关于 L.l. л 
次 齐 次 多 项 式 : 
{к | =: Ху, мш (s) 


ЖУ, 假 定 关于 下 标的 置换 是 对 称 的 ， 记 六 
V(K,, K.) НПО К, K. 
这 些 么 数 称 为 是 凸 体 类， К, 的 混合 体积 (mixcd 
volumes ). ` 
该 理论 的 意义 在 于 蚀 合 体积 这 一 概念 的 广泛 性 : 
ЖСК, К, о.) 中 的 K... K... ВЛ 
的 凸 体 ， 可 得 到 有 关 体 K 的 种 种 性 质 ， 包 括 : 其 体 
积 ， 其 表面 积 ， 其 主 曲 率 的 初等 对 称 函 数 的 曲面 积分 
你 C' 光 将 体 的 情形 下 )， 及 其 i 88 (0 < 
i<n) 的 投射 的 相应 特征 .表达 式 (* ) 的 一 个 特殊 届 
是 关于 了 :中 平行 是 体 体积 的 Steiner 公式 ( Steiner 
Юппша ) : 
У.а + $ xo, 


其 中 VV 是 体积 ，5 大 表面 积 . B 是 原 凸 体 的 全 平 
Bg. V. 是 其 6 ORAR. 混合 体积 УК. 
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К) 关于 任意 К, 平移 不 变 ， 关 于 上 是 体 间 的 包含 关 
条 单调 ， 它 连续 且 非 作 ，V(K,.… KK, ) >0, 当 日 仅 当 
可 以 在 每 一 个 下 ,中 选取 -- 条 线段 ， 使 得 这 些 线段 签 此 
线性 丘 关 【多 [1]) 
ШЖ КОЁ КЕР КАВ z 的 超 曲面 的 
投影 ， 则 
Te 


长 的 向 一 个 了 维 子 空间 的 投影 的 体积 称 为 它 的 第 也 
截面 测度 ( p-th cross - sectional measure ), 或 者 第 了 层 
ЮЙ ( p- quermass ), 在 这 些 测度 的 平均 值 W, (K) ËI 
建立 关系 式 是 积分 几何 学 (integral geometry) 考虑 的 
问题 之 一 - 在 相差 一 个 常数 因子 意义 下 , 泛 函 W, (К) 
可 等 同 于 第 了 ТЕЛШ: 

V,(K)= СК, К,0, 7,0) 


(РА К.п-р + Шу 其 中 U 是 单位 球 ， 对 于 一 个 
Сож К, 其 混合 体积 V, (K)(0 < 
p<n) 等 于 主 曲 率 半径 的 第 p 个 初等 对 称 函数 D, 
《 它 被 看 作 球面 5777 的 法 向 量 的 函数 ) 的 积分 对 于 
ВИА, Р, (К) 是 877 上 测度 a, 的 总 值 ， 它 
定义 如 下 , 并 被 称 为 曲率 画 数 (curvature function ). ( 在 
光 注 的 情形 ，D， 是 и, ЁЛЕ.) 正如 凸 体 K 的 体积 
ХЕЙ (suppor funaion) K (u) 关于 其 曲面 函数 
《surdace function )( 即 在 球面 映射 (spherical тр) 
1 K (fde 5977 ЕТ) 的 积分 的 1н 
个 西 体 的 混 各 体积 可 以 写成 其 中 某 不 凸 体 K. 的 支撑 
函数 KK,(u) 关于 S"-' 上 依 赎 于 其 余 凸 体 的 菜 一 测度 
io) =p (K, К, о) 的 积分 .该 测度 称 为 K,, 
"K, 的 混合 曲面 函数 ( mixed surface function): 
VR KB {Kila 

ШЖ д, (о) 由 以 下 方程 定义 : 


иө) = AUK RD， 


U,w) 


(p+ K,n- p-2 + Ü) 

不 同 混 台 体积 间 的 不 等 式 构 成 了 混合 体积 理论 的 
二 要 内 容 ( 见 [2),[3]). 它们 包括 Minkowski 不 等 式 
( Minkowski inequality }: ` 

W(K,L, LP УОК), 

以 及 二 次 Minkovski жард ( quadratic Minkowski ine- 
quality ): 

VK, Ly LZ V(L)V(K.K,L, ,LL). 
这 些 不 等 式 都 与 Brum -Minkowski 定理 ( Brunn -Min- 
kowski theorem ) 有 紧密 联系 ， 而 该 定理 不 仅 是 对 凸 
体 才 成 立 ，AnexczHmpoa - Fenchel Яз Së sÉ ( Aloksandrov- 
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Fenchel inequality ) 是 对 上 述 不 等 式 的 扒 /"， 它 具有 以 下 
ЖИЛЕ. (я [2]): 


特别 地 ， 


ИК, К) УСКО VK,). 


在 两 个 凸 体 的 情形 下 ， 己 得 到 刻画 混合 体积 
УСК, K,) 的 完整 的 不 等 式 系统 ， 并 建立 了 更 为 一 
般 的 不 等 式 ( 匈 [4])， 

许多 几何 不 等 式 ， 例 如 络 典 等 周 不 等 式 (isoperi - 
metric inequality , dassical ) 以 及 它 的 几 个 精细 化 不 等 式 
都 二 凸 体 混合 体积 不 等 式 的 特例 ， 取 (К) Ф 
的 极 值 ， 当 与 它 同类 的 某 个 其 他 泛 应 固定 时 ， 由 球面 
取 街 .混合 体 积 理论 中 的 不 等 式 可 用 米 证 明 让 义 Mirko ~ 
Wski 问题 {Minkowski problem) 解 的 唯一 性 ( 见 [2]), 
可 用 来 建立 Minkowski 问题 及 Weil 问题 中 苍 稳定 性 
ЖЕРЕ ( 见 [61), 还 可 用 来 彻底 解决 van der Waerden 
问题 ( 见 [7]). 混合 体积 理论 概念 的 无 穷 维 类 似 在 Gauss 
型 随机 过 程 理论 中 已 找到 了 应 用 { 见 [7]). 

泥 合 体积 理论 与 代数 几何 学 有 省 深刻 的 联系 ， 给 
定 一 个 n 个 复 变数 的 多 项 式 f(z,，….z,), 用 下 列 方 
式 定义 它 的 Newton 多 面体 Nw (f ). 对 出 现在 了 中 的 
每 个 系数 不 为 零 的 单 顶 式 ¿ne 指定 一 个 点 (а, 
一 ,4,) ER”, 并 定义 Nw( 放 为 所 有 这 些 点 的 凸 包 . 
多 项 式 方程 组 f, =з = f, = 0 的 解 的 特征 数 等 于 多 
面体 Nw (f, /,) 的 混合 体积 除 以 nl. 它 众多 应 用 之 
= Ж Александров -Fenchel 不 等 式 的 一 个 
代数 证 明 (ML [10]). 

在 混合 体积 理论 中 ， 一 个 凸 体 被 等 同 于 它 的 支撑 
函数 、 出 此 进而 推广 到 考虑 这 些 函数 的 差 ， 以 及 标 面 
上 的 任意 连续 函数 (W [2], [9]). 使 用 与 分 解 凸 休 
入 攻 , 的 引力 中 心 和 以 其 体积 这 一 向 量 相同 的 枉法 ， 
可 以 定义 所 谓 江 合 方向 向 量 《 mixed direction чес), 
它 是 混合 体积 的 向 盟 类 似 .同体 KK 的 引力 中 心 在 相差 
一 个 常数 因子 意义 下 ， 与 品 体 扩 和 球面 的 混合 方向 
向 量 一 致 ( 见 [11]). 
参考 文献 

111 Mmkowski, H., Theorie der konvesen KGrpem ，insbe - 
sonder der Beprüindung ihres Oberffáchenbegriffs , in Ges- 

апте Abh., Vol. 2, Teubner. 1991, 131 ~ 229 . 

[2A] Aleksandrov. А. D ., Zur Theone gemischter Volumna 
von Копуехсп Kompem I . Verallgemeinerungen cini- 
ger Begriffe der Theorie von konvexen Korpem , Ми. 
Sb., 2(1937), 5, 947 — 972 

[2В ] Aleksardrov, А. D ., Zur Theorie gemischter Voluminu 
хоп konvexen Kirpem П. Neue Ungleichungen zwmsc 


hen den gemschten Volurmna und ihre Anwendungen , 
Ма. Sb., 2 (1937), 6, 1205 — 1238. 

1 2С} Aleksandov. А. D , Zur Theorie gemischter Volumina 
won konvwxen Korpem Ш. Die Erweiterung 2weier Le- 
hysiitze Minkowskis uber die konvexen Polycdem auf dic 
bojiebigen Konvexen Korper, Mat. Sb., 3 (1938). 
1,27 - 46. 

T2D] Aleksandiov, А. 卫 … Zur Theone gemischter Volumina 
von konvexen Kórpem [Y , Die gemischten Diskrimin- 
unten шй dic gemischten Volumira. Mat. Sb.. 3 
(1938), 2, 2207 —281. 

[3] Busemann. H.. Convex surfaoss, Interscienoe , 1958. 
14] Shephard, С., Inequalits between mixed volumes of 
Convex sets, Mathematika , 7 ( 1960), 14, 125—138 
[5] Дискант, В. H., «Сиб, матем. ж.ў, 14 (1973). 

3,60 ~ 673. 
[6] Волков. IO. A . «Укр. reomem. c6 5, 5—6: 1968). 
4-60. 
[7] Ктић, D. Е.. А penranent iwxqnlty. Ате. Math 
Monthly , 88 ( 1981). 731 — 740. 

18] Судаков ,B. H.. < Докл. АН СССР. 197(1971).1. 
43-45 

[9] Buemann, H., Ewald, С. and Shepard ，G .，Conwx 
bodis апі conwexity оп Grssmann опз 1 – 
I. Mabb. dm., 151{1%63), 1, 1—41. 

[10] Хованский, А. Г. < Vermmsw матем. наук }, 34 
(1979),4, 160 — 16. 

[L113 Sehncider, R., Krimmungsschwerpunkte konvexen Kür- 
рег 1, Abh. Ман. Sem Un. Hewbag, ЭТС 19721 , 
112 — 132 Ю.Д Бураго 所 

Р 
参考 文献 

[ A1] Schneider, R., Оп the Aleksandrov - Fenchel inequality . 
Аа. New York Асай. Sei., HOC 1585 ). 132 ~ 141 

ГА2] МеМайеп. Р. and Schneider. R , Valuations оп 
Convex bodies, in Graber. Р. M. and МІБ, Ј. M 
(ejs.): Convesity and йз Applications. Birkhiiuser. 
1983, 170 — 247 成 wA w 


混合 [mixing ; перемешивание ] 

有 具有 有 限 不 变 测度 (invariant measure ) # 的 动力 
系统 ( 尘 布 【cascade) {5°} 或 流 【 连 续 时 间 动 力 系 
统 》 (flow (continuous -time dynamical system )) { $,}) 
的 一 个 性 质 ， 在 该 系统 中 对 于 相 空间 W 的 任意 两 个 
可 测 子 集 4 和 B, Ж 


ш") -1 ANB), 


或 相应 地 ， 
м5) 4 门 县 )， 


B n = G BÑ t-> оо BF, ЯЕ 


LAKB) ， 
(И) 
训 果 变换 S 与 5, 是 可 递 的 ， 则 在 混合 的 定义 中 ， 可 
„итке S'A 与 S.A 去 代替 关于 这 些 
变换 的 原 集 合 4 的 前 象 ， 如 果 一 个 系统 具有 混合 性 
质 ， 亦 称 该 蒜 统 是 混合 的 ， 而 在 湛 合 瀑布 {3"} 的 情 
ЖТ. В (W. n) PAR IS") 的 自 同 态 8 也 
称 为 混合 的 《 具有 混合 性 ). 
在 遍 扰 理论 中 ， 考 虑 与 混合 有 关 的 性 质 ; ЕД7 
{Р (ташире mixing) 15908 6 (weak піхв) я 
[11]; 在 早期 的 文献 中 后 者 常 称 为 广义 混合 或 简称 为 涝 
合 ， 而 汇合 被 称 为 强 意义 下 的 混合 ) . ЛЯВА Б 
混合 之 问 的 性 质 已 经 有 所 讨论 ([2]) 、 所 有 这 些 性 质 
都 比 遍历 性 ( ergodicity ) 强 . 
对 只 专 无 限 不 变 测 虚 的 系统 ， 也 有 类 似 于 混合 的 
Еж. 
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ГАМА) Ја] (W. п) БОБ 15" }, 
ЕА АЕА WK % fr F ZE а Ы ( W x ТР, 
п к) Бн S x S НЛ, Joh a ® 
н ЖЖП (С Е (сеоску); 度量 传递 性 
(metric transitivty) ), 311]. 
РЖИ, VR Ө ИЙ S f) КЕСЕ 
2 (ГАЈ). 拓扑 空间 W й И ЗИ КИН 
8 0 (topologially weakly mixing)， 如 里 Wx W 
(具有 通常 的 乘积 拓扑 ) 上 的 流 15, Xx 5S,} 是 拓扑 这 
ШИ; 等 价 地 ， 对 W 店 任 选 的 四 个 非 空 开 子 集 U,, 
VF,(i=1, 2)， 存 左 一 个 t， 使 得 sU (YU, #0 
{i 二 1, 2). 在 紧 空 间 上 ， 弱 混合 极 小 流 是 没有 非 平凡 
Мирча [1], 1335. 空间 Е 
一 个 流 {5,} 你 为 拓扑 强 混合 topologically strongly 
mbing ) ， 如 果 对 W МЕЖЕ ЕШ U М 
TF， 存 在 值 t。， 使 得 对 所 有 еро, 有 S,UN y $ 
例如 ， 具 有 常 负 曲 率 的 完全 一 维 Riemann 流 形 上 的 测 
度 流 是 拓扑 强 泥 合 的 ， 见 [A3], 1349. ， 对 于 瀑布 ， 相 
应 的 定义 可 类 极地 给 出 . 
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Mobius 函数 [ Mibius function ; Мёбиуса функция ] 

自然 数 自 变 量 的 算术 函数 ( arithmetic function ):a 
{1) 二 1 当 п 被 -素数 平方 整除 时 u (n) = 0， 其 地 情 
形 下 (п) = (1), ZE k OB n ЖЕТА. 
这 个 函数 是 A . Mdbius 于 1832 年 引进 的 ， 

Mbius 函数 是 秉性 算术 函数 《multiplicative arith- 
ттепс function); 当 n>1 时 了 ask(d)=0. ЖН 
于 研究 其 他 算术 函数 ， 并 出 现在 反 转 公式 中 (例如 ， 
见 Mobins 级 数 ( Mbbins series))， 下 面 对 Mibius #8 
数 为 值 的 估计 是 已 知 的 { 见 [2]): 


<exp(—ch?*'yx(minx) 5), 


此 处 “是 常数 . 均值 当 x ~ o ВЕР и 
着 自然 数列 中 豪 数 分 布 (distribution of prime numbers ) 
的 渐 近 规律 
ях 
{1] Виноградов, И. М., Основы теории чисел, 9 изд. 
M .，198] . (中 译本 : И М. ФЛЕК, Spa 
础 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1952 )} 
{2] Walfisz, A., Weylsehe Exponentialšummen ir. der neue- 
mn Zahlentheorie , Deutsche . Verlag Wissenschaft . 1963. 
Н. И. Климов # 
САРЕ Ж#Н ЖЖ ЕСЕД ( oonvolution product) Ж 
(лд) (н) = а, f(d) 0 (9/4) ТЈ 
(goup). Мж ЗЕ ЕНА (定义 
为 对 所 有 neN,E{n) = 1) 981120, А 
Иа А”, А, Mibins 级 数 ( M8bius series). 
$+x 
TAI] Hardy, С.Н. and Wright , Е.М. An introduction 
20 the theory of numbers , Clarendon Press , 1979. 
Юн 译 ЖК М 


Mšbius #19 [Момыз plane; Мёбиуса плоскость], [B] 
平面 (circular plane )， 反 这 平面 (inverse plane) — ` 
一 个 平面， 其 元 素 组 成 商 个 不 相交 的 集合 :点 的 
和 集合 和 回 的 集合 ， 生 被 妖 予 一 人 (关于 点 和 国 的 ) 对 
称 关联 关系 关联 关 系 满 足以 下 公理 : 
意 三 个 不 同 的 点 与 一 个 而 且 仅 仅 一 个 加 关联 ; 
?》 上 一 点 4 和 不 在 团 上 的 一 点 В, 
存在 唯一 的 圆通 过 点 B 而 且 与 加 y 的 唯一 公共 点 是 A; 
3 ) 存 在 至 少 四 个 不 同 的 点 不 与 同一 个 圆 关联， 任 
一 圆 至 少 与 三 个 不 同 的 点 关联 . 
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如 果 把 Móbius 平面 的 一 个 点 称 为 理 起点， 而 把 与 
该 点 关联 的 略称 为 直线 ， 则 是 得 一 仿 射 半 面 . 
Ж zz] P, тр, — WB (оо) о 
的 点 和 上 用 面 在 多 和 于 一 点 相交 的 所 有 平面 ， 威 予 从 
Р, 继承 的 关联 关系 ， 形 成 一 Mabius 平面 M (o ) ( M, 
[1]). 一 个 Mobius ЗСК НЕ, WE Е АР 
НЕТ o 的 M (o). ТЯГНЕ Mobius 平面 中 最 著 
名 的 是 模型 M(S), Ет S 是 三 维 Eucld 空间 的 球 
面 ， 此 平面 同 构 于 M(c)， 此 处 с 是 实数 域 上 三 维 射 
а 中 的 一 个 非 直 纹 二 次 曲面 . 
一 个 Mabius 平面 称 为 有 限 的 ， 如 果 它 含有 有 限 个 
点 和 国 ，MSbhus 平面 中 每 个 天 所 售 前 点 数 相同 ， 而 且 
此 半 面 上 每 一 点 的 圆 的 教 月 析 同 тїй, Мом 
平面 的 阶 是 其 贺 上 所 含 点 的 数 自 减 --。 -个 n 芥 Mobius 
平面 含有 н 十 1 个 点 和 n(n? +1) BJ; 经 过 每 一 点 
有 n(n + 1) МЕ. 下 述 的 n= р" É Mobius 平面 是 
Жл. ШК E ÉQ Ж Galois Ж (Galog Гей) 
ОЕ (р) жа (оо); 其 图 是 集合 天 = 
GF(p') U 1 cm} 在 如 下 形式 的 置换 群 之 下 的 旬 : 
x (х*а + с) (Ба), а, Б, c, 48GF(P), 
аа bc, re Аш(ОЕ{( Р"). 
阶 数 为 n 的 Mobius 平面 存在 的 一 个 必要 条 性 是 
同 -- 阶 数 匆 有 限 仿 射 平面 的 存在 性 . 阶 数 为 n= 2,3， 
4,5,7, 11 的 Mëbius 平面 的 唯一 性 已 经 证 明 ( [ 5]). 
如 果 一 阶 数 为 n 的 Mibius 平面 包 会 一 阶 数 为 m 之 
真子 平面 , Д m = n(mod2) ЇН. m +mn (m 
[2]). Mibivs 乎 南 的 分 类 已 经 完成 ( 见 [3]，[4])， 这 
些 平 面 以 其 发 现 者 А. Mobius 而 命名 ，A. MDbius 
(1855) 此 定 了 图 的 理论 的 基础 . 
参考 文献 
[1] Demboveki, Р., Finite geometries, Springer, 1968, p 
254. 
[2] Dembowski , Р. and Hughes, 0. R. , On finite inversive 
plans, ! London Math. Soe . 4D( 1965), 171—182 
[3] Hering, C. H., Eine Klassifikation der Mobivs -Fbenen , 
Mah. Z., 87 (1965), 252 ~ 262 
14] Krier, N.. The Henng dassification of Mbius plans . 
in Proc , Internat , Conf .projective Planes , Washington 
State Оту. Press , 1973, 157 — 163. 
[5] Истомина, Л. И., в. сб.: Кибернетяко-матема- 
тические метады исследовамия процессов и стрүк- 
тур, Пермь, 1976, 81 — 83. В. В. Афанасьев {2 
[ 补 注 】 关于 更 多 的 新 的 进展 ， 见 [AI] 中 Т.М. Yag- 
bm, J. Е. Rigoy, J. В. Wiker 和 №. W. Johnson 
E ЗҮ. 
参考 文献 
ГАТ] Davis. С., Grinbaum, В. and Sherk, Е. A. {eds.), 
The geometric чіп, Springer , 1980. 


KB. МЕМ 详 


Mobius 级 数 [Mibius series; Мёбиуса ряд] 
形 如 
ғо) Ў 0 ө) 
а 


的 函数 级 数 . А. Mibius 研究 了 这 类 级 数 , 对 级 数 (*) 
他 发 现 了 反 转 公式 


fos нб) ВОО, 


此 处 и(5) 是 Mibius 函数 ( Móbius function ). Mibius 
也 考虑 了 取 沉 自然 数 n 的 除数 的 有 限 和 的 反 演 公式 
(inversion formulas ): 


Ро) А) Ла) (ФРС). 


另 一 个 反 演 公式 : 设 p(n) 是 完全 积 性 函数 ( W3E 
Жа ( multiplicative aritnmetis fanction)),P( 1) = 
Г, 而 f(x) 是 定义 在 实数 x > 0 上 的 函数 ， 则 由 


ао) У р(я)/( ) 
可 得 
Дх) =Ë pn)p(mg( =). 


参考 文献 
[1] MGbims , A., Usber ene besondere Ап der Umkehrung 
der Кееп ,1. Reine Angew , Math .. 9 ( 1832), 105—123. 
[2] Виноградов. И. M.., Основы теории чибёл, 8 изд., 
M 1972.( 中 洋 本 : И. М. НЕ. ЗЮ 
出。 高 等 教育 出 版 社 ，1932 )- 
[3] Prachar, K... Pnmzablvertelung , Springer 1957. 
Б. М, Бредихин IE 
[ 补 注 】 所 有 这 些 (以 及 洗 多 其 他 的 ) 反 演 公式 是 出 
Mobius 函数 的 基本 性 质 得 到 的 ， 即 它 是 单位 算术 郴 数 
E(n) = 1 在 卷 积 下 的 道 ， 见 Mibius 函数 (Mebius 
function ) 种 薪 性 算术 函数 ( Multiplicative arithmetic func - 
tion) 的 补 注 . йй ж жн É 


Малш Ӯ | Mobins strip; Мёбиуса лист] 

Emer 示 性 数 (Euler characteristic ) 为 零 的 不 可 定 
向 的 曲面 ， 它 前 边界 是 一 条 闭 曲 钱 ，Mbins 带 可 由 下 
法 得 到 : ФОНЕ ABCD 的 两 条 对 边 АВ Ж} CD E 
合 ， 并 使 点 4， 点 B 分 别 落 在 点 C， 点 DD 上 (B 
图 ) ， 


> 


fE Eucld 空间 £) F, Mübius 带 是 单 基 曲面 (0 86 
侧 曲 面 和 双 侧 曲面 (one -sided and two sided surfa - 
ces)) 

А. Mëbius Ж Т. Listing 独立 地 考虑 过 (1858 一 
1865) Mobius #f . A. Б Иванов Ë АЕ 


ЖИДБЙРАҢ [modal logic; модальная norma 

ЭШЕЙ, ТАЧ АТИН. WE 
也 包含 了 模 态 语句 (modal stamens )， 即 指 “必须 
… “可 能 "等 等 这 样 类 型 的 语句 .在 数理 浊 畦 
(Р, АПЕЙ ИЖЕ И ДЕЕ Ж, ТОПУ ШЗ 
美 系 ， 以 及 对 它们 的 解释 ， 

Aritotle ( 公元 前 4 世纪 ) оез s 2 sn 
的 思想 本 质 ， 而 卫 它 已 成 为 吉 奥 哲学 的 一 部 分 然而 ， 
到 本 由 纪 初 ，C . 1. Lewis ([1]) Ж®—КИНЕ ДЕШ 
ЖАНРЕ. нЕт аж е 
统 ， 丰 文献 让 被 记 为 S1 一 55( 其 体 的 形式 系统 见 下 文 ) 
从 此 以 后 ， 人 们 构造 了 并 研究 了 许多 其 他 的 模 态 于 辑 
系统 .人 异 术 逻辑 的 这 -广泛 的 多 样 性 归 因 于 这 样 的 一 
个 事实 : 有 许多 方式 方法 将 “必须 " 和 “可 能 "的 合 
义 精确 化 ， 同 时 ， 人 们 也 可 采取 许多 方法 用 收 辑 联结 
词 来 处 班主 如 “一 年 有 可 能 " 这 一 类 复 宁 的 模 访 
(modalty) 及 模 态 之 问 的 关系 .大 部 分 已 研究 过 的 模 
ЖЖ EBE ШЕ ИЯ Е ЭРЕЖЕНИ; ЭЛП, Ab 
БЕТ ЖЕР ИЛЕ 2 E 00 5 НЕ S P ЖИК (BJ 
т, ML [6]). 

下 面 介绍 几 个 最 为 人 们 熬 知 的 模 态 逻辑 系统 ， 它 
们 使 用 的 语言 都 是 由 古典 命题 演算 P 的 语言 ， 再 加 上 
新 的 一 元 退 秀 联结 词 ( 称 为 模 术 运算 (modal opera - 
tors)) (24) О (可 能 ) 所 构成 ,实际 上 ， 作 
为 原始 联结 词 ， 光 有 СО 就 够 了 ， 因 为 在 几乎 所 有 的 模 
SMB BuUh. Э: 

© А=з[1-4А 

Жз. © 可 以 由 加 来 定义 . 

ШЕРИ 51. Да. 

1} 所 有 有形 如 [1 4 的 公式 ， 这 里 4 可 以 出 P Ж 
шж: 

2) OO 454): 

3) CODICASB)&I1(B5SC)3 (ау 
с). 
推导 规则 : 

1) 2-428 【分离 法 则 (modus ропив) 


‚ GA. 
"=: 

шу С4әв›. 00824) 
Оол 
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模 态 逻辑 系统 S2: S1 t{ 口 ( 口 43 口 (4 V8))}, 
模 态 逻辑 系统 53; S2 + 
{00 (428) 2105045 0 8))}. 
ЖБРЩЕЙК. ДИ А: 
1) 命题 演算 P 所 有 的 公理 模式 ; 
2) 0 (428) 2(0 А> О В). 
推导 规则 : 分 离 法 则 以 及 


— (О BDSM ) 


WORSE ТО K+ {局 4>4} =S2+ { 口 - 
ПОЗВА Д] } . 
模 杰 多 办 系 统 B: T+ {4> [JO А}. 
模 态 逻辑 系统 S4: S3+{ 口 ( 口 AS 00 А4) } = 
T+{D AS 00 4}. 
模 态 逻辑 系统 S5: S4 + {位 (4> ФА) }. 

在 以 上 列 出 的 所 有 系统 由，S4 具有 特殊 重要 的 意 
. 这 是 因为 直觉 主义 逻辑 的 命题 演算 可 以 做 人 到 其 
- 具体 地 说 ， 对 每 一 个 ( 非 模 态 的 ) 命题 演算 公式 
„НАК 4 "， 使 得 


> + x< 


[A= S4 А" 


在 这 点 上 ，Grzeporczyk 系 统 (Grzegorczyk sys - 
tem) 特别 有 意思 (DL [5]): 


6=54+ (10005 (С (я> JA) >4)° А); 


М СЇЙ. 如 下 的 转移 定理 【tnansference theorem ) 
ЮУ: 任 给 一 组 公理 模式 『， 任 -- 公 式 A, 


I+ Y F А454 +I Pde>G+rT F 4°. 


这 里 了 = B': Ber]; 另外 ，G 是 具有 以 上 性 质 
的 最 强 的 系统 .利用 这 个 定理 ， 可 以 将 某 个 性 质 ( 例 
如 完全 性 ， 可 判定 性 ) 从 S4 09 G) 的 任 一 扩充 系统 
转移 到 一 个 中 间 逻 辑 ( intermediate оріс). 

给 定 一 个 模 楚 深 辑 的 命题 演算 系统 8， 可 以 考虑 
相应 于 它 的 模 态 谓词 演算 系统 БЛ 5 的 语言 谱 加 
客体 变 元 ， 谓 词 符号 。 量词 Y ， 习 { 或 者 只 取 一 个 》; 
然后 加 上 通常 的 涉及 到 量词 的 公理 模式 及 推导 规则 ， 
另外 ， 有 时 还 可 以 增加 一 些 描述 模 术 算 子 如 何在 量词 
士 起 作用 的 公理 模式 ， 例 如 Barcan 公式 (Barcan for- 
mula ) 


V х[Л1 A(x) > СУ хА(х). 


一 个 模 坊 思 辑 系统 的 代数 解释 通常 是 如 下 形式 的 
个 代数 ( 或 姑 为 矩阵 (matrix )): 
m= OM. Di& U V, >. 7, 07, 
这 里 М 是 一 个 真 假 值 集 ( 见 真 假 值 (imuth vajue)), D 
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是 … 个 特异 真 个 值 { distinguished truth values ) 集 ，D с 
M.& V 37, К 已 “是 мор, jr 
РУТ. V. >, -1 ， 口 等 联结 词 ， 一 个 公式 
称 为 在 M rh meni, ТУТ 
(ш м ФА ЧОН Зо), ВА — 149 
ЗИН. S Л-РИ X 是 一 个 相应 的 代 
数 美 .S 机 开 于 > 是 完全 的 ， 如 果 一 公式 可 走 S Ж 
出 ， 当 且 仅 当 该 公式 在 2 的 每 -个 成 员 中 都 是 -- 般 
有 效 的 .例如 ，84 视 对 于 所 谓 的 有 限 拓 挫 Book 代 
数 的 类 ( 见 13]) 是 完全 的 .通常 人 们 称 一 个 系统 S 
ЖНИВ Ра (finite арргохітаЫе), Ж 5 相对 于 
AUR 900. #— AE MEOSNUSR3E Нат 
限 公理 化 的 ， 则 它 是 可 判定 的 ， 也 就 是 说 ， 可 以 找到 一 
个 算法 ， 它 能 判定 作 一 公式 是 或 者 不 是 可 以 由 该 系统 
排出 一 个 代数 9 对 于 一 个 系统 S 是 示 性 的 (cha - 
ractenstic )) ， 或 者 合适 的 (adequate )， 如 困 'S 相对 于 
{эх} же. ШЕЙНИ ЕДЫ ЖОЙ 
Wi EB Е Pam 85 
是 可 判定 的 . 另 一 方面 ，S5 的 每 一 个 扩充 都 有 一 个 有 
限 的 示 性 的 代数 ， 沪 代数 只 含 个 特别 值 、 另 俱 还 有 
个 系统 S43 


S43=S4+ {OC л> 0 B) V 


УБ(П Вэ СА) |. 
它 也 是 有 限 可 豆 近 的 ， 

#t 38 БОЕ НЧ — СА Кике 模型 
(Kripke models )， 这 类 模型 可 写成 (W. К, 0), W 
ROSAS, OP G3EBRS НЯ Ñ 387. R 
是 W 上 的 一 个 关系 ，0 是 由 W На ç 1: 
ИНИН. Ф оз, ге, ЖЖ Уи ФЕ" ШЖ Т 
能 是 在 世界 s 里" Ki EE. И (И, К) ЩЙ: 
为 Kripke 结构 (каре structure ) 或 者 框架 (апе). 
СОЕТ (все). ЧААС 4 在 相思 (И.Е) 
中 大 体 上 是 有 效 的 ， урун В. 公式 4 在 
OW, R, 0) 中 为 真 、 一 个 系统 S 相 对 二 由 Kripke 六 
型 组 成 的 某 一 个 类 是 Kripke 完全 的 (Kripke compl - 
cte)， 如 所 有 由 S 可 推导 出 的 公式 正好 是 所 有 在 类 的 
每 :~ 个 模型 由 都 大 体 上 有 效 的 公式 ， 例如， 系统 了 H 
对 于 所 有 这 样 的 Kripke 模型 组 成 的 类 是 Kripke 完全 
的 ， 这 里 框架 ( M ,RR) 中 ，R 是 M 上 的 -个 反射 半 
Ж: S4 玫 对 于 R 是 传递 及 反射 关系 的 结构 CM. R) 
组 成 的 业 也 是 Kripke 完全 的 . 然而 ， 存 在 S4 的 护 
充 ， 它 们 是 有 穷 可 公理 化 前 ， 却 不 是 Kripke 完全 的 
(W[7]). 

ЖТ ДОВ ПИ ИНИ И УК ЖОП, ЕП Knpke 
ДАЈЕ ОМ, А, р, у, р). р={р„„, D. 
Ж зе Ж, у 是 谓词 符号 在 D 中 的 


解释 ，1 是 一 个 赋值 . 对 等 客体 变 元 ， 分 配 集 合 
UJ D, 中 的 - - 些 元 素 . 另外 ， 如 果 该 系统 含有 Bar- 
can 公式 ， 下 面条 件 必须 成 立 : 
SRI —>D, SD,. 
作为 一 个 工具 ，Kripke 模型 比 代数 慌 型 更 上 其 直观 
性 .所 以 在 研究 各 种 各 样 的 模 态 座 辑 系统 中 ， 使 用 
Kripke 模型 往往 更 加 方便 . 
参考 文献 
[1] Lews, C. Т. and Langfond, C. H., Symbolic logic , 
Dover , тїрїї, 1930 
12] Фейс, P.. Модильвая ломка, [шер.с англ.]. М., 
1974. 
[3] Rasowa, Е. and Sikorski, R.. The mathematics of 
metamathematics , Polska Акай. Машк, }963 
14] Munu, С. Е., «Тр. Матем. ин-та АН СССР}, 
98 (1968). 88 — 1H 
[5] Graegorczyk ‚ А., Some mlational systems and the cor- 
mesponding topologeal spaces, Fund. Мий, @ 
(197), 2, 23 一 
16] ВШ, R. A.. А model extension of intuitionist logic, 
Notre Dame Ј. Formal Loge. 6 (1985), 142 — 146 
[7] Fine, K.. Ал incomplee logic containing 54, The- 
опа, 40 (1974), 1, 23 29. 
[8] Gabbay, Р. M. . Deducability results in non -clastteal 
logie І, Аш. Math. Logic. В (1975), 3, 237— 


295. С.К. Соболев Ж 上 3 Ж 
ИМЕ 以 下 给 出 公式 4 在 世界 зен оф (Ж 
Ж) 的 定义 : 


1) # 4 是 一 命题 变 苑 ，4 在 s 中 成 立 ， 如 果 se 
0(A).2)A E a B, Ñ ВЖЕ s 中 成 站 . 3}4 是 
BV C, B, C 中 至 少 有 一 个 在 s 中 成 立 . 4) АЖ 
ГІВ. B 在 包括 s 在 内 的 白 有 的 +:，s Rt、 中 都 成 

准确 地 说 ， 以 上 的 秆 
Ф. А 中 为 真 的 定义 . 

公式 4 fst (W. R) 上 “大 体 上 有 效 " 这 
一 概念 ， 是 一 个 一 元 全 称 的 , 二 阶 的 条 件 . 这 是 因为 ， 
命题 变 元 所 赋予 的 一 个 值 ， 是 W 的 一 个 子 集 ， 基 一 
无 二 阶 的， 而 条 件 “ 对 所 有 的 8 及 s. À fE s 中 成 

叉 是 一 个 全 称 的 条 性 ; “4 在 s 中 成 立 ". 出 
以 上 的 定义 ， 是 一 阶 语言 可 表达 的 ， 所 以 ， 从 Kripke 
语义 学 《Kripke semantics ) 的 角度 来 看 模 态 远 辑 ， 它 
应 该 是 一 个 二 阶 的 名 辑 、 

人 们 会 很 白 然则 想到 一 类 问题 ， 在 -给 定 的 炬 加 
т. ВИА РКА 
些 【 一 元 全 称 ) 二 阶 公式 可 以 模 态 地 表达 ?这 类 问题 
M TS ig St 06) 对 应 理论 ( correspondence theory of 
modal logc ) #18. ра. [А1], [А2]. 

在 可 证 性 小 辑 ( provability logic ) fF, ЖА s: 


义 是 在 一 个 Kripke 模型 


口 4 人 解释 为 “A ЖИЕК”. 这 方面 的 一 个 基本 结果 
是 Solovay 完全 性 定理 (Solovay completeness theo- 
ют). ЕНШ 称 4+ 口 ( 口 4、4) >D А 
( 该 模 六 公理 模式 表达 一 个 扩充 了 的 Сой 第 -二 不 完 
全 性 定理 ， 则 Lób 定理 {L5b коют) ) 为 1.85 Ж 
БОРАН (Lób modal ` bg) # , 部 么 ， 该 系统 的 定 
二 是 而 县 正好 是 这 一 类 模 杰 公式 : 如 果 将 该 公 式 的 
器 蔡 换 为 形式 Peano 算术 系统 中 的 声 式 化 可 证 性 调 
词 ， 那么 该 公式 的 任 一 算术 特例 都 是 形式 化 算术 的 一 


个 定理 . 见 1A4] 
вахи 
TAL] Benthem, J. уап. , Modal log and clasical (оріс. 
Bibliopolis , 1983. 
[A2] Benthem, J. van., Cormspondence theory, in D 


Gabbay and F. Guenther (ads .): Handbook of 
Philos Laogic . Vol. 11. Reidel. 1984, 167 — 242 
[АЗ] ВШ, R. А. and Segerbcrs, К . Basic modal logic , 

in Р. Gabbay and Е. Guenthner ( ods.) : Handbook 
of Philos , Logic , Vol. П. Reidel, 1984, 1 — Е. 
ГАА] Smorynski 、C- , Self refewnce and modal віс, Spr- 
inger, 1985 
1A5] Hughes, ©. Е. and Cresswell, М. 1., 
tion to modal logic , Methuen , 1968. 


An introduc - 
кк 


模 态 [ modality ; модальность } 
ЖАҢ ЕЛЕ, FDL BL ЖМИ ЙЕ 28 
Ж. ИНЕ (modal logic ) 即 是 研究 不 同 模 态 及 它 


们 之 间 的 关系 ，Aristotle ( 公元 前 4 世纪 ) 早 就 研究 
过 模 态 “必须 ” 及 “可 能 " ， 但 他 没有 赋予 它们 一 个 


准确 的 含义 ， 沪 二 模 态 被 称 为 基本 ( fundamental ) 模 
次 并 分 别 以 口 和 人心 记 之 (或 者 Р М). ВА 
БО), O 283 -的 各 种 组 合 也 称 为 模 态 ， 如 果 将 
一 个 模 术 Q 中 的 每 一 个 口 都 改 成 @， 又 将 Q 中 的 
每 一 个 今 都 改 成 口 ， 就 得 到 另 一 个 模 态 ， 记 为 Q, 
称 为 模 态 о 的 对 偶 (dual of a modality ) .在 大 部 分 
模型 迎 辑 系统 盾 ， 对 任 一 模 态 Q 及 其 对 偶 0, T 
式 : 
жх. @-А<=>-0А (9) 

原则 上 , Г], © 及 - 可 以 有 无 穷 种 组 合 ; 但 在 
一 个 县 体 的 模 态 逻辑 系统 中 ， 两 两 不 相等 价 的 模 态 个 
数 往往 是 有 界 的 {因为 上 面 的 等 价 式 (*) 起 作用 ， 辣 
寺 该 系统 中 的 公理 也 将 简化 某 些 模 态 ， 或 者 将 某 一 个 
模 态 归结 到 另 一 个 异 态 ) РИП, ЖЖ ДНЯ Ж S3 
中 ， 有 且 仅 有 4 ЖИ ЮШ Б. 在 S4 中 ， 仅 有 12 
+: 

口 4, O 4, ПФО, 35а, 
1DO 4, a 0©0 А 
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PR40028. 在 S5 中 ， 仅 有 4 AA: Dl A. 
ФА. N ПА, 1 © A. 9—58. ШЕРА 
BCT, 以 及 S1 和 52 P. ЖЕЕ КЕЛИБ. 更 有 
2, ЖЖЖИ, ЖОАН: Bh. 

ЖИЙИ Б (Ла a)Q, 5 Q, ЗИМ, "H 
55 Q = 0... 

ж. "7 这 一 
4 T É R. ША” 
7, finde est ОН 
等 联结 词 联系 起 来 . 

读者 可 套 阅 模 态 远 辑 (modal logic). 

С.К. Собоев 提 + 3 Ж 


术 滞 也 指 在 不 同 的 理 沦 中 形 
“可 证 性 ”，“ 不 可 证 


众 数 [mode;wona] 
随机 变量 (random variable) 的 概率 分 布 (probability 
distribution) 的 数字 特征 之 一 . 对 于 以 р(х) 为 密度 ( 见 
概率 分 布 的 密度 (density of a probability dstributiom) 的 
随机 变量 ，p{x) 的 任 一 极 大 值 点 xo 称 为 众 数 , 假设 随 
机 变量 ХНУ р, =P {X=x,}， 其 可 能 值 x, 8000 
顺序 排列 . 那么 ， 如 果 Pn > p. H Ро 2 Рон, MMS x, 
你 为 众 数 ， 
具有 一 个 、 两 个 或 多 个 众 数 的 分 布 ， 相应 称 为 单 
众 数 的 (unimodal) 或 Ж 峰 的 (one-peaked 或 single- 
peaked) 、 双 众 数 的 (bimodal) 或 多 众 数 的 (multimodal) . 
ЖЕЛ ЕЙ ЕИ Е SUCK 29 ( unimo- 
dal distribution) ,与 数学 期 38 (mathematical expecta- 
tion) 和 中 位 数 (统计 学 中 的 ) {median (їп statstics) ) 一 
样 ， 众 数 是 随机 变量 值 的 位 莉 特 征 . 对 于 单 众 数 旦 关 
于 茶 个 点 a 对 你 的 分 布 ， 众 数 等 于 a 并 且 和 和 中 位 数 及 
数学 期 望 相等 ， 只 要 后 者 存在 ， A.B .rpoxopos 所 
【 补 注 ] 
参考 文献 
ТАГ Mood, А. М. and Graybill, Е.А. , Introduction to the 
theory of statistics, McGraw-Hill , 963 {中 详 本 : А.М. 
称 德 ，F .A. 格 雷 比 尔 ， 统 计 学 导论 ， 科 学 出 版 桩 ， 
э). 
[А2] Breiman, L., Statistics with а view towards applica- 
tions, Houghton Mifflin, 1973 周 概 容 译 


计算 模型 [ modei for calculations 或 computational пю- 
del; модель вычнслительнаы ] , 


用 作 研 究 和 发 展 某 类 问题 数值 方法 前 模型 的 一 个 
典型 问题 例如 ， 在 求 面 积 ( quadrature ) 理论 中 考虑 
计算 满足 条 件 | f] < 4 的 函 教 积分 的 问题 历史 
土 , 求解 常 微分 方程 组 Cauhy 问题 (Cauchy pro - 
Мел) 的 方法 的 过 程 ， 就 是 在 一 串 越 来 越 复杂 的 模型 
(其 积分 区 间 为 [0, X J) 上 对 这 种 方法 的 性 质 进行 研 
я: 
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1) 方程 y' = 0; 

2) 方程 y'= my, |m|X ИТС 模型 1) 和 2) 
号 具有 光滑 解 的 方程 组 在 小 的 时 间 区 问 上 的 积分 问题 
相对 应 ); 

За) 方程 у= my, m < 0. [m: X >> 1: 这 个 模 
型 与 共有 稳定 解 的 方程 组 在 大 的 时 间 区 间 上 的 积分 问 
Ий}; 

3b) 方程 y'= xš; 
程 前 异型， 

4) 方程 组 ) = m iy, y. т,у, 0> mi >m,, 
Im;| X ж |m.|X, |т,|Х Br 22 1; 这 个 模型 称 为 刚 
性 被 分 组 ( 见 刚 性 徽 分 系统 ( stuff differential system ) ) , 
其 中 ， 有 一 个 分 量变 化 比 蒋 慢 ， 而 其 他 分 量 的 变化 则 
比较 快 . 
参考 文献 

[1] Бахвалов, Н. С., Числекные методы, 2изд.,М., 
1975 ( ЗЕ: Bakhvaov, М. 8., Numerical meth - 
оф: analysis, ааа, ordinary differential equations , 
Mir, 1977) 

H. С. Бахвалов J ЖЫМ. ЖЕҢ 详 


这 是 解 的 导数 有 奇异 性 的 方 


模型 ( 运 辑 中 的 ) [model (in logic); модель] 
一 个 模型 意 指 形式 语 育 (formal language ) 的 - -个 
释 ， 该 解释 满足 某 些 公理 ( axiom) .基本 的 形式 语 
言 是 一 阶 语 澡 (fist order language ) La, О 是 给 定 的 
符号 集 ， 其 中 包括 :谓词 符号 R,，iE7; ЖӘ, 
јел; 常 顶 符号 ct， Ke .语言 Lo 的 -个 模型 即 是 
符号 集 o 的 一 个 代数 系统 (algebraic system ) 

* x Ë L. МЕКА. хой 
Ls 的 一 个 这 样 的 模型 ， 在 其 中 的 公式 都 为 真 . 一 
个 公式 集 王浆 为 相 容 的 【consitent ) ， 如 果 它 至 少 有 
一 个 模型 . 以 Mod БЕЙ > 的 异型 的 全 体 . 于 是 
三 的 相 容 性 意味 着 Mod 三 去 人 四， 

由 语言 La 的 模型 组 成 的 一 个 美光 称 为 可 公理 
化 的 《axiomatizable )， 如 果 存 在 由 闭 公式 组 成 的 一 个 
БА x 满足 > = Mod 五 ， 以 Т(.®) 记 所 有 在 每 一 
个 > ФУ ДЮНА ЮА, тох) 称 为 
学 的 初等 理论 那么， 二 。 的 模型 组 成 的 一 个 类 = 
是 可 公理 化 的 ， 当 有 仆 当 a= Mod T( 2). 

如 果 一 个 类 的 任 一 模型 都 同 构 于 一 个 给 定 的 模 
型 ， 则 该 类 的 初等 理论 称 为 该 模型 的 初等 理论 ， 

令 À 是 语言 La 的 一 个 模型 ， 它 的 全 类 是 4. 
对 任 一 元 索 ae 4 ， 引 人 一 新 的 上 项 符号 c。， 令 1, 
为 一 新 的 庄 言 . tS Q 的 所 有 符号 以 及 所 有 的 新 
常 项 符号 c。 ,aeA， 称 L. 为 模型 A 的 图 表 语言 
(артап language of ће model). 定义 Г, 
式 的 集合 ОСА), ТИДЕ О(А) 中 ， 当 且 仅 当 
将 该 公式 中 所 有 的 新 常 项 符号 с, ВАА) а 之 后 ， 访 


АЛЕНЕ ТОЕ. ОА) 被 称 为 模型 A 的 描述 集 
(description) 【或 初等 图 表 【elementary diagram ) . 
而 由 О(А) 中 的 原子 公式 成 原子 公式 的 否定 所 组 成 的 
ХА (А) ШЙ А 的 图 表 ( барат). 

Ë T-- Bris ГНО ЯЗЫ, САА Е БЕЗЕ ЖО ЕГ 
ВОН. ШПЕЕ 58, ВЗ ЗЕ ЗЯ (intuitionistic 
оріс), £F. ИГРАН, {ШЖ ( many - aa - 
lued logic), Л Е 38 ( modal оріс) 等 等 的 模 
m. 

读者 可 参阅 模型 论 ( model] theory) . 

Д.М. Смирнов ## 
{ 补 注 】 西方 学 者 习惯 将 “诺言 的 模型 ”或 “代数 系 
统 ” 称 之 为 该 语言 的 “结构 " ， 与 俄国 学 者 不 同 . 
“模型 " ， 在 西方 ， 指 的 大 满足 某 一 个 理论 的 结构 ， 
(一 个 理论 即 是 闭 公式 的 一 个 集合 ) . = йй 


正则 模型 [moda , regular ; правильная натериретацна ] 
形式 系统 的 一 种 解释 ， 在 这 种 解释 中 ， 所 有 公理 都 
是 嘉 的 ， 成 所 有 公理 对 它们 参数 的 所 有 值 告 取 值 
“ 真 "， 间 月 推演 法 则 保持 取 值 “ 真 * 的 性 质 . 这 个 定 
ХЕЛСИ. ШЕНЕ ЯЕ. ЈА 
Е ИТГ ЕСЕН 
ЛЕЛИН” (ИР ОИН До”. ШЕННЕ 
ШЕЙ Е, 32 OR ЖИ 35; ДЕЛЕ ДЇЎ (non - 
reBular)， 对 谓词 演算 附加 某 一 公理 集 分 T ЗВ 31036 
式 系统 的 模型 也 称 公理 系统 了 的 模型 (modal of the 
axiom system ) 或 工 的 模 歼 .这 样 一 个 形式 系统 的 任 一 
解释 刘 做 一 个 代数 系统 (algebraic system ) 或 简称 模型 
(ЖЕ Р) { model (іп оріс). 
参考 文献 
11] Churh . А., Introduction to mathematical logic, Pr- 


meelon , New Jersey. Princeton university press, 1956 
B. H. Гришин 所 


ОРЕЛ 在 英语 用 法 中 ，-- 个 庄 言 结构 (structure ) 和 

模型 (model ) 之 间 的 通常 的 区 别 在 子 结构 可 以 满足 也 

襄 忆 不 满足 所 考 虚 的 理论 的 公理 ,而 模型 则 必须 满足 、 

于 是 在 英语 中 术语 “regular model ” 是 多 余 的 ， 并 日 在 

这 个 意义 下 不 使 用 它 ， 亦 见 代数 系统 (algebraic sys - 

tem) 的 补 注 ; 模型 ( ЖР) (model (in logc)). 
正则 模型 的 另 一 用 法 见 [A1] 


参考 文献 
ГАТ] Shoenfisid 1. R., Mathematical logic. Addison - 
Wesley , 1967 PRR И 


模型 论 [inodel theory; моделей теория] 
ЕН 83 B 2) СВА ЗВ ( ¿8 8: 
987) (Model (in logic))). 
模型 论 的 起 源 可 以 追溯 到 20 世纪 2 年 代 和 30 年 


代 ， 导 时 上面 两 个 基础 定理 得 到 证 姐 . 

证 埋 1 (Goddel 紧 性 定理 (Gekdel c ompactness 1ћсог- 
cm)). А А ТЕЕ 
Н Н, Яа T нан C W 
гар. 

AE EB 2 (Lowecnheim - Skolern = А {Liwenheim - 
Skolem thcorem)). 如 条 表征 为 02 的 一 阶 语言 的 一 个 
命题 集合 机 无 限 模型 ， 那 么 对 任 一 -不 小 于 Q 的 基数 的 
万 限 基数 x, 它 有 基数 为 « ШОШ. 

定理 1 在 代数 中 有 着 广泛 的 应 用 . 基于 这 个 定 
Жї, А. И. Мальцев (А.Т. Maltsev) 创 造 了 代数 中 
局 部 定理 的 一 个 证 明 方 法 ( t Мальцев 局 部 定理 ( Mai- 
оу local theorem) ) . 

设 А 是 表征 为 2 的 一 个 代数 系统 (algebraic sys- 
tem), |4| AB KE, XSIA), XE <0, K> 
mH О 加 上 所 有 的 识别 元 素 符号 c (ae X) 所 得 到 
的 表征 ， 并 且说 (А, X) 表示 表征 为 <2, x > 的 代 
ЖЖ, TE АЙЫК. ЖОР 一 符号 c (as X) 用 
元 素 a 解释 ， 表征 为 <Q, A|> 的 一 阶 语 言 中 ， 在 
Ж (А, ТАР 中 真 的 所 有 闭 公式 的 集合 0{4)， 称 
为 代数 系统 4 的 初等 图 表 [elementary diagram of the 
айыт system) 《或 者 称 为 代数 系统 4 的 讲述 (des - 
cription of the algebraic system)) ， 令 Ю(А) 表示 
O(A) 中 的 所 有 原子 公式 或 原子 公式 前 否定 所 村 成 的 
集合 ，D( A) 你 为 所 的 图 农 (diagram ) ， 一 个 代数 系 
统 B ЖЭ 4 的 一 个 初等 扩张 (clementary cxtersion)， 
|А|=|В|, ЖН (В, 140 Ë O(A) 的 一 个 模 

. 在 这 种 情况 下 ，4 称 为 8 的 一 个 初等 (ele- 
subsystem ) .例如 ， 带 有 通常 顺序 头 系 的 有 再 
数 集 是 带 有 通常 顺 闯关 系 的 实数 集 的 初等 子 系统 , 

表征 为 О 的 代数 系统 ВС -个子 系统 4 是 8 的 一 
个 初等 于 系统 的 充分 必要 条 件 ， 是 表征 为 ТА 
的 一 阶 语 言 中 的 任 一 在 (B, ГАР 中 真 的 闭 公式 ( 习 0) 
中 (v)， 存 在 ee|A|, 使 得 四 (cs) (В, Арта. 
由 这 个 判别 法 则 立刻 得 到 初等 子 系统 的 升 链 的 其 是 这 
еей 的 每 一 个 的 初等 扩充 . 如 果 一 阶 语言 中 的 一 
个 闭 3 公 式 站 系统 的 一 个 升 链 中 的 矢 一 个 系统 中 此 
真 ， 那 么 它 在 这 个 链 的 并 中 真 { 见 [1]. [8]). 

设 表征 @ 包 食 一 个 一 元 关系 符号 ш. бан О 
的 一 个 理论 的 一 个 模型 4 具有 型 (bype) (а, p), 如果 
141 的 基数 等 于 a, 并 Ш(А) ={ае'А|:А= U(a)) 
的 基数 为 6，Vaught 定理 { Vaught theorem): 如 果 可 
数 表 征 的 一 个 初等 理论 ТАЯГЫ (а, душ (Др 
а> р), 那么 了 具有 一 个 型 (以;, 工 ,) 的 模型 ( 见 [7]， 
8], [10]). 在 广义 连续 统 假设 (continuum hypothe - 
зБ) 成 立 的 前 提 下 ， 如 果 可 数 表征 的 一 个 初等 理论 
(elementary theory ) 具有 一 个 型 (从 RO ВОВ, 
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那么 对 等- e， 它 共有 型 (人 sa， 信 .+ 中 的 模型 ( 见 [10]). 


在 同样 的 假设 下 ， 理 沦 Th14) 没 有 型 ( 民 ;, 民 。) 的 机 
型 ， 共 中 4 的 表征 为 <，，，0 1 <. U, >, 
14 дната ‚ U (A) 是 所 有 整 教 构 


成 的 集合 ， ЖА +. + 、< 按 通 常 的 方法 定义 . 

Ў (4. Р) хуки А 被 谓词 的 一 个 脱 
胀 ， 并 且 设 < Q, P > 为 由 表征 QQ 增加 谓词 符号 PP 得 
到 的 表征 ， 在 很 多 悄 况 下 ， 推 断 什 么 时 候 才 征 为 < Q, 
P > 的 一 个 代数 系统 类 光 的 每 一 成 员 中 的 调 词 P. 可 
出 表征 为 Q 独 一 价 语言 的 一 个 公式 给 出 是 重要 的 ， 对 


一 个 公式 @(x), 使 得 公式 (VY x) (ф(х) <= Р(х))Ж 
表征 为 < Q, P > 的 ~ 个 可 公理 化 类 光 中 的 每 一 成 员 
中 真 的 充分 必要 条 件 ， 是 对 表征 为 Q 的 每 一 代数 系统 
A. ЖЕ (P: (A. P)e x } 包含 至 多 -一 个 元 素 ( 见 [2)， 
18]). 

模型 论 中 的 很 多 研究 关联 到 考查 在 对 于 代数 系统 
的 运算 下 被 保持 的 性 质 . 最 重要 的 运算 包括 同 恋 、 直 
КАЯ. 

а ФИЛАР АНОД (аре), ， 如 果 
中 在 一 个 代数 系统 4 ЕЙ ДИНИЙ Ф 在 4 的 所 有 满 同 
坊 象 中 的 真 值 .一 众 语 言 中 的 一 个 公式 @ 称 为 正 的 
( positive } ,如 果 @ 不 包含 否定 符号 和 莉 池 符号， 已 经 
证 明 (32111 [8])， 一 阶 语言 的 - -个 命题 对 于 同志 是 
稳定 的 充分 必要 系 件 是 Ф 等 价 于 一 个 正 命题 ， 对 语言 
L... 也 有 类 似 的 定理 、 

表征 为 中 И — ЗИ АЙ А Ф(х, сз, х,) 
称 为 Hom 公式 Нот formula) ， 如 果 它 可 以 由 形 如 
(0@&--&09)- Ф, (Фб аф) 的 公式 经 合 取 
及 加 量词 而 得 ， 其 中 中 ,，… , 四 ,是 表征 为 Q 的 一 阶 
语言 中 的 原子 公式 - 等 式 和 拟 等 式 是 Horn 公式 的 例 
上 ， 超 积 理论 的 核心 是 Los 定理 【Los theormm): 一 
清 言 中 的 任 一 公式 对 于 性 一 超 证 子 (ultrafiler ) 是 稳 
жї (Ж[1)). —Brh 一 个 公式 关于 任 一 滤 集 
是 条 件 稳定 的 ， 当 且 仅 当 它 等 价 于 一 个 Horn 公 式 . 下 
面 有 一 个 定理 ( 见 [9]): ЖЕЗ О 的 两 个 代数 系统 4 
和 各 В 初等 等 价 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 集合 J 上 的 
一 个 超 小 D， 使 得 A / D BI ВУР 0. 一 个 被 积 的 
基数 是 无 限 的 ， 如 果 对 每 一 自然 数 n， 基 数 为 n 的 因子 
的 个 数 都 是 有 限 的 - 如 果 对 每 一 个 自然 数 m， 基 数 为 
的 因子 的 指标 集 不 属 D ， 那 么 关于 一 个 可 数 集 上 的 一 
个 非 主 起 小 只 的 起 积 的 基数 为 连续 统 势 - 对 每 一 基 
数 为 а 的 无 限 集 7， 存在 了 上 一 个 滤 子 口 ， 使 得 [上 
每 一 个 记 含 р Т DD, 和 每 一 个 无 限 集 4，4!/ D， 
的 基数 不 小 于 2 ( (1). 

关于 具有 大 科 同 构 群 的 模型 的 存在 性 的 Ehrenfeu- 
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cht - Mostrowski 定理 (Ehrenfeucht- Mostrowski theo - 
rem)， 已 经 发 现 了 很 多 应 用 ( 见 [3]) . 这 个 定理 指 
出 ;对 于 一 个 包含 一 个 后 限 系统 的 代数 系统 的 可 公理 
化 奖 > 中 的 任 一 全 序 集 郑 ， 存 在 一 个 系统 4， 使 得 
XS 141， 并 是 使 得 六 到 关上 的 每 一 个 序 保持 喘 射 可 
以 扩充 为 4 的 一 个 自 同 构 . 

模型 论 中 的 主要 概念 是 力 有 系统 ， 齐 次 系统 和 人 饮 
和 系统 , 设 АЖ 曙 均 是 表征 为 0 的 六 数 系统 .集合 X 
S14| 列 集合 六 | 内 的 一 个 映射 了 称 为 要 等 的 《cle- 


mentary ) , 如 果 对 表征 为 9 的 一 阶 语言 的 每 一 个 公式 
Фф(х,, 7, х„)Ж Н Жа, з, a €X, ЖАБ 
Ф(а ‚с, а,)+=>»ВЕФ(/а,, с, Ја,) ЖЕР. Ж 


统 Аж x 方 有 的 (x -univesal ), 如 果 对 每 一 个 初等 
等 价 于 4 月 基数 不 超过 x 的 系统 B, 存在 18| 到 |4| 内 
的 一 个 初等 映射 ， 一 个 系统 4 称 为 x 齐 次 的 (&-homo- 
geneous ) ， 如 果 对 短 一 个 基数 小 于 x 的 集合 XS |А, 
每 一 个 由 X 8) | A| 3053926 W ДЕИГП 3829 | A| 81 
АЕА Я ОШ 4 的 一 个 自 同 构 (autom- 
orphšm)). 表征 为 Q 的 一 个 系统 4 称 为 x 侈 和 的 (a- 
saturated )， 如 果 对 每 一 个 基数 小 于 a 的 集合 XS |А| 
以 及 表征 为 < 人 ,XX> 的 一 阶 滞 言 的 每 一 个 不 包含 x。 
以 外 的 自 出 蛮 元 的 公式 集合 二 ,在 (4，X) 中 有 限 
Та, HR E (А, XX) 中 可 满足 ， 一 个 系统 АЙ 
为 万 有 的 (wniversal ) 《 齐 次 的 (homogeneovs ) 或 饱和 
的 (saturated ) ) ， 如 果 À 是 x 万 和 的 {x 齐 次 的 或 x 
йшй). ЗОР K 是 |4| 的 基数 ， 一 个 系统 是 亿 和 的 
先 分 必要 条 件 是 ， 它 工 是 万 有 的 ， 并 且 又 是 齐 次 的 . 
两 个 基数 相同 的 初等 等 价 饮 系统 同 构 ， 对 不 可 数 基 
数 范畴 的 ( 见 对 于 基数 的 范畴 性 {categoricity in card - 
ашу) ) ， 可 数 表 年 的 初等 理论 的 所 有 不 可 数 模型 者 
是 饱和 的 (Morley 定理 (Morky theorem) ， 见 13]， 
[8]). «饱和 系统 的 大 车 例子 由 超 积 给 出 ， 例 如 ， 如 
果 站 是 一 个 可 数 集 7 上 的 一 个 非 主 超 滩 ， 那 么 对 可 
ЖЖ Q 的 任意 代数 系统 4i{ic 门 , 末 ,。4,/D ЖК, 
人 饱和 的 系统 . 

模型 论 的 基本 向 题 是 研究 形式 诺言 的 表达 能 力 以 
及 由 形式 语言 所 定义 的 结构 类 的 研究 . 稳定 理论 的 某 
些 重 要 性 质 已 经 发 现 ， 并 且 对 范畴 理论 和 起 稳定 理论 
已 有 更 详细 的 研究 . 

研究 稳定 理论 的 基本 手法 是 对 这 些 理论 中 的 公式 
及 局 部 相 容 公式 集 的 分 类 、 这 种 分 类 可 以 通过 公式 忽 
秩 来 实现 . 秩 通 常 是 一 个 序数 ， 而 秩 函 数 借助 于 特殊 
的 拓扑 及 其 他 手段 给 出 ， 对 于 秩 函 数 及 其 改进 的 研究 


是 关于 理论 信息 的 丰富 源泉 ， 
在 模型 类 的 研究 中 ， 人 们 关心 的 是 一 个 理论 的 给 
定 基 数 的 不 同 构 模 型 的 个 数 ， 以 及 特殊 模型 的 存在 


疆 ， 例 如 单 的 ， 极 小 的 ， 饱 和 的 ， 齐 次 的 ， 万 有 的 模 


型 的 存在 性 ， 以 太 创 造 构 作 它们 的 方法 . 

模型 论 方法 应 用 的 典型 例子 是 А. Robinson 及 其 
学 派发 展 的 一 个 独立 的 学 科 一 一 非 标准 分 析 { non- 
standard analyss ); Mal' ev 及 其 学 派发 展 了 把 模型 论 
方法 应 用 子 拓扑 代数 的 研究 ; 稳定 理论 的 性 质 的 最 新 
成 果 已 应 用 于 具体 代数 同 题 的 研究 中 . 

上 述 的 各 种 问题 也 出 现在 对 各 种 非 初 等 语言 的 研 
究 中 ， 例 如 ， 用 增加 新 的 量词 ， 革 人 无 限 囊 达 式 ， 引 
人 模 态 词 等 方法 而 得 到 非 初等 语言 - 
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系统 (algebraic systems_of same раштуу 的 全 体 ( 即 
有 4， 是 集合 ，R, (i) 是 关系 ) . 设 下 是 指标 集 了 上 的 …- 
AE + ( шчайег), ЯБ Z # EL (ultraproduct) 
(IL, 4,) /FE 是 一 个 同型 的 关系 结 物 《网 对 超 积 定义 中 
ЮЕШ (ultrafiltet ) 的 补 注 ). 

现在 给 出 Los 定理 的 精确 陈述 如 下 ( 见 [48] 或 


[A9]). й/=</, 7,7, … > ПА в 
个 序列 ,好 对 所 有 的 n= (7,0), ЕА, ВЕЛЕ 
是 ([]4,) ЕН Л Яру IF, е, fF, >, 
ДОООД ОРА 
那么 对 清 言 {其 中 外, 足 ДОР) 的 任 一 公式 p， 


(ПАЈЕ F wo >{iel: W. Fo}er 
ЛЕ л 


Los 338 th 8k 2 8838138 Л ЭВ (fundamental theo - 
rem of ultraproducts ). 

以 上 正文 中 所 述 的 定理 ， 两 个 代数 系统 吐 种 见 等 
价 ， 当 且 仅 当 它 们 有 同 构 的 超 第 ， 称 为 Keisler ШЕ 
38 (Keisler ultrapower theorem). ` 

НГА МАЛУ НЕ у. Ах 5. Ko- 
chen 的 研究 工作 ([ A2]) 

ЖИЙ ЕБ ЕП ЕН] @ М, [ АЗ]; 稳定 性 理论 参见 
ГАА], [A5]; ЖЭНЕ 9 [Аб], [А7]. 

Gdel 紧 性 定理 和 Lëwenheim -Skolem 定理 在 修文 
文献 中 有 了 时 分 别称 为 Godel - Мальцев 定理 《Gidel- 
Mal tsey theorem 和 Liwenheim -Skokem - Малов 8 
(Lowenheim -Skolem -Mal'tsev theorem), 
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修正 [modification ; модификания ], 亦 砍 调整 ， 解析 空 
89 ` 

解析 空间 之 间 的 解析 映射 f:X — 了 ,使 得 对 较 低 
维 数 的 解析 集 Sc XR Tc 了， 以 下 条 件 成 立 ; 
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ГХ\5— 了 \T 是 同 构 ， 
5) = T. 


E Fb КЗ; S 到 工 的 收缩 ( contraction ). 修正 的 例子 
之 一 是 单项 变换 ( monoidal transtormation ). 
亦 见 例外 解析 集 {cxceptional aralytic set), 例外 子 
ЯЕ (exceptional subvariety ). 
* + 
[1] Behnke, Н. and Stein. K., Modifikation komplexer 
Mannigpfaltigkeiten und Riemannschen Себе, Май. 
Атп.,124 (1951 ),1,1—16 А.Л.Онищик 所 
【 补 注 ] 
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ЗЕЙ 88 [Imodnlar ourve; молулярная кривая] 

НІВ Е? ( modular group )T "Е — НВ ЕЙ 
下 所 单 值 化 的 完全 的 代数 曲线 (algebmic curve ) Xy. 
更 铀 切 地 说 ， 模 曲线 是 由 商 空间 НГ ОХ 号 为 上 
半 平面 )》 和 有 限 多 个 抛物 点 ( H 的 边界 点 关于 F 的 等 
128) 所 得 到 的 一 条 完全 的 代数 曲线 ，F 中 具有 有 限 指 
数 的 子 群 T 的 最 为 有 名 的 例子 是 包含 一 个 由 矩阵 


AESL,(Z),A = D q] mod N 


表示 的 水 平 N( 对 某 个 整数 N> 1) 的 主 同 余子 群 
ГОМ) 的 同 余 子 群 ， 见 模 群 (Modular gtoup) .这 种 N 
中 的 最 小 值 称 为 了 群 工 T 的 水 平 (level of the subgroup) , 
特别 地 ， 由 同 余 于 上 三 角 阵 〖mod N) 的 返 阵 表示 的 学 
BÉ T, (N) 有 水 平 N， 对 应 于 每 个 共有 有 限 指数 的 子 
群 存在 模 曲 线 的 覆盖 X; — Xr, 它 仅 在 点 
(Тн jj2 及 z= o 的 象 点 有 分 歧 ， 对 疝 余子 群 
个， 此 覆盖 之 分 层 使 得 能 定 出 Xr 的 亏 属 ， 并 且 能 证 
明 在 工 中 存在 有 限 指 数 的 子 群 六 , 它 不 是 同 余 子 八 ( 见 
[4]Yo1.2,[2]). 当 N< 2 时 X. 的 号 格 为 0, 而 当 

N>2 时 等 于 
1+ Ене Па - 


PN 


=i,z= 


其 中 рю. Ваве ЕН  Е ( 通 
E Q 或 它 的 循环 扩张 上 ) , Wd КЕШЕ 
数 提升 为 (更 高 水 半 的 》 模 函数 就 愧 成 一 个 域 ， 对 这 
个 域 的 自 同 构 己 经 有 过 人 研究 ( 见 [2]). 模 曲线 Xr 的 
全 纯 微 分 形式 是 在 及 上 由 微分 f(z)dz (其 中 f(z) 为 
Зб), 此 微分 在 证 中 的 变换 z 一 ?(z) 
下 保持 不 变 ， 这 旦 f(z) 是 关于 字 的 权 为 2 的 尖 点 形 
式 . НАН С 1 (она - function) 是 模 形式 的 
Майа 变换 ( Melin transtonm ) 的 乘积 ， 因 而 它 有 半 纯 
延 拓 上 且 满 足 一 个 函数 方程 ， 这 一 事实 正 是 关于 模 形 
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式 与 Dirichlet 9 #£ 2 [Н] © £ ñ Langlands - Wcl 理论 之 
出 发 点 ( 见 [7],[8]). 等 别 乳 ， 有 一 个 猜想 是 说 : Q 上 
每 条 【前 导 子 为 N WJ) ЖИЙЕН (elliptic cure) W fE 
被 水 平 为 N 的 模 函 数 单 值 化 . ЗЕТЕ Е 
符号 有 关 ， 这 使 我 们 可 以 对 模 册 线 的 【 芍 效 在 临界 带 
中 心 的 值 的 算术 加 以 研究 ， 并 构造 出 措 曲 线 的 p- абсо 
函数 ( 见 [1]) 

ЖЕЧИ ОЖЖ ИЖЕ ЖЮ ШИН ВЕ ( 见 
[7] 2% ).Ж# ЖЖ. ЖТ = ГОМ) Ж, H;TON) 的 
Ж: j B Маю Е (ЖЫШИШС (Z t Z) 
解析 等 价 ) 和 E, 上 NN 阶 点 { 它 是 z N 的 象 ) 所 组 成 
的 元 过 区 成 一 一 对 应 

WR T 不 包括 -1， 那 么 每 条 模 曲 绕 ХЕ 
椭 回 曲线 的 自然 代数 纤维 从 Er = Xr, Ж Хт ММ 
物 点 上 的 退化 曲线 所 紧 化 . 8 ЕО 其 中 w 21 ЖШ 
Ж) 称 为 Kuga Й (Кира varietis ), 见 [3]. [5]. Е}? 
的 < 函数 与 模 形式 的 Mellin 变换 有 关 ， 而 它 信 的 下 同 
调 则 与 模 形式 的 周期 有 有 关 ( 见 [3], [7]). 

模 盟 线 上 的 有 理 点 与 具有 有 有 限 阶 有 埋 点 (或 点 的 
有 坚 子 群 ) 的 椭圆 曲线 相对 应 ， 对 于 它们 的 岳 述 ( 见 
[6]) , 使 我 们 有 可 能 解决 确定 Q 目 贺 曲线 的 可 能 
Ше ИШИ 

对 模 昌 钱 的 几何 与 算术 的 研究 基于 利用 曲线 Хк 关 
子 递 降 P 的 射影 极限 的 自 同 构 群 ， 它 【在 本 质 上 ) 与 
有 理 赋值 向 量 丈 4 上 的 群 SL;(4) Ж]. ЖН 
线 Xr 上 ， 这 给 出 一 个 非 平凡 的 对 应 环 Ry (Неке 
坏 }， 它 在 模 形式 论 中 有 应 用 ， 见 机 形式 {Modular 
form) ([3]). 
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ЖЕ W ЖЕЕ 校 


模 形式 [nodular би; модуларная форма], БИЗЕ 
式 elliptic modular form)， 单 复 变 重 的 。 
` рәк н = 1:eC:lmz>0) 上 的 一 个 画 数 f, 
对 茶 个 固定 的 及 任何 元 娄 


[2 人 ssL:(Z) 


(SL,(Z) 是 行列 式 ad—- bc= 1 ЖЭНЕ) Wa e 
ЗЕ ( automorphicity cordition ) 


ат+Ь КРА а 
| PFET1 еол, (0) 


аж А 
fG)= а, 

这 里 а =ер(2пі2),2ЄН,а,еС. %£8 k > 0 称 为 模 形 
式 了 的 权 ( weight of the modular бот). 如果 а, — 0, 
那么 } Жз 抛物 模 形 式 ( parabolic modular form). sf 
所 有 实数 值 的 上 ，[?] 中 也 有 模 形式 的 定义 . 

权 此 之 4 的 模 形 式 的 一 个 例子 由 Eisenstcin 级 数 
( 见 [4]) 


9,02)= Kl, (m ктг)" 


给 册 , 其 中 星 号 表示 求 和 中 
0). 这 里 对 奇数 大 在 G,(z 


аа) gm | - те ате]. 


Ж (mi, m.) = (0, 
0 而 对 偶数 有 


这 里 ж, (я)-У„йС', 
数 (Bernoulli numbers ). 

权 为 上 的 模 形式 的 集合 是 一 个 复 向 量 空间 ， 记 为 
М,, 这 里 有 Mra1iS M,. Ё Фд„ М, № 
个 分 次 代数 (graded algebra), 它 同 构 于 以 G, 和 G , 3 
独立 变量 的 多 项 式 环 { 见 [3]) 

对 每 个 гєн, ЕЩ [complex trns)C/(Z + 
22) 解析 同 构 于 由 方程 


P=4x (2)х- g) (z) (2) 


而 B, 是 第 大 个 Bernoulli 


所 给 出 的 椭圆 曲线 ( elliptic curve), 其 中 2, (2) =@ 
G,(z),g,(z) = 1406, (z). (2) 式 右 边 三 次 多 项 式 的 
判别 式 ( discriminant ) 


1 2з)" Т түз 
зг (1-7) Од аа-а) 


ә 


ИТ 


- Оя) е 
一 个 公 为 12 ВВВ ЕЗ. ЖИР т (п) 是 Ramana- 
jan 函数 ( Катапщап function). ML[1]. 

ЖИ Ш N> 1 可 以 引进 最 高 水 站 《 highest 
kel) 为 N 的 模 形式 ， 它 只 对 复姓 的 水 平 为 六 的 同 余 
Е P 中 的 元 于 

НИ 
€ di 
ГЕТА аА 
明 线 X; сл Ус) (dz)52 ， 最 高 水 平 寞 下 
式 匆 一 个 当知 的 例子 是 与 整 值 正定 二 次 型 F(x ，…， 
x.) 相伴 的 Ө 级 数 【thela - series ) f(z): 
fG)= УРО лі, ‚х„)), 


它 是 s Д k= m/2. 在 这 个 例 
Гр, a, 是 整数 ， 它 等 于 Diophantus 方程 ' 
X.)= п К. 

模 形 式 的 理论 使 我 们 能 对 型 的 数 (以 及 像 Ram- 
anuan 同 余 式 +(п) = Xua, d" (mod @1) ЖУН] 
余 式 ) 得 到 一 个 估计 式 ， 有 国共 至 能 得 到 精确 的 公 
式 ， 还 全 我 们 能 研究 它们 的 整除 性 质 ( 见 [7])- 对 a, 
型 的 丈 已 经 得 到 了 最 好 的 估计 (Ж. [2]). 

模 形 式 的 重要 的 算术 应 用 与 Dirichlet 级 数 

Ly (s) => ап“. 
Ш У 69 Melin 变换 (Melin transform ) 有 关 ， 由 于 在 
异 曲 线 上 存在 非 平 几 的 对 应 环 R， 这 种 Dirichlet 级 数 
一 直 基 仔细 研究 的 对 象 (系数 个 计 、 解 析 性 质 、 画 
0778, Бие 乘积 展开 ) .对 曲线 Xi . 这 个 环 由 对 应 
т(#) = 5,702) 生成 ， 其 中 y OB 08 dE 
SLC .ZJ AEM, (TD): dt A = n; 

外 死 袁 的 你 本 代表 元 集 ， 这 种 对 应 诱导 出 作用 于 异形 
式 空间 上 的 线性 算 子 (Hecke 57 (Неде : орашюн 外 
这 种 算 二 关于 Feterson 内 积 是 自 伴 的 ( 见 [3],[7]). 

是 Hecke 算 了 本 征 函 数 的 模 形 式 由 下 运 特征 所 刻 咖 : 
它们 的 Мей 变换 有 Ешег 乘积 展开 式 . 

异形 式 寿 论 中 另 ~ 个 方向 涉及 到 模 曲 线 和 相伴 的 纤 
维 化 “一 Кора 化 的 研究 , BLAS ВА 88 (modular силе), 
它 也 与 代数 赋值 向 量 群 的 无 限 维 表示 理论 有 关 . H ЙТ 
一 个 变数 的 模 形式 埋 沦 书 成 功 地 转移 到 多 变数 的 情形 
(3.16]).[5] 中 给 出 了 异形 式 数 论 应 用 的 综述 ， 
*#x 

[1] Hurwitz, А. and Courant , R , Voresungen über allgem - 
eine Funktionentheone und eliptsche Funktionen , 1. 
Springer, 1964. Chapt .8 

[2] Deligne, Р., La conjecture de Weil 1, Publ. Math 
HIHES, 43( 1974), 273 — 307 

[3] Lang. S.. Introduction to modular forms Springer ， 


MODULAR FUNCTION 789 


1976 
[41 $еле,1.-Р. А сош in arthmetic. Springer. 1973 
【 详 和 有 法文 ) 


15] Итоги науки и техники, Алгебра . Tononone , Гсо- 
метрия, т. 15, М.. 1977 

[€] Modular functions of опе variable, 1—6, Голых notes 
in math., 320; 39. 350; 476; ВІ; 627, Springer, 


1973 — 1977. 
[7] Ogg. A.. Modular forms and Dirichlet series, Benjamin, 
199 


18] Rankin ,R ., Modular forms and fanctions , Cambridge 
Оюу. Press , 1977 A. А. Панчишкин 所 

【 补 注 她 物 异 埠 式 也 称 为 从 点 形式 fcusp form). 
张 明 强 ЭРЕ S: 


机 函数 [ modular function; модулярная функция], # 
тия ( elliptic modular function), Ф 69 
- - 切 形 如 


21530) = h, ай- Ьс= 1 а) 


{ 这 里 a,b,c,d р 的 分 式 线性 变换 ? 组 成 
的 群 工 ( 这 个 群 称 为 模 群 (modular group )) 相伴 的 自 
守 函 数 (automorphic function ). 工 中 的 变换 把 实 轴 变 为 
实 轴 , 异 范 数 的 定义 域 可 以 视 为 上 半 平 面 {z:Imz > 0}. 
群 了 是 出 =、=+ 1 及 =、 一 1'- 这 两 个 变换 生成 的 . 


图 1 中 画册 了 模 群 的 基本 区 域 G， 它 是 一 个 以 
A(%),B(—1/2+i,/3 /2),C(i,D(1/2 +1,/3 2) 
Ж Tí sa f lin Я АВСРА, ЕЖ АВ 
与 DA 分 别 是 直线 х= - 1/2 与 x=1/2 的 一 部 
分 , 而 BD 是 圆 |z| =1 上 的 一 段 弧 ，48 与 BC 包 
会 在 G 中，CD 5 DA 不 在 G 中 .在 工 的 所 有 可 
能 的 映射 作用 下 ，G #J # Jë 3 E Y BE m tE É * Bí 
Imz> 0 

ЕЛЛА 8 8 38 2: БЕЗЕ 55 W BES š 05 mt ЖЕ 
在 关 ， 且 比 自 守 函数 的 一 般 理论 出 现 得 更 早 . жов 
数论 中 ， 下 面 的 6 级 数 ( theta - series) 用 作为 基本 的 
模 形式 : 

1 


#(G)- 60 У Tm Ti Т 
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-Ga 二 хаў аы -| 


я(су=\® 5 — = 


че» (т, F m,z)° 


"C э 3 А т-а" 
аита) 
Ж вете, ПЛ ДЗЕ А (т.т) = (0, 0) 
这 一 项 . 用 K. Was 的 术语 米 涪 ， 这 些 是 相对 不 
JE BL (relative invariants ), 它们 在 Weierstrass йай 
人 【Wieierstass elliptic functions) 理论 中 起 着 十 要 作用 ， 人 
Cmasas 《dascriminant). 从 自 守 函数 论 的 观点 来 看 

见 自 守 函 数 (automorphic function), 自 守 形式 (auto- 
form ))， 它 们 是 与 模 群 刑 伴 的 、 识 分别 是 2,3 
及 6 的 自 守 形 式 . 基本 异形 式 有 有 表达 式 

б) у 219268) 
TAG Tray 7 О) 
УВ ( absolute invariant ). 它 在 上 半 
平面 正则 ， 表 在 基本 区 域 6 的 内 部 ， 它 下 每 个 有 限 什 
(0 与 1 除外 ) 恰好 一 次 - 此 外 ，J (一 112 +iV312) 
0,000) =1. 

ЕВ J(z) ff ЮНЕ Ж ЕНЕН. 
使 我 们 能 对 给 定 的 Weierstrass 相对 不 变量 a = y,， 
БЬ=зу,а! – 272 +0 20,2 ww,， 从 而 进 一 
步 税 造 世 所 有 的 Weierstrass ЖЕЛИ. 如果 + B) 
ж 


1 7 фо піт" | 


a 


0 тару 
在 基 木 区 域 中 的 唯 —И, ЖА. 2 ат 和 bx0 ,我 
ИТ а= аЬ, а= олту 对 a=0 有 1Y= 一 1/2+ 
3 /2, an 是 由 方程 
s MO у. 1 
@ p „о (m+ m, r. 


决定 的 ,而 os = от L b= 0 & т, о ЖЩ 
程 
4 60 Я 1 


ю = — 


q „а (m. + m, r. 
决定 的 , 而 оз = or. 

为 构造 Jacobi 椭圆 西数 (Jacobi olliptic functions), 
更 方便 的 是 代替 J(z) 改 用 


它 也 称 为 模 函 数 . 根据 同样 的 记号 ，4(z) 是 一 个 只 与 
ГЁРЕ Г, ЖЯ ЖШ КРЙ. ЭШ ,由 所 有 形 如 


(1) 的 变换 组 成 ，( 作为 一 个 附加 杀 件 )( 1) 式 中 的 a 
与 d 是 奇数 ,而 b 5 c 是 偶数 , 图 2 him ih T г, 的 
基本 区 域 G,, 它 是 以 А(о=),В(—1),0,С(1) ТЯ 
НЯ АВОСА, 它 的 两 边 AB 与 C4 分 别 
是 直线 x 二 一 1 与 x=1 的 一 部 分 , 而 BO 与 0C 
则 分 别 是 带 |; + 1/2|= 1/2 与 1z 一 1/2|=1/12 的 
L. 虚 轴 左边 那 部 分 边界 包 仿 在 此 基本 区 域内 , 而 OC 
в CA 不 包含 在 内 . 


п @ =m 


B 2 

函数 4(z) 也 在 上 半 平 面 Im z > 0 中 正则 . 在 G, 
内 部 ， 它 取 每 个 有 限 和 值 (0 与 ] 除外 ) 恰好 一 次 ;此 外 
有 4{ 中 )=0 及 41(0)=1 .为 了 对 给 定 的 模 K 构造 Jac - 
cbi ШЕШ, В c= о Го (О 或 h= ew) 的 值 , 它 
Н дс) 各 唯 一 确定 ,实际 上 ， 在 0<k<1 的 
正常 情形 下 ， 首 先 可 以 定 出 = (1-Р )у2(1+ 
Ме), Eh K = VCIEKS ,然后 作出 此 方程 的 一 个 
级 数 形式 的 解 h=s +25 + 15° + 150e3 + O (zU). 
ЖК 1= 4(z) 和 J(z) 由 

А%— А+1 
70) x вау 

联系 在 一起. 

ч у=1,Ешег 特征 X= 0 时 . 模 函 数 w= 
J (z) 给 出 顶 圆 函数 的 Riemann 曲面 之 共 形 类 最 方便 
的 表示 ， 见 Rianann 曲面 的 共 形 类 ( Riemann surfaces， 
conformal classes of 上 对 每 个 w , 存在 Дт) = w 的 一 个 
解 上 = cos/ cl， 它 确定 一 个 共 形 类 和 相应 的 椭 加 西数 
域 ， 例 如 ，w = 0 对 应 一 个 角 为 120" 及 多 "的 苏 形 状 
的 周期 平行 四 边 形 ， 而 w = 1 对 应 一 个 正方 形 . В 
# tB W А РЕНЕ В (conformal mapping ), #47 
数 的 边界 性 质 ( boundary properties of anabytic func - 
ons) 以 及 聚 值 集 (cluser set) 的 研究 之 中 . 模 函 数 
w=J(z) 给 出 基本 区 域 G 的 左 半 部 分 的 共 形 映射 
(图 1) ,也 就 是 说 ， 它 把 曲 边 三 角形 4 BCA 映射 成 
上 学 平面 Inw > 0, 其 中 B,C 和 А 分 别 映射 成 0,1 
和 co. Ы w=4(z) 把 蝎 边 三 角形 4B04( 图 
2) 映射 成 上 半 平 面 ， 其 中 B.O 和 4 分 别 喘 射 成 0,1 
# x. 


ы. 


БЕРОН 


ЖЕЛДЕР, HO f И ЭЖЕЙ ЖОЕ УЖ 
КЕШСЕ. ХН, ШШ (1) 就 代 之 以 单位 贺 盘 的 
自问 构 组 成 的 模 败 . 鲍 如 ， 比 较 方便 的 是 应 用 分 式 线 
性 变换 

£2) = 2 e") 


Zeus ° 


它 把 上 半 平 面 Imz > 0 喘 射 成 单位 圆 盘 (| < 1 ,其 中 


0.j 和 2O 分 别 被 映射 成 单位 圆周 |5]=1 上 的 点 
А (76), Вето) 和 和 СОР) 3). 


РУЖ w = (0) А0200) 是 一 个 在 单位 
ТЧ ЛЕ ЛАТА 838, ТЕЖО, l co 以 外 的 所 有 
数 他 . 它 把 曲 边 三 角形 4BC 4( 图 3) 共 形 映射 成 上 
ЗН Imz > 0. 用 于 证 明 Picard 定理 ( Picard theo - 
тет) 及 若干 几何 问题 中 的 正 是 jC) 这 个 模 函 数 . 
参考 文献 

11) Hurwátz.. А. and Courant, R., Voresungn über allgem - 
апр Funktiorentheorie und elliptische Funktionen 1. 
Springer, 1964, Chapt . 8. 

[2] Ахмезер, H. И., Элементы теории эллиптических 


функций, 2 изд., М., 1970. 


[3] Ком, L. R ., Automorphic functions , Chelsea , reptint , 


1951. 
[4] Кїёп,Е.апф Fricke, R., Vorksungen über die Theorie 
Чет elliptischen Modulfunktionen , 1—2, Teubner, 1890— 
1892. E. Д. Соломенцев {# 
【 补 注 】 在 考虑 上 半 平 面 并 让 模 群 对 它 作 用 时 ， 点 foo 
а Еа д. 
Wa, АЕТ 2 х2 g= (20) 


作成 的 群 GL, (C) 及 相应 的 分 式 线性 变换 (fractional- 


linear transfonnations ) 
а:+Ь 
с2+4 ” 
分 式 线性 变换 САТ) 8291059325 BJ (parabolic), ПЖ 
тепал, Н УНИИ Н ао 
值 ， 也 见 分 式 线性 映射 (Jiactional - linear mapping ) Ж 
等 价 于 说 ， 其 Jonian 标准 形 形 如 (和 1 )， 或 者 说 ,如 
果 还 要 求 det(g) =1 的话， 就 有 Tr(g) = +2. 现 在 


т!” 


26С{){ о}. (А1) 
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设 r'E GL,(R) 的 某 个 离散 子 群 . 点 xeRU{%} 
称 为 下 的 一 个 尖 点 (asp), ШЖ r' Ф 87 
元 以 х 为 不 动 上 

T=8L, (ZZ)cGL,(R) 的 尖 点 恰好 是 О0о} 
的 点 . 为 使 之 形象 化 ( 见 图 1), 点 oo 记 为 ioo (一 图 
1 中 的 点 A). 

令 卫 为 扩充 的 上 半 平 面 (exlended upper half - 
pla) HUQ 100150), 其 中 H = {гєС:їтг>0ЬГ 
ЖН ЬЕ ЙДЕ ШИ H' 上 ， 所 有 QU 
{о Y 中 的 点 构成 一 条 轨道 图 1 中 基本 区 域 G 的 平移 
构成 再 (或 Н” у 的 一 个 钥 装 (tesselation )， 称 为 楼 贬 
ЗЕ (modular tsselation)， 每 个 平移 yG(yer) 称 为 一 
А8380 (modubr шіапре). ЖА yB # (B = 
一 112 +iV3 /2,yeT) 有 六 个 模 三 角形 相遇 ; 在 特 
殊 点 yC 处 (C =i,yer) 有 两 个 模 三 角形 相遇 而 在 
每 一 个 尖 点 {Q ULioo} 的 点 ) 处 有 可 数 无 穷 多 个 模 三 
角形 相近 (交角 为 0 ,这 正 是 术语 “ 尖 点 ”的 来 由 ) 

ШЕ. з СОЛ), 其 中 了 是 
上 面 的 基 木 模 函 数 ( fundamental modular function)(2). 

Ë T, 是 T 中 一 个 有 有 限 指数 的 子 群 . 对 它 的 商 空 
间 H/T 可 以 给 出 一 个 自然 的 复 结构 ， 使 之 成 为 一 个 
Ж Riemann 曲面 ,例如 见 [A1] 第 TY 章 8 6. 这 是 
нут, 的 自然 紧 化 ， 对 于 ,= 了 ， 我 们 得 到 Riemann 
球 ( 亏 格 为 0)， 对 主 同 余子 群 


гөй-{[ |er:a = ¿= mod N, 
b=c= тон}, 


ЖЕРЕ Н" /Г(М), BUR (modular cur- 
ws)X(N) 38 N =2,---,12 时 , 亏 格 分 别 为 0,0.0， 
0, 1,3,5,10,13,26,25. 一般 的 公式 见 模 曲 线 (mo - 
dular сиге). 

工 的 一 个 具有 有 限 指数 的 子 群 工 的 横 函 数 
(modular function for a subgroup ) Жн 上 的 一 个 复 
半 纯 函数 f, рте H'.Ser, # f(S(z))= 702), 此 
外 在 有 理 尖 点 一 djc,(c, 4) =1 处, ЖЯ ЖЛ A= (20) 
ег. 自然 数 K É n。EZ, ГЖ 


=} con| м жоюл | 


的 展开 式 . 这 个 展 式 对 使 得 In A(z) 足够 大 的 TEH 
都 县 成 立 的 . 最 后 这 个 条 件 说 明 f 也 在 HIT, 的 紧 化 
H'/Y, 上 定义 了 一 个 半 纯 画 数 ， 见 自 守 函 数 
( automorphic function ), 当 Г, = Г 时 ， 上 述 最 后 的 要 
求 取 以 下 形式 : 存在 a>0. 对 Imt >a 及 teEH,f(r) 
IÉ m 

fG)=> bexp (2mitr) 
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ке. 
参考 文献 
[At] Schoeneberg , B 
194. 
[A2] Shrmura , ©., Intsocloetion to the arithmetic theory of 
#utomprphic functions. Prinoston Uniy Рез, 1971 
[АЗ] Rankin, R. А., Modular forms and (functions 
Cambridge Univ , Pres, 1977 
ГАФ] Lang. S ., Elliptic functions, Аййвоп - Wesley . 1973 
【 详 注 了 
参考 文献 
[B1] Kobliz, Neal . ,Introduction to cliptic curves and mod - 
щаг forms, Springer - Verlag , 1984. 
[В2 ] Chandrasekharan ,天 . ,Eliptic functions , $рппрег- Verl - 
ав. 1985. ЖИ Ж Жк К 


Elliptic modular functions , Springcr . 


ЖШ [modular отр; модулярная группа] 
БИЕШ 


z— y(z)= -45%® 一 bc= 
4—}(@)= db 一 1 (1) 


的 分 式 线 此 变换 ? 组 成 的 群 工 , 这 里 a.b.c.d 是 有 理 整 
Ж. ВВЕ MIN PRSL;(Z)/[ + E) 等 同 起 来 ， 这 里 


9. 


ВЕЕ Lie 群 (Lie goup) PSL,(R) = SL, (R)/ 
(£ El 中 前 一 个 离散 子 群 (disarefe subgroup ). 这 里 
SL,(R)(SL,(Z)) B WE 


7 
са 
作成 的 群 ， 其 中 a,5,c,4 为 实数 (整数 ), 而 ad- bc 
一 1， 模 群 是 上 半 复 平面 B= {2 一 x + iy:y>0} 
(有 时 称 为 FoGaaeacraii 半 面 (Lobachewskif plane) 或 
Poincars 上 半 平 面 {Poincarg uppe: hatfplane)) 的 离 
ЖОНИНЕ ( discrete group of tansformatons )， 日 有 册 
生成 元 Тог — z+ 1,S:z -> 一 1/z 和 关系 式 S2 = 
(ST) = 1 给 出 的 表现 ， 也 就 是 说 ， 它 是 由 S 生成 的 
2 和 阶 循 环 群 和 由 УТ ЕРЙ 3 阶 短 环 群 的 自由 积 ( 见 
[2]). 

ЖЕТШ) ЖОШ ЕЗИ ( modular function) 的 研究 
有 关 ， 模 函数 的 Riemarm 曲面 (Riemann surface) 是 
аз АГ, "ЕБИНЕ ба]. 其 紧 化 X, 
=(H IP) U% 与 复 射影 直线 解析 同 构 ， 这 里 的 同 椅 
由 基本 模 函 数 J(z] 给 出 基本 区 域 G 有 有 限 的 
Лобачевский 面积 : 


[э?ахбу= Е 


这 就 是 说 , 模 群 是 第 -类 Fuds Ш ( Fuchsian group ) 
(33). 对 于 阁 L= Z +Zz(z8 B) 来 说 , йл 一 


£ +Zy(z) 等 价 于 工 、 这 里 


(69) ег, 


бр, L. ар У л = (cz+ а)" 
йн L 由 的 匹 素来 得 到 . 

对 得 个 客 有 КЕНЧИ С 与 之 对 应 、 它 解析 等 
价 于 . АРА НА (— WEB (сШрс 
curwe 为 这 就 给 出 商 空间 НГ 的 点 、 格 的 等 价 类 以 
及 (解析 ) 等 价 的 椭圆 曲线 类 之 间 的 一 个 一 一 对 应 
(®[з3]). 

ЕЗЕРА ВСН WB ЕР} 
有 意义 的 ( 见 代数 碍 线 (algebraic curve ); 模 形式 ( mod- 
congmuence subgroup )T (N), N 是 一 个 整数 ， 是 形 如 
(1) 的 变换 y(z) 作成 的 群 .其 中 a= а = 1 (mod N), 
e = b= 0 (modN). 如 时 对 某 个 入 有 TT(N), 则 
f ГС 三 称 为 -个 阅 余 子 群 (oongruence subgroup ), 
满足 条 件 的 最 小 的 МЫ Т ВОЗЕ (Пеле!) ЖЕ N 的 
同 余子 科 的 例子 如 下 ，c 被 N 整除 时 变换 (1) 作成 的 
群 r, (N) 以 及 当 а= d= l(mod N) E. c = 0(mod 
如 ) 时 变换 (1) 作成 的 群 r (N). Е ГОМ) 在 模 
群 中 的 指数 (index ) е (А2) а (1 一 pg ?)( 当 
N> 2 时 )， 其 中 p ЖЖ, ЖЕТ 6( 当 N=2 
时 )， 从 而 每 个 同 余子 群 在 模 群 中 都 有 有 限 指数 . 

对 模 群 中 每 个 有 有 限 指数 的 于 群 下 都 有 一 个 完 
的 代数 内线 ， 即 模 曲 线 (modular cure) X; 与 之 对 
应 ， 它 是 从 商 空 间 H IT 和 覆盖 Xx -> Xr 得 到 的 . Е 
究 这 ~ 覆盖 的 分 枝 可 以 求 出 同 余子 群 T' 的 生成 元 及 关 
Ж. X; 的 亏 格 ， 还 可 以 证 明 模 群 中 存在 有 限 指数 的 子 
群 ， 它 们 并 非 同 余子 群 《 见 [3],18],[7] Vol,2). 对 模 
群 的 表示 的 研究 基 在 与 模 形 式 埋 论 有 关 前 工作 中 首先 
提出 的 ( 见 [ 和 ,[6]). 这 种 表示 在 自 守 形式 论 中 作 了 深 
人 的 研究 ( 见 [7] 和 自 守 形 式 (automorphic form )). 与 
模 群 有 关 的 许多 结果 已 被 转换 到 代数 Те 群 的 算 林子 
群 的 情形 之 中 ( 见 算术 群 (arithmetic group ); 代数 的 
Ше 代数 ( Lie algebra . algebraic))- 
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模 理 想 [ modular ideal; модулярный идеал] 

大 只 的 有 下 述 性 质 的 右 ( 左 ) 理 想 (ideal) 7: R 至 少 
ЖЛ е. Ж АВК х. 322 x—ex W + / 
(对 应 地 ，x 一 xeeJ) . 元 察 e 称 为 模 理想 J 的 左 ( 右 ) 伍 
等 元 (et (right) identity) . `: 

在 有 和 值 等 元 的 环 中 ， 每 个 坦 想 都 是 模 的 .每 个 真 模 
Жї (En i AWAS ( 左 ) 理 想 中 ， 后 者 自然 是 模 

的 . 结合 环 的 全 部 极 大 模 右 理想 的 交 与 全 部 极 大 左 模 
ЛС. ЖЛЕ) Jacobson 根 ( Jacobson radical) . 
俩 理想 也 称 为 正则 理想 (regular ањ). 
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寞 格 [ modular lattice ; модулярная решетка], Dedekind 
#9 ( Dedekind lattice ) 
` 一 种 格 бшсе), 其 中 模 律 (modular jaw) Ё g. 
即 如 果 a< c, НЕГ b.la + b)c = a + bc. 这 个 要 
求 相当 于 说 恒等式 (ac+ В)с = ac be 成 立 - Й 
例子 包括 一 个 线性 空间 的 子 空间 的 格 ， 一 个 群 的 正规 
子 群 (但 不 是 所 有 子 镁 ) 的 格 ，-… 个 环 的 理想 的 格 ， 
等 等 . 共有 合成 序列 【composition sequence ) 的 格 是 模 
属 ， 当 吾 仅 当 在 它 上 面 存在 一 个 维 数 函 数 ( dimenson 
function) 4, Ш-—4 2 88 003699 6 83k, 使 得 d(x +y) 
+d(xy) =4(х) +4(у) 巨 如 果 区 间 [a,5] 是 素 的 ， 
则 推出 4(b)=4(a) Fl. 如果 ъа а = af 
та, 并 且 没 有 一 个 元 索 ао 能 表示 成 除了 它 小 身 
ШЖ Я, хап 
адо, а аю ， 
则 т, = m, 且 对 任何 277 Тр] а, а 


к=) aaa, 


(137,6). Ажа 0 ТУ ЕИ 4Р0 a ，… ,a。 
称 为 无 关 的 【independent), 如 果 对 所 有 i 有 (а 十 
taba t +а,)а,= 0. 这 个 定义 使 得 有 可 能 
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ИШЛЕ ЖЭН ЖЕ {{3], 和 5],[6])., ШЖ 
аула, 是 无 关 的 。 则 它们 前 和 表示 成 a, ЮФ a, 
Ore 定理 (Ore theorem): ШЖ НИ ЈА] 
БЕЛУ 

l=a0@. a= at @ aD. 


СЛС at fb ОЛ РЕТ ЗЕ 360031. MJ 


— a" тр qi， 使 得 


日 没有 - 
m =m, ЙА 


1= am. Фа ba pal D. Q tn, 


([3].[6]) е ASAS ( 亦 弄 完全 Dedekind 格 
( complete Dedekind айке )), Z SAN ЙД — А! МЫ} Ju: 
槛 求 ， 美 于 无关 元 素 各 肖 按 分 解 的 定理 才 可 以 应 下 到 
龙 穷 集 ( [4].[5] ) . 对 有 补 模 格 ( complemented mod- 
шг lattices) 已 经 作 了 研究 ， 这 是 指 共 有 0 和 1 的 贷 
格 、 其 中 对 每 一 个 元 素 x 至 少 在 在 … 个 元 察 y ( 称 为 元 
素 x 的 补 (complement of the sjement)). 使 得 х+у = 1. 
ху=0 #6)8JF5180-- ГРН Е, АТТ ЕР 
一 个 有 限 维 线性 空间 的 所 有 子 空间 的 模 烙 . 一 个 有 和 锌 
пем АТАТ Е ~ 个 线 姓 (不必 旦 有限 维 
的 空间 的 所 有 地 空间 的 模 格 ， 当 和 亿 私 当 以 下 四 个 条 
件 都 满足 :a) 如果 0 关 as 二, 可 以 找 利 一 个 原子 (шош) 
р&® а, Ъ)ШЖ р #—1 РН. p< sup A. Xë A £ 
L, 则 对 大 有 限 集 了 三 4.p 和 supFic) 如 果 忆 4 是 
ЖЕТЕ, ЛИТЕ = JE r < p-+ q: AR d yE 
少 存在 三 个 无 关 的 原子 , 最 后 的 条 伯 Ч) 可 以 换 成 Desa- 
Tgues 假定 【Desargues assumption ) 成 立 的 要 求 (12]). 这 
个 绪 果 的 进一步 排 广 ， 导 致 正则 环 {[7] ,15]), 是 写 von 
Neumann 代数 的 理论 相 联系 的 ， 对 县 右 合成 岸 列 的 模 
ЛЙ, ЗМЕЕ ИГРАЛО АТ Ж НОА. 

模 格 《 在 俄国 ) 也 称 为 Dedekind 客 以 纪念 R . Ded- 
ekind , 他 第 一 个 用 公式 表 未 模 律 且 建 立 了 它 的 很 多 
推论 ([1)). 
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{bite1} 是 (上 》 有 向 时 ， 满 是 恒等式 
аў, ь = Ў аЬ, 


上 且 满 足以 上 条 件 的 对 偶 条 件 的 有 补 完全 模 格 称 为 连续 
几何 (continuous geometries ) ([5],[7]}. 
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模 [modnle ; модуль] 

其 有 算 子 环 的 Abel 群 {Abelian goup). #80 
(беа) K 上 的 【线性 ) 向 量 空间 (vector space) 当 用 
ЭБ (ring) 代替 K 时 的 推广 . 

设 4 是 给 定 的 环 . 一 个 加 法 Abel 群 M 称 作 一 
个 左 АЖ (jeft 4 -module }， 如 果 存 在 一 个 映射 4 x 
MMM， 对 于 ge A, meM， 它 在 (a, т) 上 的 取信 
记 为 em， 满足 下 述 公理 : 

1) а(т, + т,) = am, +am,; 

2) (а, +а,)т= ат +а,т 

3) щ(вт) = (a,a;)m. 如 А 9270. Я 
常 还 要 附加 上 要 求 : 对 任 一 me M. Im=m. 具有 
这 种 性 质 的 模 称 为 丁 Сипйшу) В Ñ £ (unital) 模 
(7 (unitary module )) . 

类 似 地 可 定义 右 4 模 ( right 4-module }: 把 公理 3) 
Ру (т а,)а, = m(a, а,) Еж АЖ УУ А 
反 同 构 的 坏 4"”? 上 的 左 АНИ, БИШ, ХРЕН. 
二 模 的 结果 都 有 关于 左 4" 模 的 结果 与 之 对 应 ， 反 之 
А.М 4 是 交换 环 时 ， 任 一 诺 4 模 都 可 被 看 作 右 
АЖ. ША. ЖМБ. 以 下 只 讨论 左 4 模 

C. F. Gaus 已 经 知道 如 二 元 二 次 型 的 类 群 这 样 
最 简单 的 模 { 有 限 Abel 群 ， 它 们 是 Z 模 ) 的 例子 . 模 的 
ЯЕ Н ЯТТ R .Dedekind 和 工 , Kronecker 在 
1860 至 ;880 年 间 致力 于 代数 数 域 和 函数 域 的 算术 的 研 
究 工 作 中 . 差不多 闻 时 ， 关 于 有 限 维 结合 代数 ， 特 别 
是 有 限 群 的 群 代数 的 研究 (B. Pieree , Е. Frobenius ) Ф 
致 讨论 某 些 帮 交换 环 钓 理想 . 模 的 最 早 理 论 是 作为 环 
中 理想 理论 而 发 展 的 ， 此 后 不 入， 在 Е. Noether 和 
W. Каш 的 工作 中 ， 大 们 看 到 用 任意 模 而 不 是 仅仅 用 
理想 的 语言 来 表述 和 证 明 许 多 结果 更 为 方便 . 模 理 论 的 
随后 的 发 展 则 与 范畴 ( category) 理光 的 方法 和 思想 的 
运用 ， 特 别 是 与 同调 代数 (homological algebra ) 的 方法 
ЕЖ. 

模 的 例 . 1) 任 一 Abel 群 М 是 整数 环 Z 上 的 
É. 对 于 ае 各 тем, Ж am 定义 为 m 自身 
相 加 a 次 的 结果 . 


2) 当 АЖ. 19 АЛАТ 4 上 
向 量 空 间 的 概念 ， 

3) 域 K 上航 п 维 向 量 空间 有 《以 坐标 给 出 ) 可 
以 看 作 系 数 在 CB YAKU RR XI (K) 
РЯ. 对 于 psF 和 Xs M (K), Ж Xu 定义 为 
ий Х зыш о трин B: 

4)— TES Ok ( MES АЗЕБЕ ЕЁ {КФ ( associative 
rings апі algcbras) А Ж 4 楼. 坏 的 元 未 各 以 模 的 
ЖЖЖ АТИК ЖШ. 

5) Н X 上 的 微分 形式 的 集合 在 X 上 的 光 
ЮЕ ЕТАН 

6) 与 任 一 Abel # М 相关 联 地 有 М 的 所 有 自 间 
态 组 成 的 有 之 元 的 结合 环 End (М). ж мА й 
End (М) fRšñ J 

对 于 某 个 环 А, 如果 在 M E£ 4 Н, ША] 
任 一 аА, 映射 m > am 是 M 的 一 个 白 同 态 . 把 
4 对 应 于 它 所 引起 的 M 的 自 同 态 ， 即 得 到 由 А 到 
Rnd (M) 的 一 个 同 态 9, 友 之, 任 一 同 态 g:4- End(M) 
定义 了 M 上 的 一 个 4 模 结构 . 所 以 ， 在 Abel М 
上 给 定 一 个 4 模 结构 等 价 于 给 定 一 个 环 同 态 p:4 ~ 
End( М). ЖЕМЕ Ж АИ 4 的 表示 { representa- 
tion of the rmg)， 并 且 称 M ЭЖЕ (representation 
module )， 与 任 一 表示 Ф HB J — 4 ЖШН 
Ann(M)=ker p, ПНД ТЖЕ ає 4 组 成 : 对 所 
有 的 me M, 都 有 am = 0， 这 个 理想 称 作 异 M 的 罕 
化 子 (annibilator of the module). š Am( M)= 0 时 、 
бойли взр (выш), ЖА м 为 患 实 模 
( faithful module) (КОЗЕ ЗЕ ( faithful representation). 

显然 ， 模 财 可 被 视 为 商 环 A/ Ann (M) Б. 
特别 地 ， 尽 管 在 和 模 的 定义 中 并 没有 要 求 4 的 结合 性 ， 
也 环 A; Am(M) 总 是 结合 的 ， 所 以 在 大 多 数 情形 下 
把 研究 的 范围 限制 于 结合 丈 上 的 模 就 是 够 了 .以 下 ， 
除非 有 反面 的 声明 ，4 总 假定 是 结合 

G W. 设 吕 是 一 个 群 (group)， 一 个 加 法 Abel 

# M 称 作 一 个 左 G Ë (kÑ G-module )， 如 果 存 在 一 
B G x М-М, ЖЕҢ (9, m) 处 的 值 记 为 
gm, F g8G,meM, *HE— g8€G, т gm Ph 
M 的 一 个 自 同 态 ， 对 任意 о, 0.66, тем, 
(g,g.)m = д (g,m); 并 且 对 于 所 有 的 тем, HA 
1m = m， 其 中 1 是 G 的 恒 等 元 . 对 任 一 деб, в 
射 m 一 gm ЕФ M 的 自 同 构 . 

类 似 地 可 定义 右 С 模 - 

СЙ. Е КА к Й Galois 扩张 (Ga- 
ов extersion)， 其 Galos 群 (Galoi вюшр) б, М 
КОПРА СОН. Ш k k 
代数 数 域 ， 则 还 有 其 他 的 G 模 : 天 的 整数 环 的 加 法 
群 , K 的 单位 群 ，K 的 除 子 群 和 除 子 类 群 (divgor class 


group ) 等 等 。Galois 群 上 的 模 称 为 Galos 模 (Galois 
module). ` 

2) 设 给 定 Abel BË M 的 一 个 扩张 、 
序列 (cxart sequence ) 


即 群 的 正 合 


15 M > F> G— 1, 


其 中 M 是 F t Abel 正规 子 群 (normai subgroup ), G 
是 任意 群 ， 册 可 赋予 M 一 个 自然 的 G 模 结构 ， 对 于 
95G,meM, 令 gm=gmg ,其 中 g 是 g 在 下 中 
的 一 个 反 象 - 

当 Abel 群 M 中 的 群 运算 用 霖 法 表示 时 (例如 M 
是 域 的 乘法 群 }， 也 用 记号 т” 代替 от, Bl 8 的 
作用 写成 指数 形式 、 

设 给 定 一 个 бй M， 把 元 素 yeG 对 应 到 M 
的 自 同 构 m — gm， 就 得 到 由 G 到 环 End (MM) 中 的 
可 逆 元 崇 的 一 个 同 态 . 反之 ， 由 G 到 End(M} 的 可 道 
元 素 的 任 一 同 态 给 出 M 上 的 一 个 G 模 结构 . 

环 上 的 模 与 G 异 的 概念 之 问 有 密切 的 关系 ， 傅 切 
地 说 ， 如 果 把 G 在 M 上 的 作用 线性 地 扩充 ， 即 令 


[Ж а,в,}т = У, a (g,m), 


其 中 a sZ, 866, тем, WJ б M 可 以 视 为 群 代 
数 ( group algebra ) Z G 上 的 模 . 反之 ， 在 M 上 任 给 一 
个 西 ZG 模 结构 ，M 可 被 看 作 一 个 СОЖ. 

ШЖ M 是 某 个 交换 环 K 上 的 模 ， 同 时 又 基 一 个 
ОЖ. 并且 G 的 元 素 在 М 上 的 作用 和 不 的 元 察 的 作 
用 可 交换 ， 则 通过 把 G 的 作用 线性 地 扩充 为 KG 的 作 
用 可 以 赋予 MM 以 一 个 KG 模 结构 . 例如。 如 果 V 是 域 
K 上 的 一 个 线性 空间 ， 则 在 У 上 给 出 一 个 KG 模 绪 构 
等 价 于 纵 出 G 在 中 的 一 个 表示 . 

ЯЕ G 中 的 标准 对 合 g 9 ， 可 以 把 任 一 左 G 
É M 变 成 右 G 模 . 为 此 ， 对 于 meM，geG, 令 
mg=g m Ў. 类似 地 ， 任 一 右 G 模 也 可 以 变 
成 左 G #. 

Не 代数 上 的 模 ， 设 9 是 交换 环 K 上 的 一 个 Be 
代数 (Lie арфа), м 是 一 个 K. 所 谓 在 M 上 给 
定 一 个 9 模 结构 ， 即 是 对 任 一 ge 9 给 定 群 M 的 一 个 
КАЯ 由 一 gm ， 使 得 下 述 公理 威 立 : 


10, 9.1т = g, (т) — (ат), 


其 中 0,, 9.69, me M . 这 个 定义 不 同 于 前 面 给 出 的 4 
模 的 定义 ,在 M 上 给 出 一 个 а 模 结构 等 价 于 给 出 由 
9 到 环 End( M ) 的 Lie 代数 的 一 个 Lie 代数 同 态 ，Lie 
代数 8 上 的 模 也 可 以 视 为 9 的 泛 包 络 代数 (universal 
cnveloping algebra ) 上 的 通常 意义 下 的 模 . 

模 论 中 的 构造 ， 从 一 个 给 定 的 4 模 出 发 ， 模 助 于 
若干 规范 的 构 作 ， 林 以 得 到 一 些 新 的 模 ， 一 般 而 言 ， 
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ЕЗЕНГЕ О 8 ВО ИЕ (late). 例如 ， 若 
把 4 838 B P ЕЙ, ИИО TER ОЕ 
BAB. жт ЖЕШИНЕ ДИЛЕ НЕЕ: И-ТИН X 
的 。 例如， 满足 子 模 降 (ЖЯ) 链 终止 条 件 的 模 定义 为 
Artin 模 (Artinian module ) (相应 地 ，Noether 模 (Noe- 
therian module)) ,没有 非 平 几 子 模 ， 即 没有 0 和 M 
之 外 的 子 模 的 模 定义 为 不 可 约 模 或 单 柑 ( 见 不 可 约 模 
(imreducibe module )). 

对 于 模 M 和 它 的 任 一 子 模 N， 商 群 MN 可 被 
赋予 4 模 结构 . ЖТЖ М 在 N 上 的 HË 
(quotient module) , ` 

АБЕ УЫН 4 的 元 未 所 作 的 乘法 可 交换 
的 Abel 群 同 态 (homomorphsm ) f: M — №, Т 
的 me M,asA, 都 有 所 am])= аўт). ЖЕ 
个 同 态 У М-М, ИЖЕ XS (f, +f,)(m) 
= f. (m) + f, (m), 仍 是 4 模 同 态 . 这 个 加 法 给 
出 了 由 M 到 N 的 所 有 同 态 的 集合 Hom,(M,N) E 
的 一 个 Ape1 群 结构 ， 对 于 任 一 同 态 /:M 一 N， 可 定义 
子 模 Kery (ГАО В) 和 Im f( f 8 9.) 以 及 商 模 Coker 
了 = Мау (1 的 余 核 ] 积 Coim f = M /Kerf(f 的 余 象 ). 
异 Im f 和 Сот 是 典范 园 构 的， 因而 常常 把 它们 等 
同 起 来 ,例如 ， 对 于 4 的 任 一 左 理想 7， 可 定义 商 模 
AJ. 模 41 是 不 可 约 的 ， 当 且 仅 当 J 是 极 大 左 理 
想 ( 见 极 大 理想 ( maximal ideal) ) ,如果 М 是 一 个 不 可 约 
玫 模 并 是 不 被 4 Zk, ММЕН АГУ, 其 中 J 是 
ATB A EER. 

对 于 任意 一 族 4 模 { M.) (这 里 i OB 3 438 ER 
9.7), {М,} 的 直 和 以 及 直 积 在 4 模范 畴 中 存在 .其 中 
ха П.М, 中 的 元 素 可 以 甫 释 为 向 量 (… ,m,，、…)， 
其 分 量 被 / 所 标明 ， 对 于 每 个 ie ,有 m e M,. 这样 
的 向 量 的 和 以 及 用 环 中 的 元 素 去 飞 定 义 为 按 各 分 量 分 
别 进行 . 族 { M,} WB. М, 可 解释 为 直 积 的 子 模 ， 
它 由 除了 有 限 多 个 分 量 以 外 全 为 零 的 向 量 组 成 . 

对 于 A 覃 的 一 个 投射 ( 归 钠 ) ЖЮ. КӘН (Н 
纳 ) 极限 可 自然 地 配子 一 个 4 Ц. H RED 
被 视 为 投射 极限 和 归纳 极限 概念 的 特例 . 

生成 元 和 关系 . 设 X 是 4 E M 的 一 个 于 集 . 所 
BH X 生成 的 子 模 {submodule ) 即 是 М 的 包含 Х їй 
所 有 子 模 的 交 ， 如 果 这 个 子 并 与 M 相同 ， 则 Х ЯЕ 
# M 的 生成 元 族 { 系 ) (family (system ) of generators)). 
具有 有 限 生成 元 族 的 模 称 为 有 限 生成 寞 ( finitely-generated 
module ). 例如， 在 Nocther 环 中 任 更 想 都 是 有 限 生 成 
ж. 有 限 多 个 有 限 生成 模 的 直 和 仍 是 有 限 生 威 的 。 有 
限 牛 成 和 的 商 模 也 是 有 限 生成 的 . 为 了 构造 模 M 的 生 
алк. 中 山 引 理 (Nakayama lemma) 常常 是 很 有 用 

: TË FE 4 的 根 中 的 任 一 理想  ， 条 件 
пы. 0803 M= 0 ,特别 地 ， 在 中 山 引 理 的 条 伴 下 ， 
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ШТК аот, Е ММ, Дзоле 
构成 М М -- UE Ж. КАРАДА ЫЫТ 
А (оса ring) 和 和 9 是 其 极 大 理想 的 情形 . 

W M ELI х}, 为 生成 元 系 的 模 ， 则 映射 осу, 

* 定义 了 由 以 {y }, 为 生成 元 的 自由 4 É F 到 
м 上 前 一 个 同 术 4F 可 定义 为 所 有 有 限 的 形式 和 Уау, 
пка. 其 中 ae4. 而 @ 是 由 生成 元 到 下 的 线性 扩 
fe). R = Kerg 中 的 元 素 称 为 M 的 生成 元 (x,) 2 8105 
адаан) Ж M 可 以 表示 为 一 个 有 限 生成 的 自 
ПОВНА, ЕРЗС ЕЕ R 也 是 有 限 生成 的 ， 则 称 M 
是 一 个 有 ЖЧ ( tinñely-presented module) .例如 ， 
Nozther [ШЕЛ АЙМ. 一 般 地 
ўз, А ЖЕКА ЖЕШ. 

环 变换 ，: 有 - 些 规范 的 构造 方法 能 够 使 4 模 M 
ВЕЕ УНЫ ИЕ В. П. 设 p:B- 4 是 环 
同 态 ， 则 令 bm = m(5)m, M ВЕТ В. 作为 
结果 的 B 模 被 称 作 由 大 变换 (base change ) 得 到 的 ; 
特别 地 ， 当 B 是 4 МЕИЕН, ЖЕРЕН 
{restriction of scalars ) 得 到 的 、 如果 М 是 一 个 商 4 Ë 
0. 2 把 么 元 映 到 么 元 ， 则 мы В. 

设 给 定 一 个 环 园 态 9: 4 > B 和 一 个 АШ 对 ,对 
于 peB, deA， 令 ba=boe(a), W| B 被 赋予 一 个 
{8,4) 模 结构 ( 见 双 机 (biroodule)), 因此 可 以 考虑 左 
ВЖ 了 @ ,Ah . 称 这 个 模 是 由 标量 的 扩张 (extension of 
soalas)] 得 到 的 77° 

ЖЕ. (ЕКОШ А 上 的 所 有 的 模 组 成 的 类 连 
同 横 同 杰作 为 态 射 ， 构 成 一 个 Abel 范畴 ( Abelian catcg- 
оту), КЕ 4-mod 或 Mod, ,在 这 个 范畴 上 所 定义 的 最 
ЖЯ КА ж Hom (9) 和 ® (КЕ). 函 子 Нот 
ИШЕ Abel 群 范 畴 中 ， 即 它 把 两 个 4 模 M,N 


映 成 群 Homs( M,N). 对 于 М, M f ФМ М, 


以 显然 的 方法 可 宇文 映射 
f”: Hom, (M.N)- Нот, (М, N) 


和 
ө: Нот, (M. N)-> Нот, (М, Ni); 


Шй Нот 对 于 第 一 个 自 变 量 是 反 变 的 ， 而 对 于 第 二 
个 自 变量 是 协 变 的 . М M 或 N 具有 双 模 结构 时 ， 
群 Hom, (M, N) 述 具有 有 模 结构 ， 如 果 N 是 一 个 ( 4， 
B)#, MJ Hom( M,N) 是 在 BB 模 : ШЖ M ECA, 
В) @, 财 Hom (M. N) e £ B W. 

函 子 @@, 杷 一 对 模 M,N 对 应 到 M 和 МДЕ А L 
ЖЯ МӨ, М, ЖЮ M 是 右 4 模 而 N 是 左 
A Ë. 这 个 曾子 在 Abel ЖЕРБИ, ПАР M 
和 N 都 是 协 变 的 . w M 或 N 是 双 模 时 , 群 M @ N 
可 被 赋予 附加 的 结构 、 即 如 果 М 是 (8,4) 模 ， 则 


M@ N Ë B É, WE N E (A.B). ML MG N 
是 右 В. ТЕ Hom Ж] @ БАЖ ПМУ ФН 
的 研究 是 同调 代数 的 基本 问题 之 一 . 

许多 重要 类 型 的 模 可 以 用 Hom 和 ® 的 语言 
йш. АТАР 【projective module) М 可 
198-7 Нот, (М, X)( fE 233 DA ХЭ B ЖЕШ BIS УЕ G 
ВСК IE А ай + ( exact functor )) . 类似 地 ， 内 射 模 
(injective module ) № 可 定义 为 使 得 函 子 Нот, ( X, N) 
(ХАЯ) 正 合 的 模 . 平坦 模 (et moduk ) M 定 
义 为 使 得 画 子 МӘ, X 正 合 的 模 . 

Ф А 上 的 模 可 以 由 两 种 观点 出 发 加 以 
考察. 

全) 可 以 从 其 内 部 结构 的 观点 出 发 来 研究 慌 . 这 里 
的 基本 问题 是 模 的 完全 分 类 ， 即 对 于 短 个 异 购 造 能 在 
疝 构 意义 下 刻画 此 模 的 不 变量 系 ， 以 及 对 于 给 定 的 一 
组 不 变量 购 造 其 有 这 组 不 变量 的 模 的 能 力 . 对 于 其 些 
类 型 的 坏 ， 这 种 刻画 是 可 能 的 .例如 ， 若 M POA 
KG 上 的 有 限 生成 模 ， 其 中 СЛН. Кае 
G ЮВА. ПИ M 可 以 表示 为 不 可 约 子 模 的 有 限 
直 和 { M 是 完全 可 约 的 ， 见 完全 可 约 模 ( completelyrod - 
ucible Inodule )) .这 个 表示 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 (一 般 
而 言 、 不 可 约 模 的 选择 并 不 是 唯一 的 ) .所 有 不 可 约 子 
模 也 有 简单 的 刻画 : 它们 全 都 含 于 G 的 正则 表示 ( reg- 
ular representation) 之 中 、 并 且 和 群 G 的 不 可 约 特征 一 
一 对 应 ， 主 理想 环 以 及 Dedekind 环 上 的 模 也 有 简单 
的 刻画 ， 即 主 理想 环 (Principal ideal ring) 4 上 的 任 一 
ЖЕЛАЕ М 同 构 于 形 如 À / %, 的 模 的 有 限 直 和 ， 其 
Т, 是 4 的 理想 (可 能 是 零 )， 并 且 入, … 0。 

4. 这 些 理想 被 最 后 一 个 条 件 崔 一 次 定 。 这样， 不 
ЕО, } 完 全 决定 了 М. М 是 一 个 Dedekind 
环 (Dedekind ring) 4 上 的 有 限 生成 模 ， 周 M = M, @ 
М,. ЖФ M, 基 扭 模 (周期 模 )， 而 M, E X: RB 
( torsion-free module )( M , 的 选择 不 是 唯一 的 )， 模 M, 
被 4 的 菜 理 想 W МЫ, В АЕК А/Д 上 
的 模 ,于 是 可 以 采用 上 面 给 出 的 刻画 .4M， 可 以 表示 成 
(@'A)@ 9 ИЕА, 其 中 м 4 0) а, 
而 @" 是 n 重 直 和 . É М, 在 同 构 的 意义 下 被 两 个 不 
变量 所 决定 : 数字 n 和 理想 类 群 中 ЧО 所 在 的 类 ， 

В ) 研究 模 的 另 一 途径 是 研究 范畴 4-mod 并 把 给 定 
的 模 At 祝 为 这 个 范畴 中 的 一 个 对 象 . 这 种 研究 是 同调 
代数 (homological aleebra ) 利 代数 K 理论 ( algsbrai K- 
theory } 的 课题 ， 在 这 个 方向 上 已 取得 许多 重要 种 深刻 
的 结果 . 

人 们 常常 考虑 具有 某 些 附加 结构 的 模 ， 例 如 分 次 
禄 (graded пюйше), ЖЭЙ ( fllered module ) ,拓扑 寞 
( topologkal module ) ,具有 半 线 性 型 (sesquilinear form) 
B 838 38. 
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模范 畴 [modules , category of; модулей категория | 

范畴 ( category) mod -只 ， 其 对 象 是 有 单位 元 的 结 
合 环 上 的 右 单位 模 ， 而 其 态 射 则 是 R 模 的 同 态 . 这 个 
范畴 是 Abel 范畴 ( Abelian category ) 的 最 重要 的 例子 . 
再 者 ， 对 每 一 个 小 的 Abel 范畴 ， 总 有 一 个 满 正 合谋 入 
到 某 个 模范 畴 内 、 

ШЖ Ке, ШЖ, Д mod-R 就 是 Abel 
和 群 的 范畴 ， 而 若 R = D 是 一 个 除 环 , 则 mod-R p 
上 的 向 量 空间 的 范畴 ， 

mod -R 的 性 质 反映 了 环 А 的 许多 重要 的 性 质 { 多 
环 的 同调 分 类 (homological classification of ring )). 
环 的 一 些 重要 的 同调 不 变量 ， 特 别 是 ， 其 同调 维 数 
( homological dimension ) 十 与 此 范 呈 相 联 系 的 .mod - 
R 的 中 心 (cene) (ЙИШВЕМЕН аЗ ЛЕЙ 

合 ) 与 R 的 中 心 同 构 . 

在 坏 论 、 同 调 代数 与 代数 K 理论 牛 ， 模 范畴 的 各 
种 不 同 的 子 范畴 都 被 研究 ， 特别， 讨论 了 有 限 -生成 
的 投射 R 模 的 子 范畴 以 及 与 其 相关 联 的 КО (M 
代数 K 理论 (algebraic K-theory)). 模拟 Honrparwa 
对 偶 性 ( Pontryagin duality)， 在 模范 畴 的 满 于 范畴 之 
间 的 对 侦 性 曾 被 研究 过 ;特别 是 ， 研 究 过 有 限 生成 模 
的 手 范畴 之 间 的 对 偶 性 . 例如 ， 曾 建立 了 下 述 的 理 沦 ， 
ШЖ 及 与 8 都 是 Noether Ж. ЕН ШЖ ӨШ 
的 右 R 模 与 有 限 -生成 的 左 S 模 之 间 夺 一 对 俩 ， 则 


Bsenetne в алгебру, М., 1977, 
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有 一 个 双 模 s Ua 使 得 所 给 的 对 偶 等 价 于 由 沙子 
Hom,(— , О) 5 Нот, (-, 0) 


UE НОЛА, Б End U, 与 S 1040, Бай, U 
与 R 同 构 ， 双 模 Ú 是 -个 有 限 - 牛 成 的 内 射 余生 成 
元 ( 阮 作 为 一 个 R 模 又 作为 -~ 个 S Ж), HDE R 是 
于 完满 环 (semi - perfect ring )， 出 考虑 机 的 对 偶 性 所 出 
现 的 最 晶 要 的 一 类 环 是 括 Frubenius SK С quasi -Fiobenius 
ring)， 一 个 左 Айт 环 ( Ап ring) R ËL Frobenius 
的 , 当 且 仅 当 映射 
M ~ Hom, (M. R) 


在 有 限 Eb R ЖИЙ БНН Т4 
m. 
参考 文献 
[i] Bass, Н., Algebraic K-theory, Benjamin, 1963. 
12] Bucar. І апа Dekenu, А ., Itroduetion to the theory 
of categories and functors. Wiley, 1968 
[3] Faith. C.. Algebra: rings, modules and categories, 
1-2, Springer, 1973 一 196. А. B. Михапев #E 
[ 补 注 】 如 上 面 所 描述 的 ， 由 一 个 双 模 U 所 给 的 对 介 
称 为 一 个 如 对 侦 性 ( 林 -duality) 或 源 田 对 偶 性 (Mo- 


rita duality) , б.а ( Morita equivalence ) 的 补 
Е. 周 伯 坝 译 


Riemamm 曲 画 的 ( 参 ) 模 [сакый of а Riemam surügce ; 
модулн римановой йоверхности] 

一 些 数值 特征 (参数 ) ， 它 们 对 所 有 保 形 等 价 的 Rie- 
man 曲面 都 是 同一 个 ， 并 且 它 们 的 总 体 刻 画 了 给 定 Rie- 
mann 曲面 的 保 形 等 价 类 .在 此 两 个 Riemann 曲面 R, 
和 R， 称 为 保 形 等 价 的 ( ooniormally cquivalent ) ,如 果 存 
在 一 个 从 上 1 到 RR, 上 的 保 形 喘 射 ， 例如、 拓扑 纪 覆 g > 
1 的 紧 Riemann 面 的 保 形 类 由 6g 一 6 ЗОЯ; 
一 个 二 面 型 的 Riemann Ж (у = 1) 由 2 个 模 数 刻 曾 ; 一 
£ 1 连通 的 平面 域 ， 看 成 一 个 具 边 界 的 Riemam Bl, 

之 3 时 由 3n – 6 ЈЕ. ЭР Riernann 而 的 
неше к Riemamm # 8 《Riemann surfaces)， 
保 形 类 ( сопіопта] classes ). 

两 六 面 区 域 保 形 等 价 的 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 
连通 数 . 依照 Riemam 定理 (Riemamn theorem ), 所 有 
边界 点 多 于 一 点 的 单 连 通 区 域 彼此 都 是 保 形 等 价 的 ; 
每 一 个 这 样 的 区 域 都 可 以 保 形 映射 到 一 标准 区 域 ， 通 
常 取 为 单位 贺 盘 . 对 n ЖБ, я> 2. 不 存在 这 个 
Riemann 映射 定理 的 精确 等 价 ， 不 可 能 给 出 任何 国定 
的 区 域 ， 能 够 将 给 定 连通 数 的 所 有 无 论 什么 区 域 单 值 
地 保 形 地 映 到 它 上 面 ， 这 就 导致 一 规范 ”连通 区 域 的 
更 灵活 定义 ， 它 反映 这 区 域 的 一 般 几 何 结构 ， 但 不 固 
定 它 的 模 数 { 见 保 形 映射 ( conformal mapping))， 
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z 平面 的 每 一 个 具 非 退 化 边界 连续 统 的 双 连 遂 区 域 
都 可 保 形 喘 射 到 某 一 圆 型 环 域 r < ое <А, О «гк 
< % .这 个 回环 的 边界 网 的 半径 比 R/ + 是 一 保 形 不 变 
是， 并 称 为 双 连 通 区 域 刀 的 本 妆 (moduhs of е dou- 
具有 非 退化 边界 . р 可 以 保 形 映 射 到 茶 一 n 连通 圆 型 
域 A, 它 是 一 加 型 环 域 + < |w] < R ЖЧ n— ) МС, 
一 fw:ly 一 wel= mn (k=1，… ,nn 一 2) 为 边界 圆 的 
ИНИ; (К=з, з, n-2)f2 TBI r <|w|< R 
中 ,并 上 且 每 两 个 都 没有 公共 点 .在 此 可 以 假定 R= 1 
和 wi >0.ЖА, АЖ ЕР 3л ~- 6 个 实 参数 : n -1 个 
логу, 和 2n — 5 Е ШЙ CCk=1， 
5.02) 的 中 心 Ww. 这 3n 6 个 实 贿 数 可 以 看 做 当 
n 2 31 n 连通 区 域 D 的 模 数 《moduli of the n -con - 
need doman D). 
作为 n 连通 区 域 D 的 模 数 也 可 以 取 其 他 任何 4 个 
实 参数 (пе ТЖ пе 2;p=3n 一 6, 如 果 n 之 3)， 
它 决 定 D 的 一 个 保 形 喘 射 将 它 喘 到 其 他 形状 的 某 一 n 


连通 区 域 . 
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{ 参 ) 模 问题 [moduli problem ; модулей проблема } 

ЖТЖ g 的 代数 曲线 的 参 模 秘 的 有 理性 或 单 有 
理性 的 经 典 问题 ， 

590 g 的 Riemann 曲面 依赖 于 39 -3 个 复 和 参数 
(在 同 构 意义 下 ) 一 一 ( 参 ) 模 ( 兄 Riemam 曲面 的 ( 参 ] 
模 (moduli of a Riemann surface), 代数 闭 域 上 上 亏 格 
g 非 异 射影 曲线 类 的 集合 具有 拟 射 影 代数 徐 的 结构 
М, 9. [3] [5]). 

对 于 g= 0 和 1, 流 形 M,。 的 结构 很 简单 : M. X 
含 一 个 点 ， 叶 ， 同 构 于 仿 射 直线 41 .所 以 参 模 问题 指 的 
是 g2 206. ПАТИ: 亏 烙 222 МИҢ 
线 的 参 模 馈 加 ,是否 有 理 ， 至 少 ， 是 否 单 有 理 ? M, 的 
有 理性 仅 当 g = 2 时 才 被 建立 ( 见 [2], 在 此 文献 中 M. 
有 了 明确 的 描述 ) ， 

证 明 M, 的 单 有 理性 前 一 般 方 法 已 经 在 [6] 中 被 构 
作 ， 利 用 这 个 方法 ， 对 所 有 的 ¿< 10 已 证 明了 м, 
单 有 理性 .MM ,Wi , M's 的 单 有 理性 也 已 获 证 ， 


参 模 癌 题 常常 被 赋予 更 广泛 的 合 义 (例如 可 参见 
[5]): 人 和 们 用 它 来 泛 指 与 下 述 内 容 有 关 的 一 大 堆 问题 : 
ЖЕК (Е. МЕА. Вак) 的 参 模 空间 
的 存在 性 ， 对 它们 各 种 代数 几何 性 质 的 研究 以 及 参 模 
空间 的 紧 化 技术 等 ( 匈 { 参 ) 机 理论 (moduli theo - 


1у)). 
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В.А. Исковских # 
【 补 注 】 现在 已 经 知道 当 g 2 24 时 M, 是 一 般 型 的 ( 见 
一 般 型 代数 曲面 ( general-type alpgebraic surface )》, 而 且 对 
g = 23 有 正 的 小 平 维 数 ( 见 [A1],[ A2]). 因 此 当 g 2 23 
ЮМ, М, ЖМЖ. 对 g = 11 ,12, 3, M, 是 单 有 
理 的 ， 又 ，345 的 小 平 维 数 是 负 的 . 当 g = 16,…,22 
mf, M, 的 性 状 至 今 (1997) 仍 不 清楚 . 
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( 参 ) 模 理论 [noduli theory ;модулей теорня] 

研究 代数 几何 学 中 的 对 象 的 连续 族 的 理论 . 

ААЛА СОЖ. WJ. ЫШ. 
等 ) 的 一 个 类 ， 其 上 已 给 出 了 一 个 等 价 关 系 只 . #4 
的 分 类 问题 (等 价 类 集合 41R 的 描述 ) 有 以 下 两 个 部 
分 : 1) 离散 不 变量 的 描述 ， 这 些 不 变量 通常 使 得 АА 
有 一 个 到 可 数 多 信子 集 的 划分 ， 子 集中 的 对 象 已 是 连 
续 地 依赖 于 参数 ，2) 在 参数 集 上 指定 一 个 代 效 几何 结 
构 首 对 此 进行 研究 . 第 二 部 分 就 是 参 横 理论 研究 的 内 
#. 

ИЕ Б ЕШРШЩ ЕШ ФС ЕЗ: ЕЕ АТ 
ИСЕ (R ПИЙ — С 上 同 构 的 椭圆 曲线 ) 
的 连续 磋 ， 它 以 复数 作为 参数 化 - 首先 引入 术语 “ 参 
模 ” 的 B.Riemann 证 明了 气 格 g 2 2 С 上 代数 函数 
域 (或 它们 的 模型 : Ж Riemann ШШ) IAT 3g— 3 
个 违 续 复 参数 一 ( 参 ) 8 { moduli). 

参数 理论 中 的 基本 概念 ， 设 5 是 一 个 概 形 (sche- 
me) ( 一 个 复 或 代数 空间 ) 、 БИЮЕ 5 矢量 化 的 对 象 埃 

(ОШ ААТ Ое 5 К” Ru S Еш”) 是 对 
象 的 一 个 集合 

{XseES, XEA), 

并 被 配备 了 与 基 5 的 结构 相 容 的 一 个 附加 结构 .在 具 
体 的 情形 里 ， 这 个 结构 是 被 明显 地 给 出 的 族 的 函 子 
( functor of familis ) 是 从 概 形 (或 空间 ) 范畴 到 如 下 
地 定义 的 集合 范畴 里 的 反 变 函 子 „ет: (S) j: S БМ 
族 的 类 的 集合 ， 对 于 每 个 态 射 fT ，8, 可 以 关联 一 
个 映射 :4(5) 一 A(T), 对 于 S Б, 78 
定 了 工 上 的 拉 回 族 或 诱导 族 与 之 对 应 . 

设 M 是 概 形 ( 复 或 代数 空间 ) 的 范畴 里 的 一 个 对 
象 ，h 是 这 个 范畴 里 的 点 的 函 子 ， 也 就 是 说 ，Au = 
Нош(5, М). МАЖИТ .是 可 表 的 ,， 即 e= ha 
对 其 个 М, 则 存在 以 ОБАЛ АЖ. М 被 称 为 精 
ЖӘЕП ( (бле moduli scheme )( 相应 地 : 精细 复 参 
模 空间 (fine complex moduli space ) 或 精细 代数 参 机 
空间 (fine aigebraic moduli space )). Ж 4 ДВА 
的 жешти, БОГА T B SA иаи 
如 果 有 ааай "ө: > hi, БАЖЫ 
Ж: а) 如 果 S =5реК=р 是 一 个 点 (这 里 的 K 是 
代数 闭 域 )， 则 睦 射 p: (pt) > hy (pt) 是 一 一 映 
出; 换 名 话说， 概 形 M 的 儿 何 点 的 集合 与 被 参量 化 
对 象 的 等 价 类 的 集合 之 问 有 一 个 白 然 的 一 一 对 应 ; b) 
对 每 个 概 形 N 以 及 函 子 的 态 射 pl. -> hy ， 存 在 唯 
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一 的 态 射 xj ` h, 使 得 у= yop. 复 和 代数 参 
做 空间 的 粗粮 概 形 也 类 似 地 定义 ， 

虽然 粗糙 参 做 概 形 唯一 地 参量 化 了 由 给 定 的 离散 
不 变 基 所 确定 的 对 象 的 类 ， 其 上 的 自然 族 不 其 有 强 普 
遍 性 质 СИВЕР ЕНА ТЕА). 在 相当 多 
的 情形 里 ， 粗 将 参 模 概 形 (空间 ) 已 经 存在 

例 1 代数 曲线 的 参 借 (moduli of algebraic car - 
> Ë АРА й, ( 相应 地 ， 9) 是 代数 闭 域 КОКУ 

> 2 射影 非 异 曲线 ( 相应 地 ， 稳 定 则 线 ) 的 同 构 

нао оваке ГЕН) БИЛА 
一 5, 它 的 纤维 是 亏 格 g 的 光滑 《稳定 ) 曲线 、 则 存 
在 粗糙 (但 不 是 精细 的 》 参 模 概 形 M, ( 相应 地 , М), 
Ф К БАЛАНА (射影 ) 不 可 的 正规 概 形 { 见 [31,[5]、 
[6]). 

2) 带 站 级 结构 { 带 Jacobi 刚 性 (Jacobian rigidity ), 
的 代数 曲线 的 参 神 ; 设 ох 一 是 弓 格 g > 1 的 射影 
向 线 的 光 海 北 《 相应 地 ， 稳 定 曲线 的 平坦 族 )， 设 n 是 
在 S 上 可 道 的 整数 , B ik R'f K (Z InZ,) 是 类 达尔 拓扑 
шш Z/nZ ВЕЖ, Д К'у+(2/п®) 是 
局 都 自由 的 ， 秩 为 2g, 而 且 配 备 有 取 值 在 Z nZ. 内 的 
局 部 非 退化 痒 形式 ， 精 铺 到 相差 Z/nZ 内 的 一 个 可 
3075. Х.Е n 级 Jacobi 结构 就 是 一 个 垃 问 构 


R'fx(Z nZ) % (пу. 


设 加 ,( 相应 地 , Z.) Жун g 2 ЕН (Ci 
кй, ЖӨЕ) 曲线 的 族 的 除 子 ， 带 有 n 级 Jacobi 刚性 . 
则 对 于 п> 3, ( 相应 地 ，. 石 ,) 可 用 SpecZ [1 /n, 
БЕНДЕ (射影 ) WJ М,, (8530, M...) 
来 表示 ， 这 里 z, 是 n 次 单位 根 的 逆 象 ， 也 就 是 说 ， 存 
在 特征 数 与 п 瑟 案 的 域 上 的 亏 格 g 2 2 的 光滑 { 稳定 ) 
MAG WG #ОЛЮР M, (CHED. М, „), 并 带 有 
п Jacobi 刚性 ， 对 充分 大 的 n, Ж М, , 是 光 
滑 的 ([ 5]) . 

3) 极 化 代数 能 ( polarized аста varieties). 极 化 
族 是 一 个 二 元 组 (XS. 9/5), х ХУБ ЖН 
族 ， 即 一 个 光滑 真 术 射 f: X — 5,ф/5 是 相对 丰富 可 
道 展 sos 在 Нот (5, PicX/S) 内 的 以 Нот (S, 
RiceX/ $) 为 模 的 类 ， 这 里 PicX/ S 是 相对 Picard 概 
形 ，Pic"XK/S 是 它 的 零 截面 的 连通 分 支 . 在 这 种 情形 里 ， 
构造 了 极 化 族 的 除 子 . 刀 , 带 着 给 定 的 Hilbert 多 项 式 h. 
在 没有 附加 限制 时 ， 这 个 函 子 不 是 可 表 的 . 只 是 在 个 
别 的 情形 才 知 道 了 粗 米 参 模 空 间 的 存在 性 ( 1989). 

对 于 极 化 代数 做， 也 存在 n 级 刚性 的 概念 . 

4) JEE АА ( vector bundes ). 关于 代数 灸 X L п 
жт ар, л — а. 在 这 种 情形 
里 ，8 上 的 一 个 族 是 发 x ЕЮ АА. 请 参见 
17],110] 一 [14] 以 得 到 关于 关 果 和 细节 的 描述 . 
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局 部 和 整体 理论 . эң ЕК ТУ АПА ЕЛУ 
理论 (ДЖЕ {dformation )1) 和 2)). 整体 理 沦 的 基本 
УЙЕ ЛЕП СГВ. ЛИЛ ВУС. {НЕНИ 
式 参 借 的 代数 化 的 方法 . 

ЕА B| t) 835 ОПЕ ТН] ЖТ B: y E 8 
理论 ( jnvariants , theory оГ). TT Ja 281071: 构造 一 个 充 
分 大 的 族 X = 末 , 它 包含 被 研究 对 象 的 所 有 等 价 类 的 
代表 元 ， 而 且 使 得 H 上 的 等 价 关 系 可 归结 为 代数 群 G 
的 作用 . 则 可 利用 代数 群 在 代数 徐 (BOB. Жр) 上 
的 作用 理论 以 闵 衣 在 对 应 芳 畴 内 的 商 H G 的 存在 性 条 
fh. ВЛЕ Х-Н 的 基本 二 上 其 是 Hibert 概 形 (Hibert 
scheme) 的 理论 . 在 这 种 方法 里 ， 构 造 诸 X — H nN 
到 的 因 难 被 归结 为 把 被 研 究 对 象 同时 淄 人 到 射影 空间 
内 的 问题 ， 关 于 这 样 的 同时 浸入 的 可 能 性 的 重要 结果 
就 是 松 板 辉 久 ( Matsusaka) 定理 . 于 是 剩 下 的 困难 就 
是 商 BG 的 存在 性 问题 这 里 有 范畴 商 和 儿 何 订 这 
两 种 概念 、 和 粗糙 参 模 空间 的 构造 问题 归结 为 几何 站 网 
存在 性 问题 ， 这 里 用 到 了 点 的 稳定 性 的 概念 ， 它 对 应 
于 处 于 一 般 位 置 的 轨道 的 拔 念 . 关于 特征 数 0 的 域 上 
的 约 化 群 在 民 数 篆 上 的 作用 的 一 些 结 果 已 经 被 扒 ;” 到 
ЖЕШС p> O 的 域 的 情形 . 

也 一 种 研究 整体 参 异 理 论 的 方法 是 代数 截 方法 、 
也 就 是 把 局 部 形变 理论 整体 化 的 方法 . 在 这 个 方法 
插 ， 为 研究 详 的 整体 函 子 的 可 表 性 ， 第 一 步 就 是 对 每 
个 对 象 和 建立 起 形式 通用 形变 的 可 代数 化 性 ， 构 造 整 
体 参 模 空 间 的 困难 在 于 族 的 基 关 于 等 价 关 系 的 因子 分 
ЕА АГА Ц. ТЕОРИ Е, ЖА Й 
ЭЕ — 4 A0BCOBECICER. яр: АРЕ ЛА ВО ВРУ п] Ж 
参 异 空间 的 一 些 信息 . 

C 上 整体 参 异 理论 的 方法 之 一 是 周期 映射 ( period 
mapping) 理论 .这 里 的 基本 对 象 是 对 于 给 定 的 Hodge 
数 的 、 权 为 k КЫЫ Hodge 结构 ( Hodge structure ) 的 
分 类 空间 D. 对 于 C 上 的 极 化 代数 艇 的 族 筠 -~ 3, 周 
期 定义 了 S 到 禁 应 的 Hodge 结构 的 分 类 空间 D 上 的 一 
个 映射 ， 参 异 问 题 归 缚 为 研究 使 用 期 映射 成 为 一 一 映 
射 的 条 件 . 周期 映射 具有 (整体 ) 单 射 性 就 是 所 谓 的 
局 部 -整体 Torelli 问题 (local -global Torelli problem ). W£ 
等 这 条 路 径 已 经 证 明了 曲线 、Abel Я КЗ 出面 的 粗糙 
参 模 空间 的 存在 性 . 

ЖЖ M 的 紧 化 问题 就 是 找 出 一 个 自然 的 完全 入 
М (жй С 的 理论 里 ， 射 影 的 或 紧 的 ) 它 包含 M 作 为 
再 财 开 子 集 ， 并 日 对 边界 М\ МЕШ ИДА ЛИИ 
F. 在 例 1) 中 ， 亏 格 g > 2 ИШПИ М, 
的 自然 紧 化 总 稳定 曲线 的 射影 参 模 艇 М, 对 上 C 上 的 
ВЕ Abel 雍 ， 已 经 知道 了 参 模 艇 紧 化 的 、 些 方法 . 
参考 文献 
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nt. Math, 271 (1974). 165—189 
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Polymomial , Ате". Ј. Math., 94 (1972). 4, 1027— 
1077 
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ГІ] Okonck. О., Schnexier, М. and Spindler, Н., Vector 
bundles оп complex projedive spacs 。 Bukhivser. 
1980 . 

[12] Рорр,Н., Moduli theory und classiication theory of а1- 
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[13] Sehadri С.5., раж of untary vector bundles on a 
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【 补 注 】 近 来 在 代数 曲线 和 Abel ЭЕ ЫЙ Е 
方面 有 了 椒 少 进展 ， 可 参见 [A2] 的 附录 . 其 中 最 重要 
Ж M, 的 紧 化 问题 ( 见 [Al] 第 5 章 的 附录 、[Alj 是 
15] 的 增补 版 ) 以 及 当 g 224 时 证 明了 M, 是 一 般 型 
й ([A2]). 

G .Faltings 构造 了 世上 主 极 化 Abel ЖН 98 z 
bJ À, 前 紧 化 ， 见 [A3]. 
参考 文献 

ГАТ] Mumford .D .and Fogarty, J .Geometric invariant the- 
om Springer, 1982. 

ЁА2] Hams,jJ.. Curs and ther moduli, іп S.J. Bioch 
(ej.). Algebruc Geometry , Рос. бушр. Pur Math . , 
М. 46.1, Апег. Ма. Soc., 1985, 99— 143 

ГАЗ] Falting ，G.、Anithmetische Kompaktifizienng des 
Modulraums der abelschen Vanetaten . іп F. Hirzb- 
nh, et al.(ed.): Arbeitstagung Bonn 1984, Lecture 
notes in math., Vol. 1111 , Springer , 1985, 321- 383. 


# [modulus ; модуль] 
各 种 数学 对 象 的 一 个 数值 特征 . ЭПИ — А 
是 一 个 非 负 实数 ， 即 有 R* 中 一 个 元 素 ， 具 有 某 些 由 所 


讨论 对 象 的 集合 的 作 质 决定 的 特征 性 质 ， 模 的 概念 


在 娄 学 的 各 种 不 同 分 支 中 出 现 ， 虽 然 有 时 在 其 他 前 名 
称 下 一 一 绝对 值 (absolute valuc); 范 数 (noma) 等 
等 .所 和 这些 实质 上 都 着 实数 或 复数 的 绝对 值 (atso - 
lute value) 概念 的 推广 (也 模 这 个 术语 通常 是 指 一 种 
НРА). ШЕЙ П-и” 原来 是 Q 中 
ЖАНН ДӨ 只 ”中 一 种 【代数 } а А, 其 
中 最 重要 的 结构 是 序 、 加 法 和 箭 法 . 在 这 方面 绝 厂 介 
的 基本 性 质 必 须 保持 { 见 下 文 a) — )). 在 更 抽象 的 
情况 下 白 然 地 用 一 个 有 序 半 坏 来 代 关 R '( 例如 ， 测 
度 (measure), ВЕШ (capacity), ЖШ (паз) 等 等 符 
合 模 的 这 种 概念 )， 最 后 ， 模 这 术语 也 指 另 外 一 些 对 
象 的 数值 特征 ， 钢 如 ， 平 面 区 域 的 模 ， 圆 环 的 模 (mo - 
dulus of ап annulus), Riemana 曲面 的 ( 参 ) (mo- 
duli of а Riemann surface )， 连 续 模 ( соліпайу, пю- 
dulus оГ) 或 光滑 模 ( smoothness, modulus оѓ) (ШЖ 
КАЛД (压缩 ， 切 变 ) 理论 中 的 模 )， 然 而 ， 在 所 
用 这些 情 形 中 可 能 引信 一 个 函数 地 依赖 于 模 旦 更 适当 
地 反映 所 讨论 对 象 性 质 的 值 《 鲍 如 ， 对 一 族 曲 线 ， 引 
入 极 值 长 度 (extremal Jength ) 代替 模 ). 

fj 1) 一 个 半 序 空间 { ѕепу -ordered space) Р 的 
лж x 的 模 是 数 


|Jx]=x*+x`, 


其 中 xfx7) 十 xx 的 正 ( 负 ) 部 . 
Ж. 

а) |х 2х, —x;]x]=]- xl; 

ВЮ 11-0 х= 0 (03 Р). 

2) - 个 分 离 的 准 Нйһеп 空间 ( pre-Hilbert sp - 
асс) НС 特别 是 有 限 维 疝 量 空 间 ) 的 元 素 x 的 模 是 数 


这 里 ， 与 实数 一 


[х= х, ху", 


这 里 《<。，，》 是 B 中 的 内 积 (inner product). £ 
是 所 中 的 范 数 ， 央 而 

э) |х + у|&]|х| +|у!; 

д) 11x|= Дх, д8. 

3) "ВВЕ ЕБ ( locally сошрас skew-fkld ) 
的 元 案 的 模 是 数 

\= 05). (яо) 或 0(x=0)， 

其 中 jp 是 下 的 加 群 上 的 Haar 测度 (Haar measum )， 
而 S 是 一 可 测 子 集 . 这 里 , 与 R, C, H 中 的 数 一 样 , 

s)lxy|=|xilyi. 

这 个 概念 的 一 种 推广 是 自 同 构 的 模 (modulus of 
an automorphism ) . 

4) Ж КН 让 的 -个 自 间 态 4 的 模 
【一 个 特殊 情形 荐 自 同 构 的 模 ) 是 数 mod, (A), Ж 
来 是 简单 地 等 于 mod x (det 4) = |484}, Ж р. | 
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Биз) ив. М. И, Войцеховский IË 
ЦН 通常 一 个 模 简单 地 是 所 考 堪 的 数学 对 象 所 傅 
痪 的 某 个 数值 参数 ， 例 如 、 个 构图 积分 的 横 ( modulus 
of an elliptic integral }， 补 异 数 (ZE Јасон Е ñ EC 
{ Jacobi elliptie functions ) 中 ) 或 同 余 式 ( congruence ) 
的 模 : 亦 见 域 上 的 范 数 (norm оп а field); 赋值 
{ valuation ) . SER W 84 校 


和 曲线 族 的 横 [modulus of a family of curves: модуль се- 
мейства кривых ] 

曲线 族 的 共 形 不 变数 值 特 牢 ， 它 是 这 一 项 级 族 的 
极 值 长度 (extremal length ) 的 倒数 . 张 鸿 林 译 


加 环 的 模 [modilus of ап anmius; модуль кольна | 
ШЖ r, |е < r, РЫШ ИЛНЕ B] i 8938 M 
极 值 长 度 ( extremal length ) 的 倒数 值 ， 贺 环 的 模 等 于 
A n. 
2т м. 
经 共 形 映射 (conformal mapping) у НӨ К, 
BUR G 的 模 (modulus of an anmlar domain)me 
йй. ЖЁН me = Р(и)/2т‚ 其 中 D(u) ЙО 
у K: 1<|wl< e") МВ С и ЗИ Dis- 
и ( Dirichlet integrat).( 因此 ， 一 个 给 定 的 圆 
环 域 (annular domain ) 被 映射 成 边界 圆周 的 半径 夫 有 疾 
洗 比 的 圆 环 .这 一 实 可 到 作 回环 模 的 另 一 定义 ， 其 
推广 引出 平面 区 域 模 的 概念 . ) 
环 域 模 的 推广 是 开 Riemam 曲面 (Riemam sur - 
ое) 关于 一 邻 域 的 素 端 УС! ҖЕНЕ (chuster set); 
极限 元 (limit dements)) 的 柳 (moduhs of a prime 


end) my， 该 素 册 是 双 此 型 或 匈 物 型 ， 以 及 R 存在 或 
不 存在 Green 函数 ( Степ funetion )， 取 决 于 m, 是 
有 限 的 或 无 限 的 ， 


тв раак р, ет „єр 的 约 
化 模 (reduced modulus )m,, 年 义 为 极限 


Д 1 
四 [e+ зт эт |, 


其 中 m(+) ЖЫ Рл) = а орог) 的 模 . 
ЗЮ m. 一 (InR)/2x， 其 中 R 是 D X+ „єр 
的 共 形 半径 《 见 共 形 半径 ( conformal radius)) , 

M. И, Войцеховский IE 


【 补 注 】 

参考 文献 
ГАІ] Nehari, Z., Сопіопти! mapping, Dover, reprint. 
1975, е 至 


А ГБ ЇЙ [ modalus of an automorphism ; модуль авто- 
морфизмя } 
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与 局 部 累 群 的 自 同 构 相 联 系 的 个 正 实数 . 设 G 
是 一 个 局 部 紧 群 ，x 是 G 作为 拓扑 群 的 一 个 自 同 构 ， 
则 < 的 模 定义 为 

mod (0) = #2, 

其 中 , и 是 G 上 的 左 不 变 Haar 测度 (Haar mea- 
зше), 5 是 G 的 任意 一 个 正 测度 紧 子 集 {实际 上 ， 
mod; (e) 井 不 依赖 S). Ж G 是 紧 的 或 离散 的 ， 
由 mod, (a) = 1， 因 为 对 于 紧 群 ， 可 以 取 S= G, 
而 对 于 离散 群 ， 可 以 到 $= (1), 其 中 1 是 G 的 单 

如 果 wx 和 8 是 G 的 两 个 自 同 构 ， 则 有 

той о(а ° 


如 果 ГЖ bf. C£ ДИ E 3 fE Bl T G. 
则 相应 的 同 态 x : P 一 Ашо 定义 了 连续 的 同 态 : 
mod сол: T — В, ЖШ R ЖЕ ЁН. 
ЖИЙ, ШЖ P= G K (9) (х) = xg ', Ил 
шої: G 一 R 是 一 个 连续 的 同 态 ， 这 个 同 态 是 平 
凡 的 当 且 仅 当 如 果 G 上 的 左 不 变 Haar 测度 同时 又 是 
右 不 变 的 .满足 最 后 这 一 个 条 件 的 群 称 为 么 模 的 《unmi - 
modular) . 7 
如 果 K — Flats pik, ШУ AF268 as 
下 ， 通 过 用 与 a н, ЯТ K 的 加 法 群 的 自 同 构 
иба). 函数 mod cop: K\{0} 一 RR 用 于 研究 局 部 
紧 体 的 构造 . 
参考 文献 
11] Bourbaki, N., Elements of mathematics, Integration , 
Айдол - Wesley , 1975, Chapt . 6; 7; 8( 详 自 法 文 ), 
{2] ей, А., L'intágation dans 165 groupes topologiques 
ої ses applications, Hermann , 1940. 
[3] Мей, A., Basic number theory . Springer , 1974. 
Л.В. Кузьмин Ë 朱 学 贤 译 ШКЖ Ж 


В) = поб „(а)тойо (в). 


实 回 积分 的 模 数 [ modulus of ап eniptic integral; моду - 
ль эллицтического интеграла | 

Legendre КЕ ОВИЕ ЯЯ Я ( elliptic integral ) 表示 
фта k, пяла 


res | ттт O 


中 的 k. Ë К? 有 时 称 为 Legendre 模 数 【Legendre 
modulus) ，K = /1— А? 称 为 补 模 数 {complemen - 
tary moduls ) , 应 用 中 通常 取 正规 情形 O<k<1; 
此 时 使 snbg= 天 的 锐角 0 БЕ (modular am 
ge). Ж k 也 出 现 于 Jacobi БЫ ( Jacobi allip - 
tic functions ) 的 表示 式 中 ，Jacobi ЖЖЖ E н ЕШ 
(=) 的 撕 圆 积分 的 反 演 产生 的 . 


E. Д.Соломенев J 


【 补 注 3 

参考 文献 
[At] Bowman, Е.. 
жг, eprint, 1961 


]ntroduction to elliptic functions Do- 


КЖК 详 


分 商法 则 [ modns ponens 或 law of detachment 或 rule of 
detachment ; модуе повене], ЧЕ Е НЕЯ 


ЈЕВ 8 8: B0— 4 ИЕ Sik NJ ( deivation гше). 
分 离 法 则 用 图 示 写 为 
A АРВ 
252+. 


Жр АЖ В RRB SUA, MEB 5 ki 
БЕЧЕЛ ( implication }， 分离 法 则 容许 由 前 提 А 
{小 前 提 (minor premise) ) 和 4 了 8( 大 前 所 (major 
premise)) Ж В. ЖП À fl À S ВЕЖ 
FC FC. ЖА B 亦 让 .分离 法 则 和 其 他 推演 法 则 
以 及 一 个 形式 系统 的 诸 公 旦 一 起 ， 决 定 了 由 一 个 公式 
集合 M 可 推演 出 的 公式 类 ， 这 个 类 包含 M 的 公式 及 
庄 公 理 ， 并 日 是 关于 诸 推 演 法 则 封 团 的 最 小 的 类 . 

分 离 法 则 可 以 看 成 给 定形 式 系统 的 推演 上 的 一 
运算 ， 由 АЙН алов Ж 8 容许 构成 给 定 
公式 的 推演 . B. H. Гришин j 
[ 补 注 〗 分 离 法 则 的 更 准确 的 拉丁 文 名 是 modus ропе - 
ndo ponens , 另外 ， 还 有 否定 分 离 法 则 (modus tollendo 
ропе), 7777 


其 中 一 表示 否定 ， 并 且 V BORA sQ” . 
参考 文献 
[Al] Suppes, P.. 
1057 
[A2] бпевотгук. A., An outline of mathematical logic ， 
Reidel , 1974 наш Ж 


Introduction to logic v. Nostrand, 


ЗЕ [moment ; момент] 

概率 分 布 【 probability distribution) 的 一 种 数字 特 
征 . 随机 变量 X W) КОЙД! (moment of order К) (k >0 
为 一 整数 ) 定义 作 数学 期 望 EX*， 如 果 它 存在 .如 果 
F 是 随机 变量 X 的 分 布 函数 ( distribution functon ) , 则 


вх Í ear) (ж) 


ВРАНА X. ТАЕ ЕЕ ЧЕН АНА 
念 的 直接 类 比 : хаф, ДҖ (+) МАЧЕВА 
Ж. ИЖЕ Х—И (ЛЕОН ) 是 数学 
жа EX. 值 EC(X-a 称 为 相对 于 ай k EE, Е(Х— 

ху 称 为 天 阶 中 心 矩 (central moment) ` 二 阶 中 心 
гоа ( dispersion } сазга ( varia- 
nce))D X (786 I fP E) . 值 Е|Х|* жуки 
ЗЕ ( absolute moment ) ( РЕЙНО КРАН ВВС 


义 ). 类 似 地 , 随机 变量 X... X. 的 联合 分 布 (joint 
distribution) ( 见 多 维 分 布 (multi - dimersional distribu - 
tion) РОЗЕ ЛЕ: 对 任意 整数 ,之 0, k. + … 十 大, 一 
к. ЖОШ E (XU KE) 称 为 大 阶 RS E ( mixed 
moment) , E( X, —É X.) (X, — E X." ROS КЕЙП 
Е & Ni (central mixed moment) - ФН E (X — 
EX ) CX — E X.) 称 为 协 方差 (covanamoc) , ЙЕ 
机 变量 之 间 相 依 性 ( WB Ж (统计 学 中 的 С corelation 
(in statistics ) 的 基本 数字 特征 之 一 . 短 的 许多 性 质 
(特别 是 关于 年 的 不 等 式 ) 是 下 述 事实 前 推论 :对 任 
RUB X ， 函 数 g(k) 一 log E|X| 在 其 有 定义 的 
每 个 有 限 区 间 上 关于 k ЕЛЫЙ; (E|X|])U* Ж k fF 
减 函数 . ЕХ 利 E(X-a)* 存在 ， 当 月 仅 当 E| X! < 
©, ЕХ" 存在， 蕴含 一 急 kS k. ЙЖ ЛИЕ. 如 果 革 -… 
切 1=1, сп, ЕХ < оо, ШАК 20 ,k + 
“hk Sk W AM EXE оде 存在 ， 在 有 些 情形 
下 、 为 了 确定 从 ,全 生成 函数 (moment generating fanc- 
боп) 是 有 用 的 ， 这 一 通 数 Мг) ЕДЖ ОЕ 
中 以 分 布 的 算 作 为 系数 ， 在 整 值 随 机 变量 的 情形 下 ， 
这 一 函数 通过 关系 式 M(t) = P(e') 与 生成 函数 
( generatmg function) P{s) 相 联系 . 如 果 E| XF <‹, 
则 随机 变量 Х БИЕШ ( characteristic function ) f (r) 
有 直到 k 阶 的 连续 导数 ， 且 k ER (с) 按 上 的 等 
展开 式 中 (i1)* k! 的 系数 ， 


уй 
Ех (i fr Л. 


ТАНЕ С 2А 阶 导数 ， 则 E|XP'< оо. 
ЖТ БЕТА POE. Е (semi - 
invariant 》. ЯЯ 43 BJ ЕЯ, И 39 568 ЛЕ 3 tS 
其 数学 期 望 的 偏 卷 的 概率 用 不 等 式 作出 某 些 判断 ; 最 
著名 的 是 Чебышев 不 等 式 〈Chebyshev inequality) 


Р{|Х-ЕХ12&}& 2¥ ,6>0, 


及 其 推广 . 

通过 盾 序 列 决定 概率 分 布 的 问题 称 为 炬 问题 (mo- 
ment problem )， 这 类 问题 最 先 由 П, Л. Чебышев 在 
1874 年 研究 极限 定理 时 加 以 讨论 、 为 了 使 髓 机 变量 x 
的 概率 分 布 由 其 短 x = E 和 (== 1,2,…) 唯一 决定 ， 
一 个 充分 条 件 是 Carleman Ж: ( Catleman condition ) 
Жз. 对 随机 向 量 的 拓也 有 类 似 的 结果 . 

在 极限 定理 的 证 明 中 ， 和 给 的 应 用 基于 以 下 事实 : 
设 F. (n = 1,2,-) 是 一 分 布 函数 序列 ， 它们 的 一 切 阶 
Ж a. (n) 都 是 有 限 的 ， 有 对 每 个 整数 有 之 1 ,假定 


w (n) в. аа 四 时， 


MOMENT PROBLEM 803 


其 中 z, 是 有 限 的 ， 则 存在 一 子 序列 Р, ЗР 
以 x, ИЮ ТА F. ЯНЕ — е К, 
则 序列 F, 3k F .这 就 是 所 谓 的 矩 法 ( 概率 论 中 
的 ) ( moments , method of (іп probablity theory )) . 35 
B KARS I F E ЖЛ ЕЩ p fs оа АР ИНИ 
2, АЖ — ЛЕБИ ИЗНН РЯ (Ж 
于 样本 证 及 一 个 确定 分 布 的 矩 的 估计 《〈 见 经 验 分 布 
( empirical distripution )) . А. В. Прохоров }% 
СЕЧЕ Е ИЕ M(t) Бет. 
参考 立 献 
[At] Faller , W., Ап introduction to probability theory and 
its applications , 2, Wiley, 1971. 刘 秀 芳 译 


矩 问题 [moment problem ; моментов проблема] 
实 域 或 夏 域内 的 一 种 插值 〈《interpolation ) 问题 . 
实 域内 的 短 问 是 原型 的 最 早 精确 措 述 应 归功 于 T.. 
Stielljss ( 1894). 他 提出 并 事实 上 第 决 了 下 述 与 连 分 数 
( continued faction) 有 关 的 问题 : 给 定 一 个 实数 序列 
{н„}(#=0,1,2,--) 在 [0,+%) 上 确定 一 个 有 
ЗЗР у(х). 8 


СЫНЫ а) 

' 
正如 每 一 种 插值 问题 一 样 ，( 1) 的 解 可 分 成 两 个 部 
分 . 
ПИА Ф 骂 为 使 无 穷 方程 组 (1) 至少 有 一 个 
满足 上 述 性 质 的 解 y 的 所 有 实数 列 (u) Юй; 
ЭЕ (и, уе 9. (构造 性 地 ) 确定 p(n=0,1,2,…) 
所 应 满足 的 充分 必要 条 件 . 

问题 B， 对 给 定 的 p(n=0,1,2.…) , [aye m, 
在 [0, +00) 上 的 有 界 非 减 函数 ү Жер, не 
穷 方程 组 (1) 的 所 有 解 集 . 

Stieljs ЖК(1) Ю ЖИЗ “Ж”. 这 一 术语 备 自 于 
力学 . 如 果 把 dy (x) WË [х x+dx] 上 的 质量 、 
ЖАЯ аус) 就 是 [0,X] 上 的 质量 这样 ， 积 
分 表达 武 (1) 当 n=1 Ñ n=2 时 就 分 别 为 [0,oo ) 上 
的 总 质量 | 2 (x) ( 对 应 于 ( 1) 式 的 n=0) 关 于 原点 
x 一 0 的 第 一 移 【 静 力矩 ) 和 第 二 抵 (ЖИНИ). 将 
这 一 概念 进行 推广 ，Stidltes 把 积分 

[= 460) 

; 
# kk (0, + o0) 上 以 $ 为 分 布 的 给 定 质量 
аро) х= 0) 8 n BE (moment of order 
n). 

Stielties 通过 下 述 方式 把 矩 问题 的 求 佣 与 源 于 积分 
的 “自然 ”过 分 式 联系 起 来 ， 
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Қр) ~ пе И + m же (3) 


Д 


BR 452 “ЫЗ” ИЕЛ АЕ 


4: |_ 


Ар 4 j _ 3 
тка Гс [тың ы 


对 {3》 ФАТ АТТ КЩ: 


а x 
和 

即 可 得 到 连 分 式 展 式 (4) . 应 用 过 分 式 理论 ，Stialljes 

证 明 : 在 某 种 确定 意义 下 ，( 1) 式 可 解 (等 从 于 { p} 

єй) 的 充分 必要 条 件 直 (3) 式 中 的 所 有 а, 均 为 

正 数 ， 这 又 相当 于 (4) Й д, ЖП с, 均 为 正 数 . 

用 a, 来 表示 ， 这 些 条 件 等 价 于 行列 式 


A=4det| 1,,, 1а 


қа) ~ 


及 
А =, iyo 
ЖЕШ. 

ШЕ (Т) у, 则 称 矩 问题 {1) 
ЖСР Ж ЙЕ га, С la, le 9) 是 适 定 的 (we - 
posed ) 或 确定 的 ( delennined ) . 另 一 方面 ， 已 证 明 : 
如 果 方程 组 [1) 对 给 定 的 и, (4,3) 有 不 只 一 
个 解 ， 则 它 必 有 于 穷 多 解 . 

例如 : 函数 


р Ое еа 
和 ° 


Ú; (x) -| к" [1 = 0sin(xIt)]dt,0e[0,1] 


对 所 有 п=0.1.2, 有 相同 的 秆 


jw ">J хаю (х). 
Stielties у Е ТОТ) 的 某 些 解 ， 当然 ， 在 
) 为 适 定 的 这 个 众所周知 的 意义 下 ， 这 些 解 都 从 此 
相同 ， 当 钨 问题 (1 } 是 不 适 定 的 〔 il-posed ) 或 不 和 


定 前 (undetermined) 07. Stele; Ж ИЯ —Ee4p 8 
ЖЕЙ. BOL. Steljes ЕНДТ. (1) 是 适 定 的 或 不 适 
定 的 ， 最 决 于 连 分 式 (3) 的 收 生性 或 发 散 性 〔 等 价 于 
级 数 У" оа, 的 收敛 性 或 发 散 性 ) . 连 分 式 {3) 可 能 
WT T(z ,六 ) ， 而 此 时 级 数 


却 可 能 对 所 有 гес 均 发 散 . 

在 Stelies 的 工作 ([1]) 之 前 ， 实 域内 的 给 问题 
缺少 一 般 性 的 研究 ， 并 且 提 法 也 从 确 切 :例如 , ЛЕ П.л 
Чебышев 的 一 系列 工作 ([2]) 和 А. А. Марков 的 
工作 (53]) 中 就 是 这 样 . 他 们 主要 研究 了 下 述 问题 , 
描述 ( 一 o ,+oo) 上 定义 的 函 教 类 U 的 性 质 、 使 得 
出 关系 式 

р(х)є0 


和 
Ра ар 


f р(х)4х= | х^е-“ах, n=0,1,2.. (5) 


可 推出 恒等式 
plx)=e™® 

换言之 ， 这 里 所 涉及 的 是 揪 值 问题 ( 5 ) 的 唯一 性 
函数 类 U 的 最 大 完全 与 构造 特征 . 算 问 题 ( 5) 的 解 
在 概率 论 与 数理 统计 中 起 着 重要 作用 .多项式 о, (x), 
作为 连 分 式 潮 近 分 式 { 即 通 近 式 ) 的 分 母 也 具有 重要 
意义 . 对 多 项 式 系 { w,(x)} 性 质 的 考察 为 随后 的 正 
交 多 项 式 ( orhogonal polynomiak ) 理论 开辟 了 广阔 的 
评 究 领域 . 

H .Hamburger ( 1920) 把 矩 问题 (1) 推广 到 了 整个 
实 轴 及 =( 一 四 ,+oo ) .此 时 ， 考 堪 x 为 负 值 产生 了 
一 些 特殊 性 ， 并 上 且 是 非 平 凡 的 ,Hamburger 实质 上 是 
利用 Нау 选择 原 是 《{ 见 Нау 定理 ( Helly theorem)) 
来 研究 


站 (oO= sn=012，… (6) 
可 解 的 充分 必要 条 件 的 ， 因 此 完全 解决 了 由 (6) 式 产 
生 的 连 分 式 (3) 和 {4) КАИ. 与 (6) 有 
关 的 问题 4 和 B 统称 为 方程 (6) МЕНИИ. Ham - 
burger 得 到 了 矩 问题 {6) 存在 雄一 解 的 准则 . 矩 问 
题 (6) 可 能 是 不 适 定 的 ， 而 此 时 对 应 的 《 具有 相同 
=, 的 ) 甜 何 题 (1) 却 可 能 是 适 定 的 {有 了 唯一 和 解 ). К. 
Nevanlinna со?) 借助 了 积分 


Tz )= Е о) ‚ хеС\н 


给 出 了 怎 问题 《6) 的 -个 解 ， 并 研究 了 这 些 解 的 性 
质 . 他 对 给 问题 (5) 的 所 请 “ 极 值 解 ”发 表 了 重奖 见 
ш. 

基于 拟 正 交 多 项 式 理论 ，M .Resz (1921) 得 到 了 
ЖН (6) 的 解 、 氢 正 交 多 项 式 , 是 指 形 如 Ио, (x) 
十 4 ш„ (x) 的 线性 组 合 ， 其 中 А, 为 常数 ，w,{ xx) 
是 对 应 于 全 问题 (6) 的 连 分 式 (4) 的 第 个 渐 近 分 
式 的 分 母 ， 他 发 现 ， 乱 问题 ( 6) 的 解 与 关于 正 交 多 项 
ЖЖ (о, (x)) 的 Parsewl 公式 之 间 有 密切 联系 
站 .Carkeman (1923—1926) 建立 了 矩 问题 (6) . 拟 解 析 函 
数论 以 及 可 列 变 量 集 上 的 二 次 型 理论 这 三 者 之 间 的 联 
系 . ЖЖП ТЯ (6) 的 最 一 般 的 适 定性 准则 ` 
F .Hausdorffl 1923) 在 (6) 式 中 的 函数 y(x) 于 给 定 的 
区 间 外 是 一 常数 这 一 条 件 下 得 到 了 矩 和 问 题 (6》 的 可 解 
性 (<> {дн} ея) ЖА. ЖАА ТАЕ 
(6) 的 解 《 该 解 在 上 述 假设 条 件 下 总 是 唯一 的 ); 这 就 
有 可 能 寻求 到 基 些 准则 ， 使 矩 问 题 (5 ) 的 解 (x) H 
有 一 系列 额外 特性 { 连 续 性 、 可 微 性 等 ) . Carleman 
及 随后 的 М.Н. Stone (1932) 苦于 Jacobi 二 次 型 
理 沦 和 奇异 积分 方 答 理 论 方面 的 结果 ， 对 垂 问题 
(6) 进 行 了 -| 分 细致 的 研究 . E. К. Haviland (1935) 
和 和 日. Cranxr (1937) 把 第 问题 (6) 的 Riesz 理论 扒 
广 到 了 多 维 情形 . 

Ж ИШЕ И ЖИЕ. йй шм 
述 两 个 基本 框架 的 变形 ( 或 变形 组 合 ) . 

F LELE TEL “Ж” ЖЛ | р„(х)}Ж SI 
积分 式 (6)》 ФА х", ШЖ КЖ ҖАЕ 
甚或 用 作用 于 抽象 空间 的 算 子 来 代替 ( 6) 式 的 左边 
(例如 ， 当 e(x)e L, (p21) 时 ， 用 ф(х) ах 
d (x) 的 情形 已 被 研究 y . 

色 此 ， 就 第 一 个 框架 而 言 ， 有 下 述 所 谓 的 三 角 全 
问题 (trigonometric moment problem} : 给 定 一 个 无 穹 
数列 { c, р. ， 在 [一 x,x] 上 确定 一 个 非 碱 函数 
бх), Вз 


эг | #"афо=с„т= ‚жс, (7) 


亦 即 就 方程 组 (?) 求解 问题 4 和 B. 
对 实 域 内 有 关 第 问题 理论 的 结果 可 作 如 下 确 转 撕 
jË. 设 R° 是 яп ҖЁ Бий 空间 .定义 于 R' 中 全 体 
Borel #Ж 多 上 的 集 函 数 @ (e) 称 作 是 分 布 函数 ， 
如 果 对 所 有 ee, фбег) 20, РН 
Хосеа] 
成 立 , АЖ е (е, =д(1#)), ЖР 1.2, 


Т, ЕШ. 
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分 布 函 数 Ф 的 谱 { spectrum )o(Qq), ， 指 的 是 对 

任意 包含 x 的 开 集 Gc R" 均 有 p(G)>0 的 所 有 点 
ха (xx ,X,YE R” ЕА. 设 

和 (8) 


为 n ШКЭ]. 问题 吓 : ( 8 ) 中 的 数 应 满足 怎样 
的 充分 必要 条 件 才 能 使 如 下 的 分 布 函 数 ф 存在 ， 其 谱 
a (Q) 含 于 项 先 给 定 的 闲 集 下 内. HE Фф 十 下 述 方程 
组 的 解 : 


ЕГЕР" те 0,1.2. 5 (9) 
М 


(ET (9) Ма А). 关于 (9) 的 问题 B 可 类 似 描 
Ж. 关于 ( 9) 的 问题 4 ва РФ 
问题 ( F- moment problem ). F 短 问 题 是 适 定 的 ， 如 果 
ТЕ ЖЮЖ FM с. GM. F EBE (9) 便 称 
作 是 不 通 定 的 - 

定理 , F ЖЫШ (9) 在 R° 中 有 解 的 充分 必要 
条 件 ， 是 对 所 有 (4.s)eF 均 取 非 负 值 的 任何 多 项 式 

Pen) = арыб», 
Уаьв 20 

йй. 

АРЕ ( 9) 的 不 同 变形 来 说 ， 沪 定理 是 获得 可 解 性 
{ 即 问题 4 的 解 ) 条 件 的 基础 ， 辫 列举 其 中 若干 如 
т. 

ДЕТТЕ (б)(Е= R) Я. QN 

А„= бід, Р „2?0,п=0,1,2,®. 


ЖЛЕ ЕЙГЕ ( 6) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 
А> 0,8 = 0,1,2, 
谱 恰 由 k+1 个 不 同 点 组 成 的 年 问题 (6) 有 解 的 充 
分 必要 条 件 是 
А2 0,77, А20, А, At 一 0. 


在 后 一 种 情形 下 ， 矩 问题 ( 6) 总 是 适 定 的 . 
定理 2 ЗАЯ (1)(F=[0,%) 有 解 ， 必 
须 
一 0， 


AU =й йн 0, пе 0,0. 6 
ШОЧ Ноа 有 解 的 完 分 必要 条 件 是 
Bo>0, B ди >0, n=0,1, 


对 于 谱 оСФ) ш К+1 个 异 于 x=0 前 点 组 成 的 
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Ж (1), 解 存在 的 充分 必要 条 件 也 已 得 到 ， 这 些 
ЖЇК ЕЛШЕ ] 的 最 后 部 分 . 
定理 3 . R 中 的 Hausdorff Ж 


{аре ,n=0,1, ,P= [0,1] 
; 
ЖЯ ШИ Ж ЯЙ Ж ЖЕРИ Ю, у= 0,1,5, 
Ata, >0 成 立 { 此 处 At 表示 k 阶 差分 算 子 )、 
定理 4 . R2 中 的 Hausdorft 矩 问题 


ji шуарен. Ej=0,1, 


‚ F= [0,1]x[0,1] 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 
АА 20, п,т,1,} 0,1,5. 
定 现 5. ж 
re =+, (10) 


则 外 问题 ( 6) 是 适 定 的 、 

为 使 矩 问题 《6) { 短 问 题 {1)) Ж, д, 所 必须 
满 是 的 充分 必要 条 件 已 被 得 到 (例如 ， 见 [4]); Ж 
而 ， 与 充分 性 条 件 《 10) 比较 起 来 ， 这 些 条 件 就 欠 明 
了 ， 并 且 其 陈述 显得 有 些 烦琐 

复 域内 豹 短 问题 是 如 下 所 述 的 一 类 广义 插值 问 
题 . 设 D 是 复 半 面 C 中 的 一 个 单 连 通 开 域 ，co 共 D ; 
A(D) 是 D 内 解析 的 函数 空间 ， 其 拓扑 由 任意 紧 集 
Кер 上 的 一 致 收 敏 所 定义 ; А' (р) ЖЕЛ 
点 的 某 个 邻 域 У" = V° (y) 内 解析 且 满 足 y(o )= 0 ， 
Suppy = D ( 后 一 条 件 等 价 于 函数 ye A (D) 的 奇异 点 
集 位 于 D 内 ) 的 函数 7(z) 组 成 的 空间 . 4 (D) 上 
的 拓扑 由 简单 闭 Jordan 曲线 族 { r.) < D 的 某 一 条 曲 
жюз е х, ВАНИ ЧЕНЖ 
Кер, #—% г,,=г.(К) є (r.] , 使 得 Kc 
int r,,( D) (ЖЖ г, 表示 位 于 Ts, 内 部 且 有 边界 г,, 
的 单 连通 开 域 ). 已 知 ，4(D) 和 A` (D) 是 对 偶 空间 - 

复 域内 的 矩 问题 提 法 如 下 ， 给 定 一 个 整数 p> 1 ， 
函数 0+4, (2)е4(р)(5= 0,1,'—,р- 1), Ф 
数 匈 (z)e A(D}) 以 及 由 卫 个 复数 列 组 成 的 集合 


а= ((a,in=0,1,;s=0, p= 11. 
试 癌 ， 能 否 委 到 一 个 函数 (2)s A* (р), 使 得 等 式 
ЗЕ [ПО ata =a, о) 


Suppy SinTETCD? 


一 般 来 说 ， 不 能 断定 ， 对 每 个 给 定 的 集合 x ,无 
穷 方程 组 ( 11) 人 至少 有 一 个 解 y(z)8e A (D). 0, 
如 果 (至 少 ) 有 一 个 y(z)e (р) 满足 (1 )， 则 
称 集合 z 是 D 容许 的 . 

问题 A, 确定 一 个 集合 z, 是 D 容许 的 (其 有 构 
造 特征 的 ) 充分 必要 条 件 . 

问题 B、 设 m 是 р АЧРИ. АЙ. 对 于 等 式 (11) 
右边 给 定 的 数 a。， 怎 样 确定 所 有 满足 ( H) вува 
Ë y(2)84 (D) 的 全 集合 ? 

问题 A 与 B 统 称 为 复 域内 的 矩 问题 . А.О. 
Тельфонд ([6]) T 1937 年 首次 就 p=1 Н Ау (с) 1 
的 情形 考虑 了 问题 B ;他 指出 ， 向 题 B 原则 上 可 能 有 
f ( 当 p=] ,A,(z) = 1 mF, 方程 组 (11) ЕЖ р 
容许 的 а„ 总 存在 唯一 解 )， 问题 A 和 B 的 许多 特例 
已 被 研究 ( 见 [7] -110]) .利用 边 值 问题 理论 作为 
工具 《 见 [11] 一 [14]) 可 对 复 域 内 的 爷 问 题 进行 充分 
全 面 的 研究 , 

一 个 区 域 G.GSC 称 为 zrjp 不 变 的 (GE 
Inv(2r/p)》， 如果 exp(2xijp)G = С. 

щ W(D)= GeInv(2x/p) 以 及 当 DD 的 象 W(D) 
可 以 嵌 人 到 某 个 区 域 GsJnv(2r1p) 时 ， 复 区 域 D 内 
ЗЕГЕ Е ЭСТРА А, (2)(5 =0,°,р-1)%0 
自然 假设 下 已 在 [10] 中 详尽 地 给 出 ， 利用 边 值 理论 
求解 复 区 域内 的 矩 问题 ， 可 获得 问题 B 在 所 述 类 型 的 
区 域内 求 积 意义 上 的 完全 解 . 特别 地 ， 当 р= 1 时 ,每 
个 区 域 G 均 属 于 шу(2л/р) 类 ， 央 此 ， 对 于 应 用 中 
一 类 重要 的 ，WY 象 不 能 被 虞 人 的 区 域 了 而 言 , 已 
经 得 到 了 方程 组 (11) 在 在 唯一 解 的 充分 必要 条 件 . 这 
里 ， 厌 则 上 有 两 种 不 同 的 情形 : 0eW(D) 和 0#W(D) 
{ 对 于 后 一 种 情形 ， 通 过 假定 n= 0, 土 ], …， 方 程 
组 (11) 的 解 的 唯一 性 问题 已 被 彻底 地 研究 . 可 以 视 
г БНАЖ Е, 对 给 问题 (11) 作 若 于 变形 . 

借助 于 Borel 变换 及 其 推广 ( 见 比较 函 巡 (Comp - 
arson function) 和 Bord SE ( Borel transform)， 一 
жй KI BJ 35 {ЯТАР {# {4 8 MUN BU B НИ, ФИ: 


Ее (ан) = a, Е(а")=а, 5 
Е(о‹)=а,; АЕ(Вп) =а, ; 
Feso(a,) =а,,; 


в=0,1,-,5=0,5-,р- 1,1 = 0,1; 
А„+.Р(2. + 2Ап)у= а, 5= 0,1; = 0,1; 
п= 0,1,7. 
此 外 ， 关 字 整 值 函 数 的 许多 定理 可 归结 为 问题 A 
的 极为 特殊 的 情形 . 
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[14] Bieberbach , L ., Analytische Fortsctmng , Springer, 
1955 
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[ 补 注 】 经 典 的 矩 问 题 是 与 大 量 基本 的 理论 和 应 用 课题 
联系 在 一 起 的 ， 这 些 课题 包括 函数 论 ， 算 子 的 谱 分 
和 解 ， 正 定性 ， 概 率 ， 副 近 论 ， 电 学 与 机 械 学 逆 问 题 ， 
随机 过 程 预测 ， 以 及 VLSI 芯片 信号 处 理 的 算法 设计 
等 . [A23] 对 其 中 一 些 分 支 作 了 综述 ， 以 土 主要 条 获 
暗示 了 和 抢 问 题 与 连 分 式 之 间 的 联系 ;由 此 经 Padë 和 
Hemite-Padé 逼近 ( Pad approximation ), Z Ë+ EBE 
近 (approximation) 和 播 值 (interpolation) 领域 只 有 一 
1228. 

ТЕХ АШ ИЙ БИШИ ЕАН. "ИТФ 
与 几 种 类 型 的 矩 问 题 联系 在 一 是 的 ， 并 对 这 些 矩 问题 
产生 影响 ， 见 [ 妨 ] 一 [AI2] ; 物理 方面 的 应 用 也 应 当 
被 提 到 ， 见 [A13] 一 [A15] . 
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此 外 ， 过 去 15 年 间 ， 在 连 分 式 和 线性 分 析 欧 理论 
框架 下 ， 对 年 问题 不 同形 式 的 推广 方面 的 妍 究 有 所 加 
强 ; 见 [A16] [A20] 

最 后 ,从 历史 的 观点 来 看 、[AAl1] 一 | A2j] 是 重要 的 . 
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35055 [ moments , method ої; моментов метод] 
同 Галеркин 法 (Galerkin method ) - 


矩 法 (概率 论 中 的 ) [moments , method of (in probability 
theory ) ; моментов метод } 

ДН (LES ( moment)) 确定 概率 分 布 ( probability 
distribution) 的 方法 ， 理 论 上 和 矩 法 基于 矩 问题 ( moment 
problem ) 解 的 瞧 一 性 : # we =1,m ,a;,… 是 常数 ， 在 
什么 条 件 下 存在 唯一 的 分 布 P, 策 得 对 一 切 n, 

о, = |P (4) 


是 P 的 耸 ? 有 各 种 类 再 的 分 布吉 其 垂 唯一 确定 的 充分 
条 件 ， 例 如 ，Carleman ЖР ( Carleman condition ) 


“аң 
EAR R АО ТРА е BB Py ЕВА ГР, ЛЕЗА ВО Е 
用 是 基于 年 的 收 伍 性 和 分 布 的 收 策 性 之 问 的 对 应 : 如 
果 F, 是 具有 任意 阶 有 限 夭 x (n)(k2 1) 的 分 布 函 数 
序列 ， 并 用 如 果 当 nm — co dF. a (n) > Bp, ,对 每 一 
к> 1 (805. Д g, 是 一 分 布 函数 下 的 经， 如 果 F 
出 其 矩 唯一 决定 ， 则 当 n > eo Е, ЗӨТ Е. 收 
伍 到 正 态 分 布 (normal distribution) 情形 的 甜 法 最 先 由 
П.Л. Чебышев { 1887) Уз. А.А. Марков ( 1898) 用 
年 法 完成 了 中 心 极限 定理 (central limit theorem) 的 证 
明 . 


= =. 
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林 知 参数 的 统计 估计 的 常用 方法 之 一 守法 最 先 出 K 
Pearson ( 1894) 用 于 这 一 目的 ， 以 解决 用 一 类 ( Pearson 
分 布 ( Pearson distribution ) ) 道 近 一 个 经 验 分 布 的 问题 ， 
使 用 算法 的 手续 是 这 样 的 先 确定 经 验 分 布 的 定 【 样 
本 短 )， 其 个 数 等 于 要 估计 的 未 知 参 数 的 个 数 , 然后， 
令 其 等 丁 相应 的 概率 分 布 的 侈 ， 它 们 是 未 知 参 数 的 孙 
Ж; 对 朱 知 参数 解 这 样 得 到 的 方程 组 ， 其 解 就 是 所 要 
求 的 估计 ， 在 实际 中 拒 法 常常 导致 于 党 简单 的 计算 ， 
车 相当 一 般 的 条 件 站 ， 通 过 逢 法 可 以 找到 一 个 渐 近 正 
态 的 估计 量 ， 其 数学 期 望 与 参数 真 值 之 差 仅 为 1/п Br 
的 重 ， 而 偏差 的 标准 差 是 阶 为 1 ;Vn ЮЖ. тг, 
由 乞 法 建立 的 估计 从 有 效 性 的 观点 来 看 未 必 是 最 好 
的 : 它们 的 方差 未 必 是 最 小 的 . 对 正 态 分 布 ， 矩 法 所 
导出 的 箔 计 与 最 大 似 然 法 (maximum - likelihood me - 
thod ) 的 估计 相合 ， 是 渐 近 无 偏 渐 近 有 效 估计 . 
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Monge-Ampere 77 38 [ Monge- Ampire eguation ; Монжа- 
Ампера уравнение | 
形 如 
rt- s = аг Бру +С, 
022 = 022 

П аа 7 ахду ' ду? 
= Rir, КЕВИНА х,у, ЖОЕ 
#z(x,y)& R — W 3k 


Or ос ёг 
= 


Monge- Ampere ГЛЕ А ЕЖЕ 


А=ф+ас- В 


的 符号 А > 0, 该 Мопрс-Атреге 方程 是 椭圆 型 
Ë ЖА <0, ЕЛЕН; 若 A =0, 则 它 是 抛物 
型 的 . Monge - Ampere 方程 是 切 触 变 摘 ( contact trans - 
formation) 下 的 不 变量 .特别 是 ， 变 换 

= р, 4,4—2 px ду 


地 方程 
rt sp(p,9) 
2230778 
ёсоо [Гар 
Ox ду? Bx6y | (т) ` 


Monge- Ampere 方程 理论 的 发 展 主要 与 各 种 几何 
问题 的 解 有 关 ， 这 些 问题 在 分 析 上 的 表述 归结 为 这 科 
方程 的 讨论 例如， 构造 有 己 知 线 素 的 曲面 归结 为 解 


Darbou 方程 (Darboux equation ), 它 是 一 个 Мопре- 


Атрёт 方 召 ,在 半 测 地 参数 化 { 即 线 素 为 ds? = du? + 
сїйї 的 情况 下 ， 该 方程 到 下 面 的 形状 : 
с с 


с 41715— 1-4] + 


пе + сар 


с 
+ 


= (сср) 0. 
Darboux 方程 的 类 型 依赖 于 Gams Ё Ж ( Сашјап 
curvalure & = — — 的 符号 ， 对 于 双 曲 型 Darboux 
方程 ( 负 Gauss 曲率 情形 ), 特征 线 是 渐 近 线 将 Ganchy- 
Ковалевская 定理 ( Cauchy - Kovalevskaya theorem ) 用 
于 Darbow 方程 便 给 出 具有 系数 为 解析 函 教 的 已 知 红 
索 的 曲面 存在 性 的 一 个 定理 . 

TNS Monge-Ampere 方程 理论 的 发 展 之 所 以 有 
特别 高 的 水 平 是 由 于 广义 解 ( generalized solution ) 概念 
的 引进 ， 以 及 几何 方法 对 它们 的 解 的 应 形 ， 在 方程 六 


м1 = р 的 最 简单 的 情形 ， 广 义 解 定义 为 满足 等 式 
[aaa =Í 9(x,y,z,p.q)dxdy 


ВАЙ z(x,y), 其 中 M 是 xy 平面 上 方程 解 被 讨论 
的 区 域内 的 任意 Вог #, М' М 的 所 渭 法 线 象 , 它 
Шр 平面 上 的 点 组 成 ,其 中 p,q 是 投影 到 M 的 曲面 z = 
z(x,y) 在 点 {x,y,5) 的 支撑 平面 的 角 系 数 . ТЕЙ СЕЈ 
一 次 可 微 的 解 ) Е. ч о ЕЕЕ АЈ, 
广义 解 是 光滑 移 ， 但 是 二 阶 导数 未 必 窒 在 . ХИ 
和 构造 在 实质 上 化 为 构造 一 个 无 限 凸 多 面体 的 纯 几 何 下 
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题 、 它 在 有 限 的 面 上 有 有 已 知 的 方向 及 定义 在 这 些 面 上 
ПОСВ. МЕЛЕ, ОГИН ф 只 依赖 六 和 y, 
则 此 孙 数 是 该 面 的 面积 . 取 这 些 多 面体 的 极限 、 便 得 
到 方程 的 广义 解 的 图 ,就 广义 解 而 言 ， 对 于 Diriehlet 
间 题 的 解 ， 已 经 得 到 想 当 一 般 的 存在 性 和 唯一 性 定 
И. 尤其 是 有 下 述 定 理 : 在 凸 区 域 G 上 ， 方 得 


7 人 Xp.9) 


的 Dirichlet 问题 ( Dirichlet problem ) 对 于 任意 的 连续 
边界 值 是 可 解 的 倘若 o 是 连续 的 正 函 数 ， 关 于 z 是 
ЗЕ, Е. p'+ 49 一 © 时 、 其 增长 阶 不 超过 ро + 
全 .对 子 一 个 给 定 的 凸 性 方向 ， 该 解 是 唯一 的 、 
椭圆 型 Monge -Ampere 方程 理论 的 本 质 性 结果 是 
广义 解 的 正则 性 定理 (tbheorem on regularity of generalized 


sohutions )， 对 于 最 简单 的 方程 
0—8 = ф(х,у.2,р,4) 


ЖЕЙ: АРЕ 9 ,9, > 0, 34080 g 是 正则 的 
时 个， 每 个 广义 解 也 是 正则 的 . BH. £ 9 是 次 可 微 
的 (k 23), 则 广义 解 是 + 1 ИСТО. Ж 2 是 解 
括 的 ， 则 广义 解 是 解析 的 . 

在 一 般 的 栅 贺 型 Monge -Ampëre 方程 中 研究 得 最 多 
的 是 38 fa А Ж Monge -Ampere 方程 (strongly -elliptic 
Monge - Атарёге equation ), 对 此 种 方程 ，p > 0 且 二 次 
型 

аё t 2bEn t cn: 


是 非 负 的 . 对 于 最 简单 的 Monge -Ampere 方程 上 面 引 
用 的 基本 结果 已 经 推广 到 强 类 加 情形 - 广义 解 的 概念 
也 已 经 引进 了 ， 且 在 十 分 一 般 的 条 件 下 ， 证 明了 
Dirichlet 问题 解 的 存在 性 和 唯一 性 ， 以 及 依赖 方程 系数 
正 划 性 的 广义 解 的 正则 性 .一 般 说 来 ， 有 正 曲 举 的 线 
素 的 Darboux 方程 不 拓 强 椭圆 的 . 它 的 广义 解 定义 为 
实现 已 知 线索 的 曲面 的 z 坐标 .在 给 定 度量 意义 下 的 
任何 凸 区 域 上 (其 边界 的 测 地 曲率 应 该 是 正 前 ) 
Darboux 方程 有 广义 解 ， 在 任意 的 这 种 区 域内 ， 已 经 
在 充分 -一般 的 条 件 下 证 明了 Dirichket 问题 的 可 解 性 . 
如 果 线束 的 系数 是 正则 的 ， 则 广义 解 是 正则 的 、 如果 
系数 是 解析 的 ， 则 广义 解 是 解析 的 ， 

对 于 同 古 于 球面 的 流 形 上 的 椭 加 型 Monge- Ampere 
方程 已 经 获得 重要 的 结果 ， 特 别 是 ， 两 个 经 典 问题 : 
Weyl 问题 ( Weyi problem ) 和 Minkowsi 问题 (Min - 
kowski problem ) 归结 为 这 种 方程 ， 这些 问题 借助 于 
多 面体 上 的 极限 所 得 到 的 解 是 广义 的 ， 这 些 解 移 正则 
性 是 从 广义 解 的 正 刚性 定理 得 到 的 

Monge -Ampere 方程 是 由 G. Monge (1784) ЖА. 
Ampere ( 1820) 考虑 的 . 
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ТАЕП 在 1950— 1970 年 间 , 一 般 的 二 维 Monge-Ampere 


对 于 一 般 的 二 维 栅 圆 型 Monge -Ampene 方程 的 广 
义 解 和 正则 解 已 经 获得 Dirichlet 问题 和 其 他 边 值 问题 
可 解 性 的 充分 必要 条 件 ， 对 于 最 重要 的 芳 干 类 二 维 酉 贺 
型 Monge -Ampere 方程 (Darboux 方程 , 方程 r 一 5 = 
J(x.y,z,p,q) B /,], > 0, 以 及 强 酉 圆 方程 )， 上 广义 
和 解 在 指定 数据 充分 正则 的 条 件 下 的 正则 性 也 作 了 图 满 
的 研究 . 对 于 这 些 边 值 问 题 的 广义 解 和 正则 解 已 慕 得 
严格 的 唯一 性 和 非 唯一 性 定理 ,基于 这 些 结果 ， 已 经 
作出 对 于 大 范围 经典 微分 拖 何 问题 的 深刻 应 用 

对 于 二 维 双 曲 型 Monge-Ampere 方程 已 经 建立 了 
大 范围 正则 解 不 存在 定理 ( 主要 是 对 Darboux 方程 ) - 
Р #0 ШЇ Monge -Ampere 方程 已 经 证 明了 
Cauchy 问题 正则 解 的 若干 存在 性 定理 .若干 重要 的 关 
于 竺 而 的 大 范围 问题 的 解 已 经 作为 这 些 结 果 的 应 用 而 
获得 了 . 

从 1970 年 到 现在 (1989 年 ) ЖЕКИ) ЕРЙ ЛЕ 
为 实 的 和 复 的 п > 2 维 Monge-Ampere 方程 的 椭圆 解 
的 理论 . 

实 多 维 Monge-Ampare 方程 ， 从 二 维 Monge- Am - 
рае 方程 转 到 多 维 情 形 ， 产 生 了 新 的 基本 困难 . 对 于 n 
维 Monge-Ampere 方 各 ( n > 2) 的 广义 相 圆 解 和 正 
则 椭圆 解 已 获得 充分 必要 条 咎 . 在 指定 数据 充分 正则 
的 条 件 下 ， 某 些 广义 椭圆 解 的 正则 性 作 了 完全 的 研究 . 
对 应 的 边 值 问题 的 广义 解 和 正则 和 解 已 有 严格 叭 一 性 和 
非 唯一 性 定理 . 在 变 分 问题 和 Monge -Ampere 方程 的 
ЖИЙ АО Dirichtet 向 题 之 间 已 经 建立 了 联系 . 

基于 这 些 结果 ， 已 经 得 到 了 在 大 范围 微分 几何 问 
题 、 非 线性 椭 加 偏 微 分 方程 和 亡 分 学 中 的 深刻 应 用 ， 

复 多 维 Monge-Ampire 方程 对 于 n 维 复 Monge - 
Ampere 方程 的 梢 贺 解 已 经 作 了 各 种 重要 的 研究 ， 对 于 
这 种 方程 的 正则 椭 贺 解 已 经 获得 了 Dirichlet 问题 的 可 
解 性 . 与 Kiihler 流 形 以 及 其 他 经 典 复 流 形 的 深刻 联系 
已 被 建立 ， 在 微分 儿 何 学 及 拓扑 学 中 的 许多 有 起 应 用 已 
经 得 到 . 
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IMonge 锥 [Monge сопе; Монжа конус], Jy Ip) #t ( dir - 
ecting сот) 


мл 
Е(х, у, 2, р. 4)=0 о) 


的 积分 曲面 在 点 { xz， уо, се) 处 的 切 平面 的 包 络 (en- 
уеоре), 此 处 p= д:/дх,д=д:/ду. # F р, 
q 的 一 个 非 线性 函数 ， 则 一 般 情况 下 有 :过 一 国定 点 
的 所 有 切 于 面 构成 一 个 单 参数 的 平面 族 ; 它们 的 包 络 
Ж. # 下 是 р, а 的 线性 函数 ， 则 得到 过 -Ë 
线 的 平面 从 ， 那 就 是 Monge 条 退化 成 所 请 的 Monge 
办 (Monge axs)， 对 应 于 茶点 (ха, y 25) 的 
Monge ВЕН ВРВ АТВ АННЕ) (characteristic dir - 
ections)， 对 积分 曲面 上 的 一 曲线 ， 若 在 每 点 处 它 均 切 
于 对 应 的 Моше 锯 的 世 线 ， 则 称 此 曲线 为 特征 线 
(characterstie пе), ФЕ (characerstc), Ж & 
(focal cure), 或 Mong 曲线 (Mong сше). “ 

Эё (*) 作 为 -… 个 方向 能 的 场 . 它 的 几何 解释 ( 见 图 ) 
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: 


出 б. Monge ( 1807) 给 出 
СЕ 

亦 见 Monge 方程 ( Mongc equation ); 特征 (сћа- 
racteristic ) ， 特 征 带 (characteristic strip) 以 及 在 这 些 
条 目 中 的 文献 . ФКА Ж 


А. Б, Иваноз {# 


Моње 方程 [ Monge equation ; Монжа уравнение ] 
一 个 形 如 


F(x, у,:, dx, dy, dz) =0 


的 微分 方程 . С. Monge ( 见 [1]) 与 构造 一 阶 仿 被 分 
方程 的 几何 理论 粗 联 系 研究 了 这 些 方程 。Monge 方程 
的 一 个 特殊 情形 是 PRfr 方程 {Pfaffian equation ). 

例如 ， 秀 红 具 有 一 个 未 知 函 数 : 和 两 个 日 变量 x, 
y 的 一 阶 偏 微 分 方程 


аа, & аг |=». 


则 在 每 一 点 处 Море ФЕ (Monge сопс) (特征 锥 ) 的 
母线 的 方向 应 满足 Monge 方程 ， 此 方程 能 写成 如 下 


形式 : 
dy dz |_ 
м ТК, ак | 0. 


НАЕ А ЖУЛ. ЖЛЕ 
说 ， 它 是 一 个 最 简单 的 欠 定 组 ( underdetermined sys - 
tem)}， 常 常 称 一 个 任意 的 欠 定 的 常 可 分 方程 组 为 Monge 
方程 .在 这 种 方程 组 中 ， 方 程 的 个 数 小 于 未 知 函 数 的 
个 数 . 


参考 文献 
11] Monge, G... Application de lanalyse à la géometrie, 
Paris , 1850. 


[2] Сошиш, R.. Hibert, D., Methods of mathematical 
Parbal differential oquations, 2, Interscience . 
Ж: R. #1Й. D. ЖВНЕ, ЧЕНО 
法 ， 着 2， 科 学 出 版 社 ，1977) . 
[3] Раевский, П. К., Геометрическая теория уревне- 
най с частными производными, М.-Л., 1947. 
H. X. Розов 据 АЖА Ж 


}ї ЫҢ [ monodromic function ; монодромная функция ], 
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£t D B 3k. D ñ t) 

了 D 内 的 单 值 连续 函数 (极点 可 以 例外 ), ЖЫЙ 
ІО" А. L.. Cauchy 考 涝 到 把 解析 函数 {analytic 
function ) 关 再 分 为 单 值 通 数 和 多 值 函数 的 必要 性 市 使 
用 的 ; 现在 { 1989) 这 个 术 辕 已 经 不 再 使 用 了 . 

亦 见 单 值 定理 ( monodromy theorem ) . 

E. Д. Comeunes # ИЖ 详 


36 fB BE [moaodromy group; монодромин группа], 
线性 常德 分 方程 或 方程 组 的 
与 n 阶 方程 纪 


х= A(t)x (ж) 


相伴 的 n x n ЕЕ, АМТ. Е A(t) 
在 区 域 G C 中 是 全 纯 的 ，teeG， 而 X(t) 是 方程 
#L (+) £ re 的 一 个 小 信 域 中 给 定 的 基本 短 阵 ( funda - 
menlal matrix) ， 如 果 у= G 是 以 4 为 起 点 的 闭 曲 
线 ， 那 乏 道 过 沿 у ВЛАЕ, ХОР) = ХОС. 
其 由 C 是 nx n ЖШ. ШЖ ИЙЕ у, у, 
ОТЕ, АС, =С,; MRY = y p, МС, = 
C, C,.. ЯГ y > C, j G Е ЖЕЎ (fundamental 
group ) 的 一 个 同 杰 : 


1106, 2) ~ GL(n, С), 


其 中 GL(n. С) 是 具有 复数 元 的 n x ВВ: 这 
个 民 术 的 象 称 为 【*) fü RB (monodtomy вор) 
MM(i。，G)、 在 此 美 系 下 ， 有 


Ма ,бу= TI M(t, G). 


其 中 T 是 常 值 夭 阵 Бшег 方程 和 Papperitz 与 程 的 
单 值 群 已 经 算出 〔 包 [1], [2]) - 
参考 文献 
11} Голубев, В. B., Лекции по аналитической тсории. 
дифференциальных уравнений, 2 изд., М.-Л, 
1950. 
12] Іпсе. E. L... Ordinary differential equations , Dover. 
reprint , 1956 М.В. Федорюк { 
{ 补 注 】 ЛЕЕ ВЕ (monodromy matrix) . 和 单 值 
算 子 (monodromy operator) ， 如 果 y(5) Ë G 中 以 
го 为 起 点 的 可 微 闭 曲线 ， 则 Y(s)= X (y(s)) 满足 
ЖЕЛШ (2) 508) 4Cy(s))Y(s)， 且 C, 是 这 
个 县 有 周期 系数 的 线性 微分 方程 组 的 单 值 矩 阵 . 
M кй 


单 值 算 阵 [monodromy matrix; монодромин матрица) 
一 个 nx n WIDE Хо), СЈАЕ 
# 


х= А(1)х, rER,xeR" 

在 零点 处 正规 化 的 基本 矩阵 (fundamental matrix ) X (t ) 

рео Е: 其 中 AG 是 w МНЕ, +E 

ВО É X í| Бтр. O. Н. Комленко 机 
[ 补 注 】 
参考 文献 

ГАІ) Hale, J K... Ordinary hiferenual equations , Wiley 、 

1909 《中 译本 ; J.K. Hak, WO. АМ 

育 出 版 社 ，1980 ) Ë дів 


单 值 算 子 [monodromy operator ; монодромни опера - 
тор] 

有 界线 性 算 子 О (T), ЖЖ Banach 空间 中 微分 
k x= A(t)x (其 中 4(0 是 依赖 于 + 的 有 界 算 
+. ВБИ, НИ T 为 周期 的 ) 的 解 的 初 值 x(D) 
= xu 与 在 上 时刻 了 的 值 相 联系 : х(Т) = U(T)x,. 
对 于 每 一 个 解 ，xft+ T) = U(T)x(1). У 
Bl, U (T) 对 应 于 单 值 答 阵 ( monodromy matrix) . 
单 值 算 子 的 谱 的 位 置 影响 着 方程 周期 解 的 在 在 时 ， 励 
ЗАРЕ, ЕЧЕН ОУ ТЕ. 
以 及 指数 分 及 的 存在 性 ， 对 于 A(r) 和 f(t) 具有 周 
期 性 的 非 齐 次 方程 k = А(гух + f(t), ЖЕМИШИНЕ 
在 和 唯一 性 问题 也 借助 于 单 值 算 子 谱 来 解决 . 

亦 见 Banach 空间 中 微分 方程 的 定性 理论 (Quali - 
tative theory of differential equations in Banachspaces ) . 

С.г Kpeiix 所 
[ 补 注 ] 


参考 文献 
ТАП Dabtskü, Уш. L and Kren. М. С.. Stability of 
solutions of differential oquations іп Banach space, 
Ашег. Math. Ѕос., 1974 Шол 译 


单 值 定 理 [monodromy fheorem; мокодромии теорема] 

关于 解析 函数 的 分 支 branch of an analytic func - 
боп) 的 单 值 性 的 一 个 充分 性 准则 # D J а C" 
(n 之 1) 中 的 一 个 单 连通 区 域 . 这 时 ， 若 以 ?ED 为 中 
心 的 解析 阔 数 元 素 (z; r) [D16838 D 内 的 任意 路 径 
解析 开拓 ， 则 经 这 个 解析 开拓 (analytic oontinuation ) 所 
产生 的 解析 函数 分 支 了 (:) (z= (z, 77, 2,)) 基 在 D 
内 单 值 的 . 换 句 活 说 ， 由 单 连通 区 域 了 和 以 ze 为 中 
АО У (20; г) 所 确定 的 解析 函数 分 妈 /(z) 一 定 
是 单 值 的 . 另外 一 个 等 价 叙 述 是 : 170 (027; r) 
可 以 滑 着 一 个 任意 区 域 D < С” 内 的 所 有 小径 进行 解 
析 开 拓 ， 那 么 ， 在 任意 的 点 ep, ТЯН 
{ 即 以 z* 为 中 心 的 元 索 (275 r")) 对 于 号 内 所 有 连结 
г) z' B F] É И ЕДЕН ЊАМ. 

单 值 定理 对 于 定义 在 Riemann 曲面 上 的 区 域 卫 内 
或 Riemann 曲面 上 的 解析 蚂 数 f(z) 也 是 成 立 的 . 亦 见 


3 
* 


Se ШТ 8k ( complete analyuc function) . 
参考 文献 
[1] Маркушевич. A. И.. Теория аналитических функ- 
ций. 2изд.т 2, М 168 (ЖЖ: Markushevich 、 
А. 1., Theory or fumetions of а complex variable. 2. 
Chelsea, 1977). 
[2] Стоилов, C., Теория функций комолексного пере - 
мешоо, пер. с рум. т. 1, М., 1962 
[31 Владимиров. В. С., Методы Теория функций Mto - 
гих комплексньх переменных, М., 1964 ( Ж. 
Vadimirov . У. S , Methods of the theory of func - 
ions of several complex variables, М.1. Т, 1966) 
Е.Д Созоменцев BE 
【 补 注 ] 
参考 文献 
[All Conuay, J R., Functions of опе complex vanable . 
Springer ，1978 陈 怀 惠 译 


单 值 变 换 | monodromy transformation; моводромии пре. 
образование J 

订 空 间 中 … 条 道路 在 纤维 空间 韵 纤维 (或 它们 的 
间 伦 不 变量 》 之 间 引 起 的 变换 . 更 准确 地 说 ， 设 p: E 
~ 加 为 局 部 平凡 的 纤维 空间 (fibee space), у:[0,1] 
> 加 是 中 中 一 每 道 赂 ， 起 点 为 @ 一 ?0)， 终 点 为 户 一 
y(1). 妊 维 化 六 (有 ) 的 半 几 化 定义 了 纤维 P- (ауа 
维 p- (Б) T ip (а) = Pb， 如果 改变 
ү СЕЗЕЛИ. ЩТ, ЖЫЕН. {ПЖ ? 变 为 
与 其 同 伦 的 道路 ， 则 Т, 也 变 为 同 伦 的 同 用 . Т, 的 同 伦 
类 称 为 对 应 于 道路 y 的 单 值 变换 . 当 a = БТЕ, BU y 
是 闭 道路 时 ， 单 信 变 换 T. 是 下 = p-' (a) 到 自身 的 同 
上 是 {与 前 醒 一 样 ，7, 的 间 伦 类 是 唯一 嫌 定 的 》 лт 
映射 、 以 及 它 在 的 间 调 和 上 同调 上 导出 的 同 态 ， 
СЕ > 己 工 之 间 的 对 应 给 a ab. 
( fundamental moup)m (В. 在 H'(F) 上 的 表示 . 

单 值 变换 的 想法 起 源 于 多 值 两 数 的 钱 究 ， 见 单 值 
定理 (monodromy theorem). WDR 5 ~ PC) 是 这 样 
一 个 画 数 的 Riemann 曲面 (Riemannian surface), А 
Riemann 球 P'(C) 上 除 掉 函 妆 的 奇异 点 ， 可 得 到 - 
TB É. 此 时 的 单 值 变 煌 也 称 为 ma гоо) 
或 升 用 变换 ( deck transformation), 

单 人 变换 经 常 出 现在 干 面 的 情形 : 设 D= (:eC: 
Га < 1} ЖМК ТЕТРА, X 3988538) ( analy - 
бс space), f: X — РЕФ, ML2SST( pro - 
per morphism ), КА, М гоа), гер, р‘ = DN, 
103. == 77007). 如 果 和 需要， 缩小 р. 
可 使 得 三 入 р" 站 有 各 后 рева в 
的 闭路 所 对 应 的 单 值 变换 ТОКАН: X ~D 在 0eD 
的 单 fÉ T: ( monodromy of the family), {ЕШ ЕЕ Ж 
ХЮ) 回调 上 ， 这 里 te 有 研究 得 最 多 的 是 X 
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及 站 ,5 天 0 千 为 光滑 的 情形 ЈЕВ. T E H`(X..Q) 
上 的 作用 是 拟 寄 么 的 (quasi-unipotent ) (14]), 即 存在 
ПЕ к ЖОМ Ө (本 * - 1)7" 一 人， 单 值 性 反 喘 了 族 
ГОХ = DD 退化 时 的 许多 特征 性 态 . ЖХ "DD 的 单 
值 恬 与 上 同调 空间 H'( X.) 及 H` (X,) 上 的 混合 Ho- 
де 结构 (Hodge stmcture ) 密 切 相关 ({[5] — [7]) ` 

мх рари ар НОЛА, ДЫНА 
ЯРА ВИИ. ох 了 (或 等 价 地 ， 是 X,) WU W P 
点 . В XW rh E х КЕЯ, ШЕ 
=, Hü D 的 半径 ， 可 以 定义 纤维 空间 B (Yf (D ) 
的 局 部 平凡 化 . 它 与 纤维 空间 8B 门 f(D) - р 
边界 上 的 半 凡 化 相 匹 配 . 由 此 给 出 “消灭 北 链 ”的 流 形 
VW = ВОХ, ЯА АЕ Т, ТЕЕ аи, -一 为 
合同 映 射 。 这 个 了 称 为 了 在 x 处 的 局 {УЕ ( local 
monodromy). 单 值 变 疾 在 上 同调 空间 中 上 的 作 
用 反映 /在 x 处 的 奇异 性 质 ([1], [2], [7]). 已 知 流 
形 WV, 同 伦 等 价 于 一 束 个 n 维 球面 其 中 n+1= 
dim 关 ,#4 是 了 的 车 在 x АЕМ Міпог 4. 

BR ила мотет, П х “ейн, у 
可 药 化 为 形 如 三 = 区 十 … 22, Bb Morse 引 理 ( Мое 
lemma ). 此 时 £= 1, x 的 内 部 V) 微分 同 且 于 n # 
球面 S" КИДА. ОКУВ ( vanishing cycle) 5 是 其 有 
紧 支 集 上 同调 нту? 2) 兰 也 的 生成 元 ，-- 般 地 ， 如 
ж: р ЕЕЕ (г, ЯЖ x 这 么 一 
个 唯一 的 Morse 奇 点 )， 则 闭 链 дену) 在 白 然 喘 
ШОНУ?) ~ 所 (XJ 下 的 象 称 为 在 x 处 消灭 的 
(nhung) 闭 链 ， 沁 为 5,, Чап, пън. 分 化 
Ыл H'(X,) = H'(X,) 是 网 构 ， 是 有 正 合 列 


(А 


0 — H'(X,) > НХ у Z — 
~ НО) н НХ) = 0. 
当 еп}. ДАЗ ТЭЛА НЕ H'(X ) E. 而 
在 8"(X) 上 的 作用 则 出 下 述 Picard -Tefschetz 公式 
( Picard -Lefschetz formula ) 给 出 ， 对 zeH" ( X.), 
Т,=2 ®{(2,6,)6,, 


这 个 公式 中 的 符号 及 (5,, 5.) 的 值 在 下 表 中 列 出 . 


mod4 | o [1 l 213 
+ 一 一 | 十 | + 
(%,.54)| 2 |0 |—2]0 


ЖЕН Н (X) БИТА. 

消灭 闭 链 和 单 值 变换 在 Picard -Lefschetz 理论 (Pi- 
салі -Legchetz theory ) 中 有 用 ， 后 考 讨论 的 是 区 影 复 流 形 
ВНШ ЕР. Ë X C P” B: n + | Ë 
的 光滑 流 形 , 今 { X, }，teP! 是 六 的 一 东 超 平面 截面， 
АЖЕ%# (ШИЮ )Ү=Х; ЖЕНА: а) У 
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Ë XJ RPE, Б) Е BE Sc 了 P' 使 得 当 
teEP'\SI 时 ，X, 为 光滑 的 ，c) 对 se5, 流 形 ХЕ 
的 非 退 化 二 阶 麻 点 x. еу, 具有 这 些 性 质 的 东 总 是 存 
在 的 ， 称 为 Jefschetz 束 (Lefschetz pencils). о: X = 
针 为 一 个 单一 化 变换 , 其 中 心 位 于 东 的 轴 了 上 , mi f: 
Х-Р ЖАҢ Ж X.) 定义 的 态 对 ,这 里 对 所 有 feP'， 
f 'O = X, , 取 定 点 0eEP'AS,， 则 单 值 变换 给 出 ri ( P' 
5. 0)# H'(X,) 上 的 作用 ， 这 个 作用 仅 在 i=n ВЛЕ 
半 几 ,要 描述 H"(X,) 上 的 这 个 作用 . зен 
选取 若 下 点 s', 以 及 从 0 到 s' 的 道路 ?然后 如 到 构造 
闭 道 路 yeri(P AS,0): 先 从 0 点 沿 y, Жау, PFE s 
00—81, 最 后 从 s' Му 回 到 0 点 . 此 外 ， 令 5, 为 在 
x, 处 消灭 的 闲 链 { 蕉 确 地 说 ， 先 取出 НАСХ, ) 中 的 消 
灭 闭 链 ， 然 后 几 道 路 7, 对 应 的 单 值 变换 将 它 吹 到 
H"(X,)'P). 最 后 令 ES H"(X,, Q) 为 消灭 闭 链 
ó, ЗЕ & 生成 的 子 空 问 ， 也 称 为 消灭 上 同调 空间 ( vani - 
shing cohomology space) . 则 以 下 事实 成 立 : 

1) zm (P'AS.0) ну, зеб; 
2) 3 的 作用 由 下 式 给 出 
(2) 2, 5,)8,; 


3) 空间 Ec H"'(X,) E SB EE л, СРЗ 5, 0) 的 
作用 下 是 不 变革 空间 ; 
4) H'( 为) 中 在 音 值 变换 下 不 变 的 元 素 所 成 的 空 
则 与 在 HH"(X。) 中 机 对 于 相交 形式 的 正 交 补 相同 - 
二 者 也 等 同 于 自然 同 态 呈 (又 ) + H,(X,) 及 H*(X) 
> H"(X,) 下 的 象 ; 
5 消灭 闭 链 +á,fE ri (P'AS. 0) 的 作用 下 ( 可 能 
650) З; 
6) zu《P'\S,0) 在 EE 上 的 作用 是 绝对 不 可 约 的 . 
对 任何 域 上 的 代数 簇 的 T- adic 上 同调 空间 也 已 经 
建立 起 了 消灭 闭 链 ， 单 值 变换 及 Picard - Letschetz FE 
论 (13]). 
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单 演 集 [monogeneity set ; моногенности множество ] 

一 个 给 定 的 复 变量 范 数 在 给 定点 的 所 有 时 出 数 
( Dini 5 ( Dini derivative ) ) 的 集合 . 更 准确 地 说 ， 设 的 
БЕРШС “А. СЕ Е. 
又 设 jz) 是 zEE 的 一 个 复 函 数 . 一 个 复数 @( 有 限 复 
数 或 等 十 x ) 称 为 /在 【关于 互 的 一 个 导出 数 (derived 
number ) (或 Dini 导数 (Dini derivative }}, 如 果 存 在 -- 
МНЯ z e E, 它 具 有 性 质 : z, # (, Bš n >= 2O hf, z 
Š, 

z, t 

ЛЕ ЖР E BBB ti SE h Sk tB h) d S m (t, f, Е)Ж 
РЕ СЭР ЕВЕ Ср). Жи, f, Е)Ш 
Е аза, МА (2) (Т E 
ЖАВ ВЦ ( monogenio function), 并 且 у; (0) = a. 集 
全 mm 人 .太刀 ) 总 是 团 的 ， 同 时 ， 对 于 扩充 复 平面 已 里 
的 每 个 闭 集 А, 每 个 集合 巨 <C я Ар С, 
都 有 一 个 函数 作 z)(zEE), {@#®т({, у, E)= A. fn 
果 攻 是 巨 前 一 个 肉 点， 那么 对 于 任意 的 在 “的 一 个 邻 
域内 连续 的 函数 .7(z)， 集合 nC, f, 已) 在 C 里 二 闭 的 
和 连通 的 (一 个 连续 统 (continuum)), 同时 ， 反 过 来 . 
对 于 任意 的 连续 统 久 己 忆 都 有 一 个 在 的 分 域内 连续 
РАЖ (2), 对 于 它 m(6, f, Е) = K. ШЖ (z) = 
Гос + іу) u(x,y)+ipn(x, УУ ЕЮ Ú = Š + 
总 关于 实 变量 (x, y) 的 集合 是 可 微 的 ， 那 么 mm (Е, 7, 
Е) с= ft)78z 为 中 心 И =|а/({)/дт|% 
半径 的 图 周 ?(7，c] = {w: |w— | г) (可 能 进化 为 
一 个 点 ，r= 0), 其 中 ， 


ar 1|[| af ,a3f |, ди | др 
Oz [8 - | [+], 


„+41 [še ди |, 
[4 ду 


о7 


ЕЕЕ ЕЛ 


РЕ 


і дъ ди 
ИЯ Е + | 
МИЎИ S Š (Топта derivatives). БЕ bt Ж. 
+}: SABUN ЗЕР (х, у) ГМО /在 
E 的 -个 给 定 的 内 点 “的 单 演 集 . 

如 果 f (z) EE PCL 各 内 连续 的 ， 那 么 在 几乎 每 - 
An Сес. Жб, f, G] 或 者 是 一 个 圆周 ?(r， с) 
(0<r < 00), 或 者 是 已 ( 见 [2]). 在 任意 (不 一 
测 ) 集 会 E 和 任意 ( 不 一 定 可 测 ) 有 限 函 数 f(2) (z€ E) 
的 一 般 情形 下 ， 在 几乎 每 个 点 te， 以 下 二 种 情形 之 
一 成 立 : a) m(t, f, E)=y(r, с). сеС,0<г< 
0; b)m(Z, f, Е) = С; с) m(t, f, E)=7{r. 
с)\},сеС,0&,<%.йШ, a)fEf(z)— f(x + 
iy) & (x, у)е в Лоар Тр A R 3, БЇ, 
在 f(z) 的 几乎 每 一 个 连续 点 ， 前 两 种 情形 之 一 成 立 . 
情形 &) 一 <) 中 的 每 一 种 都 能 单独 在 几乎 每 一 个 点 Ce 
ЕХ. 

对 于 到 多 维 情形 的 一 些 自然 推 /， 见 [4] 
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单 演 函 数 [monogenic function ; моногевная функция] 

一 个 复 变量 的 其 有 有 限 导数 的 西数 . вжи 
说 ， 定 义 在 复 平面 C 的 集合 E 上 的 函数 /(z) 称 为 在 有 
限 的 非 孤 立 点 LEe E( 关 于 E) 是 单 演 的 ， 如 果 它 在 这 个 
点 关于 ze E 有 有 有 限 的 导数 : 


(OO= ш ЈОЛ). 
ню 2 ( 


一 个 在 巨 的 每 个 非 孤 立 点 都 是 单 演 的 丽 数 称 为 在 巨 是 
单 演 的 ` 
` R E= G 是 C 里 的 一 个 区 域 ， 那 么 G 上 的 单 演 
函数 就 称 为 G 上 的 解析 西数 (analytic function). 

车 E 不 是 一 个 区 域 ， 则 E 上 的 单 演 函 数 一 般 不 再 
АЛИШ ЕЗИ ЛЕШЕ. а, а rE АС, 
不 是 区 域 ， 在 它 的 大 部 分 点 附近 是 充分 * 厚 "的 【更 准 
确 地 说 ， 如 果 E 在 СВЕСНИ Се ЕИН 
充分 稀 醇 的} ， 那 么 上 的 单 演 画 数 以 弱 的 形式 具有 组 
析 函 数 的 许多 性 贡 . 为 了 对 解析 函数 的 各 种 性 质 之 得 
的 联系 获得 一 个 深入 的 了 解 ， 解 析 函 数 的 概念 已 从 各 
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种 不 同 的 方向 被 推广 : 推 六 定义 域 ， 只 排 广 导 数 报 念 
А9, 188 Cauchy - Riemann #6. М Morera 定理 
的 条 件 ， 等 等 (WL [13], Chapt. 5} .为 了 同样 的 日 
й РРТБ, 例如， 对 于 线段 £= [а. 8] S 
(— o, 0), 人 们 已 经 区 分 出 所 请 函数 的 拟 解析 类 
(quasi -analytic class ). 人 们 也 已 经 同 究 了 在 无 处 稠密 
的 充分 厚 的 紧 集 E 上 定义 的 在 这 样 的 意义 下 接近 于 解 
ТИ ЕЛЕ: РАНТА с 的 解 怕 函数 或 (这 足 一 
回 事 ) ОЛЕ ОТЕ Е. 

汉 下 给 出 上 述 列 举 的 几 个 方面 的 基 些 结果 

1. 区 域内 的 单 演 西 数 ， 若 f(z) =J (x+iy) = 
u(x,y)+ їй х, у) а(х, у) (х, у) 38 
ЮЖ). ЕО) Е G h W 08354 ( B 2 
要 ) 条 件 是， 在 每 个 点 x+iysG 下 述 两 个 条 件 亲人 时 
满足 : 1) u(x,y) 利 v(x,y) 关 于 实 变量 Cx, y) 的 集 


合 有 全 微分 du(x. yj 和 dv(x, у); 和 2) Cauchy - 
Riemann 条 件 
Әш(х,у) „ до(х, у) дщх,у) бух, у) 
Bx бу ШП дх 


成 立 . 这 个 定理 的 条 件 可 以 减弱 利 推广 例如， 已 经 
ЖЕЛ, Афи 和 "的 全 微分 的 存在 性 要 求 可 以 被 本 匡 地 
减弱 为 和 v 在 G 内 的 有 界 性 条 件 所 民 普 ， 而 保持 
和 ?的 一 阶 偏 导数 在 G 内 处 处 存在 的 要 求 ， 只 要 求 
Cauchy -Riemann Ж {ЕТЕ G 内 几乎 处 处 满足 (在 平面 
Lebesgue 测度 的 意义 下 ) (Ж[6]). 

设 工 (z) 是 仔 意 一 对 交 于 2 的 不 同 的 直线 ，R(z) 
是 任意 三 条 从 z 出 发 的 两 两 不 共 线 的 射线 ， 又 设 E(z) 
是 任意 的 以 z 28 Lebesgue 稠密 点 (density point ) 的 可 测 
Ж. 连续 函数 J(z) 在 G 内 的 解析 性 由 每 一 个 下 述 条 忻 
各 自 保证 ( 见 [3] 一 [5]): a) f;., # со G 内 处处 存 
在 ; b) 成 四 关 四 在 G 内 处 处 存在 ; BÑ c) fj. # 
在 6 内 处 处 存在 . 这 里 每 个 集合 L(z)》, (2) E (z) 
在 每 个 点 都 有 它 自 己 的 定义 ， 必 须 注 意 ，f $6.,(z SS 
T fin z, 但 不 依赖 E(z); 导数 

Л) = f; (z) 


称 为 渐 近 (近似 } 导 数 {asymptotic {approximate 》deri- 
жае), ЕД z СЕК Ср) 有 渐 近 导数 的 函数 
称 为 在 z 上 {在 G 内 ) 是 渐 近 单 演 的 (asymptotically 
monogenic ) . КЗ түүнү 2. z. 
R (z) Ir 


的 极限 存在 . 

2. ХАЯА ЕНА ЯЙ Е. Borel ([3]) 
构造 了 一 个 没有 内 点 的 连通 完满 集 (( perfect set ) (Ж 
续 统 ( eontinuum )) £ 和 一 个 递增 的 完满 集 序 列 E С E, 
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三 … CE, ШВ E ЛЕА спе, Е 是 正 的 ， 


ЖЕЛ) E ЕЙ (ЖН ЛЕ ИТЕ А E (п 1, 

站) 二 的 ) 单 演 性 蕴含 对 于 等 个 固定 的 me， 的 2) 关 
于 ze Bi。 是 无 穷 次 可 微 的 . 可 以 给 出 关于 的 比较 
一 般 的 充分 条 件 ， 使 得 (2) 具有 这 个 性 质 , sÑ f (z) 
关于 ze E, Ал 39 ККП. ЖЕ К 是 一 个 事 
先 给 定 的 自然 数 ， 已 经 找到 关于 无 处 笛 密 的 连续 统 E 
的 充分 条 件 ， 使 得 对 于 上 上 的 单 演 函 数 ， 与 Cauchy 积 
分 定理 美 似 的 定理 ，Taylor 级 数 诬 开 和 各 种 形式 的 唯一 
性 定理 是 成 立 的 .唯一 性 定理 前 一 个 例子 ， 如 果 E 上 
的 两 个 单 演 函 数 太 (>) 和 万 (z) 在 三 的 某 个 部 分 (por - 
пог) (Е ТИЗЕ) ЕЖЕ, ЖА 
Е ЕЖ у. (2) = у, (2) (网 [9]). 

3. ЯНАРГА, ОСИР], КВ С 
WF ТАЗ f(:) В — АВА) r (z) 
КЕ, ЖТР T E K< G kt — T 
f(z). йж е ЖЕЙ; 3 0 389008 БО £ 和 所 有 这 
样 的 函数 f(z) (ze) 所 组 成 的 函数 类 R(E): 对 于 其 
中 每 个 函数 j(z) 者 存在 一 个 有 旦 函数 序列 r,(z, 由 一 
敏 收 敏 于 它 ， 那 么 还 可 得 到 区 域 的 概念 和 已 上 的 解析 
函数 /(:) 的 概念 的 另 一 种 推广 . 3 E JE C 里 的 一 个 无 
处 翻 密集 ， 则 总 能 找到 一 个 函数 JeR(E), 它 在 每 个 点 
ze 都 没有 半数 f; (z) СА [10]). 但 是 ， 对 于 每 个 m 
(2 mm 所 06) 都 可 以 在 EE 上 给 出 条 件 ， 在 此 条 件 下 每 
个 eR(E) 都 有 导数 /由 (z), 其 中 1<k<m, 这 里 ， 
Е, ЖЮ. Е, Е, ТЇпкв,(Е\Е,)< 1/п (Ж[11]). 
М. В. Келдыш 893 T — “ЛЫ 0 ЖӨЕ Е К 
+. ЖОБО Е — EE SEE 29 J 538 
fa ЛЕКОЕ) ЖЗ (ЖЕЙ, [12]). (关于 R(E) 中 的 函数 
用 泛 函 分 析 来 级 述 的 单 演 性 质 ， 见 [12]，Chapt. 1, 
Sect . 17.) 函数 fs R ( E) 的 单 演 性 对 于 它 用 有 理 函 数 
Ж ҮЗЕНЕКЕ Ж ЮЕ ИКӘН. 
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单 演 半 群 [monogeric semi-group; моногенная полуг- 
рунпа ], ОАЗЕ ЯЕ (cycic semi-goup) 

и ЖИ ( semi -goup)， 由 元 素 а 
生 战 的 单 演 半 群 通常 记 作 <a > {有 时 亦 作 [а]), Z 
Ана А НЮ аб 构成 的 . 如果 所 有 的 
УЯН, 1 < a > 同 徇 于 自然 数 的 加 法 半 群 . 
jl <a> 是 有 限 的 ， 其 中 包含 的 元 素 个 数 称 为 半 糙 
<a> 的 阶 (order of the semi-group)、 同时 也 是 元 
Ж а юй “(order of the element)， 如 果 <a> 是 无 限 
fB, ЖЖ а 具有 大限 阶 (infinite order)， 对 于 一 个 有 
限 的 单 演 半 群 4 = < a > ， 存 在 一 个 最 小 的 数 及 具有 
ҤЙ аа“, ЖЕТ k>h. h 称 为 元 察 a 的 指数 
{index of the element ) СЛАВ А 的 指数 (indsx 
of the semi -group))， 与 此 相关 ， 如 果 d 是 满足 а= 
пк 的 最 小 的 数 ， 就 称 4 为 a ( 或 А) 的 周期 (Per 
ой). #01 (h, d) 称 为 a (g A) 的 型 (уре). ЭНЕ 
意 自然 数 h а, (h, 4) 型 的 单 演 半 群 总 存在 、 两 个 
有 限 单 演 半 群 同 构 当 且 仅 当 它们 的 型 相同 、 如 果 (А, 
4) 是 单 演 半 群 4= <a> 的 型 ， 则 a, ант 
BR RU, ШАНИ h+ d- 1. 集合 

G= (а, 5, а) 

是 4 РАКА 8848186588 48. # G 的 单位 元 e 
是 4 Ф. Н оа 1 是 任意 满足 Ld 
аА. G 是 一 个 循环 群 (cyclic goap )， 例 如 
аг 即 为 一 个 生成 元 。 单 演 半 群 中 的 器 等 元 基 它 的 一 个 
单位 元 【相应 地 : 零 元 ) 当 且 仅 当 它 的 指数 ( 相应 地 : 


周期 ) 等 于 1; ЖИТЕЛ Ир E — 
(group)( 相应 地 : ЯА (nilpotent semi-group м 
AIR Че ае ЕАО АРЕ ВЕЛЕЛА К ЖИ. 
参考 文献 
11] Ойїыд. А. H. and Preston, G В., The algebraic 
theory of senugroups , 1, Amer. Май. Soc., 1961. 
[2] Ляпин, E. С.. Полугрушы. М., 1960 【里 译本 : 
Lyapin, E. 5.. Semgroups. Апкт. Math. Soc.. 
1974). TH Н. Шерин Ж Е 术 译 石生 明 & 
568 [monoid ; мононд] 

短语 “ 带 单 位 元 的 半 群 (semi -group) ” 80 888838. 
因此 ， 一 个 么 半 群 是 带 有 -个 结合 二 元 运算 的 集合 M. 
该 运算 通常 称 为 如 法 (multipitation), А. М 包含 -- 个 
АЖ ce， 使 得 对 任意 xeM 有 ехе x= xe. АЖ е 
称 为 单位 元 【identity)( 或 单位 (unit))， 遂 常 记 作 1 
任意 之 闪 群 中 恰 有 一 个 单位 元 .如果 给 定 的 么 举 群 中 
前 运算 是 交换 的 ， 则 常常 浆 之 为 加 法 (addition). I 
单位 无 就 称 为 零 元 (zero)， 记 作 0. 

атт. 1) 任 意 一 个 集合 到 自身 的 全 体 
映射 物 碾 前 集合 ， 关 于 映射 相继 作用 (Иа) 的 运算 
上 成 为 一 个 各 半 群 ， 重 等 易 射 是 其 单位 元 、2) 泛 代 数 
《universal algebra)A 的 自 同 态 的 集合 ， 关 于 复合 构成 
一 个 乏 半 群 ， 管 等 捷 态 是 其 单位 元 ,3 ) 每 个 群 (group) 
жаз. 

每 个 不 带 单位 元 的 半 群 Р ПЖ А ЕДЕ. х 
BBB — EE P 中 的 符号 1， 在 集合 PU {1) ЕШ 
RRB T: 1 1=1,1. x=x=x 1, 
{ЕЖ xe P, ШГ P 中 的 元 素 运 算 照 昌 . 每 个 么 半 
群 可 表 冰 成 蘑 个 汉代 数 的 爹 体 自 同 态 的 么 举 群 . 

н-т ил К ЕВ 
(category )、 这 使 得 每 个 么 半 群 M T| 50 — НА 
(相反 的 、 伴 随 的 ) 么 半 群 M° 相 联 系 . 两 个 么 半 
群 的 元 素 集 合 相等 但 M° 中 x ту Йа т 
M 中 的 乘积 yx. 

勾 半 群 和 伴随 阔 子 理论 的 建立 在 所 谓 单项 范畴 
{monoidal categories ) 中 显示 出 么 半 群 定义 的 效用 ” ËB 
设 给 定 一 个 范畴 跑 ， 它 具有 一 个 二 变 项 孙子 ©:#?х 
Ф, ТАФ Z DRE ORA PE А 

хас (A@ B) 9С ~ AG (B @ C), 
АРФА А, р,:А®7-— А. 
范畴 э 中 一 个 对 象 M 称 为 一 个 么 半 群 ， 如 果 存 在 态 
射 a: M @ M -- M fl z: Z М 使 得 下 面 的 图 表 交 
#: 


(MOMIOM SS мам LM 
&ммм Ñ ү 


м©(м®му——>м=®м—>м 
l tn u 
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®м^®!+м®м #?®м®2 
ку д 
| 


如 果 sn 到 为 集合 的 范畴 (сев. catepory of), @ 为 
Descartes 积 ( Сагезіап product). Z 是 一 个 单 点 集 、 而 
同 构 z. 和 p 选取 为 自然 的 方式 {x (ta, h), с) = 
Ҳа, СЬ, с), д{2. а) = а= р(а, 2)). 那么 么 半 群 的 
第 二 种 定义 与 原来 的 定义 等 价 - 
参考 文献 
[Cifforl，A. H. and Preston, G. B., The арас 
theory of semigoups, 1—7. Amer. Math. Sec.. 


1901 — 1967. 
[2] MacLane . 5., Categoris for :he working mathematician ， 
Springer, 1971. М. Ш. Цаленко 所 


【 补 注 】 关于 单项 范畴 ， 特 别 是 同 构 кекс 44 必须 
Жїл ОЕ Be $€ t° С соһетепое conditions), 见 [1] 第 七 
#, 1-2 4. ж 杰 谋 FEM R 


单项 变换 [monoidal transformation ; Монондалыгое прео- 
бразованне | #177 ( Бюміпр up), 0 过 程 (oprooess ) 

代数 能 的 一 类 特效 的 双 有 理 态 射 《birational mor- 
phism ) 或 解析 空间 的 一 类 特殊 的 双 亚 纯 态 射 , 例如 , 设 
X 其 一 个 代数 馈 ( 或 任意 的 概 形 )， 且 设 D < 并 是 由 理 
ша J ЖЕМИ РӘ. 义 的 以 为 中 心 的 单 顶 变换 是 
X fW x'= Pj (@,., 7° ) 一 一 分 次 z, КЕ 
鲜 ,>o 的 射影 谱 ， 如 果 /: Х'— X JE. XW X' 的 结 
构 态 射 , 则 X' ВВЕ ГОЛ = J Za ( 它 定义 了 
上 的 例外 子 概 形 f°' (DD)) 是 可 递 多 .这 意味 着 
Jf (D) x' 上 的 除 子 (divsor)， 此 外 f É s T 
ХУР) 9 ХОНА. ШЕ 天 的 以 D 为 中 
少 的 单项 变换 r: X > 是 以 下 述 普 这 性质 为 特征 的 
《[1]): 理想 层 f (J) 是 可 递 的， 而 且 对 任意 的 态 射 
g:X > 天 (使 得 д' (7) ТЮ), ЕЕ 
ЖХ 各， 使 得 9= foh. 

代数 或 解析 空间 X 的 以 闭 季 空间 D < X 为 中 心 
的 单项 变换 可 用 亲 样 的 方式 定义 或 刻画 . 

一 类 重要 的 单项 变换 是 容许 单项 变换 (admissible 
monoidal transformation ), 它们 满足 以 下 条 件 ，D RE 
奇异 的 ， ХЕ D 是 正规 : J ( normally flat sch- 
ene). В fn q ЛЕН ЕСУУ! 都 是 平坦 
(0013) Йй. 容许 单 项 变换 的 重要 性 在 于 它们 不 会 使 
鳞 的 奇异 性 变 得 更 十， 此外、 已 经 证 明 ([1)): 容许 单 
项 变换 的 一 个 适当 的 序列 可 以 改善 奇 点 ， 这 样 就 能 证 
明 特 征 为 零 的 域 上 的 代数 簇 的 奇 点 分 解 的 定理 . 

非 奇 异 材 的 众 许 单项 变换 特 别 容易 构造 ， 如 果 У: 
X, 一 六 是 具有 非 奇 异 中 心 D 区 的 单项 变换 ， 则 X, 
仍 是 非 奇 异 的， 而 卫 例 外 和 子 空间 £ '( D) 典范 地 同 构 于 
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РЕХАН ЮИ. Ери Й 
特殊 情形 下 ， 单 项 变换 就 是 把 这 个 点 拉 开 为 由 切线 方 
向 爸 成 的 整个 射影 空间 ,关于 На Е НО А В З ВЕ 
(如 困 扩 ,上 同调 空间 ,天 函 手 以 及 陈 类 ) 在 容许 单 
项 变换 下 的 性 状 ， 参见 [2] -[5]. 
参考 文献 
[1] Hironaka ,H ., Resolution of ап algebraic variety over a 
Tield of characteristic zero T, П. Али. of Mah. (2), 
79 (1964), 109—326 
[2] Bethelot. P., Grotuendieek . А. and Шише, 1... еї al 
(ods .), Тогіс des intersections ct thtoreme de Ricmann= 
Коф, SGA б, Lecture not® in math., 225, Sprin- 
Ber, 1971. 
[3] Grothendieck , A... el а]. (е .): Cohnmologie абды et 
fonctions L , SGA 5. Springer , 1977 
[4] Poreous .1., Blowing up Chem classes , Рос. Canbrdge 
Руйоз. Ѕәс., 58 1980), 2, 118-124 
{ 5] Манин. Ю. И., & Успехи матем. наук), 24 (1909), 
5,3—86. В.И.Данилов 扎 
[Rh IE] "c ЖЖ” (c- process) 一 词 首先 出 现在 |А1] 
P. 
参考 文献 
ГАІ] Hopf , H ., Schlichte Abbildungen und lokale Modifika- 
tionen 4dimensionaler komplexer Mannigfaltigkeiten , 
Conm . Ма®. ffely ., 29( 1954), 132 一 155 ， 陈 志 杰 Pe 


单项 式 [ monomial ; одночлев ] 

代数 表达 式 的 最 简单 的 形式 ， 只 含有 一 项 的 多 项 
式 ( polynomial ) . 

像 多 项 式 ( 列 多 项 式 环 (ring of polynomiak )) — 
样 ， 单 项 式 不 仅 可 被 考虑 为 域 上 的 ， 也 可 以 考虑 为 环 
上 的 ,一 个 变换 环 4 上 的 以 {x,} 为 变 元 集 的 单项 式 
GZ ¿OBA ARE Г) ВХ (а, у), 其 中 
as А, y 是 集合 {到 非 负 整数 集 的 一 个 蜡 射 ， 满 足 : 
除 有 限 多 个 i 以外， 都 有 有 v(i) = 0， 一 个 单项 式 通常 写成 


ахі: ") 


的 形式 ， 其 中 二 ，…， 是 所 有 使 得 y( 门 > 0 的 指标 . 
数目 "( 1) 称 作 此 单项 式 关于 变 元 x, 的 次 数 (degree), 
而 它们 的 和 三 (7) 称 作 此 单项 式 的 全 次 数 (total de- 
кте). 环 的 元 素 可 被 视 为 0 次 单项 式 ， ас 1 的 单项 
式 称 作 本 原 的 ( primitive)、 任 一 a 一 0 前 单项 式 都 视 
жу де А 是 相同 的 . 

A Ей (х, ое) 为 变 元 的 单项 式 的 集合 组 成 有 
么 元 的 半 群 ， 其 中 两 个 单项 式 (a,y) 和 (b,xk) 的 乘积 
MEX (ab.v+ x). 

ВВЕ) À 代数 , ШИ ахо ио 
按照 公式 (及 Б) аво 定义 了 由 B" 到 

一 个 映射 


有 时 考虑 非 交 换 变 无 的 单项 式 .这 种 单项 式 定义 
为 形 如 


x 
的 表达 式 ， 其 中 (不 一 定 互 异 ) 的 指标 u, з, „Р 
列 基 固定 的 ， 
参考 文献 


[1] Lang. S., Algebra . Addison-Wisley 1974 
Л.В. Кузьмин Ж ЖИ 


单项 矩阵 |monomial matrix ; мономнальная матрица} 

共有 单位 元 的 结合 环 上 的 一 个 方 降 ， 在 它 的 每 一 行 
和 每 一 列 上 恰好 存在 一 个 非 零 厂 如果 单项 矩阵 的 非 过 
元 都 等 于 ] 、 则 这 个 和 矩阵 称 为 置换 矩阵 (permutation 
matrix) .任何 单项 矩阵 都 是 一 个 午 换 得 隆 和 一 个 对 角 
ЖЕЕ. Д А Супруненко Ë FA P 


单项 表示 [пюшиша! representation ; мовомнальное пре- 
детавленне], ЖЯ G 的 
G 在 有 限 维 向 县 空 间 V 上 的 一 个 表示 p ( 见 群 的 

表示 (representation of а group)), Ж V 的 其 组 基 
(е)= (61.77, е,) 下 ,对 任意 деб, p(g) 的 矩阵 

мо 的 每 行 每 列 都 只 有 一 个 间 零 元 素 ， 有 时 单项 表示 
也 指正 则 矩阵 表示 g > МО), ( 亦 见 正则 表示 ( regular 
representation ))， 单 项 表示 吓 非 本 不 表示 的 特例 ( 见 非 
本 原 群 ( imprimitive group )). Ë) И НЕ е, с, 
en 生成 的 一 维 子 空间 的 集合 是 p 的 一 个 非 本 原 系 . K 
2. ШЖ G 在 某 个 向 量 空间 W 中 的 表示 2 有 一 个 
出 一 维 子 空间 构成 的 非 本 原 系 ， 则 gp 是 一 个 单项 表示 . 
令 如 为 6 的 任 一 于 群 ， 单 项 表示 的 一 个 例子 是 由 H 
的 一 维 表 示 涛 导出 来 的 G 的 表示 ( 见 诱导 表示 ( induced 
representation ))， 这 样 的 表示 亦 称 为 诸 导 单项 表示 (in- 
duced monomial representation)( 见 [1])， 并 非 每 个 音 
项 表示 p 都 是 诱导 的 【但 著 p 不 可 约 ， 则 它 可 以 是 请 
导 的 ).。 上面 给 出 的 单项 表示 的 定义 来 源 于 经 典 的 有 限 
群 表示 沦 . 然而 ， 该 定义 常 被 修改 为 :由 茶 个 子 群 H 
的 一 维 表 示 诱 导出 来 的 群 G 的 表示 称 为 单项 表示 . 单 
项 表示 的 这 一 种 形式 的 定义 不 仅 对 于 有 限 群 及 其 有 限 
维 表 示 有 意义 ， 而 且 对 于 例如 Lie 群 及 其 在 Hilbert # 
间 中 的 表示 有 意义 (这 时 假定 子 群 H 是 闭 的 )， 对 于 
相当 大 的 一 类 群 ， 可 以 证 明 单项 表示 的 结构 足以 描述 
所 有 不 可 约 西 表示 .其 所 有 不 可 约 本 表示 ( 见 不 可 约 
表示 ( irreducible representation ); 西 表 示 ( unitary repre- 
sentation )) 邦 是 单项 表示 的 群 称 为 单项 群 (monomial 
вопр), 或 M 群 (M -goup). 它们 包括 了 全 部 的 有 
限 短 零 群 和 全 部 的 连通 寡 零 Lie 群 ， 所 有 的 有 限 МЇ 
和 所 有 的 单项 Lie 群 都 是 可 解 的 ( 见 [2]). 
参考 文献 


11] Curtis, C. W. and Reiner 1., Reprsentation theory 
of Ппйс groups und sssociative algebrs. Intemoence, 
1962. 
[2] Кириллов, А. A,, Элементы теорий представлений, 
2 изд., M., 1978 (3 Ж: Kinilloy, А. A.. Ele- 
ments of the theory of representations , Springer, 1976) 
B. И, IIonoa {# 
ТАР 关于 30 年 前 所 知道 的 МЕКО, EN 
详尽 的 说 明 见 [A1]. 
参考 文献 
[At] Huppen. B., Endliche Gmppen 1, $рпст, 1967 
Chapt V. 518 (ЖЖ: B. ME. T Se. 
ЦЕ Л хо ВАЗЕ, 19935. 
[А2] Рой, W.., Characters of finite groups. Benjamin, 
1967. Ж 石生 明 校 


单项 代 换 的 群 [monamial substitutions. group of ; Mono- 
миальная группа подстановок ] 

ОН ЮЖ И %[H] ( 见 群 代数 《goup alge- 
bra)) 上 全 体 m ЕИ ИЕ GL (m, ZEH]) 
Ш У, КРАЛЕВИ БА БОБ 
РАЖ. 每 个 在 (i, j) f EF ЛЕН 
ШЗ Еј В Р ИВА, ВП ВЯ рса, 
— hu, Н j= 500), і 1, 5, т, u и, Ж 
有 限 集合 5= lu, сз, u.) Б. ЯТ 
ЙЛ БН р, и, hy, ръси = h u,, Z18930 
各 出 下 式 给 出 : 


diu —* (Аи, 


并 且 对 应 于 与 g, 和 p, 相 联 系 的 怎 阵 的 乘积 (F ЗЕ 
G 着 包含 H 作为 指数 为 m ЮРЕ, ЖОГА НЕН 
信 一 个 单项 代 换 群 ， 单 项 代 换 群 同 构 于 H 与 m 次 
对 称 群 (symmetric group) S (m) 80) (ЛЕШ) 圈 积 
( wreath product). 
参考 文献 
[1] Каргаполов, M. И., Мерзляков, Ю. И., Осно. 
вы теории груш, 2 изд.. М., 1977 ( ЖЖЖ: Кагра- 
роюу. М. І. and Метдузкоу, Үй. 工 Fundamentals 
of the theory of groups , Springer , 1979). 
12) Hall, М. Jr. , The theory of groups , MacMillan, 1959 
(中 译本 : МЖЖ. С. ЖЫЕН. 0982) 
H. H. Вилымс Ë + ЖЖ 石生 明 校 


单 态 射 [ monomorphism ; монморфизм ]. я d° 65 

-个 范畴 【category ) Є Ф А > B, 
У an ри(а 是 区 中 的 态 射 ) 时 必 有 a=p 
(aZ, и 可 以 从 右边 消去 ] ， 单 态 射 的 一 个 等 价 的 
定义 是 : АЙЕ 网 中 的 任何 对 象 Х, ош 4 所 引出 来 
的 集合 的 映射 
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Hom(X. A) — Нот(Х, B) 
а. ВА Ив АА. 单 态 射 的 
每 -个 左 除 项 是 一 个 音 - 作 意 的 一 个 范畴 8 中， 
所 有 对 象 之 类 与 所 有 单 坊 射 之 类 组 成 s€ 的 一 个 子 范 
畴 【通常 表 以 Моп). 
在 集合 的 范畴 (sets. category of) 中 ， 单 态 射 都 

是 单 射 injection ). 单 态 射 概念 的 对 偶 是 满 态 射 (cpi- 
morphism ) 的 概念 . 
#*x üt 

[1] Цаленко, М. Ш., Шудысйфер, Е Г., Основы 

теории категорий, М , 194. 
[2] Bucur. 1. amd Delkeanu, A., Introduction to the theory 


of categories апд functors , Wiley , 1968. 

О. A. Ивашва {Ё 

DE) 上 面 所 述 的 第 一 个 定义 中 ， 态 射 的 合成 是 

“ 按 图 的 次序 " ТУЙ (BB, ди 的 意思 是 “& 的 后 面 是 

и”). 如果 像 通常 那样 作法 ， 次 序 是 反 过 来 的 . 那么 ， 
单 态 射 是 可 以 从 左边 消去 的 坊 射 . 

参考 文献 
[A1] Mackane, $., Catcgorics for the working tmathemati- 
аап, Springer , 1971. БИЙ Ж 


单项 样 条 [monoghline ; моносплайн ] 
Ж хиа 1 k ap hs (эрге) 5,., (x) 的 
ж. АНЕТА РАВОК ЖОК И BHS R ТН 
的 ， Ю.Н. Субботин ж 
I 补 注 】 
参考 交 献 
{АГІ johmson, R.S., On monosplines of ioast deviation, 
Trans. Атет. Math. Soc., 96 (1960). 458—477. 
[A2 ] Schoenberg. 1. J.. Monosplines and quadrature formu- 
ас. in T.N.E. Сме (ed .): Theory and Applieations 
of Spline Functions, Acad. Press, 1969 ‚157—207. 
{АЗ | Schumaker, L.. L.., Spline functions: basic thoory, Wiley, 
1981. 
[A4] Zhensykbaev, А. А. , Моповріпех of mnimal norm and 
the best qnadrature formulac, Russ. Math. Suveys, 36 
(1981), 4, 121—180 (Uspekh Mat. Мой, 36 (1981). 4. 
107-159). 
[А5 ] Zhensykbaev, А. А., Оп monosplines with nonnegative 
coefficients, J. Аррохтайоп Theory, 55 (1988), 172— 
182, Ёш # 


单调 Boole 函数 [monotone Boolean function ; монотонная 
Булева функция | 

有 以 下 性 质 的 一 个 Boole 函数 ( Boolean function ) 
(Xi … x )(n=0,1,- k ШЖ ЭЛЕШ А Z— (оц, 
和 = СВ В.) о В, {0,1}, 对 所 有 的 i 
条 件 & < 8, 成 立 ( 因而 写成 24 P, W (Q ЛЙ). 
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д. ЮЖ Охх) = х,® x, ( 8 2 NE) 不 是 单 
W. ШЖ (0.1)д(1,1)]1=/(0.1)>/(1,1) 
=0 

单调 Boole 0 ТА: ТА ОЖ 1, 单位 两 
х) = х. S x V x,, GB x &x,, 等 等 非 
单调 Boole 函数 反例 子 有 否定 X. ШШ х 一 х, 等 
等 . 出 单调 Boole АЕ АНАЕВ А 
单调 的 . 换言之， 所 有 单调 Boole 消 数 的 类 是 闭 的 . 
此 外 ， 所 有 单调 Boole 函数 的 类 是 所 有 Boole 函数 的 集 
合 中 五 个 极 大 { 准 完全 ) 类 之 一 ， 即 没有 一 个 Boole 88 
数 的 闭 类 包含 所 下 单调 Boole 函数 而 又 不 同 于 单调 函数 
类 和 所 有 Boole 函数 的 类 . 异 于 0 和 ] 的 任何 单 油 Boole 
函数 的 既 约 析 职 范式 (disjunctive normal form) 不 包含 
变 元 的 否定 . ЖЕ {0,1,х, у х, охув, 是 所 有 
单调 Boole 函数 类 中 的 一 个 完全 系 ( 此外， 还 是 一 个 
Ж). 

ЖЕТ п УЙ А З Boole 函数 的 个 数 
уп), Ж! 

wo) = aed 

这 里 0 < e{n) < c(bgn)/n 日 c 是 一 个 常数 ( 见 [2]》 

单调 Boole 函数 类 用 功能 元 图 ( diagram of function- 
al elements ) 和 用 开关 回路 来 实现 的 复杂 性 ( 见 触 点 模 
式 ( contact scheme )) НЕЕ Book 函数 的 实现 的 复杂 人 性 
有 较 低 的 值 ( 见 综合 问题 (synthesis problems )}， 某 些 
离散 极 值 河 题 约 化 成 单调 Boole 函数 六 值 问题 . 这 个 


问题 已 知 f(x,,… x.) 为 单调 Boole 函数 的 条 
件 下 ， ИЙРИ “在 集合 Z= (w, a,) 上 
的 值 убаа, ) 是 什么 "这 样 的 问题 ， 来 弄 消 楚 它 在 


所 有 集合 上 的 值 . 已 经 提出 一 个 算法 ([3])， 它 对 一 个 
任意 的 单调 Boole 函数 需要 至 多 


л n 
[ы] ИЛИ 


个 问题 . 另 一 方面 ， 没 有 一 个 求 值 算法 以 少 于 


п А 
[ыз] [ыз 


个 问题 把 函数 
一 


从 所 有 其 他 的 单调 Boole 函数 中 区 分 出 来 - 

单调 Восе 西数 概 人 的 一 种 推广 是 ee 
B={0,. IU 上 给 定 了 任意 一 ка КЕЎ 
а ан, ааз (x, за.) АВ 
= (рос, еВ, га рН ВН ia, 
8. СА (хох) BDE V E E, 


THERE ) 称 为 关于 8 单调 的 ， 如 果 对 任何 集 
= (аа) (B.B St Z< SE 
ж (Q) S ОВ) Е, 上 关于 基 偏 序 8 单调 的 所 有 函 
数 的 类 总 是 一 个 闭 类 ; а ШЕ АВС — ЕЕ 
全 类 ， 当 且 仅 当 $ 中 正好 有 一 个 杖 大 元 和 一 个 极 小 元 
(14]). 依赖 于 个 变 元 县 关于 S 单 滑 的 & 值 多 辑 函数 
的 个 数 p. (л) 4 n — o 0 


квре (n) ~ С Н 


这 里 CE (S) 是 关于 给 定 偏 序 S 可 有 效 地 让 算 的 常数 
( 见 [5]) 
参考 文献 
[ 1] Яблонский ‚С .В., Введенне и дискретную› математҥ- 
ку,М.,1979 
[2] Клейтмен. Д. Кибернетич. сб.®, 1970.8. 7, 43—52. 


[3] Ансел,Ж., € Кибернетич.єб.У, 968.8 .5,47-—52. 
53—57, 8-63 

1 4] Мартынюк ,B.B ., € Проблемы кибернетики. 1960. 
в.3,4-@ 

[5] Анекссен, В.Б., {Проблемы кибернетики. 1974, 
в. 85-24. 

[6] Алексеев, В .6.. (Докл. АН CCCP》 208(1973),3, 
505 508. В.Б.Алексеев 扎 


[ 补 注 】 在 1985 年 对 显 式 单 证 Boole ВИО ИШ 2: 
现 的 大 小 已 证 明了 起 多 项 式 下 界 .这 解决 了 一 个 自习 
路 理论 早期 起 严 而 未 决 物 问题 ,但 对 一 般 Book 回路 
奶 未 解决 . 这 个 方向 的 第 一 个 结果 是 由 А.А .Разборов 
(ГАТ) 得 到 的 . 
参考 文献 
ГА Razboroy, А. А... Lowr bounds for the monotone 
complcxity of some Boolean functions , Soviet Май . Do- 
М. 31 ( 1985), 354—357 .( Ро. Акай. Маш SSSR , 281 
(1985), 4, 798—801) 
[А2] Sawge. 1. Е.. The complexity of computing , Уйсу, 
19% яшн Ж 9 É 


单调 函数 [monotone function ; монотонная функция ] 

定义 于 实数 集 的 一 个 子 集 上 的 单元 函数 ， 它 关于 
Ах=х' —x>0 的 增 量 Af(x)= /(х')—/(х) Ж 
改变 符号 ， 即 恒 为 非 负 或 恒 为 非 下 . 如 果 当 Ax>0 
时 Af(x) ЕКТ СЛР) 3, ДАК 
单调 的 【stictty monotone ) ( 51 3 38 ñ 8: (increasing 
fnction ); 递减 画 数 〔 decreasing function ) ) ， 下 表 列 
出 了 了 单调 函数 的 各 神 类 型 . 


POE 


an<0 
ac)>D 
ae<0 


аш ш; 
ижи 
"юат 
ЕТ 


小 人 


шй у ^н 454" Н SE KO B 3: 
符号 (2808, 053632). ， 则 了 在 此 区 间 上 二 音 调 
的 (对 应 地 ， 严 网 单调 的 》. 

Е ЕЕС СЕА 
R" 上 的 函数 (ху, е, x.) 称 为 单调 的 ， 如 果 条 件 
х,& ху, зс х„&х, ЙАА УО сз, x.) < 
f(x, =, x.) 或 处 处 有 у(х, х fO. …， 
х). Н { algcbra of logic ) "Ріо 26 
伺 地 定义. 

单调 函数 在 某 点 处 为 送 增 或 递减 定义 如 下 . 
于 n 维 闭 立 方 体 Q" К, х„єб", ji 
L fix) =t, xeQ"] 是 了 的 水 平 集 (level 
set), Е / ЖУЗЕ x, 处 是 递增 的 【increasing ) 
地 ， 递 碱 的 【decreasmg ) ) ， 如 果 对 任 一 上 R£ 
一 请 足下 述 条 件 的 x'eQ"\E,: 在 Q" 中 x 5 x, 
不 被 Ы, ВНА, ЗЕ /(х') <t( 对 应 二， 了 (x 人) > 
1 成 立 ; 而 对 任 一 满足 下 述 条 件 的 x"eQ"\E,; 在 
Q" 中 x" 与 x. 被 E, НИ, ЭЖ f(x") > (МЫ 
Ж, Охе) r) 成 立 . ТЕЗЕ ЖЕЛЕНИ ДЕЙНИ а Ж ЖЕ 
ДИИ. Л Д. Кудамев E Йок Ж 


ӘЗ B В] | monotone mapping ; монотонное отображе - 
ние] 

保 序 映 射 (sotone mapping) I ЯВ B$ ( antitone 
тарріпв). 


单调 算 子 [ momotone орегаког; монотовный онератор ] 

非 线性 泛 函 分 析 (non -linear functional analysis) 中 
的 一 个 概念 . 

8 8—1 Banadh 空间 (Banach space), E Ë tz 
ОХНА, JEE (у, х) уе ЕЖ xe E£ 
的 得 .一 个 算 千 А. — ЧР ЕЮ. FE A ЕТЕН 
Е", БУЛАЙ! (monotone), WDR ONE ху. х, 
ez, 


Ке(Ах Ах, x —x,)20 с) 


ЯЕ А рар 连续 的 (semi- continuous), 如 果 对 任意 的 
Pr нє к ВИЕЙ (А(и+ со), w) 关于 t 连 续 .、 半 
连续 单调 算 子 的 一 个 例子 是 唔 Gateaux 可 微 泛 西 的 梯 
Ж. 变 分 学 中 的 许多 泛 函 是 凸 的 ， 并 且 因 此 生成 单调 
算 季 ;它们 在 非 线性 积分 方程 的 解 中 有 用 ， 并 且 事 实 
上 首先 应 用 在 那里 . 

单调 算 子 在 考 瞄 非 线性 方程 可 解 性 的 问题 中 的 各 
下 面 的 定理 ( 见 []].[2]) , ЕБЕ 
间 《 见 自 反 空间 (reflexive ѕрасе)). 3 t A 
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的 半 连 续 单 调 算 千 ， 那 么 对 任 一 JeE， 方 程 Au=/ 至 
少 有 -一 个 解 ， 

ЖИЕ р=Е РВЕ 的 一 个 算 子 4 丈 为 在 
DD 上 单调 的 ， 如 果 () 对 任何 xi. xe D 成 立 ， 并 且 称 
эк 的 (maximal roonotone). ЖЕЛЕР ЕҢ 
ЖД Г О ЖЫН. 

ЕАУ ног а ЕЕЕ 
ЖЕЛИ JE 9 Уа BB 16: rp ÉS Т И РЕ ЫР. 例如、 
拟 线 性 抛物 型 方程 的 边界 值 问题 导致 适当 的 Banach 空 
间 三 中 形 如 


Ax+Ax=f (2 


的 方程 . £ n] — J Eš А #R 35 th l {ЕТУ Banach 空 间 中 
非 线 性 算 子 的 抽象 发 展 方程 [evolution equation) 的 
Сашћу 问题 (Cauchy problem) 的 研究 中 ， 如果 号 是 自 
反 的 ， 并 且 4 是 一 个 有 界 、 半 连续 旦 在 E rp r Я Ж 
域 的 强制 算 子 ， 那 么 ( 轨 对 任 一 fe E" 是 可 解 的 .单调 
性 概念 也 已 应 用 于 莫 线 性 抛物 型 方程 欠 周 期 解 的 问题 
Ф. 

参考 文献 

11] Browder, F.. Non -lincar parstolic boundary value pro- 
blems of arbitrary order, Bul. Amer. Math. Soc., @ 
(1969), 88—861. 

{2} Minty, G. 3.. Оп а “monotonicity” method бог the 
solution of лол - linçar problens in Banach spaces,Proc. 
Ма. Acad. Sci, USA, 50 (1963), 1038—1041, 

[3] Вайнберг. М.М .. Качуровский, P. И.. «Докл. AH 
СССР, 129(1959) ,6 , 1199—1002. 

[41 Вайнберг, М. М. , Варнационный метод и метод- 
монотонных операторов в теории нелинейных урав - 
нений. М. 1972 ( З: Vainberg, М.М. , Variational 
method and method of monotone operatos in the theory 
af nonlinzar equations. Wiley. 1973). 

[5] Lions, J. L., Quclques méthodes де résolution de 
probiems aux limite; поп- lineains. Dunod , 1969. 

[6] Левитан, Б. М ., Жиков,В.В., Пояти-периотическне 
функции и дифференциальные уравнения, М ., 1978 
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iodic functions and differential cquations, Cambridge 
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; В.В.Жикор Ш ФШДЛ# WSA М 
单调 序列 [ monotone sequence; монотонная последова - 
тельность } 

Ж x. 1. 对 于 一 奶 n = 
况 下 ; 


， 存 在 下 列 情 


х, < x, (严格 递增 序列 ) 
x, S x.,, (ЕЗ); 
X> +1《 严格 递减 序列 六 
x, 2 xsr1《 非 增 序列 ]、 
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亦 见 递增 序列 【increasing sequence); 递减 序 
PS 详 


СЕ 
列 ( decrcasing sequence) 


蒙特 卡 罗 方法 [Monte -Carlo method ; Монте-Карло Me- 


一 般 认 为 紫 特 本 罗 
F 1949 年 ( 见 [1]) ， 兰 时针 对 原子 反应 堆 
ВИЕ, Р. хоп Neumann :和 $. Ulam 建议 在 计算 
机 求解 应用 问题 中 使 用 概率 论 的 工具 ， 蒙特 卡 罗 方 法 
Е еа тати 
已 知 分 布 的 随机 变量 横批 ， 作 为 一 条 规律 ， 汶 种 
异 拟 是 变换 划 匀 分 布 于 区 间 (0，1) 中 一 个 或 多 个 独 
立 随 机 数 x 之 值 而 得 到 ， 这 个 “样本 " 值 x 的 序列 一 
上 舱 出 数论 算法 在 计算 机 上 获取 ， 使 用 最 广 的 算法 是 所 
谓 型 余 法 ( tethod of residues )， 例 如 ， 可 取 


un = STL (mod2"), y. = u, * 


其 中 m ЕНЕДЙ. Б 
р= тах{4: 590293. 

这 种 类 型 的 数 称 为 拟 随 机 数 ( psexdo -random num- 
ber); 它们 才 广 泛 应 用 订 统 计 检验 及 -一 些 典型 问题 的 
ЖЖ СЛ [2] - [6])， 上 述 佘 数 方法 的 周期 长 度 是 
2"-:，- 些 物理 生成 法 ， 随 机 数 表 和 拟 随 机 数 也 用 于 
Ж РГА. ШЛЯГЕР ШЖК ЖИР ОР ЛЕ 
(%17]). 

模拟 关于 分 布 P46=x i} = р, (к= 0.1.) 
的 离散 随机 变量 的 标 淮 方法 如 卡 ， Жоё=х„, {Ж 
所 选取 的 x 值 满足 

愤 专 连续 随机 变量 的 标准 万 法 (有 村 也 称 为 反 画 
(method of inverse functions ) ) 是 使 用 表示 式 с = 

(a)， 这 是 容易 涪 明 的 ， 其 中 РЕОЯН 79 
Ан 函数 ， 有 时 模拟 的 随机 化 (randomization ) 是 有 
Лб (&4J 8 3k, PL mË (mebod of superposi- 
fior ))， 它 基于 下 面 表达 式 ` 

бх) p f(x): 


ARE MSM m 使 P {Em =} = p. #5 
从 密度 f, 的 分 布 中 等到 样本 值 <， 在 其 他 随机 化 方 
法 中 求解 问题 的 士 要 方法 的 某 些 参数 被 看 作 随 机 变量 
(32[7]-1[9]). 

一 种 更 一 般 的 模拟 连续 随机 变量 的 方法 是 排除 
法 (method of exclusion ) (选择 法 ( method of sckç - 
tion))， 它 基于 下 面 的 结果 ， 如 果 《 3, р) 均匀 分 布 于 
区 域 G= [(x, y): 0<Sy<g(x)), M| f, (к) = 


g(x)f， 在 排除 法 中 ， 在 区 域 G, > G 中 均匀 地 选取 
点 《5o， n), Ana (2, a) EG 则 令 二。， 和 否则 重 
新 选取 (00,9) 等 等 ， 例 如 ， 若 as ¿< b 3 g(x) 
=cef(x) «К, Ш =а+(В—-а)а, у= 
Ка. ЗЕНИТЕ ЗЕТЕ G /G. 


对 于 许多 随机 变量 ， 形 如 “= g (wo. сс, w.) 的 
特 狐 表 示 法 已 经 得 到 ， 例 如 ， 能 机 变 重 
V -2ina * 05270, М 20а; ° sin2xe, 


只 有 标准 的 正 态 分 布 而 且 是 独立 的 ; 随机 变量 In fu 
77а.) 具有 带 参数 n 的 y 分布; 随机 变量 max (z), 
“U xs] ЖИЕ ax") 的 分 布 ， 其 中 O< x< 1; 
随机 变量 ep[X l. (na) (pt k+ 1) АЯТ £ 
数 p, 的 分布 ( 见 [3] 一 [6]). 

模拟 连续 随机 向 量 Z= (|. -—, <,) 的 标准 算法 
其 不 断 地 从 相应 于 下 面 表示 的 条 件 分 布 中 选取 其 分 晤 
[1 

Ко к) = fi xi f (x |x ) 7 
МИ 


ЗЕРТТЕ НЕГ J ЖП; ЕТ ZY 
ХВ, #2, 和 x 为 向 量 ， — “ЯГ ДЕ 
够 应 用 由 独立 的 标准 正规 随机 变量 所 形成 的 向 量 的 一 
个 特殊 线性 变换 来 进行 异 拟 . 平稳 Gauss 过 程 的 近似 
模拟 的 若干 特殊 方法 也 已 经 建立 起 来 ( 见 ， 例 如 [3]， 
[6]) 

在 蒙特 卡 罗 方 法 计算 中 ， 倘 若是 模拟 由 实际 现象 
所 修 定 的 随机 数 ， 那 么 计算 就 是 该 现象 的 直接 模拟 
(模仿 ) 、 如 下 问题 的 计算 机 模拟 已 经 作出 : 包括 中 
т.) ЕР, Б. ШТИ ЈА. ВОНАД 
这 程 ( 见 ， 例 如 {11] (187); ЖЕРЕ 
物 埋 各 种 问题 时 所 采用 的 分 于 总 体 演化 模拟 ( 见 ， 例 
Зи 120] - (181): 排队 和 工业 过 程 的 模拟 ( 见 ， 例 如 
12],16], [18]); 技术 与 生物 领域 内 各 种 持 机 过 程 的 
模拟 ， 等 等 ( 见 [18])， 模拟 算法 一 般 都 得 到 仔细 研 
究 ; 例如 ， 把 复 条 函数 值 计 算 列表 ， 修 正 标准 过 程 
等 . 依然 ， 对 所 关心 的 变量 进行 估算 时 ， 一 个 直接 借 
拟 甫 常 不 能 提供 必 赛 的 精度 ， 已 有 许多 方法 研究 可 使 
模拟 的 有 效 性 增加 . 

估算 看 积分 值 的 蒙特 卡 罗 算 法 .假设 需要 估算 s 
Ф Euclde 空间 X tF 32 F Lebesgue 测度 的 积分 J = 
Јао) ах, ЕЛЯ у, (х) 为 概率 化 度 使 得 J 能够 写 


成 
ху ， _ 
[лоу ах-Е{, 


55,1). 


РСА У (6). 由 二 的 计算 机 模拟 能 获得 N 
个 样本 值 x，xa、…，xw， 应 用 大 数 定律 


_ 1 (ху) 
N < f(x.) ` 
同时 ， 能 够 估计 J, тег, HDE ow= (007 
AI， 并 对 了 近 他 地 构造 一 个 合 送 的 轻信 区 和 间 . Ж 
过 对 密度 了 的 选取 可 使 估计 带 有 尽 可 能 小 的 方差 ， 例 
Ш, 27 О<т Sh//Sm,< +оо, M| D£ S( m. — 
т.)214, ИЯ f= һу, B| De = 0. 相应 的 算法 称 
之 为 本 质 抽样 《essential samplng ) (重要 性 选择 
(choice by importance))， 另 一 个 营 用 的 修正 技术 是 
法 (method of selection of principal рап}, 
ЖЕ h, = hh( 它 的 积分 已 知 ) 时 采用 . 有 
时 蒙 特 卡 罗 方 法 和 经 典 求 面积 (quadrature ) 相 结合 于 
所 谓 随机 求 积 公式 ( random quadrature fommulas ) 是 有 
用 的 ， 其 基本 息 息 是 任 一 个 求 积 { 例如 ， 采 用 播 值 形 
式 ) 的 节点 和 系数 随机 地 取 自 一 个 分 布 ， 提 供 积分 的 
一 个 无 偏 估计 (unbiased estimator) ([3])， 这 些 公式 
的 特别 情形 是 所 渭 分 层 抽样 读 (metbod of stratied 
sampling) ， 其 中 积分 区 越 的 雇 定 分 割 的 签 部 分 选取 一 
个 节点 ， 而 系数 正比 于 相应 的 体积 ， 所 谓 对 称 抽样 法 
(method of symmetric sampling), ФЕ (0, 1) É 
JMFFR2500403E, та 2 ( 见 [10]) 
2 是 Ауу | 
ДО) 

жара HE J Et ЖН}. НУ 
些 情况 下 对 于 所 考虑 的 一 类 问题 是 最 好 的 . 

一 般 ， 积 分 区 域 被 分 割 为 平行 六 面体， 在 每 个 半 
行 六 曾 体 上 的 积分 值 取 作 随机 点 和 相对 该 平行 六 面体 
中 心 对 从 点 处 值 的 平均 值 ， 

区 特 卡 罗 方法 的 一 些 修正 是 建立 在 所 要 求 的 如 上 
二 重 积分 值 的 【或 许 基 形 式 上 的 ) 表 示 上 


= о, уух, Wdxay =, 


其 中 《一 ACE n), FE (£, р) 是 密度 为 (xz，y) 
的 分 布 ， Ш ЕС) 一 EE 人 1E) В 
Dš=DE((|22+ED((120)= A +A, (1) 


其 中 ЕП эжеш, торпу 为 < 的 忆 
知 固定 值 ЮЖ ЕЛЕ. Жз (1) 广泛 应 用 于 蒙特 
卡 多 方法 ， 特 别 ， 它 表明 DE СС) < DE， 即 任意 

个 变量 的 解析 平均 都 使 得 蒙特 卡 罗 方法 艺 狂 庶 增 加 ， 
但 就 此 而 论 ， 计 算 总 量 却 可 能 大 增 ， 达 到 已 知 精 度 的 
必要 计算 机 时 正比 于 (DL, P 上 是 得 到 一 个 《 值 
的 平均 时 间 ， 分 裂 法 (method of spltting) 是 关于 这 
条 准则 的 最 优 方法 ， 它 的 最 简单 形式 是 使 用 “元 偏 ” 
估计 
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其 中 ni, р 是 条 件 无 关 的 ， 而 对 固定 的 《 值 是 引 
的 分 布 。 应 用 ( 1) 可 得 到 最 住 值 
_| 4 t п 
[тк 


其 中 4 ,ts 是 相应 于 样本 ,7 的 平均 计算 时 间 《 见 、 
例如 [4]) . 

如 果 被 积 范 数 依赖 于 一 个 参数 ， 最 好 使 用 相关 试 
探 法 (method of dependent tias)， 即 ,在 同一 个 隐 
机 点 处 对 参数 的 不 同 值 估计 该 积分 ([20]) 、 巷 竺 卡 罗 
方法 的 一 个 重要 性 质 是 测量 数 的 均 方 误差 ¿, 在 较 大 
程度 上 是 相对 凡 相 关 ; 而 且 关 于 点 数 N 的 收敛 阶 总 是 
不 变 : N-'2 ,这 训 使 每 人 们 可 能 信 算 ( 经 过 一 个 初 
等 变换 ) 人 范围 的 积分 ， 其 至 无 穷 积分 ， 多 重 情形 ， 
例如 Wiener 积分 的 估算 已 经 作出 ([19]) . 

求解 第 二 类 积分 方程 的 芝 特 卡 罗 算 法 ming k 
估计 线性 泛 函 J. = (ф, h), Жтф= Ko + f, 这 里 
K 是 关于 核 k(x', х) 的 积分 算 子 ， 它 满足 使 Nen - 
mam 级 数 ( Neumann ѕепез) 收敛 的 条 件 : | Ке < 1. 
一 个 Марков 8 (Markov chain) {х,) 由 初始 密度 
тх) 和 一 个 转移 密度 p(x', x)=p(x'— x) E 
义 ; 链 在 x' 终止 的 概率 等 于 


g(x')=1 -fx’, х)йх. 


Ë М 是 后 面 状态 的 随机 指标 ， 又 设 定义 了 具有 期 望 
1, 的 链 轨 道 的 一 个 泛 函 ， 最 经 常 使 用 的 是 所 谓 磁 擅 个 


ЇЕ { collision estimator ) 


_ Qo KO ux) 
лбу, 079 u x 

如 果 对 于 k(x’, x) 00 p(x', x) #0, ШАХ 

f f(x) #0 # д(х) 0. ЖА, 在 某 些 附 加 条 件 

下 


ваў СКУ = (e, = [осонда 
Н 


(9,137 —[5]). ЈАМА ЗЕ 83 BJ fE HJ iH 
下 列 结果 得 到 保证 : Ж 


一 x Ф’ х 
озуу В 
ñ — кх’, x)e@ (x 
pO) TK G ' 


其 中 e = Ко’ +h, M Dš =0 B E¿=J,( B 
[4] )， 如 果 一 个 合适 的 Марков 链 在 计算 机 上 模拟 ， 
第 二 类 积分 方程 求解 中 线性 泛 库 的 统计 估计 可 以 得 
到 . 这 就 给 出 了 基于 表达 式 ф(х) =(ф, hh)+f(x)， 
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ДРА (х7) = k(x”, x) 的 解 的 局 部 估计 的 可 能 性 , 
在 若干 情况 下 ， 与 水 等 卡 罗 方 法 一 起 、 数 论 方法 被 用 
来 解决 这 些 阿 题 ( 见 121]) ， 估计 积 分 生子 第 一 特征 
值 的 芝 特 卡 罗 方法 已 册 建 立 站 下 面 关系 式 基础 之 上 的 
-种 选 代 法 得 到 实现 ([ 22]) 


ElQ,h(x,)] = (K'f, А). 


所 有 这 些 结果 几乎 帮 可 以 自动 地 推广 到 形 如 
六 十 于 x 一旦 的 线性 代数 方程 组 { 见 [23]) , 

辐射 输 适 理论 中 营 特 卡 罗 方 法 的 修正 .( 见 
[1]—[17].) 在 由 坐标 r 和 速度 o 形成 的 相 空 间 
内 ， 夺 点 碰 接 平均 数 的 密度 满足 第 二 类 积分 方程 ， 在 
单一 速度 情况 下 的 积分 核 只 有 下 面 的 形式 


s, (r )g(a)ep(- т(т', г))о(т) 
o(r')2z|r'- rÍ? 


x 


其 中 rs(T) 是 散射 系数 【截面 ) о(т) БЖ 
数 ，98(#) 是 散射 示 量 ， 而 z(r', г) 是 从 六 至 上 的 
ВНЕЛЕ (923), [4]). 对 于 小 方差 情况 的 估算 
方法 ， 一 般 使 用 警 如 相伴 输 运 方程 的 渐 近 解法 (141); 
这 类 方法 的 最 简单 的 算法 是 所 谓 指数 变换 ( W [41, 
[11]). 项 点 流 局 部 估计 的 修正 方法 也 得 到 了 发 展 ( 见 
{3], [4], 0211—1131, [17], [18]). 应 用 Марков 
链 ( 合 如 ， 某 种 介质 中 的 物理 输 运 过 程 ) 模拟 ， 可 以 
同时 得 到 对 不 同 参数 值 泛 栈 的 相关 估计 方法 ; 微分 
“ 权 "” ,有 时 可 以 得 出 相应 导数 的 无 偏 居 计 法 ( 见 
[4], [12]) ， 这 就 提供 了 一 种 可 能 ， 使 用 蒙特 卡 罗 方 
法 去 解 某 些 首 问题 ([12]) . 在 求解 输 运 理论 问题 时 
轨道 分歧” 和 解析 平均 的 方法 都 是 有 效 的 《[11]). 
复合 介质 中 质点 轨道 模 扫 有 时 可 者 极 大 截面 方法 得 到 
ЖЫ (031-050). 

解 精 圆 型 方程 的 赣 特 卡 罗 算 法 .这 是 在 相应 积分 
关系 式 的 基础 上 构造 的 ， 例 如 ，Laplace 方程 的 标准 五 
点 差分 近似 具有 带 边界 吸收 的 全 体 网 烙 点 上 有 对 称 随 
机 游 动 的 完全 数学 期 望 公式 ( 见 ， 例 如 [2], [3]) . 
它 在 连续 情形 的 类 似 起 为 

[еа 
(Р) = , (2) 
s ds 

其 中 积分 收 在 整个 位 于 已 知 区 域内 部 的 以 P зт 
球 的 表面 上 ,公式 (2) 以 及 其 他 一 些 类 似 的 关系 式 使 
得 人 们 在 解 精 风 型 和 抛物 型 方程 时 可 应 用 迷 向 “ 球 上 
МЛИН 50° (М [24], [4]) .蒙特 卡 罗 方 法 起 有 效 

的 ， 例 如 它 可 和 估算 在 一 点 上 多维 边 值 问题 的 解 . 
Марков 分 支 运程 的 模拟 尚 可 用 来 估算 某 些 非 线 


性 方程 的 解 ， 例 如 稀薄 气体 垦 论 中 的 Bolzmanmn Jr 
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Мома 空间 [Monta space ; Монтели пространство } 
Jtrp ii — i B] SE fB ЖЕ 8839 sz 18] ( barrellcd 
Space) (特别 是 Fréchet 空间 ( Fréchet space )), POR 
G 中 所 有 全 纯 函 数组 成 的 空间 H (G) 赋予 紧 集 上 的 
ЯНИ, 5 Fréchet 空间 ， 且 由 于 Моца 的 一 
个 定理 ( 见 Monty 定理 (Montel theorem ) ，2), 在 
H (G) 中 每 一 个 全 纯 函 数 的 有 界 序 列 是 相对 紧 的 ， 所 
以 Н(С) Ж Мола 空间 ,区域 Qc R* 中 所 有 无 穷 
次 可 微 函 数组 成 的 空间 Са) = (0), FFF ЖУН 
数 的 空间 D (Q) 以 及 在 无 穷 远 处 急 减 可 微 函数 的 空间 
SCR")， 在 它们 的 自然 拓扑 下 也 是 Montel 空间 . 
Montel 空间 是 自 反 的 ( 见 自 反 空间 (reflexive 
space) .Montel 空间 的 强 对 侦 是 Montel 空间 ; 特别 
地 ， 广 义 函数 空间 8 (Q), D'(Q) 和 S'(Q) Ж 
Montel 2 [8]. 赋 苑 空间 ( nonmed space ) 是 Мома! 空 
间 ， 当 县 仅 当 它 是 有 限 维 的 . 
参考 文献 
[1] Bourbaki ，N.，Elements of mathematics ，Topological 
Vector spaces , Addison - Wisley ，1977( 译 自 法 文 ) 
[2] Robertson, А. P. and Robertson, W., Topological 
vector spaces , Cambridge Univ, Press ，1964 . 
13] Edwards, К. E ., Functional analysis : theory and app - 
lications, Holt, Rinehardt, Winston, 1965. 
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【 补 注 ] 


参考 文献 
ГАТ) Jachow, H., Locally convex spaces, Teubner, 1981. 


[A2] Kithe, С., Topological vector spaces, 1, Sprnger, 


199. 
САЗ] Ѕсһаейг, Н. H , Topological vector spaces , Sprin - 
ваг, 1971. ЫВ 译 


Меке! 定理 [Montel theorem; Монтеля теорема ] 
Т) `F R£ ЖШН ЖЕ Ө Montel 定理 : 


如 里 D # z 平面 上 不 含有 z = oo 的 开 集 , f(z) 
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是 在 每 个 点 ze fb 29 В, ЛЕК 
Ж (Р, (2), CEA гєр Т F(z)， 这 一 定 
ЖЛ 0 ЗИ (approximation of functions of а 
compkx variable ) 理论 的 基本 结果 之 一 。 为 P. Montel 
建立 (пр. 
2) Зан Н Моша жж 
性 原理 《principie of compactness){ 见 [2]); Ж Ф= 
Тусау) EE z 平面 的 区 域 D 内 的 全 二 丽 数 的 一 个 区 
穷 族 ， 如 果 ФЕ рН. ШФ НЕЕ, 0 
任 一 序列 (7, (2) S 四 其 有 在 D 的 任何 紧 子 集 上 一 
致 收 策 的 季 列 ,此 定理 可 推广 到 C"(# > 1) 中 的 区 域 
D( 见 紧 性 原理 《 compactness principk )) ， 
3) 关于 全 纯 函数 族 正 规 性 条 件 的 Monti 定理 或 
тайа “(Prixipi: of топтау) (Ж[2]): Ж 
二 {7(z)j 是 复 z 半 而 的 区 域 D 内 的 全 纯 请 数 的 一 
яи. ЗАРЕ ААЛИ ТАН a 和 b， 使 得 任何 
函数 Рг) 负 都 不 职 这 两 个 值 ， 则 由 是 正规 族 { nor- 
mal family) ， 即 任 一 序列 {f(z)} СФ 具有 一 子 列 ， 
它 在 D 的 任 一 紧 子 集 上 - 致 收 仇 到 一 个 全 纯 函 数 或 
зо. 此 定理 的 条 件 可 在 某 种 程度 上 加 以 效 帘 ; 只 须 假 
定 所 有 f(z)e 志 不 取 两 个 信之 --， 例 如 a， 而 取 男 一 
个 值 6 至 多 mm 次 (1&m< ©). 此 定理 可 推广 到 
C'On> D 中 的 区 起 p. 
参考 文献 
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variable complexe , Gauthier - Villars , 1910. 
[2] Monte , Р., Legons Sur ks familles nomala de fonc ~ 
ions analytiques et Ieurs applications , Cauthier- Villas , 
1927. ` Б.Д. Соломепцев #6 
Саһ 
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шй, 2 юд., М., 1963( ЖЖ А.И. БФ 
жй, ИРТЕКГЮ. ЖЫЗИМТИНДИК. 1957). 
жк 


Мооге 22 ja] [ Moore space; Мура пространство ] 
一 个 拓扑 空间 М, АЕ 0 3E А ИНЕ EJ N 
Ë: 
Я.М) =6; ËB (M)=0,i%k. 
ЮЖ K(Z, n) 是 整数 群 Z 的 Flenberg -MacLane 空 
间 ( Eilenberg -MacLane space) Н М, (G) 是 满足 
H, (M,(G))= G 的 Moore 空间 ， 则 


m [E x, K(Z, N+n} A м9 |= 


а H'(X, б), 
ЮЕК(2, п) A M,(G)) 是 上 同调 论 H*( , G) 


825 MORDELL CONJECTURE 


的 谱 . 这 允许 把 只 有 任意 系数 的 上 同调 的 概念 推广 到 
广义 上 同调 论 . 对 任 一 谱 Е, ШЕЛ M,(G) 定义 
了 一 个 上 同调 论 (E Л Mx(G)) ， 称 为 具有 系数 群 
G 的 Ë` Е ( E' -cohomology theory). ЖТЖ 
数 属于 群 G 的 广义 同调 论 的 定义 ， 使 用 了 所 谓 上 
Moore 空间 (co-Moore space) М\(б), їй” 
H'(M1(G)) =G, М") =0,iZ k. 

刻画 . 例如 ， 群 z. (X, G)=[M*(G), X] 称 为 空间 
区 的 具有 G rh £ ЙИЛИ fk SË (homotopy group). 但 
是 ， 空 间 M*(G) 并 非 对 所 有 个 (G, k) 都 存在 ， 如 
果 G 是 有 限 生 成 群 ， 则 Ме (G) 存在 . 
参考 文献 

[1] Moore, }. C., On homotopy groups of spaces with a 


single non -vanishng homotopy group, Апп of Math.. 


зу (194),3. 389 - 357. А. Ф. Харшиладе 所 
【 补 注 】 Moore 空间 ， 作 为 具有 一 个 零 维 胸腔 以 及 此 
外 仅 有 n Bn + 1 维 胞 腔 约 CW 复 形 的 结构 ， 见 [Al ] . 
Ейепћетр - MacLane 空间 КОС. n) 可 以 从 Moore 空间 
М(б, n) 中 删 去 较 高 的 癌 伦 群 而 得 ， 

在 一 般 拓 扑 学 中 ，More 空间 是 具有 展开 列 的 正 
ШРЫ) (regular space). (展开 列 ( development ) 是 这 
ВЕРЕ АЕ {%% } ,， 对 每 个 x 和 包含 x 的 每 
个 开 集 0， 存在 一 个 n ,使 得 

St(x,zZ,)=U(Usgzg,: xeU =S 0; 
换 甸 话说，{St(x, 多 ,)}, Ж x 处 的 邻 域 基 . ) 

展开 列 的 概念 见 [A4]( 公理 1). Moore 空间 是 虚 
基 空 间 的 推广 ， 可 以 证 明 : 集 全 正规 Moore 空间 是 可 
度量 化 的 (; A2]) . 是否 每 个 正规 Moore 空间 都 是 可 
度量 化 的 问题 引起 了 许多 研究 ; ГАЗ] 中 介绍 了 它 的 解 
ж. 
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Могдей 318 [Mondell conjecture; Морделла гипөтеза ] 

关于 与 格 g > 1 的 代数 曲线 (algebraic curve ) 上 的 
有 理 点 集 的 有 限 性 猜想 . 这 是 L.J. Mordel ([1]) 在 
基 域 K 为 有 理 数 域 时 提出 的 - 在 目前 (1997), Mordell 
猜测 指 的 是 g > 1 的 不 可 约 代数 曲线 六 的 有 理 点 集 


X(L) 的 有 限 性 论断 ， 这 里 的 XX Z X Fi Mm Q 的 
有 限 型 仿 域 天 上 , 有 埋 点 取 在 有限 扩 域 上 /KK 内 . 3 K 
为 代数 数 域 时 ， 已 得 到 了 这 种 最 困难 情形 的 Mordell 3 
测 的 一 个 约 化 【 见 [3]). 已 经 知道 了 许多 与 Mordel] 3# 
测 有 关 的 特殊 结果 因此 [2] 证 明了 如 果 X НЕНА 
线 Y 内 的 下 自 同 构 群 的 秩 大 于 群 Y( K) 的 秩 ， HJ X( K) 
有 限 . 在 [7] 中 ， 对 于 很 广 证 的 一 类 模 曲 线 (modular 
сше) ИАЖ К, 证 明了 X( 天 ) 的 有 限 性 . [8] 得 
到 了 有 埋 点 x,EX( 开 ) КЕБИ ЄХ kit: 
h(x,) 2 exp {an + b), 


ОЛШЕУ 8 у < 1 ШИНЕ Ж "М 
朴 ” 得 多 . 已 经 证 明 Mordell 猜测 是 关于 下 述 代数 遇 线 
条 数 有 限 的 Шафаревич 猜测 的 推论 这 些 册 线 有 给 定 
的 5 格 о> 1 ,给 定 的 定 广 域 (Q 的 有 限 扩 Ж) 以 及 给 
定 的 坏 约 化 的 点 集 ( 见 [4], 亦 见 整 点 的 Siegel 定理 (Sie ~ 
El theorem }). 

Mordel 乒 测 的 几何 类 似 是 关 于 从 


f:V В 


ПОЕ 8 sq. ЖШ УЖ ЯТА у, В 
是 曲线 ,了 的 一 般 纤维 是 弓 梅 g > 1 的 不 可 约 曲线 ， 当 
内 不 是 常 伏 ， 也 就 是 说 对 基 BB 作 某 个 覆 登 后 它 不 会 
成 为 一 个 直 积 ， 旧 当 基 域 的 特征 数 等 于 誉 时 ， 这 个 
断 半 正确 ( 见 [3],[ 6]). 在 常 欠 的 情形 ， 只 能 断定 截面 
的 代数 等 价 类 个 数 是 有 限 的 ， 这 里 把 礁 面 看 成 VY 上 册 
线 . 34 & 的 特征 数 为 正 时 ，Mondell 猜测 的 几何 类 似 不 
з ([4]). 
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СНЕ ЕЖЕ ЖЕ 1982 年 。 自 那 时 以 来 ， 发 生 
本 许多 事情 ， 算 不 代数 几何 的 领域 已 寻 现 出 兴旺 气 
ЕА 
数 域 上 的 Mordell 猜测 已 于 1983 年 被 С. Faltings 
ЕЮ). 他 的 莫 基 论文 [Al1j 开 启 了 算术 代数 几何 的 新 的 
一 章 ， 在 这 箱 论文 中 Faltings 同时 证 明了 两 个 别 的 著名 
猜测 : 即 关 于 数 域 上 Abel 8 ñi ñ БМ Tate 猜想 
( Tate conjecture ) 以 及 关于 亏 格 g 的 曲线 ( 相应 地 ，Abel 
Ж) 的 同 均 类 类 数 有 限 的 Шафаревич НЕ ( Shafarevich 
conjecture ), не АБ Же ЗЛЕ, ЗЕНИК 
了 有 有 限 多 给 定 的 位 以 外 ， 都 有 好 前 约 化 .Mordel ж 
1) 5 Шафаревич ЙУ [Н] Ж Ж Ан А. Н.Паршян 
于 1970 年 指出 的 ([4]). С.Ю. Аракелов,Ю .Г.Зархин 
以 及 上 .Szpiro 的 一 些 思想 都 对 Faltings 的 工作 有 重要 
影响 ，Abel 能 上 和 参 模 空间 里 的 高 度 理论 在 Faltings 的 证 
明 中 起 了 本 质 性 的 作用 [AS] 是 Mordel 猜测 的 证 明 
的 一 个 很 好 的 导 引 . 
参考 文献 
[Al] Faltings, G ,, Endlichkeitssitze fur abelsche Varietiten 
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Morera 定理 [Morera theorem ; Мореры теорема] 

如 果 区 域 内 的 复 变量 z 的 ( 单 值 ) 函 数 /zy 是 连 
续 的 ， 并 且 它 在 任意 可 求 长 的 闭 围 道 F < 六 上 的 积分 
Жат, н 


人 rpDaz=0 гер, (6) 


那么 f( z): р рї 8838 BB 8k (analyic fnction ). 这 个 
定理 是 G. Могега (f1]) 得 到 的 . 

Morera 定理 的 条 件 可 以 通过 把 积分 为 零 的 要 求 
《*#) 限 制 在 沿 着 性 意 三 角形 A 的 边界 = GA 所 作 的 
积分 上 而 得 到 减弱 . 这 里 ，A 连同 边界 包含 在 р. 
BJA C А © D. Morera 定理 是 Candhy 积分 定理 ( Cauchy 
integral theorem ) 的 一 个 《不 完全 的 ) 逆 定理 ， 并 且 是 解 
忻 函 数论 中 的 一 个 基本 定理 . 

Morera 定理 可 以 推广 到 多 复 变 量 的 攀 数 . 设 (2) 
三 f(z,，…, ?2,) 是 复 变量 2,，…，z,(n > 1) 的 函数 ， 
它 在 C" 的 区 域 呈 内 是 连续 和 的， 并 卫 它 在 形 如 


Т, = [а,, aX [a 1] X A, X 


MORITA EQUIVALENCE 827 
х [аа 2,51] XX [a 2, у=, 
的 连同 边界 包含 在 D Ñt 42 Ë E Ek DX Ж, ( prismatic do- 
main ) 的 边界 687, 上 的 积分 为 零 , 其 中 [ay z ] (a # v, 
а= 1, с, 中] 是 平面 C(z,) 里 的 以 ma 和 2, 为 端点 的 线 
绒 ， 而 A, 基 平面 C(z,) 里 的 一 个 三 角形 ， 那 么 .7z) 
жрут. 
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ЖИН [ Miorita eqiyalence ;Мюриты эквивалентиость ] 

所 有 环 (ming) 的 类 上 的 一 种 等 价 关系 ， 定 义 如 下 : 
ЖЕЛ R Rl S ЗЕДЕН ГЇ) (Моша equivalent)， 如 
AOAGR)REEBSS ЗИ И. 森田 等 价 环 
的 最 重要 例子 基 : # R 与 其 上 nxn ШШЕ. 使 两 个 
环 只 和 $ 间 存在 森田 等 价 的 充分 必要 条 件 是 :在 左 民 
模范 随 (category) 中 有 一 有 限 生 成 投射 生成 子 UU， 使 
ЖАШИК РУ. ЮН, а КЖ 4 与 左 8 模 
Hom,(U,A) 对 应 . 在 转移 到 琳 昌 等 价 环 时 保留 的 性 
质 中 有 这 样 一 些 性 质 : Artin 的 ，Noether 的 ， 准 素 的 ， 
单 的， 经 典 半 单 的 ， 正 则 的 ， 自 内 射 的 ， 遗 传 的 和 本 
原 的 ， 

与 春田 等 价 平行 ， 人 们 考虑 森田 对 偶 性 (Моа 
duality) ， 它 与 左 КЁ з 8 模范 畸 的 其 些 子 范 畸 
(主要 是 有 限 生 成 模 的 子 范畴 ) 相关 . 然而 ， 这 种 对 偶 
的 让 在 决定 环 尺 和 8 上 的 确定 的 限制 рЫ, R=S 
时 这 导致 尺 是 一 所 Frobenius 环 (quasi-Frobenhs ring). 

森田 等 价 的 一 般 概 念 是 由 森田 ([1] ) 确立 的 . 
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[3] Кайһ,С., Algebra rings, modules and саво. I-—T , 

Springer, 1971— 1976 . 

141 Cobn, P., Morita oquivalence апа duality, London. 1976 

Л. А.Скорияков 所 

[ 补 注 】 范畴 的 生成 对 象 ， 亦 见 范 且 的 生成 元 {genera- 
tor of a category) . 

设 w* Ж» Вр. 一 个 对 偶 (duality) 是 一 对 反 变 
Ж Гени IS: 7 使 ST>id,，TSXxid,， 其 
中 = ЖК B P (В), TH d. E наа 
Ф. 

W ABB EE, иу 2}8] ЖЯ АЮ Мой, 
和 左 日 模 范畴 „Мой 08 ЛЕБ СПАЙ Стооаще)) ` k Ú 
是 一 (B,4) 双 模 (bimodule) ея э 100—8 
(T,5) 称 为 UU 对 偶 (U- duality) ЭЯ Н 93 f8 (Morita 
daalt)， 如 果 下 和 $8 分 别 为 到 Hom. (. U) 和 
Нот (, U) 的 自然 等 价 ， 森 困 的 一 个 定理 宜 称 ， 若 x 
Ж Ж АБТ. 而 4e%w E Be 2. MJ ç ЖЯ 2 
ТЕМЕ (T, S RE U HB, H U=TA . 

чле ж nk 校 


ЙБ [ morphism ; морфизм], #9 
-一 个 名 称 ， 用 来 表示 任意 范 国 (category) 中 这 样 
一 英 的 元 素 ， 它 们 都 起 着 从 一 个 集合 到 另 一 集合 的 映 
射 ， 群 、 环 ， 代 数 的 同 态 ， 拓 扑 空间 的 连续 映射 等 等 
概念 的 作用 ， 范 畴 中 的 态 射 是 一 个 不 定义 的 概念 ， 每 
一 个 范畴 帮 是 出 两 效 元 到 所 组 成 的 ， 称 为 对 象 类 ( dass 
of ое) 559198 (das of morphisms ) ”范畴 @ 的 
态 射 类 通常 表 以 Mor ft. 
范畴 q 中 任 一 杰 射 x 有 一 个 唯一 定义 的 定义 域 
( 源 ) 4 与 一 个 唯一 定义 的 上 域 (目标 ) В. 具有 共同 
定义 城 4 与 上 域 B 的 态 射 组 成 Mor 人 R 的 一 个 子 集 
Ha(A.B》. «Ж ХЫ 4 与 上 域 B 这 个 事实 可 以 用 
通常 的 办 法 写成 : ee 日; (A，B) 或 者 用 箭头 写成 a: A 
5 В.А "В, ар, 
将 范畴 的 元 来 分 成 态 射 与 对 象 只 是 在 固定 的 范畴 
的 相互 美 柔 中 才 有 意义 ， 因 为 一 个 范 咕 的 态 射 可 能 是 
另 一 范畴 的 对 象 ， 扩 之 也 可 ,任何 范 畴 的 态 射 形成 一 
个 系统 ， 它 对 于 部 分 的 二 元 运算 — Е, АНИ. 
按照 态 射 对 于 这 个 运算 的 人 性质， 可 将 态 射 分 成 各 种 特 
殊 的 类 ， 例 如 ， 单 态 射 【monotnomhiam)， 满 态 身 
(epimorphism), ЖХ (bimorphism), ， 同 构 (gomor 
Phism ), 1241 (null morphism )， 正 规 单 态 射 (nor- 
mal monomorphsm )， 正 规 满 态 射 (normal epimor- 
pham) 2 Ж, аға, М. Ш. Цаленю # 
IME) 
参考 文献 
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Моге 函数 [ Morse funetion ; Морса функция ] 

有 某 种 特殊 性 质 的 光滑 函数 ，Morse 函数 出 现在 
Моге 理论 (Morse theory) 中 并 在 其 中 有 用 . 

令 到 是 (在 某 个 Riemann 度量 下 ) 完 全 的 Hilbert йс 
形 ( 例 如 是 有 限 维 的 }， 其 边界 OV 是 流 形 V, 和 V, 的 
不 过 通 并 { 可 能 是 空 的 )， 三 元 组 (全 ,内 ，J) 的 Morse 
函数 就 是 一 个 光滑 的 【Frechet С 类 ) ñ $ f: W — 
fa, b](-—-oo<a,b<+e)( 8k 3 V, = ФН: W — 
[а, oo])， 使 得 

Df (а=, f(b) 

2)f 的 记 有 的 临界 点 (critical point) 都 在 WWP = 
(а, 中 ， 上 是 均 为 非 退 化 的 ; 

3 )Palais -Smale 的 条 件 (Palas-Smale condition) С 
成 立 ( 见 [2],[3]). 即 在 任 一 团 集 5= Е, Е 
其 上 为 有 界 旦 x 一 | 上 df( x)| 的 下 确 界 为 0, M| S F 
有 了 的 临界 点 . 

例如 ， 设 也 为 一 正常 函数 ， 即 所 有 的 集合 矿 '[e， 
4]( 一 <e,d < у 都 是 紧 集 (这 只 在 ати oo 时 可 
能 )， 则 了 满足 条 件 C. Morse 函数 在 佬 的 每 个 连通 分 
支 上 均 达 到 一 { 整 体 ) 极 小 值 . 若 多 是 一 个 有 限 维 流 形 ， 
ДЯ k22, С* Моке 划 数 的 集合 在 所 有 函数 


И, (а,0), a,b) 


的 空间 中 按 С* 拓扑 成 一 第 二 范畴 集合 (而 若 W 为 紧 ， 
甚至 是 一 秽 密 开 集 ) . 
参考 文献 
[1] Morse, М., The Galeuus of variation n the larg, 
Amer . Math. Soc., 1934. 
[2] Palais, M.S.. Мове theory оп Hilbert manifolds, Торо- 
оду, 2(1963), 299 — 30. 
[3] Smale, §., Morse theory and а nonlinear generalization 
of фе Dirichlet problem, An. of Mazh., 80 ( 1964), 382 
- 396. М. М. Постников, Ю. Б.Рудяк 19 
【 补 注 】 Morse 函数 在 分 层 空 间 ( 邢 Morse 理论 (Morse 
theory) 的 补 注 和 [A1]) 上 有 推广 ， 也 可 推广 为 同 变 
的 Morse (ЛЯ ( A2| 和 [A3]) . 
参考 文献 
ГАІ] болевії, M ,and MacPherson, R.,Stratifed Morse the - 
оту, Springer, 1988. 
А2] Wasseman, А., Моље theory for G-manifolds, Bill. 
тет. Math. Soc., 71 ( 1965), 384 — 388. 
ГАЗ] Wasserman, A., Equivariant differntial topology, Top- 
оду, 8 (1969), 127 – 150. жий W 


Morse 指数 [Morse index ; Морса индекс } 

与 流 形 上 的 一 个 光滑 函数 的 临界 点 (critical point) 
或 与 Riemann 流 形 ( 或 Finsker 流 形 } 上 的 测 地 线 相 关 的 
一 个 数 . 


1) 一 个 流 形 M 上 的 光滑 函数 了 的 临界 点 p 的 
Morse 指数 ， 定 义 为 1 的 Hesse 形式 在 点 p 的 负 惯性 措 
Ж. (Я, Hiesse 式 (函数 的 ) { Hessian (of a functon)))， 
B) МДЕ 5 点 的 切 空间 T МВК АУЕ Hesse 式 在 其 上 
为 负 定 的 子 空间 的 维 数 .这 个 定义 对 无 限 维 Banach 空 
加 上 的 二 次 Frechet ЗГ ЫЖ. 差别 只 在 于 在 
后 一 情况 下 Morse 指数 允许 取 +o 值 . IJ S| A f ëJ 
临界 点 5 的 余 指 数 (co-index) ， 即 了 在 的 Неме 式 
(或 二 阶 Fréchet 被 分 ) 的 正 惯性 指数 是 方便 的 ， 

2) 令 内 和 V, B: 5624 Riemann 空间 的 两 个 范 衫 子 
流 形 . 设 有 一 分 段 光 滑 的 路 径 :[0, 1] 一 M， 适 
合 w(ijsV(i=0,1), ВЕ o (0), w(1) 分 别 
WORT V,,V,; 对 于 ww, 切 空间 有 一 类 似 物 即 向 量 空间 
ТТ, wy,， 它 是 及 有 这 样 的 沿 避 的 分 段 光滑 向 量 场 
Ий: W(o(i)e(TV,).,(i=0,1). 对 任 一 测 
地 线 ?:10,1] 一 Mü y (i= V,, ВЕДА y (0)、 
70) 分 别 正 交 于 内 , Va ЖЕШТЕН (Л, Мазе 理论 
(Morse theory)) 的 二 次 变 分 5 在 Т, 上 定义 了 一 个 
ХРИ 07 ЕЙ 5,, (Hesse 式 的 类 似 物 ) . 测 地 线 的 
Morse 指数 按 定义 即 此 渗 函 的 负 惯性 指数 . E. 在 T, 
上 的 等 空间 N,( 邵 对 一 切 Ye T. Вул Е..(Х, Y)=0 00 
Xe, 的 集合 ) 恰 好 由 Jacobi 向 题 场 (Jacobi vector 
field) Je T, 组 成 . 车 N,0， 则 称 此 测 地 线 为 (V。, V.) 
退化 的 (degenerate) , Чиа NN, 称 为 此 测 地 线 的 退化 的 阶 
{order of degereracy) . 

31818 旷 为 一 点 q8 M 的 情况 , 令 y 为 Y= 在 
М 中 的 法 从 {normal bundle)，v(p) 是 它 在 реи 处 的 
纤维 . ЗЕВАР (exponential mapping) ТМ — МҰ v 
上 的 限制 定义 了 一 个 映射 exp: у= M. 测 地 线 ? (一 
евр (26) (¿e y(p), 0®г&1) Ж СУ, ехрё) ЈА ЕЙ, 
当 卫 仅 当 exp E 2 80 9825 dyexp: Ту, — ТМ. 的 核 
非 零 ; 这 时 ， 核 的 维 数 就 等 于 测 地 线 的 退化 阶 数 - 
Ж з=у(б„)(0б<„&1) 称 为 7 沿 ? 的 焦 点 (focal point) , 
如 果 测 地 线 t-r yG) 是 (V, ?退化 的 ; ?的 退化 
阶 数 则 称 为 焦点 * 的 重 数 (mltiplicity of a focal рош). 
由 Sad 定理 (Sard theorem) ， 焦 点 的 集合 有 测度 零 。 
所 以 典型 的 测 地 线 是 非 退 化 的 ， ЖЕ 也 仅 由 一 点 pe M 
构成 (不 排除 p=g)， 则 焦点 称 为 点 了 沿 ? 的 伴随 焦点 
(adjoint focal point) , Morse 指 数 定理 (Morse index theo- 
rem)([1J)3832. 802880 Моле 指数 是 有 限 的 ， 而 且 


等 于 上 焦点 y(1) (0<t<1) 按 重 数 计算 的 个 数 . 
参考 文献 
[1] Morse, M., The calculus of variations the large, Алег. 
Math. Soc., 1934. 
[2] Ambrose, W., The index theorem in Riemannian gpome- 
чу, Am. of Matk., 73 (1961), 49 — 86. 
М.М, Постников, Ю.Б.Рудяк # 
I 补 注 】 测 地 线 的 Morse 指数 可 自然 地 推广 到 变 分 学 
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(variational calculus) РАТЕ. $ f 是 [0,1] x T ⁄ 的 开 
YE Z 上 的 实 值 光滑 函数 ， 屎 为 МХМ ХЖ 
ЖЕ. 令 C 为 如 下 的 光滑 曲线 wo:10.1] 一 好 的 空 
BJ. masa uni 1 阶 节 位 于 Z 中，R(w(0),w(1)) € 
R . 这 于 C 是 一 个 Banach 流 形 ， 其 上 有 光滑 泛 函 


For | ти. ш, 42. (дуй. 


于 是 考虑 F 在 临界 曲线 以上 的 Morse 指数 ;车 5 一 
(xD 在 xs=oft в=(6о/40)( 0), tei0,1] 处 的 
Hesse 式 基 正 定 的 ， 则 Morse 指 数 是 有 限 的 (Legendre 条 
件 (Legendre condition)) . 
参考 文献 
ТАЦ Milnor, 1., Morse theory. Princeton Univ. Press, 1963 
【 中 详 本 : 米尔 诺 , 英 尔 斯 理论 , 科学 出 版 社 ，1988). 
ГА2] Klingenberg, W., Riemannian geometry, de Gruyter, 


192. 
[АЗ Ktingenberg, W., Lectuns on closed geodesics, Spnng- 
er. 198. 齐 民 友 ж 


Morse 不 等 式 [Morse inequalities ; Морса неравенства } 

由 Morse 理论 得 出 的 不 等 式 ， 它 把 一 流 形 上 Morse 
钞 数 的 临界 点 (critical point) 的 个 数 与 流 形 的 同调 不 变 
量 联系 起 来 . 

令 f 为 一 区 福 的 nn 维 (无边) 流 形 上 的 Morse š 8 
(Morse function) ， 而 且 有 有 限 多 个 临界 点 . 这 时 同调 
群 (homology group) H,( M) 是 有 限 生成 的 ， 因 此 由 其 
Ë r,=rk(H,(M)) SË t,=t(H,(M)) ie (- КА 
有 有 限 生成 元 的 Abel РА J ФЕ ( torsion rank of ап 
Abelian group) ВЕ АЯТЕ ЖЕЛКИ ch ñ SEE 
МЯЛ, ВЕ л TR KOT PIKA TE 
Ф) . Morse 不 等 式 把 具有 Morse 指数 (Morse index) д 
的 了 之 临界 点 个 数 m, 与 这 些 秩 联 系 起 来 ， 其 形 如 


ritti tt Sm,, A=0, ,ns 


N А 
УС), 0-0 т, A=0, 


0 En 


当 4=n 时 ， 最 后 一 个 Morse 不 等 式 成 为 等 式 ， 故 
LC 0 ткм), 
xz (M) 是 М Юй Е (Euler characteristic) . 

Morse 不 等 式 也 对 三 元 组 (W, V,, V,) üJ Мове 
Ж, ЛЕНЕ Н, (М) 用 相对 同调 群 H, (W. 
У) КШ, 

В Morse 不 等 式 ， 具 有 “大 ”的 同调 群 的 流 形 不 
会 有 临界 点 很 少 的 Morse 函数 ， 引 人 注意 的 是 ，Morse 
不 等 式 中 的 估计 是 不 可 改进 的 : 在 维 数 п> 6 Bb B] ЖОЕ 
通 流 形 上 ， 有 Мове 函数 使 Morse 不 等 式 成 为 等 式 
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《Smale 定 理 (Smale theoren)， 见 [3])》. 特别 是 在 任 -- 
个 同 伦 等 价 于 球面 S'(nPO Е M 上 、 有 --- 个 其 
有 两 个 临 田 点 的 More 消 数 ， 出 此 立即 可 得 ( 见 Morse 
ЗВ: (Моге ооу) M 同 胚 于 S" ( 见 Ройкаге 猜想 
(Poincaré сопјесіше)) , Smale 定理 还 可 以 类 似 地 用 来 
ЗЕЙ Р А Б ЮЙ. 

Morse 不 等 式 的 类 似 物 也 对 无 限 维 Hilbert 流 形 上 
的 Моге Ж f: X— R 成立， 这 些 不 等 式 (对 了 的 任 
意 正则 值 a,beR，a<) 把 具有 有 限 指 数 4 而 且 位 于 
f '[a,b] 中 的 临界 点 的 个 数 mifa.b) SÉ H,( M°, 
M°) PJ r (а,Ь) RER ru (а, Б) 联系 起 来 ， 这 里 
М7 ,с], ШЖ 


т. (4,5) +2, (a,b)+5 (a b) < m,, 


EC (а, вуху (ре 


=u 


4501,5 


当 4 充 分 大 时 ， 后 一 个 不 等 式 成 为 等 式 . 
参考 文献 
[1] Morse, М., The calculus of wariatioms in the large. 
Алаг. Math..Soc.., 1934. 
Ё2} Smale, S., Generalized Poincart:s conjecture іп dimen- 
sions greater than four, Аня. оў Math., 74( 1951), 391— 
4. М.М .Постников,К) Б.Рудяк 扎 


ИКЕ Мое 不 等 式 的 另 一 种 形式 如 下 ， 见 [Ai], 
对 Моље #7 АЖ 


MN= У, 
Г 


Жз} МЕТ pR, ¿(p 是 pp 点 关于 了 的 指 
数 . 在 紧 情 况 下 ， 这 个 和 是 有 限 的 ， 因 为 临界 点 是 离 
Ж. 多 项 式 M, (Г) 也 称 为 /的 Morse #2919 (Моге 
polynomia) ， 它 在 下 述 意义 下 以 流 形 W BJ Poincars 多 
项 式 为 ~ 界 . Ф 


P.(W)=X rdmH,(W;K), 


这 里 的 同调 是 相对 于 茶 个 国定 的 系数 域 尺 取 的 ， 于 基 
以 下 的 Morse 不 等 式 成 立 ， 对 任 一 非 人 退 化 的 / 必 有 一 
ВАЕ А О (Г) наг. В 


м(-Р,(Ду=й+). 0,07). 


参考 文献 
ГАІ] Bott，R.，Lecturs оп Море theory, old амі new, 
Bull. Amer Май. Soc., 7 (1982), 2, 331 — 398. 
[ A2] Milnor, J,, Morse theory, Princeton Univ. Ривз , 1963. 
《中 译本 : 米尔 诺 ， 莫 尔 斯 理论 ， 科 学 出 版 社 ，1988} 
[АЗ] Palais, К. S., Моде theory on Hilher manifolds, 
Topoloay , 2 (1963), 299 — 340. 齐 民 友 ж 


Моге 引 理 [ Morse lensna ; Морса лемма| 


ЗЕ Е ОГОЙ ВА СЭР (вепп) 的 构造 的 一 
个 命题 . Фу: R'- ВАЕ СОЕ, ТЕ 0ЄВ" 有 
АБВ ян (critical point), ЖЖ 0 09 3 4838 U :P 
必 有 一 局 部 坐标 系 (Е) х, х, DL O BUR, 
使 对 -~- 切 xeU 有 

го) Ott . 


这 里 的 数 1(0< is 站 称 为 了 的 临界 点 的 Morse 指数 
(Morse index) . я f : C" — C 也 有 类 似 的 Morse 
З, BB /在 .- 非 退化 临 措 点 ( 换 一 个 名 词 即 散 
点 ， 见 款 点 法 (saddle point method)) ОС" 附近 为 
全 纯 ， 则 在 0 的 某 个 邻 域 口中 有 一 局 部 华 祭 系 z1，…， 
z， 使 得 


Са) +++ 
Morse 引 理 也 对 一 可 必 обвал 空间 五 上 
ЮЕ Из. 邻 了 在 一 非 退 化 临界 点 08 E 
的 某 邻 域 中 为 二 次 CFrschet) тр. 于 是 有 0 点 的 两 
Ле И, USE 以 及 一 个 微分 间 皮 (坐标 卡 ) 8: U 
一 VY(9{0)=0) 使 对 所 有 的 xeU 有 


ХО) РСС) НС Po. 


ЖШР:Е ~ 上 是 连续 正 交 投影 是 恒 等 算 子 . 维 数 
dirn Im (1— P) 即 f 的 临界 点 0&E 的 Morse 指数 ， 维 数 
dimIm P 为 其 余 指 数 . 
参考 文献 
[1] More, M., The calculus of variations іп the large, 
Апкг. Math. Soc., 1934, 
М.М. Постников, Ю.Б .Pyrar E 


DHE] Morse 引 理 可 以 推广 到 以 下 情况 ， 

同 变 Morse 3138 (equivariant Morse lemma) 考 虑 一 
лейб лсе C, ЕС БЮ ЖСН 
性 作用 下 不 变 , 车 了 在 0 有 一 临界 点 而 临界 值 为 0， 则 
它 可 用 一 个 在 点 0 的 双方 全 纯 的 而 且 是 G 不 变 的 自 变 
重 变换 化 为 其 二 次 部 分 . 

类 似 的 同 变 Morse 引 理 在 实 解 析 利 可 微 情况 下 也 
Ё. 见 [AI] 和 [A2]. 

依赖 于 参数 的 Morse 引 理 , 46 7: "ХВ В Е 
义 在 人 0， ‚0) ЖАНА; ГДК. 605,4) еВ" 
xR', 设 D,f(0,0)=0 而 且 p2 700,0) 为 非 奇异 的 ， 
这 时 在 (0,0) 863 OR E (2, д) 使 


fO) f(x D+ CAz,D. 


这 个 公式 中 x({2) 是 方程 Df (х,у) =0 的 局 部 解 而 且 
х(0)=0. 它 的 证 明 是 无 参数 情况 的 证 明 的 修正 . 
[А3], 502 页 是 一 个 好 的 参考 . 
参考 文献 

ГАТ] Amol,d, У.1., Wave fiont evolition and фе equivariant 


Мос lemma , Comm .Pure Appl. Math ,29 ( 1976), 557 
= 582. 

ГА2] Арнольд, B. H., Варченко, А. Н., Гусейи -заде, 
С. М., Особенности диффенцируємых отобраҳсе - 
ний, М., 1982( 英 译本 : Атега, V. 1., Gusein - 
Тайс, 8. М. and Varchenko, А. N., Singularities 
of dufferentiable maps, 1, Birkhauser, 1985). 

{ АЗ] Hërmander, L.., The analysis of linear partial differen- 
tial operatom, Vol. 3, Pscudo -differential operators , 
Springer , 1985. 

[A4] Palais, R. $., Morse theory on Hilber manifolds, То- 
ооду, 2 (1963), 299—240. 齐 民 友 W 


Morse -Smale 系统 [Morse -Smale system ; Mopca - Cu e- 
йла eereMa]，Morse -Smale 动力 系统 (Morse-Smale 
dynamical system) ` 

紧 的 (通常 为 于 的 )m ИЛИ M" 上 的 (出 一 微 
分 同 胚 5， 这 时 称 为 Morse -Smale I ZY |F] £. ( Morse - 
Srmale diffeomorphism) 生 成 的 ) 光滑 流 【 连 续 时 间 动 力 
系统 (Пом (continuous -time dynamical system)) ) í S, 1 
或 瀑布 (cascade)( 即 离散 时 间 动 力 系 统 ) {8" }， 具 有 
以 下 性 质 : 

1) 此 系统 有 有 限 多 个 周期 轨道 (包括 瀑布 情况 下 
的 不 动 点 } 和 ( 流 的 情况 下 ) 的 平衡 状态 - 

2)1) 中 所 说 的 每 个 轨道 均 有 局 部 结构 稳定 性 
(local structural stability) (通常 其 定义 要 求 相应 的 线 
性 化 系统 有 等 价 的 性 质 ) . 这 就 保证 了 对 于 每 个 这 样 的 
轨道 存在 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 W' 和 WW"( 车 此 轨道 
荐 稳定 的 ， 或 完全 不 稳定 的 ， 则 剑 。 或 相应 地 W, 
化 为 此 轨道 本 身 ); W* 的 维 数 称 为 此 系统 的 指数 
(index)， 指数 是 一 光 少 函数 J: M -> R fB bB бя 
点 {或 平稳 点 ) w. 的 Morse 指数 (Morse index) 的 推 
广 ， 因 为 后 者 与 梯度 动力 系统 (gradient dynamical 
system) 

W= v f(w) (1) 
的 平衡 点 的 指数 是 相等 的 , (1) 的 梯度 是 相对 于 M 上 任 
一 个 Riemann ЖЖ МЮ. 

3) 1) 中 所 讲 到 的 轨道 的 不 变 流 形 横 截 相交 ( 即 若 
мей! ПИ, ДТ ШАТ, Wi + T, = 
T.M). 

4) 所 有 其 他 轨道 当 t 一 土 % 或 n 一 со 时， 趋 
向 1) 中 所 讲 到 的 轨道 之 一 . 

5) # 可 有 边界 ， 则 对 系统 在 边界 附近 的 性 态 应 
加 某 些 条 件 . 对 于 流 (迄今 只 考虑 过 这 种 情况 ) 通 常 要 
求 相 速 度 向 量 总 是 横 堆 于 边界 。 

Morse -Smak 系统 是 结构 稳定 系统 { 见 粗 系 统 
(rough system) ([1])). Morse -Smale 系 统 的 特 鹿 在 开始 
时 就 是 联系 着 这 种 系统 来 讨论 的 一 一 这 些 特例 就 是 平 
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ЖЕР Ий (更 详细 的 讨论 见 [2]) 5 B] ЕН; 
{ 见 [4] [6]) . Morse -Smale 系统 的 一 般 情况 是 S . 
Smale 引 和 的， 他 对 闭 的 M 218 T Morse -Smak Ж 
统 、 对 平 它 证 明了 以 下 的 Moe -Smale 不 等 式 (Morse 
-Smale inequaliies) . 对 一 瀑布 ， 令 mh, 为 指数 为 1 的 周 
期 点 个 数 ， 对 于 流 则 m; 表 示 指 数 为 i 的 平衡 位 置 个 数 
与 指数 为 ;和 it1 的 周期 轨道 个 数 这 三 个 数 的 和 . 于 
是 对 于 1=0, 5, m, 

У (т, 2 (-1'%,,. (2) 

Бы ГЕЈ 
b, МАЖ 11° Вий 8 ( Betti numbery (车 2) 中 引入 
的 W W Edi — B Bš АГАЕ P 80, ЖЕНЕМ СЇЙ 
域 上 取 Betti 8) . ет, BJ (2 成 一 等 式 - 

不 等 式 他 外 广 了 对 于 具有 非 退 化 临界 点 的 光滑 函 
ЖРМ 及 的 通常 的 Morse 不 等 式 (Morse inequali- 
ties) . 也 就 是 说 ， 把 (2) 式 应 用 于 系统 (1) ( 它 实际 上 不 
必 是 Morse -Smale 系 统 ， 所 以 需要 一 些小 的 附加 的 论 
证 , 见 [7],{8]) 即 得 Morse 不 等 式 , 

研究 过 在 一 已 给 的 合 痕 类 中 ， 何 时 有 Morse -Smale 
ЖЛ ПИЖ ( 见 [9],[10]) 的 问题 ， 以 及 对 Euler 示 性 数 
为 零 的 M” ， 对 非 奇异 向 量 场 的 同 伦 燃 的 类 似 问题 (这 
时 对 产 >4 答 案 是 上 表 定 的 ， 见 [11]) .对 于 m=2 时 的 
Ж ( 见 [12],[13]) Ж т: д НИ ( 见 
[14],[15])， 已 经 弄 清楚 了 ， 是 哪些 拓扑 不 变量 决定 
两 个 Morse -Smake 系统 的 拓扑 等 价 性 ，( 在 二 维 情况 
下 ， 这 个 辣 题 已 经 对 更 宽 的 一 类 流 和 解决 了 ( 见 [3]， 
116])，m==1 的 情况 是 不 足 道 的 .) 
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[ 补 注 】 КЕЖЕ (2) 时 常 称 为 周期 轨道 和 不 变 点 的 
双 曲 性 (hyperbolcity) (ЮЖ (hyperbolic seb) . 
ЖЕ (4) 连 同 条 件 (ale kytin F: 非 游 蕊 集 ( 见 非 
游荡 点 (non -wandering point)) 只 由 有 限 多 个 周期 加 
道 和 不 变 点 《出 { 力 ， 它 们 都 是 双 曲 前 ) 构成 ， 
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[A4] Maller，M.，Fited diffeomorphisms of non-simply 
connected mmanifokis, Topology, 19 ( 1980), 395 ~ 410. 
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Morse 出 补 术 [Morse smgery ; Морса перестройка], 
亦 称 换 球 术 (surgery ) 

光 少 演 形 的 一 个 变换 ， 对 此 变换 ， 交 滑 函 孝 的 水 
平流 消 被 安置 在 通过 非 退化 临界 点 (critical рош) 的 
通道 上 ; 在 流 形 的 拓 扩 中 ， 这 是 最 重要 的 结构 . 

设 V 是 一 光滑 的 п 维 流 形 《 虑 边界 )， 在 其 内 
(光滑 地 ) ВА (2-1) 维 的 球面 9 . 假定 3 


在 УФА (normal bundie) 是 平凡 的 ， 即 si! 
在 VV 中 的 闭 管状 邻 咸 (tubular neighbourhood ) Т ЖЖ 
为 直 积 T= Six p'iti 其 中 рб! 是 一 
一 4+ 1 ний. жеж тан ЛЕ, 
从 V 中 移动 了 的 内 部 ,得 到 一 个 流 形 ， 它 的 边界 分 
成 球面 的 乘积 577! x 5"-* ,但 流 形 Di x 571 从 好 
有 相同 的 边界 .通过 -~ 个 保持 Si x 5"-! 的 积 结构 
的 微分 同 胚 ， 将 Улат 和 рх 8"-* 的 边界 相 
аа, ЖИТА У, 这 就 称 为 V 
W 077 ШНА (тәш of surgery). 

在 割 补 术 的 实现 过 程 中 ， 给 出 57 М т 
直 积 的 一 个 分 解 是 必要 的 。 那 就 是 Si- : 在 V 中 的 法 
时 的 平凡 化 【tdvialzation ); 在 这 一 点 上 ， 不 同 的 平凡 
化 【装配 ) 基本 上 给 出 不 同 的 【其 至 同 伦 的 ) ШЖ У". 

数 À 称 为 割 补 本 的 指数 ( index of the surgery)), 而 
偶 对 (А,л АУЕ ИЕ (пуре). 如果 y” да 
过 型 (4,n 一 4+ 1) 的 割 补 术 从 V 得 到 的 ， 那 么 
是 通过 型 (n 一 +1,4) ВАРКА У" 得 到 的 . М 
1=0,V' ж F( 它 可 能 是 空 的 ) 和 S" 的 不 交 并 .对 
于 分 片 线性 和 拓扑 流 形 ， 也 可 产生 章 补 术 的 构造 . 

例 对 了 = S 和; = 2, 割 补 术 的 结果 是 球面 的 
不 交 并 ， 而 对 1 = 1 是 环 面 . 对 V = 8; 和 1 = 2, 得 
到 积 S' x 55У = St 和 4=1 的 情 形 更 为 复杂 如 
果 8:-! =S! 是 用 标准 的 方式 (作为 大 圆 ) 被 嵌入 S° 
中 ， 则 依赖 于 法 从 的 平凡 化 的 选择 ， 得 到 所 有 的 到 第 
空间 (lens space); 然而 ， 如 果 考虑 到 5! 的 纽 结 ， 则 
仍然 得 到 3 维 访 形 的 一 个 较 大 的 集合 ， 

如 果 V 是 一 个 m+1 维 流 形 M 的 边界 ， 则 六 
将 是 流 形 M' 的 边界 ， M 是 从 M 通过 精 上 M 的 
少数 的 环 柄 而 得 到 的 ， 特 别 地 ， 如 果 f 是 M 上 的 光 
И, АША a < b E, А Г [а,Ь] 是 紧 的 
且 含有 唯一 的 丰 退 化 临界 点 р, 则 通过 指数 д HE 
术 从 Ve= f (a) 得 到 t= 7 (b), 其 中 2 Ë p 
的 Morse 指数 ( Morse index). Ж-НА, 8 
教 1 的 流 形 У ЕТА у" 定义 了 一 个 下 配 边 
(bordsm) (ЖО (cobordsm))(W; VV')( 从 积 x 
10, 1] 通过 将 一 个 指数 1 的 环 柄 粘贴 到 它 的 “右岸 边 
B'V x (1] 而 得 到 )， Еа (ИУ, У) 上 ， 
存在 带 指数 1 的 唯一 临界 点 的 More 函数 {Mosc 
function); 然而， 任何 一 个 定义 了 这 样 的 Моле 8k 
的 下 配 边 (分 ;VV') 用 这 种 方法 被 得 到 . 因此，( 从 
在 三 元 组 上 Moise ШОШ FE tE) PT A B| ii, И-И 
жшт» Ая —1 Et RP MM AS 
到 ， 那 么 ， 它 们 是 下 配 边 的 . 

以 定向 的 论述 上 的 热 知 前 预防 办 法 ， 定 向 流 形 上 
的 割 补 术 的 结果 还 是 一 个 定向 流 形 一般 地 ， 对 任何 
АНЖИ (В, о) (И СВ, р) 结构 ((B,o)-structure)) 
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AR (В,Ф) Я Л ( ( B, )-surgery) МАМЕ EH fa 
的 ， 与 此 相关 地 ， 如 果 两 个 流 形 用 有 限 个 (也 ,9) ЖЗ 
术 的 序列 相连 接 ， 则 这 两 个 流 形 是 〈《B ,op) 下 配 边 的 . 
制 补 术 在 流 形 的 撼 扑 中 的 重要 作用 通过 下 面 的 事 
实说 明 ; 允许 “精致 地 ”[ 不 损害 流 形 的 各 种 性 质 ) BE 
“多 余 的 " 同 伦 群 (在 同 伦 论 中 ,运算 通常 用 于 这 一 目 
的 ， 即 “ 粘 " 胞 腔 的 运算 ， 立 即 导出 流 形 的 分 类 )， 实 际 
上 ， 关 于 流 形 上 的 结构 的 所 有 分 类 定理 都 基于 这 个 
间 题 : 给 定 一 个 从 闭 流 形 M 到 CW 复 形 X r WB: 
ЯМ — X, ИЕ ТОО (И; М, А) 和 映射 
F:W ХА Fl, =f 和 F|: N Х 8] 
伦 等 价 . Wik СТАО В 483842 К РАА 
ЖН f.: m (M) 一 x, 六) 的 核 ( 其 中 x, 是 同 
伦 群 )， 如 果 成 功 ， 那么 ， 得 到 的 映射 是 一 个 同 伦 等 
fr. 相应 的 障碍 的 研究 (位 于 所 谓 的 Wall ЖР, Ж. 
[4] 和 Wall ## ( Wall group )) 是 代数 K 理论 (algebraic 
K - theory) НЕНИИ ЖОО —. 
参考 文献 
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М. М, Постников, Ю.Б. Рудак 所 
【 补 注 】 在 割 补 术 和 Мове #022 ТЕЗИ Зе К X: 
系 ， 如 上 所 指 ， 这 就 是 为 什么 在 修文 文献 中 ， 术 语 
Morse 割 补 术 频繁 地 使 用 .在 西方 文献 中 ， 芥 单 地 说 
割 补 术 ,构造 是 由 J. W .Morse 发 明 的 《[A4]). 
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出 版 社 ，1988) 
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Morse 理论 [Morse theory ; Морса теория] 
基于 M ,Morse([1]) 的 思想 并 描述 了 拓扑 空间 的 
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代数 拓扑 性 质 及 在 其 上 的 函数 ( ps) 的 极 值 性 质 之 间 
的 关系 的 三 种 不 同 埋 论 的 共同 名 黎 . Morse 理论 是 大 
分 学 (variational calculus in the large 或 calculus 
of variations in the large) 的 一 个 分 支 : 而 后 者 更 加 广 
E: 例如 ， 它 包含 范 团 的 理论 (ҺЕ ( Люстеринк- 
Шнирельман 意义 下 的 ) ( category (іп the sense of Lyus- 
ternik -Shnirel-man ))). 

1) 光滑 流 形 M 上 的 光滑 函数 的 临界 点 (critical 
point) 的 Мове 理论 (简单 地 ，Morse 理论 1) 分 两 
个 部 分 : 局 部 的 和 整体 的 ， 局 部 部 分 关系 到 光滑 落 数 
的 临界 点 的 思想 ， 函 数 在 它 的 临界 点 处 的 Hesse Ж 
{ 见 Hesse 式 ( 函数 的 ) ( Hessian of а function)), 临界 
点 的 Mare 指数 (Morse index) 等 . 基本 的 结果 是 
Моге #|4Ё ( Morse lemma ), 它 阐明 了 光滑 函数 在 非 退 
化 临界 点 的 一 个 邻 域内 的 结构 . 

光滑 函数 在 退化 点 的 邻 域内 的 研究 ， 严 格 来 说 不 
属于 Morse 理论 ， 它 其 实 属于 可 徽 映射 的 硼 点 〈 singu- 
larities of differentiabk mappings ) 的 分 离 理 治 , 

在 整体 Morse 理论 中 的 基本 结果 如 下 . 设 / ЖЖ 
滑 流 形 M 上 的 一 个 函数 .如 果 集 合 (а) 不 含有 了 
的 临界 点 并 且 不 与 M 的 边界 相交 ЖА М°= 
"(= =,а) 是 一 个 带 有 边界 f '(a) 的 光 清 流 形 .如 
果 集 合 f  [a,b] 是 紧 的 ， 不 与 M 的 边界 相交 ， 日 
不 包含 了 的 临界 点 ， 那 么 ， 存 在 一 个 光 少 的 同 瘦 A: M 
> м,0&г<1 (通过 沿 了 的 梯度 的 雪 道 移动 来 实 
Ж), Шел, =, ШЖ h, 微分 同上 县 地 将 M* 映 
到 M° F. 特别 地 ，M* КТЕ M° 并 且 包 含 映 
# м< M° 是 一 个 同 伦 等 价 ， 

如 果 f '[a,b] 是 紧 的 ， 不 与 M 的 边界 相交 ， 
并 县 恰好 含有 一 个 Morse 指数 д 的 临界 点 pef-l(a, 
b), 那么 M° 微分 同 胚 于 从 M° 通过 精 上 一 个 指数 
ВОЯ ( W, Morse ЖИР (Моге surgery )) 所 得 的 
流 形 . 特别 地 ， 如 果 p E / 的 唯一 整体 极 小 点 ， 那 么 
对 一 个 小 的 & > 0, 集合 М ЛИТРИ р". 
ЖФ п= тм. 因此 得 到 : ШЖ M 起 一 个 恰好 会 
两 个 临界 点 ( 两 个 都 非 退 化 ) 的 函数 的 闭 光 滑 流 形 ， 那 
么 M 通过 沿 它 们 公共 边界 装 贴 上 两 个 光 清 回 盘 得 
到 ， 因 此 ， 它 同 胚 (但 一 般 情况 下 不 微分 同 胚 ) 于 球面 
3 

因为 粘 一 个 指数 1 УА а Р — 
4 的 胸腔， 所 以 立即 得 到 下 面 的 Morse 理论 1 的 基本 
定理 (fnndamental theorem of Morse theory 1): Ўй 
流 形 МОЛ) 上 的 每 个 Моге 函数 ( Morse func- 
tion )/ 对 应 一 个 同 伦 等 价 于 M 的 CW 复 形 (CW-com- 
Plex ); 它 的 胞 腔 在 双 射 对 应 中 与 了 的 临界 点 相对 应 ， 
胞 腔 的 维 数 等 于 相应 的 临界 点 的 指数 ，Morse 不 等 式 
(Мохе inequalities ) 扔 这 个 定 埋 的 直接 的 结果 . 对 三 


834 MORSE THEORY 


ВИН (W Р, И) 土 的 Morse 函数 一 个 类 似 的 定理 是 
有 效 的 

2) Riemann 流 形 上 的 测 地 线 的 Моле 理论 (简单 
地 党 Morse 理论 2) 叙述 了 具有 Remam 度量 g, 的 
ЭФ ЯЕ M ВЕ BJ (loop space) QM #09106 
Ж. 它 的 目标 是 将 Morse 理论 1 的 结果 转换 到 这 个 空 
问 【 更 正确 地 ， 到 它 的 一 个 相宜 航模 型 ) .在 这 里 ， 
通过 一 个 作用 泛 冰 请 ( 有 时 称 为 能 量 汪 函 。[5]) 来 起 
作用 ，E 定义 在 分 片 光 背 的 道路 @;t — o (0) (0<t< 
1) 的 空间 PS(M) 上 ， 在 局 部 坐标 x!，,…, x” 中， 它 
在 道路 o SPS(M) 上 的 值 用 公式 

ñ 


E(w) = [ааах 
; 


来 定义 ,在 Morse НЕН, ЖЕТ КАЎ 

= ‚ 

L(o)= {ао ， 
; 


但 因 许 多 技术 理由 ， 结 果 E 是 较 好 的 . 同时 ， 的 极 
值 曲线 ( 即 道路 wsPS (М), 对 它 ， 由 E 的 变 分 ó E 
定义 的 线性 泛 函 E. 在 T, БЕ) 在 它们 的 自然 参数 
中 与 度量 g, КИШ (ТУҢ L 的 极 值 曲线 ) 相 一 致 . 

ярж q Ж M 的 两 个 点 (不 必 相 异 ) 和 (Mi 
P.4)SPS(M) 是 连结 p 和 9 的 分 段 光 请 道路 的 空 
间 . 对 每 个 (ек, + 


Qi = QP(M;p,q) = E [0 N ?СМ;р,4). 
如 果 M 是 完全 的 ， 则 人 ?= E71[0, 站 人 (8, 的 内 


点 ) 是 光滑 流 形 B 的 形变 收缩 核 【deformation retract ), 
它 的 点 是 连结 p 和 4 具有 固定 连接 数目 的 :多角 测 地 


线 ” (特别 地 ， 使 得 B 包含 米 自 Q) 的 所 有 测 地 线 ) 、 


这 里 к'=Б\|„: B ~ R 是 一 个 光滑 函数 ， 对 任何 
4 <1 ЖЕ В = (EY '[0,4] 是 紧 的 且 是 0, 的 一 个 
形变 收缩 械 ，E' 的 临界 点 与 泛 函 5; Qi -~ R ЕШ 
曲线 相 一 致 ， 而 且 是 连结 p 和 q 的 长 度 小 于 VI 的 
测 地 线 ; Е' 的 临界 点 的 Мове 指数 等 于 相应 的 测 地 
线 的 Morse 指数 ; 在 测 地 线 yen? 上 的 5.. МФ 
BI N, 是 有 限 维 的 且 同 袍 于 在 相应 的 临界 点 处 的 
的 Hesse 的 零 空间 ， 特 别 地 ， 如 果 p 和 q AE Gd e 
结 它们 的 测 地 线 > ЕЖЕ, B) Е' 是 Morse 函数 . 
应 用 Morse 理论 1 , 通过 当 1 -~ 0 时 取 极 限 和 注意 
到 QS(M ;p,q) 同 伦 等 价 于 连结 p 和 4 的 所 有 连续 
道路 的 空间 Q(M ;p,q) 可 以 得 到 下 面 的 Morsc 理论 2 
ЖОМ 是 完全 Rimann 流 形 ，p 和 q 是 在 任何 连结 它 
们 的 济 地 线 上 不 共 饮 的 两 个 点 . 所 有 连结 p 和 4g 的 
道路 的 空间 O(M;p.4) 同 伦 等 价 于 CW 复 形 ， 它 的 
所 有 维 数 为 4 的 胞 腔 在 双 射 对 应 中 与 连结 p 和 gq 的 


指数 为 4 的 测 地 线 相 对 应 、 因 为 Q (M; p.q) 的 同 伦 
型 不 依赖 于 p 和 q 的 选择 ， 所 以 、 该 定理 特别 给 出 
了 闭路 空间 Q M. 的 间 伦 型 的 描述 . 

хая (10р, 对 不 可 缩 流 形 М, l| QM 
在 任意 的 高 维 数 有 非 半 几 的 同调 群 . 由 Мос 理论 2 
的 基本 定 埋 得 到 : 在 完全 Riemann 不 可 编 流 形 中 的 不 
共 轿 的 点 有 元 限 多 条 测 地 线 相 连 (通过 球面 的 例子 ， 
清楚 地 ， 通 常 这 些 测 地 线 可 能 是 一 条 周期 测 地 线 的 
—B). 

在 由 基本 定理 给 出 的 同 伦 型 的 捕 述 中 ，Jacobi 5 
( 见 Jacob 方程 (Jacobi equation) 和 Jacobi 向 量 场 
(Jacobi vector fied )){ 隐 含 地 ) 出 现 了 ， 因 此 ，Morse 
理论 在 流 形 的 曲率 和 它 的 拓扑 之 间 建 立 了 联系 ， 例 
ш, ШЖ М 是 在 所 有 2 维 方向 上 有 非 正 曲 率 的 完全 
单 连通 Riemann 流 形 ， 那 么 在 两 点 处 为 零 的 任何 测 地 
线 的 Jacobi 场 恒 为 等 . 因此 ， 这 样 的 流 形 的 闭路 空间 
具有 0 维 CW 复 形 的 类 型 ， 且 结果 (在 M 的 单 连通 
性 的 观点 下 }》 是 可 缩 的 ， 所 以 M 是 可 缩 的 ， 即 同 伦 等 
价 于 А". Morse 理论 的 一 个 更 确切 的 用 途 表 明了 M 其 
至 是 微分 同 胚 于 R"{ W[3], [5]). 

Morse 理论 在 Lie 知 前 拓扑 学 上 的 应 用 已 产生 出 
很 有 效 的 作用 {[2]). п, НЕН Й Le P G, 
空间 QG ЖЯ Аара ЕВ CW 复 形 的 同 伦 
型 . 这 里 的 顶峰 是 Bott 周期 定理 ( Вон periodicity the- 
orem), 它 在 K 理论 中 ， 进 而 在 整个 微分 拓扑 学 中 起 
者 基本 的 作用 ， 设 ОЖ ЕНЕ Q C U. C U. Сз 
序列 的 极限 ，O ВЕЕ СО, C 0... S Ж 
列 的 极限. Воп 周期 性 定理 断言 ， 存 在 同 伦 等 价 Q: U 
一 了,940 一 0、 其 中 о" 是 道 过 闭路 空间 的 函 于 的 
第 n 次 重复 .这 个 定理 容许 人 们 计算 同 伦 群 zU 和 
Kx.0， 因 而 对 i<24,j <n 可 计算 同 伦 群 zU, 和 
л,0,. 

Моле 理论 ?还 推广 到 М ЖИТ V,, V, 
Ке р.а 的 情形 .在 所 有 分 段 光滑 道路 ш: -~ 
10 生生 1 人 站 E 世 于 一 0 ПК РМР, 
V,) 上 研究 了 作用 泛 函 ， 道 路 在 其 端点 模 截 Fr 和 V|, 
而 且 建 立 了 该 证 函 的 极 值 曲 线 和 О(М;У„,У, ) 的 同 
伦 型 之 局 的 关系 . 相应 的 基本 定理 类 似 于 上 述 的 Morse 
理论 2 的 基本 定理 ; 困难 在 于 测 地 线 的 Morse 指数 的 
几何 解释 . 

3)Morse 理论 2 的 白 然 发 展 是 在 Banach (无限 
Ж) 流 形 上 的 光滑 函数 的 临界 点 的 Morse 理论 一 -Mo- 
зе 理论 3， 它 不 再 是 类 似 的 东西 ， 而 是 Моге 理论 1 
的 一 个 直接 的 推广 ， 当 前 ( 1989) Morse 理论 3 只 在 初 
级 阶段 ， 且 在 模型 Banach 空间 上 (在 可 分 的 和 Hilbert 
型 空间 上 )， 于 很 强 《 显 然 不 必要 ) 的 条 件 下 只 在 很 初 
步 的 关系 上 被 构造 ， 虽 热 已 经 在 完全 一 般 的 条 件 下 尝 


试 了 Мове B 3060888, IE 3384309208 4rbr 
时 ， 困 难 就 则 现 了 . 因此， 在 它 的 现代 形式 中 ，Mo - 
те 理论 3 几乎 是 Morse 理 沦 1 的 逐 宁 逐 句 的 重复 . (Ë 
得 提 到 的 唯一 差别 是 在 Morse 理论 3 中 ，f [а, Б] 
的 紧 性 由 Palais -Smale 的 条 件 C IU Л, Morse 87 
(Morse function )), 除 此 外 ， 在 所 有 有 兴趣 的 情形 下 都 
不 满足 ， 另 外 ， 虽 然 可 能 在 Banach 流 形 上 粘贴 一 个 
无 候 指数 的 环 柄 ， 但 考 霸 到 光 限 维 球面 的 同 伦 平凡 
Ж. 这 个 坏 梢 在 同 伦 型 上 是 无 效 的 ,因此 ， 只 有 有 限 
指数 的 临界 点 才 出 现在 Morse 理论 3 的 基本 定理 中 ， 
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【 社 注 】 Morse 理论 的 一 个 有 用 的 全 面 评述 是 1A1], 历 

史 的 注解 可 以 在 [A2]】 和 [АЗ] 的 1、7 节 中 找到 . 

对 其 有 奇 点 的 适当 的 空间 ， 存 在 ( 有 限 维 的 ) 光滑 
Моле 理论 的 类 似 物 推广， 称 为 分 层 More 理论 
(stratiñed Morse theory). Ж X 是 包含 在 光滑 流 形 М 
中 的 紧 Whitney 分 层 的 空间 ( 见 分 展 ( stratification ) 的 
补 注 )， 设 了 是 M 上 的 光滑 实 值 函 数 在 х Е 
制 . 了 的 一 个 临界 点 是 / 有 限制 到 2 АЈ ЕКЕ ЙН 
界 点 ,特别 地 ， 所 有 的 零 维 的 层 是 临界 点 ， 正 常 光滑 
函数 了 称 为 在 分 层 空间 X k 8 Morse 函数 ， 如 果 f 
满 是 
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4} 的 所 有 临界 值 是 不 同 的 ; 

b) 在 了 的 每 一 个 临界 点 p 处 ,了 在 会 有 р 85 
上 的 限制 在 р 有 韭 退 化 临界 

cj 了 在 临界 点 р 处 的 微分 不 使 异 于 含 p ЮЕ: 
何 层 5 的 切 空间 的 任何 极限 堆 化 ， 

结果 是 ， 临 界 点 的 集合 在 X 中 是 离散 的 和 临界 值 
在 R 中 是 离散 的 . 如 果 M = R", M| 三 上 从 点 geR" 
出 发 的 距离 函数 对 几乎 所 有 的 4 是 Morse 函数 Моге 
函数 在 所 有 带 适当 的 拓扑 的 正常 光滑 函数 的 空间 中 也 
形成 一 个 开 稠密 集 ， 

对 每 个 csR, 设 X. = [xeX:f(x)< с}, WJ ( 2 
下 上 的 一 个 Morse 函数 有 有 下 面 的 光滑 有 限 维 
Morse 理论 的 类 似 物 . 当 c 在 两 个 相 外 的 临界 值 之 间 
的 开 区 徊 土 变化 时 ，X 的 拓扑 型 不 变 ， 当 c( 从 下 
面 ) 踪 过 一 个 临界 值 c, 时 ， 对 足够 小 的 = ,XX.,， 的 拓 
扑 型 从 Х,_, 的 拓扑 型 通过 沿 子 空间 p 粘 进 一 个 适当 
ЮС) 空间 4 得到. 主要 的 差别 在 于 侦 对 { 4,B) 
可 能 大 大 地 复 罗 于 光滑 理论 的 偶 对 ( D' х р" ^,2р' x 
9D"…*), 其 中 р! Ж j 维 实 心 球 ， 又 ， 侦 对 (4,B) 不 
由 单个 整数 决定 . 像 通常 的 同调 关于 光滑 理论 那样 ， 
相交 同调 ( intersection homology ) 扮演 了 一 个 相对 于 分 
Ж Morse 理论 的 类 似 的 角色 , 在 光滑 理论 中 , ШЖ (А, 
B) 是 属于 临界 点 pes 的 偶 对 ， 那 么 ， 相 交 同 调 群 
IJH,(4,B) 对 除 i=n 一 s+4, 外 的 所 有 2, 其 
th, s= dim5,n= dimX, л, f ЖЕ p 点 处 限制 到 5 
上 的 Morse 指数 (Morse index) . 

通常 有 限 维 的 Morse 理论 有 其 他 两 个 重要 的 推 


Г 
K. 2 ТЕТ JLE iB fb ЕДЫ 
数 . Bi 了 限制 到 法 方向 上 是 非 退 化 的 . BL [А5]. 
等 价 博 形 。 这 应 用 于 Le ВЧЕН ТАТ Й. 
见 АТ). 存在 应 用 ， 例 如 二 维 的 Yang -Mi 理论 ( 见 
Yang -Mils 场 (Yang-Mils field)). 见 [A4]. 
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32 – 3⁄6 
[АЗЛ Klingenberg. W ., Riemannian gometry ， de Gruyter, 
1982. лн 译 


最 大 功效 检验 [most - powerful test; навболеє мощный 
критерий | 

在 一 场 具 有 给 定 显著 性 水 平 (significance level) 的 
检验 中 ， 坊 效 最 大 的 检验 , 设 需 要 根据 观测 结果 检验 
简单 假设 HH 对 简单 备 选 假设 Н; 又 设 给 定 容许 的 第 
一 类 错 保 概率 为 gx， 包 假设 吕 。 本 来 正确 、 却 被 为 检定 
Hi 对 上 | 所 建立 检验 否定 而 犯错 误 的 概率 . 统计 假设 
检验 理 沦 中 ， 在 所 有 用 于 检定 及 ,对 H 的 具有 同一 第 
一 类 错误 概率 的 ， 或 者 说 具有 相同 显著 性 水 平 的 ， 统 
计 答 验 中 的 最 大 功效 检验 称 为 最 优 检 验 ; 即 当 备 选 候 
设 开 ,成 立时 ， 最 优 检验 以 最 大 的 概率 否定 所 要 检定 的 
Н, 在 用 于 检定 简单 假设 号 。 对 简单 假设 H, 的 所 
有 水 六 о 的 统计 检验 中 ， 正 是 上 述 最 优 检验 称 为 水 平 x 
Ж КЭР . 因为 统计 检验 的 功效 与 Н, 本 来 不 正确 
却 试 接受 所 犯 第 二 奖 错 误 的 概率 之 和 等 于 1， 故 最 大 
功 笋 检验 的 概念 常用 第 一 类 错误 和 第 二 类 错误 概率 的 
语言 表述 : 最 天 功效 检验 ， 是 用 于 检定 往 单 假设 对 简 
单 备 选 假设 的 ， 上 其 有 给 定 第 一 类 错误 概率 的 所 有 统计 
检验 中 ， 第 二 类 错 汝 概率 最 小 的 检验 ，Neyman- 
Pearson 引 理 (Neyman-Pearson lemma) 在 简单 假设 场 
合 给 出 了 关于 建立 最 大 功效 检验 问题 的 解 . 根据 该 引 
理 ， 似 然 比 检验 (了 keihood-rati test) 是 最 大 功效 检 
Mk. 

当 两 个 相 王 对立 的 假设 地 ,各 H 是 复合 假设 时 ， 
建立 最 太田 效 检验 的 问题 ， 用 一 致 最 大 功效 检验 (uni- 
formly most-powerful test) 的 语言 表述 ， 只 要 这 样 的 检 
验 存在 ， 
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运动 [motion; движение ] 

保持 图 形 的 几何 性 质 《 维 数 ， 沙 状 等 等 ) 的 空间 
变换 ， 运 动 的 概念 是 由 Euclid 空间 中 国体 的 实 位 移 抽 
象形 成 的 。 在 几何 学 的 公理 构造 中 有 时 采用 运动 作为 基 
жи6. 
ЖЕНЕН ПВ ВАНЬ: Е E| е А В. 
持 丽 称 之 为 正常 (proper) 运动 (第 一 类 运动 (motion 
of the fist Kind) ) 或 者 反常 (improper) 89 
388) (motion of the second kind)). 


平面 的 正常 运动 在 一 正 交 坐标 系 (x, у) 中 可 用 
下 述 公 式 解析 表达 : 


X= хоб – ysinə +a, 
P= xsne +ycosp +b, 


这 说 明 平面 上 的 正常 运动 之 全 体 依赖 于 三 个 参数 а, Б, 
% .前 两 个 参数 刻 而 平面 沿 向 量 (a, b) 的 平行 位 移 
( paralle] displacement)， 和 而 参数 фр 刻 面 平面 围绕 坐标 
原点 的 旋转 . 正常 运动 是 围绕 坐标 原点 作 有 角度 为 o 的 
旋转 (rotation ) 和 沿 向 量 ( a,b) 的 平行 位 移 的 积 ( 复 
В). 任意 一 个 正常 运动 可 以 表示 为 一 个 平行 位 移 或 
者 围绕 某 一 点 的 一 个 旋转 、 

反常 运动 可 以 表示 为 

Ж = хоѕф + узшф+а, 


у= xsing — ycos@ + b, 


这 说 明 一 个 反常 运动 是 一 个 正常 运动 和 关于 某 一 直线 
的 对 称 {symmetry) 的 积 . 任意 一 个 反常 运动 是 某 一 方 
向 的 平行 位 移 和 关于 同一 方向 某 一 直线 的 对 称 的 积 . 

三 维 空间 的 一 个 正常 运动 或 者 是 围绕 某 个 轴 芍 一 
个 旋转 ， 或 者 是 一 个 平行 位 移 ， 或 者 可 以 表示 为 围绕 
某 个 轴 的 一 个 旋转 和 沿 与 该 轴 同 一 方向 的 一 个 平行 位 
移 的 积 ( 絮 话 运 动 ). 一 个 反常 竣 动 或 者 是 关于 其 个 半 
面 的 一 个 对 称 ， 或 者 可 以 表示 为 关于 某 个 平面 的 一 个 
对 称 和 围绕 垂直 于 该 平面 的 某 个 轴 的 一 个 旋转 的 积 ， 
或 者 可 以 表示 为 关于 某 个 平面 的 一 个 对 称 和 沿 平行 于 
该 平面 的 方向 上 的 一 个 位 移 的 积 . 

在 空间 直角 坐标 系 《x, у, 2) 中， 运动 的 解析 表 
达 式 是 


Gxt dy +азғ+а, 


x 
ў=ах+а„у+а„2+Ь, 


арх ny + oaz+ ce, 


ФЕ Па, 的 元 素 满足 下 列 正 交 条 件 ; 
а,а,,+ а,.а„,+ ауа, = 5, 

(кеев д1, 7650) 3,0). алев 
байа АО, ЧАРЕ ЕВИ 1 还 是 一 ] . 
见 正 交谈 换 (orthogonal transformation ) - 

类 似 地 、n 维 Euclid 空间 的 一 个 运动 在 直角 坐标 
系 中 用 一 正 交 怎 阵 4 = Па, | 来 解析 表达 ， 其 中 
“б, 


Riemann 空间 的 运动 (motion of а Riemannian 
space) 是 一 个 保持 对 应 的 线 的 长 度 的 C'(s> 2) 类 连 
续 可 微 一 一 观 射 ， 空 间 的 线束 


4з® = gy (xX ,x dx dx 


在 运动 下 不 变 ， 式 中 求 和 取 遍 指数 а, 1， 运动 的 解析 
定义 式 就 是 一 些 以 初始 点 М(х) 的 坐标 表示 变换 之 后 
的 点 М(х') 的 坐标 的 C" ЖШ f'(x): 

Pf =, рат, тон. (0) 
线索 的 不 变性 条 件 意 指 


ӧз" dx _ 1 у" 
P) FE =8,(x', 77, X). 


三 义 相对 论 的 Riemann 空间 中 的 运动 是 一 重要 概念 : 
在 强 非 对 称 重 力 场 里 固体 可 能 只 能 在 一 个 非常 有 限 的 
范围 内 发 生 位 移 ; 也 可 能 出 现 所 有 的 运动 都 不 能 进行 
的 情况 ， 此 时 在 任何 变换 之 下 度量 都 不 能 够 保持 不 
变 ， 换 言 之 ， 任 何 位 移 都 伴随 着 固体 的 变形 . 

仿 射 联络 空间 的 运动 ( motion of a space with an 
affine connection) 是 一 个 C:(s > 2) 类 连续 可 微 一 一 映 
射 ， 使 得 沿 任意 光滑 曲线 的 一 个 平行 向 量 声 成 为 变换 
后 曲线 的 尝 行 向 量 场 ， 仿 射 联络 Th( x) 的 对 象 { 见 几 
何 对 象 理论 ( geometric objects, theory of) ) 在 运动 下 映 
至 自身 , 反之 ， 任 何 将 仿 射 联 络 驳 至 自身 的 映射 (* 
是 一 个 运动 . 

运动 构成 一 个 变换 群 ( 见 运动 群 (group of mo- 
tions )). 它 是 空间 中 最 简单 的 变换 群 . 
参考 文献 

[1] Егоров, И, П., 
и псевклидовым үеометриям, Рязань, 1973. 
[2] Ёгорев, И. П., Движения в пространствах аффин- 


ga (x, 


Лекции по аксиоматикс Вейля 


ной связности, Казань, 1965. 
[3] Базылев, В. Т., Дуничев, К. И., Иваницкая, В 
П., Геометрия, т. 1 М., 1924. И. П. Егоров Ж 
[МЕ] Euclid 空间 的 一 个 运动 是 空间 到 自身 的 一 个 
等 长 映射 【sornetric mapping )、 关 于 各 种 Riemann 流 
形 所 客 许 的 运动 群 的 详细 信息 可 参见 [A3] . 
参考 文献 
[AJ] Ews, H., А survey of geometry ，Alyr & Васоп, 
1972. 
[А2] Kobayashi , $. and Nomizu, K., Foundations of di- 
fferential geometry , 1-2 , Interscience , 1963 一 1969. 
ГАЗ] Kobayashi, S ., Transformation groups in diffawntul 
#eometry , Springer , 1972. 杨 路 、 曾 振 柄 = 


主题 理论 [motives ，theory of ; мотивов теория] 

代数 簇 的 各 种 各 样 上 同调 ( cohomology ) 理论 的 挫 
Г. 在 经 典 的 对 应 理论 中 ， 代 效 曲线 发 的 Jacoki 行列 
式 ( Jacobian ) ní #fü Баа H ' (X , О), 这 个 理论 也 被 


用 于 研究 有 限 域 上 的 曲线 六 的 zeta Ж # ( 2eta -function). 


主题 理论 则 是 这 些 思想 的 系统 推广 . 主题 理论 具有 区 
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下 的 斌 性 质 : АРЛА ЕИ 63 ОЙТ L Éy А 
子 ， 这 些 上 同调 论 包 括 : ИПС ЕЖЕН NW Z 
典 奇异 上 同调 ; 所 有 1-adic 上 同调 论 ， 其 中 案 数 1 不 
等 于 基 域 的 特征 ; 所 有 的 蝇 体 上 同调 论 ， 等 等 ， 见 Well 
上 同调 ( Weil cohomology ). 

R V(k) E k E 3638538 ВН, ПЕ 
X > C(X) 是 从 V(k) 到 交 模 A 代数 范畴 的 整体 相交 
理论 ( intersection theory ), 其 中 A 为 一 同 定 的 环 . 例如 ， 
C(XD) 是 天 上 的 代数 闵 链 (algpbmaic cycles) 模 掉 一 个 
适当 的 【有 理 的 ， 代 数 的 ， 数 值 的 ， 等 等 ) 等 价 关 系 的 
类 所 组 成 的 周 ( 炜 良 ) 环 ( Chow ring), 或 C(X)= 
КОХ) Ë Grothendieck 环 ,或 CCX) = НХ) ЖШ 
上 同调 类 环 , 等 等 . 由 范畴 V(k)R + X 一 C(X) 
可 以 定义 一 个 新 的 范畴 ， 奸 对 应 范畴 CV (k), 其 对 象 
ЖЕ XeV(k), Ж X, 其 态 射 由 下 面 公式 定义 


Hom(K, Y)=C(X x Y), 


两 个 态 射 的 复合 就 是 通常 两 个 对 应 的 复合 ([1]), E 8 
Ф СЖ РКВ A 代数 的 范畴 4 (А), 那么 
CV(k) 是 分 次 对 应 的 A 可 加 性 范畴 ,此 外 ,CV (k) 
有 有 直 和 及 张 量 积 . 

ie СУЗА) 3 CV (k) 中 如 下 定义 的 一 个 子 范 
ж}: 其 对 象 为 V(k) В. БАРИ Юр, А 
V(k) 到 CV'(k) 有 一 个 自然 本 和子， 而 函 子 C 可 扩 
ЗЕНА СУК) 到 4(A) 的 一 个 画 子 了， 如同 C V(k) 
ЯН, ШЕЕ C V'(K)+b UE Abel 范畴 .把 它 的 伪 - 
Abel 完全 化 记 为 M¿ (k), БЕМ СУ (к) 形式 地 
添加 上 所 有 投影 p 的 象 而 得 到 的 .准确 地 说 ，M (k) 
ЛА (X, р), ЖШ Xe C V'(k), peHom( X, 
Ж), p: = p, Hom((X, p), (Y, 4)) 则 是 满足 op = 
4°] 的 对 应 f: X — 下 的 集合 横 掉 一 个 满足 gcp = 
род = 小 的 对 应 9. ЮЕ X + (X, d) 将 范畴 C V (k) 
WAS ME (K) 中 ,自然 函 子 А: V(K) = МАСК) 
称 为 主题 上 同调 空间 的 函 子 《fanctor of motive coho - 
mology spaces). М (к) ИЖЕ ЕШШ: (cate- 
Eory of effective motives ). 

设 p=(1xe)， 其 中 e 是 射影 直线 Pi 上 的 任何 
有 理 点 的 类 ， 又 设 L= (P', р), M| 


hb(P')= 10 L@ ЕФ. фі" 
Ж X =P (E) Y Fë Яг ЮЖН H J E N E 
化 ， 则 
вох) = @ (h(Y)@ L°). 
Нея е Л FEE, ШОШ EER ( 见 
11}), Abel 3026059 З (k [2]), ША Weil 超 曲 面 
的 主题 ， 也 已 算 过 . 
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主题 范畴 (category of motives) Mc (k) ЖА 
мо (6) 找 式 地 涨 加 上 主题 工 的 负 备 次 方 而 得 . 类 似 
于 1 进 上 同调 (1-adic cohomology), T = 1° ` 0 Tate 
主题 ( Tate motive). 用 个 作 张 最 积 称 为 用 Tate 主题 所 
£ (twgting by the Tate motive). 如 在 1-adic 上 向 调 论 
里 所 做 的 那样 ， 可 用 扭转 来 定义 主题 的 阶 Семей). мей 
БИ ТАНЯ КАЯ h: (К) > Me (k) 55 
一 个 函 子 的 复合 . 人 们 猜想 在 某 种 意义 上 ，AM。(K) 不 
依赖 于 C 的 相交 理论 ， 并 且 函 子 六 — h(X)kK 3 
ей 上 同调 的 一 个 《 泛 ) 理论 . 这 个 猜想 与 代数 闭 链 
的 标准 Grothendieck 猜想 ([5]) 有 密切 的 关系 (目前 ， 
即 1982 年 ，Grothendieck 猜想 尚未 被 证 明 ) . 
参考 文献 
[1] Manin, Үй. I. Corspondences, motives and mon - 
oidal transformations, Math. USSR Sb., 6( 1968), 4, 
439 ~ 470 (Ми. Sb., Т1(198), 4, 475 3507). 
[2] Шерменёв, А. М., < Уепеки матем. науку, 26 
(1971), 3, 215 – 216. 
13] Demazar М., Motives des уапйёв algebrnque, in 
Sem. Bourbaki, Бхр. 365, Lecture notes іп math., 
Vol. 180, Springer. 1971, 19 — 38 
[4] Kleiman $. L., Motives, їп Р. Holms (ed ..) , Alge- 
braic Geom. Proc. 5 -th Nondic Summer School 
Ма. Oslo , 1970, WokersNoordhoff, 1972, 53 — 96. 
[5] Kieiman , S, L ,, Algebraic cycks and the Мей сопс - 
tuns, in Dix exposs sur la cohonmlogie des schémas, 
North - Holland , 1968, 359 — 386 
В.А. Исковских 8 
【 补 注 ] 主题 理论 是 А. Grothendieck 在 60 # fü gË 
的 ,尽管 上 述 关于 代数 义 链 的 标准 簿 想 (standard con - 
jectues on algebraic сусев ) 尚未 被 证 明 ( 1989), 但 主题 
理论 在 若干 新 近 进 展 中 起 着 重要 作用 ， 例如: i) 对 
Deligne -Hodge 理论 ( Deligne -Hodge theory) 起 指导 作 
用 ; 让) 用 于 Abel БЯ) Hodge 闭 链 的 研究 ([A2])， 
这 里 用 到 一 个 销 稍 修改 了 的 主题 概念 ， 进 ) 用 于 有 限 域 
上 某 些 灸 的 周 群 的 研究 ([A3]); iv) 用 于 研究 有 关上 
函数 的 特殊 取 值 的 Belinson 猜想 (Beilimson conjec - 
tures)， 见 [A4]. 
参考 文献 
[АТ] Deligne, Р., Theory de Hodge I,, їп Actës de 
Congrës Intemat . des Mathtmaticiens, Nice , 1970, 
Мо. 1, Gauthier - Villas, 197], 425 — 430. 
ГА2] Deligne, Р.. Milne, Ј. 5.. Ogus, А. and Shih, 
К. (eds.), Hodge cycles , motives апа Shinmra чай - 
cties, Lecture notes in math., 900, Springer , 1980. 
ГАЗ] $ошё, С., Стопрев de Chow et К- theory des viri- 
etés sur un corps fini, Май. Ат., 268 (1984). 
317 — 345. 
ГА4] Каророп, М., Schappacher, N .and Schneider , P , 
(@&.), Beilinson"s conkctums on Special values of 


Z. - functions , Acad , Press , 1988. 
Шат ж ИА 校 


Монте & LP [ Менш loop ; Муфанг лупа] 
满足 下 列 (等 价 的 ) ЕДЕН АЗЕ (оор): 
x(y s xz)= (ху. x)z, 
(zx y)x=z(x (yx), 
xy + zx= x(yz , x). 
这 种 么 拟 群 是 由 К. Moufang 引进 并 加 以 研究 的 (和 1]). 
特别 地 ， 她 证 明了 下 述 定理 ， 说 明 这 类 么 拟 群 是 接近 
于 群 的 : 如 果 Moufang 么 拟 群 的 元 察 e, b 和 < 满足 
结合 关系 ab 。c = 4 ， bc， 则 它们 生成 一 个 结合 于 
么 拟 群 ， 即 生成 一 个 群 (group ) (Moufang 定理 ( Mou- 
fang theorem ))， 这 个 定理 的 一 个 推论 是 Moufang £ 
拟 群 的 双 结 合 性 ( di -associativity of a Moufang оор): 
名 拟 群 中 任意 南 个 元 素 生 成 一 个 结合 子 么 拟 群 . 
对 于 由 单个 等 式 


定义 的 交换 Moufang 么 拟 群 ， 下 述 定理 成 立 : 每 个 具 
有 п 个 生成 元 的 交换 Moufang 么 拟 群 都 是 中 心 宪 零 
№, ДАЖ n- 1(M1[2]). Р ЕНЕНЕ 
ХЫР ЕЖЕ (ЖЖ ( nilpotent group )) 类 似 ， 
за И ВЕТАР (ОЖ 同 源 (isogeny)) 一 个 
Moufang 么 拟 群 ， 则 它 汪 身 是 Moufang &Җ{ИЖ. Ж 
言 之 ，Moufang 么 拟 群 这 一 性 质 是 活性 质 . 进一步 地 ， 
同 痕 的 交换 Moufang 女 拟 群 是 同 构 的 . 
参考 文献 
11] Moufang В., Zur Struktur von Altemativkirpem ， 
Май. Am.. 110 (1935), 416—430. 
[2] Bruck, R. Н., А зшусу of binary зуйепк, Springer, 
1958. В.Д. Benoycoe Ж + ЖЖ 石生 明 校 


模型 曲面 [moulding awface ; резная поверхность] 

由 一 个 单 参 数 平面 族 的 正 交 雪 线 生 成 前 曲面 ， 模 
型 曲面 有 一 族 曲 率 线 是 平 末 曲 线 ， 它 们 同时 是 模型 昌 
面 的 测 地 线 ， 如 果 平 而 族 送 化 为 平面 束 ， 则 模型 曲面 
成 为 芒 转 曲面 (surface of revolution). 用 族 中 的 平面 截 
模型 曲面 所 得 的 截 线 称 为 子午 线 (meridians ), ҖЫЕЛУ 
线 称 为 模型 曲面 的 平行 线 《 parallels ). 所 有 的 子午 线 是 
合同 的 ， 所 以 一 个 模型 时 面 可 以 通过 一 条 平面 曲线 L 
(子午 线 ) 的 运动 来 产生 ， 要 求 它 所 在 的 平面 灌 着 某 
个 可 展 基 面 作 无 滑动 的 滚 劲 ， 该 可 展 曲面 称 为 模型 曲 
面 的 有 向 曲面 (directing surface), 是 它 的 一 叶 渐 届 面 , 
如 果 pfaj 是 一 条 平行 线 г КИШЕР, ЛА HE 
的 位 置 向 量 是 

r=p(uytn(o)p(u) + [(т)а(и), 


Ж p= 0900 + Bsin0,4 = — vsing + 3 о050,у #1} 
分 别 十 曲线 工 的 主 法 向 量 和 次 添 向 量 ，x 是 曲线 r 的 
挠 率 ，6 二 ~ [x du. 它 的 线 元 是 


ав = [1 +k{tsing— ycoso) Tadu + (n? +C) dw, 


其 中 00), (0) 是 工 的 方程 , 大 是 工 的 曲率 . 
И. X. Сабигов 所 
【 补 注 】 


参考 文献 
ГАІ) Darboux , С., Théorie générale des surfaos ,1, Chelsea , 
Ieprint, 1972, Sects. 85 — 87. 陈 维 桓 译 


流动 奇 点 [movable singular point; подвижная особая 
точка] 

微分 方程 F(z, м, w') = 0 ( Е ESA PSS ) 的 
解 w{z) ЮН, eh w(z) 被 看 作 复 变 量 z КИН 
数 ， 使 得 同一 方程 当初 值 与 原来 的 值 接近 时 的 解 具有 
与 ze 接近 但 不 重合 的 麻 点 . 下 列 方程 给 出 了 流动 奇 


点 的 经 典 例子 : 
dw „ P(z,w) 
dz 0(=, ж)’ 


其 中 P 和 Q 是 С? 空间 中 某 一 区 域 上 的 全 纯 函 数 . 
如 果 曲 面 { 0 = 0} 不 可 约 并 且 沿 O, 轴 投 射 到 一 个 区 
R 0с0, 上， 那么 区 域 O 中 所 有 的 点 都 是 流动 奇 
点 ; 对 于 初 值 为 (z。, wo ) ЮЖ, АФ 

Q(zo wo) = 0 Р(г„, wo), 


点 zo 是 一 个 代数 分 支点 (algebraic branch рош). 
参考 文献 
[1] Голубев, В. В., Лекции по аналитической теор - 
ии дифференциальных уравнений, 2 изд., M. - 
Л, 1930. IO. С. Ильяшенко 所 
【 补 注 】 对 于 形式 为 


的 方程 其 中 函数 R 关于 dwidz 和 w 是 有 理 的 ， 
关于 z 是 解析 的 ， 已 经 知道 何 种 方程 只 有 非 流动 奇 
点 ， 见 Painieyé 方程 (Painleve equaton ) 和 [Al]. 


参考 文献 
ГАТ] Ice, Е. L., Oxdinary differential equations , Dover , 
reprint, 1956. я 云 译 


滑动 平均 过 程 [moving- average proces; скользящего 
среднего процесе ] 

一 类 宽 义 平稳 随 宙 过 程 (siochastic process) ， 它 
可 以 由 对 不 相关 过 程 (ШШ Ңң їн ( white nose) 过 
程 ) 施 以 某 个 线性 变换 而 得 到 ， 这 个 术语 常 被 用 于 
更 特殊 的 情形 ， 即 离散 时 间 r= 0, 1, … 的 过 程 
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X(t)， 它 可 表 成 如 下 形式 : 


X(t)=Y(t) tb (Е), Y(t 9), 

u) 

ЖР EY(t)= 0, 2 Y(rY(s)=o2 6, 5 为 Kron- 

ecker 记号 (从 而 Y(t) 是 有 谱 密 度 c?125 的 白 噪 

Ж), ，4 为 正 整 数 ， ПБ, 6, 为 常 系数 ， 此 过 程 
的 说 密度 (spectral density) f( 2) 由 下 式 纵 出 : 


ло) = Яе, 


#(«)= б, + 55-9 +Ь,2%,Ь„= 1, 
而 其 相关 函数 r (k) = E Хи) X(t — k) 有 形式 
— 
Юю) = УЬ, 108, 
к=, #14124. 

KZ, ауада е хог) 的 相关 函数 
"0 具有 性 质 ， 对 某 正 整数 q, М > 时 ， 
r(k)=0, #4 X(t) 是 一 阶 为 4 的 滑动 平均 过 程 ， 
即 它 有 形 如 (1) 的 表示 ， 其 中 Y{1) кй ( Pi 
如 见 [1])》. 

除 可 表示 为 形式 (1) 的 有 穷 4 阶 滑动 平均 过 程 
外 ， 还 有 两 种 类 型 的 无 穷 阶 离散 时 间 滑 动 平均 过 程 ， 
即 单 边 滑动 平均 过 程 ( one -sided moving -average pro - 
cesses ) ， 它 有 如 下 形式 的 表示 

XD = Буа), (2) 


其 中 了 (1) 为 白 曝 声 且 右边 航 级 数 依 均 方 收 全 《从 而 
УБ < )， 以 及 更 一 般 的 双边 少 动 平均 过 程 
【two .sided moving-average processes) ， 形 如 


х@)= Ў Бтр, (3) 


其 中 Y(1) 为 白 噪 声 且 уБ < 吕 ， 双 边 滑动 
平均 过 程 类 与 有 谱 密度 7(4)》 的 平稳 过 程 类 是 重合 
的 ， 而 单 边 滑动 平均 过 程 类 则 与 其 谱 密 度 ТО) 满足 


fogf0)d1 > -om 

的 平稳 过 程 类 重合 (9. [2], [1], [3]) ` 

连续 时 间 平 稳 过 程 X(t) (一 «г< оо) 称 为 
单 边 或 双边 器 动 平均 过 程 ， 如 果 它 分 别 有 形 式 

х= [ъс)аус- з), Ы) ағ оо, 

š š 

或 

хоу фас), [186)аз оо, 


ЖФ ЕУ) = са, У (г) 9—7 ХАЖ 
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过 程 ， 连 续 时 间 的 双边 滑动 平均 过 程 类 与 有 谱 密 度 
ДО) 的 平稳 过 程 类 是 重合 的 ， 而 连续 时 间 的 单 边 消 动 
学 均 过 程 类 则 与 其 谱 密 度 Рд) 满足 


фов) +) д> о 


的 过 程 类 重合 ( 见 [4], [3], 15р. 
参考 文献 
[1] Anderson, T., The statistical analysis of time series, 
Wiky,, 1971. 
[2] Колмогоров, А. Н., 
201941), 6,1-4 
[3] Doob, J. L... Stochastic processes , Wiley , 1953. 
[4] Kamunun, K., Ueber lincare Methoden іп der Wahr - 
scheinlichkeitsechnung , Алп. Aezd, Sei. Femicaz Ser. 
А. Math. Phys., 37 (1947). 
[5] Розанов, Ю. А. , Стационарные случайные проце - 
<, 1963 ( НАЖ : Rozmov, Үш. А., St 
tionary random processes , Holden - Рау, 1967). 
А. М. Яглом Bb 
ОРЕЛ 自 回归 过 程 (auto -regressive process) 与 滑动 
ЗЕ, ЯНИ АКМА 过 程 即 自 回归 滑动 
平均 过 程 ( 见 混合 自 回归 滑动 平均 过 程 (mixed autore - 
Bressive moving -average process }) 的 特殊 情形 ， 它 们 
在 时 间 序 列 ( time seris ) 的 研究 中 是 很 重要 的 . 
潘 一 民 P 


& Бюлл. Моск, roc .yu - таў, 


ссы, М 


活动 标 架 方法 [moving - frarne method ; подвижного репе - 
ра Meroa] 

在 微分 几何 党 ( differential geometry ) 中 对 各 种 齐 性 
空间 中 的 子 流 形 作 局 部 研究 的 一 种 方法 ， 其 出 发 点 是 
为 子 流 形 本 身 及 它 的 所 有 几何 对 象 配备 最 一 般 的 可 能 
的 (活动 】 标 架 (参考 系 ) . 这 个 方法 包括 构造 典型 的 
参考 标 架 ， 即 对 于 子 流 形 的 每 一 点 以 不 蛮 的 方式 指定 

一 的 一 个 参考 标 旬 ， 从 而 得 到 表征 闻 流 形 的 微分 不 
ЖЖ, ЖЕРЕ ЕФЖж— 1 ЛНР i (ho - 
mogeneous space ) 的 变换 . 这 个 方法 由 E. Сапап([1]) 
表述 成 最 一 般 的 形式 ， 他 给 出 其 应 用 的 各 种 例子 .后 
来 ,这 个 方法 被 广泛 地 使 用 和 发 展 ( 见 延 折 和 限制 的 方法 
( method of extensions and restrictions )). 该 方法 的 解析 基 
础 是 由 е 群 的 不 变 线 性 微分 式 、 结 构 方 很 以 及 Lie 群 
作为 变换 群 的 表示 论 构成 的 ， 在 现代 几何 学 中 ， 该 方法 
的 基本 概念 已 需要 改进 ， 它 们 已 经 用 从 的 理论 来 叙述 了 . 

设 X, 是 n 纵 齐 性 空间 ，G 是 作为 它 的 变 搞 群 (GG 
左 作用 X, Е) 的 r 维 Lie 基 (Liegroup). 设 X= G/ H 
是 一 个 表示 ， 其 中 HS G 是 某 个 点 x, S X, 的 迷 向 群 
( Бопору group (也 称 为 平稳 群 (stationary group ))). Ë 
бее), ктун = +1, r. Ë G 上 左 不 变 
向 基 场 的 基 阁 ， 使 得 。。 限制 在 H 上 也 构成 Lie 子 群 
H 的 左 不 变 问 量 场 的 基底 .与 《se, ，e。 ) 对 应 的 是 Lie 群 


G ж ЖЕЙ ИЙ НАА (0,07). 自然 投影 
n:G— X, Н x€ X, 对 应 于 G 关于 H = Н. 2 BE 
#л(х)= H.S G, Ё# Le # G L3lET D X, Ж 
Ж. 以 r- пеН 为 结构 群 的 H ЕМ. 与 
G 的 这 个 表示 相对 应 ， 疝 量 场 e。 构成 处 б 一 X, 的 
基本 疝 量 场 的 基底 ， 而 向 量 场 ex 张 成 与 x.G — X, 的 
НЭТ п 维 分 布 . 对 应 地 ， 线 性 微分 形式 Ө* 
Ж z :G — X, 的 形式 的 六 基 , 构成 形式 组 (8 9) 
中 完全 可 积 的 形式 子 组 . 纤维 H, G 是 Pfaff 方程 组 
的 = 0 的 最 高 继 积 分 子 流 形 ( 见 РАТ УЖЕ ( Раћап 
equation ); 完全 可 积 的 微分 方程 ( compjetely -integrabke 
differential equation)). 

在 经 典 的 ( Fuclid , 仿 射 ， 射 影 等 等 ) 微分 几何 学 
中 一 组 参考 标 架 系 ( system of frames of reference) 是 X, 
中 一 个 图 形 集 ， 它 与 X, 的 变换 集 可 建立 一 一 对 应 
(或 者 是 ， 它 与 该 空间 的 基本 群 ! fundamental group ) G 
的 元 素 集 之 同一 一 对 应 ) . 而 且 ， 已 知 组 中 的 任何 
参照 标 架 R 能 够 从 某 个 初始 标 架 R, 又 过 一 个 变换 
得 到 : 


LX = X, R= L. (R.),g6G. 
I 35835 йй К, 相关 的 活动 参照 标 架 上 ,( Ro) = R 
的 主要 作用 是 能 确定 齐 性 空间 X. 的 任意 一 个 变换 г, 
故而 能 把 参照 标 架 的 集合 { R,) 与 空间 的 基本 群 G 的 
元 索 集 等 同 起 来 ， 这 样 便 得 到 在 具有 已 知 基本 群 G 的 
任何 齐 性 空间 中 抽象 的 参照 标 架 的 概念 . 
设 给 定 其 个 m 维 光滑 子 流 形 M < Х,.М КРК 
28 (fiame of qrder ято) ВА z:G 一 X, 在 М НВ 
制 G(z,M)= С| SG ЮЖ. 这 就 是 说 ， 主 处 G(x， 
M) > M Ik AE] G 中 ， 并 在 其 中 定义 为 完全 原 象 
m (M) G. 因为 Lie É G re RED Ө*, 9° 
满足 Maurer -Cartan 方程 


qa = + САЛ ө" + СӨЛ“, 
o сулде сөл ө* + 3 сое", 
2 “rÀ a т 
КА,т=1з,п;а,,у=п+1,,г, 


其 中 Ck ,Ck С.С, С, Ж Le 群 的 结构 常数 ， 形 
式 0',0" ЖА G(x,M) 上 的 限制 ， 即 形式 ol, о" 将 
ЗИ МАЮ Е, ЗИ ww* 之 闻 附 加 有 线性 关系 


Wr =A а= l, эн. (2) 


ЖЮ, o° о" 合 在 一 起 在 主 从 G(x, М) = M 上 
仍 是 线性 无 关 的 形式 , 同时 A? 也 是 定义 在 G Gn, 
M)— МАА ЕН 3. Ф л 是 子 
流 形 M < X, 的 切 平面 T. (M) Т, (Х,) 中 的 坐标 ， 
它们 依赖 于 点 xe M 和 标 架 


трет +1, 


Rez" (x) = H,C G(z,M). 
9) x 一 T (M) 构成 经 过 M 的 点 的 m 平面 的 
Grassmann А Z, (M) 一 M 的 截面 f:M — s (M). 
А, (М) 一 M RED С(п, M) 一 M 的 配 从 . 
函数 AZ 的 结构 用 方程 
аА + ЕДА) а = Abo (3) 
来 刻画 ， 它 的 显 式 可 以 借助 地 (1) 对 (2) 求 外 微分 ( 见 
分形 式 ( exterior form)), 然后 运用 Cartan 引 理 〔 Cartan 
Emma) 得 到 .函数 A7,A 是 截面 了 的 1 阶 射 流产 
关于 在 点 xe M 的 活动 标 架 Rex (x) 的 相对 坐标 . 
Ле ЕНЖЕЛ @tr M) 一 МЕ 
BA Z. (M) -> МОЙ} f: M — z, (M). З 
ЭГЕ RULIN А, LAP л АД, ЭЖ 
ЮЕ РИМ 一 s2 (M), ПАБЕ У, 
1 ， 它 们 对 应 于 (3) 的 微分 延 拓 . 
只 要 截面 j? 了 所 属于 的 从 (М) = M 是 齐 性 
把 ， 就 能 够 作 标 架 主公 G(z,M) 到 某 个 子 群 H < H 
的 约 化 Сп, M), н Cartan 通过 固定 几何 对 象 
ИУ КИНЕ ОИ AA. a 来 定义 ， 不 依赖 
于 点 xc М. 这 样 就 定义 了 部 分 规范 化 的 参照 标 架 . 
标 架 Re G(x ,M ) 称 为 已 知 子 流 形 M < X, 的 q+1 Br 
半 典 范 标 架 (semi- canonkal frame), 如 果 捷 着 做 的 延 拓 
络 出 的 几何 对 象 的 迷 向 群 只 包含 恒 同 变换 ， 册 能够 将 
ARB 产 ” 了 的 几何 对 象 的 某 些 不 依 愤 于 点 x 的 坐标 固 
Ж. ШЛ У 的 A 的 其 余 坐标 只 与 хем 
有 关 ， 这 样 ， 就 得 到 M 的 零 阶 标 架 从 的 截面 s: M 
(п, М) 这 个 截面 的 标 架 R = s(x) 称 为 子 流 形 
M = x, 的 典范 标 架 ( canonical бате), ВЕРЕ А 
伴随 标 架 (accompanying frame). 上 述 延 折 方 程 (3) 
ЕЛЕЕ A 的 选取 方法 导 至 方程 


— oa 


ТЕГИНЕ 5(М) 中 的 线性 形式 o* 和 о" 联系 起 来 . 
典范 标 架 场 不 是 清晰 明了 地 构造 出 来 的 ， 而 是 依赖 于 
任意 国定 几何 对 象 у! КИНЕ. 要 点 在 于 (4) 式 
中 某 些 系数 有 常数 值 { 可 取 的 最 简单 的 情形 )， 币 其 余 
的 构成 气流 形 MC X, 的 微分 不 变量 ， 它 们 把 子 W 
# M 确定 到 只 差 X 中 的 一 个 变换 ,截面 s(M) 的 
典范 标 架 的 经 典 例 子 是 Eudid 空间 中 曲线 的 伴随 
Frénet 标 架 ( 见 Frénet = 883. ( Frénet trihedron)), 此 
时 方程 【4) 对 应 于 曲线 的 Frénet 方程 ( 见 Frenet 公式 
(Finet formulas )). 在 参考 标 架 规范 化 的 时 候 ， 可 能 会 
出 现 与 内 es (M) 的 非 齐 性 、X, 中 不 同 子 流 形 之 间 类 
型 上 的 差别 、 以 及 甚至 它们 的 个 别 部 分 的 差别 有 关 的 
错综复杂 性 、 这 是 X, 中 各 种 类 型 的 点 ， 各 种 子 流 形 进 
行 分 类 的 基础 考 瞄 到 这 些 特点 ， 活 动 标 架 方法 在 各 
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种 齐 性 空间 的 子 流 形 的 研究 中 起 着 富有 成 果 的 作用 ， 
而 且 它 还 指示 了 一 条 发 展 研究 光 请 流 形 上 非常 一 般 的 
微分 几何 构造 的 现代 方法 的 道路 ， 
参考 文献 
[1] Cartan, E., La théone des groupes fins et continus ct 
la géométrie différentidlle (тїз par la mithode du 
терїёге mobile, Gauthier - Villas , 1937. 
[2] Favud, Ј., Сошз dc Bometric différcntistle locale, 
‘Gauthier - Villas , 1957. 
D3A] Сапап, Н., Differental forms, Kanhaw, 1983 ( Ж 
自 法 文 》 
[3B] Cartan, Н., Calcul différenticlle , Hermann , 1967. 
[4] Фиников, C. П., Метод внешщих форм Каргана 
в дифференциальной геометрии, M.- Л,, 1948 {中 
W: С.П. EE SIR, ЖЯ зд, 82 B 
àt, 1956). Е.Л. Евтушик 所 
[ 补 注 ] 在 [A3] 第 2 章 , оТ. 
Cartan 928: “我 们 将 通过 以 内 在 的 方式 对 向 线 的 副 点 
附加 一 个 活动 标 架 来 重 述 平面 曲线 的 射影 微分 依 究 ， 
且 通 过 标 抽 的 移动 来 研究 曲线 的 性 质 .” 

设 M Ë п, рж M 中 一 点 . 在 P 点 
前 一 个 标 架 (frame ) 是 在 点 pe М 的 切 空间 T. M 的 
一 个 基底 . 在 Uc M 上 给 定 n 个 向 量 场 X... X, 
使 得 对 每 一 个 ge U,X,(9),…,X,(9) 是 线性 无 关 的 ， 

则 Xi(g),…, (9) 定义 了 О БЮ 
(moving frame ; герёе mobile )， 反 过 来 ， 每 一 个 活动 
Ж р> Е, е(т, M)”， 即 标 架 从 的 一 个 截面 ( 见 标 
架 )， 决 定 了 这 样 的 n 重 向 量 场 . 在 Сапап 的 理论 中 ， 
基 术 思想 是 把 每 个 东西 都 用 性 意 的 活动 标 架 区, ，，…， 
X, 表示 出 来 ， 而 不 只 是 用 ( 局 部 ) 坐标 条 定义 的 “ 白 
然 " 标 架 ( 918x',…,6/ 8x") 表示 出 来 这 已 经 成 为 
非常 有 效 的 想法 ， 不 仅仅 是 因为 在 不 能 包含 在 一 
标 系 内 的 区 域 上 可 能 存在 活动 标 架 场 ， 例 如 在 整个 环 
面 上 存在 明显 的 活动 标 架 X. , .类似 地 ， 在 前 面 的 
主要 论述 中 定义 在 整个 齐 性 空间 G/H 上 有 非常 有 用 的 
活动 标 架 ， 它 们 是 由 适当 的 左 不 变 向 量 场 给 出 的 . 

在 Riemam 流 形 ( Riernmannian manifold) 上 规范 正 
交 活 动 标 架 (orthonomal moving frame) X, ，…, 是 
指 在 所 有 的 点 р, 局 (p), U. X (p) 构成 TM 的 单 
位 正 交 基 底 . 单位 正 交 活动 标 架 可 以 从 任意 一 个 活动 
标 架 通过 Gram -Schmidt 单位 正 交 化 而 得 到 . 
参考 文献 

[Al] Јепвеп, G., Higher order cantad of submanifods of 
homogeneows spaxs, Ledure Notes in Math., 610, 
Springer, 1977. 

[A2] Kobayashi, 5. and Nomim , K., Foundation of 
differential geometry, І. П. Wiley, 1969. 

[A3] Cartan, Е., ТЪфпе des espaces à connexion phojec- 
зуе, баш Нег - Villars, 1937. 


[A4] Spivak, M., Diffeontis] gomety, Ш. Publish ог 
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Perish, 1970, Chapi. М. Ман ж 
ЖЕСЕ | multi-algebra ; мультиалгебра ] 

在 其 由 给 出 (一般 地 说 ， 部 分 的 ) 多 重 运 算 系 统 的 
集合 . 集合 4 上 一 个 部 分 多 重 运算 (partial multi - орег- 
абоп) A 的 Descartes 等 之 间 的 部 分 映射 六 А"— А", 
其 中 mm0 , 在 这 里 如 意味 着 一 个 单元 索 的 集合 . 
带 有 同一 多 重 送 算 系 统 的 多 恒 代数 的 同 态 9: 4-、 BE 
映射 9， 它 使 得 如 果 三 是 将 "次 等 映射 到 画 次 震 内 的 
多 重 运算 ， 则 对 所 有 xe A, 


"Оо x.) Л), ,9 (x )) 


多 重 代数 的 概念 是 泛 代 数 (universal algebm) 概念 的 一 
种 推广 . 同时， 多 重 代数 是 代数 系统 (algebraic system) 
的 特殊 情形 ， 因 为 映射 сл" “4 如 "可 被 视 为 4 上 
(m+n) ЖЖЖ (x, f(x)), хед". 多 重 代数 的 形成 最 
自然 地 与 泛 代数 的 函 子 方法 有 关 ( 见 [1]) . 也 就 是 
说 ， 设 忆 古 范畴 (category) ， 其 对 象 均 为 计 人 零 的 自然 
Ж. ЖЮ m +n Ф н уп ЮА, АЛАС 
到 与 直 积 可 交换 的 集合 的 范 时 内 的 孙子 下 是 集合 F(1) 
=4 上 带 有 多 重 运算 РОЈ)" А"( ОН а m 
在 C 内 ) 的 系统 的 多 重 代数 ,在 这 种 情况 下 ， 同 仿 恰 
是 孙子 的 自然 变换 . 
参考 文献 
[1] Lawese, F. W., Functorial semantics of slgebraic theori- 
е, Proc. Nat. Acad, Sci. ОЗА, S0 (1963), 5, 869—872 
[2] Белоусов ,В.Д., Алгебраические сети и квазигрушшы, 
иш., 197]. В.А. Артамонов # 陈 公 宁 译 


多 准则 问题 [rmt criterion problem ; многокритерналь - 
мая задача} 

ЕЕЕ AE ЛИЕ ЕЛ E ДЕБЕ Ж 80 ap s 
型 . 这 些 准则 可 以 反映 决策 时 要 确定 的 各 种 不 同 的 目 
标 { 或 过 程 ) 的 量 的 估价 ， 或 者 从 不 同 观点 来 看 的 同 
一 个 单个 特征 的 估价 ， 多 准则 问题 的 理论 属于 运 自学 
{operatiors research ) 的 数学 方法 范畴 . 

形式 上 ， 一 个 多 准则 和 问题 是 由 “可 行 决策 " 集 X 
和 在 X 上 取 实 值 的 目标 函数 集 f... f, 来 给 定 
的 ， 多 准则 问题 的 本 质 在 于 求 一 个 最 优 决 策 ， 即 ， 在 
茶 种 意义 下 使 所 有 函数 六 人 = 1，,，…, n) 的 值 都 极 大 
化 的 xe 针 ， 存 在 使 所 有 目标 函数 都 按 字面 意义 下 概 大 
化 的 决策 是 极为 军 见 的 . 因此 ， 在 才 准 则 问题 理论 中 ， 
最 优 性 的 概念 会 有 形形色色 的 、 并 且 不 平凡 的 解释 ， 
多 准则 问题 理论 的 内 容 就 在 于 发 展 诸如 此 类 的 最 优 竹 
概念 ， 证 邹 它 们 的 可 实现 性 ( 即 ， 在 对 应 意义 下 的 最 
优 决策 的 存在 性 ) 以 及 寻求 这 些 实现 (Вр, Браз 
陈 解答 ) . 


解 多 准则 问题 的 最 直接 的 途径 是 适 过 把 目标 函数 
Hf. l. f. КЕИ РО, е, f.) 而 使 问 
题 归 结 为 通常 的 (“ 单 准则 7) 数学 规划 (mathematical 
programming ) 问题 ， 总 其 函数 的 角色 可 能 以 “加权 
MUY o 1,70, MURAI” ma, f,, И 
及 原来 的 目标 函数 的 其 他 组 合 形式 出 现 . 这 种 途 和 从 在 
观念 上 和 技巧 上 是 最 方便 的 . 它 的 基本 缺陷 在 于 很 难 
满足 对 不 癌 的 目标 函数 值 的 志 意 义 的 对 照 要 求 ， 以 及 
在 选取 函数 Р), ХНА Ед 时 的 不 确定 
姓 《 和 常 有 的 任意 性 }》， 为 确立 这 些 项 ， 通 常 要 借助 
于 专家 的 评价 ， 

这 种 途径 的 特殊 情形 是 选取 一 个 “ 主 准 则 ”， 即 
除了 一 个 单个 ,以 着， 其 他 的 ,都 设 其 为 怜 ， 这 样 
多 准则 问题 就 变 为 通常 的 数学 规划 问题 ， 并 且 它 的 最 
优 解 集 可 看 作 具 有 目标 函数 为 f G zi,) 的 新 的 多 涂 
则 问题 的 可 行 解 集 . 

作为 多 准则 问题 的 解 ， 人 们 可 以 考虑 Pareto 最 优 
《Pareto optimal) 的 解 ， 即 除非 以 损害 另 一 个 准则 为 
代价 ， 不 能 改进 任何 一 个 准则 的 解 ( 换 旬 话 说 ，xEX 
满足 ;对 于 任何 уел, 1% у(х) < 了 ,(y)， 那 么 
f(y)< f(x) FAT } 成立) ， 这 种 途径 的 缺陷 
在 于 Pareto 最 优 解 的 多 重 性 、 根 据 J. Nash 的 建 
议 ， 这 一 缺陷 可 通过 建立 “交易 方案 ” 的 方法 来 克 
服 ， 它 本 质 上 在 于 限制 Pareto 最 优 解 中 可 选取 的 解 的 
个 数 . 在 意味 深长 的 考虑 基础 上 ， 这 一 方法 通过 建立 
某 些 极 小 可 行 值 f) 以 及 逐次 求 出 极 大 化 [ T. (х) 
РТ) 的 可 行 的 x 来 组 戌 ( 也 见 载 决 方案 (arbitration sch- 
ете )). 

多 准则 问题 也 可 看 作 一 个 对 策 ( 见 对 第 论 (games, 
theory оѓ) ) ， 并 且 它 的 解 可 以 在 各 种 对 策 论 方法 的 基 
础 上 得 到 处 理 ， 俩 如 ， 和 如 果 一 个 可 行 解 x 是 以 极 大 化 
目标 函数 у, з, f. 之 一 为 目的 ， 并 且 它 不 知道 哪个 
月 标 应 该 极 大 化 ， 那 么 它 就 可 能 利用 这 些 函 数 的 加 权 
和 ， 并 到 权 数 为 “自然 ”的 混合 策略 的 分 量 .一 个 多 
准则 上 器 题 可 处 理 为 一 个 非 合 作对 策 (non -cooperatiw 
BRme ) ， 或 者 可 以 在 其 中 并 人 合作 对 策 (cooperative 
вате ) 论 的 观点 ， 拟 至 应 用 与 此 有 关 的 最 优 性 原理 . 
参考 文献 

[l] Dwe, К. D. ard Raifa, H., Games and decisions 
mtroduction and critical эшчу, Wiley, 1957. 
H. H. BopoGbes ж 
САРЕ 所 级 述 的 选取 一 个 Pareto 最 优 解 的 方法 也 以 
交易 问题 的 Nash 解 ( Nash solution of the bargaining 
problem) ТЇЗЄЎ. 

有 时 也 称 多 准则 问题 为 向 量 信 最 优化 ( vector -vatued 
optimization ) 或 多 月 标 决策 问题 (multiple objective de - 
cision pmoblam) O 


参考 文献 
AL] Graun, В. D., Молог valued optimization, іа S 
Schatble and W. Т. Ziemba (об. ): Generaliznd Con - 
сауйу in Optimization ард Economics, Асай. Press , 
1981, 661 — 688. 
[А2] Chankong, У. and Hames, У. Ү., Multiobiectiye de 
cxsion making : theory and methodology, North - Ho - 
Шапа, T983 
ГАЗ] Leimann, G., Cooperative and поп -cooperative 
талу players diffewntial games, [nterat. Center 
Mech. Sci., 190, Springer, 1974. 
【译注 1 多 准则 问题 在 国内 更 流 行 的 名 称 是 多 目标 规 
划 ( multiobjective programming) . [Bl1] 是 介绍 这 方面 
内 容 多 一 本 简明 的 小 册子 . 
РЕ" 
[1B1] Dok. ФАЯ, ЛАЗНЕ, 7988. 
мү 证 


多 维 分 布 [multi - dimensional distribution; мкогомерное 
распределение |, 5 元 分 布 ( multivariate distribution ) 

s 维 Eudid 空间 R' 中 Вай 集 的 ç 代数 上 的 
概率 分 布 。 人 科 通 常 所 说 的 多 元 分 布 是 多 维 随机 变 重 
或 随机 向 量 五 =( 瑟 ，…,X,) 的 分 布 ， 意 指 在 同一 基 
本 事 位 空间 如 上 给 定 的 实 随 机 变量 Х,{в)},с,Х,(ш) 
(Хз, X, 可 以 看 作 空间 Q = R' 上 的 坐标 变量 ) 的 
联合 分 布 (joint distibution )， 一 个 多 元 分 布 由 其 分 布 
函数 (distibution function ) 一 一 实 变量 x ,… ,x, BJ PB 
数 

F(x 
L 

像 一 维 情形 一 样 、 最 广 为 应 用 的 多 元 分 布 是 离散 
的 和 绝对 连续 的 分 布 . 在 离散 情形 下 ， 多 元 分 布 集中 
在 RR: 的 有 限 或 可 数 个 点 (Xx, ,…,x,,) 的 集 上 ， 使 得 

РХ, х, X = x) =p. „20, 


E pasa =l. 


《例如 ， 见 多 项 分 布 (multinomial distribution )). 在 绝对 
连续 情形 下 ， 在 К” 上 (关于 Lebesgue 测度 } 几乎 处 处 


‚) =P (X, < x,, ` , X, < x,) 


为] 


De 


Жз, ЖОР рхо.) 2 0 是 多 元 分 布 的 密度 (den - 
sity of the multivariate distribution ): 
P(XcA)= | р(х, х) dr, 


1 


对 R' 中 的 任意 Borel Ж АДУ, B. 


[ px Jax dr, = 1. 
ë 
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任何 随机 变量 X, 的 分 布 ( 或 对 任意 m < s, 变量 Xi 
‚ Х„ 的 分 布 ) 相对 于 多 元 分 布 而 言 称 为 亡 缚 分 布 
(marginal distribution }， 边 缘分 布 完 全 由 给 定 的 多元 分 
布 确定 . ЭХ, X, 独立 时 ， 有 
Ех) F(X) F(X,) 


PX) = р(х) p(X), 


其 中 Р(х) 和 р(х) 分 别 基 Х, 的 边缘 分 布 函 数 和 
密度 . 
X, X, 的 任 一 画 数 凡生 万) 的 数学 期 
望 ， 由 这 个 画 数 关 于 多 元 分 布 的 积分 所 决定 ; ВЯ 
地 ， 在 绝对 连续 情形 下 由 积分 
Ef(X,,-- X.) = 


= [Лоо рб ada dx, 
š 


决定 .多 元 分 布 的 特征 函数 是 由 下 式 给 出 的 t= (1, з, 
г) 的 函数 : 

p(t) =Ee™, 
其 中 бхрх. 

多 元 分 布 的 基本 数字 特征 基 矩 ( moment): НАЖ 
ЕХ XP fa FRA Ж Е(Х 一 EX,)*… (X, — 
ЕХ)", 其 中 ki+ + k, АНАС. 多 元 分 布 
的 期 望 和 方差 的 角色 由 EX = (E X, , ЕХ.) 和 所 有 
二 阶 中 心 混合 炬 来 扮演 ， 后 者 组 成 协 方 状 矩阵 
《covariance тах). 如 果 对 一 切 i, (га), 
E (X, -EX)(X —EX,)= 0, 则 称 XX,,…,X, 为 两 两 
不 相关 或 正 交 的 ( 协 方 差 矩阵 是 对 角形 ) - 如 果 协 方差 
ЯШЕ т 小 于 s ， 则 称 此 多 元 分 布 为 退化 分 布 (deg- 
enerate distibuton), 在 这 种 情形 下 ， 分 布 集中 在 R°: 的 
某 一 维 数 > < s 的 线性 流 形 上 . 

研究 X... X. 之 间 相 依 性 的 方法 ， 见 相关 
( correlation); 回归 (regmssion). А. В. Прохоров # 
【 补 注 】 
参考 文献 

[At] Johnson, N. L.and Кош, 5., Обаме distributions , 
Houghton - Miflin , 1989. 

[A2] оов, N. L. and Кош, S ., Continuous multivs - 
riate distributions, Wiley , 1942 刘 秀 芳 译 


ЭҢ ШЕ [төй -dimensional knot ; многомерный узел] 

球面 到 球面 的 媒人 的 一 个 同 痕 类 ， 更 精确 地 ， 余 
维 数 4 的 n 维 纽 结 是 由 一 个 定 身 球面 5"*+" 和 一 个 定 
向 ， 局 部 平坦 的 ， 它 的 一 个 同 码 于 球面 8S” 的 子 流 形 
k' 组 成 的 偶 对 К< (5”* kn). 两 个 纽 结 KK = 
(бте Я K, 一 (5"*', 妈 ) 称 为 等 价 的 ， 如 果 存 在 
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8 的 一 个 同 痕 ( 据 科学 中 的 ) (isotopy (in topobgy)), 
它 使 得 从 k; 到 ki 保持 定向 ， 依 赖 于 (微分 ,分 片 线 
性 或 拓扑 ) 范畴 ， 从 这 里 ， 这 些 定义 中 用 到 了 术语 " 子 流 
形 " 和 * 同 六 *, 分 别称 光滑 ， 分 片 线 性 或 拓扑 多 维 纽 
结 . 在 光滑 情形 、k " 可 以 有 非 标准 的 微分 结构 ， 一 个 
НЕР ЕНЕНЕ А. ОЕК а 的 n 维 组 结 称 为 半 丹 的 
(trivial) ， 或 非 纽 的 《unknoted ) #885 (коо). 

余 维 数 | 的 多 维 弓 结 的 研究 关 素 到 баве 38 
想 ( Schoenfliss conjecture ), 每 一 个 余 维 数 1 的 拓扑 组 
结 是 平凡 的 .如 果 п 53,4, 这 对 分 片 线性 和 光滑 纽 
结 是 对 的 . 

余 维 数 q > 3 的 分 片 线性 和 拓扑 多 弘 纽 结 是 平凡 
的 . 在 光滑 情形 就 不 是 这 样 . 对 n25, ЖЕК q 2>3 
的 光滑 n 维 纽 结 的 同 痕 类 的 集合 相合 于 细 结 的 配 边 类 
{cobordism classes of knots ) 的 集合 0" 79" “(Bi 
维 组 结 KK, = (S"t*,k') 和 K, = (8S +, 好》 称 为 配 
边 的 (cobordant ), 如 果 存在 一 个 光滑 的 n+ 1 维 子 流 
Jë Wc $t х, ЯР 05999 x 由 ,其 中 8W= 
(kx 0)U(— их) W 8 ki хо хі 
间 的 h ЙЕ (h-cobordsm).) 集合 g"*? "是 关于 连通 
和 运算 的 Abel 26, 在 这 个 群 中 ，(8" 7 ,ke") 类 的 负 元 
R (—5"'#, -k') 的 配 边 类 ， 其 中 ， 减 号 表示 定向 的 
相反 .存在 自然 的 同 坊 9"*" 一 8， 其 中 8" 是 n 
维 同 伦 球面 的 群 ; 这 个 同 态 将 k" 的 微分 结构 联系 到 
组 结 (8 9 и). 这 个 同 态 前 核 ， 用 х, А 
8 9? 中 的 标准 球面 S° 的 同 痕 类 的 集合 .如果 
29>m 二 3, 则 王 ФАЙ. Ш 2q<n+3 
Ж п+1 3р 0(mod4) 时 ， 则 8"+r" уте" 是 
有 限 的 . 当 24<n+3 和 n+1 = 0(mod4) Bf, 
则 8 ”和 了 9” 是 秩 1 的 有 限 生 成 Abel 26 (W 
D], [2]). 对 4>2, S" 到 5S"** 中 的 光滑 嵌入 的 和 
谐 类 的 集合 也 已 被 计算 过 ( 见 [3]). 

余 维 数 2 的 多 维 纽 结 的 研究 ， 后 面 简单 地 称 为 组 
结 ， 在 所 有 三 个 范畴 ( 可 微 ,分 片 线 性 ， 拓 扑 ) 中 十 分 
相似 地 进行 . 对 n 之 5, 每 一 个 新 扑 纽 结 可 通过 同 痕 变 
换 成 一 个 光滑 纽 结 . 然而， 在 S' 中 存在 拓扑 3 维 
纽 结 ， 它 不 等 价 ， 甚 至 下 配 边 于 光滑 纪 结 (л [4]). 

пи (在 每 一 个 范畴 中 ) 的 同 痕 类 的 集合 关于 
连通 和 的 运算 是 一 个 Abel 半 群 .众所周知 , Жп, 
在 这 个 半 群 中 ， 每 个 元 宕 是 案 数 的 有 限 和 ， 并 且 这 样 
的 分 解 是 唯一 的 . 

于 维 纽 结 天 二 {5S"+? ,ke*) аЛ, Ах) 
所 有 і (а 1) 2], z(S'2 Vi) = л,(5'). Bl 
天 的 代数 分 类 已 给 出 【 见 [61)， 对 于 分 类 ，ri (Sa 
0") =x,(8'), 而 对 所 有 iS [(n+1)/2]- 1 和 奇数 
n {Ж L 的 纽 结 ) Ж: п > 5, 这 样 的 组 结 的 同 症 类 集 
合 结果 与 Seifert Е (боон matrix ) 的 8 等 价 类 的 


集合 一 一 对 应 .从 应 用 于 代数 几何 学 的 观点 来 看 ， 型 上 
的 纽 结 是 重要 前 ， 因 为 它们 包含 了 所 有 由 下 面 构造 得 
出 的 纽 结 ( 见 [5]). 设 Осус, з) 是 非 零 阶 的 有 
以 零 为 孤立 奇 点 的 复 多 项 式 ， 且 令 f(0)=0. 超 平 
面 V = 7100) 与 中 心 在 零点 的 小 球面 557! 的 交大 
是 一 个 (4 2) 连通 的 (29 一 1) 维 的 流 形 . ЙОР k PJ 
ШР $2?- ， 当 且 仅 当 |A()1= 1 ,其 中 AG) 是 
Alexander 多 项 式 . 因此 ， 在 此 情形 时 ， 出 现 了 一 个 组 
结 《S59 К). 这 样 的 组 结 称 为 代数 的 (agebraic); 
它们 是 所 有 的 型 1. 177 

жна Ке (5792) 的 外 部 (exierior) 
是 S"*? 中 的 ке (ЕКЫ) юе X. Щщ 
n2 2 F, Е па К, РЕЯ (K) 使 得 
外 部 微分 同 胚 于 КОКЫТ ЖЕР K 或 者 
r(K). ШЖ Х.Х, ЖЛ АШ п 维 纽 结 的 外 部 
(n23), ЖЕ я. (X,)= m (X,) =Z, ЖА. ТЕ 
的 陈述 是 等 价 的 (W. [7]): 1) X, 和 X, ЁЖ ЛИИ 
的 ，2) 偶 对 (X,,0X,.) 和 (XX, 0X,) 是 同 伦 等 价 
的 ， 这些 结果 将 纽 结 的 分 类 问题 简化 为 偶 对 《X, 2х) 
的 同 伦 分 类 问题 和 下 面 卢 题 的 解决 : 外 部 决定 纽 结 的 
3389089 即 K= +(K) 成 立 吗 ? 众所周知 ， 对 型 上 
的 纽 结 ( 见 [6]) 和 用 Arin 结构 和 超 纽 结构 得 到 的 纽 
结 ， 这 个 等 式 是 成 立 的 ( 见 [8]). 然而 ， 已 在 St 中 
找到 了 2 анат K #r(K) (T [9]. 

X Bp S ЗЕМ. ООХ 
不 是 单 连通 的 ， 如果 G 是 纽 结 的 群 ( 即 G = x,( X)), 
则 G/IG,G] =Z,H,(G) =0, R G 的 重量 ( 即 不 包 
会 在 正常 正规 子 群 中 的 元 误 的 最 小 数 咎 ) 等 于 1. 对 
n2 3, 这 些 性 质 完全 刻画 了 n 维 纽 结 的 群 的 类 【 见 
[10]). 一 维和 二 维 纽 结 的 群 有 一 些 附 加 的 性 质 ( 见 纽 
结 理论 (knot theory); 二 维 纽 结 ( two-dimensional 
knot ) } . 

因为 H'(X;Z)=Z, 所 以 外 部 于 有 唯一 的 无 限 
МИ р: ХХ. 间 调 空间 Н.(Ї; Z) 是 ZIZ) 
Ж. 它们 的 Alexander 不 变量 ( Alexander invariant ) 是 
组 结 的 不 变量 . 关于 横 н.(Х: Z) 的 代数 性 质 ， 见 
[10] — [13]. 

由 于 群 Z X. 3 АЕ И Ж ЖЕШ КШ 
Ж. (n + 2) 维 非 紧 流 形 X 有 一些 紧 的 n + 1 维 流 形 
的 同调 性 质 ， 特 别 地 ， 对 流 形 X 的 系数 在 域 正中 的 
同调 群 ， 存 在 非 退 化 配对 

H,(X;F)@H,.,. (X;F)-- F. kolo,n, 

它 有 类 似 于 由 n+ 1 维 紧 流 形 相交 指数 (同调 论 中 
的 ) ( intersection index (in homology)) 所 决定 的 配对 
的 性 质 ， 还 有 一 个 配对 

TIT X 0/2, К=1,з,п-1, 


АЧА 
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类 似 于 n + 1 维 流 形 中 的 环绕 系数 (linking coefficient ) 
( 见 [13]), 其 中 T, X = Tom H,( X,Z,). 这 些 同 调配 
РЕТ СХ, ӘХ) 的 同 伦 型 的 不 变量 ， 为 得 到 代 
数 不 变量 ， 也 利用 了 有 限 层 循环 分 支 镍 郊 【 见 [14])- 
余 维 数 2 的 分 类 纽 结 直 到 配 边 的 问题 ， 一 个 比 同 
痕 类 更 粗 糟 的 等 价 关 系 对 n> ] 书 完 全 解决 了 (ВЯ 
结 的 配 边 {cobordism of knots )). 
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多 维 统计 分 析 [multi. dimensional statistical analysis :Mao- 


гомерный статистический анализ |, 多 元 统计 分 析 
{rnultivariate statistical analysis) сес 

数理 统计 (mathematical statistics) 的 一 个 分 支 ， 研 
究 建 立 多 元 统计 数据 的 收集 、 系 统 化 和 加 工 的 最 仿 方 


案 的 数学 方法 ， 针 对 揭示 所 研究 多 维特 征 各 分 量 阿 相 
互联 系 的 特性 和 结构 ， 基 在 作出 科学 的 和 实际 的 扒 
断 . 多 元 属性 (multivariate attribute) 理解 为 分 量 ( 指 
E. 标志、 变量 )x, ох, ЮРЕ ххх). 
这 些 分 量 ， 可 以 是 数量 的 (quantiatiwe) ， 到 可 数量 上 测 
定 对 象 的 所 考察 性 遍 在 一 定 尺度 下 的 表现 程度 ;可 以 
是 有 序 的 (ordering( 或 ordinal) }， 即 可 将 被 分 析 对 入 按 
其 所 研究 性 质 的 表现 程度 排序 ， 是 分 级 的 《classifying) 
或 名 义 的 [nominaD ， 即 阿 将 研究 对 象 的 爹 体 划分 为 不 
能 排序 的 但 ( 按 所 分 析 的 性 质 ) 齐 一 的 类 别 ， 这些 分 量 
在 所 研究 总 体 的 # 个 对 象 中 每 一 对 象 上 的 测定 结果 

{x ={ x.) GO 
形成 多 元 疯 测 序列 ， 即 进行 多 元 统计 分 析 的 初始 的 多 
元 数据 集 . 多 元 统计 分 析 的 很 大 一 部 分 内 和 容 用 于 下 面 
的 情形 ， 所 研究 的 多 维特 征 x 是 多 元 随机 变量 ， 而 相 
应 的 多 维 观测 序列 (1) 是 来 自 总 体 的 样本 . 在 这 种 情形 
下 ， 原 既 数 据 处 理 方 法 的 选择 及 其 性 质 的 分 析 ， 是 在 
关于 多 维 ( 联 合 ) 概 率 分 布 律 P (x) 性 质 的 基 些 假设 的 基 
而 上 进行 的 . 

多 元 统计 分 析 接 其 内 容 大 歼 可 以 分 为 三 个 主要 分 
Ж: 多 元 分 布 及 其 基本 特征 的 多 元 统计 分 析 ; 所 研究 
多 元 特征 之 分 量 间 相 互联 系 的 特性 和 结构 的 多 元 统计 
分 析 ; 所 研究 多 维 观测 值 集 的 几何 结构 的 多 元 统计 分 
#. 
多 元 分 布 及 其 基本 特征 的 多 元 统计 分 析 . 这 一 分 
支 只 研究 所 处 理 观测 结果 ( 1 ) 具 有 概率 本 性 的 情形 ， 妈 
把 (1) 看 作 来 自 相应 总 体 的 样本 . 属于 该 分 支 的 基本 
问题 有 : 所 研究 问题 中 的 多 元 分 布 以 及 其 基本 数字 特征 
和 参数 的 统计 估计 ; 研究 所 使 用 统计 估计 量 的 性 质 ; 
研究 某 些 统计 量 的 概率 分 布 ， 这 些 统计 量 用 于 球 立 对 
所 分 析 多 维 数 据 的 各 种 不 同 假设 的 统计 检 难 . 主要 结 
果 涉 及 如 下 特殊 情形 ， 所 研究 特征 x 服从 多 元 正 态 分 
Ма.) Ж Гор, У) 

и) утур * 

xes[-TO0cayva Gn), O) 
其 中 p=(j，,… ,pp)" 是 x 之 分 量 的 数学 期 望 向 量 ( 见 
数学 期 对 (mathematical expectation)) 8р p=Ex, (i=1, 
тээр); Мо. 是 x 的 协 方 球 炬 阵 (covarance ma- 
шх), Шо =Е (x 一 j0(xj 一 上) 是 XX 的 分 量 的 协 方差 ( 考 
卉 牧 VV=p 的 情形 ， 当 秩 V=p' <p 时 ， 岂 有 结论 仍然 
成 立 ， 但 只 涉及 效 小 维 数 p' 的 子 空间 ， 即 x 的 概率 分 
布 所 集中 的 子 空间 ) . 

жи, шж (1) 是 来 自 N, (рУ) 的 随机 样本 的 独 
立 观测 结果 序列 ， 出 О) 中 的 参量 上 和 立 的 最 大 似 然 估 
计量 为 ( 见 []],[2]) 
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ух, 43) 
和 

三) (4) 
并且 随机 向 量 ВВ рате М, (u, Vi) B 5 V А 
计 独 立 ; ж 0= nV 中 元 素 的 联合 分 布 由 所 谓 Wishant 
分 布 (Wishart distribution; 0 [41) 8, ч Еж 
其 密度 为 | 

w(QlY;n)= 
©"-ғ-0л ерү —(у-'О)/2} 
209 уне-зиүүп-юз[] гл-р). 
г 


否 刚 为 0 ， 

在 这 一 分 支 内 ， 人 研究 了 多 元 随机 变量 的 样本 特征 
的 分 布 和 给， 如 两 两 相关 系数 、 偏 相关 系数 、 复 相关 
系数 、 广 义 方差 ( 即 统计 量 |V|) 817” Ж Hoteling Т? 96 
计量 ( 见 Hotdling Т? 分 布 {Hoteling Т? - distribution) 和 
[5]) 的 分 布 和 矩 . 特别 地 ( 见 [1])， 如 果 将 样本 协 方差 
降 3, 定义 为 估计 量 立 的 “无 偏 性 ”修正 ， 即 


=" 
8,= T V. (5) 


则 当 m — оо 时 随机 变量 Yn (|S,l/|VI— 的 分 布 趋向 
М (0,20), ШЖ 


ир Т?= 


ут" ауп 8708-8) (6) 


пү+и,—р-1 т 
(п +п,—2)р (т) 

тнр ‚бт, _ yqa G а 
人 


服从 Fisher F $y f (Fisher _F-distribution), НЕЛЯ 
为 (pm 一 六 和 (p,n +т—р—1). (J) tB ni fl n; Ж 
来 自 向 一 总 体 No (u, V) 的 两 个 形 如 (D 的 独立 祥 本 的 
容量 ，j。 和 S,, 是 基于 第 i 个 样本 的 形 如 (3) 和 
(4)— osa. 而 

5, пу тая 一 
是 由 外 计量 sms. ввлки . 

所 研究 多 元 特征 各 分 量 间 相互 联系 的 特性 和 结构 
的 多 元 统计 分 析 . 该 分 支 包含 用 于 多 元 统计 分 析 的 如 
下 一 些 方法 和 模型 的 概念 与 结果 多 重 回归 
(regression) ; 多 元 方差 分 析 (dispersion anabsis) 和 协 方 
差分 析 (covariance analysis); 分 析 (factor analy- 
вв); 主 成 分 分 析 和 典型 相关 分 析 . 构成 这 一 分 支 内 容 
的 结果 大 致 可 以 分 为 两 种 基本 类 型 . 

1) 建立 上 述 模型 中 参数 的 (在 一 定 意义 上 ) 最 优 的 


2 (т 71)5„„+(и,-—1)5,} 


统计 估计 量 并 分 析 其 性 质 (精度; 而 在 概率 提 法 中 ， 其 
分 布 律 ， 置 信 区 域 等 ) . 例如 ， 把 所 研究 多 元 特征 х Ж 
为 向 量 值 随机 变量 ， 服 从 p 维 正 态 分布 N,(k,V)， 且 
划分 成 维 数 相应 为 4 和 一 4 的 两 个 子 ( 列 ) 向 量 x( 和 和 
x' 这 样 就 决定 了 数学 期 望 向 量 hn、 理 论 和 样本 协 方 
差 矩 阵 V 和 了 的 划分 ， 即 

_fa vv v.) а V, 

or ч Z): 
那么 ( 见 [1],[2])， 子 向 基 xw{( 在 第 二 子 向 量 取 固 定 
值 xe) 的 条 件 下 ) 的 条 件 分 布 也 是 正 态 的 ， 即 N. (ОА 
в(х®—,°%), g). RE, y р, вже 
АЕННАН 

E(x |022) = 0+ B(x у (8) 


HES ОЕШ; BR ВАШЕ ВИ у; 
Аниза, ЖЫЗ; 

B=V,V Я Б = У.У. 
НЕНА В ЖОКЛЕ ЖОЕ ЖИК М, (В,У„). W 
3 п, МАК у Ж п—(р-4)® Wishart 分 布 
律 { 协 方差 阵 V, É u; РГЕН 38 EE Y 的 元 素 表 示 ). 

因子 分 析 、 主 成 分 和 典型 相关 等 模型 中 ， 建 立 参 
数 估计 量 和 研究 其 性 质 的 主要 结果 ， 是 不 同样 本 协 方 
差 隆之 本 征 ( 特 征 ) 值 和 本 征 向 量 的 概率 统计 性 质 的 分 
F. 

在 不 能 纳 人 经典 正 态 模型 甚至 任何 概率 模型 时 ， 
主要 结果 是 计算 参数 估计 量 的 算法 的 建立 及 其 性 质 的 
研究 ， 从 某 种 局 外 给 定 的 、 反 映 模型 质量 (或 适合 性 ) 
的 泛 西 来 看 所 求 估计 是 应 是 最 优 的 , 

2) 建立 用 于 检定 各 种 关于 “所 研究 相互 联系 之 结 
均 ” 的 假设 的 统计 检验 . 在 多 元 正 态 模型 范围 内 ( 形 如 
() 的 观测 结果 序列 视 为 来 自 相 应 多 元 正 态 总 体 的 随机 
样本 )， 建 立 了 检定 如 下 一 些 假设 的 统计 检验 ， 例如 :; 

工 ,关于 “所 研究 变量 之 数学 期 万 向 量 等 于 给 定 
МАЖА д” ЮВЕ ар: 检验 使 用 Hotelling T 
ЖИЕ, ЯВ зер ВА (03. 

工 .关于 “两 个 样本 代表 的 两 个 总 体 之 数学 期 望 向 
量 相等 ”的 假设 zz 一 At2)( 假 定 两 个 总 体 有 相同 但 未 
知 的 协 方 郑 阵 ); 检验 使 用 统计 其 了 ?( 见 (7) 式 ) . 

下 .关于 “由 各 自 样本 代表 的 若干 总 体 之 数学 期 望 
向 量 相 等 ”的 假设 内 2=…= jeo=K( 假 定 各 总 体 有 相 
同 但 未 知 的 协 方差 陈 ) ， 检 验 使 用 统计 量 

У (xh HA 


а 


y x 


jt 


Pak-la-k 


с аһ 


17 


Z зылат 
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其 中 x ЖЕ j ТЕМЕ n ЖСР i 个 p 
维 观测 伪 ，ji 中 和 丘 是 形 如 (3) 的 估计 量 ， 前 省 基于 
第 j 个 样本 ， 后 者 基于 容量 为 n=n, +…+n 联合 样本 

IV .关于 “车 干 正 沪 总 体 等 价 ”的 假设 =т= 
= У-У-У. НР НФУ 
{хр (=l, k); 检验 使 用 统计 量 


£ 
Път 
加 


14= 


у ок пуко ву 

А С 
(9 的 估计 量 , ј= 1,5, 

V. ° THR xC... x ЕЙ 

设 ， 其 中 所 研究 的 了 维 向 最 x 划分 出 的 这 些 子 问 量 的 

维 数 分 别 为 p,,…, Pp。， 且 pl+…+p。=p; 检验 使 用 

统计 基 


(Ona 


в аи. 
ШАД 


Жир V Ў 3135 ШЖ x UE BD И x 中 的 形 如 
(4) 的 样本 协 方差 阵 . 

所 研究 多 维 观 测 值 集 之 几何 续 枸 的 多 元 统计 分 
# . 此 分 支 包 括 这 样 一 些 模型 及 概 浇 的 报 念 和 结果 ， 
如 判别 分 析 (discriminant analysis)， 概 率 分 布 的 混合 
жамын, Ята АЕ ЖЕЙДИ. 
ЖЕЛАЛ ЛЖ ПЕ (接近 程度 的 度量 ， 相 似 性 的 度 
量 ) 是 关键 . 这 叶 ， 被 分 析 的 可 能 是 现实 的 对 象 ， 在 经 
一 个 这 样 的 对 象 上 指标 x 的 信 是 固定 移 ， 则 第 i 个 被 
W UH P EMB p Rss ahi —A X= 

пох) 被 分 析 的 世 可 能 是 指标 x. (1=1,…, n) * 
身 ， 则 几何 上 第 1 个 指标 是 相应 n 维 空间 中 的 一 -个 点 
xx》 

判别 分 析 ( 见 [1],[2],[7]) 的 方法 和 结果 用 于 解 
决 如 下 问题 ,已 知 存在 一 定 教 目 Kz>2 个 总 体 ， 且 研究 
者 靠 握 来 白 每 个 总 体 的 各 一 个 样本 (训练 样本 "] , 要 
求 基 于 所 掌握 的 训练 样本 ， 建 立 在 一 定 意义 上 最 优 的 
分 类 规则 ， 使 之 能 将 蘑 新 元 素 (观测 结果 x) 划 归 它 自 

的 总 体 ， 这 时 假设 研究 者 事先 不 知 该 元 案 属 于 何 总 

# . 通常 ， 将 分 类 规则 理解 为 一 系列 行动 : 计算 所 考 
察 指 标的 数值 函数 ， 以 便 根 据 其 值 作出 将 元 素 归 入 其 
ЗЕМНА (ЯАНА О); 按 指 标本 身 关于 元 党 正 
确 归 类 所 提供 信息 将 的 程度 ， 将 指标 神 序 ， 计 算 相 应 
的 销 误 分 类 的 概率 , 

分 析 混合 分 布 间 题 ( 见 [7])， 多 数 (不 是 全 部 ) 也 
出 现在 研究 所 考察 总 体 的 “几何 结 愧 "时 ,这 时 ， 第 7 
个 章 性 类 的 概念 ， 各 助 由 (一 般 为 单 峰 的 ) 概 率 分 布 律 
Р(х|ө, Но ДЕ. 因此 ， 从 中 抽取 样本 (TD 的 共同 


总 体 的 分 布 出 形 如 
Р(х)= У z,P (х]#,) 


的 泥 合 分 布 描绘 ， 其 中 r, 是 第 + 类 在 共同 总 体 中 的 先 
验 分 布 (元 素 的 权重 ) . 问题 在 于 求 未 知 参数 山 ，zr， 
{有 时 还 有 )k 的 “好 ”统计 信 计 (关于 样 木 {x . ,);》 
特别 地 ， 虽 然 这 时 没有 训练 样本 ， 仍 可 以 将 元 过 的 分 
类 问题 归结 为 判别 分 析 概 堪 . 

聚 类 分 析 (分 类 法 ， 分 美学 ,，“ 无 师 可 学 ”的 合式 
识 踢 ， 见 [2],15],[7]) 用 于 解决 如 下 问题 . 被 分 析 元 
素 总 体 的 几何 结构 ， 或 者 由 相应 点 前 坐标 (其 由 全 陈 
15,11, 5, ру, н) н, неа 
置 的 一 组 几何 特征 给 出 (例如 ， 内 以 两 两 距离 为 元 素 的 
距离 矩阵 1p,1， 给 出 ) . 要 求 将 所 研究 的 元 素 统合 划 
分 为 棚 对 不 大 (事先 已 知 或 未 知 ) 效 目的 类， 使 每 一 类 
中 元 业 之 间 相 好 较 小 ， 而 不 同类 间 相 虐 尽 可 能 充分 远 ， 
并 且 不 能 再 划分 为 同样 远 的 其 他 子 类 ， 

多 维 标 度 问题 ( 见 16]) 属 于 如 下 情形 : 所 研究 的 
元 素 总 体 由 两 两 距离 矩阵 | pu 1 j.， 给 出 ， 要 求 赋予 每 
-个 元 素 以 给 定 的 数目 (万 个 坐标 ， 使 借助 于 这 些 华 
IEEE B 38] BIR Е.И И 00 958 Б е $5 183112 
平均 最 小 . Жин. ЖП ТЕЛИ Ж 
Ө) ЖЕНЕ ОНОР, СЕ ИЕ ЕЕ 
何 假设 . 

多 元 统计 分 析 的 实际 用 途 . 其 实际 应 用 主要 在 于 
处 理 如 下 三 类 宫 题 ， 

所 考察 变量 闻 相 依 性 的 统计 研究 问题 . 很 设 x 二 
统计 上 记 如 抽 变 最 组 ,根据 这 些 变 量 的 富有 有 内 容 的 含义 
和 最 终 研 究 目 的 ， 将 x 分 割 为 q 维 被 顶 测 (应) 变量 的 
Т хор ФФИ (В) ВЕТА хо. 
可 以 说 问题 在 于 ， 根 据 样本 (]) 在 容许 判决 将 下 中 
求 一 g 维 向 量 值 西数 了 (x)， 使 之 能 给 出 子 向 量 x 之 
状态 的 在 一 定 意义 上 的 最 优 表 近 .以 带 近 质量 泛 函 的 
具体 形式 和 所 考察 变量 的 特性 为 转移 ， 可 得 出 多 重 回 
归 、 方 差分 折 、 雪 方 关 分 析 或 合流 分 析 ( 多 [8] 53836. 

元 素 分 类 问题 . 该 各 题 的 一 般 ( 不 严格 ) 提 法 (general 
озо B: жей Ый 1а 16 LU P: 

лу Га lG, =l, n) 8383238933 
awet na. 划分 成 为 数目 相对 不 多 的 、 
在 一 定 意义 上 齐 一 的 著 下 组 ( 见 [7]) ,以 先 验 信息 的 
性质 和 给 出 分 类 质量 准则 的 泛 函 的 具体 形式 为 转移 ， 
得 出 判别 分 析 、 聚 类 分 析 (分 类 学 无 师 可 学 * 的 模式 
识 区 ) 以 及 混合 分 布 的 分 解 等 各 种 概 形 . 

所 考察 因子 空间 的 降 维和 最 富有 信息 变量 的 进香 
问题 , Disk Tk А АМ mOn < pR ОА 
样 一 个 变量 组 ?一 = 人 (2 ,zn ) 2 居于 原 变 景 组 x={x， 
X) 的 容许 变换 类 己 (x)， 某 从 外 部 给 定 的 严 维 恋 
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信息 量度 量 在 Z (Xx) 上 达到 .上 确 界 (多 [7]). 给 
Ë Et £ Ж (measure of self- informativity) #9 {2 Ва 
(BDE TE KRE tp ЗЕ РС Ж (1) P 26 T Da 
始 属性 本 身 信息 的 泛 函 ) 的 具体 化 ， 导 致 诸如 因子 分 析 
和 主 成 分 分 析 等 各 种 概 形 ， 以 及 变量 的 极 分 组 法 . 确 
多 ， 即 冯 在 从 (1) 中 提 肥 不 直接 包含 在 x 中 的 关于 其 他 
某 些 变量 或 现象 的 最 大 信息 的 泛 丁 ， 导 致 在 相依 性 统 
计 研 究 概 形 和 判别 分 析 概 形 中 选择 富有 信息 的 变量 的 
各 种 方法 - 

多 元 统计 分 析 中 的 基本 数学 工具 . 这 包括 线性 方 
程 级 理论 和 矩阵 论 的 专门 方法 (关于 特征 秆 和 等 征 向 县 
的 简单 问题 和 广义 问题 的 解法 ; 矩阵 的 简单 着 和 广义 
逆 ; 邱 降 的 对 角 化 等 等 )， 以 及 某 些 最 优化 算法 (坐标 
下 降 法 ， 共 斩 梯 度 法 ， 分 支 和 定 界 法 ， 各 种 随机 搜索 
利 随机 着 近 等 等 ) . 
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ГАЗ] Fangll,R.,Techniques of muitivariate catculation ,Spy- 
inger, 1976. 
[А4] Faton, M. L. , Multivariate statëtics, A vector space 
approach, Wiley , 1983. 
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多 维 变 分 问题 [malti - dimensional чагіабопаї Problem ; 
многомерная варизционная задача], 8 = j 2 


挛 分 法 ( 见 变 分 学 (variational calculus )) 中 的 一 
个 问题 ， 其 小 需要 决定 依赖 于 多 个 独立 变 元 函数 的 省 
函 的 极 什 ， 通 党 的 变 分 问题 ， 其 中 考虑 一 个 独立 变 元 
函数 的 泛 范 ， 在 这 个 意义 下 可 称 为 一 礁 变 分 问题 . 

二 维 变 分 问题 (two -dimensional variational prob- 
km) 的 一 个 例子 是 确定 一 个 两 独立 变 元 的 函数 
i(x, ))， 它 连同 其 一 阶 偏 导数 是 连续 的 ， 且 给 予 泛 本 


Ки) во у, н, us и)ахду (1) 
> 
在 边界 条 件 
u(x.y)| =u (x, у) (2) 


下 的 一 个 极 值 ， 这 里 1 是 界定 区 域 D 的 一 条 闭 周 
81, их, y) 是 给 定 的 函数 ,而 F(x,y,u,u,, u.) 
是 一 个 关于 其 自 变量 联合 地 二 次 连续 可 微 函 数 . 设 
их, у) 是 问题 (1)，{2) 的 -个 解 . 在 (1) PAQ 
人 一 个 比较 函数 a {x,y) n(x, у), KE убх, 
y)| = 0, 而 < 是 一 数值 参数 。 对 a 微分 并 且 使 
x 二， 给 出 下 面 的 对 汉 函 一 阶 变 分 的 表达 式 : 


s= | (Бәт+ Pons + Fn )dxdy. (3) 
б 
如 果 и(х, y) 有 连续 的 二 阶 导 数 ， 则 容易 证 明 57 为 


等 的 一 个 必要 条 件 是 
а а 
F Р. By Р 0. (4) 


方程 4) 09 Eukr - Остроградский 方程 { Euler -Ost - 
togradski equation) 《有 时 称 Остроградский 方程 
( Ostrogradski equation ) ) ， 这 个 方程 必须 被 一 个 从 出 
(1) 在 边界 条 件 (2) КИЖИ РАЖ u(x, y) 所 满 
Ж. Eukr-Ocrporpanckuñ 方程 类 似 于 对 一 维 问题 的 
Ешег 方程 (Euler equation ) ， 按 展开 形式 ，(4) 是 二 
阶 偏 微分 方程 

在 三 重 积分 和 依赖 于 三 个 独立 变量 的 函数 и(х, 
y, 2) ЮЖЖТ, Вшег-Остроградский 方程 具有 形 
式 ; 

а а а 

F. БЛ уу Кос сур В, 

КШ Ж Е Legendre 条 件 【Legendre condi- 
боп) 的 一 种 类 似 , 为 了 а(х, у) 至 少 给 出 (1) 0038 
极 值 ， 必 须 在 D 的 每 一 个 内 点 有 


Е.Р, Ва, 2 0. 


对 极 小 值 必 须 有 Р, 之 0， 而 对 极 火 值 必须 有 
Fi <0. 
不 连续 的 多 维 变 分 问题 也 已 经 考虑 过 ( 见 [41). 
参考 文献 
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多 极 值 问题 [multi -extrenmm problem ; мвогозкстрема - 
льная задача] 

ЛАЯ 8 80 БН 38 08 ЇЇ — ЖР B (8 ЇН 
题 . 

КЙ f(x) 在 X 上 的 总 体 极 值 问题 对 单 峰 本 数 
的 基本 类 已 经 解决 ， 其 中 x ==(x' ，…, x')eXC R”, 
误 紧 (首先 是 对 凸 函数 和 与 其 有 关 的 函数 ， 见 凸 规划 
(convex programming )) ， 对 多 峰 函数 ， 即 使 对 光滑 的 
和 缓慢 变化 的 函数 ， 现 在 (1980) 还 没有 方法 可 保证 
计算 出 总 体 极 值 ， 除 了 沿 着 在 容许 集 X 中 形成 处 处 称 
密集 的 轨道 扫描 以 外 ， 在 实践 中 ， 痪 时 的 扫 措 与 求 局 
部 极 值 的 算法 结合 起 来 : 用 扫描 和 对 函数 f(x) 的 先 验 
归 约 ( 对 导数 ， 泛 函 方程 和 不 等 式 的 估计 等 等 )， 勾 夯 
出 对 每 个 局 部 极 值 的 吸引 区 域 (domain of attraction ) 
和 死 带 (dead zones ) 的 轮廓 ， 在 死 带 中 一 种 具体 的 局 部 
算法 失效 ( 例如 ， 在 梯度 法 (gradient method ) 中 死 带 
是 鞍点 的 邻 域 和 “谷底 ")， 然后， 这些 极 人 被 估计 击 
或 用 局 部 方法 找 出 再 相互 比较 . 

对 满足 Lipschitz 条 件 

(1<oo) (Vx, х'е X)|f(x) -f(x y| < 

<ilx-x'l 


的 函数 ， 更 通用 的 方法 是 覆盖 《covering) 【在 非 均匀 
的 网 格 上 ) 方 法 ， 而 且 它 在 多 维 情 丧 是 闪 , 易 实 现 的 . 

在 一 种 表 过 方法 中 为 了 求 接近 整体 极 值 的 局 部 机 
值 ， 应 用 以 翅 验 为 根据 的 “启发 式 " 方法 ， 它 们 可 以 
нолае ( quasi -global ) : 

， 重 球 型 算法 【 见 重 球 法 ( heavy sphere , method 
of ве), 极 小 化 方法 《 强 依赖 于 多 个 变量 的 函数 的 ) 
(minimization methods for functions depending strongly 
оп a few variabks )) ,或 “急速 " 通过 “ 拟 合 "吸引 区 
域 的 局 部 极 值 的 方法 . 

2 用 蒙特 卡 罗 方 法 (Monte -Carlo method ) 随机 
Айй f(x) 0948. 
3. ААВ САТТА О ЕЕ. Win, w 


MULTI-EXTREMUM PROBLEM 849 


£(t) 是 白 噪声 过 程 ，。 跑 机 化 梯度 法 的 轨道 

з= куло) t 4(0) 
在 一 定 条 件 F， 能 从 一 局 部 极 值 点 运动 到 一 个 总 体 极 
a. 

а. BBB ниту Е" —1Ш 
数 . 对 某 些 点 上 f(x) 8 6 im md k l, ПЕЕВ 
于 对 函数 解析 表达 式 中 的 参数 的 展开 ， 借 助 于 强 函 数 
Знае. 

5 寻找 一 个 平均 函数 707 【滑动 平均 (siding 
avemge )) 的 局 部 极 值 ， 其 中 


70) = [p(x, 070046, (D) 


р(х, 020; {pCx, eds =1. 
例如 : И 


= А /(х)4&, xeR', х+ТЕХ; 

Ӯ ee 人 

#———‚х+&ех. 
ee 


; 
这 个 平均 的 物理 意义 是 初始 函数 的 “ 光 请 化 ”和 “ 潍 
去 * 它 的 振动 项 . 

如 果 f(x) # сопи (х) ( — + # 9 3 m # 
(zz))， 则 在 平 芍 之 前 ， 能 借助 于 一 个 非 线性 变换 
去 “探测 ”， 例 如 ， 


Јо) = 


FF = их, 0) д4. (2) 


用 来 作 平 均 的 权 函 数 p(x，5)， 可 以 取 
х= Ф)" 

{yax 

Н 

ПЕТА 
Јам, 17 
š 1 


Р„(х,&)= п>0 


Gssup |/(х )| = 


后 者 也 能 用 来 得 到 对 本 质 极 大 值 和 极 小 值 的 估计 - 

公式 (1) 和 《2) 能 解释 成 其 分 布 有 概率 密度 р(х, 
С) 的 随机 变量 < 的 函数 的 数学 期 望 . 所 以 给 定 的 多 极 
值 问题 能 作为 随机 规划 ( stochastic programming ) 中 的 
同 题 处 理 且 后 者 的 方法 能 应 用 于 它 , 

КЕЕ ЕЕЕ ЕЕЕ: ЕЗ (轮廓 搜索 
(outline search )) 以 后 ， 对 初始 函数 f(x) 的 模 值 的 
详细 搜索 ( detailed search ) 能 在 所 找到 的 点 的 一 个 邻 


Р ТООЛ 明确 的 程序 进 


850 MULTI-FUNCTOR 


fi. 例如 ， 借 助 于 构造 这 栏 一 个 动力 系统 ， 使 其 总 体 
极 值 点 是 渐 近 稳定 的 静止 点 . 

新 的 ( 氢 ) 总 体 最 优化 方法 的 思想 源泉 之 一 是 建 
这 物理 各 生物 系统 过 程 的 模型 . 

人 高 部 搜索 过 程 麻烦 的 计算 中 以 按 一 些 指 标 最 优 
化 ， 只 要 考 姬 到 计算 方法 上 的 限制 ， 关 于 函数 /(х) 
的 先 验 的 和 逐步 积 黑 起 来 的 信息 ， 随 宙 因 子 的 概率 特 
征 等 等 .已 经 党 试 过 的 方法 之 -是 以 统计 决策 理论 为 
基础 的 ， 

除了 搜索 总 体 极 值 外 ， 其 他 的 多 极 值 问题 也 出 现 
T; 例如 ， 决 定 一 个 函数 的 振荡 ， 或 列 出 并 找 出 在 给 定 
区 域内 的 所 有 局 部 极 值 、 

对 多 项 忒 ， 计 算 和 分 离 其 导数 的 根 的 很 有 效法 则 
已 经 制订 出 - 

ХРА ДС ИЫ А, Воде 定理 (Role the- 
отет) 类 型 的 或 微分 方程 解 的 比较 定理 (comparson 
theorcm ) 类 型 的 见解 可 能 是 有 用 的 . 

解析 函数 的 稳定 点 的 数目 能 用 辐 角 原理 ( argument , 
principle of фе) 估计 . 

如 果 ~ 个 函数 有 极 值 前 无 宽 序 列 ， 则 在 实践 中 其 
中 几 个 下 直接 计算 而 其 他 的 用 渐 近 展开 式 得 到 (Г: Г 
Ж), 

К ед B А Е Ju 836 ЕЯ 7ге КО ЕБ TR 
值 数 的 渐 近 展 开 . 

无 穷 维 情况 的 多 极 值 问 题 见 大 范围 变 分 法 ( varia - 
fional calculus in фе large). 离散 的 类 亿 癌 题 在 整数 
规划 ( integral programming ) 各 离散 规 划 ( discrete pro - 
ramming ) 中 给 出 . 

参考 文献 见 函 数 的 极 大 化 和 极 小 化 《mavimization 
and minimizabon of functions ) . 

Ю.П. Иванилов, В. В. Охрименко 所 
【 补 注 】 关于 以 统计 推断 的 Bayes 原理 为 基础 的 总 体 
最 优化 方法 几 [A1]， 其 他 的 畦 别 是 以 总 体 最 优化 为 自 
标的 新 近 洲 你 是 [A2] — ГАЗ]. 

ЖЖ. DIB OK (simulated annealing ) 方法 已 经 
引起 注意 ， 在 本 文 的 分 类 中 ， 它 属于 第 3 项 (引信 随 
机 和 参数 的 局 部 方法 的 修正 ) . 见 [A6]. 
参考 文献 
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ГАЗ] Кіллооу Kan, А. H. G. and Timmer, G. T., 
Stachastic methods for global optimization , Amer. 了 
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Чора aspect of simulated annealing , CWI Tracts , 51, 
Centre for Math . Сотр. Sc. , Amsterdam , 1988 
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多 元 函 子 [multi -fimetor ; многоместный функтор ], £ 
498-7 (muti-place furetor) I 
` ` M454BEERM EBR, ЖИТЕН. 
取 值 于 一 个 范畴 (category) 内 ， 并 对 每 一 个 和 变量 部 
给 出 ~ 个 1 位 丁子， 更 准确 地 说 ， 设 已 给 定 п 个 范畴 
9,77, f. T Descartes ЇВ f = R. x x й„, 
其 中 每 一 个 а Я, 或 为 其 着 范畴 RI. ЛЕЯ 
上 取 和 值 于 范畴 G 内 的 1 位 共 变 函 子 已 称 为 R... 
#, ЕЛДЕР @ 内 的 n З (n-place funcor). 8 
T 下 对 于 与 Ё 中 的 因子 q, SPD B EB t ЗЕЛЕ Р), 
而 对 于 其 余 的 自 变量 是 反 变 的 

给 定 映射 F: 一 © 所 必须 满足 的 条件 如 下 (在 
п= 2 的 情况 ， 对 第 一 个 自 变量 反 变 而 对 第 二 个 共 变 ) . 
B Е:й, XR, € 使 每 一 对 的 对 象 (A. В), Ae 
ObRR|，BsObR,， 对 应 一 个 对 祭 F(A, B) EObG ， 
并 使 每 一 对 态 射 (a, р) 对 应 一 个 态 射 F(a, р) 
MorE， 这 里 

01А — А EMorR, 3:8 — BeMorR,,. 

СА BY P(A). B) —F(A, Bl)eMorG, 
它们 满足 下 列 的 条 件 : 

1) F(1, 18) = Bass А, B 是 任何 一 对 对 象 ; 

2) 若 :4 РА w: A, —> A,, x,0 8 Morft , 


B:B— B, h: B, + B., В, BeMorR,, WJ 
Е(ха, B.B) = Е(а, д) Ё(а|, р). 
多 元 函 子 的 例子 . 


A) К 呈 一 个 有 有 限 积 的 范畴 . 于 是 n 个 对 象 
之 积 就 能 被 看 成 是 一 个 n АТ, БАХТА = ях 
… XR(n 次} 上 上 县 取 值 于 Я 中 ， 对 所 有 的 变量 都 是 
共 变 的 ， 对 于 余 积 可 以 构造 类 似 的 函 子 ， 等 等 . 

B) 设 f 是 任意 的 一 个 范畴 . 对 9 的 每 一 对 对 象 
А,В, RASSIS Hs( 4， B) 与 之 对 应 ， 并 对 每 一 
对 态 射 «А 一 4, B: B -~ Bl，、 定 义 映射 Ha(&， B): 
H (A. B) = Н.А, В.) ШТ: 如果 p: Aí 一 B, 
则 H,(e, 8X9) = 有 ea， 这 个 构造 给 出 了 从 gx ж 
到 集 台 的 范畴 的 一 个 2 位 函 子 ， 它 对 第 一 个 变 重 是 
反 变 的 ， 对 第 二 个 是 共 变 的 . 

ЮЖ 外 是 一 个 加 性 范畴 【additive category) , W 
此 孙子 可 被 看 成 基 取 值 子 Abe] 群 范畴 中 的 函 子 . 

C) 设 & 是 ~ 个 有 有 限 积 的 范 畸 , 考虑 积 为 一 个 


2 ЖИЕ х:йхй— t, ЖА. ЖАЙ A) 与 
В) 后 ， 就 可 以 构造 3 {Т H (A, Bx C) 与 
Н(АхВ. С). 第 一 个 函 子 自 然 等 价 于 函 子 Н,( А, 
В)х Н„(А, C). 如 果 G 是 集合 的 范畴 (sets，cate- 


gory cf)、 第 二 个 画 子 就 自然 等 价 于 函 子 Š. ( 4， 
н.(В, C)). 
р) р 为 一 个 小 范畴 (smal category), Jf 18 


F(0, б) 为 集合 范畴 G 上 有 概 尼 0 的 图 的 范畴 ， 邮 ， 
1 位 共 变 函 子 与 它们 的 自然 变换 的 范畴 .对 摧 个 自 变 量 
都 共 变 的 一 个 2 IR Е:0х F10, 6) 一 G 38 
如 下 : 如 果 AeOb8 Н. FeObF(0, б), HJ Е(А 
Е)= Е(А); 如 果 а:А »BeMorg, Ho:F + G 
是 一 个 自然 变换 ， 则 Efa, т) = o,F(a)= б (5). 
ЩТ ЕШ ИТ". КЛЕТ ИИИЙ РЫ F 
Ми(Н,, F):0x F(0, 6) = б, Б е 
Ае УЛ Ра) + € 对 应 于 可 表示 范 子 (repm- 
sentable functor ) Н, 到 FF 的 自然 变换 移 集 合 (米田 引 
EB (Yoneda jemma }). М. Ш. Цаленю # 
САНЕ] 2 Р ИРЕ (bifancor). 
参考 文献 I 
[A1] Mitchell , В., Theory of catcgones, Агай. Press , 1965 
[A2] MacLane , S. , Categories for the working mathemati- 
ап . Springer 1971 Ай ж 


多 群 近似 法 [muli - group approximation ; многогрупповое 
приближение ] 

统计 物理 学 中 必 于 对 大 量 相互 作用 粒子 系统 ( 气 
Ж. БИЕ) 进行 近似 撕 述 和 研究 的 方法 之 -…、 

多 群 近似 法 基于 下 列 候 定 : 粒子 系统 的 每 个 (或 
ДАР Т) 位 形 可 以 分 成 将 多 有 限 的 粒子 群 ， 称 为 集 
И} (duster )， 各 诬 团 之 间 相距 充分 运 而 几乎 无 相互 作 
用 ， 换 名 话说 ， 相 五 作用 粒子 系统 被 假定 为 气体 集团 
的 形式 ， 它 们 相互 之 问 不 多 许 太 接 近 . 下 一 步骤 在 于 
忽略 这 些 限制 条 件 ， 还 在 于 把 很 大 尺度 的 集团 或 者 很 
复杂 形式 的 集团 排除 在 所 讨论 集团 之 外 (这 个 恰当 地 
爸 成 多 群 近似 ). 

一 个 位 形 分 解 成 集 困 的 这 个 基本 假设 ， 它 构成 这 
个 方法 的 基础 ， 对 粒子 密度 很 低 和 粒子 之 间 为 短程 力 
作用 时 ， 这 个 很 设 是 正确 的 .在 其 他 情况 下 ， 这 个 人 
设 是 否 成 立 是 不 知道 的 (1989)， 多 群 近似 的 方法 ， 
显而易见 ， 仅 对 低 密度 才 给 贞 很 好 近似 ， 而 在 相 变 的 
情况 下 当 一 切 大 小 的 集团 都 开始 起 重要 作用 时 ， 这 个 
ЧАЛА. 


参考 文献 
[1] Band, W.. J. Chen. Phys., 7 (1939), 324-326. 
12] Frenke, Ј., J. Chem. Phys., 7 (1939), 200. 


13) Mmmoc, Р. А., Синай, Я. Г 
73 (1907), 3, 375-48 


<, Матем. c6. >. 
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[4] НШ, Т. L.. Statistical mechanis ， McGraw- Hill . 
1956. р. A. Минлос% 
[译注 】 统计 物理 学 中 通常 称 为 集团 展开 法 { duster cx- 
pansion method ) .这 种 方法 是 由 H. D. Ursell 以 及 
J. E. Mayer 和 М. G. Mayer 大 妇 等 人 建立 和 发 展 
起 来 的 ; 以 后 B. Kahn 和 G. Е. Uhjenbeck 将 此 方 
法 推广 ， 使 它 也 送 用 于 遵循 量子 统计 法 的 气体 ， 后 来 
李 长 道 和 杨振宁 进一步 发 展 了 该 方法 ， 并 提出 两 体 磁 
ЗЗА 《 binary colision method )， 使 之 更 加 完善 了 ， 
参考 文献 
181] Pathria, К. K., Staustical mecharics , Pergamon , 1977 
{中 详 本 : R，K. 帕 斯 暴 亚 ， 统 计 力 学 ， 高 等 教育 出 
版 社 ， 下 册 ，1986) . 
182] Grandy, W , Т., Jr.. Foundations of statistical mech- 
апіс, D , Reidel Publ . Comp .. 1987. 
[B3] 李 政道 ， 统 计 力 学 ， 北 京师 范 大 学 出 版 社 ，1984 . 
Вен ж 
£ W + Ë [malti - operator втор; мультноператорная 
груша], 带 多 重 算 子 的 群 (group with multiple орег- 
ators) Ж (GQ - ‘group) 

一 种 泛 代数 (universal algebra) ， 它 关于 加 法 运算 
+{ 不 一 定 是 可 交换 的 ) 是 群 (goup}， 昌 在 其 中 存在 
无 数 之 1 的 运算 的 系统 Q . 假定 加 法 群 4 的 零 元 0 是 
一 个 子 代数 ， 亦 即 对 所 有 weQ，0… Dw=0， 因 此， 
ЕРЮН. 线性 代数 (linear algebra) 与 环 (ring) 
诸 概念 . О ЖЕ) ЯН (jdeal of an Q -group) 是 А 1E 
IEE (normal subgroup)N， 使 得 


Xi (a+x,)x,, "U X 6 )EN 


成 立 . ЖЖ 


(хз жю) 
对 所 有 ає М. x€A. weEN, 1<Si<n, 
群 上 的 同 余 出 关于 理想 的 陪 集 类 来 描述 。 

ВА, ВУС ОВС О ТВС КАС 
代数 )， 这 里 ， 心 由 4 与 BB 生成. 这 叶子 群 4 与 B 的 
互相 换 位 子 (mutual commutator)[ А,В] Ж C š Hi) tn 


—a-b+a+b, 
ба, адо) Б, (аЬ) (a,+b,)o 
ЯН ЛНЯЦЕ, Иш, а, єл, b, bB, 


шер. $ G'=[G,G] . KN £ 8 СЎХ АБАЙ 
(Abelian)， 如 果 G'=0. 归纳 地 定义 理想 С. =[G,, 
G], 8, G =G”, 以 及 G40=[G,G0]， 这 里 ， 
Gm=G'. £% YB G fk 2393832 6 (nilpotent), In E 
G.=0; ЯНК (оба), Ш і, 090-0. 群 与 
环 的 相应 英 的 许多 性 质 可 以 转移 到 这 些 多 算 子 群 的 
类 . 多 算 子 群 4 称 为 有 单位 元 的 交 收 结 合 环 k 上 的 多 
算 子 (线性 ) Q 代数 (zmulti -operator (linean Q - aloebra). 
如 果 站 中 加 法 是 开交 的 的 ，D =k. kE Q Ë Q hi 
一 元 运算 的 集合 ， 并 且 如 果 包 中 的 所 有 运算 在 大 上 均 
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为 半 线 性 映射 (semi- linear mapping) ( M. [2] — [6]). 
参考 文献 
[11 Higgins, P.J., Groups with multiple operators, Proc 


London: Math, Soc , 6 (1956), 366—416. 
[2] Курош, А. Г., «Сиб. матем. ж.» 1 (1960), 1, 62—70. 
[3) Курош, А.Г., Лекции пр общей алгебре, 2изд.,М., 

1973 (中 详 本 : А.Г. Н. —B URI X, 1% 

科学 技术 出 版 社 ，1964) . 

[4] Курош, А. T., Общая алгебра . Лекции 1969—1970 

учебного года, М., 1974 
[5] Курош, А. Г., Успехи матем. наук}, 24(1969), 1, 

3-13. 

[6] Баранович ,Т.М., Бургин, М. С., «Успехи матем. 

наук}, 30(1975), 4,61—106. 

[7] Игоги науки и техинки. Алгебра. Топология, Геоме- 

трия, т. 14, М., 1976, 191—248, 

[8] Артамонов, В. A., Кольца, {1. 1], Новосб., 1973, 

41—45. В.А. Аргамонов # ЖАТ 评 


多 极 位 势 [rmilti-pole potential 或 potential of а multi - 
рою; мультиполя потенциал ] 

R'(n22) 的 区 域 R"\ {0} 上 的 一 个 调和 函数 
《harmonic function)， 它 是 Laplace 方程 (Laplace equa- 
ton) 主 基本 解 的 菜 阶 |m | 21 偏 导 数 ， 即 如 下 形式 的 


ant 1 


ET 3 n23 时 ， 
am 1 _ 
Эх йуз ， 当 n=2 时， 


к=н tx |та т r +m. 
为 了 简洁 ， 令 n=3. 当 |m| =1 Bf, 38 (BR 
+ ) 096 (аро potentials) 大 有 形式 


Ха 2 ea 5 
P m 7 ， 
0 
和 s 


其 中 cosa, cosg 和 су 是 观察 点 (xí, x,, x) 的 矢 
径 的 方向 余 艾 ,全 如， 函数 一 x, 1r? 被 解释 为 具有 姑 1 
Й ОХ, 的 双 极 位 势 ， 即 放置 在 (a，0, 0) 的 质量 


-1/2@ 和 放 恒 在 ( 一 a, 0, 0) 的 质量 1/2a 的 New- 


ton 位 势 之 和 当 а — 0 + 时 的 极限 值 ， 另 一 方面 ， 这 
个 函数 可 以 表示 沿 OX, 轴 放 置 在 原点 的 小 磁 导 的 磁场 
位 势 . жй». ш х, 和 х, 分 别 是 具有 
轴 ОХ, 和 OX, 的 双 极 位 势 .通过 取 这 些 函 数 的 线性 
组 合 ， 可 得 到 具有 任意 秆 к 和 任意 定向 的 双 极 位 势 . 
当 | 中 | = 2 时 ， 四 极 位 势 (quadrupok Ppotential) 由 总 
质量 等 于 0 的 一 个 固定 的 四 点 质量 系 ， 通过 求 极限 得 
到 ， 等 等 . 

全 一 个 具有 密度 p= ре, п, с) 的 有 界 物体 G 使 


得 066, 其 Newton 位 势 (Newton potential) U % 
展开 为 多 极 位 势 的 级 数 ; 
U(X, х, х) = (1) 


p{E n. O) dt dn d£ - 
x (т) + (x, ty 


"Шел 


_ M ое GCD" РА 1 
ka. 


а 
T а гуту V ° 
A m Im. 1m t Әх Or Ox т 


其 中 
м= [ост 0441 


是 物体 G 的 总 质量 ， 系 数 
а, о Пе" т?р m 04644; 


当 |m| = 1 B. ЖОНЕ (dipole moments), 3 |m| 
= 2181, ЖЕ ( guadrapole moments), — Ж, 
当 Im| 21 sik ЖШ (паші - рое moments ). 级 
数 (1) 不 同 于 оо; x ху) 的 球 函 数 展开 式 ， 经 
项 的 重 排 后 


Ulr, 9, 4)= 


(2) 的 项 也 能 解释 为 按 特别 方法 定向 的 多 极 位 势 { 见 
[1])， 因 此 系数 4, 通常 也 分 别称 为 双 极 矩 ， 四 极 抢 ， 
я, Зи. 

形式 (1) 和 (2) 的 展开 式 用 来 措 述 和 近似 表示 标 
基 与 向 最 位 势 ， 不 仅 适 用 于 Laplace 方程 ， 也 适用 于 
Heimholtz 方程 (Heimholtz equation ) 的 基本 解 ( 见 [2]). 

在 理想 不 可 压缩 流体 平面 流 的 流体 动力 学 中 ， 也 
应 用 如 下 形式 的 复 多 极 位 势 


其 中 z 是 复 变量 ，& 和 a 分 别 是 多 极 的 矩 和 定向 角 . 
А m=il,g=1 和 &=0 时 ， 冯 极 位 势 可 以 解释 为 ， 
一 个 在 z = a > 0 其 容量 是 上 的 源泉 的 复位 势 与 一 个 
在 z= -a 其 容量 是 1 的 收 点 的 复位 劳 之 和 ， 当 a 一 
0+ 时 的 极限 、 这 时 ， 展 开 式 (1) 表示 一 个 流线型 平 
面 物体 G 流速 的 复位 甘 在 无 穷 允 点 邻 域 的 展开 式 : 


w=f(z)= Аа 


这 里 ， 用 放置 在 原点 的 多 极 位 势 的 合成 作用 代 兰 流 线 
型 物体 G 的 作用 ( 见 [3]). 
参考 文献 
[1] More, Е. М. and Feshbach, Н., Methods of theore- 
tical physis , 2, MoGraw - Hill , 1953 
[2] Rckon,J D., Clasical eectrodynamics, Wiley , 1962. 


ГАЯ 


БАЕТ 


% 


[3] Mine -Thomon, L, М., Theortical һушойупатив, 
MacMillan , 1950. 
Е.Д. Соломенцев Ж 50. SOM 详 


多 叶 区 域 [mmlti- sheeted region; многолистная обла - 
сть] 
考虑 作为 复 平 面 C ЕМ Н B! Riemann 的 面 
(Riemann surface ) КВН БЕЕН 
реса ЕШ, £p 5 的 两 个 点 ;及 的 一 
个 大 一 1 阶 分 支点 ( branch point ) 在 这 里 看 作 大 个 不 同 
的 点 . 例如 ， 解 析 函 数 w= Е И р = (zeC; 
1z| < 1} 到 这 个 函数 的 Riemann 曲面 尺 的 二 叶 区 域 ( — 
ПА) 5 = (А: [w|< 1) 上 的 一 对 一 映射 ， 这 
个 喘 射 除 原点 外 是 处 处 共 形 的 . 
对 于 多 复 变量 的 佣 析 函数 ,也 出 现 复 空 
多 叶 Riemam 区 域 《 Riemannian domain). 
Е.Д. Соломенцев Ж 


hj C' Ей 


[ 补 注 ] 
参考 文献 
[Al] Sisgeal, С, L,, Tepis in complex functiom , 1, Wiley 
{interscience ) 1988, Chapt . 1, Sect. 4. 
:A2] Springer, G., Introduction to Riemann surfaces , Add - 
Жоп - Wesky,, 1957. а 译 


(ШЗ [multiyalned function; Многозначиая функция ] 

一 个 函数 ， 它 使 每 个 元 素 xe X 对 应 于 集合 了 的 

一 个 子 集 A(x): f(x) 了 ,这 里 至 少 存在 了 前 一 个 

这 样 的 子 集 ， 其 中 至 少 含有 两 个 元 索 ， 亦 见 多 值 映射 
(multi -valued mapping) , 

Я. Д. Кудрявцев Ж ЖЖ Ж 


ЭЗЕЛИ ЯЯ [ multi чашей mapping 或 many -valued тар - 
ping; многозначное oro6paxkceaxe ]， 点 到 集合 的 映射 
( point -to -set mapping ) ` 

BORA X 的 每 个 元 素 x 对 应 于 集合 了 的 一 个 子 
集 Г(х)Ә 的 映射 工 :三 -> 了 Y， 如 果 对 每 个 xe X, ж 
合 r(x) 都 出 一 个 元 素 构 成 ， 则 喘 射 p 称 为 单 值 的 
(single-vahued ) ,多 值 映射 Г 可 以 视 为 把 ХА 27 
中 的 音 值 晓 射 ， 即 喘 入 Y 的 所 有 子 集 的 集合 中 的 映 
射 . 

对 于 两 个 多 值 映 射 Г: Х Y, i=1,2, 它们 
的 包含 (inclusion ) 自然 地 定义 为 : 车 对 所 有 xeX 有 
I1(x)cT1(x), 则 工 ; r,. *£ W # Р 
Кї: X — Y, ає4, Ж (union ) #136 ( intersection ) 
ЯХ Ге (аг, ШЖК хех Г(х)= 
О.Г. (xX); 荆 = 门 oaT。， ЖЗ хех 有 
Г(х) 二 门 cosTe(Cx)， 对 任意 多 值 映 射 族 Г,: X 一 
了 -xs 4 ， 如 果 多 值 映 射 下 = n... r. X- H... Y. 
й Г(х) = п...Г.(х), Ж 为 多 什 映 射 族 r. 
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的 Descartes 积 (Cartesian product). 2 ВА Г 19 
截 口 (section 是 一 个 单 值 颈 射 f: X 一 了， 使 得 对 所 
有 "xsX т у(х) er(x). # 803 г ЮН 
(варь) 是 集合 G(T)= (х, y)eXx Y: yer(x))- 

把 拓扑 空间 X 映 信 拓 半 空间 Y 中 的 多 值 映 射 r 
称 为 上 半 连 续 的 (upper semi-continuous )， 如 果 对 每 
+Ë Uc Y, ##rt(U)= (хєх: r (x) S U, 
г(х) ó) 在 ХЕИ, }Ж{1Ж1Й: WHERE 
XEX fl r (x) 的 任意 邻 域 U, ЖЛЕ x ЕФ О,, 
&# г(0,)=0, 8 r(0,)=U(r(y): уеО,}. 
иең X 到 拓扑 空间 ҮШ ШАЙ Г 称 为 于 半 连 
续 的 (lower semi-continuons )， 如 果 对 任 一 开 集 
UcY, Ше y-(U)= (хех: T(x) U = É) 在 
关中 是 开 的 . 如 果 一 个 多 值 映射 同时 满足 这 两 个 性 
Ж, 则 称 为 连续 多 值 映射 ( continuous moli -valued 
mapping). 

设 了 为 拓扑 向 量 空间 ,多 值 映射 TT: X — Y # 
为 凸 紧 值 的 【corvex -compact valued }， 如 果 对 记 有 
хех; I(x) 是 西 紧 集 ， 对 有 限 个 多 值 映 射 r. X 
= Y, 11, Кге аг. 定义 为 (x)= 
У г.х). 任意 【有 限 的 ) жЕ (А) 
地 ， 连 续 } 多 值 映 射 的 交 是 上 半 连 续 的 (分别 地 ， 连 
续 的 )》， 有 限 多 个 上 半 连 续 多 值 映 射 的 Descartes 积 是 
上 学 连续 的 . жи1 ЕЕЕ (C RAR ) 映射 的 代 
数 和 是 上 学 连续 ( 凸 紧 值 ) 的 . 任意 一 诸 西 紧 值 映射 
的 交 和 Descates 舱 是 凸 紧 值 的 . 

设 X 为 仿 肾 空间 ( paracompact space), Y 为 局 
部 凸 度量 线性 空间 ( 见 局 部 凸 空间 (jocally convex 
space ]， 线 性 空间 (linear space); 度量 空间 (metric 
space )), ET: X -= 了 是 上 半 连 续 多 值 映射 ， 且 对 
所 有 xeX,T{x) Y 中 是 闭 的 ， 则 多 值 映射 了 Л 
ЗЕЕ П, 设 (X, W) 一 (Y, W) 是 具有 给 定 c 
代数 W 和 9 的 空间 ， 多 值 映射 г: (X, 9) 一 (Y， 
8) 称 为 可 济 的 (measurabk ) ， 如 果 图 象 G(T) 属于 
包含 所 有 4 x 8 EBA Xx Y 的 最 小 о 代数 
их, хи лея, Ben. шега (X. я) 到 
完全 可 分 度量 空间 (У, 5) 的 可 测 多 值 映射 ， 这 里 
©# 了 的 Borelo К, 则 本 具有 可 济 截 口 /. 


参考 文献 
[1] Kuratowski, K., Topology, 1— 2, Асай, Press, 
1966 一 1968( 译 自 法 文 ) ， Б.А. Ефимов {% 


[ 补 注 】 ЗВЕНЬЯ В 8) 《set-valued mapp- 
ing), H ЖЭНЕ ( selections ) . 

证 明 某 一 类 多 竺 典 射 允许 途 择 的 定理 也 称 为 选择 
Ж (section theorems ) ， 上述 正 文 最 后 一 名 陈述 的 
可 测 选择 定理 称 为 von Neurmann 可 测 选择 定理 (von 


Nenmann measurable choice theorem }. [A4] 中 讨论 了 
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若干 选择 定 埋 及 某 些 应 用 . 
参考 文献 
TAL] Michad ，E , Continuous siections. Am of Maih., 
63 (1956), 361 — 382 
[A2] Michael, E. А., А survey of continuous selections, 
in W. М. Fleischmann (ой. ) : Set ~ valued mappings 
Рос. Соп. SUNY Buffalo. 1969, Lecture notes in 
1math ., Vol. 171, Springer , 1970, 54 — 58. 
ГАЗ] Pracslawski, K. and Yost, D . , Continity properties 
of setectors and Michaels Theorem . Mich. Math. J, 
36 (1989), 113 — 134 
[A4] Parthasarathy , T . , Selection theorems and their apph - 
cations, Springer, 1972. TIK. ЭЛЙ Ж 


多 值 表示 [muld -valued representation; многозначное 
представление ] ， 连 通 拓 扑 群 G 的 
一 个 连通 拓扑 群 С, 的 道 常 下 示 x (КЕЗЕ 
示 (represeniation of а topological group )) 使 得 G 
《作为 一 个 拓扑 群 ) 同 构 于 G， 关 于 一 个 不 被 包含 在 x 
的 核 内 的 离散 正规 子 群 N Ж. WE x(N) 恰 有 n 
个 元 素 ， 那 么 这 个 多 值 表示 就 称 为 n BB (mvalued y. 
скажы G Гужа А, WT G 
п(9), gEG = 6,1, 得 到 关系 x(e)31. л(0.0.)= 
п(9,)л(9,). 91,925G. ЖЮ, БНН 
拓扑 群 СМЕА ТАЕНЕ. 2 
ЛАНО РОВ SIF Ep SO (n, С) (n 2 2) 的 
旋 重 表示 (spinor representation); 这 个 表示 是 SO(n , 
С) wj ік, Jf Hh SO (п, С) 的 泛 枝 盖 群 的 一 
个 忠实 表示 所 确定 . 
参考 文献 
[1] Кириллов, А, А., Элементы теории представлен - 
ий. 2 ищ., М.. 1078 (38908: Kiñlov. А А.. Ele- 
ments of the theory of wpresentations , Springer , 1976) 


[2] Наймарк, M. A., Теория представлений групп, 
ML 196 (£ k Ж: Nalmak, М. A.. Theory of 
group representations , Springer, 1982). 

А. И. Штерн Ë 部 钠 新 详 


置 图 [migraph; мультиграф] 
多 许 有 风 重 边 的 图 ( graph). 
Dl 重 尖 作为 化 合 物 的 分 子 结构 的 数学 模型 很 有 
Ж. АІ]. 人 允许 有 环 的 重 图 (这 在 [A2] 中 称 为 伪 
图 (peendo - gruph ))， 加 拿 大 图 论 学 派 仍 把 它们 称 为 
图 (网 [A3]) ， 亦 见 图 (graph ) 
参考 文献 
[Al] Balaban, А. Т. (cd.), Chemical apphcation of 
graph їһсогу, Acad. Риз, 1976( 中 译本 ; A. T 
忆 拉 班 ， 图 论 在 从 学 中 的 应 用 ， 科 学 出 版 村 ，1983 ) 
[A2] Harary, Е., Graph tpeory ，Addison - Wesley ，1969 
(中 译本 ; 只 ， 哈 拉 里 ， 图 论 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 


1980). 
[A3] Bondy, 7. А. акі Мшу. О. S. А.. Graph theory 
with apphcations , Macmilan , 1976 ( 中 译本 : J.A 
Жш, U.S.R. Д. ВЕКА. ША 
№. 1984). Г 0:674 


# B UB 88 [ multiharmoric function; кратногармоки. 
ческая функция ] 

一 个 调和 函数 ( harmonic function), 使 得 Laplace 
算 子 (Laplaoe operator) 作用 于 各 个 独立 变 元 组 等 于 
Ж. 更 确切 地 阅 : 在 Ба 空间 R'(n 22) 的 一 个 
ХЕ D йй С? 类 函数 u= u(x,…,x,) йу D E 
的 多 重 调 和 函数 ， 台 果 存 在 白 然 数 n... n. n + 

“tn =n, n2k>2, 86 D 上 如 下 恒等式 成 立 : 


r= 
экз аш А өзи 
ЛГЕН 20.7, ЕЕ а ах; =. 
多 重 调 和 函数 的 一 个 天 要 的 真子 类 是 由 这 样 一 类 函数 
【 亦 称 和 多重 调和 函数 { phuriharmonic function ) ) 组 成 的 ， 
对 于 这 类 函数 ,mn=2m ,mi =2,j= 1,55, т, Bl k= 
т, ДЖЕНК. 
参考 文献 
[1] Stein, E. М. and Wess. G ., Introduction to harmanic 
analysis on Euclidean spaces, Prinoston Univ. Pres. 
197) F. Д. Соломенцев #& 
+1 多 重 调和 函数 在 英文 中 也 称 multiply harmonic 
functions. P .Lelong 已 证 盟 : 如 果 u 是 分 离 调和 的 
(separately jarmonic)， 也 就 是 说 ， 当 其 他 变 元 轩 定 时 ， 
4 作为 xa xa 080, kin = 0) 前 函数 是 
调和 的 ， 则 u 是 多 重 调和 的 . J，Siciak 给 出 另 一 个 本 
同 的 证 明 方 法 ， 锡 [Ai]、 
参考 文献 
[AI] Неге, M. ., Analytic and plunsubharmome functions , 
Lecture notes іп math. , 198, Springer , 1971 
БЕ. Айй 译 


多 重 线性 代数 [ multilinear algebra ; полилинейная алгеб- 
pa] 

ЖЗЕИЙ (Ri) Ар St 75 ај) 2 ИВ ЕНЕН (mul- 
tilinear mapping) 的 代数 学 分 支 . 多 重 线 性 代数 的 最 先 
部 分 包括 双 钱 性 型 (bilinear form) 与 二 次 型 (quadratic 
form} 理 论 ， 行 列 式 (determinant) 埋 论 ， 以 及 扩充 它 的 
Grassmann 演算 { 见 外 代数 (exterior algcbra)) . 多 重 线 
性 代数 中 的 基本 角色 是 张 最 积 (tensor product), JE 
空间 上 的 张 是 (tensor оп а vector space) 与 多 秆 线性 型 
(muttilinear form) 等 概念 . 多 重 线性 代数 对 几何 学 与 分 
析 学 的 应 用 主要 与 张 轩 演算 (tersor саш) 以 及 微分 
形式 (differential бола) Ж ©. А.Л.Оницик 所 


т 


аи итын 


ас 


13] 
参考 文责 
[A1] Marcus, M., Finite dimensional mululinear algebra, 
1-— H. M.Dekker, 1973, 
[А2] Bourbaki, N., Elements of mathematics . Algebra: Al- 
gebra structures . Linear algebra, 1, Addison - Wesley , 
1974 , Chapt. 1 ;2( 译 自 法 文 ). 陈 公 宁 W 


多 四 线性 型 [multiinear form ; полилинейная форма ], 
ni 重 线 性 型 tn- linear form) ， 单 式 À Ë E 上 的 

”一 个 多 重 线性 映射 (multilinear mapping) BE"-> А 
{其 中 4 是 带 有 名 元 的 交换 结合 环 ， 见 结合 环 与 结合 代 
数 (associated rings and algebras)) . 多 重 线性 型 亦 称 为 
Е 6 ТЕА 9 (multilinear function) (n 重 线性 函数 人 
linear function)) . УЕ ИНУ 
特殊 情形 ， 所 以 也 可 以 提 及 对 称 的 ， 斜 对 称 的 ， 交 错 
的 ， 对 称 化 的 以 及 斜 对 称 化 的 多 事 线 性 型 . 例如 ，A4 
上 中 阶 方 阵 的 行列 起 (detemminant 是 АЕ ИЕ 
(因而 交错 ) п АЕ в Бо ена А 
ЫЛЕ, А), ЕҢ ЖЕТ ®"Е 二 所 有 线性 型 的 模 
(98), Жп=2( 对 应 地 ，n=3) 的 情况 下 ， 特 别提 
到 双 线性 型 (bilinear form) (对 应 地 ， 三 线性 型) . 

E En 重 线 性 型 与 4 次 共 变 张 量 ， 即 模 Т" (Е)= 
@' "的 元 素 密 切 相关 . 更 俐 切 地 说 ， 存 在 绕 性 映射 
PT" (EE) L(E,A), 

使 得 对 任意 uw,EE'，x,EE， 
和 


ж ЕА нёй (бос module)， 则 ?是 单 射 ， 如 果 Е 
是 有 限 生 成 的 ， 则 ? 是 一 一 映射 . 特殊 地 ， 域 上 有 限 
维 向 基 空 间 上 的 m 重 线性 型 均 与 站 次 共 变 张 量 一 致 . 

对 任意 型 eL (Е, А), eL, (5,4)， 通 过 公式 


1 人 wa 


定义 张 量 积 + ® єг, (E,4) . 对 于 对 称 化 多 重 线 
性 型 ( 见 多 重 线 性 映射 (multilinear mapping))， 亦 可 定 
义 对 称 积 : 

(0,0) V (s,o)=s,,, (u @ o), 
而 对 于 斜 对 称 化 多 重 线 性 型 ， 存 在 外 积 

(а„и)Л\ (rd) = (u Q o). 
这 些 和 运算 被 分 别 扩 展 到 模 1.(Е,А)= bT L (E,A), 
其 中 (5,4)=A4，L,(E,A)=E"， 对 称 化 型 的 模 
L,(E,A)= © ы s, L (E, 4) 以 及 射 对 称 化 型 的 模 
І.(Е,4) = 外 让 ,0 上, (Е, 4). ВЪВ о 


的 结合 代数 ， 如果 E 是 有 限 生成 的 自由 模 ， 则 映射 
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确定 张 量 代数 (tensor algebra) T(E') 到 L.(8,4) 上 
的 一 个 同 枸 ， 且 是 外 代数 (exterior algcbra) A ( E` ) 到 代 
数 上 {上 ,4) 的 一 个 同 构 ， 在 那 种 情形 下 ，L,{ E,A) 
重合 干 交错 型 的 代数 . ШЖ 和 是 特征 为 0 的 域 ， 则 也 
ЕТЕТ У (ЕГ) 到 对 称 型 的 代数 L (E, A) 上 的 
=. 
任何 多 重 线性 型 ne 上 , (Е, Ад) 对 应 着 由 公式 
e (uXx)=u(x.",.x),x6 E 

给 出 的 函数 o (u): Е А. о, (и) Ж ЖУ E 
上 nn 次 型 (form of берме n); 如 果 E 是 自 出 模 ， 则 在 
关于 任意 基 的 坐标 中 它们 由 次 数 为 4 的 齐 次 多 项 式 给 
出 . 在 n=2( 对 应 地 ，n=3) 情况 下 ， 得 到 上 二 次 
型 (quadratic form) 《对 应 地 ， 三 次 迎 (cubic form)) . 
型 Fa (u) 完全 确定 型 ue L. (Е.А) МЫ аи: 

CD У FOrta). 


特别 地 ， 对 n=2、 
mu(x,y)=F(x+y)-F(x)-F(y). 


映射 与 wm, 确定 代数 SLE') 到 所 有 多 项 式 函 数 (poly- 
nomial function) 的 代数 P(E) 上 的 一 个 同 态 ， 如 果 Е 
是 无 限 整 环 4 上 的 有 限 生 成 自 出 模 ， 那 么 它 是 一 个 同 
ш. 
参考 文献 
[1] Bourbaki，N,，Elemenis of mathematics. Algebra : Alge- 
braic structums . Linear algebm, 1, Addison - Wesky. 
1974,Chapt.1; 2( Фа). 
[2] Bourbaki, N., Elements of mathematics, Algebra: Mod- 
ules. Кіпр. Forms, 2. Addison - Wesley, 1975, Chapt . 
4; 5; 6 (WF Bt8 X) . 
13] Lang,S., Algebra, Addison - Wesley, 1984. 
А.Л.Оншик # 际 公 宁 译 


多 重 线性 映射 [mtilinear mapging ; полилинейное отоб- 
ражение], п Ж. (п -linear mapping), Ж Q 
性 算 子 (multinear operator) 
“从 带 有 么 元 的 交换 结合 环 4 上 的 单 式 模 (unitary 
module)E; 054 П.Е 到 某 个 4 模 下 内 的 关于 每 个 
自 变量 均 为 线性 的 碧 射 7， 亦 即 它 满足 条 件 


Дх, tba, хут) = 
ау Oy, XX tb CG, 02, 
Ks i) (a bEA;Y, z€ E i=l,=,. n). 


在 n=2( 对 应 地 ，n=3) 的 情况 下 ， 称 为 双 线 性 映射 
{bilinear mapping) (对 应 地 ， 三 线性 映射 ) ,每 个 多 重 


УПА F 


1 
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定义 从 张 量 积 辑 ,&, 到 下 内 的 唯一 线性 映射 了 ， 使 
得 
fx B= ), x€ E, 

这 里 对 应 A> 了 是 多 重 线 性 映射 [T E -> 下 的 集合 
ИД ЕКЙ} © 5 一 FF 的 集合 内 的 -一 映射 , 
Ж ЖЕЛ], Е -~ 下 自然 地 组 成 一 个 АЙ. 

对 称 群 (symmetric group) 5, 作用 在 所 有 ВАЕ 
映射 B" 一 组 成 的 АЛ, (Е.Р) Е: 

(EC )=f(xa х„„)› 

8 5є5,, feL (E,F), x€ E .多 重 线性 映射 三 称 
为 对 称 的 (symmetic)， 假 如 对 所 有 se S,，sf=f; Ж 
为 射 对 称 的 (skew -symmetricy， 假 如 sf=a(s)/， 这 里 
按 租 换 * 的 正 负 号 ，s(s)= 士 1 . 一 个 多 重 线性 映射 称 
为 变 符号 的 (бірл ~ varying) 《或 交 销 的 {alternating))， 
ШЖ АДЕТ 196), x=x M. (7, x )=0. 任何 
的 交错 多 重 线性 映射 是 斜 对 称 的 ， наж 中 方程 
2y=0 有 唯一 解 y=0， 则 泛 命 题 亦 真 . 对 称 多 重 线性 
Й д, СЕ ,下 ) 内 一 个 子 模 ， 它 自然 地 同 构 于 线性 
ЖЕ L(S'E,F) ХШ, ЗЕ E MB n 重 对 称 
午 ( 多 对称 代 数 (Symmetric ајребта)). 5 ЖЕН 
射 组 成 一 个 子 模 ， 它 自然 地 同 构 于 (A"E ,FP)， 这 时 
Ac 是 异 五 的 第 r 重 外 宕 ( 见 外 代数 (exterior algebra )) 
多 重 线性 映射 qf 一 也 ,es.sf 称 为 出 了 确定 的 对 称 化 多 
ЖЕКА (symmetried тиййїкаг mapping), 而 多 重 
ЗЕ оу. обв) зу 称 为 由 /确定 的 妖 对 称 化 
多 重 线性 映射 (skew- symametrized multilinear mapping) А 
对 称 化 (对 应 地 ， 斜 对 称 化 ) 多 重 线性 映射 均 为 对 称 的 
(对 应 地 ， 交 错 的 )， 并 旦 ， 如 果 在 瑟 中 对 每 个 ee 严 ， 
方程 中 ?=< 有 叭 一 解 ， 则 道 命题 亦 嘉 ,使 任意 交错 
多 下 线性 映射 成 为 斜 对 称 化 的 一 个 充分 条 件 是 下 为 
ВН (пос module) . 参见 多 重 线 性 型 (multiinear 
fomm . А.Л.Оншк # 陈 公 宁 译 


多 众 数 分 布 [muitimodal distribution ; мультамодальное 
распределение ]， 多 峰 分 布 (multipeaked distribution) 
具有 若干 个 众 数 ( 郧 众 数 (mode) ) 的 概率 分 布 ， 或 
者 说 密度 ( 见 概率 分 布 的 密度 (density of a probability 
distribution)) 具 有 对 应 于 这 些 众 数 的 若干 相对 极 大 值 的 
概率 分 布 ， 与 单 众 数 分 布 ( 见 单 众 数 分 布 (unimodal dis- 
шоп) } 不 同 ， 多 众 数 分 布 (在 实际 中 ) 比 较 少见 
ВЛАВ. 
А.В.Прохоров Ж Ж#Н 


多 项 式 系 数 [mdtinomial coefficiemt; полнномнальный 
коэффициент] 


在 多 项 式 (x， 十 … 十 xX。) ”的 展开 式 中 ，<1 


ху 的 系数 


! 
нуся, еп. 
пін 


在 组 全 学 中 ， 多 项 式 系数 竣 达 下 列 含 义 : а) BS n 
个 元 索 ， 其 中 有 п, 个 是 同一 样式 的 ，n, 个 是 另 一 样 
式 的 ，…，mw 个 是 第 m 种 样式 的 ， 这 样 的 n 个 元 
素 的 可 能 的 排列 数 : b) 把 n 个 不 同 的 元 带 放 人 т 
个 不 同 的 盒子 里 的 放 法 的 数 日 ; 这 时 ， 第 工 个 僵 内 合 
有 n, 个 元 素 (i= 1, …,m)， 且 不 计 任 一 盒 内 元 
ЖЛЕ. 
二 项 式 系数 ( binomial cocfficients ) 是 多 项 式 系 数 
的 特殊 情形 ， 
参考 文献 
[1] Hall, М., Combinatoria! theory, Wiley, 1986. 
[2] Riordan, Ј., An iniroduetion to combinatorial analysis , 
Wiley , 1967. ©. А.Руква É ШВ 译 


多 项 分 布 [muitipomial distribution 或 polynomial distribu - 
боп; полиномнальяое распределение ] 
随机 变量 X... X, 的 联合 分 布 ， 它 对 于 任意 
一 组 满足 条 件 t qn =n n 0, 5л, ўе 
… 大 的 非 负 整数 ni. o. п, ， 由 下 列 公式 定义 
了 人 
-mL mapu, (s) 


т пу, рр 


Ж п, р 7, р. (р, 20, Y p = 1) 为 分 布 的 参 
数 . 多 项 分 布 是 一 种 多 元 离散 分 布 一 一 满足 X, + … 
+X, 一 站 的 随机 向 量 ( X,, 5, X,) 的 分 布 【 这 个 
分 布 实质 上 是 (k 一 1) 0, НЕ k % Euclid 
空间 中 是 退化 的 ) 多 项 分 布 是 二 项 分 布 (binomnial 
distribution) 的 自然 推广 ， 后 者 即 同 于 k=2 的 悄 
形 .这 个 分 有 名 称 的 来 由 是 因为 概率 (=) (p, + 
+ Pi) " 多 项 展开 式 的 通 项 ， 多 项 分 布 出 现在 如 下 的 
ЖЖ p. 每 个 随机 变量 X, 是 互 不 相 容 事件 
А0 1, 2,77, К) 之 一 在 重复 独立 试验 中 发 生 的 次 
Ж. 如 果 事 件 А, 在 每 次 试验 中 的 概率 为 p (j= 1， 
7. К), ЯА (+) 就 等 于 在 n 次 试验 中 事件 4 ，， 
Т.д ПНЯ п, 7, n, 次 的 概率 . 每 个 随机 变 
В х, 有 教学 期 望 为 np, ё mp (1 р) 的 
二 项 分 布 . 
ШЫЙ (X... Xe》 有 教学 期 望 (Ap ，…， 

пр,) 与 协 方差 阵 B = 16,1, И 


wap (1—- р), i=j, 
b, = jl 


=пррр (ej. 
( 因为 E) ni =n, ШЕЕ ВЮЯЮ А1). 多 项 


ЕТКЕ ВА ОЕ 
fü U А) = рет to tp e). 
Жа = ою 时 ， 有 正规 化 分 量 
ү = 一 一 -一 上 -一 

' Vnp(l- p.) 
ЮЖ (У, 7, Ү,) ЛЕ, “Т K GE sir 
r (normal distribution ) , ñi 

ñ 

а-у? 


的 分 布 【 它 在 数理 统计 中 常用 来 构造 x? 检验 (`chi- 
squared “test )) ЖТ 大 ~ 工 自由 度 的 X 分 布 (chi- 
squared ° distribution), 
参考 文献 
{1] Cramtr 、 Н., Mathematical methods of statistics , Prin ~ 
союп Univ, Press, 1946( 中 译本 : Н. йе, Ж 
计 学 数学 方法 ， 上 海 科学 技术 出 瓶 社 ，1966) 
А. В. Прохоров # 


【 补 注 】 
$= xw 
[А1] Johnson, N. L., Kotz, S.. Discrete distributions 、 
су, 1969 ШБ 


1298 [multiple ; кратвое], АЖЖ а 的 
可 被 a 整除 的 自然 数 ( 见 除 法 (division )). 同时 
可 被 每 个 数 a, b ,… m 整除 的 数 n， 称 为 这 些 数 的 
公 倍数 (common multiple) .在 两 个 或 多 个 数 的 一 切 公 
倍数 中 ， 有 一 个 《不 为 堆 ) 是 最 小 的 多 为 最 小 公信 数 
(отк! common mulipk), 其 他 公 倍数 都 是 最 小 公信 
数 的 倍数 . 如 果 已 知 两 个 数 a 和 b 的 最 大 公 因数 
( greatest common divisor) d， 则 最 小 公 倍 数 m 下 由 
公式 m = ab/d 求 得 、 
【 补 注 】 
参考 文献 
[А1] Vinogradov, I. M., Flements of nuraber theory , Do- 
эг, reprnt ，]954《 译 自 俄 文 ， 中 译本 : И М. 
格拉 陀 夫 ， 数 论 基础 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1956). 
жак ж 
多 重 比 较 [maltiple comparison ; множественяое cpan- 
ненне ] 
关于 慰 量 积 67"e 的 假设 检验 问题 ， 其 中 向 量 9 一 
(ое) ЕЖА, се (соо) 
定向 量 . 在 统计 研究 中 ， 多 重 比较 问题 常 出 现在 方差 
分 析 (dispersion anabsis) 中 ， 其 中 一 般 选 择 满足 c + 
+с,=0 ШЫ с. 在 此 情形 下 ， 标 量 积 987，e 本 身 称 
做 对 比 (contrasb ， 在 6，…, 纹 是 一 维 正 态 律 的 未 知 数 
学 期 望 的 假设 下 ，7.W.Tukey ñi H. Scheffs 分 别提 出 了 
司 计 对 比 的 了 法 (T-method) 和 5 法 tS-method) 一 一 建 
立 对 比 的 置信 祷 间 的 基本 方法 。“ 
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参考 文献 
[1] 5сһев. Н... The analysis of variance, Wiley, 1939. 
12] Kendall, М. and Stuart , A. , The advanced theory of sta- 
tistics, Design and analysis. and time scries, 3. Griffin, 


1983. М.С.Никулин Ж 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[А1] Miller, R .Simnltaneous statistical inference. McGraw- 
Hill, 1966. MRE ж 


多 量 相关 系数 [mnitiple- correlation coefficient ; Множест- 
венный коэффнциент корреляцны ]， 亦 称 复 相关 系 
数 

”一 个 随机 变量 与 森 一 组 险 机 变量 问 线性 相依 性 的 
上 度量 . 确切 地 说 ， 如 果 (XX,,… , XX) 是 在 RR' hy 8 
ЛАЖ, Хх 与 如， ,Xi 的 多 重 相关 系数 定义 为 X, 
与 其 关于 X,,…, XX 的 最 优 线性 带 近 的 普通 相关 系数 
(correlation coefficienty) ， 即 X, 与 其 对 区,，,… ,XX 的 图 
ЭЯ (regression)E{Xi|X,，… ,XX) 的 相关 系数 .多重 相关 
系数 具有 如 下 性 质 ， 如 果 当 EX,='…=EX,=0 时 


Bt 


R Х.х} X, X. МЕА. ДЖЕТИ X, ,Xi 的 一 
ПЕВТ, ХЕХ 有 最 大 相关 . EO N 2 T. 
多 重 相 关系 数 是 典型 相关 系数 (canonical correlation 
coefficient) 的 特殊 情形 . ч k= 2 时、 多 重 相关 系数 等 
于 ,和 XX 的 普通 相关 系数 pi，. X, 5 X,, ,的 多 
重 相关 系数 记 作 о, 0. о. ШИГЫ ШЕПНЕ R= 
fpal(i,j=1,… ,上 表示 为 
pt. „= ` 

其 中 RIE R 179150. К.В о ЮА 
式 (cofactor) ,这 时 0<m ү, ,,®1. йр. oo =l 
则 变量 X, 以 概率 1 等 于 X,,… ,X, 的 某 个 线性 组 合 ， 
即 变量 Х|, ,X; 的 联合 分 布 (joint distibution) 集 中 在 
空间 R* 的 某 子平 面 上 . 另 一 方面 ，p,， as =0， 当 
Я оц=-7=р,=0, ВХ, х, ,大 中 每 一 个 
都 不 相关 . 为 计算 多 重 相关 系数 ， 亦 可 利用 公式 


в? 


(к) 
а 


РТ. en 1 
Ие о X 的 方差， 而 
sk aso SE[X —E(X,|X,.-—-, X.) 2 
E X, 关于 回归 的 方差 
多 重 相关 系数 站. o 的 样本 关 似 是 


оа 
2 . 
s 


плз. 


858 MULTIPLE INTEGRAL 


Иб asi ol. a o fs) 3 ун Й 
样本 的 估计 量 . 为 检验 关于 不 相关 的 假设 ， 要 利用 
кү. 0 4 的 抽样 分 布 . 很 如 样本 来 自 多 元 正 态 总 体 ， 
В.р. о.) 0, ДА 局. (3. i 服从 参数 为 ((R 一 1)/2， 
(я-Ку2)®) В 27: ЖЖ р. „=0, MEB гро , 
的 分 布 已 知 ， 但 是 有 些 复 杂 . 
参考 文献 
[1] Cramér, H. ,Mathematical methods of statistics, Princeton 
Univ. Press, 1946 (中 译本 : H. 克拉 美 ， 统 计 学 数学 方 
法 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1966) 
'2] Kendall, М. апи Stuart, A., The advaced theory of statis 
ез, Inference and relationships, 2 , Griffin, 1979. 
А.В. Прохоров #8 
【 补 注 】 关于 д. оа 08 ri o. 的 分 布 ， 见 [A21 
参考 文献 
ГАІ] Anderson, T.W., An introduction to multivariate statis- 
tica analysis, Уйсу, 1958. 
[A2] Eaton, M.C., Multivariate statistes: A vector space ар- 
proach, Wiley, 1983, 
ГАЗ] Muirhead, R.J., Aspects of multivariate statistical tho- 
огу, Wiloy. 1982. 周 概 容 # 


多 年 积 分 [ multiple Integral; кратный интеграл] 

多 变量 因数 的 一 种 定 积分 ， 有 几 种 不 同 的 争 重 积 
分 概念 【Riemann 积分 ，Lebesgue 积分 ，Lebesgue -Stie - 
区 es 积分 ， 等 等 ) . 

Ж Riemann 积分 是 以 Jordan 测度 (Jordan mea- 
зше) и НШ. 设 E Эр n 维 Euclid 空间 К" 中 的 
— Jordan ЇЙЇ, р, 为 n Ф Jordan 测度 ,并 设 + = 
(Е, р 为 的 一 个 分 划 ， 即 一 组 Jordan 可 测 集 E,, 
WE UM E =E H р, (ENMNE)=0 (i#j, i, 
j= l," n). 令 d(5) 表 示 E, ЮНЕ, 8 

5 一 max ҖЕ) 


称 为 分 划 < 的 网 格 {mesh of the partton). # f(x) 
(x=(x,,“, x,)) 为 在 E 上 定义 的 函数 ， 则 任何 
ЁШ 
s =o, (f; ç, с, t= е9) р. (E), 
{екет 

БЛЕЗ / W Riemann Я С Rimann integral 
sum). # lim;,.。 s, 存在 且 不 依赖 于 特殊 的 分 划 序 
列 ， 则 此 极限 称 为 了 在 Е 上 的 п Ж Riemann 积分 
(m -tuple Riemann integral ) 并 记 成 


ров m ро ахах, 


函数 f ЖЯ #k 28 Riemann 可 积 的 【Ricmann integ- 
rable ) 或 简称 А 可 积 的 ( R - mtegrable ). 
当 nn= 1 时 ， 在 其 上 取 积 分 的 集 E 通常 是 一 个 


КЫН + 基 仅 出 互 斥 区 间 构 成 的 分 划 ( 见 Riemann 积 
分 (Riemann integral )) 因此， 作为 在 其 上 进行 积分 的 
集 与 分 划 的 元 素 两 者 均 为 很 特 妹 形式 的 Jordan 可 测 
集 一 区间. 因此 ,不 是 在 区 问 上 R 可 积 函 数 的 所 
有 人 性质 能 转移 到 在 任意 Jordan 可 潮 集 上 R 可 积 函 
Ж. 例如， 由 十 定义 在 Jordan 测度 为 零 的 集 上 任何 函 
数 是 R 可 积 的 ， 便 知 R 可 积 函 数 不 必 有 界 . 这 对 区 
间 上 的 R 可 积 函 数 是 不 可 能 的 . 如 果 人 们 期 请 在 一 集合 
上 函数 的 R 可 积 性 蕴 售 这 函数 的 有 界 性 ， 则 对 此 焦作 
须 峙 加 某 些 条 件 ; 例如 ， 人 们 将 以 要 求 此 集 有 任意 精 
细 的 分 划 ， 它 的 所 有 元 察 均 有 正 的 Jordan 测度 . Bš 
此 条 件 定 义 的 类 包括 所 有 Jordan 可 测 开 集 以 及 它们 的 
闭 包 ， 特 别 包括 所 有 Jordan 可 测 开 域 以 及 它们 的 闭 
ËL. 这 些 集 合 恰好 是 多 重 Riemann 积分 最 常用 的 积分 
Ж. 34 n =2 (п= 3) 时 ， 重 积分 称 为 二 重 {三重 ) 
积分 (double ( triple) integral ) ( 亦 见 二 重 积分 (double 
integral )) . 

由 于 重 Riemann 积分 只 对 积分 域 为 Jordan 可 测 
集 才 能 计算 【 著 n 一 2， 这 种 集 也 称 为 可 正方 的 ; 车 
m= 3 则 称 为 可 立方 的 )， 二 重 (三 重 )Riemann 积分 
只 对 边界 为 Jordan 面积 {体积 ) 零 的 集合 (通常 是 区 
域 或 其 闭 包 ) ЖЩ. 

п 个 变量 (n > 1) Ж ВЖЕ Riemann 积分 有 积 
分 (integral) 的 -` 些 通常 性 质 (线性 ， 关 于 积分 集 的 
可 各 性， 积分 号 下 非 严 档 不 等 式 的 保持 ， 可 积 滞 数 的 
乘积 的 可 积 性 ， 等 等 }. 

Ж Riemann 积分 可 以 化 为 票 次 积分 ( repeated in- 
tegral). 设 х= (x', x”)eR”. 


xX’ = xi, x,)eR", 


x"=(x,+ U, X.)eR". "7, E <S R”, 


Ph E R" F Jordan ТЖ, Е(х,)=Е{\{х' 
=x,) Ж E 55 (п-т) 维 超 平面 x° = x, 的 交 ,， Е,. 
* E 到 超 平面 R" —([x'x"=0) 上 的 投影 .E{x') 
ЗЕ, 分 别 依 (n — m) 维 与 m # Jordan 测度 意义 
可 测 . 车 了 为 上 КЕ ЯВА 9—8 x'e E... 
f$ E(x') 上 的 限制 的 (n 一 m) 重 积分 存在 ， 则 
黑 次 积分 

{ах уо х)" 

к, E(x') 


存在 ， 这 里 外 层 积分 为 m Е Riernann 积分 ， 且 有 
[лода лое, x")dx'dx" = 
z z 


- ја { fO, x" ) dx", 
ге 


ғ) 


对 n = 3 此 结果 蕴 舍 下 列 公 式 , 1) 若 ЕСЕЮ. 


ЕУ ЕЙ] хужа, ПЖ ф(х, у) 与 
у(х, у) (х, УЄЕ,) 为 在 = 方向 以 已 为 界 的 函数 ， 
" E= (x, у, т): (х, y)EE,,, 

ф(х, у)<а$& (х, у)}, 
则 

Pfs, adxdyds = 


= [ахау {ло уз) 


К 
2) # E fE x 轴 上 的 投影 为 区 间 [a, 5], (x) 
为 如 与 过 点 x 日 平行 于 yz 平面 的 平面 的 交 ， 则 


Гло, э. axaydz = 


: 
= бахе, р, 2) аула. 
1 9 
当 G З) А1 中 Jordan 可 测 区 域 并 且 o X 
是 G 的 闭 包 G 到 R" Безнен, дет 
列 在 r = 9(G) 上 是 可 积 的 函数 了 的 积分 换 元 公式 : 


{ лодах [лса 0) 
КА і 
其 中 J(1) 是 映射 ф 的 jacobi 行列 式 ( Jacobian ) . 

n АЕ Ж РН КЕПЕ Ricmann 积分 的 几何 意义 与 
(п +1) Ж Jordan 测度 р, 概念 有 关 : 车 /在 集 
ЕСЕ ЕТ, # E E /(x)2> 0 Ң# 


А= {(х, у): хе, 0 у&у(х)}= ву! 


жу, 


M 
ОГЫ [ 
: 


ЖШ Lebesgue 积分 (mmultiple Lebesgue integral ) 
为 多 变量 函数 的 Lebesgue 积分 (Lebesgue integral); 
其 定义 基于 n 维 Euclid 空间 的 Lebesgue 测度 (Lebe - 
sgue measure ) 概 念 Ж Lebesgue 积分 可 以 化 为 累 
次 积分 ( 见 Fubini 定理 ( Fubini есет )) ， 对 宁 积 分 
域 的 连续 可 微 一 一 映射 ， 关 于 换 元 法 的 公式 (1) 成 
立 ， 以 及 表达 多 重 Lebesgue 积分 的 几何 意义 的 公式 
(2) 成 立 ， 只 是 应 将 zs,， 理解 为 (十 ] ) 维 Lebe- 
sgue 测度 . 

重 积分 概念 可 以 转移 到 两 集 X,Y 的 乘积 X x Y 
的 字 集 4 上 去 ， 这 里 在 ХБ Y 上 分 别 给 定 一 个 " 
有 限 完全 非 负 简 度 ш, 与 ш; 此 时 4 上 积分 所 涉及 
的 测度 j 是 д, 与 a, ЯВА. 

关于 多 变量 函数 还 可 以 有 反常 重 积 分 概念 (ИЮ 
常 积分 ( improper integral )) ， 重 积分 概念 也 能 应 用 到 
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£ EE ЮКЕ EU: 不 定 重 积分 为 一 个 集 函 数 
КЕ) = {/(х)4х, 
і 


其 中 Е 为 可 测 集 ， 例如， 车 了 是 某 个 集 上 的 Lebesgue 
可 积 的 ， 则 在 此 集 上 它 几 乎 处 姓 是 它 的 不 定 积分 F(E) 
的 对 称 导数 {symmetric derivative ) 、 依 此 意义 【类 似 
+ йш ШКЕ ) 不 定 积分 的 计算 便 是 集 羡 数 的 微 
分 的 道 运算 . 

参考 文献 

[1] Ильин, В, A., Позняк, Э. Г., Основы математи- 
ческого анализа, 2 изд., ч. 2, M., 1980{ 英 译 
Ж: Піп, V. А. and Poznyak, E.G., Fundamentals 
of mathematica! analysis, 2, Міг, 1982). 

12) Колмоторов, А. H., Фомин, C. B., Элеменгы 
теории функций и функционального анализа, 5 
изд., M., 1981( 中 详 本 : НБЛ, райо 
ЗНО, ЗБС НА, 1957). 

[3] Никольский, С, М., Курс математического анал - 
иза. 2 изд.,т.2,М., 1975( ЖК: Nikol Кї, 5. 
М., А course of mathematical analysis 2, Міг, 1977) 

Л.Д. Кудрявцев 扎 
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[A1] Apostol, Т. М., Mathematical analysis, Addison - 
Wesley, 1957. 

[A2] Ваше, К. О., The elements of real analysis , Wiley , 
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ГАЗ] Smith, К. T , Primer of modern analysis , Bogden & 
Quiey , 1971. 
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重点 [multiple ройї;кратная Towkaj ,平面 代数 曲线 已 
(х,у) = 04 

一 个 奇 点 ， 在 这 个 点 处 ， 直 至 п 阶 偏 导数 都 等 于 
Ж. 且 至 少 一 个 上 十 | 酚 偏 导数 不 等 于 零 . 例如 ， 如 果 
Fa, ya) = 0, Е, (хо, ya) = 0, F/ (xo, ya) = 0 W 
F (xa, у), Бу (х, у), Pry ( xo, у) 中 有 一 个 不 等 于 
=, ИЖА М(х,у) СШ (double point); 
ТИНА СЕ М(х,у) 都 等 于 零 ， 但 至 
少 一 个 三 阶 偏 导数 不 等 于 零 ， 则 重点 称 为 三 重点 (tripe 


point ), 等 等 . А. Б. Иванов 所 
[© 4] 
参考 文献 
[AL] Cooiidge ,1. L ., Alacbraic plane curws , Dover, reprint, 
1959. 


[A2] Hilbat , D and Cohn-Vossen , S ,, Geometry and the 
imagination , Chelsea ,reprint ‚ 1952, 173 

ГАЗІ Griffiths, Р, and Hamis , J ., Principles of algebraic geo- 
metry , Wiley , 1978. 


86) MULTIPLE RECURSION 


ТАА] Fulton , W .. Algcbraic curws , Benjamin , 1969. 
къл Ж 638 6 


多 重 递归 [ multiple recursion ; многократная рекурсия ] 

一 种 递归 (recuson) 的 形式 ， 在 其 中 用 儿 个 变 
元 联合 进行 递归 运算 . 这些 变 元 值 的 集合 被 排 成 字典 
Ж. 这 个 定义 包含 '- 些 具体 的 递归 形式 .车 在 一 定义 式 
ИЖ ЛИЙ ЖК АЮ? И, ЖДЕ {ЛАША Ж 
ЗЯ í primiüve recursion ) . 一 般 说 来 ， 多 重 递归 可 以 定 
义 出 原始 递归 王 数 集 外 的 函数 ， 因 为 用 二 重 递归 (用 
二 变 元 进行 的 》 可 能 构造 原始 递归 函数 的 通用 函数 
СЖ, РА оја, Ж 大 + 1 лежа 
ЖО); 见 通 用 函数 〔universal function ) ， 一 切 可 能 的 
多 重 递归 形式 可 以 归 约 为 如 下 的 范式 ( normal Юпп): 


9 一 0 车 mynx=0， 
pnt l,m n +1)= 
= Вт, As фа фа)» 

其 中 
人 
e@(n 二] 
Fm no (во tl, nt l,n,.))), 

参考 文献 


11] Peer, R., Recursive functions, Асай. Press , 1967 (Ж 
ВХ). Н. В, Белякин {# 
ОН ИЛО ШОЛ, ТТЯКЭО ЗУ ЈА (sim- 
ultaneous recursion), 例如 见 见 [Al]. 
参考 文献 
[A1] Kleene, $. C., Introduction to metamathcmatics , 
North - Holland ， 1951( 中 译本 : S. C， 克 林 ， 元 数 
学 导 旋 ， 上 ， 下 册 ， 科 学 出 版 社 ，1984 一 1985). 
[A2] Rogers, jr., Н.. Theory of mcursiye functions and 
effective computability , McGraw- НШ, 1967 
ЕЖУ ж 


多 重 序列 [maltiple энрюше; кратная последователь - 
ноль], ЖА X 的 元 罕 所 组 成 的 元 序列 (Коре 
Sequence ) `: 

出 自然数 集合 N 的 k 次 积 N: 到 集合 X 中 的 
一 个 映射 一 个 多 元 序列 f: N* ХО 
(Фе) (或 一 个 项 (tem )， 是 由 + Кй 
组 成 的 一 个 有 序 集 (mn ，…, me x), ЖШ x= f(n,, 

п,), XEX, (n |, U n )SN*, Buz eN (j= 1, 

,大 ) ， 该 元 案 亦 记 为 x,.,,.. 
Л.Д. Кудрязкв # + Ж 


多 重 级 数 [nmatiple series; кратный ряд |, ЖЕЙ (5- 
tuple series ) 
形 如 


и 


полат 


的 表示 式 ， 其 项 取 自 表 列 |н, „|; КЕРЕТ 
项 出 s(s22) Фп, U. m. 所 标定 ， 这 些 
下 标 各 自 独立 地 取 遍 自然 数 集 ， 多 重 级 数理 论 类 似 于 
二 重 级 数 (doubke seres) 理论 ， 亦 见 绝对 收敛 级 数 
( absolutely convergent series ) . 
参考 文献 
[1] Фихтенгольц, Г. М., Курс дәфферендиалыяжо и ин- 
тегралыюго жчисления, 4 юд.,т.2, М., 1959( 中 
译本 : Г.М. Фел. ЛЫН. ЖМ 
СВ ЯНВ. БИЗДИН, 1954). 
Е. Г. Сболевжая Ж 沈 永 次 Ж 


ЖЖ [ miltiplication; умноженне ]， 教 的 

基本 算术 运算 之 一 ， 它 使 两 个 数 a, b ( 称 为 因数 
( factor )) 对 应 于 另 一 个 数 c ( 称 为 前 两 数 的 积 ( prod - 
acb ) ， 狠 法 用 记号 x 或 ， 表示 ; 在 使 用 字母 表示 
ЗН, — Ж ЛЕ. 

ЕМ ЖЕРК ПЗЕ Б: а и 
В 之 积 是 数 c<， 它 等 于 6 个 加 项 之 和 ， 而 这 些 加 项 又 
都 等 于 a; 这 样 ， 

ab=a+- +a(b mi). 

Ж a 称 为 被 乘 数 (multiplicand ) , Ж b ЖШ (mal - 
tiplar》 ， 两 个 正 有 理 数 min 与 p/ 4q ВЕЕ 


m, p - mp 
n q nq 
定义 【 见 分 数 ( fraction ) ) 、 两 个 负 分 数 之 积 是正 的 ， 


而 一 个 正 分 数 与 一 个 负 分 数 之 积 是 负 的 ， 这 丙种 情形 
ТЯНЕТ ТЕЙИ А. 无 理 数 之 积 定义 为 
有 理 近似 值 之 积 的 极限 两 个 复数 a 一 a+ bi 与 p= 
e +di 之 积 由 公式 

aB=(a+bi)(c+di)=ac— 64+ (04+ be)i 
定义 ; 对 于 三 角形 式 a=7, (соф 十 isin ф,), = 
rafcos gi 十 ising;)， 815 

ав rir (cos(@,+@,)+ism(@,+;)). 


НАЗА, а. X TN. ЖЛ 
配 前 《 见 变换 性 ( commutativity) ; 结合 性 (associa - 
tiwity ) ; 分配 性 (distributivity) ) . 此 外 ,a + 0 =0， 
a 1=a. 

ЛЕВО, ЖЕЛИ Е ЙЗ Й (alge - 
brake operation) (п л, п> 2); 最 常见 的 是 二 元 运 
Ж { 见 广 群 (groupod) ) ， 在 其 些 情形 ， 这 种 运算 是 
数 的 通常 好 法 的 推广 ， 例 如 四 元 数 的 乘法 ， 称 阵 的 乘 
法 ， 变 换 的 乘法 等 ， 然 而 在 这 些 情形 可 能 玫 失 数 的 滋 
法 的 一 些 性 质 例如 交换 性 ) ， 

О. А. Иванва Я H kak Ж 


乘 性 算术 函数 [ multiplicative arithmetic fimction ; мульти- 
пликативная арифметическая функцня ] 
对 任 一 对 互 素 的 整数 т.п, WE AM: 

#от п) = (т) f(n) (+) 
КИЕ ИЖ ЕЙ (arithmetic function) /( т). 898 {К 
Ж /(т) 不 恒 等 于 零 (这 等 价 于 条 件 f{1) = 1). 如 果 
对 所 有 的 素数 р 和 自然 数 x 有 70р") = 70р), АЗ 
е yaq ( strongly multiplicative). Яг 

(ж) 对 于 任意 两 数 m,n 而 不 只 是 对 互 素 的 数 成 立 ， 
М J 1 Ж АЕ ЖЕ ((otaly ташрїсаше); 这 时 
ИР) = [fp 

冬 性 算术 西数 举例 、 函数 +(m) 一 一 自然 数 m 的 
除数 的 个 数 ; 函数 o (m) 一 一 自然 数 m 的 除数 的 
Ñ; Eur m$ (Eur function) ç (m); Mibins 函数 
( Mobiw action) p (m). 函数 gp (m) jm ЖЕ 
ЖОЙ ЖЕРИК /(т) = m' 是 完全 乘 性 算术 函数 . 

И.П. Кубилс Ж 

н #9 


Ск) = K f(a)g( ) 


产生 一 个 乘 性 函数 上 的 群 (group ) 结构 .单位 元 是 函数 
e, 这 里 e(1) = 1, 两 对 所 有 的 п> 1,e(n) = 0. 另 一 
标准 霖 性 函数 是 常数 函数 E {对 所 有 ne N ,E(n)= l) 
和 它 的 着 р, В! Mobius 函数 ( Морт fanelion )， 注 
意 到 g =+ N, ， 此 处 对 所 有 n М (п) =, W + = 
Е*Е,о= E* №. 

Ж ХЕ. ЖЕ Ж f B Dirichlet # Ë$ ( Dirichlet 
series) 有 Ешег 积 (Euler product ) 


y £) -[(1+ 4 ++ 109 +=). 
= m ғ г Р 
当 ГЛЯНЕ ФЯ, ТИЛКЕ КАЖ. 


参考 文献 
[А1] Hardy, С. H .and Wright, E. M .，An introduction 


to the theory of mimbes Clarendon Press, 1960, 


Chapts. XVI — ХМ . жж Ж 985 校 
ЗЕЙНЕ ВУЛЕ EE [nwktiplicative ergodic theorem ; мультипли- 
кативная эргодическая теорема}, Osekdes SR4F38 
历 定理 ( Oseledets multiplicative ergodic theorem ) , Os. 
cledec” Ше 24 ( Oseledec: multiplicative ergodic the- 


orem) 


[ 补 注 】 考虑 线性 齐 次 微分 方程 组 
k= A(t)x, x(0; х„)=х„е®",:20. (Al) 


(Al) АЈ x(t; хо) 的 Ляпунов 指数 ( Lyapunov exp - 
опе) 定义 为 ` 
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А0) 一 jmsup 27 ор 16; xzo)ll. 


讨论 Ляпунов 指数 及 相关 内 容 的 一 个 更 一 般 思想 【给 
ОГАН Ляпунов 指数 ) 如 下 ， 设 四 = (O... 
是 测度 空间 ( E, n) 上 的 可 测 流 (measurable flow). 
对 任 一 点 eE, E V, 是 一 个 п 维 向量 空 间 . ({Й] 
п. ЖЕНЕМ T Е.) 与 流 O 相关 的 上 闭 链 
{cocyck)】 C(t. е) 是 R x 马上 的 可 测 熙 数 ， 它 给 (i 
е) 指定 一 个 可 逆 线 性 喘 射 V. — V.o, WB 


Cltts,e)= Ct, ф.(е))С(5, е). (A2) 
亦 妈 ， 如 果 向 量 空间 V. 构成 的 集合 被 看 成 E E n 


ЖА, Д C{:，，) 定义 了 @, 上 的 向 量 欠 Q, 
的 一 个 同 购 ， 

Vp 

} i 

Е —— Е 


Ф, 

而 且 条 件 (A2) 可 简 为 6, 6,0 ф,. BE. Ó Ë 
这 上 提升 中 的 流 . фнун 和 C 定义 的 
нй {skew product flow). 上 面 的 思路 足够 一 般 用 
来 讨论 非 线性 流 的 Ляпунов 指数 ， 甚 至 随机 砷 线性 流 
和 随机 算 阵 的 积 之 类 的 对 象 . 如 果 下 = {е}, ф,—14, 
就 是 经 典 情形 (Al1) . з) 是 流 形 M 上 的 
微分 方程 ， 取 了 = TM, M 上 的 切 从 ， 则 相关 的 上 图 
定义 为 о, 前 微分 40, 


C(t, m) =d@,(m): TM T, M 


对 V БАЙ Ф, 点 ee 在 方向 peF, 的 Ля- 
пунов 指数 定义 为 


40е, 0) = твр" ‘logh C(t, ej)vl 


现在 叙述 V. І. QOsdedets ([А1]) Яая 
ШТ: 设 Ф EAR, PER (Е, р) БТ Ф 不 
变 概 率 测度 p ， 即 对 所 有 ЄН, Ж 中 ,p =p. 进 一 
步 假设 
{ sup bg'| C (r, е) 14р «оо. 
әче 


那么 存在 一 个 p Wikis 1 的 可 测 Ф ЖЕЖ Е с 
E， 使 得 对 任意 xe E4， 有 1(e) 个 数 д! <… д, 
1(e) < 4d， 相 应 的 子 宅 间 Осип сес =, 
它们 的 维 数 为 以 < … < 一 4， 并 且 对 所 有 1-1, 
е), 有 

кз е7 ор C(t, е) = у; ve WN We 


进一步 设 p 对 中, 是 台历 的 ， 即 所 有 Ф, 不 变 子 
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集 的 р 测度 为 0 或 1 ДЇ !{е), д, d, 是 与 e (或 
Е) 无 关 的 常数 . 然而 空间 W. ИКАТ ee E, 
(A VES ҢА, АЖ V, 异同)， 集合 
СА, А КЭ Ляпунов 谱 ( Lyapunov spec - 
trum) ， 更 多 的 细节 和 应 用 可 见 [A2], [ АЗ]. 

参考 文献 

[A1] Oselodec, У. Т. [У. 1. Osdedets], А muliplicative 
ergodic theorem . Lyapunov characteristic numbers for 
dynamica] systems, Ту. Moscow Math. Soc., 19 
(21068), 197—231. 

(Trudy Maskov . Ми. Qbshch , 
20) 

[42] Kliemann, W., Analysis of попіпеат stochastic sys - 
tems, in W . Schuhlen and W. Wedig (ейз.): Ana = 
lysis алі cstimation of stochastic mechanical systems, 
Springer, 1988, 43 — 102 

ГАЗ] Amold, L. апі Wihstutz , 
ехропелз, Springer, 1986. 


19 (1968), 129 — 


V. (eds )，Lyapunov 
刘建明 ж жен 校 


乘法 群 [multipiicative group; мультипликативаая rpy- 
ona )， 除 环 上 的 
给 定 除 环 (skew - field) 中 除 替 元 外 的 所 有 元 素 在 该 
除 环 的 乘法 运算 下 形成 的 群 ， 域 的 梯 法 群 是 Abcl 群 . 
О. А. Иванва {# 
DE) ЕВО ЕО 4 R ЖЕРЕ ЗЕЕ ВИЕ 
环 群 ,特征 零 的 情况 则 不 然 . ЖЖ ЕКИ. 却 
有 泡 限 多 告 数 阶 故 ， 后 者 的 极 小 阶 是 63. 分 类 已 在 
ГАШ 中 给 出 , 在 证 明 一 类 Tig 二 择 一 性 (Tits alterna- 
tive) 时 , 有关 伺 的 问题 : АЗ ЗЕРЕ ЕН ВЕЛЕ ЯД, 
子 群 合 一 自由 非 循环 群 或 为 一 有 限 可 解 群 且 有 一 到 除 
环 上 的 线性 群 的 扩张 . 菜 些 情况 是 已 知 的 ， 例 如 [A2]. 
参考 文献 
[А1] Amitsur, S.A., Finite subgroups of division rings, Trans 
Атег. Math. $ос. ‚80 (1955), 381 — 396 . 
[A2] Lichtman, A.1., Free subasoups in linear pzonps over 
some skew ficlds, J. of Algebra, 105(1987), 1—28. 
ГАЗ] Scott, WR., Group theory, Ргепіюе Най, 1964, Chapt . 
14, 4%. 部 元 春 译 FA 8 


乘法 格 [multipieative [ийсе ; мультыпликативная реше- 
тка] 

АЖИ ШЕК ЖЕК Сл) 的 交换 与 结合 
的 二 元 运算 的 一 种 完全 格 (complete апке) L = (1, 
V.A У, ВЕНАХ 
Ж. ХАНЕ а, b.e L МНЕ J, 有 


а' [У b]= v a- b.. 
А ы 


ЖЕҢЕ ЛА {и 29 tE БЕЗЕ ЛЕ 38 УР BE {8 ЖЕ ch БОН ЖН 
方法 的 结果 而 出 现 的 ( 见 [2]), Ë NASA иени; # 果 
在 交换 不 中 有 类 似 情形 〔 或 应 用 )( 见 [1]). 


设 工 是 一 个 乘法 格 且 设 а, be L; 那么 定义 a:b= 
V {x:xeL,x Ба). 一 个 元 素 ee 工 称 为 v 主 的 
(相应 地 , 六 主 的 )， 如 果 (avV (b + е)):е= (a:e) 
V 8( 相 应 地 ,(a Atb:e)，e= (а + e)A 6) 对 任 
а, веі; 同时 是 v 主 和 入 主 的 元 素 称 为 主 的 ( prin 
cipal) 一 个 Noether B$ ( Noether ишсе ) EMIR Eak ak 
且 其 中 每 一 元 素 是 主 元 宗之 并 的 模 生 法 格 { 亦 见 模 格 
(modular lattice ) ). 一 个 完全 格 M 称 为 乘法 格 上 上 的 
1 (module over a multiplicative айе), 如 果 对 任何 4 
EL, aeM, 定义 了 一 个 积 44eM, B 
(hada=i(ha),la= а,0,а= Ou, 
Гу, АГУ, а= у, Аа, 
(ЖШ 1.1. A SL,a,a ЄМ,18 L'FRAXRB0,, 
0,9036 L 80 M Р). 
研究 得 最 好 的 薪 法 将 类 是 Noether 格 ， 这 里 可 以 举 
出 以 下 的 方向 、1) 把 Noether 局 表示 为 一 个 适当 的 
Noether SF ( Noetherian ring ) 的 理想 格 的 问题 ( 已 知 Noe- 
ther 坏 的 理想 格 是 Noather 88; 然而 存在 Noster 格 甚至 
Ж КАЛ Nocther 环 的 理想 格 中 ，[3]).2) 乘 法 格 上 
Noether 模 的 研究 ，3) 从 Noether 环 的 理想 的 理论 转移 
到 Noether 恪 上 的 概念 和 性 质 的 研究 СЗО, 
维 数 ， 真 极 大 元 ， 以 及 半 局 部 和 局 部 格 等 概念 ). 分 
配 正则 Noethet 乘 格 已 经 有 了 描述 ([4] )( 亦 见 分 配 格 
( distributive lattioe ); 正则 格 (regular lattice )). 对 比 No- 
ether 格 广泛 得 多 的 一 类 乘法 格 ， 包 括 任意 交换 环 的 理 
想 格 ， 局 部 化 和 相伴 素 元 素 的 理论 已 经 建立 . 
参考 文献 
[1] Bourhaki,N.,Elernents of mathematics , Commutative а]- 
名 bra, Addison -Wesley , 1972 ( 译 自 法 文 ) . 
[2] Diworh , R. P., Alstract commutative ideal theory, 
Pacific Т. Ма ., 12 ( 1962), 481-498. 
[3] Ворап, K , Nonimbeddable Noether lattios Рюс. Am- 
ег. Мањ. Soe ., 2 1969), 1, 129—133. 
[4А | Bogart ,K ., Structure theorems for regular local Noe- 
ther lattios , Michigan Ј. Math., 15 ( 1968), 2, 167 — 
176. 
[4B] Bogut , К., Distributive Nocther latiioes, Michigan 7. 
Math., 16( 1969 ),3. 215-223 
15] Фофавова ‚Т.С. в об.:Упорядоченные множества 
и решетки, в, 3,, Саратов, 1975,22—40. 
Т.С.Фофанова E 
ПНЕ 9—8 пед, 两 个 函数 x = асх,а-х: 
L > 下 构成 一 个 共 变 Galo В, Ш a- b= a A 
b, 则 工具 一 个 带 有 a:b = a= b Ф Heyting 代数 
(Heyting algebm ). 8838 НЕЙ li M .Ward ЖЕ. Р. 
Dilworh 的 著名 的 文章 [A31 开始 ， 他 们 称 之 为 剩余 格 
(residuated Jattioes ); 这 个 名 词 集中 注意 在 镜 余 (rsidua- 
ton) Жар. 出 


c<ša:b, 83 43c ,ba 
刻画 其 特征 H ЖИН 8012 ЗАЯ BJ fr TE tE S$ df T 
本 条 有 目 正 文中 给 出 的 分 配 律 .很 多 作者 { 例如 [A2]) 
已 探索 免除 乘法 可 灾 换 (在 此 情况 下 ，、 必 须 假 设 有 左 
和 右 池 个 分 配 律 ， 且 存在 两 种 不 同 的 剩余 运算 ) 和 
(或 》 格 的 预 元 素 是 江 法 单位 元 的 要 求 ， 有 些 作 者 已 
经 省 略 乘法 的 结合 性 ( 见 [A3]), 但 是 在 非 结 合 情 形 ， 
已 做 的 土 作 比较 少 ， 有 最近， 已 表明 最 大 的 兴趣 在 日 C. 
J. Mulvey ([А4]) 引入 的 量子 (quantaks) F, iz! 
ЗЛЕЗ АНДЕ —min Е ОА (NEES G 
4 “4 = a) 昌 有 人 顶 元 素 作 为 单 边 单位 元 ， 在 交换 情形 ， 
罕 等 性 的 假定 使 得 飞 法 与 格 论 的 交 一 致 ( 上 日 使 得 基础 
8 — МКИ, ПВТ 《Jocale )); 这 样 滩 等 量子 可 以 看 
成 拓扑 空间 的 一 种 “ 非 交 换 的 "推广 ， 见 EA5] , [A6] 
这 些 概 念 在 非 交 换 C” 代 数 (Calgebra) 的 表示 理 沦 
中 找到 应 用 (一 个 C 代数 的 闭 右 理想 的 档 是 量子 的 
一 个 例子 ) . 
参考 文献 
ТАЦ Мані, М ала Diwonth, К. Р., Reiduated lattices. 
Trans, Amer . Мшһ.. 5ос., 46 ( 1939), 335—354. 
ГА2] Diworh . А. P., Мопхопипшайме residuated lattioss, 
Trans, Amar , МН. Soc ., 46 ( 1939), 426—4. 
[АЗ] Вико, G .，Lattioc theory , Атет. Math . Soc ., 1967 
[A4] Мыжу, С.].. “&7. бир. ш Red. Сіс. Mat 
Райта (2), 12( 1986), 99—04. 
ТАЗ] Niefidd ,3 .B .and Rosenthal , К. Г., Constructing Joe 
ales from quantales, Math. Proc. Cambridge Philas 
Soc ., 104 (1988), 215-234 
[Аб] Волах, F. and van den Вовкћс, G., Ап «зау іп 
non-commutative topology , Topology Аррі., 31 ( 1989), 
003-203. 
[А7] Byth,T.S. and Janowkz, М. F ,Residuation theo- 
ту, Pergamon , 1972. 
[А8] Кету], К., А unified theory of minimal prime ideals, 
Аша „Май. Асай. Scient . Himg .,23( 1972 ),51—69. 
қов ж жни ж 
乘法 半 群 [mltiplicative semi - group ;мультнплнказивная 
полугруппа ] 
结合 环 (associative ring) 的 乘法 半 群 ， 即 该 环 的 所 
有 元 索 关 于 乘法 形成 的 半 赂 (semi - group) . 非 结 合 坏 
ЖТ 3838 4806 RU BE (groupoid)， 称 为 环 的 乘法 三 群 
(multiplicative groupoid) . 
О.А. Ивнља Ë 33 W ФАХ ж 
Ж В Ë$ Ж [multiplicative system; мультниликазнаная 
система] 
Ка, 6 езен (р, }, 满足 下 列 条 件 : 
1) 对 于 任何 两 个 函数 o, 和 о. ЖЖ {9,} 包 
会 它们 的 积 ф(х) = ф,(х)ф,(х); 
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2) 对 于 每 个 函数 о, ВКА {g,} 包含 函数 
Ф„(х) = 1/ф,(х). 
жай МНИ т: 指数 函数 系 {сб рр _„, 
它 在 [0，1] 上 是 正 交 的 ; 以 及 Walsh 函数 系 (Мав 
system). 
参考 文献 
[1] Kaczmam, S and Steinhaus, Н., Theone der Orthogo- 
nalreihen , Chelsea , reprint , 1951. 
[2] НапашВ, Н. Е., Transmission of information by orth- 
ogonal functions , Springer , 1972. 
[3] 2ож, R. W. and Showalter, А. Е. (cds), Applica- 
боду of Wakh functions. Proc. Symp. Washington, 
Aprit 1971 , Uniy. Maryland , 1971 
А. В. Ефимов 所 张 鸿 林 详 


模 的 重 数 [ multiptidty of а module ; кратность модуля], 
相对 于 一 个 理想 的 

[ 补 注 ] 设 4 是 一 个 有 和 元 的 交换 环 . 4 上 的 模 M 
称 为 具有 有 限 长 度 (Поне length) п, Н 
入 序列 ( Jordan -Holder 序列 ( Jordan-Hilder sequence )) 
M.S C M,, Е M.M... (i 一 1,…, n) 
是 单 4 模 . (由 Jordan-Hëlder 定理 (Jordan-Hblder 
theorem)， 数 п 六 依赖 于 序列 的 选择 . ) 今 设 M 是 一 
个 有 限 型 的 4 模 ，a 是 4 的 根 中 的 一 个 理想 ， 且 Mj/ 
a M 是 有 限 长 的 ， 又 设 M # 0 且 具 有 Krull 维 数 d( 一 
个 模 M 的 Krull ҖЕ (Кп dimersion) 等 于 环 А/ 
q (M) 的 维 数 ， 这 里 4CM) 是 M 的 堆 化 子 , 即 9(M) 
={аеА:аМ =0}), 则 当 n 足够 大 时 ， 存 在 唯一 整 
数 e (a M) f 


ugh, (м e" M) = e (R; M) 27. + RK ， 


Фе (a; M) 称 为 M 相对 a 的 重 数 . 一 个 理想 4 
的 重 数 为 e(u] =e(a;A). 这样， 具有 维 数 d 的 局 部 
环 4 的 极 大 理想 m 的 重 数 等 于 (d - 1)!38 4 的 HL- 
bert-Samuel 多 项 式 的 首 项 系数 ， 见 局 部 环 ( local пр). 
关于 Hilbert -Samtel 多 项 式 ， 在 文献 上 所 用 的 术 话 
有 些 不 一 致 ， 令 (п) = арп (М /a"* M) Ж y(n) 
二 kngthy(a"M Јат М) ,有 时 把 y(n) 和 x(n) 都 
称 为 Hilbert -Samuel 函数 ( Hilbert -Samuel function ). 
对 于 少 (nj 和 z(a), 5 n 很 大 时 ， 都 存在 n 的 一 个 
多 项 式 (次 数 分 别 为 4 和 4d 一 1), # (п) 和 x(n) 
与 该 多 项 式 一 致 . 这 两 个 多 项 式 在 文献 上 都 称 为 Hil- 
bert -Samuel 多 项 式 { Hilbert - Samuel polynomial ). 
关于 更 一 般 的 情况 , 见 |A1], 局 部 环 4 的 重 数 (ml- 
Чрїкйу of local ring) 是 它 的 极 大 理想 m 的 重 数 2 (m; ;4). 
参考 文献 
[A1] Bourbaki, N., Algebre commutative Мазоп, 1983. 
Chapt. 8, Š4: Dimension . 
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[A2] Марша. М... Local png, Intersciençe , 1962, Chapi - 
Ш, 823 

[А3] Мыло, Ю., Algebraie geometry. 1. 
projective varieties , Springer , 1976 , Appendix to Chapt , 
6 

[А4] Zariski, О. and Samud, Р.. Commutative algebra , 
2. v. Nostrand , 1990, Chapt WL. 810. 

斐 定 一 W 起 春 米 в 


Complex 


ЖЕП 38 8 [пшШрїсйу of а singular point; кратность 
особой точки], (ЖЖ) 
БЕШТЕ (alpebraic variety) 1307-5 Ч ЯЕ 
的 整数 ， 知 X 在 点 x 处 的 重 数 и(Х,х) 定义 为 局 部 环 
(local ring )2x , 里 的 极 大 埋 朴 m 的 重 数 . XE x 的 重 
数 等 于 切 锥 《tangent сопе) C( X, x) 在 顶点 处 的 重 数 ， 
也 等 于 X fE x 的 拉 开 o:X 一 六 的 特殊 纤维 o (x) 
的 次 数 ， 这 里 о Ох) 被 看 作为 到 射影 空间 P (m /m?) 
АВА СЯ [3 р). (Х.х) = 1 НЧ х 是 XX 的 非 
# СЕЈ) 点 . ШЖ X 在 x 的 邻 域 里 是 一 个 赵 曲 面 
( 即 改 在 一 个 仿 射 空间 了 里 由 一 个 方程 f= 0 # h), 
则 p(X,x) 等 于 使 fs mr \ mn"*' 的 数 n， 其 中 n ЖЕЙ 
Ж ©, ‚БИЕ ЖЭЙ. 用 通过 x АННЕ ЖП X. 
重 数 不 会 改变 .如 果 XX 表示 使 4 (XX,x) 2 d 的 点 
xs 的 集合 ， 则 Xs 是 一 个 亲子 集 (HT), 
参考 文献 
[11 Mumford ,D ., Algcbraic aeometry , Springer , 1976 
[2] Sen, Ј.-Р.. Algebre locale, Multiplicit , Springer , 
1965. 
[3] Ramanujam, С.Р. Оп а geometric interpretation of 
mmltiplicity ，Faent , Math ., 22 ( 1973), 63—67. 
В.И Данилов 所 
【 补 注 】 ЖЕШ 5 ЛАНО К. АО т 
{ multiplicity of а module ). 陈 志 杰 Ж 


权 的 重 数 | multiplidty of a weight; Кратность веса] 

一 个 Lic 代数 在 一 个 有 限 维 向 量 空间 У 1 
一 个 表示 p 的 权 M 的 重 数 ， 即 相应 于 M 的 权 子 空 
间 Vw СИ 的 维 数 ( 见 Lie 代数 的 表示 的 入 ( Weight 
of a representation of a Lie algebra )). 

Ë + 是 特征 0 的 代数 妥 域 上 的 半 单 Lie 代数 8 
药 一 个 Cartan 子 代 数 (Cartan subalgebra ) , p 是 代 
Ж ç 的 有 限 维 表 示 o 到 上 的 限制 ， 此 时 ， 空 间 УЖ 
t 的 对 应 于 不 同 的 权 的 权 子 空间 的 直 和 . 这 些 权 以 及 
它们 的 重 数 常 称 为 代数 9 的 表示 б 的 权 和 重 数 . 

设 o 是 一 个 不 可 约 表示 ， 而 A JV BB D 
{ 见 最 高 权 向 量 的 Cartan 定理 (Cartan theorem )). 
那么 ，mx = 1. 有 各 式 各 样 的 方法 计算 队 最 商 权 以 外 
的 权 的 重 数 . 其 中 有 表示 论 中 的 两 个 经 典 结 果 : Freud - 
епа 公式 和 Kostant 公式 ， 


1. Freudenthal 公式 { Freudentha] formula) ( 见 
гај, ир. ë C.) Rom t 上 Кш 型 (Kiling 
form) 导出 的 上 的 对 侦 空间 t' 上 的 自然 标量 积 
АА a 关于 + 的 根系 (root System )， 又 设 
> 是 由 R 中 其 个 单 根系 w U o, 确定 的 上 的 
ан. Ж 

(А+д, А+6)-(М +ó. M+ 8))лы = 

=2Y Уни, a (M+ ka, о). 


seg к= 
а>о 


其 中 6 二 下 ,cn ,sox/2; 按照 定 多 ， 如 果 N 不 是 表 
m s 的 权 ， 则 mw= 0， 对 任意 权 Мл, АКА 
п 的 系数 作 零 ， 这 个 公式 本 质 上 是 二 个 递归 公式 
它 使 得 大 们 可 将 N> MM 的 nw 用 п, 表达 出 来 . 因 
为 mx = ] 是 已 知 的 ，Freudenthal 公式 给 出 计算 重 数 
n, 的 一 个 有 效 方法 . 

2. Kostant 公式 (Kostant formula) ( 见 [5]、 
11). 设 T={Aet :2(0MH， а) Јо, а), 对 
所 有 的 i = 1，,… , r). WS t рМ 
Ж. еу] 类 (Wey group ) W 用 自然 的 方法 用 于 t", 
工 在 W 的 作用 下 是 不 变 的 . ЖЖ 5， 并 卫 表 示 c 的 
所 有 的 权 ， 均 属于 工 ， 设 对 每 个 Мег, P(M) 是 方程 


ЮВЕ: аек, а> 01 的 个 数 ， 其 中 对 任意 a, К.Є 
Z.k,>0. 本 上 的 函数 P (M) 作为 划分 西数 (parti- 
tion function ) 是 熟知 的 . 故 
nD (GotS)P(SCA + 6) — (M+ ó). 
上 述 公式 的 实际 应 用 涉及 繁杂 的 计算 . 对 于 2 ард 
代数 ， 有 一 个 更 方便 的 几何 方法 估计 权 的 重 数 (多 
[2)). 
参考 文献 
[1] jacobson №., Lie algebras ,Imterscience 1962 ( 中 译 
本 : N. ЖОЙ. Ч. TSS OR HO. 
1964) 
[2] Желәбенко, Д. П.. Лекции по теории груш Ли, Ду- 
бна, 1965. 
[3] Желобенко, Д. П., Компактные грушы Ли и их 
прелставлепия, М., 1070 ( ЖЖЖ: Zhaobenko, Р. 
Р., Сотрасі Lic groups апі their representations, 
Апкт. Маф . Ѕос., 1973) 
[4А] Freaqenthal , Н.. Zur Berechnung der Charaktere der 
halbeinfacher Liescher Gmppen 1, Юй. Math., 
16 (1954), 369 — 376. 
14B] Freudenthal , Н., Zur Berechnung der Charakrere der 
halbeinfacher Licscher Gmppen П. dag. Math. , 
16 (1954). 487 一 41 
ГАС Fmudenthal, Н., Zur Berechnung der Charaktere der 


hualbemnfacher Liescher Gruppen Ш. dag. Math. , 
38 (1956), 511 — 514 
[51 Kostant, В., А formula for the тширісќу of а 
weight, Drms, Ант, Math. $ое. , 93 (1939). 53 — 73 
В.Л. Попов 扎 
[ 补 注 】 有 由 M Pemazure ([ A3]) 给 出 的 计算 权 的 
整个 集 从 和 下 数 的 快速 算法 . 
参 者 文献 
LAL] Freudenthal, Н. апі Vrics, Н. de, Lincar Lie во - 
ps. Acad. Press, 1969 
[ А2] Humphuys. J. Е.. Intoduction to Lie algebras and 
representation 1heory , Springer , 1972. 
ГАЗ] Остали. М., Une nouvelle formule des charactëms : 
Budl. Sci Math., (2) 98 (1974), 163 — 17. 
=й Ж 


ЖР [multiplier grotp ; мультапликатор грушы], Ж 
+f (maultipliator), Же АВЖ 天 的 商 群 
F/R 的 群 G 的 ， 


а RÜYF'/[R, F), 


其 中 是 FF 的 挨 位 子 群 (commutator subgroup ) , [К 
F] 是 R 和 FF 的 相互 换 位 子 群 . ЖЕ G 的 悦 子 与 将 G 
表示 成 自 出 群 的 商 群 的 方式 无 关 . 它 辐 构 于 б 的 整 系 
数 的 第 二 同调 群 . 在 群 论 的 某 些 分 支 中 ， 一 个 群 的 乘 
子 是 否 平凡 的 问题 是 重要 的 . А Л, Шмелькин 所 
【 补 注 】 在 西方 文献 中 、 通 常 的 名 称 是 Schur ЖТ 
(Schur multiplier ) (或 者 梯子 multiplicator )). 特别 
地 ， 它 在 G 的 中 心 КЛИ (perfect groups) G 
(ш G WE G=[G, G), 其 中 [G, G1E G 的 
换 位 子 群 ) 前任 究 让 会 磁 到 
参考 文献 
[А1] Robinon. D. J. S., 
Eroups , Springer . 1980 


А сше m te theory of 
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乘 子 理论 [ multiplier theory ; множителей теория] 

【 补 注 】 给 定 一 个 [ 一 x ,ww) 上 的 Кошек Ë (Fourier 
serics ) ， 例 如 "cse”"， 及 一 个 { 双向 无 窃 的 ) 
序列 41.)}， 则 可 以 构成 -个 新 的 Fourier 级 数 
olicwe ЊО) 02.) 称 为 Fourer 3 + 
( Fourier multipliez) ， 关 于 Fourier ЖР ИЖ ИЙ 
Ж: 确定 {有 4} 应 满足 什么 条 性 才能 保证 ， 当 原先 的 
Fourier 级 数 对 应 于 [一 x，x) 上 某 个 函数 空间 或 广义 
函数 ( generalized function ) 空间 ж 中 的 一 个 元 素 时 ， 
则 新 的 级 数 对 应 于 [一 x, z) 上 另外 某 个 给 定 的 函数 
空间 或 广义 函数 空间 .x 中 的 一 个 元 素 ， 典 型 地 ,gg 
和 .了 是 Lebesgue 空间 {Lebesgue space), Соболев 
空间 (Sobolev space ) 或 类 似 的 函数 空间 . W . Н. Yo - 
ung (1913), Н. Steinhaws (1915) 和 5. Sidon ( 1921) 
首先 解决 了 这 一 语 题 的 一 些 特殊 情形 ， 这 些 解 中 最 二 
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要 的 一 个 是 : (А, } 是 一 个 从 可 积 函 数 空间 到 自身 或 从 
МЕЕ ЕЖЕ ЕТ ДЫ 
У, дое" 是 一 个 Бошег-5йейз 级 数 ( Fourier - 
Stieljes series )， 等 价 地， 可 以 探求 [- z, a) БАА 
下 面 的 性 质 的 广义 函数 p 的 特征 : ШЖ Yes. Д 
积 o= es; 相应 地 Fourier ЖР 9 的 Fourier & 
数 序列 . 
类 似 的 问题 ， 诸 如 刻画 映射 一 个 空间 到 另 一 个 空 
间 并 且 相 应 于 Fowrier 变换 于 以 一 个 唱 定 对 象 的 点 坊 
乘法 的 算 子 等 ， 都 可 以 在 Fourier 积分 而 不 是 在 Fourier 
级 数 的 范围 里 提出 ， 而 县 可 以 起 一 个 变量 或 妃 个 变量 的 
{实际 上 ， 这 一 理论 还 可 以 在 局 部 紧 群 的 更 广泛 的 范 
转 内 发 展 ) . 
关于 Fourier 屠 子 的 最 重要 的 结 宁 是 和 商 异 积分 
算 子 及 协 微 分 算 子 ( pseudo -differential operator ) 理论 
联系 在 一 起 的 ， 其 一 般 的 样式 用 下 面 的 定 导 作为 例子 
ЖИЙ: 设 m 是 R 上 的 一 个 有 界 沙 数 ， 鞠 它 在 每 一 
个 二 进 区 间 上 的 全 变 盖 ( 见 函数 的 变 莫 (vatiation of a 
function )) 有 界 ， 则 m 是 一 个 Fourier L, 生子 ，1 < 
p < oo《 Bl tš m 相 联系 的 算 子 映射 L СВ) 于 自身 ) 
也 许 ， 这 一 领域 中 的 另 一 最 重 蔓 的 结果 是 Fefferman 
定理 (Fefenman theorm ]: 在 R”(n 222) fh, 09 
了 一 2 时 单位 球 的 特征 函数 是 一 个 Fourier L, ЖТ. 
参考 文献 
[A1] Hormander, L., 
Operators in L? spaccs, Acta Math., 
— 139. 
[А2] Fefferman , С., Тһе multiplier problem for фе ball . 
Ат. of Math. , 94 (1971), 330 ~ 336. 
ГАЗІ Zyemund А., Trigonometric зев, 1 — 2, Camba - 
Че Univ, Pres , 1988. 
M. G. Cowing, J. F, Price Я ЖУЙ Ж ЖОЙ 校 


Estimates for translation -invariant 
104 ( 1960), 


ЖЕР [maltipliers; мультнпликаторы], #—#%# — 
类 的 

典范 方程 的 单 值 算 子 (monodromy operator ) 的 
ЖЧК. 

在 复 Hilbert 空间 中 ， 形 如 文 = JH (г) х 的 方 
ЗА ЕА (canonic 纪 ) ， 其 中 J Ж H (e) ЖА 
жт, j SI18 нс) 具有 周期 性 ， 在 有 限 维 情形 ， 
这 个 方程 的 单 值 算 子 U(t) АЕА КЭНЕ Т: (кон - 
piers) . 如 果 典 范 方程 的 所 有 和解 在 整个 实 间 上 有 界 
(方程 是 稳定 的 《stable) ) ， 则 其 梁子 位 于 单位 轩 
上 . 5 ЙЯ 的 典 范 方程 ХУ =147Н(и)х; 
这 时 所 有 的 梁子 可 分 为 两 类 ;第 一 类 胰 子 和 第 二 类 习 
+, ийй д 的 增加 而 分 别 按 逆 时 针 方 向 和 疾 时 针 方 
向 移动 . 

АОВ ЕАО (strongly stable) ， 如 果 它 
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Яя, ЯЖ Н(ї) 的 小 变动 下 仍 保持 稳定 ， 强 稳 
定性 的 必要 和 充分 条 件 是 所 有 的 冬 子 都 位 于 单位 到 
上 ， 生 没有 不 同类 的 重合 来 子 ， 

从 第 一 类 和 和 第 二 类 尼子 理 论 可 以 得 到 很 多 关于 稳 
定性 的 精细 的 检验 法 以 及 关于 典范 方程 稳定 区 带 的 估 
计 ,稳定 和 不 稳定 典范 方程 的 同 伦 分 类 就 是 用 乘 子 给 
出 的 . 
参考 文献 

[1] Далецкий, Ю. Л., Крейн, М. Г., Устойчивость 
решений дифференциальных уравнений в банахо. 
вом пространстве, М., 1970 ( 英 译 本 : Daletskh , 
Үз. L. эпі Kmin, М. С., Stability of solutions of 
Sifferential eguations in Banach ѕрасе. Amer. Math 
Soc., 1974). 
[2] Якубович, В. А., Старжинский, В. М., Линей. 
ные дифференциапьные уравнения с пернодичес. 
кими козффицигятами и ях приложения, M., 1972 
(3% : Yakubovich, V. А. and Starzhinskii , V 
М., Linear differential equations with Perioctic çocf - 
ficients , Wiley , 1975) C. Г. Крейн # 
【 补 注 了 
参考 文献 
ГАІ] Krein, М. G., Topics in differential and integral 
equations and operator theory, Birkhauser, 1983 ( Ж 
ах). 
ГА2] Gohberg 1., Lancaster, Р. алй Rodman, L. 
Matrices and indefinite scalar products, Birkhascr, 
1983. ж = ж 


多 连通 区 域 [mnltiply - connecteJ domain; мвогосвязная 
0fnacTs ]， 道 路 连通 安 间 中 的 

一 个 区 域 D， 在 其 内 存在 不 同 伦 于 零 的 闭 道 路 ， 
或 者 说 ， 它 的 基本 群 (fundamental group ) 不 是 平凡 
的 .这 意味 着 ， 在 D 内 存在 这 样 的 也 道路 ， 它 不 能 在 
D 内 连续 地 变形 为 一 个 点 而 且 始 化 全 部 地 在 D ру. 
换言之 ， 多 连通 区 域 D 就 是 不 是 单 连通 区 域 (simple 
connected domain ) 的 区 域 、 

在 R? 或 C=C' 中 (或 在 这 些 空间 的 紧 化 R: 
Ст), 平面 区 域 D 的 连 道 性 的 防 (order of con - 
nectivity ) 是 《同调 ) 无 关 的 一 瞧 闭 链 前 个 数 ， 即 D 的 
一 维 Веш 数 ( Betti number) p! ， 把 平面 区 域 D 视 为 
紧 化 空间 К^ C 中 的 区 域 ， 如 果 D 的 边界 的 连通 
分 支 数 上 是 有 限 的 ， 则 p' = k; SM p'= о. 
当 p'= 1 时 ，D 是 单 连通 区 域 ， 当 p < o b) D ж 
ЖЕЕ КМ ( finitely -connected domain) (也 使 用 术 


域 {triply -connected domain), ЕТТЙ 
Connected domain) ， 当 р' = оо 对 ， раак 
Ж ( mfinile|y -connected domain). 上 共有 相等 的 连通 性 
В 大 的 所 有 平面 有 艰 连通 区 域 都 基 相 百 同 肘 的 .从 这 


样 的 区 域 D 中 去 掉 类 一 于 条 出 线 ! 即 连接 过 界 的 一 
对 连通 分 支 的 Jordan WL) 上 的 全 部 点 ， 总 可 以 得 到 一 
个 单 连通 区 域 р'ср. XT jkJ63 3 B £ EB E t 
见 Riemanm 昌 面 的 共 形 类 ( Riemanm surfaces , confor - 
mal clases оѓ) 

Еф. n 23, 或 C" P. m > 2, КШК 
类 型 大 为 不 同 ， 卫 不 能 用 一 个 简单 的 数 来 刻画 ， 有 时 
这 里 也 使 用 术语 “多 连通 区 域 ” (附带 各 种 各 样 条 
Ж), ЖАНАА МНН АА АЕА ЕЎ 
( hornology group ) TE А36. 

Е. Д. Соломенлев {й 
〖 补 注 】 非 平 面 多 连通 区 域 的 讨论 见 [Al ] . 

有 两 个 略 有 差别 的 概念 ， 称 为 “multi-connected " 
和 “multiple -connected“， 上 述 慨 念 各 术语 出 白 复 变 英 
а. 

另 一 方面 ， 在 《代数 ) ОКАН, E n Ката 
(n-connectel space) 定义 为 这 样 的 空间 X， 使 得 把 


球面 S", m < n, BRA. 无 中 的 作 一 映射 都 同 伦 于 0. 
FE, O 连通 性 就 和 道路 连通 性 相同 ， 
参考 文献 
ТАР) Етадсв. G. K , A topologica pictumbook . Spnnger , 
1987. 
[A2] Мању. W. , Algebraic topology. an introduction . 
Springer , 1967 
[АЗ] Whitehead , С. W .，Elements of homotopy theory - 
Springer , 1978 иўир. SURE 译 


ЖЕ [ multivalent function ; миоголистнан функция | 

一 个 概念 、 它 是 单 时 函数 ( univalent function) #1 
念 的 自然 推广 复数 z 平面 的 区 域 D 内 的 正则 或 亚 
И /(z) 称 为 在 D 内 是 p 叶 的 { p-valent) (p= 1, 
2, …]， 如 果 在 该 区 域内 它 取 每 一 伸 至 多 рк, Ша 
任何 w、 方 程 f(z) = w 在 АВЫ p. 
ЖАЙ К. ОНЫЙ w 平面 的 上 述 每 个 点 对 应 着 w = 
J (z) ЖР ААУ Riemam 曲面 { Кктаапп surface) 
的 至 多 p 个 点 . 当 p= 1 时 , f(z) 在 D 内 单 叶 ， 

与 这 一 最 简单 的 p Н НОРИ, ЖЕНЕ 
三 意义 下 рї: ЗЭР) p nh "的 函数 在 多 叶 丽 数理 论 
中 起 着 主要 必用. 设 f(z) 是 z 平面 的 区 域 D 内 的 
正则 或 亚 纯 函数 ， 设 n(w) yE у) = w £ D 内 
的 根 的 个 数 并 设 р 是 一 正 数 . D 内 函数 f(z) 称 为 在 
圆周 上 平均 p 叶 的 ， 如 果 对 所 有 的 R > 0: И 


Пн ЕР К 
r: {щае*)до< р. 
; 
在 几何 上 ， 这 意味 着 w= f(z) 将 D 映 人 的 那个 Rie- 
mann 曲面 上 投射 在 圆周 |»| = R 上 的 那 段 弧 的 线性 
测度 不 超过 该 圆周 长 度 的 p 18. 函数 f(z) Е D 


内 面积 平均 p 叶 的 。 如 果 对 所 有 的 R > 0 有 


вру 
{ |o | «рав. 
在 儿 何 上 ， 这 意味 着 w = f(z) 将 D 映 入 的 那个 Rie - 
mann ШИШ ЕЕ ВИ || < 的 那 一 部 分 面积 不 
超过 该 号 一面 积 的 p 售 .从 这 些 定义 扒 出 ， 某 区 域内 
的 了 叶 沙 数 也 是 在 该 区 域内 的 贺 周 上 平均 p ПЕТ, 
而 在 圆周 上 平均 p пва а ЖОР) рой. 
ЕЕЕ ШЕ ЕЕ АОИ: 

фп а ИР Ай ВЕ, D АКНЕ 
Ж: АЗН ККЕ МА ЕНН, 
从 入 计 表示 这 些 函 数 的 级 数 的 系数 出 发 ， 等 等 ， 它 们 
ЛАКЕ ВИНЕ, Танева НО ВЕ 260). 例 
如 ， 单 中 函数 论 中 的 两 个 经 典 结果 在 р ПРВА ЖОНН ПЧ 
下 述 排 广 : 面积 原 更 (area principle) 和 第 二 项 系数 估 
iF 1 见 Bieberbach 3838 { Bicberbach сопјесіше)). 

Рв 


к-г +}, боа, >т 0) 


在 区 域 zi> 1 内 是 请 叶 的 县 除去 在 = oo 处 的 -- 个 
极点 外 是 正则 的 ， 则 


на то, Р. (2) 
Га) = 2+ ав (3) 

在 圆 盘 1z| < 1 内 是 正则 的 和 叶 的 ， 则 
141% 2p. (4) 


不 等 式 (2) 和 {4) 是 最 佳 的 ， 这 两 个 结果 与 рт 
数理 论 中 的 一 些 最 时 的 基本 结果 有 关 ， 对 于 |£|> 1 
内 面积 半 均 р И СП) 的 函数 ， 不 等 式 (2) 亦 
已 著 证 明 ， 而 对 |z| < 1 内 面积 平均 p 叶 的 形式 (3) 
的 函数 ，( 4) СЭКЕН. 

卫 叶 函数 类 的 研究 依据 可 视 其 为 平均 p np 8 $& 
的 子 类 而 得 到 重要 的 发 展 . 对 于 p ТВОИХ Е ЦА) 
单 叶 函数 的 基本 畸变 定理 和 覆盖 定理 的 精确 类 比 ( 见 
ВЕЛЕ Е ( distortion theorems ); 覆盖 定理 (covering 
thcorems)). В: 对 于 jzl<1 内 形式 (3) 的 在 
ЮЛ ЕЗЕР р Н .f(z)， 有 有 精确 估计 式 


2р 


1-10) 


z 
(TI *!/60!* 7 


t< рг! ү ат. н<; 


所 =) 在 1z1< 1 内 到 每 个 满 趾 |w1 < 174 的 w 值 恰 
好 p 次 (Koebe ЖЕЛЕ Е ОЕ Н, п Koebe 定理 
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( Kocbe thcorem)). 此 后 一 性 质 对 于 |z| < 1 内 形式 
(3) НЩ рт 2) 亦 成 立 . 对 于 在 圆周 
上 平均 吴 叶 函数 ， 有 一 系列 表征 其 系数 增长 的 最 佳 结 
Ж. 比如 ， 对 于 |z| < 1 内 形式 


Га) Уа" (5) 
Е ЕКИ реВ, р> 0， 存 在 极限 


а= lm (上 — r)” max |/(2)| 
io ШЕН 


НЕШ, Вт р> £ 有 
Гак 
гр) ` 


每 当 得 到 关于 а МАМА, НЕН Р НОНЕ 
长 的 一 个 相应 的 精确 估计 .特别 ， 当 f(z) 其 有 形式 
(3) 时 ， 后 一 等 式 有 如 下 形式 


la,| z 


Ж a < 1, f(z)= z'(1 —ze't) 2" 的 情形 除外 (8 
ЖЖЖ). МА, ХТ |z| < 1] 内 形式 (3) 的 在 圆周 
上 平均 器 叶 函数 ， 有 精确 估计 式 


la. |< p(2p + 1), 


Кыры 


而 对 于 此 种 形式 的 p 叶 画 数 子 类 则 有 下 述 的 系数 精确 
Е 
14,462 (0+1) (2p+ 1). 

КДА ЕТШГЕН [a,| < 3 
和 |а,| < 4 在 多 叶 函 数 方面 的 类 比 (MD Bieberbach 38 
想 (Bieberbach conjecture ))， 由 于 上 述 估 计 的 极 信函 
Ж p 叶 函数 ， 所 有 这 些 结果 妈 合 在 p паь 
是 最 佳 的 ， 

对 于 贺 雪 |z| < 1 内 形式 (5) 的 面积 平均 p к 
数 ， 已 知 下 列 其 系数 估计 式 对 所 有 的 n 之 1 都 成 立 : 


lal|<A(pu 7! (р>1/4, (9) 
la l< Aja, n 'Plog(n +1)(p=1/4), (7) 
маала | ED |“ 
(о<р<1/®, 
Па, 11е, < AG) (p> 1), (9) 
以 及 估计 式 
max f(D < А(р\д„(1- r) 22(0<r< D; (10) 


(8) 


此 处 A(p) КР р, и, = maxosysplq|， fE (6). 
(9) 和 {10) ФАА ВЕЖЕ. 


868 MULTIVALENT FUNCTION 


还 有 -个 熟知 的 关于 单 叶 亚 纯 画 数 的 定理 在 多 叶 
函数 方面 的 下 述 类 比 : 所 有 在 ¿|> 1 内 是 p 叶 有 日 除 
Эй £ = о 外 正 列 的 函数 


ro=e| t+ 时 + | 


并 下 在 读 区 壤 的 一 个 图 定 点 о oo 处 其 有 展开 式 
к=к) + кчө Q 


йат, Ей 
(P) 
w= be 90) 
ТЕ 


Ри -证 
el эе. Te J 


ТЕЖИНЕ ЖЕДЕ; Ваа, ЖЕК £ nr 
函数 类 在 研究 中 占有 重要 的 地 位 ， 例 如 p 阶 典 型 实 照 
#0, ОРЕ, p B Ж, рй 
K. p 叶 有 界 函 数 及 其 他 函数 ， 它 们 分 别 是 典型 实 昭 
Ж. ЖР, уак, Ро Я, Ава 
数 及 其 他 函数 的 推广 СТА 80 5: S Ek. ( typically -real 
function); 8358 (star -jke function); їй (Жї 
复 变 的 ) (convex Function (of a complex varabk )) ). 
函数 


Ф) +. 


у= ае р 
称 为 01-179 р ИШКИ урый ка of order 


p)， 如 果 它 是 正则 的 ， 具有 实 系数 4,， 并 且 存 在 数 
ӧ= 907), 0< 6<1, 使 得 对 于 区 间 1 -5 <y< 1 Р} 
的 每 全 ?， 中 部 Im {f(z)} 在 图 周 |z| =y 上 改变 其 
符号 恰好 2p K. 此 处 A(z) 在 1z| < 1 内 可 多 于 р 
叶 ， 关 于 其 系数 有 精确 估计 式 

isk НААР 


名 Си УСр ЕС КТО рТ). 
n> p. 02) 


对 于 1z| < 1 内 形式 (11) 的 正则 p 叶子 数 的 Biber- 
bach 狂想 的 类 比 之 一 是 Goodman 猜想 (Goodman 
conjecture ) 关于 系数 ,的 不 等 式 (12) 的 正确 性 . 特 
9), Goodman ЙЛ} |z| < 1] 内 也 叶 的 р 阶 典 型 实 
ВИО. ЕЛАР {ЕЗ КЕ МУ Н Ж ЖО 
函数 类 的 推广 的 一 类 p 叶 函 数 ， 此 狂想 也 成 立 ， 关 于 
也 时 函数 的 Bieberbach 猜想 的 另 一 类 比 是 下 述 Goodman 
жт. Bias 
10) + ў, amaya, 


在 1z|< 1 内 是 正则 p 叶 的 ，p = 1, 2,…， 
在 0<|z|<1 内 有 ff 个 办 点 1, 2，… 


并 设 它 
sftp- 4. 


这 个 猜测 是 a | < B,, п>, Вр B, 是 展开 式 


z 1+z 9789 1 х 
(1-)# | 1-—г (1- zy 


“站 [六 高 jaormp= 


= z+ Y B.z', |z|<1 


中 的 n 次 每 项 系数 . 对 于 |z|< 1 内 p BY 2 3k 8 
数 ， 此 不 等 式 已 被 证 明 . 
езт. шг) f(z) 属于 $(р), р=1, 

， 如 果 它 在 |z| < 1 РЕЙН, /(0)=0, ЖН 
кй р, 0<р<1, 使 得 对 于 p<|z|<1 有 


“| ЖЕ |» 


ШЕ Е Ө = авг 
з 


说 函数 /(z) 属于 C(p), p= 1,2, 7, 如果 它 在 |z| 
< 1 内 是 正则 的 ，/( 0) = 0， 并 且 存在 数 p. 0 < p <1, 
使 得 对 于 p <|z|<1 有 


272) 
пке} ў I>. 


对 于 这 两 类 函数 已 得 到 一 系列 精确 估 汁 ， 
类 S(p) 和 C(p) 是 一 类 更 /的 避 叶 函数 类 一 一 
рл Ро 函数 类 的 子 类 .|z| < 1 内 正则 路 数 
F(z) = a, z" 
称 为 p 叶 近 于 凸 的 (p-vakent closed -to -cenvex )， 如 


果 满 足下 列 条 件 之 一 : 
А) 存在 函数 f(2)es(p) 和 数 р, 0<p<1， 


使 得 
2Е'(2 . 
СЕЗЕ (< 1211); (N) 
B)F(z) 在 |z|=1 上 是 正则 的 ， 并 生存 在 函数 
f(z)eS{p), 在 |z1= 1 上 也 是 正则 的 ， 使 得 在 |z| = 
1 土 满足 式 (13). 


对 于 这 类 的 函数 F(z), |F'{z)| 的 精确 上 下 界 已 
找到 ， 并 且 式 (12) 已 被 证 明 : 当 n= p+ 1 时 对 于 
这 类 的 所 有 函数 成 立 ， 而 当 n 之 p + 1 时 对 于 这 类 中 
具有 实 系数 的 函数 成 立 ， 作为 有 界 单 叶 函 数 的 某 些 结 


果 的 推广 的 靖 确 估计 ， 对 于 在 相应 推 六 意义 下 的 p 时 
有 界河 数 这 些 精 辜 稍 计 已 该 线 疏 比如， 加 益 内 止 则 
蜀 界 函数 类 的 p 叶 性 半径 ( radius of p-valency) 已 找 
到 ; 车 f(z) ЕНИ |2) < 1 内 是 正则 的 ， 模 以 1 为 
界 ， 以 及 规范 化 条 件 1(0] = 0, 产 (0) = a, 0<]Ja)J 
< 于， 则 于 其 中 中 叶 的 最 大 圆 盘 |21 р 的 半径 p 由 
зв 


рабе еа, 0<р<1, 


ЗШ. 对 p> 1 МИЁ, ЖАЗ Y X: FD |z| 
(Landan theorem on the radivs of wnivalency). 

在 一 区 域内 正则 的 函 歼 于 该 区 域内 为 p 叶 的 种 种 
充分 条 件 是 已 知 的 例如， 车 7 (2) En CR D 内 是 
正则 的 ， 并 且 存 在 实数 8 ЯВ К, O< k<p- l. 
使 得 


qz 
MJ {( £ D É p fF. 
多 叶 函数 在 多 连通 区 域内 亦 已 被 证 究 ， 在 这 种 情 
形 ， 许 多 信 计 式 以 通过 把 给 定 的 多 连通 区 城 映 射 到 典 
型 Riemann 尚 面 的 函数 来 表达 ， 以 及 通过 Bergman 
108190 ( Bergman kemel function) 来 表达 .与 多 连通 
区 域 到 多 叶 典 型 曲面 的 共 形 映射 的 存在 性 问题 相关 的 
第 一 个 基本 结果 是 下 述 的 Grunsky 定理 ( Grunsky the 
omm): Жр 是 平面 内 的 有 限 过 道 区 域 , z = o 是 
它 的 内 点 ， 而 及 它 的 边界 分 支 不 是 点 ， 又 设 @。(z) Ë 
= р> ка: 则 对 于 任意 给 定 的 8， 0 < 
98<x， 存在 唯一 的 函数 Ф, (z) 在 D 内 除 以 z= оо 
为 极点 外 正则 ， 它 在 z= oo 处 的 主 部 《包括 自由 
项 ) 与 Q,(z) ЖШ, 并且 它 使 PD 的 每 一 边界 分 支 戏 
应 于 一 条 直线 段 与 实 轴 成 倾角 ө. 换言之 ， 函 数 ww = 
q (z) 把 D АЛГ 9 的 平行 裂纹 的 整个 p 
叶 w FI. 一 给 定 的 有 限 连通 区 域 到 另 一 典型 多 叶 晨 
面 的 共 形 映射 的 存在 性 已 被 证 骨 ; 类 似 于 单 叶 函 数 的 
某 些 极限 性 质 ， 已 对 多 中 逆 数 建立 了 相应 的 极 值 性 
ЖА. 已 证 明 存 一 个 有 限 连通 区 域内 亚 纯 并 使 面积 定理 
成 立 的 最 一 般 的 多 时 函数 交 具 有 一 个 简单 的 几何 特征 . 
研究 多 叶 函 数 的 基本 方法 是 边界 积分 法 (method 
о? boundary integration )， 对 称 化 方法 (symmetrization 
method ) 以 及 二 次 微分 quadratic differential) 的 方法 . 
变 分 方法 在 多 叶 函 数理 论 中 的 作用 不 如 它 在 单 件 
函数 理论 中 那么 有 效 . 
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Mumford 假 设 [Mumford hypothesis Мам форда гипотеза | 

假设 每 个 半 单 代数 群 ( semi-simple algebraic group ) 
G 都 是 几何 约 化 的 ， 也 就 是 说 ， 对 于 G 在 有 限 维 向量 
空间 太 旺 的 任何 有 理 表示 ( rational representation ) 以 
及 对 于 被 G 固定 的 任何 非 坚 问 量 beY, 存在 V 上 正 次 
数 的 G 不 变 齐 次 多 项 式 了 使 得 /(ь) #0. 

12. Mumford ([1]) 提出 的 这 个 假设 (用 一 种 不 同 
的 ， 但 等 价 的 形式 )， 其 目的 是 找 出 定义 在 任意 特征 
数 的 代数 闭 域 上 的 半 单 代数 群 的 一 个 性 质 ， 从 不 变量 
的 几何 理论 的 观点 来 看 ( 见 不 变 量 理 沦 ( invariants ,theo- 
ту оГ), 这 个 性 质 葛 作为 定义 在 特征 数 特 的 域 上 的 半 
单 群 的 有 理 线性 表示 的 完全 可 约 性 的 经 典 性 质 的 将 代 
《后 一 性 质 对 于 正 特征 数 的 甘 城 不 成 立 ) .这 样 在 不 
变量 的 下 何 理论 里 的 许多 核心 结果 ， 如 域 上 有 限 型 代 
数 的 自 同 构 的 约 化 群 的 不 变量 代数 的 有 限 生 咸 定理 
( 见 不 疲 量 的 Hilbert 定理 【Hilbert theorem ))， 都 可 以 
去 术 对 基 域 特征 歼 的 限制 ， 

如 果 基 域 k 的 特征 数 是 笠 ， 则 Mumijord 慨 设 的 证 
明 可 由 关于 半音 姑 的 有 理 农 示 的 完全 可 约 性 的 Weyl 经 
典 定理 所 给 出 ( 见 [2] ): 在 这 种 情形 、vV 里 的 不 变 直 
8 L = kue 有 -个 不 变 补 集 工 ( 一 个 不 变 超 平面 ， 使 得 
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Lñ T =0), 了 可 以 取 为 给 出 工 的 方程 的 线性 形式 . 当 
k 具有 正 特 征 数 p J, Mumford 假设 推广 了 以 下 事实 : 
存在 V 内 不 变 章 次 赵 曲 面 工 使 得 L Yr = 0{ 且 T 的 
次 数 等 于 р" 对 于 某 个 整数 п). 

Mumford 假设 也 等 价 于 下 述 断 言 : 对 于 半 单 群 G 
在 仿 射 代数 得 关上 的 任何 正则 作用 以 及 对 于 XX 内 任意 
两 个 不 相交 的 闭 不 变 子 集 为 和 X, , 存在 XX 上 不 变 下 
则 函数 А, 使 得 h(X )=0,h(X,)=1( 即 X, 和 XX, 能 
被 正则 不 变量 所 分 离 ， 见 [3]). 

Mumford 假设 首先 在 [4] 内 得 证 ， 在 [5] 中 ， 证 遇 
被 推广 到 域 上 约 化 群 概 形 的 一 般 情形 . 

Mumford 假设 的 证 明 再 加 上 [6] 和 [10] 的 结果 ， 
首先 能 使 人 得 到 关于 不 变量 的 Hilbert 定理 推广 的 最 终 
形式 : 如 果 R 是 代数 闭 域 上 上 的 有 限 型 代数 、G 是 约 
化 群 ， 作 为 自 同 构 群 作用 在 R" E. R° J R h GAB 
元 了 的 子 代 数 ， 则 RS 也 是 k 上 有 限 型 代数 ， 其 次 能 建 
立 以 下 事实 : 任意 特征 数 的 域 上 的 线性 代数 区 (linear 
algebraic group ) 是 几何 约 化 的 ， 当 上 且 仅 当 它 是 约 化 的 
{《 见 约 化 群 {Teductive group)). Mumford 假设 能 应 用 
于 不 变量 的 几何 理论 以 及 参 模 理论 ( 见 [7] 一 [9]). 
参考 文献 

[1] Mumfond, D .，Geormetric invariant theory, Springer, 
1965. 

[2] Fogarty , J ., Invariant theory , Benjamin , 1969. 

[3] Dicudonne , 7. and Сапе ,J.B ., Invariant theory:old and 
new, Асад. Press , 1971 

[4` Haboush ,W .1., Reductive groups are geometrically rodu- 
Ctive . Ann. of Math., 102{ 1975), 67-83. 

[5] Seshadri , C.S ., Geometric reductivity over arbitrary base, 
Адо. Math .,26( 1977), 225—274. 

[6] Nagata , М., Irvariants of a group in an affine йар, J 
Май. Kyoto Ото., 3 ( 1964), 369—377. With appendix 
by М. Miyanishi 

[7] Seshadm ,C.S ,Mumford' 3 conjecture for GL (2) and 
applications , іп Algcbraic Geometry , Papers presented at 
the Bombay Colloq . 1968 ,Oxford Univ ,Pres ‚199 .34? 一 
т. 

[8] Рорр. Н., Moduli theory апі classification theory of 
algebraic varieties , Springer, 1977. 

[9] Seshada ,C. S., Theory of moduli, in К. Hartshome 
(ed .): Algebraic geometry, Arcata 1974 , Proc , Symp .Pu- 
те Math ., Vol. 29, Amer. Ма. Ѕос., 1975, 263 — 
304 

[10] Маржа, М. and Miyata, Т.. Note on semi-mductive 

Eroups , J, Mah. Kyoto Unio .,3 ( 1964), 379—382. 
В.Л Пош» # ЕЖ Ф 


Müntz 定理 [Miintz theorem; Мюнца теорема ] жт 
(5%) 在 区 间 [a, b](0<a<b< о) 上 的 完全 性 


设 0< 太 < 入 <… 为 了 对 于 [a, 如 上 任 一 过 
ERS 了 及 对 于 任何 > 0 均 存 在 线性 组 合 


м), ах? 


使 得 
17 РІ = ma }/(х)- Р(х)|<+, 


其 必要 充分 条 件 是 
Ў + =e. о) 


在 区 间 [0, b] 的 情形 ， 要 将 慨 等 于 1 65 8 338 
АЖ (хер, ПАР (>) 对 于 扩充 后 的 系 的 完全 性 
如 前 一 样 是 必要 且 充 分 的 .条件 a 之 0 是 基本 的 : Ж 
0х О (к) 在 [一 1，1] 上 不 是 完全 的 《 奇 
函数 不 可 能 用 偶 次 因 的 线性 组 合 任意 通 近 )， 

依照 L. ДЕЕ, p> 1, ЖЕ (ж) РРЖ { х“} 
Т [а, b] 上 的 完全 性 是 必要 且 充 分 的 ， 此 处 a 2 0. 
-1jp<41 <<; 即 对 于 每 个 feL,(a, b) 与 任 
何 & > 0 均 存在 线性 组 合 Р 使 得 

” 


17/—Р1„ = | (x) P (x) dx а, 


此 定理 为 Н. Müntz ([ 1]) 所 证 明 . 
参考 文献 
[1] Muntz, H., Usber den Approximationssatz von Wei - 
erstrass 、 Schware - Festschrift , Berlin , 1914 
{2} Ахизер, H. H., Лекции по теорий апшроксимации, 
2 ma., M., 1965. А. Ф. Леонтьев 所 
[ 补 注 ] Müntz 定理 有 几 种 推广 . 首先 ，O，Szisz 证 
明 : 具有 指数 4,EC, Re 1,>0, 
ZRe = 0 (А) 


А 
#Ж (xt) 在 C[a, Б] 1,а, b] (p > 1) 中 的 完 
全 性 的 必要 且 充 分 条 件 ; 或 者 等 价 地 ， 比 如 说 ， 是 系 
lee) 在 Co( 一 0, 0] 中 的 完全 性 的 必要 且 完 分 条 
4. 尔后 , 1. Korevaar , А. Ф. Леонтев, Р. Mallia - 
ма, J. A, Siddgi 及 其 他 一 些 人 曾 研究 过 关于 曲线 
у(х) = х +ї(х), 一 2 < x< 0, 的 类 似 的 完全 隆 阿 
Ж. 最 近 证 明 : 若 了 是 逐 段 C' ， 具 有 exp|m'| < oo, 
BE (д, 满足 (Al) 且 被 包含 在 围绕 正 实 轴 的 一 个 
充分 小 的 遍 形 内 ， 则 (eo) 生成 C, y]. W [Al], 
亦 可 作为 进一步 的 参考 . 最 后 ， 将 Miintz 定理 推广 到 
多 复 次 函数 已 作 过 一 些 尝试 ， 见 [А2]. 
参考 文献 
ГАТ] Komvaar, J. and Zeinstra, R,, Transformécs de Lap- 
lace pour les courbes à репе bomee ct un кш 
oorrespondant au type Miintz-Szisz. С. R. Acad. 
Sci, Paris, ЭШ (1985), 695 — 698 


LA2] Ronkin, L. 1.. Some qusstions of completeness and 
uniqueness for functions of sewral variables, Бит. 
Anal. Аррі., T (1973), 37 — 45 (Fimkas, Anal Pri- 
оит. 7 (1973). 45 — 55) вй 译 


互 易 核 mutual kernels 或 recip:ocal kernels; взанмные 
ядра] 

实 变 其 x, s ( 战 者 ， 更 一 般 地 ，Euxlid 空间 中 的 点 
P Їй Q) Т К(х, з) К, (x, s), 它们 定 
义 在 正方 形 [ae. b] x [a, b] 上 ， 并 且 满 足 条 件 


Ki(x, s)— Kix, s) = 
‚ , 
=(кох DR s)at= | Кух, Ка, s)dt 


如 果 与 核 KK{x, s) НЮ К, (х, s) 存在 ， 则 
К, (х, з) 是 Frelholm 方程 (Fredholm equation) 


N 
Ф(х) [ко Spl)ds Дх) G) 


ВИЗ ( resolvent Кете). 
ИНЕ 事实 上 ， 如 果 К(х,з) ЖЯ Кү(х,›) 是 互 饭 
核 ， 则 上 面 的 方程 (<) а 


A. Б. Бакушянский Be 


обрело фк өч): 

给 出 . ЖЕ Freaholm 方程 

ро) ло) но коеда (АІ) 
Ж K'(x, а-к, u, 
кеке зке, ds, п=2,3, =. 
构成 меша 级 数 【 Neumann series ) 
R(x, 1; 2)= KO(x, t] + АК x, t+ + = 

ў ке, б. 

如 果 K(x, t) fE [a. b] x[a, b] 上 是 连续 的 ， 则 对 
于 小 的 ,这 个 级 数 一 致 收 傅 、 这 时，R(x,#; 4) 满足 
a jae, АУК, s)dt= R(x,s; t) — K(x, 5), 
于 是 А 
Ф(х)= о) ас, с fe) dt 


Ж (АТ) 的 解 . 
“ 互 易 核 ” 这 个 名 词 很 少 使 用 
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参考 文献 

TAI] Смирнов, B. И., Курс высшей математики. 4, М 
1957 (中 去 太 : В.И hO REK. Шей, 
第 四 疮 ， 人 民 教育 出 版 社 ，1958 ). 

ГА2] Zabreiko Р. Р., сї al., Integral cquations—a mfor- 
cnce text. Noordhoff , 1975 ( 详 白 俄 文 ) . 

[АЗ] Moisewisch. B. 1.., їйїрї oquations , Longman, 
1977 张 鸿 林 TE 


BE KE [mmuttallyfaimne mambess 或 copnmes rlatively- 
prime numbers; взаимно простые числа] 

— 36 (ж) даан. МЕНЯ a Mb 
的 最 大 公 因 数 ( grcatest common divisor ) 是 1， 通 常 记 
Ж (а, b)= 1. ШЖ a ЖЬ БЖМ, АЕ u 
Ж о, lul<|bl,l|ol<lal, 8 aut bu =1. 

互 素 的 概念 也 可 应 用 于 多 项 式 、 以 及 更 一 般 地 、 
可 应 用 于 Eudid 环 { Euclidean ring). 
【 补 注 了 
参考 文献 


[АІ] Виноградов. И. M., Основы теории чисел, 9 
изд., М., 1981 ж И. М. ЖМ, 
РИН, АНЕ, 1956). З 1 


互相 奇异 测度 [mutnally -singular measures ; взаимно сан - 
гулярные меры ] 

定义 于 局 部 紧 空 间 全 上 的 两 个 ( 正 ) 测度 a, у, 
满足 inf {jv} =0. 

两 个 测度 j 与 ， 为 互相 奇异 的 ,当量 忆 当 在 了 中 
存在 两 个 不 相交 集合 M.N, 使 得 4 集中 于 M K. у 
Rohi N 上， 
参考 文献 

[1} Boubaki, N., Elements of mathematics, Intcgzation , 

Addison -У/ейеу, 1975, СВар!. 6. 7, 8( 诺 自 法 文 )、 

И. M. Войцеховский 扎 

ОМ МЖ a, у 是 一 个 抽象 可 测 空间 ( measurable 

space) 上 的 с 可 加 和 o 有限 测度 ，M ，WN 属于 关于 

此 可 测 空间 的 с 域 ， 则 上 面 第 二 段 中 的 刻画 仍然 成 

Ж. 互相 奇异 测度 也 相 为 奇异 再度 【singular meas- 
ures) 战 正 交 测度 (orthogonal measures ). 

也 用 “ 支 集 为 " 来 代替 “ 集中 于 ”( 亦 见 训 度 的 
ЖЖ (support of a measure ) . 
参考 文献 

[A1] Halmos Р. К., Measure theory. v. Nostrand 1950 
( 中 译本 : R. 险 尔 摩 斯 ， 测度 论 ， 科 学 出 版 社 ，1965) 

ТАО] Hewitt, E .，Stromberg , K. .，Real and abstract analy - 
віз, Springer 1965 ИЖ W 


п BË [n -group; n -rpynna | 

群 的 概念 在 n 元 运算 情形 的 推广 , n 群 (n-grmup) 
是 共有 一 个 处 处 唯一 可 逆 的 n 元 结合 运算 的 泛 代 数 
(universal algebra ) ( 见 代 数 运算 (algebraic operation)) . 
当 n> 3 时 ，n 群 的 理论 与 群 ( 即 2 P) 的 理论 有 本 
ЖЛ. 例如 当 n 23 ph. л 群 没有 类 似 的 单位 元 . 

设 工 (se } 是 一 个 带 乘法 运算 。 的 群 п>3 为 任 
意 正 整数 . 可 以 在 集合 工 上 按 如 下 方式 定义 一 个 n 


元 运算 о: 


aa, o = ao oq, . 


这 样 得 到 的 п 群 称 为 由 群 (о) 确定 的 n 群 . n 群 
成 为 这 种 形式 的 充分 必要 条 忻 已 经 知道 ([1]).， 仔 一 
n 群 都 可 以 典 人 一 个 这 样 的 n EE (Post 定理 (Post 
theorem )). `: 

参考 文献 

[1] Курош, А. Г., Общая алгебра, М., 1924 ( 英 详 
Ж. Кшоћ, А. G., Lectures оп general algebra , 
Chelsea , 1963). В. Д. Белоусов 撰 

【 补 注 】 不 要 把 通常 的 p 群 (p-group )( 即 其 阶 为 p 
ИОВ) 的 概念 与 上 述 意义 下 的 n 群 相 混 清 ， 
参考 文献 

[AL] Balci , Р. , Zur Theorie der topologischen n -Gruppen , 
Minerva , Munich , 1981. 

[A2] Rusakov, 8. A., The subgroup strucure of Dede - 
kind n-ary groups , in Finite groups (Proc. Gorel 
Sem.), Мїлк, 1978, 81—104 (4930). 

(АЗ] Rusakoy, S. А., Оп the theory of nilpotent п- 
aty groups ,in Finite groups (Ртос. Gomel. Sem.) , 
Minsk , 1978, 104—130 ( 俄 文 ) . 

王 Ж (EU Ж 


Nagd 点 [Naga point; Нагеля точка | 

连接 三 角 束 的 三 个 顶点 与 相应 对 按 同 和 劳 切 贺 的 切 
点 的 三 直线 的 交点 { 见 图 }. 因 Ch. Маре] 而 得 名 
(1836). 


мс 
í N 


[ 补 注 】 А. Б. Иванов BË 
参考 文献 
[Al] Cout, N. A,, College geometry, Вапкв & Noble, 
1952 


[A2] Berger ，M . ，Geometry 1, Springer , 1987 ( 中 译本 : 
м. ПАА, 几何 第 一 卷 ， 科 学 出 版 社 ，1987) 
ЖКЖ PE 
名 称 [mame ; имя], ЖЕР 

一 个 特定 对 象 的 语言 表示 ， 被 给 定 的 名 称 所 表示 
的 对 象 称 为 所 指 (denotation)。 在 数学 中 广泛 地 使 用 
名 称 来 表示 特定 的 数学 对 象 ， 例 如 用 e, z 表示 熟知 
的 超越 数 ， 用 sin 表示 正弦 三 角 函 数 ， 用 ó жая 
合 -由 简单 名 称 可 以 下 成 复合 名 称 ( compound name), 
即 用 两 个 对 象 的 名 称 给 第 三 个 对 象 命名 例如，sinr 
是 数 0 的 另外 一 个 名 称 ， 一 个 名 称 不 仅 表示 它 的 所 

指 ， 也 表示 一 个 确定 的 意义 ， 例 如 ， 表 这 式 


І „от 
lm ns 和 sm 了 
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Жат КАЙ; 但 是 它们 意义 是 不 相同 的 ， 在 一 个 
复合 名 称 中 ， 如 果 其 中 出 现 的 茶 个 名 称 被 男 一 个 具有 
相同 所 指 的 名 称 也 代 谷 ， 那 么 这 个 复合 名 称 的 所 指 不 
闪 ， 如 果 复 全 名称 中 出 现 的 沫 个 名 称 被 该 名 称 的 同 义 
词 ( 即 共有 相同 营 文 的 名 称 ) ЭШ. БАЯ АФ 
МОЯ ООУ. 

BR Y ADU, атл ал. 
这 些 式 子 成 为 名 称 的 杀 件 是 : 其 中 的 变 元 被 变 抑 的 值 
域 中 的 对 和 象 的 名 称 所 代 普 . 这样 的 式 子 称 为 命名 式 
(name form). Ж et 和 局 З dt( 其 中 x 是 取 
值 为 实数 的 变 元 ) 都 是 命名 式 的 例子 ， 


参考 文献 
[1] Chushk, A., Introduction to mathematica logic, |, 
Princeton лу. Риз, 1956 В.Е. Плиско # 

5191 

参考 文献 
[AL] Сатар. R , Meaning and neossity, Umv. Chicago 
Press, 1947. ЖЖЖ ж 


Карег 数 { Napier mamber; Henepoao число ] 
见 e( 数 ) (#(number)) 


Nash 定理 | Nash theorem ; Нэша теорема], я} ЖР 
的 
有 限 非 合作 对 策 (non -cooperatiw рате) 
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的 混合 扩张 中 的 平衡 点 存在 定理 ， 这 里 J 和 {5,) ,。， 
分 别 是 局 中 人 的 有 限 集 以 及 他 们 的 有 限 策略 集 ， 而 
Hu 85=[1 S. -> R' 是 局 中 入 zy 的 支付 函数 
(也 见 对 策 论 ( games , theory of) ) ， 它 是 由 J. Nash 
在 [1T 建立 的 . 设 M.(ieJ) 是 S, 上 的 所 有 概率 
测度 的 集合 ，Nash 定理 断言 ， 存 在 出 度 4'eM = 
IL. M,, в 


Ни) 2 Н (а (а) 


ЖР ш„ем,, isJ， 成 立 ， 这 里 „' | 表示 M 
中 的 把 向 量 j” 的 第 i TAPBEISR23 д, UO RO 9 
1. 而 H.(a)=E(H,, н). Nash 定理 的 已 知 证 明 者 
依赖 于 不 动 点 定理 . 
参考 文献 
11} Nash, 1,, Non -cooperative games, Ann. of Math... 
54 (1951), 286 — 295. 
[2] Воробьев, Н. Н., Основы теории ир. Бескоалици- 
OU мгра, М., 1984 
131 Воробеев, Н. H.. Теория игр. Лекции для эковми- 
стов - кибернетиков, Л., 1974 ( Ж # Ж; Vorob'ev, 
N N., Game theory. Lectures for economists and sys - 


tem scientists, Springer, 1977). 
E.B. Яновская 撰 史 树 中 译 


Nash 定理 (微分 几何 学 中 的 ) [ Nash theorems ( in differen- 
tial geometry ); Нэша теоремы} 

Riemann 流 形 在 Euclid S| rh BE ЖА, ( imbed - 
ding) ЖРГЗ A (immersion ) 的 两 组 定 起 《 亦 见 流 形 
BB (immersion of a manifold ); 等 距 混入 (isometric 
immersion )). ЖЕЎИ 7. Nash 给 出 的 ([1]). 

DT СТАЖ С' лй Nash 定理 . 具有 
СЛН у 的 n ҖЕ Riemam 空间 (Rimannian 
Space )V" fE m ҖЕ Euchd 空间 E" 中 的 C' ЖЫРА CIR 
А)" + E" 称 为 短 的 (short》, 如 果 它 在 VY" F 
导 的 度量 gj 使 得 二 次 型 g 一 yj 是 正定 的 . 著 有 在 
Ет 2 n + 1) 让 的 得 浸入 【向 人 ). Д) И" 也 有 在 E" 
中 的 С' 类 等 距 淄 入 СЛ). 在 mm 之 n+2 的 限制 下 ， 
该 定理 在 [1] 中 被 证 明 、 如 上 所 述 形式 的 定理 由 [2] 
HEB]. 特别 基 ， 这 个 定理 蓝 食 着 : 9 Riemann 流 形 
V" ДЖЕ" (тп +1) 中 的 С' ЖА (А), MI 
也 有 在 E" 中 的 等 距 C' K A (Ж А.) . Nash 定理 的 
另 一 个 结论 是 ，V" 的 每 一 个 点 有 一 个 充分 小 的 邻 域 ， 
它 奔 许 有 在 Е" 中 的 C' ЖЕНЕ А. 

2) 关 于 正 刚 嵌入 的 Nash 定理. И С ж 
Riemam 流 形 (3 < r < о) ИЕ в" 中 的 等 起 C" 类 
ЖА, Жф 而 二 (3 六 +11n)/2. 32 V" 不 是 紧 的 ， 则 
它 有 在 E" 中 的 等 距 СОЗ Л, ЖА mi = (n° + 
11л) (п +1)/2. 

关于 正则 向 人 的 Nash 定理 来 自 关 于 很 广 的 一 类 微 
ЖГНЕ ЖТ) Nash 隐 函 数 定理 (Nash implicit - fun- 
ction theorem) 的 一 个 应 用 ， 该 定理 的 意思 是 ， 当 自然 
地 联系 于 微分 算 子 上 的 某 个 线性 代数 方程 组 可 解 时 、 
日 在 钴 和 逆 象 中 引进 合适 的 拓扑 ， 则 所 讨论 前 算 子 是 
ЛАЗ. Вр L 在 其 范围 内 任意 一 点 附近 是 局 部 可 逆 的 。 
对 于 Riemann 流 形 在 Euclid 22081 А 286, "Шз 
结 为 :映射 y: V" 一 E" 关于 V" 的 内 在 坐标 的 一 阶 
导数 和 二 阶 时 数 必 须 是 续 性 无 关 的 . 这 样 的 个 人 首先 
是 在 [4] 中 考虑 的 ; 它们 被 称 为 自 电 的 free ). Nash 
隐 函 数 定理 意味 着 与 自由 嵌入 在 Е" 中 的 Riemann 流 
JÉ V" ЭНЕ Е Riemann 流 形 И" 也 有 在 E" 中 
的 自由 艇 人 .这 个 事实 以 及 关于 一 个 参数 的 补 冶 延 拓 
方法 导 至 关于 正则 财 入 的 Nash 定理 ( 见 [3]). 将 Nash 
方法 推广 到 非 紧 流 形 和 解析 嵌入 ， 并 且 将 关于 一 个 参 
数 的 延 拓 过 各 作 重 要 的 加 细 ， 己 经 证 明 每 一 个 无 限 次 
可 微 (解析 ) 的 Riemann 流 形 V" 有 在 E" 中 等 距 的 
Пр (解析 ) ЖА. Дф m=n(n+1)/2+ 3n+ 5 
(®[5]—[7]). 
参考 文献 

11] Nash, 1., C!- isometric imbeddings, Amr. of Мий. 
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60( 1954). 383 — 396 


[2] Кшрег, N.. Оп C isometric irabeddings , Proc. К. Ned - 


Акай. Wetensch.. AS8( 1955). 4, 545 — 556. 

[3] Nash, J.. The imbedding problem for Ricmannian ma- 
nifolds, Ana. of Math.. 63( 1956). 20 — 63. 

[4] Бурстин, К., & Матем сб 3, 38(1931). 3-4. 74— 
85. 

[51 Nash. J., Analyticity of the solutions of implicit 
function problems with analytic data, Am. of Math., 
ва (1966), 345 — 355, 

[6] Громов, M. Л., Рохлин, В. А.. Успехи мат 
наук), 2501970), 53—62 

[7] Громов. М, Л., «Докл. АН СССР 》 192 (1972), 
749 – 797 
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【 补 注 】 微分 拓扑 中 的 Nash 定理 说 无 边 的 紧 连 通 С” 
流 形 可 微 同 虐 于 一 个 实 代数 答 的 分 广 
设 x; X— V %ХШ#ї (HD С^) Та. 用 
JF(V.X) 记 光 滑 截 面 f: — X f (3 (germ) Й) r 
射流 (jet ) 的 空间 . 截面 f: — X W r 阶 射流 记 作 
ГУ J (V, X). ҖИ g;:V > J'(V, 称 为 
完整 的 【holonomic)， 如 果 存 在 C" 截面 fV > X , f# 
得 фелу, 8 唯一 地 决定 了 (车 它 存 在 的 话 ).C" 
ЁШ V 一 区 的 空间 CY (V, Ху 的 细 折 扑 (fins topo- 
ору) й 38 C'(V.U) 作为 基 获 得 的 ， 其 中 
Офо X 的 所 有 开 子 集 ， 在 C'(V,X) 上 的 细 С 拓 
КЕШЛ А СИ, х) СЧ, (И, X), fi 
Jf) СҲИ, (У, Х)) МИҢ C' 拓扑 诱导 的 . 
Nash 通 近 定理 ( Nash approximation theorem ) 说 了 
上 任意 一 个 C"-Riemann 度量 有 V 上 某 个 C" 度量 g' fE 
为 细 的 C" 到 近 , 而 ( P 9 容许 有 СОЖА 0,0) 
一 Ri Др ре (n) < оо, n =dimV. 
Nash - Kuiper 定理 (Nash - Kuiper theorem) ([1], 
[2]) 说 任意 一 个 可 微 温和 人 万 :了 一 R?,4 > dm V 容许 
一 个 变 到 等 距 浸 和 сИ > R' 的 С' 连续 同 伦 涪 入 
АМУ = Rš, te[0.1]. 
参考 文献 
[A1] Hisch. M. W., Differential topology, Springer, 1976 
[А2] Gromov, М . Partial differential relations, Springer. 
1985 жан ж 


自然 标 架 natural coordinate frame ‚натуральный репер], 
JÉ. ( Frénet trihedron ), Frénet Ё Ë {Frénet 
ЖЕ ЕЁ (паша! bibedron) — 

БЇ ТИ, 3Ej&R8 (principal топта!) #1 
副 法 线 ( binormal), 以 及 由 这 些 直线 两 两 确定 的 三 个 平 
面 所 组 成 的 图 形 ， 如 果 上 曲线 在 已 知 点 的 自然 标 架 的 楼 
最 作 Descartes 坐标 系 的 轴 ， 则 自然 参数 化 ( 见 自然 参 
数 ( natural parameter)] 的 胸 线 在 该 点 邻 域内 的 方程 为 


其 中 k.,k, 是 曲线 在 该 点 的 曲率 ( curvature ) 和 挠 率 


{torsion ) A. Б. Ивапов 所 
СОЊЕ ДЕМ, Frénet 三 楼 形 ( Frénet trhedron ). 
参考 文献 


[АТ] Klingenberg . W , 
Springer, 1978( ЖАХ). 

TA2] Blaschke. W.. Leichtweis, K., Elementare Ойїстт- 

Кан ж 


А comse in differential geometry, 


tial-geometrie , Springer , 1977. 


自然 方程 [natural equation; натуральное уравненне], 
曲线 的 

把 曲线 的 曲率 上 各 找 率 k, З К а 
s ДАЖЕ —#П 


ki =p(s), К, = (s) 


对 于 任意 的 正则 前 数 ф(5) > 0 #lp(s), Е 
Ф (s) УЖ (curvature ) 和 以 (s) З (torsion) 
的 曲线 ， 唯 一 确定 判 至 多 差 空 间 中 的 一 个 位 移 ， 曲 线 
落 在 一 个 平面 庆 的 对 分 必要 条 件 是 它 的 找 率 恒 为 夫 ; 
晶 线 为 一 条 直线 ( 或 直线 段 ) 的 充分 必要 条 件 是 它 的 
M44833. Д.Д.Соколов # 
【 补 注 】 在 上 文 ， 为 了 得 到 出 线 的 唯一 性 ，% 必须 是 正 
的 ; 对 于 存在 性 ，g (8) 之 0 就 够 了 (W [А1], 8.5.8 
节 和 8.6.15 节 ). 
通常 ， 曲 线 的 自然 方程 还 称 为 曲线 的 内 总 方程 
(intrinsic equation ). ( 某 些 特殊 的 ) 平面 曲线 表示 成 关 
Ж А = ф(х) 可 以 妃 湖 到 工 . Euler . 
参考 文献 
ГАТ] Berger, М. and Gostiaux , B.. Diffeential geometry . 
Springer , 1988 ( 详 白 法 文 ). 
[ A2] Do Caro, М, Differential geometry of curves and sur- 
faces. Prentice Hall , 1976 ( 中 译本 : 多 下 模 ， 曲 线 和 
明 面 的 微分 几何 学 ， 二 海 科学 技术 出 版 补 ，1988) 
ГАЗ] О" №, B.. Elementary differential geometry Асай 
Press. 1966 
[A4] Spivak, M.. Differential geometry, 2, Publsh or 
Pensh, 1979. 
[AS] Blaschke, W . and leichtweiss. K.. Elementare Dif - 
ferential = geometrie, Springer , 1973 
[A6] Stk. D. 1., DiTerential geometry , Addison- Wesley , 
1950 陈 维 桓 # 


自然 逻辑 演绎 [паша] logical бейкйоп; естественный 
логический вывод] 

尽 可 能 接近 数学 和 小 辑 中 常用 推 埋 过 程 的 实质 的 
形式 演绎 .尽管 一 个 演绎 的 自然 性 和 质量 的 标准 不 能 
完全 精确 地 给 出 ， 但 它们 通常 要 求 演绎 以 普 志 可 接受 的 


О КЕЛА, ЗЕЛ КЕ СРЕ. APA 
ОЯН АРНЕ ЛШ МААН), ХА “ Re " (WSQ 
村 应 的 元 余部 分 需 消 去 ， 例 如 借助 精 选 辅助 引 理 ) ， 

起 初 ， 数 学 和 好 辑 的 理论 的 形式 化 并 不 顾及 到 自 
ЕЕ ( 见 逻 辑 演算 (logical calculus ) )， 这 方面 -- 个 显 
甘 进 步 是 白 然 演绎 演算 的 产生 《 W. Gentzen 形式 系统 
(Gentzen formal system ))， 这 个 演算 模拟 常规 数学 论 
证 形式 ， 多 许 技 通常 的 方式 引信 和 使 入 假 放 ， 其 他 很 
自然 的 方法 用 于 处 理 相继 式 演 算 中 的 氢 设 ， 它 们 有 具有 
额外 的 优点 一 一 子 表述 性 质 { subfbrrmulation property) 
一 一 这 样 形成 了 企 均 造 自 然 泌 辑 演 绎 的 问题 上 的 新 进 
展 的 一 个 基础 ， 

为 了 自然 逻辑 演绎 的 自动 搜 子 ，[2] 提 出 了 一 个 畏 
助 的 相继 式 演算 ， 它 共有 于 表述 性 质 ， 但 不 多 许 假 设 
转移 到 后 式 ( WAR ER zÇ (E SR К) (sequent (in lo- 
0с))). 在 这 样 的 省 算 中 ， 容 易 内 演绎 得 到 自然 垩 辑 的 
演 绊 ,在 此 基础 上 ， 为 了 缩短 演绎 并 “胶结 “它们 ， 
“淘汰 ” 宛 余 公式 和 规则 的 应 用 。 以 及 在 建立 可 演绎 性 
叶 改 变 战 术 技 巧 的 可能 等 而 考虑 到 “相似 性 ”( 即 被 检 
测 的 公式 中 只 有 相同 的 子 公式 } ， 自 然 演绎 的 一 个 搜 
了 方法 得 到 发 展 在 古典 命题 演算 ( propositional cal - 
си) 的 敢 辑 工 其 的 范围 之 内 ， 这 些 方 法 已 引导 出 一 
个 计算 机 的 算法 ， 这 个 程序 ， 从 一 给 出 的 假设 集 出 发 
对 -给 出 的 断言 导 找 其 一 .个 自然 和 的 轩 辑 演绎 ， 并 目 以 
俄语 把 这 个 演绎 复制 为 数理 逻辑 文 词 . 

假设 的 修正 利 定理 的 加 强 是 与 自然 逻辑 演绎 的 搜 
ЖАПШЕ; 它们 牵涉 到 在 一 个 给 定 的 公式 里 作 最 
小 的 政 正 使 其 成 为 定理 或 者 改变 为 一 个 更 强 的 定理 的 
方法 ， 也 牵涉 到 这 样 的 修正 的 质量 的 准则 的 研究 . 

日 然 逻 辑 演 绎 领域 的 发 展 ， 主 要 与 古 虎 届 辑 人 
关 ， 人 也 其 导致 的 方法 共有 更 一 般 的 特征 . 
参考 文献 


[1] Мегематическая теория логического вывода, «6. 


переводов, М., 1967 
[2] Шанин, Н. A. w др., Апгорифм машинного пон. 
ска естественного логического вывода B исчислении 
высказываний, М.-Л., 1965. 
[3] Paawitz，D ., Natural deduction , Almqwst & Wiksdl 、 
1965 С. Ю. Маслов 把 
СЕЛ 亦 见 逻辑 推导 ( derivation , logical ) 
参考 文献 
[А1] Schutie, K. , Proof tbeory , Springer 1977. 
[A2] Gene, G , М. Szbo (ed.). Coloated papas, 
North - Holland , 1969. 苏 开 乐 译 


自然 数 [natural пшпбег;натуралъьное число ] 
数学 的 基本 概念 之 一 ， 自 然 数 可 以 解释 为 非 空 有 
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限 集合 的 基数 ( cardinal number ). 全 体 自 然 数 组 成 钓 集 
合 N=(1,2,…) 种 在 其 中 定义 的 加 法 ( + ) RR 
НИЖ < N, 十 …1 >. 在 这 个 数 
Жаан ЕМ. ИИМ 
ЖЕ. КВО ЛЖ. ШИЕВ a £f 
а = а; Ж, ИНЕК АИ а,Ь 
Жа+Ь та. 最 后 、 白 然 数 集合 N 满足 下 面 被 称 为 
ЈАН 8 (axiom of induction》 @Ж#: N 的 任 -- 子 
Ë` #EBS 1， 以 及 车 它 包含 企 一 元 崇 a， 则 必 包 
M a+ 1， 那么 它 必 兰 整 个 集合 N， 见 自然 序列 
(ratural sequence); 形式 算术 ( arithmetic , formal ). 


参考 文献 
[1] Исгория математики с древнейших времен до нача. 


ла ХІХ столетия, т. М, 1970. 
[2] Нечаев, B. И., Числовые системы, M., 1975 
[3] Davenpozt, Н., The higher anthmetic, Hutchinson , 
1952 А, А, Бухштаб, В. И. Нечаев {# 
【 补 注 】 比 上 面 作为 序数 来 给 出 的 定义 ( Frege - Russell ) 
更 好 的 是 von Neumann 的 定义 ， 殷 一 个 数 等 同 于 它 
前 面 的 元 索 组 成 的 俯 合 :0= 包 "+I =Sn= 
{0, n]. Ж S 表示 “后 继 {successor)”， 在 这 样 的 
定义 下 ，0 属 于 N (这 是 经 常 这 样 规 定 的 ) . 这 时 0 是 
加 法 送 算 的 等 元 素 . 亦 见 自然 序列 ( natural sequence ). 
参考 文献 
[А1) Scriba , C.J , ,The conoept of number, a chapter in the 
history of mathematics ,with applications of interest to te- 
achers , 且 .I. Mannheim , 1968 . ЖИ ЖО ДИА R: 


自然 参数 [natural parameter ; нагуральный параметр], 
可 求 长 曲线 上 的 

参数 表示 为 + =r(s) 的 基线 的 参数 s, 使 得 曲线 

在 两 点 r(s) 和 r(s) 之 问 的 强 长 等 于 о а, M 

线 用 自 然 参 数 的 参数 化 称 为 自然 参数 化 (natural 

parametrization ). 一 条 无 奇 点 前 大 次 可 做 《解析 ) 曲 
线 的 自然 参数 化 也 是 тр (PC) 的 . 

Д. A .Соколов f 

ӨМЕТ 参看 自然 方程 (natural equation) 的 参考 文献 

КШ 说 


自然 序列 [mabmal seqnemce ;HaTypamkaii ряд), Ң% 
数 序列 (natural number sequence ) ` 
Я N ={1,2,…}, 其 中 定义 了 一 元 运算 {unary 
operation}8 (B S 是 МОРАВУ, А 
下 列 条 作 ( Peanmo 公理 ( Peano axioms )): 
1) 对 任意 aeN， 
1# Sa; 
2) 对 任意 а, Бем, 如 果 
Sa= 56, 
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则 
а=Ь; 


3) 任 何 包含 1 的 МЯ. 5258568 ам, ü 
同时 含有 54, 则 这 个 子 集 就 是 (归纳 法 公理 (axiom 
of induction )), 17777 

ЖЖ Sa 通常 叫做 的 紧 接 后 元 ( immediate sucocs- 
sor). 自然 序列 是 全 序 集 (totally ordered set). 可 以 证 
ШЕП 

a+]=$a.a+Sb=S(a+b), 


ajl=a,a.Sb=ab+a, 


在 N 上 定义 了 二 元 运算 (一 ) 各 (。)， 这 里 a 和 
是 N 的 任意 元 素 . 系统 <N,+,:, 1> 是 自然 数 
(natural number) ЖЖ. 
参考 文献 
[1] Wacnden , B. L. ven der, Algebra, 1, Springer, 1967 

(Ж ПЯ). А. А. Бухштаб, В. И. Нечаев E 
【 补 注 】 自 然 数 序列 通常 从 0 开始 ， 亦 见 自然 数 ( natural 
number ). 

系统 {N,5) 是 仅 有 的 {精确 到 向 构 ) 满足 Peano 
公理 的 系统 . 

当 说 到 ( N ,S) 是 侈 有 序 集 指 的 是 全 序 关系 < Ç 
的 定义 为 

ч(а<1), 


a<$Sb=a<b а=. 


参考 文献 
ГАП Kennedy. Н. C ., Selected works of Guiscppe Реаго. 
Allen & Unwin , 1973. 
[A2] Landau , E ., Grundlagen der Analyss , Акай. Verlagsge- 


setlschaft , 1930. 
[A3] Maclane , S ,and Birkhoff , О., Algebra , Macmillan , 
1967 йй W ЖЕ 校 


自然 序 广 群 [naturally ordered groupoid; естественно 
упорядоченный грушонд] 

АЛЕГРО AWPE3E ( partially ordered set); 
Т ( шошром!)) Н, Жр fF ЧЕТЕ 0 (H. wÍ 
任何 a,be 电 ,a 所 ab,b Sab) 且 了 两 个 元 素 中 的 较 大 者 
总 是 被 较 小 者 整除 【在 左 和 右 两 边 )， 即 ，a < b Bi W 
ах=уа =b 1% х,уе Н. 任何 偏 序 群 ( 见 序 群 (order- 
ed group )) 的 正 锥 是 自然 序 半 群 ，@.A Иванова Ж 


[ 补 注 ] 

参考 文献 
TAI] осв, L., Partally ordered algebraic systems, Perga- 
тюп, 1963 АПИЗ ##@ k 


Navier -Stokes 方 程 [Navier -Stokes equations; Навь- 
Стокса уравнения ] 

ЖЕЕ АЕ арй Е k Е, ГЕ ЗУ 
нова. 对 陡 -… 个 可 压缩 流体 的 非 定常 流 、 
在 Descartes 坐标 系 内 Navier-Stokes 方程 可 写 为 


др | д(ри) | др) , д(рь) _ 
ж ` ax + ду t z O. 


(1) 
其 中 w 是 速度 向 最 ， 它 在 坐标 轴 x, y. z 上 的 投影 分 
BDE u, 0, у; p 是 压力 ，p Ж, р 是 精 性 系数 ; 
X, Y, Z 是 惯性 力 向 量 K 在 坐标 轴 上 的 投影 : ам /аг 
=awj6t+wegradw 是 实质 导数 . 方程 (1) 的 导出 
是 基于 关于 摩擦 力 的 推广 的 Newton 定律 ， 按 此 定律 运 
动 流体 的 应 力 或 气体 的 应 力 和 应 变 率 成 比例 .为 研究 可 
压缩 流 ， 人 们 必须 在 (1) 中 还 要 加 进 与 压力 ， 密 度 利 
温度 有 关 的 状态 方程 以 及 能 量 方程 . 
作为 流体 动力 学 基础 的 方程 (1)， 首 先 出 L. Nav- 
ier([1]) #15. DD. Poisson([2]) 导出 ， 他 们 以 考虑 分 
子 间 力 的 作用 为 基础 . В, Saint-Venan([3]) 和 G. G 
Stokes ([4]) 在 唯一 的 假设 法 向 及 切 向 应 力 是 应 赛 率 的 


线性 函数 下 导出 了 这 个 方程 ， 
对 于 一 个 不 可 压缩 等 温 流 体 流 (р = 常数 )， 方 
#1 (1) ТАКАТА На : 


4 М 
Ша =K шаір FnAn， | 


dvw=0. J 

通常 ， 当 分 析 Navier-Stokes 方程 时 ， 人 们 将 它 

们 变换 为 无量 纲 形式 ， 在 此 形式 中 用 适当 的 特征 单位 

去 除 的 方法 标量 化 描述 所 有 的 量 . 于 是 ， 对 于 无 惯性 

力 购 不 可 压缩 流体 的 定常 流 、Navier -Stokes 方程 包含 

一 个 明确 的 无 量 网 参数 ， 那 就 是 众所周知 的 Remolds 
数 (Reynolds number) : 


(2) 


К 


Re= БУ! _ 
m 7 

其 中 了, 工 是 特 入 速度 和 线性 维 数 ，， 是 运动 粘性 . 
为 研究 二 维 不 可 庄 缩 流 ， 人 们 既 常 用 Navier -Sto - 


kes 方程 的 Helmholtz 形式 : 


дё ду д& _ ду де _ | 
йу 0х Hx йу Re elo 


Аў = $, 
其 中 由 是 流 函数 ，“ 是 旋 度 ， 它 们 与 速度 投影 w, с 


жж: 
_ до __ ду _ дь _ ди 
ие Qy к’ ox ду” 
定常 Navier -Stokes 方程 的 基本 的 边 值 间 题 和 如 
此 一 些 问题 的 讨论 有 联系 ， 闭 中 及 管道 内 的 流 ， 带 有 
自由 表面 的 流 ， 册 绕 物体 的 流 ， 射 流 及 物体 后 的 尾 流 
Ж. 在 所 有 这 些 问 题 中 ， 方 程 在 区 域 ( 有限 或 光 限 ) 
上 被 积分 ， 而 这 些 区 域 带 有 内 物理 考虑 的 边界 条 诈 
《〈 奉 着 于 物体 的 表面 或 沿 表面 滑动 的 条 件 ， 吹 进 或 吸 
人 到 可 汉 过 曲面 的 条 件 ， 在 该 流 中 由 远离 物体 的 外 部 
流 所 支配 的 条 件 ， 自 由 表面 上 的 杂 件 ， 等 等 )、 对 非 
定常 问题 ， 除 边界 条 件 外 还 需 适当 的 初始 条 件 . 

迄今 (1989) 为 止 ， 对 Navier -Stokes 方程 、 流 体 
力学 及 帘 气 动力 学 的 边 值 问题 鸭 可 解 性 尚 无 严格 的 数 
学 分 析 . 对 粘性 不 可 上 庄 缩 流体 的 数学 埋 论 得 到 了 少数 
的 结果 ， 见 流体 动力 学 中 的 数学 问题 ( hydrodynamics , 
mathematical problems її). 

研究 者 们 的 努力 诛 先 直接 去 确定 其 精确 解 ， 例 
如 ， 在 不 可 压缩 的 情 撒 下 对 下 述 一 些 定常 流 存在 精确 
解 : 在 学 面 管道 中 具有 给 定 的 常 频 力 落 差 【Poaenille 
流 (СРокеше flow))， 在 两 个 平行 的 平面 墙 之 间 的 定 
常 流 ， 其 中 一 端 是 不 动 的 ， 而 另 一 映 在 其 自己 的 平面 内 
РИ BË BE E 3 38: ( Couette 3 (Couette flow)); 在 带 
НЕКЛЕ B ЖЛ 2) BÚ 08 8 $š # 8 rb ЕЙ 
(Hagen - Poiseuile 流 ( Hagen -Poiseuile How))， 回 样 
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ИРЛИ ААИ, SOP: 在 临界 点 附近 半 面 - 
平行 ( 且 轴 对 称 ) 流 (Howatt ж (Howart flow) ) ; 
以 及 在 收编 及 扩张 的 管道 中 的 流 ( Hamel 流 ( Hamel 
flow)). 

Navier -Siokes 方程 的 近似 解 是 基 十 简化 的 假定 ， 
在 此 值得 提 的 是 对 应 于 沟 姐 运动 的 很 小 Reynolds 数 
(Res1l) 的 解 ， 这 种 运动 的 最 熟知 的 是 围绕 一 球 的 
Stokes 流 (Stckes fiow)， 非 常 大 的 Reynolds 数 的 极限 
情形 导致 流体 动力 学 边界 层 的 理论 . 利用 发 展 得 很 好 
的 近似 及 数值 方法 ， 边 界 层 方程 已 可 能 去 解决 在 实践 
上 上 有 重要 意义 的 广泛 范围 的 问题 . 

对 粘性 流体 及 气体 动力 学 中 某 些 类 问题 可 借助 于 
相当 有 效 的 算法 解决 ， 这 些 算 法 基于 差分 格式 的 利 
用 . 例如 ， 在 简单 形状 的 区 域内 { 或 国 绕 简单 形状 的 
物体 y 粘性 不 可 压缩 流体 的 层 流 的 计算 就 是 如 此 ， 在 
此 所 用 的 差分 方法 被 最 上 地 推广 到 为 Holmholtz 形式 
(3) 的 方 得 上去， 虽然 这 个 组 包含 一 些 围 难 ， 这 种 困 
难 起 源 于 关于 上 的 边界 条 件 的 确定 ， 在 解 组 (3) 的 
定常 型 式 的 第 一 个 结果 是 用 简单 的 显 式 乒 点 格式 及 选 
民 方 法 获得 的 《 见 [6])， 粘性 不 可 压缩 流体 动力 学 中 
定常 问题 的 解 大 量 地 基于 调 正法 及 对 组 (3) ХЕЙ 
式 及 降 式 格式 的 应 用 ,在 显 式 档 式 中 ， 人 们 用 了 关于 
时 间 上 的 两 展 格式 ， 且 借助 于 中 心 差分 关于 一 阶 导数 
进行 对 称 近似 以 及 (3) 中 第 二 个 方程 的 解 在 每 个 时 间 
层 上 用 Seidel 方法 ; 同样 用 了 三 层 格式 ， 在 此 格式 中 
对 流 项 用 一 个 “交叉 " 梅 式 去 近似 ， 而 扩散 项 用 Duf- 
ort -Frankel 格式 . 这 些 格式 对 如 此 问题 的 解 同样 也 足 
以 得 到 某 些 结果 ， 即 此 问题 是 在 一 个 收缩 及 扩张 的 管 
道中 二 维 层 流 的 定常 问题 ， 而 此 管道 中 与 运动 着 的 盖子 
ЮМ ЕВ. 同样 对 围绕 一 个 垂直 于 流动 方向 的 绊 
板 的 管道 中 流 的 非 定常 问题 也 是 可 得 到 一 些 结果 ， 

隐 式 格式 通常 基于 分 数 步 长 的 方法 【 见 [8])、 例 
如 ， 对 方程 (3 ) 、 这 些 格式 的 一 般 结 构 如 下 : 
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在 这 些 式 子 中 ，t ЧН К, о ВЕКА s, s 十 
1/2, s + 1 #8 п +1 次 时 间 层 上 (3) 中 Poison 
方程 的 迁 代 解 中 的 选 代 指标 ， 5715X 8215 了 7 ，515X， 
516y 是 近似 于 相应 的 二 阶 及 一 阶 导 数 的 差分 算 子 . 

(3) 中 第 一 个 方程 被 用 来 半 找 : 的 值 ， 而 第 二 个 方程 
则 找 其 次 一 个 时 间 层 上 的 yy 的 第 ， 二 阶 导数 的 近似 常 
党 是 对 称 的 ， 而 “ 的 方程 中 对 一 阶 导数 所 作出 的 近似 
或 者 二 对称 关 分 或 者 是 面 对 着 流动 的 单 连 莽 分 ， 这 了 
决 于 所 秀 虑 的 速度 的 符号 .大力 推荐 的 方法 是 在 19] 
中 建立 的 格式 以 及 连同 单调 逼近 在 一 起 ( 见 [10])， 

对 (3) 的 第 一 个 方程 ， 此 格式 是 
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差分 方程 (4 ) МИЕ - 对 角 线 的 形式 ， 日 连 
同 边界 条 件 近 似 关系 一 起 是 可 上 用 双重 - 扫除 的 方法 去 
解决 ， 当 用 调 正法 解 定常 问题 时 ， 或 者 能 成 功 地 解 方 
# (4) 《无 关于 硝 定 ү 的 内 部 选 代 ) ， 或 者 同时 用 一 
个 向 其 双重 - 扫除 的 方法 联合 地 确定 < 和 由 去 解 方程 
(4)， 关 于 方程 (3) 的 边界 条 件 的 提 法 中 ， 困 难 在 
于 ， 在 Navier -Stokes 方程 情 撒 下 ， 附 着 于 园 体 墙 的 
MUMBUL Rk ү 的 条 件 ， 在 上 的 方程 的 数 
值 解 巾 、- -个 形式 的 要 求 是 旋转 的 边界 条 件 的 表述 ， 


这 些 条 件 在 每 个 时 间 层 上 如 此 地 得 到 ， 或 者 在 区 域 边 
界 上 近似 地 得 到 ， 或 者 用 仅 在 这 衬 的 区 域 巾 积分 的 
方程 得 到 ， 使 得 此 区 域 位 于 积分 的 基本 区 域 之 内 
(19р. 

3630 (2) 的 方程 在 研究 二 维 流 时 很 少 使 用 ; 通常 ， 
对 连续 性 方程 用 某 种 方法 进行 正则 化 ， 变 分 - 网 格 方 
法 ， 特 别 是 有 限 元 方法 已 用 于 解 形 如 《2)] 及 (3) 的 
粘性 流体 动力 学 方程 ， 

差分 方法 已 用 于 讨论 粘 生 不 可 压缩 流体 的 密 种 流 
动 问题 . 这 些 问 题 中 有 围绕 一 个 椭圆 或 贸 柱 体 的 流 
《包括 一 个 旋转 的 柱 体 }， 围 绕 一 个 有 限 深度 的 板 ( 包括 

个 带 一 侵 柳 角 的 板 }， 一 个 性 形 的 简 端 ， 一 个 下 番 

物 ， 一 个 平面 台阶 的 流 等 等 . 对 十 下 面 的 流 业 已 进行 
了 研究 : 在 空 星 由 的 流 ， 在 平面 及 住 背 管道 内 的 流 ， 
在 -个 墙 上 带 有 障碍 的 管道 中 的 流 ， 带 有 自由 表面 的 
流 ， 以 及 自然 的 、 诱 导 的 及 混合 的 对 流 的 一 些 流 . 

关于 粘性 可 压缩 气体 的 汁 算是 基于 对 整个 Navier - 
Stokes 方程 的 差分 方法 的 应 用 ， 这 里 涉及 到 比 粘性 不 
可 虚 缩 流体 的 计算 更 多 的 外 加 的 一 些 困难 .其 理由 是 
一 个 可 上 里 缩 气体 流 中 不 撤 有 边界 层 区 域 ， 而 且 有 另外 
一 些 区 域 ， 这 些 区 域 由 对 应 于 无 类 性 气体 流 中 冲击 波 
及 权 师 波 的 未 知 函 数 的 高 梯度 所 帮 征 ， 由 于 一 个 粘性 
可 压缩 气体 本 身 的 Navier -Stokes 方程 的 复杂 性 ， 对 计算 
机 的 速度 及 存储 有 显著 的 要 求 ， 在 此 请 况 下 ， 应 用 显 式 
格式 产生 较为 简单 的 算法 . 由 用 调 正法 计算 定常 流 所 
推荐 的 一 个 显 式 格式 ， 以 具 常 系数 的 简单 方程 为 例 表 
示 如 下 : 


t C әх TY x) 5) 
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这 个 格式 到 过 (5) 的 一 个 光滑 稳 态 解 ， 其 通 近 阶 数 是 
000), Въз z< Һ/а 是 稳定 的 . 稳定 性 条 件 与 v 
无 关 . 应 用 到 Navier -Stokes 方程 ， 此 稳定 性 条 忻 与 
Веупо 数 无 关 ， 虽 然 如 此 ， 关 于 时 间 适 代步 长 所 提 
示 的 限制 在 显 式 格式 中 是 实质 性 的 . 脆 式 格式 通常 无 
此 限制 且 它 们 对 如 上 常 系数 线性 方程 绝对 地 是 稳定 
的 . 为 计算 粘 此 气体 的 二 维 流 的 隐 式 格式 ， 结 合 了 分 
数 步 长 方 技 进行 使 用 . 各 种 可 变 方 向 法 的 差分 格式 最 
Ж (1982 年 ) 已 构造 出 来 : 带 有 在 中 间 层 上 完全 及 不 
完全 的 近似 ， 发 散 和 不 发 散 的 格式 { 见 [11])， 以 及 
带 有 关于 网 格 的 空间 步 长 的 一 个 改进 的 精确 阶 数 (高 
于 二 阶 ) 的 档 式 { 见 [12]) . 基于 Navier - Stokes 方程 的 
粘性 气体 流 的 数值 模拟 涉及 到 一 个 复杂 结构 的 流 的 计 


а А 


от 


算 以 及 充分 精细 的 网 格 的 应 用 . 由 于 计算 存储 量 的 限 
制 ， 不 用 相互 交 选 区 域 的 方法 是 不 可 能 的 . 解 Navier - 
Stokes 方程 的 差分 方法 已 用 于 讨论 粘性 气体 动力 学 中 
的 大 量 问 题 . 这 些 问 题 有 : ВНОС К (р, ДАЕ 
жит) кий, ШЕЛЛИ ( 球 - 柱 ， 球 - 
Ж ) 的 趣 音 可 流 ， 以 及 围绕 一 模子 或 平板 的 锋 口 的 超 
жй. 在 有 限度 重 的 物体 后 的 尾 流 ， 在 喷 口 及 空气 
信 口 处 的 流 ， 以 及 在 空 腔 内 带 有 外 部 亚 音 速 及 超 音 速 
流 的 流 . 另外 一 些 已 被 研究 的 论题 是 带 有 一 冲击 没 的 
边界 雇 的 干扰 ， 在 等 离子 体内 冲击 波 的 结构 等 等 . 上 
ЖЕ АЮНЫ ЕЛЕН. 
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ГЕНЕР 在 最 近 十 年 左右 ， 关 于 Navier -Stokes 方程 
与 有 限 维 现象 相 联 系 的 一 些 问 题 已 得 到 了 显著 的 进 
展 . 例如， 关于 2 维 Navier -Stokes 方程 的 万 有 吸引 子 
的 维 数 以 及 3 维 Navier -Stokes 方程 的 有 界 不 变 集 的 
分 形 准 数 的 上 界 等 ， 见 [A2]. 
参考 文献 
[АІ] Кж, H. O.. Lornz. Ј., Initial boundary value 
problens and (рс Navier- Stokes equations , Асай. Рг- 
ез, 1989. 
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пу. Chucago Ри, 1988. АКА W 


近 环 [near - ring ; почтикольцо ] 
合 环 ( 见 结 含 环 与 结合 代数 (associative rings and 
algebras) ) 概 念 的 一 种 推广 . 近 环 是 余 上 的 一 个 广 环 
(ringoid) , 即 有 结合 乘法 与 加 法 的 泛 代数 {universal alge- 
bra); 近 环 关于 加 法 是 一 个 群 (不 必 是 交换 群 )， 而 且 
右 分 配 律 
x(y=z)=xy+xz 


也 必 成 立 . 近 环 也 是 多 算 子 类 (multi - operator group) 
的 一 个 例子 . 

一 个 群 工 到 自身 的 所 有 能 与 上 的 一 个 给 定 的 自 同 
态 半 群 8 的 作用 交换 的 映射 基 MM; (T) 是 准 环 的 例 
子 .Ms(T) 的 群 运算 是 逐 点 定义 的 ， 它 的 狗 法 是 映射 
的 合成 . 近 环 Ms;(T) 类 似 于 短 阵 环 . 子 近 环 、 理 想 、 
近 环 上 石 模 的 概念 按 常规 的 方法 给 出 . 

设 No(N,) 是 由 恒等式 0x=0{0x=x) 定义 的 近 
ЖЕ. 每 个 准 环 4 可 分 解 为 子 近 环 的 和 4 二 4, 二 4 ， 
ЖОР АЕ М А„єМ,, Вад, 门 4,=0., {Жї АЖ 
МЖ О (primitne) , ПЖ МЕЖА, 8; М 
称 为 1 型 车 版 的 ， 如 果 对 于 任意 xs 或 有 x4=0， 
或 有 xA=M; “MM 称 为 2 型 本 原 的 ， ий м} А„ 
模 . 近 环 4 称 为 ?型 本 原 的 tw=0, 1,2)， 如 果 存 在 ， 
型 的 忠实 的 音 Аг. 此 时 有 4 到 对 于 工 的 某 个 自 间 
ЖЕЙ 5 M,{ 工 ) ЕКА. 对 于 带 恒 等 元 4 和 4。 
中 带 右 理想 极 小 条 件 的 2 本 原 近 环 4 ,等 式 А=М, (Г) 
成 立 [Wedderbum -Artin 定理 的 类 做 结果 ) . 对 于 每 个 
y=0,1,2,v Ж Jacoteon # J,( A) 可 定义 为 y 本 厌 4 模 
的 零 化 于 的 变 . 根 (А) 被 定义 为 极 大 右 模 理想 的 
交 . 这 四 个 根 互 不 相同 ， 且 有 

AE ли) SNA) Sh(A). 
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实际 上 ， 这 些 根 具有 结合 环 的 Jacobson 根 (Jacobson radi- 
cq) 的 许多 性 质 ( 见 [4]) ， 

对 于 近 环 ， 分 式 近 坏 上 的 Or 定理 的 类 似 结 果 
(14). 

分 配 生 成 近 环 (distributively - generated near - ring) 
是 一 个 过 环 ， 其 加 群 由 与 近 环 中 对 于 所 有 ?和 zB W 
Mass 

(y+z)x=yx+zx 
ПОЛК x ЕЙ. ГАСЕНЕ N . 对 于 有 
限 的 分 配 生 成 近 环 而 言 ，1 和 Е 1 
本 原 分 配 生成 近 环 具 有 形式 M, (T)， 其 中 工 是 一 个 
Ë. 在 满足 恒等式 
({ху-ух)”?=ху—ух, n(x.y) >1 


的 分 配 生成 近 环 中 ， 乘 法 是 交换 的 ( 见 [3],[4]) . 

和 Vi 中 每 个 无 等 零 元 的 近 环 都 是 无 办 因子 近 环 的 一 
个 子 直 积 ([4]) ， 近 代数 4 可 分 解 为 单 近 环 的 一 个 直 
和 ， 当 且 仅 当 : а) 它 满足 主 理想 极 小 条 件 ; b] 4 不 合 
ЖЕ; с) 任 一 极 小 理想 的 零 化 子 都 是 极 大 的 
([1]). 

对 于 近 环 ， 可 以 证 明 关于 正则 环 结构 ([2]) 和 关 
于 分 式 近 环 ([5]) 的 类 似 的 结果 . 近 环 在 研究 置换 
群 、 块 概 形 各 射影 几何 时 有 很 多 应 用 ( [4]》-. 
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必要 和 充分 条 件 [ necessary and sufficient conditions ; необ. 
ходнмые и достаточные условия ] 

使 得 命题 4 成 立 的 一 些 条 件 : 当 不 满足 这 些 条 
件 时 命题 4 不 能 成 立 (必要 条 件 )， 当 满足 这 些 条 件 
时 命题 4 必定 成 立 (充分 条 御 )， 必 要 和 充分 条 件 往 
往 用 短语 “ 当 且 仅 当 ” ЖЖ. 必要 和 充分 条 件 其 有 
重要 意义 .在 一 些 复杂 的 数学 问题 中 ， 寻 找 便 于 应 用 
的 必要 和 充分 条 件 有 时 是 很 困难 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 
人 们 便 试图 寻 拨 较 宽 的 充分 条 件 ， 其 中 包含 可 能 较 多 
的 条 件 ， 而 所 研究 的 事实 仍然 或 立 ， 以 及 较 认 的 必要 
条 件 ， 即 其 中 包含 可 能 较 少 的 条 件 ， 使 得 所 研究 的 事 


实 不 再 成 立 . 这 样 ， 充 分 条 件 逐 步 接近 必要 条 件 . 
БСЭ.з 张 鸿 林 译 


必要 充分 统计 量 [necessary sufficient statistic ; Beo6xonw - 
мая достаточная статистика ] 


见 量 小 充分 统计 量 ( minimal sufficient statistic ) , 


否定 [negation ; озрицанне | 

一 种 多 辑 运 算 ， 对 一 个 给 定 的 命题 4， 执 行 这 种 
运算 就 得 到 命题 “ 非 4”. 在 形式 诸 言 中 ， 命 题 4 的 
否定 记 作 一 4, 一 4, A. -A, АЕ: "3E А”, 
“АЖА”, “A 不成立”"， 等 等 )， 从 语义 上 说 ， 命 
题 4 的 否定 意 昧 着 由 假设 A 能 推出 矛盾 {contradic- 
tion)， 在 经 奥 二 值 逆 辑 中 ， 省 定 运算 的 作用 由 如 下 真 
假 值 表 (truth tabk ) 给 出 ; 


A зА 
T {Е 
F т В.Б. IDmcro 所 沈 复兴 Ж 


负 二 项 分 布 {negative binomial distribution ; отрицательное 
биномнальное распределенне ] 


Ж k= 0, 1, — 的 随机 变量 ХАЖ 
"(a= (r tk" ва -p' (5) 


定义 的 一 种 概率 分 布 (probabilty dštribution) ， 其 中 
0<р<і5г>0 是 实 值 参数 . 负 二 项 分 布 的 生成 函 
数 ( generating function ) 与 特征 函数 ( characteristic func - 
боп) 分 别 由 下 二 式 定义 : 

Plz)=p"(l 47), 

Ха) =р(1-4е*) 7", 
其 中 а= 1- p. 数学 期 望 与 方差 分 别 等 于 rq/p 与 
rqijp?， 负 二 项 分 布 的 分 布 函数 在 = 0,1, 处 的 
值 ， 依 下 列 关系 式 由 8 分 布 (beta-distribution ) 函数 
在 点 p 处 的 秆 所 确定 : 

F(k)=P (X к) = 


n 
= СЕРТ I x"'(1- x)tdx, 
其 中 B(r. k+ 1) 为 8 函数 . 

“ 负 二 项 分 布 " 一 词 的 由 来 ， 是 因为 这 个 分 布 出 
一 带 负 指数 的 二 项 式 (binomial ) 所 生成 ， 即 概率 
(*) ре qz) 77 z 的 宕 展开 式 的 系数 . 

负 二 项 分 布 常 在 概率 沦 的 许多 应 用 中 通 到 .对 于 
一 个 整数 "> 0， 负 二 项 分 布 可 解释 为 ， 在 “成 功 ” 


ЖЖ) p 的 Bemonlli 试验 ( Bernoulli trials ) 概 形 中 第 
次 “成 功 " 以 前 失败 次 数 的 分 布 ， 在 这 种 场合 通常 称 
之 为 Pascal 分 布 (Pascal distribution), Z Ë Г 分布 
( сата -dstribution ) 在 离散 情形 的 类 似 . 当 r=1 
昌 ， 负 二 项 分 布 重 台 于 几何 分 布 (geometric distribu - 
ton) .人 负 二 项 分 布 经 常 出 现 村 与 分 布 参数 的 随机 化 有 
美的 问题 中 ， 例 如 ， 如 果 了 十 一 随 视 变量 以 4 为 
条 件 时 有 带 随 机 参数 4 的 Poisson 分 布 (Poison dštri- 
bution ) Tü 4 又 有 密度 为 


FJ хет, x>Ü0, д> 0 
ЮГАЛ, ЖА УШЕН И r= a. p= 
a (1 +a) 的 负 二 项 分 布 ， 众 二 项 分 布 还 可 作为 Pólya 
分 布 (P6lya distribution ) 的 极限 形式 - 

有 负 二 项 分 布 ， 呈 分 别 以 p S ra o r. 为 参 
数 的 п 个 独立 随机 变量 X... X, 之 和 ， 也 是 负 二 
ДР, НИШ p 与 mr 十 … 十 +, 为 参数 .对 于 大 
É 及 小 的 а, 若 rq 一 4 ,人 负 二 项 分 布 可 用 参数 为 
2 № Poisson 分 布 逼 近 . 负 二 项 分 布 的 许多 性 质 都 由 
它 是 广义 化 的 Poisson 分 布 这 一 事实 所 规定 ， 
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А. В. Прохоров 所 
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负 相 关 [negative comelation ; отрнцательная корреля- 
ция] 

МИЕ 906, ЕЮ, 
一 个 变量 的 条 件 均值 随 另 一 变量 值 的 增长 而 减 小 . W. 
果 p<0， 相 关系 数 (correlation coefficient) 为 p 的 二 变 
量 称 做 负 相关 的 ， 见 相关 (统计 学 中 的 ) (corelation (in 
statstics)) . А.В.Прохороз Ф 周 概 容 W 


负 曲率 曲面 [negative aarvatme, srface of ; отрицательной 
кривизны поверхность ], ，( 按 直接 意义) 

在 3 维 Euclid 空间 中 每 一 点 有 负 Gauss ҖЕ ( Gau- 
зип curvatue) K < 0 的 2 维 曲面 .这 种 曲面 的 最 简 
单 例子 是 单 叶 双 曲面 (图 ja ), 双 曲 抛物 而 (图 16) 和 
ЖЫШ ( catenoid ) 

负 曲 率 曲面 的 概念 能 够 就 曲面 本 身 的 维 数 或 外 围 
空间 的 维 数 和 结构 进行 推广 . 

负 曲 率 曲 面 在 局 部 上 有 壕 因 构造 .这 是 指 负 曲率 
曲面 在 它 任意 一 点 的 一 个 充分 小 的 邻 域内 像 一 个 马鞍 
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《参看 图 lb ,不 考虑 曲面 在 所 画 出 前 分 以 外 的 性 态 ) . 
所 画 出 的 曲面 在 任意 一 点 O 的 主 截 线 的 图 消 楚 地 解释 
了 出 面 的 局 部 款 状 特征 . 设 1 及 ,, 1/R， 是 安 们 在 点 
O fg bk iB. 即 在 该 点 的 主 曲率 (principal curvature). 
根据 经 典 的 定 多 ,在 O 点 的 Ganss 曲率 是 K = 1/R, R,. 
出 于 K< 0, 主 曲 这 有 不 同 的 符号 ， 因 而 主 截 级 萌 相反 
的 方向 上 起 ; 在 图 b 中 ， 主 截 线 02 是 期 法 向 量 "的 
з, П аван, 
ЛЕРНИ ОНИЕ ПШ. ШШЕ ШЕГИ 
BJ СК”) 拓扑 结构 可 以 是 十 分 不 相同 的 、 便 如 ， 
ЖЖ ( Ë] ТЬ) 在 折 扑 上 等 价 于 平面 ， 而 单 叶 双 曲 
面 等 价 于 一 个 柱 形 的 管状 硬 ， 让 两 个 具有 平行 轴线 的 
单 叶 双 曲面 沿 着 一 条 双 山 级 相交 《图 2а). 假定 这 两 个 
双 曲 面 不 是 透明 的 ， 并 且 忽 略 掉 它 们 的 不 可 见 部 分 
( 即 落 在 对 方 内 部 的 部 分 ) , 这 样 所 得 到 的 曲面 除了 
上 面 所 提 到 的 汉 册 线 之 外 处 处 有 负 曲 率 ， 一 般 说 来 ， 
在 这 条 双 曲 线 上 的 点 没有 (经 典 意义 下 的 ) ШЖ, Bl 
为 该 双 沿 线 是 曲面 的 俏 线 .但 是 在 目前 给 定 的 情况 下 ， 
在 疹 线 附近 的 曲面 能 久光 请 化 ( 见 [7]), 使 所 每 的 申 曾 
在 所 有 的 点 都 有 曲率 ， 而 且 是 负 出 率 ( 见 图 jb). 它 在 
拓扑 上 等 价 于 刺 破 两 洞 的 环 面 .通过 这 种 容纳 大 量 单 
时 及 曲面 的 途径 可 以 使 负 曲 率 曲 面 的 拓扑 结构 有 任意 


的 复杂 程度 . 
‘A 
~ ⁄ 
b 


а 2 

如 果 人 一 张 曲 面 关于 其 内 殖 几 何 〔 见 内 葡 度 量 ( internal 
metric )) 给 出 的 距离 是 完全 度量 空间 ， 则 称 该 曲面 是 
完全 的 (complete). 在 上 面 所 述 的 例子 中 ， 考 虑 的 就 是 
完全 蚜 面 .用 简单 类 型 的 曲面 构造 各 种 拓扑 类 型 的 负 
划 率 曲面 (如 上 所 示 》 的 想法 归功 于 于 . Hadamard 
([1]). 图 3 中 提供 了 一 个 在 根本 上 不 同 的 例子 ( 履 看 
[6], [7]). 这 个 曲面 处 处 有 负 曲 率 ， 完 全 包含 在 一 个 球 
面 内 ， 它 有 无 限 多 个 分 支 ， 沿 着 分 支 移动 的 动 点 能 够 
无 限 地 接近 球面 边 春 ， 但 是 永远 碰 不 到 它 ， 可 以 构造 
这 样 的 曲面 ， 使 得 沿 分 支 移动 的 动 点 总 是 取 一 条 长 度 
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ХВЕ. РА, IWHITEJE РЫ ДИ RE ТИ 
ЕЛИНЕ. ИРА ОЯ, Ба ЕК Щ ЖШ 
不 必 像 Hadamard 的 例子 那样 在 空间 中 向 无 限 远 处 伸 
Ж. 


图 3 

在 这 个 例子 中 ， 车 容许 曲面 育 轻 微 的 非 正则 
性 ， 则 一 般 能 观察 到 条 件 K < 0. 这 是 指 假定 曲面 是 光 
滑 的 { 处 处 是 C' 类 的 ) ， 但 是 在 某 些 孤 立 点 它 不 属于 
C: 类 ; 在 那些 点 ， 曲 率 必 定 有 极限 值 .在 用 这 些 极限 
信 作 为 册 率 之 值 后 ， 曲 些 就 成 为 处 处 有 定义 的 连续 函 
数 . 下 面 的 定理 补充 了 曲面 的 延 拓 问题 以 及 它 与 正则 
性 条 件 的 联系 ([8]). 

如 果 С? 类 完全 时 面 的 Gauss 曲率 K 满足 不 等 
式 —a < K S0, 这 里 a= 常数 ， 则 曲面 不 能 包含 在 
半径 小 于 Y273 Ja 的 球 内 . 

如 果 在 内 蕴 恋 义 下 无 界 的 C? 类 完全 曲面 上 ,无 
限 远 处 能 Gauss ШЖ К ~ 0, 则 曲面 在 空间 中 是 无 
界 的 《在 这 个 定理 中 ， 曲 率 的 符号 是 可 变 的 ) . 

负 常 曲率 曲面 ， 即 Gaus 曲率 处 处 取 同 一 个 人 负 值 
的 曲面 已 经 受到 《并 将 继续 受到 ) 特别 的 注意 ， 原 因 
是 它们 的 内 蕴 几 何 局 部 地 与 Лобачевский 平面 上 的 几 
何 ( 见 Лобачевский 几何 学 (Lobachewkil geometry )) 
相 一 致 . 这 是 指 Лобачевский 平面 度量 几何 中 成 立 的 
关系 式 恰好 对 负 常 曲率 曲面 上 的 图 形成 立 ( 测 地 线 担 
当 直线 的 角色 ) 例如， 在 负 常 曲率 曲面 上 三 角形 的 三 
角 公 式 与 Лобачевский 1: Euchd 几何 学 中 对 应 公式 是 
完全 -一样 的 ， 这 样 ， 在 负 常 曲率 曲面 上 获得 了 Лобаче - 
вокий 几何 学 的 局 部 模型 ,这 类 模型 之 一 是 E .Beltrami 
在 1868 年 建立 的 ( М, Beltrami 解释 (Beltrami inter- 
pretation )), 它 对 于 认可 Лобачевский 几何 学 作出 了 实 
质 性 贡献 .Beltrami 还 提供 了 人 负 常 曲率 曲面 的 一 个 重 
要 例子 ， 称 为 伪 球 面 (pseudo - sphere ) ( 图 4), 它 是 
由 一 条 踊 物 线 围绕 它 的 源 近 直 钱 旋转 而 成 的 ( 图 5) 


图 5 


忠 物 线 的 特征 性 质 是 其 切线 介 于 切 点 和 海 近 线 之 
间 的 线段 有 定式 а. ВЕШ бањ 曲率 为 天 一 
一 1/q. 负 常 曲率 旋转 曲面 在 了 Beltram 之 前 已 由 F. 
Minding 在 1839 年 研究 过 ， 他 发 现 了 负 常 曲率 周期 旋 
转 曲 面 的 两 种 形式 ， 它 们 与 伪 球 面 一 起 穷 尽 了 所 有 可 
能 的 负 常 曲率 旋转 曲面 (对 于 它们 的 方程 ， 可 看 [3]， 


151). 
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两 6 

ЕЛЕН ЕШ (бж) 上 构造 
Лобачевский SF. НЕ ЛЕН з ато. ЖЕ 
由 有 两 个 . ME, ЛЕА ЕЯТЕЛЕД ДД. КО 
尖锐 的 边缘 {图 4). 其 次 ， 伪 球面 在 拓扑 上 等 价 于 一 个 
管状 面 ， 因 此 从 拓扑 学 观点 来 看 它们 不 同 于 
Лобалевский 平面 .但 是 在 ”个 正则 的 负 常 曲率 曲面 上 
РЕ Лобачевский. 平面 约 无 限 部 分 的 模型 是 可 能 的 . 
为 此 ， 用 季 直 于 轴 的 平面 从 伪 球 而 上 藏 出 一 个 无 限 的 
{可 伸缩 的 ) 区 域 U. 要 求 该 平面 不 包 售 尖锐 的 边 
#. 干 是 伪 球面 上 不 合 尖 锐 边 缘 的 部 分 可 作为 上. 此 
后 只 考虑 О, 为 简便 起 见 也 把 它 称 为 伪 球 面 ; 它 没有 
#ї#д. W U U 的 通用 覆盖 曲面 .此 概念 可 介绍 如 
т: ВЫ U 完全 相同 的 悉 在 一 起 的 曲 
面 ， 用 整数 标记 来 区 分 : 00,00,00, 
后 将 它们 沿 一 条 公共 的 经 级 割 开 ， 在 每 一 个 曲 画 上 分 
别 标 出 市 线 的 左 侧 和 右 创 ， 使 得 所 有 的 堪 全 都 重 登 在 
一 起 { 同 樟 ， 所 有 的 右 铜 也 重合 在 一 起 ) ,现在 对 于 任 
意 一 个 整数 大 -oo < k< +o ,将 U, 的 左 侧 与 Uj, 
的 右 侧 接 在 一 起 ( 同样 ，U, 的 右 侧 与 ,的 左 侧 接 在 
一 起 ) . 这 样 得 到 的 壬 通则 面 07 就 是 U АО 3k B 
面 ， 也 称 为 曲面 UU 的 单 连通 虱 和 (simply -connected 
envelope ), J +£ Ж —BUb Bp blu ЕКПЕ 
而 ， 但 是 其 构筑 的 直观 描述 远 非 像 伪 球 面 那样 简单 。 
要 紧 的 是 方 有 预 本 曲面 总 是 单 连 着 的 、 同 样 重要 的 是 
ЖЛЕ ДЕЛЕЛ ЕШ ЕБ ЖИШШ 
上 去 、 为 此 ， 只 要 保证 被 性爱 曲面 上 每 一 点 p 有 一 个 
МЕ 以 (站 ， 它 被 万 有 理 琶 曲面 中 的 一 个 邻 城 (р) 
从 好 医生 一 次 (这 里 р ШЕ p 上 的 一 点 ， 且 对 应 
V— 史 是 双向 单一 的 ) (р) 的 几何 被 原封 不 动 地 
ЖЕУ) ЕЗ. H 中 两 点 ‚р, 之 间 的 虐 离 等 
于 它们 在 V 中 的 原 杀 之 问 的 距离 ， 万 有 靶 登 曲面 的 大 
ИЛА ЯЕ Т, ТТЕ АЗН 
大 范围 几何 是 完全 不 同 的 ， 

ЖӨИ [上 ， 朝 无 限 远 处 移动 时 子午 线 是 收 策 


到 一 起 的 ， 而 且 它 们 与 ЕЕ ЗА. 因而 万 有 
ЗЕ НИТРО Е Лобачевокий 平面 中 的 一 条 曲线 ， 
它 是 -一 束 Лобачевский 平行 (kk) 六 直线 的 正 灾 轨 
线 . ЯНЗЫ Лобачевский 几何 学 中 的 极限 网 
(horocycle }. 这 样 ， 从 认 著 儿 倍 观点 来 看 ， 伪 球面 U 的 
В ë Je: Лобачевский 平面 中 一 个 极限 圆 的 内 部 
为 了 构造 Лобачевский 几何 学 的 模型 ， 伪 球面 U 的 
ЛАФ U йш U 本 身 更 方便 例如， 任何 半 
径 的 圆周 能 够 放 进 U 中 去 ， 但 可 证 阴 ， 一 个 大 的 圆周 
ПЕНЯ О 中 去 却 是 太 大 丁 . 然而 ， 即 使 是 
О 也 尚未 延伸 到 足以 包含 Лобачевский 几何 掌中 诸如 
—&5 9 H B E Йй. жаай, КОЮ 
整个 Лобачевский ЗШДЕ р ЕР. 

在 1900 年 ，D .Hilbert 提出 这 样 的 问题 : 是 否 存在 
一 个 曲面 ， 使 得 它 的 内 葡 几 休 与 Лобачевский 平面 几何 
是 完 爹 一 致 的 ?由 简单 的 推理 可 知 ， 如 果 这 样 的 曲面 
是 存在 的 ， 则 它 必定 有 人 负 常 山 率 ， 并 且 是 完全 的 ， 因 
Җ Лобачевский 平 曾 是 单 连通 的 ， 它 也 必定 是 单 连通 
的 . 事实 上 ， 只 要 找 出 一 个 完全 的 负 常 曲率 曲面 就 
ШТ ШЕН, КВ ЕТЕШ 
单 连通 的 ). 在 此 ， 仅 考虑 正则 曲面 《在 任意 一 点 至 少 
是 2 次 连续 可 微 的 ， 即 是 С? 类 曲面 ) 

早 在 1901 年 ，Hilbert 就 从 否定 的 角度 解决 了 这 个 
问题 (参看 [2]), 即 在 3 维 Euctid 空间 中 不 存在 任何 
完全 的 自 则 负 常 昌 认 曲面。 这 个 定理 在 几 十 年 间 吸引 
了 几何 学 家 的 注意 ， 一 直 延 续 至 今 ， 原因 是 有 许多 有 
趣 的 问题 与 该 定理 及 其 证 明 有 关 (参看 下 面 的 讨论 ) . 
在 负 常 曲率 旋转 曲 画 上 出 现 亲 异 线 不 基础 巧 发 生 的 ， 
而 十 与 Hilbert 定理 相 -- 致 的 ， 

在 任意 拓扑 结构 的 曲 而 上 的 Hilbert 定理 的 证 明 具 
有 特殊 的 兴趣 ， 因 为 对 此 而 言 廊 有 和 覆 营 曲面 的 概念 尽 
实质 性 的 ， 这 个 概念 把 问题 归结 为 拓扑 上 最 简单 的 曲 
面 ， 卫 单 连 通 曲 面 、Hiibsrt 定理 显然 是 阐明 这 个 概念 
的 最 早 的 数学 命题 之 一 .在 Hilbert 陈述 他 的 定理 证 明 
的 第 一 篇 文章 发 表 之 后 ， 关 于 其 证 明正 确 性 的 疑问 也 
随 之 产生 了 质疑 与 渐 近 曲线 的 无 限 性 态 有 关 ， 它 们 
在 曲面 上 的 研究 要 依据 该 曲面 的 拓扑 的 复杂 性 . 其 至 
有 人 提议 Hilbert 应 该 改善 他 的 证 明 使 之 更 精确 .， Ж 
管 如 此 ，Hilbert 的 证 明 古 相当 完美 尤 缺 的 如果 Hilbert 
明确 地 声明 研究 的 对 象 是 完全 单 连通 的 负 常 曲率 流 
JE. BH Лобачевский 半 而 本 身 ， 而 做 定 它 能 等 旗 地 正 
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ЛАЖ 3 8 Euctid 空间 中 ， 则 质疑 或 许 就 不 产生 。 
Чебышев 网 ( Chebyshev пег), 即 每 个 网 四 边 展 的 
对 过 长 度 相等 的 网 (图 7), 意外 地 出 现在 Hilbert 的 证 
明 中 也 是 上 分 有 意思 的 .而 且 在 负 常 曲 训 曲面 情形 ， 
渐 近 网 (asymptotic net) ( 它 在 负 曲 率 册 面 上 有 定义 ， 且 
非 退化 ) 是 Чебышев 网 ， 取 这 个 网 为 又 标 网 : ú= 
常数 ，p = КЖ. ШЖ Чебышев 形式 
ау даи? + 206 „йийо + 40%, (1) 


其 中 ww 是 网 的 夹 角 . EIB m FII. Же, Й 
的 ， 并 日 考 虑 到 浆 的 Чебышев ЁЛ, ЛІВЕ и.о K 
所 有 的 值 : оо < u <о,—оо < p < оо; 它们 穷竭 整个 
М. 换言之 ， 渐 近 有 曲线 网 在 大 范围 上 与 Euclid 坐标 平 
面 中 的 Descartes 网 是 同 是 的 【 见 [9]). 另 一 方面 ， 假 定 
Gauss 师 率 是 常数 ， 比 如 设 K = —1, 从 ( 1) 得 到 方程 


四 _ 

BOY = Sn, 《2) 
根据 几何 上 的 考虑 则 有 限制 

0<w<r， (3) 


Hi)jbert 证 明 方程 (2) 在 全 平面 上 不 能 有 服从 条 件 {3) 
的 正则 解 a= w(w,0), 因此 完全 的 Лобачсвский 平面 
不 能 正则 地 等 距 柑 人 到 3 维 Euchd 空间 中 去 . 如 前 面 
所 解释 的 那样 ， 该 定理 可 叙述 蕊 更 一 般 的 形式 : 在 3 
ЯЕ Euclid 空间 中 不 存在 完全 的 正则 的 负 常 数 曲率 曲面 
《不 管 它 的 拓 撞 结构 如 何 ). 

在 各 种 数学 领域 中 往往 会 有 一 个 特别 的 命题 或 一 
个 特殊 的 问题 在 整个 领域 的 发 展 中 具有 绝对 的 重要 
性 .在 被 分 几何 中 Hilbert 定理 曾经 是 、 而 且 将 继续 是 
这 样 的 一 种 论断 ， 专 门 刊载 它 的 大 量 出 版 物 就 是 明 
证 ， 该 定理 中 的 趣味 主要 来 自 其 证 明 中 不 同 观念 和 概 
беа (И. ВЕ Чебышев 网 ) ， 与 物理 
学 的 联系 也 随后 建立 了 

结果 是 ， 若 写成 稍微 不 同 的 样子 , ВАВ (3), 
则 方程 (2 ) 表示 在 超时 理论 中 加 在 所 谓 的 Joscphen Ж 
应 的 势 上 的 条 件 . 物理 学 家 已 经 把 方 各 (2) 命名 为 
“sine -Gordon” 方 程 . 利用 方程 (2) 与 负 曲率 曲面 论 
的 联系 ( 见 [13],[14]). 方程 的 某 些 解 已 经 被 发 现成 封 
闭 的 形式 ， 它 们 在 全 平面 二 是 正则 的 . 

S .BE ,Cohn - Vossen 提出 {参见 [15] 》 远 比 Hilbert 
定理 一 般 的 定理 也 成 立 ， 即 关子 Саше 曲率 的 条 件 K = 
带 数 < 0 ИЖ К< 常数 <0 498. 但 是 直到 
60 年 代 开始 设 有 发 现任 何 定 理 包括 Hilbert 定理 作为 
它 的 特殊 情形 .只 是 到 了 1961 年 才 证 明了 Hilbert 定理 
的 改进 ， 即 证 明了 关于 变 负 曲率 曲面 的 一 个 定理 ， 而 
Hilbert 定理 是 它 的 一 个 极限 情形 、 换 言 之 ， 负 常 曲 率 
曲面 的 那些 产生 Hilbert 定理 结果 (破坏 正则 性 ) 的 性 
质 以 及 该 结果 本 身 可 以 在 通 近 的 意义 下 去 理解 . 在 证 
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И Т ЗЕР УЖ. Ç B yE (2) 

的 推广 ; 

К Z ы Фе l= (k + А + algrad wl|}sine, 
(4) 

其 中 四 的 意义 如 前 所 述 ， 尼 = 一 K, ЕОС H 

ПОШИ, À а 其 变量 ,它们 的 绝对 值 有 一 个 内 在 


И, ВЕЛЕЖ. ч к= 常数 时 ， 
则 得 4 = 0,x= 0, 方程 (4) 成 为 方 如 (2). 
在 变 曲 率 情 撒 ， 己 得 到 方程 (参看 [17]) 

L, LL (o) = Мэй в, (5) 


ҖОР L. МИТ. УЖИНЕ 
算 子 成 比例 ， 而 五 ， 是 类 似 结构 的 拟 线性 算 于 .重要 
的 荐 在 度量 上 给 出 一 定 条 件 的 函数 M 有 一 个 玉 正 数 为 
下 界 的 内 在 估计 .出 于 这 个 入 计 以 及 左边 的 构造 ， 方 
#ë (5) 与 方程 (2) 是 类 似 的 ， 因此， 在 梭 量 上 赋予 这 
些 杀 件 ， 则 与 Hilbert 的 证 明 一 致 的 论证 能 够 继续 进行 
《虽然 要 复杂 得 多 )， 并 且 产 生 类 似 的 结果 ， 这样， 首 
В Т Hijtert 定理 的 推广 ( 见 [18j). 至 于 上 面 提 到 
КЕЖЕ МАНЕ, Балт отр: Gauss 曲 
SK АР АИ РАЛЕ. ШЧ K< -1 
п, H 3 Ar ЕН КЕСЕ О 1 阶 导数 
和 2 阶 导 数 都 充分 地 小 ,作出 足够 的 估计 使 得 在 计算 
中 ， 由 Hibert 给 出 的 上 述 论证 能 够 用 于 方程 (5), 这些 
估计 用 记 成 h, д 的 正常 数 表示 ( 见 [19]). 因 此, ЯНӘ 
变化 的 负 曲 率 的 度量 称 为 (h,A) BO E ((h, A)- 
metric {其 定义 可 见 [18], 或 [19]); тн, 当 A= + 
Bf, PUS DE fB EBR Р, — 564 (h, A) 
度量 不 容许 有 在 三 维 Euclid 空间 中 的 正则 等 距 浸 人 . 

治 着 上 面 所 指 永 的 路 线 ， 即 利用 曲面 论 的 微分 方 
程 ， 将 Hilbert 定理 推广 成 在 1930 年 间 所 叙述 的 形式 
(关于 曲率 性 入 的 特征 不 加 限制 ， 参 看 [12] ) 的 问题 至 
今 未 获得 成 功 . 但 是 ， 沿 着 完全 不 同 的 路 线 ， 即 细致 
地 研究 负 井 率 曲面 的 球面 映 象 的 边界 性 质 ， 获 得 了 该 
问题 的 一 个 解 ， 利用 这 种 方法 已 经 证 明 ({19],[20]) 
Gauss ШЖ K< 常数 < 0 的 完全 度量 不 容许 有 在 Et 
中 的 正则 等 距 误 人 ， 这 回答 了 经 典 形式 问题 ， 同 时 也 
证 明了 在 Е? 中 每 一 个 有 负 Gauss 曲率 的 完全 正则 曲 
面 上 成 立 等 式 


sup K = 0. (6) 


此 处 ，C ?正则 性 是 足够 的 , 但是， 在 C1"' 情形 存在 反 
ЗИ ( 胡 成 弱 的 非 正则 曲面 ， 参 看 [7]) .对 于 这 些 结果 可 
参阅 [39]. 

f (6) 式 外 ， 已 经 得 到 了 对 于 E! 中 所 有 负 曲 率 
曲面 都 成 立 的 其 他 一 些 等 式 和 估计 【参看 [2 ]), 而 且 


证 明 (6) 的 方法 使 得 有 可 能 获得 这 样 的 定理 ， 它 给 出 
充分 的 判 据 保证 从 一 个 平面 到 一 个 平面 上 的 有 人 负 Jacobi 
的 映射 不 仅 是 鹃 部 可 微 同 卡 ， 而 由 是 整 栖 可 微 同 肚 ， 

天 管 现 已 得 到 的 结果 如 何 ， 关 于 {有 ,A) 度量 和 其 
他 有 缓慢 变 化 则 率 的 度量 ( 如 q ИШ. а [9]) 的 研 
究 仍旧 是 合适 的 .情况 是 对 于 册 率 缓慢 变化 的 度量 的 
淄 人 所 建立 的 某 些 结果 在 更 一 般 的 负 丙 率 度量 的 情形 
下 是 不 发 生 的 【例如 ， 参 看 [9] 中 关于 简单 带 状 区 域 
上 的 定理 )。 粗略 地 说 ， 曲 率 变化 得 越 慢 ， 负 曲率 度 
量 在 ЕУ 中 的 温 人 慧 困难 ， 在 常 晤 率 度量 的 情形 ， 这 是 
特别 引 人 注 意 的 【参看 [9] 中 加 强 的 Hilbert 定理 ) 
至 于 与 (hh, A) ВГ А ВРК ДОЯ, 
它们 总 实质 性 地 用 于 其 他 问题 的 研究 、 确实， 已经 用 
这 些 方程 证 明了 关于 负 曲 宰 曲 面 的 内 在 性 质 与 外 在 性 
质 相 下 关联 的 许多 很 强 的 定理 ; 包括 关于 负 曲 素 曲 面 
的 则 率 的 双 在 正则 性 与 其 床 且 正则 性 的 恢 贺 关系 的 定 
理 (参看 [7]). 

负 曲 率 申 面 度量 的 正则 性 对 于 曲面 的 外 在 正则 性 
的 影响 民有 特殊 的 兴趣 ， 因 为 负 曲 党 曲 面 构成 一 类 能 
够 用 纯 几 何方 式 定义 的 特殊 湖面 (有 部 的 是 对 于 凸 昌 
面 类 纯 几 何 的 定义 也 是 可 能 的 )， 这 类 曲面 称 为 或 状 
(зада - Шке) 曲面 ， 在 某 种 意义 上 说 ， 较 状 曲 西 是 上 
ИШИН БИЙ. ( 8 [22] — [25]). 

在 Eudid рте K < 常数 <0 的 办 
fr et se SE ТЕ ТЇП Е — РШ 
上 ， 即 它 能 够 表 成 函数 z = f(x,y) 的 图 的 情形 ， 有 特 
别 加 强 的 形式 . 此 时 ， 对 于 曲面 的 延伸 存在 通用 的 估 
计 ， 衣 它 的 完全 性 变 得 不 那么 重要 了 . 已 经 证 明了 下 
列 定理 ( h Н.В. Ефимов 证 明 ， 见 [26]): 

车 一 个 曲面 能 正则 地 投射 在 边 长 为 a, b МЕЙ 
+, баю 曲率 К<-0 = 常数 <0, 则 不 等 式 Vx 
之 Cte(s > 0) ЖАНТА а/а < C+ Cje, 其 
中 CC, 是 通用 常数 (如 С, =4л.С, =Ü m); 

2) 设 a,b 如 前 ， 且 (为 简便 起 见 ) а= 
a< 189. 

假定 已 知 有 负 Gauss 曲率 K 的 度量 ds? , 邻 天 = 
МЕК . 设 度量 ds* 没入 在 БЇ 中 ，1, m,n 是 其 第 二 基本 
形式 的 约 化 系数 ( 约 化 是 指 满足 方程 Ia 一 m° = — K). 
在 浸入 问题 中 ，[ ,m,n 是 未 知 函 数 ，Riemann 不 变量 
(Riemann invariants ) 是 作为 新 的 未知 函数 引进 的 : ` 


tk 一 
n И п 
曲面 论 基 本 方程 组 将 采取 对 称 形 式 


r, tsi = А, + Аү + As + Ау? + Дуз+ =») А 
3, tra 


其 中 до, 7, 


= A + Аз + Ау + Ау + Arst Agr, 
A; 是 只 用 度量 ds, ЖАЮ, 


已 经 证 明 有 曲率 K < 常数 <0 ms HES 
有 在 E? рае А. 2 T fB НО 2 ЈЕ 
在 E 中 等 此 温和 的 可 能 性 的 结果 能 够 限制 在 完全 流 形 
的 一 部 分 ， 流 形 本 身 可 候 定 是 单 连通 的 .这样 ， 已 经 
证 明 { 见 [ 为 ],[30]) 曲率 K< 常数 < О 的 任 倍 正则 流 
形 上 每 一 个 测 地 圆 盘 能 够 正则 地 等 此 浸入 到 В? 中 去 . 
该 定 悍 是 一 个 更 一 般 的 定理 的 推论 ЕЛШЕ K < Ж 
数 СО 的 完全 曲面 度量 的 正则 性 上 加 一 定 的 自然 条 
住 ， 则 该 流 瑚 上 每 -个 无限 的 等 宽带 都 能 够 正则 地 等 
距 淄 入 到 E? 中 央 ， 这 个 定理 是 形 如 (7》 的 双 曲 型 拟 线 
性 方程 组 (此 处 r s) 解 的 存在 性 定理 的 一 个 结果 . 

能 够 构 人 造 曲率 变 号 的 单 连通 流 形 的 例子 ， 使 得 在 
ЖЕРЛЕ ЙИ И ЕКЕЖ АА E' 中 去 (£ 
看 [10]3. 已 经 证 明 ([3) ]), 车 在 负 有 曲率 K< 常数 < O 
的 单 连 通 曲 陶 的 完全 度量 上 加 一 定 欧 条 件 ， 则 该 流失 
上 在 任意 一 个 槛 限 关 的 内 部 都 能 够 等 中 地 淄 人 到 EE? 
中 去 . TE, ТЛИ K< 常数 < 0 的 单 连通 昌 
面 已 经 证 明了 所 有 与 部 分 Лобачевский 平面 相应 的 紧 
ЕЖЕ Ар БЕ А ЕЛГЕ, ЖЕРДИ} Лобаче. 
вский 半年 的 等 距 涪 人， 通过 Minding 和 Beltrami 的 
工作 ， 这 是 已 经 知道 前 . 

Gaus 曲率 K — 常数 < 0 的 度量 的 认 入 ， 即 部 分 
Лобачевский 平面 的 温 人 已 经 作 过 研究 ， 已 经 证 她 
Лобачевский 平面 的 所 有 多 边 形 ， 甚 圣 于 它们 的 无 限 延 
他， 能 够 等 距 地 没 人 在 E' 中 ; 关于 这 种 混和 人 的 新 结果 
见 [40] - [42]. 

由 于 E 中 负 曲 率 完 全 册 面 的 拓扑 类 型 的 多 样 性 ， 
有 必要 考虑 这 个 太太 的 关中 满足 某 些 补充 条 件 的 于 
类 . 特别 自然 的 是 有 一 一 的 (nB (singje -sheeted )) 
球面 映射 的 负 曲 举 完全 有 曲 而 的 子 类 “( 见 133]), 若 该 类 
的 一 个 曲面 F 没有 自 交 点 ， 则 它 是 单 连 通 的 ， 或 六 连 
通 的 、 如 果 这 样 的 一 个 曲面 F 有 一 个 尖 角 ， 则 利用 鞍 
状 央 角 的 无 界 性 {[34]), 能 得 到 这 个 曲面 的 许多 外 在 几 
何 性 质 : F 能 用 (x, y) 平面 上 去 挤 一 个 紧 止 集 所 得 
的 区 域 上 的 方程 : = f(x,y) 来 定义 ; F 有 一 个 由 对 应 
于 尖 角 的 射线 与 对 应 于 曲面 的 杯 口 的 山 姥 组 成 的 极限 
Ж A(F); F 的 球面 象 的 闭 包 F" 以 一 个 开 半 球 及 一 个 于 
凸 集 作为 它 在 球面 上 的 补 集 ( 轿 8 — 10). 

对 于 有 一 一 球面 遇 射 的 其 他 类 型 的 负 曲 率 完全 曲 
这 多 类 似 的 问题 、 

另 一 类 曲面 由 于 它 自身 的 性 质 以 及 其 球面 映射 的 
攻 质 而 饶 有 兴起， 这 就 是 负 曲 率 的 可 缩 邮 面 ( contractible 
surfaoes of negative curvature) Ж (Ь[36],[37]). 该 类 
曲面 的 例子 是 方程 x272 + уш! + х1 = а? 所 定义 的 曲 
і. 在 其 众多 性 质 中 ， 可 编 负 曲率 曲面 仿佛 是 一 个 闭 
Ha. ЖШ БЕЛ Р ШИН Riemann 曲面 ， 它 
的 每 个 分 支 古 牙 在 大 圆 之 一 上 的 球面 折线 . 
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在 的 Euchd 空间 £i, 中 负 曲 率 曲面 的 理论 看 上 去 
吓 不 同 的 .在 这 个 空间 中 人 负 曲 率 曲 面 是 凸 的 ， 此 处 的 
曲率 按 通常 的 方式 理解 为 由 外 围 空间 诱导 的 度量 的 
曲率 .现在 假定 它 总 负 的 

空间 E21 中 的 单位 球面 由 三 个 连通 分 支 上 ,上 ,Ls 
组 成 (图 日 ) 分 支 L. L, ЖШ, КИЖИ 
率 的 正定 度量 ; 这 些 曲面 提供 了 Лобачевский 几何 的 
Bones. UH L。 是 灶 状 面 ， 在 上 面 诱 时 出 正常 曲 
率 的 不 定 度量 ， 称 为 2 维 de SR 度量 

ЖЕ ЕЛЕП О ЕШР E72， 中 白 然而 广泛 
ЗЕ BE. HE T BEL L..L, ЮЕ. ПИЕ 
Euclid 空间 中 正 曲率 山 面 类 是 球面 的 推广 《 见 [38]), 

ФЕН тач а ñt f Bi Ж ib 8 05 98 8 
被 彻底 地 研究 过 了 .这 些 曲面 的 性 质 类 似 于 Euciid > 
间 中 上 曲率 小 于 2x Б 8 ( Оловянишников 曲面 类 ) 
МЕЙ. 0, Аеш 改 的 负 曲率 完全 正定 度量 以 
及 具备 这 个 度量 的 流 形 上 的 一 条 测 地 射线 y 唯一 地 决 
ата, ОЕ, Е 
为 K, 无 迷 向 的 母线 ， 日 有 一 条 母线 为 射线 y 的 极限 . 
所 得 到 的 曲面 的 正则 性 由 度量 的 正则 性 所 决定 . 

有 不 定 度 量 的 负 则 率 完全 曲面 也 是 凸 的 但是， 
它们 的 性 质 部 分 他 与 Euclid 空间 中 斩 状 曲 钠 的 性 质 是 
-- 臻 的， 特别 地 ， 居 计 式 sup K= 0 对 于 它们 是 成 立 
的 ， 这 些 曲 面 也 应 当 对 应 于 空间 Е, 中 的 单位 球面 的 
分 支 Li， 然而 后 者 不 是 凸 的 ， 在 这 里 ， 曲 而 的 Gauss 
由 率 符号 以 及 度量 形式 的 行列 式 符号 起 着 决定 性 作用 ， 
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负 指 数 分 布 [negative exponential distribution отрнцате. 
льное показательное распределение ] 
同 指数 分 布 ( exponentia] distribution ). 


负 超 几何 分 布 [ negative hypergeometric distribution ; отри - 
цалельное гипергеометрическое распределенне ] 


取 非 负 整 数值 的 随机 变量 X 的 一 种 概率 分 布 ， 它 
出 公式 
a) N—m—k 
k JA М-т 


N 
(0) 

OSkSN-M (ж) 
定义 ， 其 中 参数 М, M. m 是 满足 条 件 m S M S N 
的 非 负 整数 ， 负 超 几 何 分 布 经 常 出 现 于 不 放 回 抽样 方 
案 中 ,如果 在 容量 为 N 的 总 体 中 有 M 个 “有 标 
Ж? М-М 个 “无 标志 ”元 ， 又 如 果 采 样 【 不 放 
回 ) 全 “有 慰 志 ”元 的 数量 达到 一 定数 目 m Sik, HE 
么 此 样本 中 “无 标志 “元 的 数量 为 一 随机 变量 x, T 
有 有 负 超 凡 何 分 布 (* ) .随机 变量 着 十 六 一 一 样本 容 
基 一 -也 服从 负 超 几何 分 布 ， 分 布 【+ ) 之 所 以 称 为 负 
超 几何 分 布 ， 是 因为 它 类 似 于 负 二 项 分 布 (negtive 
binomial distribution ) ， 后 者 以 同一 方式 出 现 于 放 回 拙 
样 中 . 

负 赵 几何 分 布 的 数学 期 户 与 方差 分 别 等 于 

N- M 
ЕЕ 


Р{Х=к) = 


“T 


N+) (у 
" Еа, - мчт | 
当 N, M,N-M о В М/у p, (N— M)/ 
N-" 4 了 +4 一 1 时， 负 超 儿 何 分 布 趋 于 参数 为 m 与 
卫 的 负 .项 分 布 
参数 为 N，M , m 的 负 超 几何 分 布 的 分 布 函数 
PKm)， 通 过 关系 式 
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FOn)=1- G(m— 1), 
与 参数 为 N. М, n 的 超 几何 分 布 (hypergeometric dis - 
tibution ) 相 联系 .这 意味 着 在 解决 数理 统计 中 与 负 超 
几何 分 布 有 关 的 河 题 时 ， 可 以 利用 起 见 何 分 布 表 .人 负 
超 几 何 分 布 常用 于 统计 质量 控制 ( statistical quality con - 
trol) ， 
参考 文献 
[1] Беляев, Ю, K,, Всроятностише методы выборо- 
чного конгроля, М., 1975. 
12] Болыцев, Л. Н., Смирнов. Н. В., Табляны Ma - 
тематической статистики, 2 изд. 1968 
А. В. Прохоров 所 
ПИП 
参考 文献 
1А! ] Johnson. N. 1., Kotz, 8. , Distributions in statistics , 
discrete distributions , Wiley , 1969 
[А2] Рай, G. P.. Joshi. 5. W ., A dictionary and biblio - 
Braphy of dsermete distributions, Hafer, 1968. 
#86 ж 


负 多 项 分 布 [pegative polynomial distribution 或 regative 
multinomial distribution; отрицательное полиномиаль- 
ное распределение ] 

取 非 负 整 数 m=0,1,… 为 值 的 随机 变量 X,,… ,X。 
的 联合 概率 分 布 (probability distribution) ( 亦 见 联合 分 
布 (jsint distribution)}， 出 如 下 关系 式 定义 


=) 


T Om 
其 中 >0 和 也 ,…, р, (0<p <1, i=0,…,k; р 
ре) 是 分 布 参 数 . 负 多 项 分 布 是 多 维 离散 分 布 (dis- 
crete distribution) 一 一 具有 非 负 整 数值 分 量 的 随机 向 景 
的 分 布 . 
£ rp, 
erating function) 为 


,有 的 负 允 项 分 布 的 生成 函数 (gen- 


Ы -, 
Рао а. 


负 多 项 分 布 出 现在 如 下 多 项 概 形 中 .进行 一 系列 
独立 试验 ， 每 次 试验 有 二 1 种 不 同 的 结局 ， 其 编号 分 
别 为 0,1,…,k， 其 概 阐 相 应 为 p,，…, p. .试验 
进行 到 第 + 次 出 现 编号 为 0 的 结局 为 止 (这 里 > 是 整 
数 ) . 假如 XX, 是 试验 结束 前 编号 为 i(i 一 1,…,k) 的 结 
局 出 现 的 次 数 ， 那 么 公式 (站 是 在 编号 为 0 的 结局 第 
次 出 现 之 前 ， 编 号 为 1 … ,类 的 结局 相应 出 现 m,,…， 
mx 次 的 概率 . 名 多 项 分 布 ， 在 此 意义 上 是 负 二 项 分 布 
(negative binomial distrioution} 的 推广 ， 且 当头 =] 时 与 
负 二 项 分 布 重合 . 
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Шш ЖШ СХ, ХОКА 9 58 n>1，p,， 
Pi 的 多 项 分 布 (mukinomial distribution), JErh£%ç xn 
本 身 是 晨 机 变量 ， 服 从 参数 为 >>0 和 0<x<1 的 负 二 
Н, АШАА ХДЕ Ko=r 的 条 件 下 的 分 布 
A f £f, 800,01), 5, р-я). 
A.B Прохоров IE 
[ 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Neyman.J., Proceedings of the international sy- 


mposium on discrete distributions, Montreal, 1963. 


ЮЕ Ж 


函数 的 负 变 莽 [pegative variation of а function; отрица - 
тельная вариация функцин ] 2041088 (ncgative 
increment of а into) O 

定义 在 给 定 区 间 其 和 为 函数 的 变 差 (variation of 
a function ) 或 完全 增 量 的 两 项 中 之 一 项 . 设 了 为 区 问 
[a. 5】 上 定义 的 实 变 景 阔 数 并 下 有 限 值 . 

& Tm=ía=x <" <x =b) а, в 的 任 
意 分 划 ， 并 令 


м а) Ло 0) 


其 中 求 和 遍及 使 差 f(x.) Р(х, 1) 非 正 的 那些 指标 
i, R 


МОР = Му; (а, Бр = sup Na (f) 


Ш [в. b] 上 的 负 变 差 ( 负 增 量 ) ， 我 们 忆 
< ко. ШИЕ ЭЕ ( poslive wari - 
ation of а function); 西数 的 变革 ( variation of a func- 
tion). 
参考 文献 
11] Lebesgue, H., Legons sur | intégration ct la recherche 
Чез fonctions primitives , Gauthier - Villas , 198. 
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负 向 量 从 [лерабуе vector bundle ; отрицательное расс- 
лоевне] 

-个 在 复 空间 ( complex space) X 上 的 全 纯 向 量 从 
( vector bundle ) ( 亦 见 解析 向 量 从 《 vector bundle , anal- 
ytic)) E 共 有 一 Hermite 度量 ( Hermite тес) А, 48 
在 E 上 的 水 数 vy -~ h(v, у) ЕЖЕТ И) ЕТА 
的 баз Е < 0) ША 睫 是 负 的 ， 当 且 仅 当 对 偶 问 量 
从 > 0 ( 见 正 向 量 从 ( positive vector bundle)) .如 果 
考 是 一 流 形 ， 那 么 负 的 条 件 可 以 用 度量 л 的 曲率 来 表 
ж. 一 负 量 从 的 任 ~- 子 从 都 是 负 的 .一 复 流 形 上 的 向 
量具 五 称 为 在 Nakano 意义 下 是 负 的 ( negative in the 
зеле of Nakano ), 如 果 ЕЁ £ Nakano 意义 下 是 正 
的 在 一 紫 复 空间 X 上 的 一 全 纯 各 量 从 к УИИН 


( weakly negative), 如果 它 的 零 蕉 面 在 E 中 具有 一 强 拟 
山 伟 域 ， 副 如 果 五 是 弱 正 的 ，X 上 的 每 一 负 向 量 从 都 
是 久久 的 .一 空间 区 上 的 负 和 习 负 线性 空间 也 可 照 此 
方法 定义 ， 
有 关 文 献 见 正 向 量 从 (positive vector bundle ). 
А.Л. Онищнк Ж 钟 同 德 Ж 


邻 域 [oeighboathood ; окрестность], 4632 8 Ф.А х 
( 集合 A) 的 
该 空间 中 含有 点 x (集合 A) 的 任何 开 集 ， 有 
叶 ， 该 拓扑 空间 中 任何 集合 ， 如 果 其 内 部 含有 点 x 
(集合 4)， 也 称 为 点 xt 集合 A) 的 邻 域 { 亦 见 集合 
的 内 部 (interior of a set)) . 
Б.А, Пасынков 所 胡 师 度 、 白 苏 华 译 


Neil 抛物 线 [Neil parabola ; Нейля парабола] 
半 立 方 抛物 线 (semi -cubic parabola )， 因 МУ. Neil 
而 得 名 ， 他 于 1657 年 求 出 这 一 曲线 的 弧 长 ， 


Некрасов 积分 方程 [Nekrasoy integral epation; Нек - 
расова явтегральное уравненне ] 


J 


воот нәш rR, y, Ф(у)1К(х, y)dy 
(s) 


ЮТЕЛ, CF R, КАСЯ. К 是 对 
Ж. ФЗК, ЛН. 这 类 积分 方程 是 
A. И. Некрасов ( 见 [1]) 在 求解 出 现 于 流体 表面 上 
波动 理论 的 问题 时 得 到 的 。 Некрасов 在 其 些 条 件 下 
以 小 参数 的 署 级 数 形式 构造 了 (*) 的 解 ， 并 用 强 级 数 
ЖИЕН) АКЕ. 

有 了 时 (+) 型 方程 称 为 Hammerstein 方程 (Harmm - 
crstein equation ) ， 尽 管 Hexpacoe ([2]) Ж А. Ham - 
merstein ([3]) 之 前 发 表 了 他 的 研究 . 
参考 文献 

[1] Бекрасов, A. И., Собр. соч., т.1, M., 1961. 
[21 Некрасов, А. И., € Изв. Иваново - Возн. политехн. 
ян-таў, 6 (1922), 135 ІН. 
[3] Hammerstrin , À , Маселе Integralgleichungen nebst 
Anwendungen , Acta Math. , 54 ( 1930), 117 — 176. 
Б. В, Xəerepuoe 所 
【 补 注 】 
参考 文献 
[At] Zabreyko {Zabreiko], Р. Р., сї al., Integral equa- 
tiom— a reference text , Noordhoff , 1975. 
沈 永 欢 译 


Nerm 模 型 [Ntron model ; Нерона модель ], Abel #@ 
与 Ара # (Abelian variety) 相关 联 、 有 具有 基 种 极 


小 性 质 的 群 概 形 〔Bgroup scheme ). 如 果 R J ЇЙ Hensel 
ВТА. НАЯ k 和 分 式 威 К. 又 如 果 AE K 
L d 8 Abel ÉE, ША NEron 模 型 定义 为 玉 上 的 光滑 
3608836 ж, 它 的 一 般 纤维 И, FS T. А, 而 典范 同 
SIR) "(К ә). 这 个 概念 是 A .Neron 
Ча) жими кА. 在 局 部 的 情形 、Neron 
ВЕ. АТЕНЕ А й Т. 
Néron АТД АЛУА: 对 于 任意 的 光滑 R 概 
РКЦ ЖЕК Ф.Х, > Пу, ЖЕШ р 
诱导 的 А ЕЖЕ ЫЯ Ф: — W. 
ПЯ 5 }#— ПЕЛ] Noether 概 形 ，? 是 它 的 一 般 
A, їр "ЗАЙВА, À К) 上 的 Abel Ж, 
则 4 的 Neron 模 型 被 定义 为 8 上 光滑 拟 射影 群 概 形 9 
它 代 表 了 相对 于 5 上 平坦 Grothendieck 拓扑 的 展 i.A 
《名 14]) 
关于 Néon 模型 的 概念 到 任意 概 形 的 推广 可 参见 
[3]. 
参考 文献 

[1] Nemn ,和 .Modales minimaux des variété abéhennes sur 
Лех corps Jocaux с; globaux, Ри. Май. JHES, 21 
(1964). 

[2] Мали. В.. Rational pots of Abelian varieties with 
valuss in towns of number fields, тиш. Mah. 18 
(1974), 183—266. 

[3] Raynaud, M ., Modeles de Néron, С. К. Acad. Sci. Paris 
867. A, 262 ( 1966), 345—347. 

[4] Raynaud ,M ., Caractéristiqye d Euler-Poincare d'un faisc- 
саш et cohomologic des \агёт& abslicnnes (арке Ogg- 
Shafarcviteh et Grothendieck ), іп Dix exposs sur la 
uohomologie des schémas, North-Hollani & Mason, 
1968, 12—30. 

[5] Grothendieck , 4., et al (ейн. ), Groupes de monodromie 
єп рбопкйпё algebrigne, SGA7, Lecture notes in math., 
238 . Springer , 1972. M.B Долгачев # 

[ 补 往 】 
参考 文献 
[А1] Аліп, М., Néron modek ,in О. Comel) and J. Silver- 
man (egs .): Arithmetic Geomety , Springer , 1986 ,213— 
230 5 Ж 


Nerm -Severi 群 [NEon -Severi group: Нерона-Севери 
группа] 

ЧЕЛПЕК Оа ЭЕ 8 

设 ХТА K А. > 2 的 非 异 
И, 1# D(X) 是 Х ШЕЙ. Р(Х) 
于 等 的 除 子 子 群 . 商 群 D(X)/ Р(Х) Э ХА Néron- 
Seven 群 ， 记 为 NS《X)，NéronSeveri 定理 ( Néton- 
Severi theorem) 断 吉 АЬ ЖЕ NS (X) 是 有 限 生成 的 . 

在 上 = C 的 情形 下 ，F.Seven 在 -系列 关于 从 底 
理论 的 论文 中 ( 见 [1]) 利用 拓扑 和 超越 工具 给 出 了 这 


NERVE OF А FAMILY OF SETS 889 


个 定时 的 一 个 证 明 , 第 一 个 抽象 证 明 СРЕ ВЕ 
的 域 均 有 效 ) 是 由 A Néron ЖШ ( PL [2] [31,[4]). 

NS СХ) 的 秩 是 x 上 除 子 群 的 代数 Bet Ë Веку 
number ), ВО 站 的 代数 秩 . 它 也 被 称 为 能 下 的 Picard ë 
(Picard number). Ж 81887 МЗ, ( X) 的 元 素 称 为 
Severi 除 子 《Severi divisor 》， НИЯ Severi 数 
[Severi number); 群 NS, (X) 是 一 -个 双 有 理 不 变量 
Са. [6р). 

Néron-Severi 定理 可 被 推广 到 代数 闭 链 的 其 他 等 价 
类 的 群 ( 见 [1]) ( 古典 理论 ) 及 [7] (ЖОНИНЕ). 
参考 文献 

[l] Sever .F ., La base рег 10 varieti alacbriche di dimengso- 
ne qualunque contenute in una data е ja teoria стек 
ае comispondénze {та i punti di due superficie algebri- 
оће, Мет. Асса. ftal., 5 ( 1934), 239— 283 

[2] Мод, A., Problemes arithmetiques et geomettiques atta- 
dhée а là notion dc mng dune courbe algebnque dans un 
сотр, Bul, Soc. Маћ. Баке, 80 (1952), 101— 
166 

[3] Néron , А., Га їһёопе de Ja base pour les diviseurs sur ls 
умап@& algebriquss ,in 2° Call, Сот. Alg . Liëge .G .Th- 
оле. 1952,119—126. 

14] Lang.S .and Моп, А., Rational points оГ abalian vari- 
cties over function fields. Amer .J. Math .,81( 1959}, 95— 
ив. 

[5] Hartshorne , R. ., Algebraic geometry , Springer , 1977. 

16] Bakdasami , М ,, Algebraic varietia , Springer , 1956. 

[7] Игоги науки и техники. Алгебра Топология [e oMer- 
рия .‚ 12{1974),М.,77-170. В.А. Исковских EE 

【 补 注 】 Н 8 (T.Shoda) 对 -~- 些 代数 姨 的 Picard 
数 作 了 研究 . 
ЖЕЛЕО" ”是 一 个 老式 术语 。 它 的 内 容 包 
括 证 明 NS{ X) 是 有 限 生 成 Abel 群 ， 并 明显 地 给 出 生 
成 元 的 一 个 极 小 集 (用 Severi 的 话 ， 是 一 个 极 小 基 (min- 
imal base), 可 参见 [A4]. Бел. У.7 ( 对 二 助 面 的 情 
形 )， 
参考 文献 
TAI] Shioda ,T ., On the Picard number of а complex proge- 
іме varicty, Аля. Sci. Ecole Митт. Sup., 34 (19811, 
303—321 
[A3] Shioda ,Т., On the Рїсаг} number of a Fermat strta- 
әс, J. Рас Sci, Uniy, Toko , 28( 1982), 724—734 
{ АЗ] Shioda ,T.- Ап explicit algorithm for computing the 
Pitard number of certain algebraic эшбасз. Алт. J. 
Math ,, 108 ( 1986), 15—432 
ГАФ] Zariski , О, Algebraic surfaces ‚ Springer , 1935. 
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集 族 的 神经 [ nerve of a family оў sets; нерв семейства 
множеста j 


以 集 族 а 中 相交 非 空 的 任何 有 限 多 个 子 集 作为 单 
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形 的 单纯 复 形 (simplicial complex) K (а). 特别 是 ， 
K(a) 的 顶点 就 是 = ЗЕЛЕ. 
M. И. Войцехсвский € 胡 师 度 、 白 苏 华 译 


网 пег: связка] 
尘 面 内 曲线 或 空 阿 内 曲面 的 双 参 数 族 、 它 们 以 下 
述 方式 线性 地 依赖 于 参数 : 设 РЕ, ,F, Р, 是 两 个 变量 的 
函数 ， 任 何 一 个 都 不 是 其 余 两 个 的 线性 组 侣 . 由 方程 
A F, tA;FE,+ 2 F, = 0, 


其 中 参数 Д, Д.А BONI д, = д == 0 以 外 的 
切 可 能 值 ， 定 愉 的 平面 内 曲线 的 族 就 是 一 个 网 【事实 
上 它 仅 依赖 于 比值 4,: 1,:4,). 空 区 内 曲面 的 网 的 方程 
可 类 似 地 写 出 .三 个 力 程 Р = 0,F,=0,F,=0 给 出 
了 网 的 三 个 元 素 【三 条 曲线 或 三 个 曲面 )， 它 们 确定 了 
ЕТМ. 

直线 网 (net of lines ) а B 00886, 3trh EB £ 
都 位 于 同一 于 面 上 . 在 Euqid 几何 学 里 ， 直 线 网 是 通 
过 一 个 点 的 所 有 直线 的 集合 . 如果 这 个 点 是 有 限 的 ， 
这 个 网 称 为 精 圆 型 的 (elliptic ), 如 果 这 是 无 穷 过 点， 则 
这 个 网 是 抛物 型 的 《 parabolic ) 

жш (net of planes) 是 通过 一 个 点 的 所 有 半 面 
的 集合 (фев 《non-degenerate net )) 或 者 是 平行 于 
某 条 直线 的 衬 面 的 集合 【退化 网 ( degenerate net )). 

加 网 (net of circles ) 是 线性 地 依赖 于 参数 的 加 的 
pak. ОЧРА {ЕРЕ 2 PF ПИ R А. —1% 
定 的 点 《网 的 中 心 (centre) 相对 于 这 给 定 的 
Ж. ГА (degenerate net) 是 圆心 位 于 基 条 固定 
F ( 所 谓 基本 直线 í fundamental suaight line)) ЕШ 


аав 
Є 
N 
图 1 


如果 {0,0) 是 非 退 化 网 的 中 心 ， 则 它 的 方程 是 


x2+yl-2ax—2by+p=0,a + b' > p, 
其 中 a 和 b 是 定义 圆 的 参数 ，P 是 网 的 中 心 关于 它 的 
BB 36 ( 假设 退化 网 的 每 是 无 限 的 ) ， 

有 三 类 于 退化 阅 网 : 

巧 双 曲 型 圆 阿 ( hyperbolic circe net)(p > 0), iH 5 
{基本 图 ( fundamental сийе )) 136018 


2 抛物 型 网 (parabolic circle nçt)( p = 0), 出 通 
过 一 个 给 定点 【 网 的 中 心 【centre )) 的 图 所 组 成 ( 见 图 3) 


3 


图 4 

两 个 圆 网 的 相交 是 一 个 圆 束 ， 一 个 烽 王 圆 网 只 包 
AWIE, Mua W ИВА 92. XUN EL 
навли ДЕЕ. ваза kE ПИЯ = 
种 类 型 的 非 退 化 来. 

一 个 网 是 椭 贺 的 时 、 两 个 网 的 相交 只 能 是 酉 加 

束 . 当 一 个 网 是 抛物 的 时 ， 两 个 网 的 相交 只 能 是 粮 贺 
或 匈 物 束 、 当 一 个 网 是 非 巡 化 的 上 时， 两 个 网 的 相交 只 
能 是 非 退 化 束 - 

球面 网 (net of spheres) 是 线性 地 依赖 于 参数 的 球 
面 的 让 参数 族 . 一 个 球面 网 是 内 这 样 的 球面 的 集合 组 
成 : ЖА СӨН (radical axs )) 上 的 点 相对 于 这 些 
球面 有 同样 的 每 【对 于 不 同 的 点 有 不 同 的 乔 ) . 根 轴 与 
网 中 的 所 有 球面 交 于 两 个 点 ， 根 据 这 些 点 是 实 的 【不 
йй), ЖЕЙДЕ ДЇ, 球面 网 被 称 为 梢 加 型 的 
(sliptic) (由 通过 两 个 公共 点 的 球面 组 成 ) , ХОА t 
( hyperbolic) ( 由 与 两 个 相交 的 球面 下 交 的 球面 组 合 ) 
3830392 08 ( parabolic) (由 与 一 条 定 直线 切 于 一 个 定 
点 的 球面 组 成 ) . 一 个 网 的 所 有 球面 的 中 心 位 于 根 轴 的 
-个 生育 平面 上 . 

球面 网 是 两 个 瑞 面 罗 ( web of spheres ) 的 公共 球面 
жа. 

在 射影 几 便 学 里 ， 网 是 通过 定点 的 所 有 直线 的 集 
合 和 所 有 半 面 的 集合 . 


参考 文献 

[1] Постников, М. М . Аналитическая 16ометрия, 
M., 1973 

[2] Модеков, П. С., Аналитическая геометрии, 

M., 19 А.Б.Иванов #8 

【 补 注 】 对 于 二 维 线性 曲线 或 曲面 系统 ， 也 用 词 把 


(hmdle) 代替 “网 ”. 
[АІ] Todd.J. A.. Projective and analytical geometry, Pit- 
тап ‚1947. Chapt .NI . каж # 


网 (有 向 集 ) [net (directed е); сеть] 
一 个 有 向 集 (directed set) 到 一 个 【 括 扑 ) 空间 中 
的 映射 М.И. Войцеховский HE 
【 补 注 】 一 个 空间 的 拓扑 能 够 完全 用 收敛 性 来 描述 ， 然 
而 、 这 需要 比 序列 收敛 性 概念 更 一 般 的 收 仇 性 概 您 . 
所 奋 要 的 正 是 网 的 收 策 (comergene of пев). ИШ 
ИХ И $: 态 一头 收 伍 到 一 个 点 8EX, 如果 对 
s 在 XX 中 每 一 个 开 仿 域 U, 网 5 最 终 在 U фр ( eventually 
in U), Ж КИЕ ЕНЕ тєр, балі D 中 所 
有 的 n2 m,S(n)€ U. 
J ККАЛ Moote -Smith ШЕ СМооге -Smith 
convergerwe ) 而 闻名 ([A1]). 7 
参考 文献 
[A1] Kelley, Ј. 上.，General topology, у. Nostrand, 1955, 
Qupt. H (Ж: 7.1. ДЖ, ЖН, 00 
学 出 版 社 ，19821. Бен 译 иа К 


网 (微分 几何 学 的 ) [ net (in differential geometry ); сеть ] 

在 п 维 微分 流 形 M 的 区 域 G 中 由 n 族 充 分 光滑 
的 曲线 构成 的 组 у, = {o',… ,ao"}, 使 得 1) 对 每 一 个 
点 x€ G, 在 每 个 族 о 中 有 且 只 有 一 条 曲线 通过 它 ; 2) 
这 些 曲线 在 x ЕН М 在 点 x 的 切 空间 T. 
的 基 . Ж o' 中 尚 线 前 切 向 量 属于 定义 在 G 内 的 一 维 分 
布 A1. 曲线 族 在 一 点 的 邻 域内 均 成 网 的 条 件 在 曲线 链 
坤 时 不 需要 继续 成 立 . o' 的 曲线 是 A; 的 积分 曲线 . 
网 £, = G 是 借助 十 指定 n 个 一 维 分 布 Al 来 定义 的 ， 


使 得 在 每 一 点 xe G 的 切 空间 Т, EE BJ Alfi =1，…， 


n) 的 直 和 , Му, S< G 在 G 内 定义 了 nn 一 1 维 分 布 A,， 
使 得 在 每 一 点 xEG, fz] A (x) S T, E n—-1 + 
一 维 子 空间 A1(x)(j # i) 的 直 和 .下 列 类 型 的 网 是 有 
区 别 的 ;完整 网 (holonomic net) ; 部 分 完整 网 ( partially 
holonomic net), 即 这 种 网 的 某 些 分 布 А 是 可 积 的 ， 
而 其 余 的 分 布 是 不 可 积 的 (这样 的 网 按照 不 可 积分 布 
的 数目 来 区 分 ); 还 有 不 完整 网 ( non- holonomic net ), 
即 所 有 的 分 布 和 A;， 都 是 不 可 积 的 ， 
ЖЖ n > 2 时 ， 分 布 А, ЖЕ), у 是 Ai 
的 积分 曲线 ， 则 通过 每 一 点 xey" 有 ди, М 
分 流 形 ， 它 承载 了 属于 о'(} #1) 的 沿线 构成 的 网 
>. (x). 
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ЫЕ, сб 也 能 够 用 下 列 意义 之 一 来 定义 : а) 一 
组 向 量 场 X C д; b) 一 组 一 次 微分 式 w', 使 得 
wr (X,) = 8150) 一 个 仿 射 子 Calfinon) 场 Ф 使 得 Ф" = 
(5 是 恒 同 仿 射 子 ) ， 

在 网 的 研究 中 有 有 三 个 基本 问题 : 网 的 内 在 性 质 ， 
网 的 外 在 性 质 ， 以 及 网 的 可 微 同 胚 的 研究 ， 

网 的 内 在 性 质 是 由 承载 网 的 流 形 的 结构 诱导 的 . 
тй, ЛИАНЫ M 中 的 网 荆 , 称 为 测 地 的 
( geodesic), ЗЕ ИЛЕГЕН ЗБ ДӘВЕ. Riemann 
流 形 M 有 无 找 的 、 且 使 其 度量 张 量 是 协 变 常量 的 联 
络 ， 如 果 它 具 有 第 一 类 正 次 的 Чебышев 网 ( Chebyshev 
net), 则 M 是 局 部 Euclid 的 . 这 种 网 与 曲面 上 向 量 平行 
移动 的 联系 是 L ,Bianchi 建立 的 ( 1922). 这 个 联系 是 A. 
П.Норден 在 仿 射 联络 空间 中 定义 第 一 类 Чебышев 网 
的 基础 

网 的 外 在 性 质 是 由 外 围 空间 E 的 结构 诱导 的 . 例 
ML BE XE (n + k) ҖЫЙДЫ (k 2 1) 中 光滑 曲 
面 V, 上 的 区 域 G 内 前 网 ,是 共 辐 的 (conjugate), 也 
就 是 在 每 一 点 xe G. 通过 x 的 у, РЕЖ ЛЕН ИНИ 
切 方向 AKx) 和 А1(х) ӘЛЕ (О ЖЕЕ 
的 ， 如 果 其 中 每 一 个 方向 属于 切 平面 沿 另 一 方向 移动 
时 前 特征 线 ) . 若 VV, 不 包含 在 维 数 小 于 n + k 的 射影 
空间 内 ， 则 当 K = I И, НЕТ ЪЗ: 当 
k = 2 时 ， 一 般 说 来 v, ЖЕҢЕ ЄКМ]. ПАНЕ n 
ЖЕШ, ЙЯ ЗЕМ; 对 于 > 2, 仅 有 特殊 构造 的 n 
维 曲 面 才 有 一 个 共 辐 网 ， 对 于 n> 2, ЖЛЕ ЖЫЙ ДЕ 
整 的 { 见 [3]). 完整 共 虑 网 的 一 个 特殊 情形 是 n ЖЕ 
Ж (n-conjugate system): 网 z, P 88 —JEhib В 
任意 一 条 曲线 所 取 的 基线 的 切线 构成 可 展 曲 面 ， 在 
n+k(n2 2,k 20) 维 射 影 空间 中 在 在 共 印 系 ， 在 
n +k(k> n) 维 射影 空间 中 承载 н КИЯ, НЕШ 
一 点 x= V, 的 密切 空间 (点 x 的 2 次 微分 的 空间 ) 的 维 
数 为 2n 的 曲面 上 ,首先 是 E. Сагап 农 “ 特 殊 射影 
型 流 形 "(Cartan 曲面 (Cartan surfaces }) 的 名 下 考虑 的 

([4])- Taplac 变换 几何 学 中 的 ) ( Laplace transforoma- 
tion (in geometry)) 的 概念 被 延 用 到 这 种 网 ( 见 [5], 
[6]). 

在 研究 网 的 可 微 同 胚 时 ， 用 网 y, < м 的 已 知性 
质 来 描述 在 一 个 已 知 的 微分 同 肚 pg: M — N 下 СЯ 
їп, ЖЕНЫ ШЕРЛОК, ЯШЕМ ЕЛГЕ) 得 
到 的 网 о(у„) < N 的 性 质 ， 或 者 导 找 保持 网 ,的 
ЖЕТЕЛЕ ТИКИЕ. 例如，Euclid 空间 的 曲面 上 的 
网 у, 称 为 化 形 网 (rhombic net， 即 共 形 Чебышев 
网 )， 如 果 它 人 允许 在 一 个 共 形 映射 下 映 为 eGuunes 
网 . 在 旋转 曲面 上 渐 近 网 ( asymptotic net ) 是 菱形 网 ， 
参考 文献 


{1] Норден, А. П., Пространства аффинной связности, 
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网 (有限 几何 学 中 的 ) [net (in finite geometry); сеть) 
DRE) 何 是 点 和 直线 的 一 个 关联 结构 (incience stm 
cture )， 即 由 点 的 集合 号 ， 直 钱 的 集合 L 和 一 个 关联 
关系 I< P x L 纽 成 的 三 元 组 (P, 工 , 1)， 满 足 如 下 
性 质 : 

1 存在 点 p， 存 在 直线 1， 且 对 任何 一 点 ( 直线 ) 
存在 两 直线 (点 ) 与 之 不 相关 联 ， 

2) 通 进 任 给 两 点 至 多 存在 一 条 直线 ; 

3) 如 果 p 与 1 不 关联 ， 则 恰好 存在 一 条 直线 m 
与 p 关联 而 与 ! 不 相交 . 因此 ， 阅 是 满足 平行 公理 
的 一 部 分 平面 . 

网 也 指称 有 限 儿 何尝 中 另 一 更 加 精细 的 结构 ， 即 
几何 网 ( geometrical ret). 它 两 一 个 含有 me 个 元 素 的 
集合 和 三 个 含有 п 条 直线 的 族 构 成 ， 其 中 每 一 直线 恰 
好 包含 п 个 点 . 点 和 直线 的 这 种 结构 要 求 满足 : 

a) 不 在 同一 族 中 的 任何 两 条 直线 恰好 有 一 公共 点 ; 

b) 同 … 族 中 的 两 条 直线 没有 公共 点 ; 

5 对 任意 一 点 每 个 族 恰好 有 一 条 直线 通过 这 点 ， 

贿 的 这 一 涵义 与 微分 几何 学 中 的 罗 ( 见 罗 的 几何 学 
( webs 、geometry of)) 相关 .几何 网 从 图 形 上 可 以 看 成 
成 的 一 个 n Xn (J) 阵列 前 两 个 直线 族 形成 行 和 
列 ， 第 三 族 中 的 直线 在 每 一 行 及 每 一 列 丛 好 有 一 点 . 
将 方 阵 中 属于 第 三 族 的 第 i 条 直线 的 点 代 之 以 数 i, 
i=1，…, 1， 则 状 得 一 个 拉丁 方 (Latin square){ 反 
ZF). 
参考 文献 
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ГА2] Калеа. F ., Introduction to finite geometnes, North- 
Holland , 1976 
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网 ( 拓扑 空间 中 集合 的 ) [met (of зев in a topologjcal 


расе; сеть топологического пространства], [9 #5 
(拓扑 空间 中 集合 的 ) ( network (of sets in а topologi - 


cal space)) 

拓扑 空间 X 的 子 集 族 .x 、 使 得 对 每 个 xe X Ж x 
МЕТИ 0 . ， 存 在 2 МУ М, ЙЛ xe M C 
0.. 

一 个 空间 的 所 有 单 点 子 集 构成 的 族 久 及 空间 的 全 
何 基 (base ) 都 是 网 . 网 与 基 的 差别 在 于 : МЖ 
不 必 是 开 集 . 网 在 连续 映射 下 出 现 :如果 / 是 把 拓扑 
空间 ХАЛТА: 了 的 连续 映射 ， 必 是 X 的 基 ， 
那么 多 的 元 素 在 Г 下 的 象 构成 了 中 的 网 .> = (yU: 
Ше}. Ш. ж X WY Е (X. ae A) Pr E 
Ж, 那么 对 每 个 xs4 取 XX。 的 任何 一 个 基 >, M 
这 些 基 合 并 息 来 就 得 到 XX 中 的 “个 网 2 = LT 
аеА}. 具有 可 数 网 的 空间 的 特征 是 : 它 是 可 分 度量 
空间 的 连续 象 . 

空间 X 中 网 的 最 小 基数 称 为 的 网 权 (net wei- 
в) 或 网 络 权 (network weight)， 记 为 nw (X). < 
间 的 网 权 决 不 超过 空间 的 权 ( 见 拓 补 空间 的 权 ( weight 
of a topological space ))， 但 是 ， 正 如 一 个 没有 可 数 基 
的 可 数 空间 的 例子 所 示 ， 网 由 与 权 可 以 相 异 . 就 紧 
Havsdorff 空 介 而 言 ， 岗 权 与 权 相 间 ， 这 个 结果 对 局 部 
Ж. Сосһ 完全 空间 以 及 笠 状 字 间 ( feathered space ) 
也 成 立 . 特别 是 ， 由 此 可 见 ， 在 这 些 空间 的 满 映射 下 
权 不 增 大 . 另 一 个 推论 是 : 车 羽 状 空间 (特别 是 
Нашйо Ж) XX 是 一 族 子 空间 的 并 ， 族 的 基数 < +， 
每 个 子 空间 的 权 不 超过 т, MRE т 是 无 限 基数 ， 
那么 X 的 权 不 超过 т. 
参考 文献 

[1] Архангёльский, А. B., Пономарев, В. И., Осно- 
вы общей топологий в задачах и упражнениях, 
M., 1974, 
[2] Архангельский, А. B., «Докл. АН СССР», 126 
(199), 2,29 -M1. А. В, Архангельский 扎 
ОНЕР 大 多 数 英语 著作 ( 例如 见 [A4]) 都 使 用 网 络 
(met work ) 来 表示 上 述 条 目 中 所 描述 的 “网 ”( net) 
这 是 因为 ， 在 一 般 拓扑 学 中 “网 "这 一 术语 还 有 第 二 
种 完全 不 同 的 会 义 . 

一 个 集合 { 拓扑 空间 )X ЕНШ X 的 一 个 加 标 
的 点 集 {x。 } ,es ， 其 中 三 是 有 向 集 (directed set). 
狐 文 文献 中 这 称 为 广义 序列 ( generalized sequence ) , 

利用 网 的 概念 可 以 建立 一 种 收 租 理论 : Moore - 
Smith Ж (Moore -Smith convergence) (NL Moore 
空间 ( Moore space }). 
参考 文献 

[A1] Engelking, R., General topology , PWN , 1977. 

[A2] Kelley, 1. 1... Convergence in topology, Duke Math. 
J., 17 (1950), 277 - 283. 

ГАЗ] Моот, Е. H. and Smith. Н. 1... А репа] theory 
of limits, Ате. J. Math... 44 (1922). 102 — 101. 


ГАФ] Nagata, J.. Modern genel topology, ，North -Ho - 
lland , 1985 胡 是 度 、 扬 苏 华 评 

网 络 [network ; сеть ] 
(graph ) 的 概念 的 一 种 推广 。 АННЕ 


—T(V.#) 对 ， 这 里 V 是 一 个 集合 ，Z@ = (E; 
Е.) 是 VV 的 ~… 些 于 集 构 成 的 集合 . E, 中 元 一 般 
ТИЯ, дег. 中 元 称 为 网 络 的 顶点 《vertices of 


the network), Белин Ka ( poks ), 


E,(i= 1, `) 称 为 网 络 的 边 (edges)， 如 果 极 点 
ЖЕ, 9 сж, 且 每 个 E, 为 一 个 非 空 集合 ， 则 这 个 
AI a 个 超 图 (hypergraph )， 如 果 每 个 E.(i= 1, 


©) 只 含有 两 个 元 ， 则 这 个 网 络 为 一 个 具有 特异 极 
Sem (graph with distinguished poks). 二 个 网 络 常 
常 发 当 作 一 个 图 (具有 或 没有 极点 ) ， 它 的 每 个 元 者 
赋 以 某 个 集合 中 的 一 个 符号 ， 例 如 ， 一 个 其 有 极点 的 
图 称 为 运输 网 络 (transport network)， 如 果 它 的 每 条 
ми И, аа В. 

网 络 的 概念 常常 用 于 定义 和 描述 一 个 控制 系统 
( contro] System )}， 或 一 类 控制 系统 ( 触 点 模式 ， 图 表 
或 函数 元 )， 或 自动 机 的 变化 图 ， 或 通讯 网 络 等 等 . 
参考 文献 

[1] Яблонский, С. B., 

1959, 2,7 - 38. 

[2] Ford, L. R. апі Fulkerson, О. К., Flows in netw- 
ов, Princeton Univ. Press. 1962 
[3] Kuntzann , J, , Théorie des réseaux ( graphes ) , Dunod , 

1972( 译 自 法 文 ] . А. A. Сапоженко # 
СНЕ 拓扑 网 络 (network in topology)， 见 网 (H 
扑 空间 中 集合 的 《het of sets in а topologieal space) . 

通常 一 个 网 络 被 简单 地 定义 为 一 个 图 { graph ) Г 一 
(У. Е), НЫЦ СЕ) 数 C。， 称 为 边 < 
的 容量 (capacity ) ， 一 个 有 疝 网 络 ( ditected network ) 
是 一 个 有 向 图 ， 每 一 条 边 ee É 被 赔 以 一 个 容量 c, 
НАЕ е 上 可 以 运输 的 某 些 物 的 最 大 量 ， 但 
是 也 存在 其 他 的 解释 ， 这 些 解 释 也 是 合理 的 ， 例 如 ， 
对 于 一 个 道路 网 络 ，c, = 路 e 的 长 度 , ee E. 

一 个 运输 网 络 ( transportation network ) 是 一 个 有 
向 网 络 ， 其 有 有 一 个 指定 顶点 v。， 称 为 源 点 (ошо). 
另外 一 个 指定 顶点 v，， 称 为 汇 点 (sink ) .我 们 通 党 
Й о, ЛА, о НЙ. ХЖ ceE, ve 


У, & 
6 如 果 еж о 的 出 边 ， 
0, жй. 
一 个 运输 网 络 中 的 流 (flow in a transportation пе! - 
жок) 是 一 个 函数 ө: Е- 及 ,使 得 0 < gq (e) &с,, 
且 对 所 有 veV\ (eo v1}， 下 面 的 Kirchhoff 定律 


« Проблемы кибернетикиў, 


1, ЖЖ ео 的 人 边 ， 


NETWORK 893 
( Kirchhoff law ) 成 立 . 
Уп(е, о)р (е) = 0. (Al) 


有 时 加 和 一 条 从 о, B un ЙИК, 48 SK 
(зашт ас), Я оо. 定义 (ШШ) 
= (е, о.) фе). 一 个 流 被 定义 为 -个 函数 ， 使 
得 Ксю 定律 对 每 个 顶点 成 立 ， 这 是 返 弧 所 起 的 
Ж -作用 . 

网 络 流 问 题 (network flow ү Problem )， 


即 计算 使 


在 网 络 规 划 (network plaming) P. АТ) 
“运输 网 络 ” 问题， 其 中 边 对 应 要 完成 的 任务 ， 数 c, 
表示 完成 任务 e 所 需 的 时 乱 ， 这 时 寻找 一 条 “最 短路 
径 ”是 重要 的 . 

一 个 电网 络 (electtical network ) 是 -个 有 问 图 ， 
每 条 边 eEE KB г, 和 E,( 分 别 认 作 电流 
和 电压 )， 更 一 般 地 ，i。 和 Е, 可 以 认 作 为 时 间或 变 
量 的 函数 ， 

mM, 要 求 满足 Kirchhof 电流 定律 《Kirchhoff 
current law ) ` 


У н(е, в), = 0. 


т E, 要求 满足 Kirhhoff Я ( Kischhoff sol - 
age law )， 即 存在 数 E , ажо кз { potential) , 


使 得 
Уп(е, 2)Е, = Е.. 


网 络 的 一 条 支 路 Ой) онт, Эп ЯЗА ЖООН. 
的 电流 为 给 定 的 时 间 〔 输 人) 函数 ;网 络 的 -- 条 支 路 
称 为 电压 源 ， 如 果 这 杀 支 路 上 产生 的 电压 为 给 定 的 时 
间 函 教 : 网 络 的 一 条 支 路 称 为 源 支 路 (source branch )， 
如 果 这 条 支 路 为 电流 源 或 电压 源 ， 源 支 路 数 为 ”的 电 
网 络 称 为 ЗНА (n-port) 电网 络 . 
如 果 ( 非 源 ) 支 路 上 的 电流 和 产生 的 电压 满足 
E.,=- zl, 
或 
i = yE, 
这 里 т у, 为 线性 积分 微分 算 子 ， 则 我 们 称 这 个 
网 络 为 线性 电网 络 (Jinear ekectrical network }， 如 果 
ze mz. у 二 es， 则 网 络 称 为 峡 易 的 【recipm - 
cal). 网络 称 为 无 源 的 (pasive )， 如 时 对 所 有 满足 电 
流 / ш еж ЕЕ ЫЕ 


{совт жо, 


这 里 5 表示 源 文 路 集 . 
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ШЖ и E ftJ ts ВТ ЕЙ 8 ВЕЗЕ да АЗР ЗР 
蜡 条 件 ， 则 下 面 关系 式 成 立 : 


¿= YY, E,. ees; 


E,= Усі, 688 
жй: Z 和 了 分 别称 为 端 对 阻抗 矩 陀 (port -impedance 


matrix ) 8133 РУДИНЕ ( port -adimittance matrix ) , 
тиа (smtbess of electrical networks ) 或 


СНА) 8320998 36 84 3 0 яе si ея 
ЖШ. 6438243385 nr D И ЖИЕ ВЗ, 
阻 (resistors ) (上 ,二 RR.i.)， 正 电容 ( capacitators ) 
(= с,(4Е,140) 和 正 电 感 (ihduclors) (8,= 
1,041,140) 来 实现 合成 ， 每 个 线性 非 源 n 端 对 网 
络 (n > 1)， 除 了 使 用 上 述 三 种 支 路 外 ， 还 可 以 使 用 
理想 变压器 (ideal transformers 】 ( 理想 变 压 所 是 这 样 
ЖЖ (el，ei)， 使 得 i= 一 nei, і =ne,) 和 
理想 回转 器 (ideal gyrators ) (理想 回转 加 是 这 样 一 对 
ЖЕК (о, e.) 使 得 i= Е, E,= —1,) 来 实现 合 
Ж. 
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网 络 图 [network graph ; сетевой график] 
网 络 模型 ( network model ) 在 平面 上 的 图 形 表示 . 
П. С. Солтан Ë ” 张 鸿 林 18 


网 络 模型 [ network model сетевая модель] 

实现 某 一 组 相关 运算 的 程序 ( 计划 ) 的 无 图 定向 
图 ( 见 定 向 图 (graph ，oriented )) 形式 的 解释 它 用 
这 一 组 运算 的 茶 些 其 他 数据 ( 费用 、 资 源 、 期 限 等 等 ) 
来 反映 按时 完成 工作 的 自然 阶 . Massa ym 
图 表示 ， 这 种 表示 称 为 网 络 图 (network graph). 
模型 对 于 网 络 规划 ( network planning). жыйн 
规划 是 十 分 重要 的 ,依照 信 息 处 理 的 条 件 ， 网 络 模型 
可 以 有 其 他 的 表示 形式 ; 表格、 数字 等 等 ， 一 个 网 络 
模型 的 所 有 表示 形式 是 等 价 的 

一 个 网 络 模型 的 基础 是 它 的 结构 ， 即 这 组 运算 的 
HB. 它 一 般 按照 下 面 的 方法 来 定义 . ВИ, V, 
为 一 组 运算 《 例如 多 层 建筑 物 的 建筑 }， 阶 段 ху, о, 
xn 定义 如 下 : 第 1 个 阶段 为 x, ， 最 后 一 个 阶段 为 
x。， 这 时 我 们 按照 运算 的 相互 关系 所 确定 的 顺序 来 排 
列 , 每 一 个 х, 是 一 个 中 间 阶段 ( 例如 ， 如 果 没 有 人 金 
部 完成 第 九 层 楼 的 建造 工作 ， 就 不 能 完成 第 十 层 楼 的 
建造 工作 ) ， 中 间 阶 段 和 它们 的 序号 在 一 定 程度 下 是 
有 条 件 的 ， 主 要 由 实现 这 组 运算 的 对 应 阶段 来 定义 . 
设 了 = 10, 是 一 组 运算 , Хе (х) 是 阶段 集 . 我 
们 现在 定义 一 个 图 G， 这 里 X 是 顶点 集 ， 运 算 
001,77, n), Т x, 阶段 终止 干 第 x, 
阶段 ， 为 一 条 弧 ， 因此 ， 无 图 定向 图 G= (X, V) 就 
是 这 一 组 运算 的 网 络 模 型 的 结构 ， 用 网 络 模型 的 语言 
来 说 ，v,，…, 0, 称 为 运算 【operations )， 阶 段 x ， 
…， x。 称 为 事件 (events). 

一 个 网 络 模型 是 在 它 的 结构 的 基础 上 构造 的 ， 并 
且 依赖 于 这 一 组 运算 的 目标 ， 例 如 ， 如 果 鼎 标 是 在 给 
定 资源 下 以 最 少时 间 去 完成 这 一 组 运算 ， 网 络 模型 就 
应 该 包括 完成 每 一 个 运算 о, 所 需要 的 时 间 的 数据 ， 
这 时 就 说 网 络 模型 是 按照 一 个 时 间 准则 ( time criterion) 
构造 的 ， 网 络 模型 能 够 按照 另外 一 个 准则 来 构造 ， 或 
者 同时 按照 多 个 准则 来 构造 ， тажаган 
( опе -dimensional ) #8 # ЖЕЙ) ( muli - -dimensional ) . 
们 将 网 络 模型 区 分 为 典范 网 络 模型 (canpnical netw- 


Әу СГ) [3]. 典范 网 络 模型 由 一 个 固定 的 结构 
和 下 面 的 条 件 来 定义 ， 这 个 条 件 说 明 任意 一 个 运算 


n = (хх) 只 有 在 所 有 终止 子 x, 的 运算 都 完成 后 
才能 开 育 .交错 网 络 模型 具有 一 个 可 变 结构 ， 并 且 允 
许 某 一 个 运算 ъ= (x,, x) 在 某 一 个 终止 于 x, 的 运 
算 完成 以 后 开始 进行 . 网 络 模型 可 以 分 为 确定 性 的 (de- 
termmistic ) 或 者 概率 的 ( probabilistic )， 这 依赖 于 慰 准 
mt akak а 
参考 文献 
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[各 注 ] 其 他 的 参考 文献 见 网 络 (retwotk ) . 
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网 络 规划 [network planning; сетевое планирование ], 
规划 利 控制 的 网 络 方法 (network method of planning 
and control) — 

实现 某 组 运算 【设计 ， 程 序 ， 主 题 等 等 ) 的 一 种 
控制 方法 ， 它 以 这 组 运算 的 网 络 模型 ( network model 》 
为 基础 ， 也 称 为 PERT( 参见 [2])， 网 络 规 划 使 我 们 
能 种 显 营 提 高 实现 这 组 运算 的 控制 和 规划 方法 将 质 
量 : 特别 地 ， 它 使 我 们 能 够 完 分 协调 参与 实现 这 组 运 
算 的 所 有 各 方 {组织 ) 的 活动 ， 辨 别 最 重要 的 问题 ， 
确定 实现 设计 的 最 佳 时 间 ， 在 适当 的 时 间 收 正 实施 计 
划 等 等 ， 

网 络 规划 条 件 上 可 以 分 为 两 部 分 ，1) 这 组 运算 的 
网 络 模型 的 构造 ，2) 使 用 这 个 网 络 模 型 去 规划 和 济 制 
这 组 运算 的 实现 (参见 11] 一 [3]}. 一 组 运算 的 网 络 
模型 的 构造 归 化 为 用 一 个 特定 的 定向 图 去 表示 阶段 
(事件 ) 集合 和 这 组 运算 的 自然 阶 一般， 特定 )， 以 
及 所 必需 的 数值 信 息 (完成 每 一 个 运算 所 需 的 时 间 ， 
资源 等 等 ). 在 构造 一 个 网 络 模型 后 ， 人 们 按照 提出 
的 量 标 去 分 析 这 个 模型 ， 从 而 发 现 达到 这 些 目 标的 最 
佳 预备 计划 . 例如， 如果 一 个 网 络 模型 是 用 时 间 术 语 
ЖЕШ, ШШ ЕНЕ ЖА ТЕРЕ БЕЙ КА Ж РЕГЕН Ж 
完成 的 ， 这 个 分 析 就 归 化 为 寻找 临界 路 径 和 确定 实现 
这 组 运算 的 最 少时 间 . 这 意味 着 下 面 的 描述 . 设 G= 
(X, V) 为 一 组 运算 的 网 络 模 型 的 结构 . 这 里 

Хе {х.х V=elu, u, 


分 别 为 事件 和 运算 集 ，1{+,) 为 完成 运算 еу 所 需 
的 时 间 ， 人 们 考虑 由 图 G 的 所 有 极 大 路 径 【在 包含 意 
义 下 ) 所 构成 的 集合 P， 一 般 在 图 G 中 有 许多 这 样 
的 路 径 ， 对 于 简单 的 情形 ， 即 只 有 一 个 起 始 事件 x, 
和 和 - -个 终止 事件 x。， 所 有 这 些 路 径 都 起 始 于 х, ЖИЕ 
ШР x。， 在 集合 P 的 路 径 中 ， 人 们 能 够 找到 一 条 具 
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有 最 短 长 度 的 路 径 {路径 p= (o, U Dh) 的 长 度 
(length of a рай) 22 r(p) — (ои) + (Д). 
具有 这 个 性 质 的 路 径 pe P 称 为 网 络 规划 的 临界 路 径 
(critical path of ће netwotk planning)， 它 的 长 度 说 
袁 这 样 一 个 失实 : 我 们 不 能 以 少 于 ((p) 的 时 间 去 实 
现 这 组 运算 . 因此 ， 网 络 规划 方法 也 称 为 临界 阁 径 方 
法 (critcal path method) (R [1]- 14). 7 
在 实现 某 组 运算 期 间 ， 网 络 规划 起 着 控制 机 制 的 
作用 ， 这 个 机 制 帮助 人 们 去 处 理 给 定时 刻 这 组 运算 的 
实际 状态 的 有 关 信 息 ， 去 预测 计划 的 变化 和 修改 ， 以 
便 完 成 其 余 的 运算 . 
参考 文献 
[1] Основные положення по разработке и применению 
систем сетевого планирования и управления, 3 
изд., М., 1974. 
[2] Кашпал, А. алі Desbazile, G., La mithode du 
chemin critique , Dunod , 1964. 
{3} Сетевое планирование и управление, М., 1967. 
[4] Абрамов, C. A., Мариничев, М. И., Поляков, 
П.Д., Сетевые методы планирования и ynpa- 
вления, М., 1965. 
[5] Энциклопедия кибернетики, К., 1974. 
[6] Лопатников, Л. И., Краткий экономи ко - мате - 


матический словарь, М. , 1979 
П. С, Солтан 所 


【 补 注 】 其 他 参考 文献 见 网 络 (network). 


参考 文献 
[АІ] Таһа, H. A., Орегайолз research, MacMillan , 
1982. MA) ШШ VE 


Neumam 2 问题 [Neumamn 5Probem]，Neumam DRAR 
Е (Neumann DBAR problem ) ， ОШ, (Ə-probem), 
8 - Neumann 问题 (5-Neumann problem ), DBAR 问题 
(DBAR problem ) , Cauchy-Riemann ЖЕ) Neumann (5) 
El. ( Neumann probiem for the Cauchy-Riermann complex) 
[ 补 注 】 一 个 关于 复 Laplace 8034383830 ЯНГА. ФМ 
为 n+ 1 维 复 流 形 Mt 的 具有 光滑 边界 b M 的 相对 紧 区 
域 .Cauchy 了 jemann ЖР 2 ( Ba f =Y221(0f/az,)ds, 
定义 在 一 区 域 McC"*' 的 函数 上 ) 自然 地 推广 来 定 
义 Dolbeault 复 形 或 Cauchy-Riemann 复 形 ( Dolbeanlt 
complex or Cauchy-Riemarm compilex)} `` 


OA CM 2де 0м) 


ЖЕ ОА” (M) 为 M E. (p, 9) 型 微分 形式 的 空间 . 
金 纯 函 数 是 8/ = 0 的 解 ， 并 且 非 齐 次 方程 8f = o (在 
必要 的 相 容 条 件 gp 二 0 下 ) 也 是 有 趣 的 、 例 如， 关 
于 Levi 问题 {Lev problem): 给 定 xe b 于， 是 天 存在 
МЕЖЕ x 爆破 ?利用 D. C. Ѕрепосг 的 


a A" М)-=0, 
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一 般 表 六 (种 … 般 的 Hilbet 空间 埋 论 )， 问 题 f= ф 
引出 0 -Neumann 问题 
(BF +д°дуи=ф. (Al) 
在 此 0" АЮВ, EH < 9 > = < 7,092 
定义 ， 其 中 内 积 由 关于 由 给 定 在 M E ñ) Hermite JÉ B 
决定 的 依 积 形式 的 积分 给 出 ， 算 子 口 =55" на 
为 复 Laplace (complex Laplacian). 如 果 М &— Кійег 
ЖИЕ ( kihler manifold ) ,那么 口 = A/2， 其 中 A фе 
Rham 2 JÉ ( de Rham complex ) 的 通常 Laplaoe , Ж, de 
Rham 上 同调 (de Rham cohomology ). 
源 赂 说 来 ， 方 程 《Al) 应 写成 
(9,8; + Bi Bs) а) =e, (A2) 
Ж шед" (M), д: д” (M) д” t! (M), 
ДАЛ! СМ) АР (М); а= 1, 0,5, n+1, 
AS (M)=0=A”° (M). Ek, 方程 (A2) 自然 
地 配备 有 边界 条 性 
weDomain (9, ), (АЗ) 
2,.1иЄопаћ(2;,1). (А4) 


(5-Neumamn 边界 条件 CƏ-Neumann boundary condi- 


tions)), 算 子 СО, Bm ЕЕ. Т, J. 


J. Кош 能 够 证 明 存 在 性 并 提供 正则 性 的 系统 分 析 . 
一 个 宝 要 结果 是 估计 


hal 和 4.10D, 1,+ lul, 


在 此 | |, 是 Sobolev 范 数 ( 见 Sobolev 空间 (Sobolev 
spate )) ， 详 情 见 [AI], [А2]. 许多 如 外 的 和 有 疯 的 材 
料 可 以 在 [AI] 一 [A4] 中 找到 ， 
参考 文献 
[АТ] Foland, G. В. and Kotm, J J.. The Neumann 
problem for the Cauchy-Riemann complex, Prineeton 
Ошу. Press. 1972. 
ГА2) Griner, Р. С. and Stein, Е. М., Estimates for the 
BNeumann problem, Princeton Univ Press , 1977 
ГАЗ] Tevwes , F .，lntroduetion to pseudodifferential and Fo- 
wier integral operatois, 1, Plenum. 1980, Sed .HL . 8. 
[A4] Kohn, J. Ј., Methods of partial differential equations 
іт complex analyss, їп К. О. Wells, pr. (ed.), Se- 
уша! Complex Variabls , Уо1. 1, Amer. Маћ. Soc. , 
1977, 215-20 ® 译 


Neumam 函数 [Nemmann function ; Неймана функцин J 

第 二 类 柱 莫 数 (cylinder functions). Neumann Ж 
数 N,(x) (Еа Y,(x)) 可 以 借助 于 Bessd 函数 
(Веке! functions ) 定义 如 下 : 


„р Cx)cos kn— (х) 
М9 а 


对 于 正 实数 х, 它们 是 实 函 数 , 而 当 x >% 时 , 趋向 
于 零 . 对 于 大 的 x， 它 们 有 有 渐 近 表示 


= [2х1 ра 2 
N,(x) % ==). 2 Pa” + ] 
存在 递 推 公式 
2 
Мул (0) SP М, (х), 
No (x) -М,,.(х)=2А№,(х). 


ХР рен, 
N.,(x)=(-1YN,(x); 


对 于 小 的 x， 
-2mnl2 
ЕЕЗ 
а 0 | 2] 
м) ЕЕЕ), 
其 中 my=C= 0.5772 是 Puler И. 
оз м 
А; 
{к 
а; Ry 
kx: ПЕМ 
«БЕН 
АМЕ! 
ђ 
-цј 
Н 
мар Р ННН ЦЫ 
—х 
Neumann 西数 图 形 


И p= (2n + 1):2 的 Neumann 函 歼 
可 以 利用 三 角 函 数 来 表示 ; 特别 是 


Nia(x)= - овх, Np l= © sinx. 


пх 


Neumann 函数 是 C. С. Neumann 于 1867 年 引进 的 . 
关于 参考 文献 ， 见 柱 浮 数 (cqlinder functions). 
B. И, Битюцков f ЖАЙ Ж 


Neumam 问题 [Nemama problem ; Неймана задача | 

辣 第 二 边 值 问题 (second boundary value problem ) . 
因 К, Neumarm 而 得 名 ， 他 于 1877 年 首先 系统 地 研 
究 了 这 一 问题 . заж Ж 


Neumann 级 数 [Neumam series; Неймана ряд ] 
1) 形 如 


Хал.) 
的 级 数 ， 其 中 /,,， 是 Вамі 函数 (ВИ, 
见 Bessel 函数 ( Bessel functions ) ) у 是 (ЖЖ) 
Ж. С. С. Neumann ([1]) 考虑 了 у 为 整数 时 的 特殊 
情形 .他 表明 ， 各 果 f(z) 是 畴 心 在 坐标 原点 的 一 个 
半圆 鼻 中 的 解析 函数 ，z 是 一 个 内 点 ，C ЖЛЕ 
的 达 界 、 则 
Ро) = У а,2,42), 
其 中 | 
а= (0), а, = —— (о, (оло). 
zi j 


о, 是 такт көшк: 
)= 


out 
0005 Fr | -et тру 


+{(х—-/х+г )"]ах, п 21; 
О, 通常 称 为 n 阶 Neumann 多 项 式 ( Neumann poly - 
nomial) ，( Neumann 本 人 称 它 为 二 И Bessel 函数 
( Bessel function of second order) . 现今 这 一 术语 用 
来 表示 Bessel 方程 的 解 之 一 . ) 用 Neumann 级 数 表 示 
函数 的 例子 : 


соз (тшф) = Jo(z) +2 Y (оова, 


sin(zsing) = 2 > Jy (2)sin(2n ~ 1)ф, 


(+)- ET) у, 


其 中 中 是 任 一 不 等 子 非 负 整数 的 数 ，T 是 r ай 
(gamma - function ). 
2) 在 Fredholm 积分 方程 ( 见 Fredhom 方程 
(Fredholm equation )) 
ñ 
ф(х) А | К(х, з)е(в)йз = f(x), xe[a, b] 
. а) 
的 理论 中 ，Neumann 级 数 ( Neumann series ) 定义 为 核 
到 的 预 解 式 К(х, s, д) 的 展开 式 : 
Rx, з; д)= АК, s), (2) 
其 中 K, 是 (K 的 ) 选 代 核 ， 它 由 递 推 公式 


Ki(x, s) = K(x, з), 
K,(x,s)= | K... (x, ОК, s)dt, n 22 


定义 ， 对 于 小 的 1 , (1) 的 解 可 通过 (2) 由 
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„+ 
ебу) Ул" | K.(x. з)/(з)45 (35 


жт. 
(3) 申 的 级 数 也 称 为 Neumann m ( Neumann 
在 [2] +. #% (3) 是 对 位 势 论 中 的 


эпе). 
Dirichlet 问题 所 转化 的 方程 (1 ) НИЮ. 

3) 设 4 是 把 Banach 空间 X 映射 到 X 中 的 有 
界线 性 算 子 ， 其 范 数 ПА < 1， 则 算 子 1 一 4 (7 是 
恒 等 算 子 ) 有 唯一 的 有 界 逆 算 子 {了 一 和 4) '、 并 可 有 
展开 式 

а-а = А". (4) 


在 线性 算 子 理论 中 ， 这 个 级 效 称 为 Neurnana 级 数 
级 数 (3) 可 看 作 (4) 的 特殊 悄 


( Neumann series ) . 


E. 
参考 文献 
[1] Neumann. C. G., Theone der Besselschen Funktionen , 
ТецЬпег, 1867 


[2] Newmann, С. G , , Untesuchungen über das logarith - 
mische und Newtonsche Potential , Teubner, 1877. 
[3] Watson, С. N.. A tratise оп ће thoory of Besel 


functions , 1 , Cambridge Univ, Риз, 1952. 

{ 4] Кузьмин, Р. О., Бесселевы функции, 2 изд., Л.- 
М... 1935 

[5] Yasida ， К., Functional analysis. Ѕрейпвт, 1965 ( 中 


译本 : 吉 夺 耕作， 泛 函 分 析 ， 人 民 教 育 出 版 社 ，1980 ) 
[6] Tricomi , F . Integrd equations, Interscience , 1957. 
B. B. Xaenempe Be 
作用 于 特殊 向 量 了 的 级 数 (4) 即 
LA'f (А) 


— 
当 [Ай>1 їп йй. 关于 其 收敛 的 必要 充分 
条 件 ， 见 [A2] ( 或 [A3])， 
参考 文献 
[A1] Smithis, Е., Integral oquations, Cambridge Univ 
Pres, 1970, Chapt. П. 
[A2] Suzuki, М., On the солуетрпсе of Neumann serics in 
Banach space. Math. Am. , 220 (1976), 143 — 46. 
[A5] Eng, Н. W.. А sucoessive-appmximation metbod 
for solving equations of the second kind with arbitrary 
Spectral radius , 7. меді Eq... 8 (1985), 239 — 247 
[A4] Gohberg，1.，Goldbetg $., Вайс opemtor theory . 
Bikhiiveer ,1981 . 
ГАЗ] Тауюг, А. E., Lay, D. C., 
Чора! analysis, Wiley , 1980. 
[ А6] Забрейхо, П. П., ит. д., Ингралыые уравњ - 
ния, М., 1968 (справочная матем. б-ка) ( Ж 
本 : Zabreyko [Zabrdko], Р. Р. ct al ., Integral 
eqtations—a refeence токі, Noordhoff , 1975). 
жж ж 
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898 NEUTRAL DIFFERENTIAL EQUATION 
中 立 型 微分 方程 | netital differentia] opuation ; нейтраль- 
ного типа уравнение ] 

一 个 具有 分 布 自 变量 的 常 微分 方程 (differential 
equations , ordinary , with dstributed arguments) ， 它 的 
最 高 阶 导 数 出 现在 自 变 量 的 多 个 值 处 ， 其 中 有 一 个 是 
基本 的 (未 经 变换 的 ) ， 这 个 自 变 量 值 是 方程 中 出 现 
的 最 人 人 的， 例如， 方程 


XD =f x(w(t)), х0) ЫШ] 


当 ог) 0, B(t) <t 时 是 中 立 型 的 
对 于 中 立 型 微分 方程 ， 初 值 问题 是 可 解 的 ; 例 
如 ， 如 果 对 (* ) ， 当 有 (0 增加 时 有 


x=@(t), {gt,, 


则 对 
ЈС", ж, ВЕС". фєС?, т,п®б,р>1, 


存在 ( 5 n 2. 1 时 唯一 ) 分 段 光滑 的 解 ， 而 当 上 = 1 + 
mi(m.n,p—1) 个 相 容 性 条 件 (compatiblity con - 
Фл), 8 сс 


Ф) = ба), фе (BCE) 


ОЕ АА Ч, ЖАТ C*， 中 立 型 微分 方 
程 在 具有 分 布 自 变量 的 方 竹 中 是 钱 究 得 最 深入 的 类 型 
之 一 .它们 自然 出 现在 其 陈述 中 包含 着 某 种 回复 性 质 
的 应 用 问题 之 中 ， А. Д. Мышкис # 

【 补 注 了 

参考 文献 
[А1] Hale, Ј. K., Theory of functional differential оиа - 
tions, Sptinger , 1977, Сһар!. 12. ж 2 


ФОР [nexwron flow theory возраста теорня 了， 
中 子 年 龄 理论 ( neutron age theory ) 

中 子 受 介质 核 的 弹性 散射 而 慢 化 的 近似 描述 . 它 
可 用 来 确定 仅 在 不 食 考 核 (容许 质量 数 是 A > 2， 即 
例如 氨 和 和 和气 除 外 》 的 介质 中 具有 不 同 能 基 中 子 的 空间 
分 布 ， 中 子 流 理论 的 基础 假设 是 ， 中 子 慢 化 过 程 中 其 
能 量 的 损耗 是 连续 的 而 非 离散 的 ， 以 及 大 量 个 体 中 子 
的 实际 行为 出 某 些 平均 所 代替 ; 仅 当 出 中 子 源 发 射出 
后 任何 给 定 对 刻 ， 中 子 能 量 歧 离 很 小 ， 这 个 恨 设 才 是 
合理 的 . 在 这 个 假设 基础 上 ， 有 可 能 引进 中 子 年 龄 范 
数 作为 独立 变量 并 采用 中 子 年 龄 近似 以 获得 扩散 近似 
(diffusion арргохітабоп) 下 的 中 和 子 流 方程 (neutron 


同 ， 中 年 龄 方程 是 抛物 型 仿 微 分 方程 (parabolic par- 
tial differential equation)}， 它 描述 中 子 的 慢 化 ， 林 知 函 
数 4 是 慢 化 密度 ， 即 慢 化 期 间 单 位 体积 中 在 单位 时 间 
闪 越 过 一 给 定 能 县 信和 的 中 子 数 . 起 独立 变量 作用 的 中 
Ў б С 《neutron flow function) ТЮЙ 
(neutron age function) fr， 应 理解 为 中 子 的 标志 年 肯 
( symbolic аре of ће neutrons ), ке ЖА 
BJ ! 计时 年 龄 ) Яе ТАНУРА ЖОК. Ж 
中 子 年 龄 的 壮 方 根 称 为 热 中 子 的 慢 化 氏 度 (slowing 
down р). 067 概念 的 物理 意义 是 ， 中 子 从 点 
源 发 射出 的 瞬间 (年 龄 + = 0) 到 研究 中 的 瞬间 (对 应 
于 年 龄 5) 所 移动 距离 的 方 均值 的 六 分 之 一 、 年 龄 近似 
(аве approximation ) 与 扩散 近似 一 忠 给 出 年 龄 更 论 的 
年 龄 方程 ， 它 通过 从 描述 中 子 慢 化 的 精确 能 量 算 子 过 
渡 到 近似 算 子 来 体现 . 

中 子 的 空间 分 布 ， 帆 慢 化 过 程 中 的 扩散 所 产 4 
确定 核反应 堆 中 中 子 损耗 的 概率 ， 并 影响 其 临界 大 
小 . 
参考 文献 

11] Glasstone. 5. and Edlund . М., The clements of nuclear 
Teactor thcory, New York, 1952 (tB Ж: S. hhi 
É, M.E. WFE ЕҢ НЕШ, FLSPIH IK 
№, 1998). В.А. Чуянов 所 
СОМЕ] 
参考 文献 
[A1] Weinberg, А. М. and Wigncr, Е. Р., The physical 
theory of neutron chain reactors, Опіу. Chicagp Press . 
1958. 
[A2] Galanin, A. D.., Thermal reactor theory, Pergamon , 
1960 (# АЙХ). 
ТАЗ) Williams, М. М. R., The slowing down and ther- 
malization of neutrons, North - Holland. 1965. 
Же ж 
Namirth 纽 结 [ Neuwirth knot; Нейвирта узел] 

Жа (57,87) ( 见 细 结 理论 (knot theo- 
ту)), 它 的 群 有 有 限 生 成 的 换 位 于 群 ，Neuwirth 纽 绪 的 
补 К! 是 贺 上 的 纤维 空间 ( fipre space ), 而 纤维 F 
是 一 个 连通 曲面 ， 它 的 亏 格 就 是 纽 结 的 亏 格 . Neuwirth 
纽 结 的 群 如 = x (S1Nk') 的 换 位 子 群 (commutator su- 
bgroup) G" 是 秩 29 的 自由 群 ， 其 中 g 是 纽 结 的 所 
Ж. Neuwirth 纽 结 的 Alexander 多 项 式 ( 见 Alexander 
不 变量 ( Alexander nvariant)) 的 首 项 系数 是 1, 而 该 多 
项 式 的 阶 是 2g. 所 有 的 环 面 纽 结 (torus knot) 是 
Neuwirth 纽 结 . 每 个 Alexander 多 项 式 的 首 项 系数 是 
+£ 1 的 交错 纽 结 也 是 如 此 . 

这 些 组 结 是 由 工 .Neuwirth 引进 的 【 见 [ 1) - 
参考 文献 

ГЕТ Neuwirth , 上 ，，Knot goups, Princeton Univ. Pres, 
1965. М.Ш. Фарбер 提 ФН Ж 


Nevantinna - Pick 问题 | Меғапілпа - Pick problem `: Неван - 
лиины-Пика проблема) 

给 定 复 平面 (或 ， 更 一 般 地 ， 一 个 Riemann 曲面 } 
的 区 域 6G 内 的 一 个 解析 函数 类 岛 ， 变 寻求 播 伯 问题 


fz) = w, (1) 


ОНГО, ЕР (2, р G 的 一 
Р, [w ЕАО, ШП BI — 45 k 
的 了 有 时 有 限 的 ， 有 时 甚至 不 可 数 的 ) 指标 集 . С. Pick 
СІ) К. Nevanlinna {[2]) 的 经 典 结 内 《分别 对 有 
限 的 和 可 数 的 子 集 { т, = G) 提供 了 这 个 问题 的 解 、 
例如 ， 在 单位 圆 盘 内 绝对 值 不 超过 1 的 解析 函数 函数 
类 B, 里 .这 里 所 要 求 的 条 件 是 二 次 型 


Sr n8N, EEC 


的 非 负 性 .这 个 命题 ， 以 及 对 于 其 他 的 种 种 函数 关岛 
的 与 该 铅 题 完全 相似 和 类 同 的 结果 ， 其 最 初 的 证 明 ( 见 
[3], [4]) 部 依 闲 代 数 的 和 泛 函 理论 的 方法 ， 较 晚 的 一 
此 证明 ， 例 如 ， 舌 于 把 Nevanlinna -Pick 问题 归结 为 一 
个 短 问 题 的 证 明 或 从 Hilbert 空间 理论 的 观点 得 到 的 证 
明 、 使 得 把 铺 困 外 广 到 不 可 数 子 集 {2。) © G 成 为 可 
能 ， 并 虽 指 出 了 达到 这 些 可 能 的 推广 途径 { 见 [3] 一 
[5]. 

Nevanlinna -Pick 问题 的 一 个 自然 的 发 展 是 播 值 问 
题 (1) 在 它 的 右 端 { w, } 所 组 成 的 一 个 线 W ЕТ 
性 问题 ， 这 个 问题 需要 泛 函 分 析 的 一 些 研究 方法 ， 这 
种 情形 通常 {z.} 是 G 内 的 一 个 可 数 点 集 (一 个 序列 ) ， 
而 多 则 可 以 是 各 种 复数 序列 空间 ， 关 于 单位 贺 盘 内 的 有 
界 解 析 函 数 Н” 和 有 界 序列 空间 1, ,对 应 点 列 [z, 1 
( 称 为 万 有 插值 序列 (universal interpolation sequences ) ) 


的 完全 刻画 已 被 得 到 { 见 [6]), 条 件 的 形式 如 下 : 


ñ 


ШЕТ 


>5>0,keN. (2) 


1-25, 


жаен К H” КИ ОН Н ( 9 [7]) 9 
结构 中 起 着 重要 的 作用 ， 同 时 是 对 于 Наку 类 Ha 
( Hardy classes ) 和 空间 1,( 包括 权 空间 ) 的 Nevantinna - 
Pick 问题 (前 面 推广 的 叙述 ) 的 广泛 研究 的 出 发 点 . 
结果 是 ， 当 g = со. Ура, НАЖ (2) 
出 : 而 当 q < ww 时 ， 解 必须 隐 g 和 p 的 改变 而 变化 
( %[7]). Nevanlinna -Pick 问题 的 另 一 个 推广 与 播 信 癌 
Ж ф,(/) = *, 相 联系 、 其 中 {9} 是 类 昼 上 的 -一 组 泛 
ш. 集合 (е, С): fe 名 的 刻画 问题 可 以 看 作 蔷 名 
的 解析 函数 类 的 系数 问题 ( coeflidert problem) 的 一 种 
Ж. 
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参考 文献 

[1] Рік, G.. Ucber die Beschrankungen analytischer Funk- 
tionen . welche durch vorgegebene Funktionswerte bewirkt 
Senen, Math, Am., TH 1916), 7—23. 

[2] Nevanliona , А. Ueber beschriinkte analytische Funktisn- 
еп, Am. Acad. 50. Fem.. Se. A. 32.0199). 7, 
1-15. 

131 Крейн, М. Г., Нудельман, А. A., Проблема мо- 
ментов Маркова. и экстремальные задачи, M., 
1973( Ж Ж Ж: Кіл, М. G. and Nude'man, А 
А.. The Майоу moment problem and extremal pro - 
blems , Апет. Math Soc. , 1977). 

[4] Салмен, J. B.. Boundei analytic functions, Acad 
Pres , 1981 

[5] $2 .- Nagy, В. and Korinyi, A., Rélations d'un Prob- 
lem de Nevanlinna ot Pick амес 1а theorie des opérateurs 
de I'espaoe Hilbertien , Ааа Магн. Acad. Sei. Hung., 
7 (1956), 295 — 303. 

[8] Careson, L., An interpolation problem for bounded 
analytic functions, Amer. J. Math. , MW (198), 4, 
921 ~ 930 

17] Shwdenko , 5. У... On ( H? , F y -interpolation sequerces 
in е шй disk, Man. USSR Sb.. 46 (1983), 4, 
473 — 492. (Мас. Sb., 118 (1982), 4, 470 — 489 ) 

©. В. [Шведенко 把 
[ 补 注 】 аА PHS ZE 如 世纪 印 年 代 和 加 年 代 
初 又 得 到 复苏 、 并 且 被 推广 到 短 阵 值 沙 数 . 在 这 个 新 
的 发 展 中 ， 它 和 算 子 理论 的 联系 是 本 质 的 (例如 ， 见 
[А1]— [A3]). 在 控制 论 中 一 些 问题 的 应 用 出 现在 20 Ҥ 
纪 趴 年代， 这 要 求 这 个 理论 的 一 个 修改 和 计算 方法 的 
发 展 ， 泌 其 是 对 于 有 理 怎 阵 函 数 ( 见 [A4], [A5]). 

BF W, H 1 ( H“ control theory). 
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bounds , Lineer Algebra Аррі.. 98 (1988), 347 一 386 . 

[A6] Вай, J. А. , Nevanlinna-Pick interpolation: Generalizx- 
Чо and applications , in Ј.В. Conway( ed .): Рюс. 
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Asymmetric Algebras and Invariant Subspaws. Со. 
Indian Univ., Pitman , To appear . 
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Soc. , 1987 
149] Durea, Р. L., Theory of Не spaos, Акай. Press, 
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Nevanlima 定理 [ Nevenlinna theorems; Неванлинны тео - 
ремы] 

ІН R. Nevaniinna 证 明 的 两 个 基本 定理 ( 见 [1], 
[2]) ,它们 基 亚 纯 函数 的 全 分 布 理论 的 基础 ( 见 值 分 布 
论 (value-distribution theory)). i£ f( z) Ж 


К,= [z:|s| < К< о} 


Е 09-Е ( meromorphiç fucuon), 其 中 只 = оо 
党 模 f(z) 是 在 整个 开 复 平面 上 亚 纯 的 . 对 于 每 一 个 r(0 
<r < R), (т) аву 


mü, /) = Z| ntiee9la, 


m (ra, n= ә, = ) ze, 
7-а 


A(z) 对 a 值 点 的 计数 函数 定义 为 
меа. p= | 0682-0... Dart 


жо, а, f)hr, 


Жаб. a, Г Ог) ЕШ [z:|;| Si] Pa а 
值 点 的 个 数 ， 即 广 (a) YIz:|z1 St) G 3 4 8, 
前 nrx=jpxfxzzlhtinrx=00sx<1l). 

Тг, 7) = m(r,%, f) + Мт, о, Г) 
(т) #9 Nevanlinna 特征 (Nevanlinna characteristic ). 

Nevanlinna 第 一 定理 ( Nevanlinna first theorem ) 对 
TES OE Et K, аав 7(z]， 对 于 任意 的 
(0 于 rr < RR) 和 任意 的 复数 a, 有 


m(r. a.f) Мк, а, f)= T(r, N+ ф(к‚, a), (1) 
其 中 

Тебе, а)| а? а] ас +2. 
这 里 ， 按 照 [0) 关 四 或 (0) = eo, с 分 别 表示 函 教 
fG)— (2 自己 在 原点 的 Laurent 展 式 的 第 一 个 
非 零 系数 . 于是， 对 于 在 r 一 及 时 其 特征 T(r, f) X 
限 增 长 的 函 教 ， 对 于 不 同 的 值 4, 和 式 m(r, а, f) + 


м, а, УТО, 有 是 相等 的 ， 至 多 相差 一 个 有 界 
的 附加 项 w{r，a). 在 这 个 意义 下 、 对 十 任意 一 个 在 Kn 
上 亚 纯 的 活 数 ， 所 有 的 值 a 都 是 等 价 的 . 基于 这 个 理 
出 ， 亚 纯 泗 数 的 值 分 布 理论 致力 于 有 关 不 变 和 式 (l) 
ФИ т (л, а, 由 或 N(r, a, 了 的 渐 近 性 状 的 
问题 的 研究 ， 

Nevanlinna 第 二 定理 ( Nevanlinna second theorem ) 
表明 ， 对 于 几乎 所 有 的 点 a， 在 和 式 (1) 中 起 主要 作用 
的 是 N(r, a, f). ЯШ. 

对 于 任意 的 在 圆 盘 K, = (z: |z| < R< со) E E 
ОВ f(z), #— (4 > 3) 和 扩充 复 平面 里 任意 
的 下 不 相同 的 复数 a } 8-，， 关 系 


теу а D ате, мб, D +5(т, D 
0) 
жу, АР 
мМ, е, П) 


+2N(r, оо, f) - N(r, со, 77), 


WUMS(r, ))АЖ F YE#E R: 
1) к= oo ， 即 f(z) 是 在 辖 个 开 复 平 面 上 亚 纯 
ВЈ, Я г со 时, 


(т, у= O(h(rT(r,f)) 


对 + 的 所 有 药 值 成 立 ， 可 能 有 一 个 总 测度 有 限 的 例外 
集合 E. 
2) # R < oo , 则 当 r 一 co 时 ， 


SUr， (8. те, »)) 
对 7 的 所 有 的 值 成 立 ， 可 能 有 一 个 满足 


dr 
j Z= <= 
的 例外 集合 三 . 函数 N. (7， 亡 在 r 增 加 时 是 非 减 的 ， 
所 以 ， 当 r 一 o 时 ， 在 其 个 例外 集合 巨 之 外 ，( 2) 的 
右 端 项 不 可 能 比 2F(r ， 丰 增加 得 更 快 - 
参考 文献 
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[5] Салап, H., Sur les Zéros des combinations linéares de 
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[6] Gnffiths, Р. and King , },, Nevanlinna theory and ho- 


lomorphic mappings betwecn algebraic varieties, Acta 


Math. 130(1973)，14 一 220 
[7] Петренко, В. П., Poor мероморфных функций, Хар., 
1978. B. П. Петренко #8 
【 补 注 ] 
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Newton 二 项 式 [Newton binomial 或 binomium of New- 
ton; Ньютона бином } 

把 二 项 式 《 binomial ) fJ H IFW 8 pr БЕ 
Е НР ЖК ИНД: 


(ze 十 2 用 一 
=" 十 тг '®+ m ҮП 1 2 十 2 二 
A 


其 中 


基 二 项 式 系 数 (binomial coefficients). Ч н 项 时 ， 
®Җ (+) 取 下 列 形式 : 
G+: 


У Д ГИШИ 


对 于 任意 指数 m (实数 或 复数 )， 一 般 地 说 ，{*) 的 
右 端 是 一 个 二 项 级 数 ( binomial seris ) ， 

二 项 式 公 式 逐 渐 形 成 的 过 程 {从 一 些 最 简单 的 特 
殊 情 况 一 “和 的 平方 与 立方 ”的 公式 开始 )， 可 以 追 
济 到 11 世纪 ， 严 格 地 说 ，I. Newton 的 贡献 在 于 发 
现 二 项 级 数 ， В Д. Соломеншв 把 
【 补 注 】 系数 


二 


称 为 多 项 式 系数 (muinomial соећдспв). наж ж 
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Newton -Cotes 求 积 公式 [ Newton -Cotes quadratre for- 
mula; Ньютона -Koreca квадратурная формула] 

用 于 计算 有 限 区 间 [a, b] 上 的 定 积分 的 插值 求 积 
公式 ( quadrature formula 》 


{лозах = = (6-а) вло), 
ДА x= at kh, к= 0,57, п, п 0—0, 
二 [6 一 4)fn， 结 点 数 N= 二 n 二 1. 公式 中 的 系数 由 
此 求 积 公式 为 插值 这 … 事 实 确定 ， 即 


wD 
B= ая Ú 


z(t- 1) (e — 


п) 
r= dr. 


对 于 п=1, 2, 3, 4, 5, 6，7，9, 所 有 系数 都 是 正 
的 ， 对 于 m= 8 и> 10, ЖНЕЙ, В 
的 、 此 公式 的 代数 精确 度 (algebraic degree of 
accuracy) 即使 得 此 公式 对 所 有 次 数 至 多 为 4 的 多 项 
式 为 精确 而 对 x**' 为 不 精确 的 数 4， 当 n 为 椅 数 时 
等 于 n, л 为 偶数 时 等 于 n+ 1 .Newton -Cotes 
求 积 公式 最 简单 的 特殊 情形 是 : 梯形 公式 {trapezium 
отша), е =1,h=b-a,N= 2, 
ñ 


[лодах а 225 [f(a) + f(b)1: 


Simgsm 公式 (Simpson formula ) ， 即 n=2, h= 
(b ~ a)/2, N=3, 


[ло а^ = 


ТАЙ АЕА К ( “threg -eighths' quadrature for - 
тии), 即 m= 3 не (6-а),3, N= 4, 


wb уя бө; 


{лов а 20 (ба) T 3f(a + h)+ 
: +3f(a + 2h) +/()]. 
Newton -Cotes 公式 很 少 用 于 大 п 的 情形 ， 其 原因 是 
上 面 提 到 的 п > 10 时 其 系数 的 性 贰 .对 于 小 的 n, 
较 好 的 办 法 是 采用 组 合 Newton -Cotes 公式 ， 例 如 梯 
形 公式 与 Simpson 公式 的 组 合 ， 
[3] 中 列 出 了 n K 1 #J 20 üf Newton -Cotes К 
此 公式 首次 出现 于 1. Newion 1676 年 致 G. Leib - 
"iz 的 一 封 信 中 【 见 [1]》， 后 来 出 现 于 R. Cos 写 
的 书 [2] 中 ,其 中 给 出 了 n 从 1 到 10 时 公式 中 的 系 
ж. 
参考 文献 
[t] Newon,E.， 
sophy , University of Сайғопіа Риз, 1934(1. 
自 姑 哲学 之 教学 原理 ， 商 务 氏 书馆 ，1931) ， 
[2] Cotes, R., Натюла Mensuranm ，1 — 2. London , 
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13] Крылов, B. И., Шулыма, Л. Т., Справочная 
жннга кю численнюму иытегрированию , М., 1906. 

[41 Бахвалов, Н. С'., Численные методы, 2 изд., М... 

195, И. П. Мысовских B 

ОНЕ 上 述 公式 常 称 为 闭 Newton -Cots 公式 {Clo - 

sed Newion -Cotes formula) ， 与 之 相对 的 是 端点 不 作 

为 缚 点 前 开 Newton -Cotes 公式 (open Newton -Cotes 


formula). 
参考 文献 
ГАІ] Engls，H,，，Numecrical quadrature and cubature, 
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[А2] Brass, Н., Quadraturverfahien , Vandenhoeck & Вир - 
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[A3] Davis, P Ј., Rabinowitz, Р., Methods of nume- 


Яса] integration , Асай. Pres ，19%84《 中 译 站 : P.J. 
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社 ，1986) . 
[A4] Stoud, A. Н. , Numerical quadmture and solution of 
ordinary differential equations , Springer , 1974 
жж W 


Newton 图 形 [Newton бартат; Ньютона диаграмма], 
Newton 多 边 形 (Newton polygon), 

一 条 四 折 线 ，Newion 在 1669 年 ( 见 [1]) 引进 ， 用 
以 确定 代数 函数 主 项 的 指数 . 借助 于 Newton 图 形 逐 步 
找 出 一 个 代数 函数 展开 式 的 项 区 过 程 称 为 Newton 图 解 
法 (method of the Newton diagram). У. Puiseux ([2]) 
ЗТЯ ukir'Y Newton 图 形 ， 因 而 在 数学 文献 里 有 时 
称 它 为 Puiseux 图 形 (Puiseux diagram) . 在 Puiseux 之 
前 ，Newton 图 形 的 一 个 代数 形式 由 J 了. L. Lagrange 
研究 ([3]). 

WO Р(х, у) ЕЖТ y 的 伪 多 项 式 ， 即 


FO) =Y FG, 
其 中 . 
(x) ху шу”, 


x 和 y 是 复 变量 ，F,, 是 复数 ，P 是 自然 数 ，p, 是 非 负 有 
ЯЙ, К(х)# 0, F.(x) #0. ЖЕ: ЖР) 
0, W| F. 0, Ру, # 0, А 50. 现在 要 寻求 方 
程 
F(x,y)=0 {1) 
的 级 数 形式 
у= ух +y. x +y. xU + (2) 
Му у(х), re < a<. 或 简 言 之 ，y 二 yx” 
二 2， 当 xX 一 0 时 ，z 二 0(x). 为 了 确定 ce 和 yy, 的 可 能 
МИШ. 把 (2) 代 入 (1) 中 ， 合 并 x 的 同 塞 项 ， 再 让 这 
ВЕЖ ЕТЕ. 
这 个 过 程 从 最 低 次 项 开始 ， 当 指数 = 尚未 确定 


时 ， 使 无 法 说 出 合并 后 哪 一 项 关于 x 是 最 低 次 的 .不 
过 ， 最 低 次 项 肯定 在 下 述 诸 厌 之 中 : 


Fox, Ку!" Fay, (3) 


其 中 收取 遍 值 1，2,… 中 使 得 F(x) # 0 BJ3 ЖН. 
为 了 零 化 最 低 阶 项 ， 必 须 选 取 e, 使 得 指数 po р, + ке, 
p, + ne 中 至 少 有 两 个 是 相等 的 ， 而 其 余 的 都 不 比 它们 
小 、 这 个 讨论 导致 Newton ЕВИ. 

在 平面 上 取 定 一 个 直角 Descartes 坐标 系 ， 并 且 标 
给 出 点 (0, р), (k, p.) Жип, р), ЖА ОЯЗ) 
同样 的 值 ， 通 过 点 (0, p, ) 画 出 与 》 轴 重合 的 直线 ， 然 
后 按 逆 时 针 方 向 绕 (0,， po) 旋转 这 条 直线 直至 它 过 到 
一 个 标 给 出 的 点 ， 设 为 (1, д). 通过 (0, po } 和 (4, p,) 
的 直线 工 与 负 x 轴 的 夹 角 的 正切 是 :的 一 个 值 ， 因 为 
р = р. +1„, ШЖ (К, p.)éL,W) p, +ke >p + 1,. 
# (5, p.) БУКИ ха, ¿EL НЫЙ] 
方向 绕 (s,p,) 旋 转 直至 它 遇 到 另 一 个 标 绘 出 的 点 ， 设 
为 (4, pi1)(t>5), 设 L' 是 通过 (s, p,) 和 和 (t, p,) 的 直 
线 . 在 L* 和 人 负 xx 轴 之 间 的 夹 角 竟 正切 是 8 的 另 一 
能 的 值 ， 继 续 这 样 的 构造 ， 得 到 Newton BÉ. 


系数 六 的 值 按 下 述 办 法 确定 . 设 (i, o ROU, ру) 
是 Newton 图 形 的 一 个 线段 的 喘 点 ， 这 个 线 眉 确 定 :的 
一 个 可 能 的 值 ， 为 了 在 把 (2) КА (1) 后 零 化 其 中 的 
最 低 阶 项 ， 必 须 且 只 需 


Fy: =0, (4) 
n 


其 中 和 号 上 的 “ 搬 ”表示 求 和 是 对 于 那些 使 得 p。 + se 
= pi 十 ig 的 p 进 行 的 . 方程 (4) 有 ,一 i 个 非 零 根 ( 包 
括 重 数 ) ， 即 和 Newton 图 形 的 相应 的 线段 的 投影 长 度 
同样 多 . 由 此 易 见 ， 通 过 Newton 图 形 的 方法 ， 可 以 得 
到 (2) 中 的 主 项 yx 的 所 有 上 个 值 . 用 同样 的 方法 确 
定 展 式 (2) 的 下 一 项 ， 以 及 以 后 各 项 ， 作 为 上 述 方法 
的 一 个 结果 ，(1) 的 所 有 nn 个 解 都 具有 形式 (2)， 所 谓 
Puiseux 级 数 (Puiseux series) ( 见 代数 函数 (lgebraic 
function )). Newton 图 形 的 方法 也 可 用 于 微分 方程 的 求 
#. 
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cntial cquations , Springer, 1989) 

В. А . Треногиы #8 陈 怀 惠 Ж 


Newton 插值 公式 | Newton interpolation formala ; Ньютона 
интерполяциовная формула | 
利 几 均 差 来 表示 Lagrange 插值 公式 (Lagrange inter- 


polation formula) 的 一 种 形式 : 
L.(x)= (х) х) з) 
жо) (с) (D 
ЖР /(х„; зе; х,) Эр КИЙЕ, 2 ЖЕ1. Newton 在 1687 


年 研究 的 .公式 (ди 
Момо а. НХ, 


差分 ( unequal difierences} 
等 中 时 ， 亦 即 如 果 


х 


Рыза Да к-0, я, 


用 有 限 差分 КҮТТҮ © 
一 种 方法 来 将 多 项 式 L,{x) 写成 形式 


; X】， 就 可 得 到 


LL (+) 0 t+ 
上 кї б-ны ГЕМ (2) 


它 称 为 Newion шанк forward interpolation) 公式 
如 果 在 具有 结 点 хх, ,x_， 的 插值 多 项 式 工 ,中 
实行 相同 的 变量 替换 ， 这 里 kh, W 


1х) Ох) Охх) 
ът" Хх), 


那么 就 得 到 Мемлоп 向 后 插值 (backward interpolation) 
公式 ` 


x 


(CD 
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L,(x)=L,(x t th)= 
= ы + чы ГЕ 


(+1 ї+п—1) +, 
„нса po, (9) 


公式 (2) 和 (3) 在 计算 一 个 已 知 函 数 .1{x) 的 函数 表 寺 是 
方便 的 ， 如 果 点 x 位 于 沪 表 的 开头 或 未必 . 这 是 因为 
在 这 种 情况 下 要 想 提高 避 近 精度 而 增加 一 个 或 儿 个 结 
点 时 不 致 于 像 用 Lagrange 公式 计算 那样 重复 已 经 做 过 
的 全 部 工作 . 
参考 文献 
[1] Березин, И. С., Жудков,Н.П., Методы вычислений, 
Зоюд.,т1,М., 1966 ( 英 译本 : Ветейп,1.5.апй Zhid- 
kov, N.P., Computing methods, 1 , Pergamon, 1973). 
[2] Бахвалев, H.C ,, Численные методы, 2 изд.,М.,1975 
(3698 Ж : Bakhvalov, N.S., Numerical methods: analysis , 
algebra , ordinary differential oquations, Mir, 1977). 
М.К.Самарин Ж 


[ 补 注 】 6 (зх), .了 (6;…;x,) 定 义 为 
Роот) 28а) 
Гоха зх) 
1 = Јо) ЈО) 上 
x, x, хх х—х, 
或 
гоого) П ga 
Khtries]] 中 的 一 湾 表 示 须 除去 因子 1f (xx) 


公式 (1) 也 称 为 函数 了 的 有 限 Newton 级 数 (finite Newton 
series) - . ` 
参考 文献 
ГАГ] Atkinson, К.Е., An introduction to nuraerical analysis, 
Wiley, 1978. 
ГА2] Davis, P., Interpolation and approximation, Dover re- 
print, 1975. 
ГАЗ] Hidebmnd,F.B.,ntroduction to numerical analyis. 
McGraw - Hill. 1974. 史 应 光 Ж 


Newton 力学 定律 [Newton laws of mechanics ; Ныотона 
законы механнки ] 

描述 物体 在 外 力作 用 下 的 运动 的 三 个 基本 定律 . 

第 一 定律 ， 如果 一 个 质点 上 无 外 方 作用 《或 者 外 
力 披 此 半 衡 )， 则 相对 于 惯性 参考 系 《Ieference sys- 
tem )， 该 质点 处 于 静止 状态 或 作 匀 速 直 线 运 动 . 

第 一 定律 : 如 果 力 F 作用 在 一 个 质点 上 ， 则 相 
对 于 惯性 参考 系 ， 沪 质点 产生 加 速度 a， 使 得 а 与 质 
点 质量 п 之 积 等 于 下: 
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ma=F. 


第 三 定律 两 质点 相互 作 月 ， 其 作用 力 绝对 值 大 
小 相等 方向 相反 ， 作 用 在 沿 两 质点 的 连 线 上 . 
对 于 尺度 很 小 的 物体 【基本 粒子 ) КЕШ 
接近 于 光速 的 运动 。Newton 力学 定律 不 再 成 立 . 
这 些 定律 是 Newton 于 1687 ЕШ НЯ. 
C. М. Тар # 
НЕ] 
参考 文献 
[Al] Lindsay, R. В. and Margenau. Н., Foundations of 
physics, Dover 1957. 
[A2] Rutherford, Юр. E., Classical mechanicss, Dliver & 


Boyd , 1957. 
[АЗ] Taylor, Th. T.. Mechanis : classical апа quantum , 
Pergamon , 1976 张 鸿 林 译 


Newton-Leibmiz 公式 [ Newton-Leibniz fornmida; Нькотона- 
Лейбница формула ] 

把 给 定 的 函数 在 一 个 区 间 上 的 定 积分 的 值 表示 
为 函数 了 的 任何 原画 获 〈 见 积分 学 ( integral caiculus )) 
下 在 该 区 间 两 端点 之 值 的 差 的 公式 : 


|л‹х)4х = F(b)— F(a). о) 


E I. Newton 和 С. Leibniz 前 得 各， 他们 已 经 知道 由 
(к) 表示 的 规则 ， 虽 然后 来 才 发 表 . 

如 果 函 数 # EB) Га, b] 上 是 Lebeseue 可 积 的 ， 
特别 是 如 果 函 数 了 在 这 个 区 间 上 是 连续 的 ， 且 


во) | (yar +C, 


其 中 C 是 一 个 常数 ， 则 公式 (=) ЖЗ, АМ, Юй 
F 是 绝对 连续 的 ， 等 式 F'(x)= f(x) 在 区 间 [a, b] 
上 几乎 处 外 成立， 如果 三 在 Га, B] 上 是 连续 的 ， 则 
处 处 成 立 . 
Newton-Leibniz 公式 的 推广 是 关于 具有 边界 的 可 定 
向 流 形 的 Stokes 公式 (Stokes formula ) . 
Л. Д. Кудрявцев 所 
Ї#НЕ] 由 Newion-Leibniz 公式 表示 的 定理 称 为 微 积 
分 学 基本 定 再 ( fumdamental theotem of саси), f 
RIAU. ' 
参考 文献 
[АТ] Stromberg , K., An introduction to dassical real апа- 
lysis , Wadsworth, 1981. 
[A2] Rudin, W ., Real and complex analysis , MoGraw-Hill , 
966. (中 译本 : W. 卢 了 ， 实 分 析 与 复 分 析 ， 人 民 孝 
育 出 版 社 ，1982). жак 


Newton Ж [ Newton method : Ньютона метод ], 40% 
法 (method of tangents ) 
” 求 出 实 方程 

f(x)=0 (1) 
根 的 近似 位 置 的 一 种 方法 ， 这 里 ЕАК. New - 
ton ЖАВИ ЧА 


х= at= (01/05), К =0, 1, (2) 


进行 计算 ， 如 果 了 二 -次 连续 可 微 ，x” 是 (1) 的 一 个 
单 根 ， 且 初始 近似 值 x” 充 分 接近 x°, M| Newion 
法 具有 二 次 收 化 性 ， 册 


和 
其 中 e ЕАЙЙТ 了 和 初始 近似 值 x” 的 常数 . 

在 解 方 程 (1) 时 ， 经 党 用 所 谓 修正 Newton 法 
( modified Newton method ) 


x) — (3) 


代 痊 (2) ， 在 使 得 Newton 法 具有 二 次 收 敏 性 的 间 样 
假定 下 ,法 (3} 具有 线性 收敛 性 ， 即 它 以 公 比 小 于 1 
的 等 比 数列 ( geometric progression ) 的 速率 收敛 . 

(2) 有 一 种 推广 ， 称 为 Newton -Katropopm 法 
(Newion -Kantorovich method } ， 它 与 解 非 线 性 算 子 
方程 А(и) =0 相 联 系 ， 这 里 4 是 一 个 算 子 ，4: 
в, -~ B,, В,, B, 是 Banach 空间 .此 法 的 公式 形 如 


utt'i=ut-[A(ut)] AC), k=0,1,., 


其 中 A'(u*) 是 4 在 u* 处 的 Fréchet 导数 (Fréchet 

derivative )， 它 是 В, 作用 到 B, ЙИГИТ. 在 一 些 

特殊 假定 下 ，Newton -Канторович 法 具有 二 次 收敛 

性 ， 而 相应 的 修正 方法 其 有 线性 收 化 性 ( 亦 见 Канто - 

рович 方法 (Kantorovich process )) 

І. Newton 是 于 1669 年 设计 出 他 的 这 个 方法 的 ， 
参考 文献 
[1] Канторович, Л. В., { Усеки матем. myr» ,3 
(1948), 6, 89—185 (ЖЖ: Kantorovich, L. V., 
Functional analysis and applied mathematics , Nat . Bur 
Sei. Rep , 1809 (1952)). 
[2] Канторович, Л. В., Акилов, Г. П.. Фушкцижа- 

‚ M., 1970 中 译本 : Л.В. 
Канторович, Г. П. Акилов, А, Б. Б 
册 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1982 ) 

[31 Collatz , L , , Funktionalanalysis und numerische Майю - 
matik , Springer , 1964. 

[4| Красносельский, М. A., иг. д., Приблияенже ре - 
шен ағраторных уравнений, М., 1969 ( ЖЖ: 
Krasnose зії, М. А. ct al., Approximate solution of 
Operator equations , Wolters - Noordhoff , 1972) 


льный анализ, 2 изд 


[5] Бахаалов, H. С., Численные методы, 2 юд., M., 
1975【 英 译本 : Bakhvaiov . М. 5., Numerical methods : 
analysis, algebra , ordinary differential oquations , Міг, 
1977). 了 0 А, Кузнеца 所 
[ 补 注 ]】 Newton 法 也 称 Newton -Raphson 法 (Newton- 
Raphson method) Я. (А4) 《10 11) 节 (关于 
单个 方程 ) 和 (10.13) 节 【 关 于 п 个 方程 的 方程 
Ж). 
参考 文献 
ТА] Lax, P., ‚ Lax, А.. Caleulus with ap - 
plications and computing , New York Univ. , 1972. 
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sis, Dover, reprint , 1987 沈 水 欢 详 


Bunsten , S. 


Tterative solntior 


Newton 数 [ Newton number ; Ныютона число] 

力学 运动 相似 性 准则 之 一 ， 它 是 由 表示 Newton 
第 二 定律 的 方程 得 到 的 《 见 Newton 力学 定律 ( Newton 
laws of mechanics )): Ne =2Р/рії, Kub P 是 特征 
压力 ，p 是 密度 ，v 是 特征 速度 . жай 译 


Newton 位 势 [Newton potential ; Ньютонов нотенциал |, 
广义 的 

具有 Newton 核 1/|x — y|" 2 的 位 势 (Potential )， 
册 如 下 形式 的 积分 


«00 [200 а) 


这 里 |x — y| 是 Eucid 空间 RY(N 2 3) 中 两 点 x 和 
7 之 间 的 距离 ， 其 中 积分 是 关于 R" 上 某 个 具有 紧 支 
集 5 的 Вайт 测度 (Radon measure ) 进行 的 ， 当 
и 是 非 负 测度 时 ，Newton (u 38 ( 1) 是 整个 空间 R” 里 
ВЕУ ЕЗЖЕ С М.Т #n 88 ( subharmonic func- 
tion)). 

在 & 的 灾 集 8 的 外 部 ，Newton 46398 (1) ЖЕ 
标 x 的 各 阶 导数 都 存在 ， 且 是 Lapiace 7742 (Тарас 
equation ) дн = 0 的 一 个 正则 解 ， 即 и 是 开 集 CS 上 
的 调和 函数 ( harmonic finction )， 在 无 穷 远 点 是 正则 的 
E s(2)=0. 当 只 是 绝对 连续 时 ， 则 w 具有 形式 


або | тусет /00 00) 
? 


其 中 dw 是 RR* 的 体积 元 且 D 是 某 个 有 界 域 . 如 果 
жж (density) 了 在 团 区 域 D 5 Hókler ЖН Ж 
边界 2р 基 由 有 限 个 闭 Ляпужв 超 曲面 组 成 ( 见 Ля- 
пунов 曲面 和 曲线 (Lyapunov surfaces and curwes)), 


NEWTON POTENIIAL 905 


则 4 在 D 的 内 部 有 连续 的 二 阶 导数 且 满 足 Poisson 
方程 (Poisson equation) 


Au(x)= —(N- 2)2 л" f(x)/r(N/2). 


在 Newton 的 工作 中 ,“ 位 势 ”这 个 概念 还 没有 出 
现 . J. L. Lagrange 在 1773 年 首先 汪 明 了 Newton 万 
有 引力 场 的 力 函 数 的 存在 性 . G. Green 在 1828 年 而 
С.Е. бац 在 1840 年 ， 普 先 对 N= 3 形式 (2) 的 
积分 使 用 术语 “位 势 函数 "和 “位 势 “. 术语 “ Newton 
© "ГАРНОЮ, АЙЕ (2) 的 体位 势 ; 有 
时 只 用 于 ， 由 具有 密度 /(у) 的 质量 分 布 在 D H (N 
二 3) 所 产生 的 万 有 引力 的 位 势 (2}， 这 种 有 确切 物 
理 意 义 的 情况 . 

如果 形式 (2) (1) 的 积分 是 在 一 个 超出 面 5 с 
R" 上 ， 即 如 果 


«оо= | 0) G) 
ЗАВК 28 — 8 Мемоп ft 3 (simple -layer New- 
ton potential); 它 在 $ ЖУРЕ ЕЛШИН ШЖ. 
如 果 S 是 一 个 闭 Лука ТАНЕВ f(y) 在 8 上 
是 Нб ЖАНН, ЯВА ВЕ Newton МЕ 及 "上 处 
处 连续 ， 且 它 的 导数 在 5 ЮНЫЙ. И, ЫШ 5 
在 点 yeS 的 外 法 线 方向 n, 的 方向 导数 ， 当 从 S 的 
内 部 和 外 部 通 近 S 时 有 不 同 的 极限 ， 这 可 用 公式 表示 为 


du + N= Da 7 
= dn | иш) Роз) ЛО"! 
du | _ 4щу») _ (М-2)л°? fO) 
h dn | dm T(W/2) 7%” 


其 中 


А _ 
“ш” = (a= 2 |o) 880 алы) ау), 


JosS， 


是 所 亩 的 单 层 Newton 位 执法 向 导数 的 直接 值 ，(? 一 
ya п) 是 向 量 у— y, 与 法 线 л, 之 间 的 来 角 ， 法 向 导 
数 du(yo) jano 在 S 上 连续 . 

ЖЕ Newton 位 势 ( double -layer Newton potential ) 
具有 形式 

зб) | ду) ER добу (4) 
: 

Жел 8 在 点 yes 的 外 法 线 . 它 在 S 的 外 部 也 
是 一 个 调和 函数 ， 伺 逼近 S 时 有 间断 性 , 车 对 $ 种 
fO) 的 假定 如 同上 眉 ， 则 ох) 从 S 的 内 部 和 外 部 下 
жс 都 有 极限 . 可 用 公式 表示 为 
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ШШЕ к 
Jim (х), ъ(») + томуу fO), 


. _ _ л^?? 
Jm РО), 90%) - 下 PN75 fÜ), 


其 中 


cos ‚п 
ЖОЛЫ шу) 


00) 2 


A ЙН 1 ХОЯ Newton 位 势 在 y € 的 直接 值 . 但 是， 
当 对 S 和 f(y) 稍 加 较 严格 的 条 件 ， 双 层 Newton 位 
势 的 法 向 导数 穿 过 5 时 却 是 连续 的 . 
亦 见 双 层 位 势 (double -layer potenti); 位 势 论 
( potential theory); 单 层 位 势 ( simple -layer potential ) ; 
曲面 位 势 (surface potential ). 
参考 文献 
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[2] Сретенский, Л. H,, Теория ньхтоновского потенци 
ала, М.Л., 1946. 
[3] Ландкоф, Н, C, , Основы современной теорни потен- 
циала, М., 1966 ( 英 译本 : Landkof , N. Š, Founda- 
tions of modem Potential theory, Springer , 1922). 
[41 Bréot, М., Eléments dc la théorie classique du poten- 
tel, Sorbonnc Univ , Centre Doc. Univ., Pars, 1959. 
[5] Wemer , }., Potential theory , Springer, 1974. 
[6] Kellogg, О. D., Foundations of potential theory , F 
Ungar , 1929 , Re - sue : Springer , 1967. 
Е. Д. Соломешев 所 
DEF] 2 维 的 “类 似 物 " 是 对 数位 势 . 
参考 文献 
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ung Wirkenden Anzehungs-und Abstossungskrafte . in 
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374. Re -issued by Lord Kelvin 
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Neyman 50 [в] Ж [Neyman method of confidenee inter- 
wals; Неймана метод доверительных натервалов] 
置 情 估计 (confdence cstimation) 的 方法 之 一 ， 可 
用 来 根据 观测 结果 求 概 率 律 的 未 知 参数 的 区 间 估 计量 
(interval cstimator) . 此 方法 由 工 Neyman 提出 并 发 展 
( 见 [1],[2])， 方 法 的 要 领 如 下 . ЕХ, ,Х ЕЕ 
机 变量 ， 其 联合 分 布 函 数 下 (x,g) 依赖 于 参数 be өс 
К. Жох ох)". 其 次 ， 仙 设 作为 参数 0 
的 点 估 让 采用 统计 量 T=T(X,,…, Х,). КОЖЕ 
3 G(t.0X08@) . 那么， 对 于 区 间 05< P<1 中 的 任 
意 数 忆 ， 可 以 定义 甘于 4 的 两 个 方程 组 成 的 方程 组 : 


отв © 


1-Р. 
在 实际 中 几乎 所 有 感 兴 趣 场 合 都 满足 的 ， 分 布 泡 数 


F{%; 站 的 一 定 的 正则 性 条 件 下 ， 方 程 组 ( 溯 有 唯一 解 

Ө=ө(Т),8=8(Т), э, ёеӨ. 
满足 _ 

P[0<0<8le)22P-1. 

集合 (8,6) =@@ 称 为 未 知 参 数 8 的 置信 概率 为 2zP-1 
的 置信 区 间 (confidence interval) 或 置信 估计 量 (confid- 
ence estimator) . 统计 量 КШ ЕЛЕЕ 38 яе BJ 
置信 系数 的 下 置信 限 ( Помет confidence bound) 和 上 
E JBI (upper confidence bound) . 至 于 数 


Рі Р(9<0<010) 


Ton E El (0, 089 SEE E ЖК (confidence cocfficient). 
这 样 ， 由 Neyman 置信 区 间 法 得 置信 系数 为 pz2P-1 
ЕЕК. 

І. ВЕ Ху, ХАИ 
和 (x-9)， 其 数学 期 望 6 未 知 ( 见 正 态 分 布 (normal ds- 
tribution)) . 在 此 情形 下 ，g 的 最 优 估计 重 是 充分 统计 
JR (sufficient statistic) X= У Хп, ЫВА ЕЖ 
Ф/я(х—@)]. 在 区 间 05<P<1 中 国定 了 并 和 解 方程 组 


{Уп 07-0) =р. Фу ө) =т=. 
НР РЮА Е ЖД 
=У- l фт FR рУ 
ө=Х Л ® (P). 6-Х Z ° (1-Р). 
因为 
B+ (1 0, ye[0,1], 
故 正 态 律 b(x-8]) 未 知 数学 期 望 8 的 举人 区 间 有 如 下 
形式 : 
Е 一 1， 
(9 91-0709), 
且 置 信 系 数 从 好 等 于 2Р1. 
Я. 设 随机 变量 4 服从 参数 为 n 和 8 的 二 项 律 


(网 二 项 分 布 (binomial distribution))， 即 对 于 任何 整数 
mi=0.1. n, f 


plasma) (1) в 


#0 


=lL_(n-m.m+1), 0<8<1, 


фалов 
Lb Болуу {е а-к a 
' 


(0Ж®х &1,а>0, b>0) 
是 不 完全 8 函数 (incompkte beta- function) , 如果 “成 
1" # 8 8 未 知 ， 则 为 求 置信 限 需 根 据 Neyman 置信 
区 闻 法 解 方程 

了 天 к= 


1-Р, 
其 中 05< P<1 . 简 月 数理 统计 表 求 出 这 两 个 方程 的 根 
如 和 6， 分 别 是 置信 系数 为 P 的 置信 上 限 和 下 限 . 这 样 
求 出 的 置信 区 问 (8@,8) 的 系数 恰好 是 2P-1. 显然， 
如 果 试验 中 得 p=0， 则 .8=0; АЖ =n, 则 6 一 1. 
Neyman 置信 区 问 法 本 质 上 区 别 于 Bayes 方 法 (Bay- 
esian approach) #135 + Fiber 信念 法 ( 见 信念 分 布 (fidu- 
cial distribution)) 的 方法 ， 在 Neyman 党 信和 区 间 法 中 ， 
分 布 函数 Р(х,0) 的 未 知 参数 9 视 为 常数 ， 而 置信 区 
癌 (0(T),8(T)) 本 身 是 试验 之 前 建立 的 ， 并 在 试验 
过 程 中 计算 统计 量 了 的 值 . 从 而 ， 根 据 Neyman 置信 
ІК. Жа Өө В 同时 成 立 的 概率 、 是 置信 
区 间 ( 电 ,9 ) 和 覆盖 参数 0 的 未 知 真 值 的 先 验 概率 (a priori 
probability) . 事实 上 ， 当 6 为 随机 变量 时 ，Neyman 8 
入 区 间 法 仍然 可 行 ， 因 为 在 此 方法 中 置信 区 间 在 试验 
之 前 建立 ， 从 而 不 依赖 于 参数 的 先 验 分 布 (a prion dis- 
tribution) . Neyman 置信 区 间 优 于 Bayes 方法 和 信念 法 
之 处 ， 存 于 它 与 关于 8 的 先 验 信息 无 美 ， 从 而 与 Fisher 
法 不 同 ， 它 序 辑 上 是 完善 的 . 在 一 般 情形 下 ， 由 Ney- 
man 帝 信 区 问 法 得 出 未 知 参数 的 整整 一 组 置信 区 条 ， 
因此 产生 了 建立 最 优 区 间 估 计 向 题 . 这 样 的 估计 应 其 
有 诸如 无 偏 性 、 精 确 性 和 相 亿 性 等 性 质 , 问题 将 在 假 
设 检验 埋 论 的 范围 内 得 到 解决 . 
参考 文献 
[1] Neyman, 4., Оп the problem of confidence imervals, 
Апа. Math. Star. , 6 (1935), 111—116. 
[2] Neyman,J , Outline of а theory of statistical estimation 
based оп the classical theory of probability, Philos Trezs 
Коу. Soc., London, Ser, А, 236 (1937 }, 333—280. 
13] Большев, Л.Н., Смирнов, H.B., Таблицы мале- 
матической статистики, 2 изд., М., 1983 . 


[4] Большев, Л.Н., «Теория вероятя и её примен. 
10 (1965), 1, 187—192. 


МЕҮМАМ STRUCTURE 907 


[5] Lehmann. E.L. .Teting statistical hypotheses, Wiley, 1986. 
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Neyman- Pearson 引 理 [Neyman- Pearson етта ;Heiimana - 
JIapcoaa лемма] 

在 简单 假设 HI。 对 简单 备 迹 假设 映 | 的 统计 检验 问 
题 中 。 断 定 在 具有 同一 给 定 的 显著 性 水 平 (significance 
level) 的 统计 检验 之 中 ， 似 然 比 检验 (lkelihood-ratio 
test) 是 最 大 功效 检 险 (most-powerful test) . 此 引 理 是 
3. Neyman Ж E.S.Pearson 证 明 的 ( 见 [1])， 常 称 为 数 
理 统计 的 基本 引 理 (fundamental lemma of mathematical 
statsticsj， 亦 厚 统 计 假 设 检验 (statistical hypolleses, ver- 
ification of) . 
参考 文献 

[1] Neyman, J. and Pearson, E.S.. Оп the problem of (һе 
most efficient tests of statistical hynotheses, Ро. Trans. 
Roy. Soc., London, Ser. À , 231 (1933), 289—337. 

12] Lehmann, E.L. , Testing statistical hypotheses. Wiley, 1986. 
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Меутап 49 [ Neyman эбпкйне;Неймана структура] 

由 不 依赖 于 充分 统计 量 的 统计 县 所 确定 的 结 均 . 
Neyman 结构 的 概念 ， 是 二 Neyman 鉴于 统计 假设 检验 
理论 中 建立 相似 检验 (similar test) f F| 8 Б] (8, 
[1]) . 在 此 情形 下 ， 如 果 统 计 检 验 的 临界 函数 具有 
Neyman 结构 ， 则 “Neyrman 结构 ”一 词 本 身 用 于 统计 
恰 验 的 结构 . 设 半 是 取 值 于 样本 空间 全 ,3, Р,) (ge 
©) ШИЛ, ЮЖ XX 的 实现 检验 复合 假设 Н, ӨЕ 
Өсө. Најт { 忆 ,8s@u} 存 在 充分 统计 量 (suffi- 
cient statistic} 耳 ， 其 概率 分 布 属 于 族 ! PY ,9E Go }. 在 这 
种 情形 下 ， 用 于 检验 假设 Н, ИЕК а ВРЮ А. 
有 Neyman 结构 ， 如 果 其 临界 函数 4 关于 测度 PI (0e 
@o) 几 乎 处 处 满足 条 件 : 

E{o (IT ==. (1) 
显然 ， 如 果 统 计 恰 验 具 有 Neyman 结构 ， 则 它 关 于 族 
í PZ, Өє Ө, :是 相似 的 { 见 相 以 检 验 (similar tb)， 因 
为 对 于 一 切 g8 Gu， 有 
E, (0(X))=E,(E[e(X)[T=í(]] =s. 

满足 条 件 (])， 实 质 上 是 把 复合 俱 设 可 ,的 检验 问 
题 . 归结 为 对 于 充分 统计 量 工 的 每 一 固定 值 :检验 简单 
假设 Н, ТАТ. 

例 . 设 独立 随机 变量 X, 和 X, 服从 Posson (М 
Poisgon 分 布 (Poisson distribution)) ， 其 参数 А 和 1 Ж 
知 ; ОЗЕ Н, дд. ОЯ НДД, 
НЕХ, Х,а, На T= X + X, 服从 参数 为 
41+4s 的 Poisson 律 ， 而 随机 变量 和 XX 在 T=t 的 条 
件 下 的 条 件 分 布 是 二 项 分 布 ， 参 数 相应 为 f，41/ 41+ 
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À) Ж. АЛАА), КЇ 


Рр Тег} = -(; 274 г)" 


(k=0,1,--.t) . (2) 


НУНИ, ЯЖ 工 对 于 未 知 的 公共 值 1 一 
罗 一 1 是 充分 的 .而 由 (人 可 网 ， 如 果 假 设 日 成立， 则 
在 充分 统计 量 T=t 的 值 固定 的 条 件 下 ， 随 机 变量 X. 
的 条 件 分 布 是 参数 为 + 和 2 的 二 项 分 布 ， 即 在 H, R, 
立时 ， 有 


Рот (0). к=н 


这 样 ， 在 此 情形 下 ， 复 合 假设 Н, 的 检验 问题 归结 为 简 
单 假设 H; 的 检验 问题 . 根据 假设 H;， 随 机 变量 X. 
{在 和 X, + X,=t ЙӨРЕ }) 的 条 件 分 布 是 参数 为 
和 12 的 二 项 分 布 . 为 检验 假设 Hi， 例如 可 以 利用 符 
号 检验 (sign 60). 

Neyman 结构 的 概念 在 复合 统计 假设 的 检验 问题 中 
БЕЕН, АЕА Neyman 结构 的 检验 中 
常 可 以 找到 最 大 功效 检验 (most-powerful test) . E.Le- 
hmann 7 H.Scheffë 证 明 ， 检 验 复合 假设 Н,: #Є @, 的 
统计 检验 具有 关于 充分 统计 量 了 的 Neyman 结构 ， 当 
且 仅 当 上 由 统计 量 了 诱导 的 分 布 族 { Pi7,8E Ө, } 是 有 界 完 
全 的 . 基于 Neyman 结构 的 概念 制订 了 建立 相似 检验 
的 方法 . 参见 完全 分 布 族 (distributions, complete family 
of)， 相 似 检 验 (similar test) ， 
参考 文献 

[ 1] Neyman, J., Сштепї problems of mathematical statistics, 
in Proc Intemat, Congres Mathematicians Amsterdam, 
1954, Vol. 1, Noordhoff & Notth-Holland, 1957, 349 一 
370. 


[2] Lehmann, E.L., Testing statistical hypotheses, Wiley, 1986. 
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шими параметрами, M ., 1966 , 
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Nicomedes 蚌 线 [ Nicomedes conchoid; Нінкомеда кон - 
хонда ] 


一 种 四 次 平面 代数 曲线 (арак сше), 在 
Descartes 直角 坐标 系 中 ， 其 方程 具有 下 列 形 式 : 
(х? +2) (у-а)? – у= 0; 
在 极 坐标 中 为 


外 分 支 СЯ). тай x = a. ТИЯ: ВС. 
АЛЕ. 渐 近 线 x = a. 坐标 原点 是 二 重点 ， 
的 性 质 取决 于 a 和 1 的 值 . 当 L< a 时 ， 让 上 


жы 


| 
{<а 


曲线 具有 两 个 拐点 : ЕА F;， 当 1 > 4 时 ， 它 是 结 点 
(node); 当 1= a 时 ， 它 是 尖 点 Савр). Nicomedes 
着 线 是 直线 x= a Ü KER (опоо). 

这 一 沿线 因 Nioomedes (公元 前 3 世纪 ) 而 得 名 ， 
他 试图 利用 这 一 曲线 解决 三 等 分 角 问 题 、 


参考 文献 
[1] Савелев, A. A., Плоские кривые, М., 1960. 
Д. Д. Cokoroa Ж 
[ 补 注 ] 
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Никольский 空间 [ Nikol ЫШ space ; Никольского про- 
странство ] 

由 定义 在 n # Ewlid 空间 及 ”的 开 集 О 上 和 且 有 
某 种 用 向 量 c= (r 7 r) r >0, 1 n, 
刻画 的 差分 微分 性 质 的 函数 组 成 的 在 L. 度量 (1<p 
<ç) 下 的 Bamach 空间 {Banach space) H; (Q). 
这 个 概念 是 由 С. М. Никольский 引进 的 . 

Никольский 空间 H> (O) 能 用 对 变量 х, 的 r; Br 
偏 导数 的 性 质 来 描述 ， 这 里 r = rita, гу 2—8 
Ж, 0<0.<1, i=1,…,n; 如 果 Ai 表示 函数 关 
于 x, 的 步 长 В 5 ИЗЕЙ, з5=1,2, 9, ЖЩ 

Јен (Му, M,; 0), M,>0, 
当 且 仅 当 # Q 上 有 广义 仿 导 数 


of 
ёх? 


ТШ = 


i=], n, В 0 <а,<1, 有 

ЙА Л ww S МД“, 
而 对 a;=1, 有 

lap fo кам» < МАКА, 


这 里 Q, 是 Q 的 边界 的 距离 人 于 n> 0 的 点 xe Q 
的 集合 而 h, 是 任意 的 . 


空间 H;(0)= Ни (О) 定义 为 对 所 有 ad,> 


O. i= l. n 5 M.; Q) 的 


jË 


所 有 НМ, 


如 时 рф, ДУШЕ г > 0, i= 工 n, 
1& p<, Никольский 空间 Н," (О) 非 空 且 包 
会 那些 对 任意 的 > 0. 任意 的 = 1,…, п, ЖА 
属于 н; * 的 函数 . 

当 р= о, r, 不 是 台 数 且 有 关 的 导数 连续 ， 则 
Никольский 空间 是 Holder 空间 ( Holder space ) Нико- 
льский 空间 的 概念 可 推广 到 定义 在 充分 光 潮 流 形 上 
函数 的 情况 { 见 [2]) . 

有 一 种 用 哗 数 小 寺 rl 的 偏 导数 的 差分 性 质 来 描 
Ж Никольский 空间 的 方法 ФФИ, ИНЖ 
高 阶 差分 来 岳 述 . 

设 Н, (0) 是 迷 向 空间 ， 即 r ==, е. 
如 果 区 域 O 是 这 样 的 : 类 H (Q) 中 的 任 一 函数 f 
ЖЕЕ ЕЕ ЛЫ] R ° 而 保持 在 同一 类 占 、 即 延 拓 后 
的 函数 属于 H,(R") ( 当 区 域 的 边界 充分 光滑 时 ， 总 
是 这 种 情况 ) ， 则 ен, (О), ача 
0<r~s < д ВЕЧЕР КОШ *， 函 数 有 所 有 的 
s 其 导数 ВАЕН м > 0， 使 得 


ТАНГ mw < Мн, (1) 


这 里 = (h, `", Б), ЇЇ ДАО 是 fe 的 带 向 量 
步 长 4 的 kk 阶 差分 .条件 (1) 等 众 于 对 ГО 的 连续 
模 的 类 似 条 件 :存在 M >9， 使 得 


ӘЧ, )S Ma s> 0, 


这 里 


Q'(/U. a)=sup зир ПА Л han S Mà". 
ШЫР 
如 果 对 fer (Q), М, 表示 使 得 对 所 有 лев" 
利 一 个 容许 阶 数 s 的 所 有 偏 导数 1) 式 成 立 的 全 部 
M 中 的 下 确 界 ， 则 


Л ш +t M, 


是 Н.С) 中 的 范 数 ， 且 对 不 同 的 容许 对 К, з 所 得 
范 数 是 等 价 的 . 

由 定义 在 整个 空间 R " БВА ИЮ Никольский 
空间 可 以 借助 于 用 指数 型 整 函数 最 佳明 近 此 空间 的 本 
数 来 刻画 其 虫 征 . 设 E. (7), E (А?) EE 
盘 中 用 指数 型 关于 x. ШИЯ у, (= 1，…,n) 的 
整 函数 q. (ас х,)ег, (В) уе 
L,(R”) ЕНӘ (误差) ， 对 Никольский 
以 下 的 Бернштейн, Jackson 和 Zygmund 型 正定 理 和 
逆 定 理 成 立 ， 

设 {єн 


“OP 77, M,; R")， 则 对 任何 
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v >0, 
ma a еў, е 0) 


( 常数 c > ОТЖ f). 

反之 ， 如果 (2) 对 任 一 函数 feL,(R"), у, = 
ак, к= 0, 1, a, > 1,i= 1, n Ñx, А 
q 是 关于 每 一 变量 x, х 的 ИЗ, А. 


17-91, лоеў, M, 
(由 (2)， к= 0, 4 是 存在 的 )， 则 


fgeH (мі мю), 
这 里 
Mi =e, фм, (3) 


HB (2) 中 的 常数 c>0 和 (3) 中 的 c,>0 不 依赖 于 
M,, i=], ,hn. 

如 果 了 对 所 有 变量 是 周期 的 ， 则 代替 指数 型 函 
数 ， 借助 于 用 三 角 多 项 式 来 最 佳 逼 近 函 数 ， 能 给 出 
Никольский 空间 一 个 类 似 的 描述 ( [1], [4)) . 

Никольский 空间 可 以 借助 应 用 于 某 类 广义 函数 的 
Bessel - Macdonald 算 子 来 描述 〔 见 嵌入 定理 { imbedding 
theorem ) ) . 

对 空间 Н e (Q) Никольский 已 证 明了 对 各 种 
维 数 和 度量 的 传递 的 伐 人 定理 【 见 [3] ЖЖ XE 
理 )， 这 些 随 后 又 被 转移 到 更 一 般 的 函数 类 . 这 些 定 
理 表明 Никольский 空间 相对 子 出 现 于 其 中 的 函数 的 
边界 值 形成 一 封闭 系统 ， 在 光滑 流 形 上 的 Никольский 
空间 中 函数 的 迹 在 一 定 意义 下 能 用 Никольский 空间 
的 术语 来 完全 描述 . 

Никольский 空间 的 性 质 使 得 有 可 能 得 到 在 适当 的 
Никольский 空间 中 Diriduet 问题 {Dirichlet prob- 
km) 可 解 性 的 必 夏 充分 条 件 ， 末 边界 西数 属于 一 定 的 
Никольский 空间 来 表述 ， 当 Q 是 R” 中 具有 充分 光 
滑 的 边界 aQ 的 有 界 区 域 ，r > 11p， 调 和 函数 u WW 
于 类 н, (0), ЧААН Й иа, 属于 类 НГ! 
(до). ЖЖ, ВАШЕШ. о p=2， 如 果 ие 
H1(0Q), р> 1/2, Ш О Еи 的 Diriddet 积分 
( Dinchlet integral) 是 有 限 的 ， 因 此 Dirichlet 问题 可 
以 用 直接 变 分 方法 求解 ， 由 对 Никольский 空间 的 艇 
人 定理 推出 ， 如 果 Q E w 的 Dirichiet 积分 有 限 ， 则 
ш еН: (д0) ( М. [6]). Никольский 变 间 的 一 个 
推广 是 Becos 空间 ВУ о", 
参考 文献 

[1] Никольский, С. М., «Тр. Матем. ин-та AH CC - 
CP), 38 (1951), 24 = 278. 
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[2] Накольский, С. М., € Матем, c6.5. 33 (1953). 
2. 261 ~ 326 

[3] Никольский. С. М.. «Докл. АН CCCPY，18 
(1958), 1, 35 — 37 

[4] Никольский, С. М.. Приблюжених функций многих 
переменных и теоремы вловснин, 2 юд., М., 1977 
(9: Nikol’ ski, S. М., Approximation of func - 
tions of several variables and imbedding theorems , Spr - 
inger, 1975) 

[5] Бесов, О. В., Ильин, B. П.. Николекий, С М.. 
Интегралһные представления функций и теоремы вло- 
жения. М., 1975( ЖЖ: Воот, О.У. I'm. V 
P. und Nikol’ skü, 8. М., Integral representations of 
functions and imbedding theorems , Wiley, 1978) 

[6] Никольский, С. М., «Декл. АН CCCP)b. 88 
(1953), 3, 49-41, 
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证 零 代数 [mii algebra ; нильалгебра j 

Эр (И С (nilpotent element) ) 
徊 结合 (特别 荐 结合 的 〈 见 圭 结 合 代数 (algebra with 
issociatiw powers)) ) 代 数 . 话 零 代数 的 特殊 情形 是 震 堆 
代数 (nilpotent aleebra) 和 局 部 寡 零 代数 (locally nilpotent 
al 如 bra) ,在 结合 代数 中 构造 一 个 齐 零 非 局 部 寡 零 代数 是 
一 个 难题 ， 实 质 上 只 知道 唯一 的 这 样 的 代数 的 例子 
( 见 [5]) . 

语 零 代数 类 在 取 季 代数 和 辣 态 象 下 是 封 闭 的 . iB 
ЗОН ЗН КВ ЗНА. 从 而 ， 在 每 
个 代数 里 ， 所 有 齐 穿 理想 的 和 着 一 个 包 会 每 个 许 零 埋 
РАЗНАЯ, 它 被 称 为 该 代数 的 上 训 零 根 (upper 
nil тайсай, ПЕЙИЛДЕН ЖИН, iha 
Ж К) 31 ЕН ЙЫЛ ВАН x ОА E: K8the йш 
(Küthe problem) . 还 不 知道 (1982) АНН ЕР 
在 . 当 “Burside 型 的 ”条 件 成 立时 ， 诺 零 代 数 常 党 是 
基 等 的 或 局 部 略 零 的 ，INoether Н Ж ЖОЕ ЖЕМ: 
Artin 特别 是 有 限 维 ) 诺 零 代数 亦 然 ， 特 征 0 域 上 有 界 
指数 的 诈 零 代数 (元素 的 短 零 指数 是 一 致 有 界 的 ) 是 守 
等 的 (Higman 定理 (Higman theorem))， 满 足 多 项 式 
恒等式 的 诺 零 代数 是 局 部 知 零 的 . 有 限 生 成 齐 零 代数 
Ë S ЭЖЕ И ЖИ ( 1982) . 

人 和 们 特别 关注 在 什么 条 件 下 域 天 上 代数 4 的 
Jacobsou 根 (Jacobson лайса) Кайл S 182248 — 80. 其 
中 落 干 条 件 如 下 : 4 E Artin 的， 特别 是 有 限 维 代 数 
(Rad4 Ж = ДЖЕ); carlk>dims4， 特 别 地 ， 当 
АЖ k БАТЕ, ТВ КЛ О; 代数 的 代数 
4; 4 是 带 多 项 式 恒等式 ， 而 且 在 上 上 有 有 限 生 成 的 ， 但 
上 是 无 限 的 . 带 多 项 式 恒等式 的 特征 为 等 的 域 上 有 限 
生成 代数 的 根 是 适 零 的 ,该 条 作 等 价 于 ; 在 该 代数 上 


某 种 标准 恒等式 成 立 ， 

在 非 结 合 代数 中 有 类 似 本 上面 陈 述 的 某 些 断言 - 
全 如， 在 右 理 想 满足 极 大 条 件 而 且 其 加 群 无 2 阶 成 3 
阶 元 素 秀 交错 环 中 ， 每 个 单 边 语 零 理想 都 是 寡 堆 的， 
Eb k Е. Jordan 代数 (Jordan algebra) 4 中 ， 如 果 下 述 
条 件 之 一 成 立 ，cardk>2+dim4; 4 是 发 数 的 代数 
{algebraic ајребга). Ж Jacobson 根 Rad4 № 19 3 08 
想 . 加 群 无 二 阶 元 素 的 有 界 指数 的 交错 或 特殊 Jordan 


ЗИЯДЕ ЈА АЕРА С Ширшов 定理 (Shirshov theorem) ) . 


жапкын Ен ЕЙ. 
ЛАЕК Ей пож 2 ЕЙНЕК 
数 ; 从 而 ， 在 反 交换 环 类 中 谢 替 代数 的 概念 是 无 意义 
的 ， 但 是 ， 这 个 概念 的 各 种 模拟 还 是 有 用 的 ， TE 
在 Le ЖЕЧИ ЖИНИНЕ Engel 代数 ， 即 元 素 的 
内 导 了 于 均 为 舌 零 的 代数 . Engel 代数 不 必 是 局 部 短 符 
Юю, Н, Шапе ВЯ Нанай 
是 特征 0 的 ， 则 Engel 代 数 是 局 部 筹 零 的 . 还 不 知道 
(1982) 在 这 些 限制 下 它 是 否 是 车 零 的 (Higgins 问题 ) - 
参考 文献 
[1] Jacobson, N., Structure: of rings, Алег. Math.Soc. , 1956 
12] Herstein, [,, Noncommutatiye rings, Math. Assoc, Amer. , 
1968 . 
[3] Кострикин, А. И., «Изв. АН СССР, Сер. матем). 
21 (1957). 4, $15—540 . 
[4] Ширшов, А. И., € Матем. сб. У, 41 (1957), 3, 381— 
394. 
[5] Голод, Е.С., € Изв. АН СССР. Сер. матем.ў, 28 
(1964), 2 ,273—276 . 
[6] Higman, G. ,On а conjecture of Nagata , Proc. Cambridge 
Phibs. 5ос., 52 (1956), 1—4. 
17] Higpins, P. 3., Lie rings satisfying the Enge! condition. 
Prue, Cambridge Pain Soc., 50 (1954), 8—15. 
[8| Жезлакоа, K.A .. Алгебра и логикаў,6(1%67},4, 
11—17, 
[9] McCrimmon , K. , The гайса1 of а Jordan algebra, Proc. 
Nat Асай. $а. USA, 612 (1969) ,3 , ӨЛ — 678. 
B. H. Латышев f 
[ 补 注 】 带 交 换 未 定 元 1х, ) 的 多 项 式 环 4[x 7, x. 1 
的 Jacobson 根 是 4 的 一 个 庄 零 理想 N. (A) 上 的 多 项 
ЖЖ М, [5]. FE N ƏN,2-- SN. =Ü N, . N. 被 刻 
ШЕЛ АГЕ ДЕТ ЖЕЛЕ R B ЖИН 
ЖЕКЕН. 如果 4 是 不 可 数 域 上 代数 ， 则 所 有 N, 
等 于 上 根 ， 世 一 般 不 知道 有 无 其 他 关系 - 
Кёйе 问题 等 佐 于 下 述 同 题 : 如 果 4 是 一 吝 零 代 
数 ， 则 年 阵 代数 М, СА) НД? 类 似 的 问题 是 
关于 民 数 的 代数 的 问题 (Kypou 问题 (Kurosh problem) )， 
除了 I 代数 的 特殊 情形 外 ， 答 案 是 未 知 的 (1989) . 
参考 文献 
ГАГ] Amitsur, 5. А.. Nil radicals. historical notes. Coll. Math. 


Soc. J. Bolyai . Keszthely ( Hungary). Vol. б, Rings and 
modnle and radicals, J971 .47—65. 


上 海 科 学 技术 出 版 社 ，1982 
学 出 版 社 ，1983 . 
е 详 МАЗ Ж 


ЗЕР [лї Поу;нильшоток] 

&—Е@ФЖ# ( nil manifold) M=G/H Ба 2 
Пе ОЮК ОРИ g, 在 MM 上 之 作用 所 定义 的 流 : 
3 M (Eš fE qH 组 成 ， 则 在 诺 军 流 的 作用 下 ， 此 英和 集 
在 时 刻 成 为 g,gH 、 
вахи 

[1] Ашйагёег, L., Gmen, L. and Hahn, F., Flow оп 
homogencous spaces, Princeton Umi. Pres, 1963. 
Д.Н. Asocos ЁЁ 


{ 补 注 〗 一 个 远离 的 但 不 是 等 度 连续 的 紧 极 小 流 的 第 
一 个 例子 就 是 一 个 诺 零 流 { 见 运 离 动 力 系 统 (distal 
dynamical system); 等 度 连 续 性 ( equicontinuity)) . 

齐 民 友 详 


183388 [mil group; mtasrpynna ] 
满足 下 述 性 质 的 群 : 其 中 任意 两 个 元 宕 x 和 由 
关系 式 
0х, у]у}, 2 1y]=1 


ОЖЖ, AKO ЖЕЕ. ры 
[a,b]=a"'b''ab, 


而 定义 中 换 位 子 的 个 数 n ЖЕКА РОЇ х, y. 如 
果 对 十 群 中 所 有 的 x,y, п 都 有 界 的 话 ， 称 该 群 为 
Ере Ëš ( Engel штоцр). ЕАН Ф # (осаду пй. 
роет group ) #819217. 一般 地 ， 反 之 不 成 立 , 但 
在 一 些 附 加 的 假设 之 下 ， 钢 如 当 群 是 局 部 可 解 群 (loca- 
ly sebab group) 的 时 候 ， 反 之 也 成 立 , 
182838 ” 这 一 术语 间或 有 不 同 的 含义 ， 即 谱 夫 群 
是 一 ЕВНА ЯАР, 换言之 ， 它 们 
出 现在 群 的 某 个 次 正规 列 中 〔 见 群 的 正规 列 ( normal 
Series ) ) . 
#*x t 
[1] Курош, А. Г , Теория груш, 3 изд,, М,, 1967 
(Ф#Ж: A. Г.Ж, 0. Б. F. раан 
版 社 ，1987 1982). А. Л. Шмелькин 48 
{ 补 注 ] [Al] 中 证 明了 ， 存 在 非 局 部 宕 零 的 周期 Engel 
Т. 
参考 文献 
ГАП боой, E. 5., Оп nil-algebras and tmidoally finite 
pgmups, Trand, Ате. Mah. Soc., 48 (1965). 
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103 — 106. (Eu. Акай. Май SSSR Ser. Мш., 28 
(1964). 273 — 276.) E ай 石生 明 BE 


ЗНЯВ [mil ideal; нильалгебра | 
DRE SE RISE ВЛЕВО ОШ). AJ553588 
Е ( 91 В. (niipotent ckmenD) . К Ж 
ГЕ: СЛЕЗЕ. ТВ АН (largest 
пй еа). БЕЙИ (ой тайса) АГАТ СА: 
Јас (К) ƏN Вай ( R) > Prime Май (А). 
其 中 Jac(R) #л А Й) Jacobson #8 ( Jacobson radical) . 
而 Prime Кай (R) #75 R АЗЕ (prime гайкай, BJ R 
的 全 部 素 理想 的 交 ， 每 一 个 包含 都 可 能 是 真 的 . К 
是 交换 的 ， 则 Ni Кай (R)=Prime Rad(R) ， 素 根 也 
称 为 下 朝 零 根 {lowRr nil radical)， 而 谢 零 根 称 为 上 说 
=R (upper ni radical) , 
参考 文献 
ГАТ] Faith, C., Algebra, П. Ring theory, Springer, 1976. 
[A2] МеСоплей, J.C. and Robson, J. C. , Noncommutative 
noetbcrian rings, Wiley, 1987. 
ГАЗ] Rowen,L., Ring theory, 1 , Acad. Press, 1988. 
Жл ж АХ ж 


ЗЕТИ [пй manifold ; нинльмногообразне ] 
ЕЭЗ Пе? СОЛЕ РИЙ Lie Ж ( Lie group,nilpo- 
tent)) 的 紧 商 空间 . (然而 有 时 不 要 求 紧 性 ) 
参考 文献 
[1] Мальпев, A. И., & Изв. АН СССР, Сер, матем, 
13{1949),1.9— 32. Д.В.Аносов 4 
[ 补 注 】 ЯРАН (nil flow) 及 其 参考 文献 . 
下 而 基 在 各 种 应 用 中 都 相当 重要 的 齐 零 流 形 的 例 
+. ЖС ЕЁ ЖОН ИЕЛЕ НЕЙ) = ФЕ Heisenbcrg 群 
(Heisenberg group) N: I 


1 y z 
( 0 1 *) 
0 0 1 
BLR x, y, z 为 整数 时 的 上 述 形 状 的 矩阵 所 域 的 NN 的 离 
胡子 群 工 . 由 陪 集 Tn (ne N) 所 成 的 相应 商 空间 N P 
是 一 个 紧 谢 堆 流 形 ， 且 有 一 个 不 变 概率 测度 ， 它 在 调 
和 分 析 和 函数 理论 中 起 重要 作用 ， 


参考 文献 
АІ] Aslander, L., Lecture notes on nil-theta functions, 
Апег. Math .Soc., 1977. 齐 民 友 Ж 


JRP [mil ватї-пгопр; нилыюлугруппа ] 
АЛУЫН ЫЕ (semi-goup), Н ДФЧ ЛЖ 
ЖЛ ЛЕ ЕРЕ. ЗНАЕ UY ЖАНЕ EE 
( periodic ѕепу -group ) 中 最 重要 的 类 型 之 -: 它们 恰 
为 具有 叭 Ал ( 即 办 元 ) 的 周期 半 群 ， 局 部 短 堆 半 
群 (localy nilpotent semí- groups) ( 即 每 个 有 限 生 成 子 
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ДЕА ЖЕРЕ. ЖЖ ( nilpotent semi -group )) 
构成 小 一 些 的 类 ， 灶 于 每 个 n > 1 ， 存 在 满 时 等 式 x" 
= 0 但 卡 局 部 等 零 的 半 群 {例如 见 11], 第 8 章 第 4 
Ж). - 个 有 限 齐 零 半 群 是 宪 替 的 ， 而 局 部 客 零 半 群 的 
Зона ( 见 局 部 有 限 半 群 
【locally finite semi -group )). 具有 升 堆 化 子 序列 的 半 群 
(semi -groups with an ascending anmhiator seres) 构 
成 一 个 更 小 的 类 . ЗЕ S ДА НМЕ), т 
果 它 有 一 个 增加 的 理惠 序列 ( m EBE AUB В У] (idcal 
series ) )， 满 足 对 任意 祖 邻 的 两 项 A,，A,,， 有 


SA, U A, S SA,. 


—Л11НЖБИНҢИЯЖ ЖЕТИ, ЧАЧЕ 
个 增加 的 理想 序列 ， 其 中 每 个 因子 皆 为 有 限 . 每 个 具 
有 升 零 化 子 序列 的 半 祥 都 有 一 个 由 其 不 可 分 解 元 组 成 
的 唯一 的 不 可 约 生成 集 、 任 一 局 部 圭 零 半 群 有 可 能 与 
其 六 方 相等 . 许多 有 限 性 条 件 ( 见 带 有 限 性 条 件 的 半 
Е (semi -groups with a finiteness condition)) 加 到 半 
群 上 之 后 ， 可 以 推出 沪 半 群 古 有 限 的 ， 例 如， 关于 理 
想 的 极 小 条 件 ， 或 者 关于 右 (或 左 ) 理想 的 极 大 条 件 
КЛА Б ЖЕЕ ж. ууч 
的 ， 则 5 也 基 有 限 的 ， 
参考 文献 
[1] Jacobson, N., Structure of rings, Amer. Math. Soc.. 
1956 
[2] Шеврин, Л. Н.. 
367 — 386 
[3] Шеарш, Л. H.. 
43-480. 
Л.Н.Шэрн # 于 Ж ПЕЙ HB 


«Матем. сб.), 53 (1961), 3, 


& Матем. сб. У, 55 (1961), А, 


ЖЕРРИ [ rilpotent algebra ; нильпотевтная алгебра] 
存在 自然 数 h， 使 得 其 中 任意 4 个 元 吉之 积 均 为 
零 的 代数 . 如 果 有 一 1 UR BZ, Дн 为 该 
ЖООШ ЖЕНИ (idex of nilpotency) 、 
жй: жек Е Ере 
ft. ЕСГ НАЯ, ШВ— 
ЛЕСЕ kukaa. 
3210382848 F| ДИН ЖЕНИ. 在 
一 个 结合 代数 中 ( 见 结合 环 与 结合 代数 (axociative rings 
and ajgsbras))， 有 限 个 车 堆 理想 (nilpotent ideal) 之 和 
为 老夫 理想 ， 而 任意 多 个 黎 堆 理想 之 和 一 般 只 是 局 部 
жо. 特征 0 的 域 上 有 由 千夫 元 级 成 基 的 有 限 维 代 
ОРФО. Е АНЕ 4 次 多 项 式 恒等式 ， 
ЕРЕ 38 28 T 39 R + £ T E @ 28 ka p 
和 . Wiz 038 ЕВ 86 е А (Lie algzrba) 的 导出 代 
ЫЕЕЕ. 与 其 正规 化 于 (Cartan 子 代数 (Cartan sub- 


algebras)) 一 致 的 每 符 子 代数 在 有 限 维 单 Le 代数 分 类 
中 起 着 模 重 要 的 作用 . 38 Lie 代数 有 外 自 夸 构 . 带 
3 IH 1E IIJ Е E] Ж, { 即 无 化 零 的 加 定点} 的 Lie 代数 是 
нт. 
参考 文献 
[1] Jacobson. N., Structure of nngs, Amer. Ма Soc .1956. 
[2] Jacobson, М. Lie alacbras, Interscience, 1962 РЙ: N. 
ТЭИ, Ф{Ой. ЕНСЕ. 1964). 
[3] Albert. А. À .. Stmeture of algebras. Amer. Math $ос., 
1939{ 中 详 本 : А.А. ШЖ. ТИТО. FVS b IK 
її, 1963). 
[41 Jacobson, N., А note on automorphisms and derivations 
of Lic algebras, Рос. Ате. Math. Soc .,6(1955), 2, 281— 
283 
15] Higman, С., Groups апі rings having automorphisms 
without лап - trivial fixod elements, J. London Маай. Soc. 
32(1957),3,301—3М4. В.Н. Латышев ® 
[32] 
参考 文献 
1B1] 谢 厚 杰 ， 抽 条 代数 学 ， 上海 科 学 技术 出 版 社 ，1982 . 
[B2] 刘 绍 学 ， 环 与 代数 ， 科 学 出 版 全，1983 ， 
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个 凤 文 а 


窒 零 元 [nilpotent детет ; нильпотентный элемент] 
环 或 有 和 零 半 群 4 中 对 于 某 个 自然 数 n 满足 m=0 

的 元 素 а. 使 得 等 式 成 立 的 最 小 的 4 称 为 4 的 军 零 指数 

(niipotency index) . 例如 ， 当 рН, Й Pr 

АИР. РААН А н ЖЕ; 在 

Ж K E) 22 Жир, Б 


四 


昆 指数 为 2 的 党 零 元 ; 在 群 代 数 F[G] 中 ， 元 素 1 一 5 
ЖКУ РЕЖ Жл, JOE F, p QM. Сана 
成 的 了 阶 循环 群 、 

ПЖ а ЖАНУ пжл. ШЙ 


1={1-а@)(1+а+=+а7!). 


в-а) 4 中 可 着 元 ， 其 道 可 写成 = 的 多 项 式 ， 

НЕТА, ЖЖ ЖЕМ, ЖН НЕН 
于 该 环 的 所 有 案 理 想 中 . 所 有 基地 元 构成 一 个 理想 
J, ОНР (nil айе); 它 与 4 的 所 有 府 
现 起 的 交 一 至 . нАто ТШТУ. 

视 交换 环 4 为 空间 Spec A (4 的 谱 ， 风 还 的 谱 
(spectrum of a ring) ) 上 的 函数 环 ， 睾 零 元 对 应 于 便 为 
тай. 然而 ， 考 察 寡 守 元 在 代数 几何 中 常常 是 有 
用 的 ， 因 为 它 能 够 使 分 析 和 微分 几何 (无 穷 小 小 变革 
УЛА НВА ЧИ ЧО. 


参考 文献 

[11 Lang,S , Аорта, Addison- Wesley. 1974. 

[2] Herstein, [., Noncommutative rings, Math, Азоо. Алег. 
1968. 

[3] Шафаревич, HP..Ocnoaa алгебраической геометрии. 
M., 1072 (ЭЁ Ж. һай, I.R, Вайс algebraic ge- 
ometry , Spnnger, 1977). Л.В.Кузьмин {% 

【 补 注 】 ВУК аж 的 (strongly nil- 
potent) ， 如 果 每 个 序列 а=а„, ш, 归 为 零 ， 其 
中 gn ба Ка,. Е, КЕТА. 
Ж КЇ ЖА (prime тайса). ЦЕГ #908 036, ета 
АА. C E — 1839388 (nil ideal) 
参考 文献 

{ А11] McConncll, J. С. and Robson, J.C., Noncommutatiw 

Nocthenan rings, Wiley, 1987, 802. 

【译注 
参考 文献 

1B1] 谢 邦 杰 ， 抽 蒙 信 数学 ， 上 海 科 学 歧 术 出 版 社 ，1982 . 

[B2] 刘 绍 学， 环 与 代数 ， 科 学 出 版 社 ，1983 . 

Иле БАХ Ж 


寡 零 群 [nilpotent group; нильпотентная групла } 
共有 正规 列 (norma) series) 


G=A 2 4.2: PA. = (1) 


Ий, ДЕРТИ А, / А, 包含 在 G/ 4,.， 的 中 
心里 ( 即 所 谓 中 心 列 {central seriss)). 383003 ӨШ 
中 心 关 的 长 度 称 为 它 的 类 (class ){ s # E 3E ( degree 
of пйройепсу)). РБ, 7 (Е ) 中 心 列 ( qia 
列 (subgroup series )) 终止 于 平凡 群 【《 群 本 身 )， 且 其 
长 度 等 于 群 的 宏 堆 类 . 

ВЕ p ВЕ (BDE p' 的 群 ， 这 里 p 
是 素数 ) 的 直 积 . 任意 宕 零 群 中 有 限 阶 元 素 全 体 构成 一 
ЛТ. ЖЕЕ ВЕ. ЖЮ ЖЛЕ 
ш Кри ЕЖЖЕ Р 1 的 整 三 角 隆 构成 的 群 或 其 
子 群 .对 任意 索 数 p， 有 限 生成 无 挤 敌 零 群 可 被 一 个 有 
рН, ДЕЛСЕ ВЕ ЕЕРЕЕ (polycyclic 
Broup )， 进 一 步 地 ， 它 们 具有 因子 循环 的 中 心 列 . 

所 有 类 不 超过 c 的 震 等 群 构成 一 个 化 ( 见 群 的 
Ж (variety of groups )), ШАРЌ 


ИШ, Ја] 
Ж Х. ЕНА Н ИЛЕУ BI li BEET (free nilpotent 


groups). ЖТР ЕВЕ СКОП BSSESERE (о - 
caly nilpotent group ) . 


参考 文献 
[i] Курош, А. Г., Теория груш. 3 изд., М., 1967 
《中 详 本 : A, 全. 库 洛 什 ， 群 论 ， 上 ， 下 ， 高 等 教育 
出 版 社 ，1987 ，1982 )， 
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[2] Каргаполов, М. И., Мерзляков, Ю. И., Основы 
теории групп, 2 изд, М., 1977 ( ЖЖ: Катдаро- 
Јоу, М. І. and Merdyakov, Үш. 1., Fundamentals of 
The theory of groups, Springer, 1979). 
А. Л. Шмелькин {% 
[ 补 注 】 令 G 为 一 群 ，R 为 群 中 元 隶 或 者 元 素 的 集合 
之 间 满 足 的 某 个 关系 ( 或 者 宽广 泛 些 ， 一 个 谓词 ). 
例如 ， 可 以 是 相等 关系 ， 亦 可 是 关 宗 “元 索 9 属于 子 
ЕНГ. ЗОЯНЫН ЕО НИЖ. 6 е 为 
一 个 群 类 ， 称 群 G 为 关于 关系 R 可 由 е 中 的 群 可 过 
近 的 {approximable )， 如 果 只 要 在 G 中 《元 党 之 问 、 
子 集 之 问 ， 或 者 元 素 与 子 集 之 间 ) 关系 R 不 成 立 ， 就 
存在 G 到 w 中 某 个 群 的 同 态 ， 使 得 关系 R 在 相应 的 
同 态 你 之 问 也 不 成 立 ， 换 童 之 ， 同 态 G — C, Сеи 
足以 检测 元 素 (或 者 子 集 ) 是 否 为 R 不 同 的 ， 
当 关系 R 为 等 式 时 ， 简 单 地 称 G 为 可 由 Y 中 的 
群 逼近 . 
关于 可 通 近 性 亦 见 剩余 有 限 群 (residually -finite 
group). 
[译注 ] 
参考 文献 
[ВІ] #93, ЭЕ], БЯ. ЖЗ АЕ, 1987. 
工 杰 ШЕЙ 


ЕТЕНЕ 18 [ nilpotent ideal ; нилызотентный идеал} 

环 或 有 替 半 群 4 中 对 某 自然 数 4 满足 M"= 10). 
ИМНЕ 1 个 元 蒜 之 积 均 为 零 的 单 边 或 双边 理想 ， 
й, ра ЖЧ, Ж рр, 
ф, ТИЖАН, #1 ЖН ЕЕ. # p 元 域 
上 有限 p 群 6 的 群 环 ,[G] 中 , 形 如 c-1tceG) 的 
ЛЕЛЯ ЫЕЕЕ 
т. ВЕНЕР В — Е 、 

ЕВА А0, АРЕНЕ 
都 还 是 诺 零 理想 ,而 且 含 于 环 的 Jacobson 根 (Jacobson 
Tadical) 中 . 在 Artn 环 中 Jacobson ЖРМ, К 
释 零 理想 与 详 零 理想 的 概念 是 一 致 的 . 后 一 性 质 在 
Noether 环 (Noetherian ring) 中 亦 成 立 . 在 左 (或 右 ) 
Noether 环 中 ， 每 个 左 ( 右 ) 放 等 理想 都 是 午 零 的 . 

ее ра НЕ, ПіН 
ЗВЕР, Е T ARM , 此 种 情 
ИЕ АГРА ВТЕ n ЩТ 
有 自然 数 . Ли, Е — 7 (nilpotent cle- 
ment)a 都 含 于 某 个 千夫 理想 ， 比 如 由 a 生成 的 主 理想 
(principal ideal) Р. 在 非 交 换 环 中 ， 可 能 有 敌 零 元 不 
食 于 任 一 硫 零 理想 (甚至 不 合 于 任 一 说 合理 想 ) 中 . {Н 
如 ， 域 上 的 全 螺 环 有 震 零 元 ， 特 别 地 ， 有 上 边 提 到 的 
守 零 矩阵 ， 其 仅 有 的 非 办 元 均 在 主 对 角 线 的 上 方 ， 但 
ИШТА, ЕЛЕЕ ЖЕНИШ. 
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在 有 限 维 Lie 代 数 (Lie algebra) G i Ж 8 Х Ж ЖЯ 
想 ， 它 由 下 述 xsG 组 成 : 此 使 得 自 同 态 了 -~ [х,у] 
(y#G) ЖЖ ЕИ. 
参考 文献 
+[1] Lang, 5., Algebra , Addison - Wesley. 1974. 
12] Jacobson, N., Structure of rings, Amer.Math.Soc .，1956 . 
[3] Faith, C., Algebra: rings, module ane categorics 1, 


Springer, 1973. 
[4] Herstein, 1., Noncommutative rings, Math. Assoc. Amer., 
198. 


[5] Bourbaki, N.. Flements of mathematics, Lie groups and 
Lie algebras , Addison- Wesley. 1925 ( ЖЕЕ). 
Л.В.Куљмин # 
【译注 】 
参考 文献 
[Bi] 谢 邦 杰 ， 抽 象 代数 学 ， 上 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1982 
[B2] 剂 绍 学 ， 环 与 代数 ， 科 学 出 版 社 ，1983 ， 
Ул ж 牛 风 文 Ж 


ЖЖ: B£ [ nilpotent semi -group ; нильпотептная полуг- 
рупа] 
ЯЗ 36 BJ Е (semi -group )S$， 且 存在 н 使 得 
=0. 这 等 价 于 5 中 的 恒等式 


тх уу, 


对 于 给 定 的 半 群 ， 满 足 上 述 性 质 的 最 小 的 n Е 
级 (step of nilpotency) 或 等 零 美 (cs of nilpotency). 
M S2=0, HJ S 称 为 共有 零 习 法 的 半 群 (semi-group 
with zero multipiication)” 定 列 关于 半 疾 5 的 条 件 等 价 : 
ОЗ; 2) 8 有 一 个 有 限 零 化 子 序列 ( 即 一 个 有 
限 长 度 的 升 零 化 子 序列 , 见 吝 零 半 群 (nil semi-group)); 
3) 存 在 上 使 得 5 的 每 个 子 半 碍 都 可 作为 一 个 长 度 < k 
БЕ Б ЕЗ, ЖА 
更 为 广泛 的 概念 是 Мальцев 意义 下 的 等 零 站 群 
《[2])， 读 名 称 指 这 样 的 半 群 ， 对 于 某 个 n， 它 满足 全 
等 式 
X, = Y,, 

其 中 字 X, 和 Y, 归纳 地 定义 如 下 : X, = x, Y, = y 
这 里 x, y 
和 и, с, и, 全 是 变量 ， 一 个 群 是 Малыев 意义 下 
的 宕 堆 半 群 ， 当 且 仅 当 它 在 通常 群 论 意义 下 是 短 零 的 
( 见 室 零 群 (nilpotent group )) ， 而 恒等式 Х,= Y, 等 
价 于 这 样 的 事实 : 该 群 的 等 零 类 Sa. WE X = 
Y, 的 消去 半 群 可 媒人 到 一 个 满足 同样 等 式 的 群 中 . 
参考 文献 

[1] Лапин, В. С., Полугрушы, M., 1900 (ЖЖЖ. 15- 

аріп, E. 5., Sernigroups , Атег. Math. Ѕос., 1974) 
[2] Мальцев, А. И., «Уз, зап. Ивановского гос. пед 
ин-та), 401993), 107 ~ Ш. 


[3] Шеврин, Л. Н., < Матем, c6.». 53 (1961), 3 
367 — 380 

14] Шеврин Л. Н.. 
253 — 2%. 


Л.Н. Шеврин # Е ЖЖ 石生 明 Е 


«Матем сб.5. @ (1963), 2, 


Л.В [ліпе - point сібе; девяти точек окружность |, 
Euler jË] ( Euler сисе) 

一 个 贺 ， 过 三 角形 的 三 条 边 的 中 点 、 三 条 高 线 的 
垂 足 ， 以 及 三 角形 的 重心 与 三 个 顶点 的 连 线 的 中 点 . 
它 的 半径 等 于 三 角形 的 外 接 克 
ЖЕЛДИ БЕ: py El 
тай ятито. T 是 O 是 外 接 图 的 图 
їз, ЕЖЛАШИЙ О. ЖЕ. ЖОН, T.O, E 
于 一 条 直线 上 (Euer 直线 (Eukr Ше)). FE ж 
HO 的 中 点 ， 点 对 H, T 滑 和 分 割 点 对 O, E 


г) 


参考 文献 
[1) Зетель, С. H... 
2 изд., М.. 1962. 
[2] Перепелкин, Д. И., Курс элементарной геомет- 
рин, ч.1, М.-Л., 1948. В, Т, Базылев j 
[ 补 注 】 力 点 加 有 时 称 为 Feuerbach BJ (Feuerbach cir- 
де). айз = ЖЮ їй РЕ 
这 一 事实 称 为 Feuerbach 定理 ( Feuerbach theorem ) _ 
更 一 般 地 ， 还 有 А ЕРИП ( ргојесіче 
bae) {а, Б, с, 4} (给 定 坐标 系 ) ИЮЛИ 
Ш £ (ise -point соп) 和 上 Еа 


Новая тесметрия треугольника, 


point сопіс), 见 [A2], 16. 
参考 文献 
ГАІ] Coxeter, Н. S. M., Introduction to geometry, 
Wiley , 1961 
[А?] Верт, М., Geometry, 1—П, Springer, 1987 
(中 译本 : M. 贝尔 热 ， 几 何 ， 第 一 、 二 着 ， 科 学 


出 版 杜 ，1987 1989). 
[АЗ] Veblen, О. and Young, J. W .. Projective geometry , 
П, Blasddi, 1946. 杜 小 杨 详 


结 点 [node ;yamoaag точка] 

1) 曲线 的 自 交 点 . 对 于 用 参数 方式 给 出 的 曲线 ， 
结 点 对 应 于 两 个 以 上 的 参数 值 . 例如 ， 坐 标 原点 是 曲 
线 p= asin Зр 的 结 点 . 


СМЕТ “曲线 的 结 点 ”的 委 考 书 基 | А1]. 
参考 文献 
[A11 Coolidge, 1.. 
1959. 


2) 结 点 是 二 阶 党 微分 方程 
х= f(x),x= (xx. )fiGC К = R° (+) 


Algebraic plane cunes, Dover, терїї, 


的 自 守 系统 的 轨 线 分 布 的 一 种 类 型 , 其 中 fe C (G), 
6 是 滞留 点 x。 的 邻 域内 唯一 性 的 区 域 . 这 种 类 型 用 下 
述 方式 来 表征 .存在 x, 的 一 个 邻 城 U 使 得 对 于 系统 的 
所 有 从 ОХ (хь) 出 发 的 航线 ， 仙 半 轨 线 在 时 间 的 进程 
中 离开 任意 一 个 紧 搞 Ус, БЕК да T. Nt 
хо 而 不 离开 U, DL x, 为 终端 且 沿 着 完全 确定 的 方向 
和 触及 这 一 点， 或 者 反 过 来 点 x 本 身 也 称 为 结 点 
(node , nodal point ) 或 基点 《basis point). 
结 点 或 是 在 Ляпунов S£ { M, Ляпунов 稳定 性 
(Lyapunov stability )) 下 渐 近 稳定 的 ， 或 是 全 不 稳定 的 
(对 于 + > 一 和 是 渐 近 稳定 前 ) ， 结 点 的 Poincare 
指标 ( Poincaré index ) 是 1 (ЖЕУ (singular рой) ) , 
对 十 有 非 党 组 隆 4 一 六 (xu) 的 С' 3988389 (А) (е 
C'(G)), TUE АШИ д, д. 是 实 的 、 县 满 是 条 掉 
АА >®,А, А, ЁЁ лї 若是 结 点 ， 当 1 2 0,4,= 
Ож, д0 B xÚ t о. fE 
L = 40 有时， 如 果 ЕС (С), х, 将 是 结 点 ; 当 这 
个 条 件 不 满 是 时 ， 它 可 能 变 成 焦点 (focus). 在 上 面 所 
列 的 任何 情形 ， 系 统 的 思 线 趋 于 结 点 <, БШ 
А 的 特征 向 是 定义 的 确定 的 方向 触及 它 ， 如果 
0 ТАТА, 存在 四 个 这 样 的 方向 (如 果 正 对 着 的 
相反 方向 看 作 姑 不 同 的 )， 系 统 的 两 条 轨 线 沿 着 对 应 
于 特征 值 л, 的 方向 触及 х, 同时 另 两 条 轨 续 沿 着 对 应 
于 特征 们 和 的 方向 船 及 xf 图 1) 它们 是 正常 结 点 
(ordinary node). 如果 л, = ¿,, Ж] À fE x, 的 特征 方向 
或 者 及 有 两 个 下 相反 的 方向 (此 时 ， 结 点 是 退化 的 
(degenerate), 见 图 2), 或 客 取 所 有 的 方向 ， 在 最 后 这 各 


| " , 
图 1 图 2 图 3 
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情形 ， 在 条 件 feEC?(G》 下 ， 每 一 个 方向 与 系统 的 
唯一 的 НЕ x 根 切 ， 这 样 的 结 点 称 为 是 双 临 
界 的 (dicntical》{ 图 3). 

”如果 系统 《+) ЖИНИ СЛ) = 4(x 一 xo), 其 中 
A 是 一 个 周 定 的 逢 阵 )， 则 х, 只 在 А 的 特征 值 是 实 
В. НДА, > ОВА. 性 意 一 条 射线 x = x, +ps 
(Lp 是 4 的 一 个 特征 向 最 ，s 关 0 是 参数 ) 是 它 的 一 条 
雪线 线性 系统 的 正常 结 点 ， 退 化 结 点 ， 临 界 结 点 如 
图 4, 5,6 ИРЖ. ЖЕЛЕ ЖЕЛИНИНЕ, БЕГЕН 
的 雪线 是 抛物 线 x2= cla севу {0} 的 仿 射 


类 中 


Б: 
术 诸 “ 结 点 " 23 的 形 如 (ж) 的 系统 的 
洁 导 点 ， 此 时 在 该 点 的 邻 域内 轨 线 有 类 似 的 性 态 . 
作为 参考 可 看 微分 方程 的 奇 点 (singular point ). 
А. Ф. Андреев #8 


【 补 注 ] 
参考 文献 
[Al] Lefshetz, S., Differential equations; geometric theory , 
Dow, eprint . 1977, Sect, 区 .2 
[A2] BirkhoT. G and Rota, G. .- C... Ordinary differential 
equations ‚ Ginn & Co., 192. Sot. VI. 8 
【译注 了 
参考 文献 
[1B1] 丁 同 仁 ， 李 险 治 ， 常 微分 方程 教程 ,高 等 教育 出 版 
社 ，1991 .北京 ， 第 八 音 33 Ит 译 


JNoether Pnriqmes 定理 [ Noether-Enriques theorem ; HaTepa- 
'Энрнкеса теорема], 典范 次 线 的 

ЗЕТЕ Й 8 ( canonical curve ) 的 射影 正规 性 以 及 
它们 可 用 二 次 方程 定义 的 定理 . 

В X Pr! 是 代数 闭 域 k F 548 ¿> 3 的 光滑 
典范 { 非 超 烽 圆 ) 出线 ， 设 J. IK [xx ] Ë 
ARA T Pr ”内 的 ХВОРА. Моего 
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定理 (有 了 时 称 为 NoetherEnriquesPetri 定理 ( Моећег- 
Euriques-Petri theorem )) 断言 : 

1)X Ж Pr ! 内 射影 正规 ; 

2) 如 果 9g=3,. 则 天 是 4 次 平面 由 线 ， 日 当 д2 4 
时 ， 分 次 理想 fx 由 2 次 和 3 次 分 量 生 成 ( R ДАЯ X 
是 Pr ' 内 通过 XX 的 二 次 与 云 次 趋 曲 面 的 交 ); 

3)1, 总 是 由 2 次 分 贡生 成 ， 除 云 4) 当 久 是 三 角 曲 
ЗШ. ХНТ ЕЯ оу; BQ b) X 的 
亏 格 是 6 ША X 阿 构 于 5 次 平面 曲线 ; 

4) 在 例外 情形 a) 和 bj 里， 通过 X 的 二 次 超 则 面 
交 成 一 个 曲面 F . 在 情形 a), FE P-! 里 的 9 一 2 次 
ЗНАНА, 025,00 gy 在 XX 上 截 出 由 下 上 
的 直线 构成 的 线性 系 . 而 当 g = 4 对 ， 则 是 PI 里 的 
一 个 二 次 曲面 { 可 以 是 一 个 锥 面 ); 在 情形 Б), F 是 
Р 里 的 Veronese ШШ У. 

这 个 定理 〈 以 一 种 略 有 不 同 的 代数 形式 ) 是 由 М. 
Noether 在 [1] зл: 一 种 几何 的 表述 法 是 下 下 . 
Enriques 给 出 的 (关于 他 的 结果 ， 见 [2]; 现代 的 表述 
参见 [31,[4]; 推广 可 见 [5]). 
参考 文献 

[1] Noether, M ., Ueber invariante Darstellcng algebraischer 
Funktionnen , Math. Аав. 17 (1880), 262—284 

[2] Babbage, D. W... A note оп the quadrics through а 
canonical cure , /. London Мий, Soc ,, 14 (1939), 4, 
эю—з14. 

[3] SantDonat,B ., On Petri's analysis of the linear system 
of quadris througb а canonial cuve, Май. Ann... 206 
(1973), 157—175. 

[41 Шокурев ,B .В., € Матем .c6.». 86С1971), 367—408 

[5] Абат, Е. and Sernsi,E ,Petis approach to the 
study of the :deal associated to а special divisor, Jnoent 
Math .. 499 ( 1978), 99-119. В А. Исковских 所 

【 补 注 】 光 清 曲线 C < Рё! Яу КЕЎ ( k-normal), 
Ж k TK BE l ШОН 22 € # Я (linear system) 
с) 的话 1 和 他 和 为人 Clearonmma) 


ЕЕ (projecively normal). 见 [0] p. ат 
КЕЛЕА 以 得 到 更 多 细节 和 结果 . 
和 参考 文献 
ГАІ] Griffiths, P .and Hamis, Ј., Principles of algebraic geo- 
mety , Wiley , 1978 
[A2] Arbarello , E ., Comaiba ,M ., Griffiths ‚Р. A .and На- 
1., Geometry of algebmic curves, 1, Springer, 
1984. 陈 志 杰 W 


Noether 问题 [Noether problem; Нетер проблема] 

有 更 西数 域 上 的 一 个 有 限 自 同 构 群 的 不 恋 子 域 的 
有 理性 问题 ， 确 切 地 说 ， 设 КОХ, ох) 为 系数 
在 有 理 数 域 Q 中 的 n 个 变 元 的 有 理 函 数组 成 的 域 ， 


ИТК 基 Q 的 -个 越 越 次 数 为 n 的 纯 超越 扩张 { tran- 
soendental extension ). 设 G 是 一 个 有 限 群 (finite group ), 
它 在 K 上 的 作用 是 通过 对 变 元 x,，…,%, 的 野 换 得 
到 乓 的 自 同 构 ， 现 在 的 局 题 基 : 由 K 的 所 有 被 G Bl 
定 的 元 索 所 构成 的 了 域 К", Ж ЬЕ - 人 系数 在 О 
中 的 n 个 (另外 的 ) 变 元 的 有 埋 画 数 域 . 这 个 问题 是 
E. Noether 提出 来 的 ([1])， 它 与 Сао ЕЖЕЛП 
ЖЖ ( W. Galois зона ( Galois theory , inverse 
probem of )) . 如 果 Noether 问题 的 国 答 是 肯定 的 、 就 能 
构造 有 理 数 域 Q КЕРА Ж ЖР IR EE АО Саюз 扩张 
(Galog extension) ( 1, [5]). 该 问题 与 Lixoth 问题 
(Lüroth ргобет ) № АЯЗ. 
— #00, Nocther 问题 的 回答 是 否定 的 . [2] 中 构 
造 了 第 一 个 非 有 理 域 К° 的 例子 . 在 这 个 例子 中 ，G 由 
变 元 的 一 个 循环 扯 锅 所 生成 . 在 [3] 中 证 明了 : [2] 中 
所 找到 的 使 K* 为 有 理 的 必要 条 件 也 是 公分 的 、 当 G 
为 Ара Ви, КУ 的 有 理性 问题 与 代数 环 画 理论 密切 
相关 ( 见 代数 环 面 (algebraic tons ))( 见 [4]). 
Noether 问题 经 常 被 描述 为 更 一 般 的 形式 ， 这 时 原 
来 的 域 Q 用 任意 一 个 域 上 所 代替. у к 为 代数 闭 域 
及 6 为 Abel 群 时 ， 这 个 问题 有 肯定 的 回答 . 
参考 文献 
[1] Noether, Е., Gieichungen mit vorgeschriebener Gruppe , 
Май. Am., 78 (1917 — 1018), 221 — 229. 
[2] Swan, К.С ., Invariant rational functions and а problem 
of Stecnrod , tment. Math ., 7 ( 1969), 2, 148 — 158. 
13] Воскресенский, В.Е., & Изв. АН СССР. Сер. ма- 
тем, 35 ( 1971), 1037. 
14] Воскресенский, В.Е., Алгебраический торы, М., 
1077 
[5] Чеботарев, Н, Г., Теория Галуа, М.Я. 1936. 18 
— 32 HM- В.Л. Попов 所 
[ 补 注 】 对 任意 及 有 限 Abel 群 如 ， 有 一 个 判断 К 
的 有 香 性 的 充分 必要 条 件 ( 见 [A1]): 例如 。 若 k= 
Q, сж ЗИ, Д K° 不 是 有 理 的 . 
+ k=C, 第 一 个 使 КЕ с 是 由 
D. J. Saitman ([A2] ) 构造 的 . 他 证 明了 对 每 个 案 数 
р, ЖЕЙ ре 的 这 样 一 个 群 . 
参考 文献 
[ А1] Lentstra, H. W., J)r., Rational functions invariant 
ner а finite abclian group , шене. Math. , 25(1974), 
299 — 325. 
[А2] Saltman, D. 了 , Noether's problem over ап alpebrai- 
ally closed field, теш. Math. , 72 ( 1984), 71—84 
фи Ж ВИЖ 


Noether 定理 [Noether theorem ; Нётер теорема] 
]) Моећег 第 一 定理 ( Noether first theorem) 建立 
ТКТ 88: 


доо) фосид, н, (0) 


BJ АЛУ] ЖЕТЕ 35 38 КЕЙ) Ешег -Lagrange 方程 


dp 
Bu ou ах ди, 
的 守恒 律 之 间 的 关系 1 


B. u(x)=(w! (х), 7 
ФИ Ж. и. = (010х7)(и(х) ЕЕ, L — + 
函数 ( 称 为 Lagrange 函数 ) . Fuler -Lagrange 方程 给 出 
了 4 的 极 从 的 必要 条 件 . 具体 说 来 、 对 于 无 穷 小 对 称 
性 Z， 亦 即 对 于 生成 一 个 保持 4 不 变 的 单 参数 变换 群 
ШО: 18 

2= 00) Br 0 коч) бс. 

ёи 


必 相 应 有 一 守恒 律 


ичи, ge ТА 
(这 里 前 符号 “表示 咯 去 湾 因 子 )， 即 wz 是 一 个 售 
u (9 的 (na 一 形式 、 而 当 u (x) 满足 Euler -Lagnnge 
за, бай. 

ЖЕФ, п=4, х ЕА, А 
为 代用， 而 u(x) 称 为 场 . НЕН Е КИ 
ut x)， 相 应 有 物理 上 可 实现 的 引 具 已 给 Lagrange ШЖ 
08. 车 此 场 在 上 D 的 边界 上 为 举 ， 则 由 Stokes 定理 ， 
守恒 律 ЕЕ D 门 { xc } 上 的 积分 不 依 挤 于 < 的 
选取 ， 特 别 地 ， 若 x' 是 时 间 坐 闲 ， 则 此 积分 给 出 一 个 
不 随时 间 变 化 的 量 ( 守 民 律 (conservation law] 一 词 即 
出 此 而 来 ). 

不 同 的 物理 场 的 Lagrange 函数 在 平行 移动 和 
Lorentz 变换 下 的 不 变性 (这 是 Minkowski 时 - 空 的 齐 
性 与 各 向 癌 性 的 铺 果 )， 仙 Noether 定理 ， 可 得 到 场 的 能 
а-да чаан, мааа) 
ЕЕ, ДЕННА. ЕНЕ а 
在 规范 变换 下 的 不 变性 引导 到 电荷 守恒 律 . 类 亿 地 ， 
茶汤 的 Lagrange 西数 在 规范 变换 下 的 不 变性 导出 各 种 
荷 的 守恒 律 . 

在 经 典 力学 中 ，n= |， 而 坐标 x' 解释 为 时 间 . Ж 
Lagrange Fñ $£ ЖЕ $ х, ШЖ 0/0 是 一 个 对 


Жк. ТЇ Nocther 定 理 纵 出 能 量 守 便 律 . 若 一 力学 系统 可 “ 


用 茶 Riemana 度量 下 的 测 地 运动 来 描述 ， 则 相应 的 作 
用 泛 函 的 对 称 性 是 Killing 向 量 (更 一 般 地 则 是 Killing 
КВР). 在 这 个 情况 下 ，Nocther 定理 所 提供 的 守恒 
律 在 几何 上 表示 ; Killing 向 量 场 在 测 地 线 方向 的 投影 的 
大 小 沿 测 地 线 不 变 . Koether 定理 用 现代 的 纤维 从 语言 的 
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一 般 表述 如 下 : Ф л: E -~ M P n ОР M 上 的 向 量 
М. МЕН ЖЯ п Ж Ж weA"{M), Ф n,: 
J E -= МЕН л ИА КЕТУ Dr Py Bl А 26 x: j: 
МКА o= dx A C A ах WL x us Е 
的 局 部 坐标 ， 则 J'E 中 有 局 部 坐标 x’, uw*,u?， 这 里 
4 二 (1,…,&r) 是 一 个 重 指标 而 jx|=&1+… о, К. л 
Ж их) А ИЗ ЈЕ а(х) Бн НА 


а а N=, 
ae" 2) (Z=) u" (xo). 


光滑 函数 二 :JE > R EE Е л, ИЖ 
ËL s x (对 应 于 数 


А(в)= { Liíx,u(x),u,, (x)) ө. 


жай ОАР) а u(x) 适合 
Euler - Lagrange 方程 
= y (р. дЬ 


ЕШ ш, 


=0, 


z(a, э} 
ШЕН 


{4\0 4 \= 

ае 4х\ 4х" 

是 全 导数 . KW Н Н. ШЕЕ ШЕЕ 
向 量 场 


= x. д А д2 
ZX (У-у fU" (xu) уг. 
Ж АЮ ЖАД И. ШШ HE Гарапдеп 形式 Le 
АРЕ ЖЖ ЛО (P ДЖЕ ШКЕ БЕЛ) Е 
的 Ше 导数 为 零 : 

Ztb(Lo)=0. 

对 了 Li 导数， 以 下 的 基本 的 Noether 公 式 (Nocther for- 
mula) 成 立 ; 


Z (Lap= 3 65 ы. 


би" dx 
其 中 
Ur=U us X'. J'SLXi+F!, 
天 ' 是 某 -- 个 依赖 于 可 "、 工 及 其 导数 的 向 量 场 的 分 


E . 特别 地 ， 当 k=1 时 ，Fi 二 UU“ (02/001. ж 2а 
无 穷 小 对 称 ， 则 

Te $L ' 

t 新 -去 7. 
也 就 是 说 ，Lagrange 函数 工 的 变 分 导数 5L/5u "的 某 线 
性 组 合 是 向 量 场 /=Ji316x 的 散 度 . Е. Noether 就 是 
用 这 样 的 形式 表述 她 的 第 一 定理 的 ，J 的 散 度 (一 个 所 
谓 的 Noether 22 ў (Nocther cument))， 在 作用 泛 函 的 
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ЖШШЕ, ПУН PE (n— 13 
жй (EE h J S o fE ШАН). 
te 

Noather 定 埋 有 一 此 重要 前 推广 ( 见 [5] —17]). 
它们] 都 是 基于 匹 穷 小 对 称 概念 的 扩充 . 代替 5 上 相应 
于 单 参数 变换 群 的 向 量 场 ， 可 以 考虑 КОМАШ 
于 截面 U(x) ПЕЕВ НЕ. 这 种 场 了 不 
рле а НОВАЕ: 然而 可 以 用 纯 梓 代数 的 手段 对 它 
们 定义 Lie 导数 锡 概 念 . 如 果 Lagrange 形式 的 Lie 9 38: 
ЖЮ Y ЙЫ E At (可 能 需 将 Lagrange 形式 限制 到 
和 用 泛 函 的 极 值 函数 上 去 )， 这 个 场 了 就 称 为 一 个 代数 
ЭБЕ ( algebraic infinitesimal symnxtry) ,推广 的 
Nestbher 定 理 对 每 -个 代数 对 称 性 都 给 出 一 个 守 但 律 ， 
把 它 应 用 到 各 种 数学 物理 方程 上 去 ， 就 会 得 到 许多 新 
的 重要 的 守恒 


mr =Jlo 
即 为 一 个 字 


EJ ( Noether second theorem) 指 
小 对 称 的 无 限 摊 Lie 代数 ， 这 
些 匹 穿 小 对 称 的 系数 线性 依赖 于 p 个 任意 函数 9! (x), 
ф(х) 及 其 直到 了 阶 在 内 的 导数 ， 则 Lagrange Pñ 
数 工 的 变 分 导数 Аби" де — A 8 p f m ЖЛ 
程 构成 的 方程 组 [ШШ 


ZerD Bs д р(х) зае = 
其 中 
5 一 [al ,0,), [01=01+:-+0, sm, 
对 任意 的 光滑 酒 数 o"(rj(s=1 ,月 33 37 Jx хр 
Ж. ЖЫШАЙ 
и; ЕШ не 05 £ [or |+ Ü, з=, p 


这 个 定理 例如 在 规范 场 理论 中 有 应 月 . 
Ncether 在 1918 年 证 明了 她 的 第 一 
ир. 
参考 文献 
[1A] Noether, FE., Invarianten belisbiger Differentialausdrücke 、 
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equations Springer, 1986. 

[А2] Funk,P.. Variationsmchnung und ihre Anwendung in 
Physik und Technik, Springer, 1962 . 

[АЗ] Ludwig. W. and Falter. С.. Symmetries in physics, 
Springer, 1988. 

[A4] Cheng, Т.Р. and Li, L. F ., Gauge theory and element- 
ау particle physics, Oxford Univ. Press. 1984 

1 A5} Uhlenbeck , К., Conservation laws and their application 
іп global differential geometry, in B. Srinivasan and J. 
Sally (ods .): Emmy Noether in Bryn Mawr, Springer, 
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37) Nocther 正规 化 定理 【INoether normalization the- 
orem :在 任意 有 康生 成 的 交换 整 上 代数 A 中， 车 其 在 
ЕО И а, QON АЛО хохо А 
ЕЁ ТЛ Ө ЕК 3 B ЕЛ А ( ШҖЗЖ (integral 
ring); ЗАЙ К (integral extension of а пп). Ж 
АТД ТЕ: 4 一 @@ А, А,=%, ЖЕГИ хс, 
xu 为 齐 次 的 . 

这 个 定 娃 (有 时 称 为 Noether 正规 化 引 理 (Noether 
nonmajization lema) ) 是 由 E. Noether ([ 1 ]) 证 明 的 ; 在 
分 次 情况 下 ， 它 曾 由 D. Hilbert(12]) 提 出 过 。 

ЖЖ ох, ,在 k 上 是 代数 无 关 的 ， 所 以 BB 是 这 
些 变 元 的 系数 在 人 中 的 多 项 式 代数 . Ж ЕУ Ж ИЙ, 
Дх, 可 以 从 4 的 生成 元 在 上 上 的 线性 组 合 中 迁 
取 .若是 代数 闭 的 ， 则 可 以 几何 地 来 陈述 正规 化 定 
理 如 下 : 每 一 个 不 可 约 仿 射 4 维 代数 生 六 都 是 一 个 4 维 
仿 射 空间 А ОДЕЛ ОДБ В; 更 准确 地 说 ， 它 有 
一 个 到 改 上 的 有 限 态 射 . 更 进一步 ， 如 果 羡 是 如 的 了 
子 集 ， 则 此 态 射 可 以 实现 为 k" 到 一 个 4 维 线性 子 空间 
上 的 菜 线性 映射 在 XX 上 的 限制 . 

代数 4 作为 一 个 8 模 是 有 有 限 生成 的 . 地 代数 B + 
是 唯一 的 ; 然而 4 作为 如 模 的 一 些 性 质 并 不 依赖 填 妇 
的 选取 . 举例 来 说 ， 若 4 按 定 是 的 假设 是 分 次 的 
L), ходо АЧК СТЕ ВИНКО, 
ГАЛАН ВЕ, и 5 B зе. 
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Noether 群 [Noetherian group; Нётерова груша), JE 
圭 群 的 极 大 条 件 的 群 (group with the maximum 
dition Tor subgroups) 

其 中 每 个 严格 递 升 的 子 群 链 都 是 有 限 链 的 群 ， 这 
类群 起 以 E. Noether 的 名 字 命名 的 ， 她 研究 了 满足 理 
想 的 松 大 条 件 的 环 一 Neether ҰБ (Noetherian rings). 
一 个 Noether 群 的 子 舌 和 商 群 仍 起 Noether 的 . 已 经 
愧 造 出 了 这 样 的 Noether 群 的 例子 ， 它 不 是 多 循环 群 
(polycydlic group) 的 有 限 扩张 [1]). 
参考 文献 

[1] Ольшанский, А. Ю., 
(1979), 4, 785 — 787. 
B. H. Ремесленннкв # + ЖЖ АЕН Е 
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Noether 归纳 法 [ Noetherian induction ; Нётерова индук. 
ция] 

一 个 推理 原理 ， 可 应 用 于 其 中 告 一 丰 空 子 集 包含 
一 个 极 小 元 的 偏 序 集 ( partially ordered set); 例如 , Ж 
INoether 空间 ( Noetberian space) 中 的 闭 子 集 的 集合 . 
Ж M 是 这 样 一 个 集合 ， 而 F 是 它 的 具有 以 下 性 质 的 子 
集 : 对 每 一 个 ae F 存在 一 个 严格 地 比 a 小 的 元 素 be F. 
那么 Е 25, ЭП, 8 好 是 个 Neether 空间 的 所 
有 闭 子 集 的 集合 ， 又 设 下 是 不 能 表 成 不 可 约 连 遂 分 支 
的 有 限 并 的 那些 闭 集 的 集合 . ШЖ Ye F, 则 了 是 可 约 
的 ， 即 了 = Y U Y,, 这 里 Y 和 Y, 是 团 集 ， 两 者 都 
是 严格 地 包含 于 了 中 具 至 少 其 中 之 一 属于 F.N F 
是 空 集 . 

序 的 反问 使 得 可 能 把 Noether 归纳 法 应 用 于 其 中 
ЕЛЕЕ ТЫАЛ ЯЕ: ИШ, АР 
JNoether S ( Noetherian ring) 中 理想 的 烙 上 、 
参考 文献 

[11 Bourbaki, N.. Elements of mathematics , Commutative 
algebra , Addison-Wesley , 1972{ ЖАЗ). 
л.В,Кузъмин # 
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[ 补 注 】 术语 理由 充足 的 归纳 法 ( well-founded induction ) 
也 在 使 用 着 . Hun W sm Ж 


Noether 积分 方程 [Noetherian intepral eguation ; Hërepono 
нитегральное уравненке ] 

使 Noether 的 定理 ( 见 下 文 ) 成 立 的 一 个 积分 方 
程 (integral equation ). 设 X 是 Banach 空间 ，4 是 


把 关上 映射 到 自身 中 的 有 界线 性 算 子 【了 映射 )， 怀 ; X 
— Х, НАЕ 4 的 伴随 算 子 . Ë 
Ax= y (1) 


是 一 个 线性 方程 ， 这 里 x 是 未 知 的 而 y E X р 
AR. 其 次 ， 设 R(A) 是 使 得 (1) 可 解 的 所 有 yeX 
的 集合 (4 КН Стапре)), Я N(A) 是 对 应 齐 
次 方程 

Ax=0 (2) 


所 有 解 的 集合 【4 的 零 空间 (null space) Й (ker- 
nel)). ЮЙ асв (1) ) 称 为 Noether Ж ( №е - 
theran operator) ( Noether 方程 《Noetherian equa - 
tion))， 如 果 下 面 的 条 件 满足 . 

1) 定义 在 整个 Banach 空间 上 鸭 竺 子 4( 方程 


(1) ) 是 正规 可 解 的 ( normally solvable), FJ (1) 可 
解 当 且 仅 当 右边 y 正 交 于 伴随 齐 次 方程 
4`фФ=0,фєх" (3) 


的 解 ， 即 对 每 一 个 @eN(4 )， (Ф, у) =0. 
2) 齐 次 方程 (2) ñi (3) 只 有 有 限 多 个 线性 无 关 
解 ; 如 大 = dim N( A), k` = dim N( A"), 数 


K = k— k 


称 为 算 子 的 指标 (index of the operator) (方程 (1) 
的 指标 (index of the equation )) ` 

ЖУН Noethor 算 子 称 为 (抽象 ) Predholm 
算 子 ( Fredbolm operator )， 而 对 应 的 方程 (1) 称 为 
Fiedholm 方程 (Fredholm equation )， 例如， 如 果 y 
是 完全 连续 莫 子 【completely -continuous operator )， 
V: X— X, 则 


х-Ух=у (4) 


是 Feedhoim 方程 . 它 称 为 典范 Frodholm 方程 (can 
onical Fredhoim equation ) ， 如 果 ( 4) 中 在 召 空 间 上 的 
完全 连续 映射 是 一 个 积分 算 子 ， 

(Vx) (s) = }К(з, рх), 


则 这 个 方程 称 为 Frodbokm 积分 方程 (Fredholm integral 
equation )， 类 似 地 ， 如 果 在 Мона: 方程 (1) 中 的 线 
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性 映射 用 积分 算 子 给 出 ， 则 它 称 为 Noether 积分 方 
в. 

` F. Nocther (117) ЕФТ АЯ Hilbet # ( Hibert 
ете!) 的 积分 方程 ， 


(Аф) (8) =а(в)ф(5)+ на Í, сш 225 (г): 


+ ко, овал), (5) 


这 里 反常 积分 认为 是 在 主 值 意义 下 的 .对 (5) 他 建立 
了 三 个 定理 的 有 效 忻 ， 它 们 现在 称 为 Noether 定理 
(INoether theorems ) 。{ 假设 数据 和 未 知 函 数 是 实 的 视 
Holder ЖЁН. a2 (s) + 8*(s) 2 0.) 这 些 定理 是 : 
1) 这 方程 是 正规 可 解 的 ; 
2) 这 方程 的 指标 是 有 限 的 ; 
3) 这 指标 能 用 公式 


к,= 1. Гава ib)", 


计算 ， 这 里 [ р", 368355 НЕ. 
定理 (3) 第 一 次 指出 存在 有 不 同 个 数 线性 无 关 解 
的 伴随 线性 积分 方程 ， 此 外 ， 由 这 定理 扒 出 (5) 的 指 
标 不 依赖 于 它 的 完 余 连 续 部 分 . 
一 个 Noether 算 子 有 时 称 为 Fredholm ЙТ. Г 
Ж. Fredholm (generized Fredholm) 算 子 ， 由 Ж (Ф- 
operator) m Р-Р (下 -operator )、 ` 
参考 文献 
[1] Noether, F .，Ucber eine Klasse sirgulárer Integralgleich - 
Unacn Math, Ann., 82 (1921).42 — 63. 
[2] Никольский, С. M. , (Изв, АН СССР. Сер. ма. 
тем.У, 7 (1943), 3, 147 — 166 
[3] Аткинсон, Ф, В., «Матем. сб. у, 28 (1950), L, 
3-14 
[4] Крейн, С. Г., Линейные уравнении в банаховом. 
пространстве, М., 1971 (ЖЖ: Кліа, S. G., 
Linear equations іп а Banach space , Biskháuser , 1982) 
[5) Крачковский, С. H., Диканский, A. С., в KB 
Игоги наукн. Математический анализ. 1958 ，M  ， 
1969, 39 1. 
[6] Данилюк, И. H., Нерегулярные граничные зад - 
ами на плоскости, М., 1975. 
[7] Prissdorf , 2., Einige Kiassen singulérer Giejchurecn , 
Akad .Verlag , 1974 Б.В. XseAenume Fe 
【 补 注 】 在 现代 文献 中 术语 “完全 连续 "常用 “ 紧 ” 
К. 还 有 术语 Fredhom 3 ( Fredholm operator ) 
一 般 地 用 于 有 有 限 指标 的 线性 算 子 。Fredholm 算 子 类 
包括 许多 重要 的 算 子 而 生 关 于 这 个 士 题 有 大 量 的 文 
献 、 指 标 满 足 对 数 律 kse = <, ts. 对 Fredholm 
算 子 的 一 些 特殊 类 ， 指 标 能 与 某 些 阁 扑 概 念 相 联系 ， 
如 曲线 的 着 绕 数 【 亦 凡 上 文 ) ， 一 个 有 界线 性 算 子 旦 


Fredholm 的 ， 当 日 仅 当 它 是 模 紧 算 了 可 道 的 ， 即 当 上 县 
仅 当 它 对 应 Calkin 代数 (Calkin айсыз) 中 的 一 个 可 
遂 元 .正规 可 和解 性 ( 亦 即 ， 有 财 目 域 钓 性 质 ) 被 指标 
КЕНТА. 
参考 文献 
[AL] Booss, В .. Topologie und Analysis. Einfuhmag in die 
Atiyah -Singer - Indexformel , Spnnger , 1977 
ГА2] Conway, J. В., А сошзе m functional analysis . Spr ~ 
inger, 1985. 
ГАЗ] Gobberz, 1. С. and Кіа, М. G., The basic pio - 
positions оп defect numbers , root numbers and indices 
of Jinear operators, Trans!, Amer. Май. Soc. (2). 
13 (190). 185—264 (< Успехи матем. наук). 
1 ( 1957), 2, 43 - 18). 
[А4] Goldberg, S , Unbounded linear operators ,McGraw - 


НШ, 1966. 
[A5] Kato, T ., Perturbation theory for Шкаг opcrators, 
Springer, 1976 


1 А6} Gohbeg, І. С. and Kmpnik . N.，Einfuhmng in dic 
Theorie der cindimensionaien sngularen ftcgra'operato- 
тег.. Birkhatser, 1979 

[A7] 7аыеуйо, Р. Р. P. Р. Zabrciko], et al, , Integral 
equations —a reference text , Noordhoff , 1975 ( 译 自 
вх). 

ГАВ] Meister. Е., Randwertaufgaben der Potentialtheoric , 
Teubner , 1983 WEB B #tu 以 


Noether 模 [ Noetherian module; Нётеров модуль ] 

一 个 模 (modi), ТОРНА Ar B tE yÑ 
®®. {ЖЕ ТРЕ ИЧИ 升 链 上 只 有 有 限 儿 项; 
每 个 非 空 子 模 集合 ， 阅 以 包含 关系 为 序 ， 其 中 必 包 有 
— RK ж. Noether 模 的 子 模 和 商 模 仍 臣 Noether 模 . 
若 在 正 合 序列 ( exact sequence ) 


0— М'- Мм-м" 0 


tF, МОН М" Noether 88. Hj M 也 是 .Noether 
还 (Noetherian ring) 上 的 模 是 Noether 的 ， 当 且 仅 当 
它 是 有 限 生 成 的 。 
参考 文献 
11] Lang, S., Algbm , Addison- Weslcy, 1974. 
Л.В. Кузьмин # шч 详 


Noether 算 子 [Noetherian operator ;Hërepon оператор] 

一 个 (具有 闭 值 域 ) 同 讨 是 n 正规 和 d 正规 的 线性 
算 子 ( 多 正规 可 解 算 子 (normally - solvable operator))、 
换 和 外话 说 ，Noether Я + 4 是 有 有 限 4d 特征 (n(A) 
<+%, 4(A)< +) 的 正规 可 解 算 子 .Noether 算 子 A 
的 指标 x(4X( 见 算 字 的 指标 {index of an operator)) 也 
是 有 限 的 . Noether 算 子 最 简单 的 例子 煤 从 RR* 作 用 到 
R' 前 线性 算 子 ИШ F. Noether 命名 ， 在 她 的 工作 


([1])'h Nosther 3830 38 tay p 32 3) ЕЕ 
行 发 展 . {ШЫЛ FE — ЖОЛ (B [АА I ИКЕН + 
常常 起 Nocther 的 ， 

在 实践 由 ， 遂 常 相继 验证 下 面 命题 的 有 效 性 
(Nocther 的 定理 1Noether theorems)) 

1) 方 程 4x=0 没 有 上 平凡 解 或 者 有 有 限 的 п А 
тй ЕП 

2) 十 齐 次 方程 Ax== у УГЕ ЛОП у R n] g 0, 
或 者 它 的 可 解 性 的 必要 利 充分 条 件 是 《) ,加 >=0Gi=0， 

ma)， 其 中 { 风 18 是 伴随 齐 次 方程 线性 无 关 解 的 完全 

条 ， 战 者 它 形式 上 伴 赂 于 齐 次 问题 . 

由 (和 (得 出 4 是 一 个 Nocther 88 f . 

INocther 算 子 这 一 性 质 是 稳定 的 : 如 果 4 是 一 个 
Noether £, ЭН. 下 是 有 充分 小 范 数 的 线性 算 子 ， 或 
将 是 完全 连续 的 ， 那 么 А+В М Nosther 的 ， ЖД 
х(А+Ву=у(А). 

009 ЛЄ (X, Y) 总 Noether W, НОР L (X, Y) 
是 从 六 到 了 的 线性 算 子 的 空间 , 那么 有 直接 分 解 

X= NCA)NTX, Y=ZÍ1RLUA), 

这 里 N(4) 是 站 的 零 空 间 ，R(A) 是 АТЫ, ЖН 
dimZ=4(A) . 方程 Ax=y，ye RR(A) 的 通 解 具 有 形 
N= À + ЖШ ДЕХ, R(A)5, А=АЖА Е 
(АЮШ), 并且 eN (А) f R 0. 如果 A4 是 
Noether 的 ， ВЕ (п.т). ЯБА A` Ж Noether 的 ， 
有 dd 特征 (m,n ). 
参考 文献 

[1] Nocther, Е.. Ueber cine Klasse singulirer Intcgral веі - 
chungen, Math. Ann. , 82 (1921). 42—63, 

12] Крейн, С.Г., Линейные уравнения в банаховом прос. 
транстве, M. ,1971{ 匡 译本 Krein,S G. ,Linear diferen- 
tial equations іп Banach space, Amer. Math Soc.,1971) 

[3] Вайнберг, М, M., Треногин, В. A., Теория ветвления 
решений келинейных уравнений, М., 1969 (ЖЖ: 
Vainberg, М.М. and ‘Trenogin, У.А., Тһсогу of branch- 
ing of solntions of non- linear equations, Noordhof?, 
1974). В.А. Тренотин Pe 

{ 补 注 】 在 西方 文献 里 Nocther 算 子 通常 称 为 Fredholm 
算 子 (Fredholm operator) ,这 样 一 个 算 子 的 指标 是 数 
X(4)=n(4)-ad{4) . 两 个 Noether ЖР 4 # ВЕ 
还 是 一 个 Nocther ЖОР, ЗЯ y (AB) = (4) + 168). 
在 第 一 批 具 体 的 应 用 中 ， 指 标 是 作为 与 一 个 一 定 的 连 
续 画 数 相 联 系 前 分 枝 数 计算 的 { 见 Noether 的 文章 
Пр. 不 同类 型 算 子 者 标的 计算 在 现代 数 掌中 是 一 个 
重要 的 问题 ( 见 例如 [Al]) . 
参考 文献 

ГАІ) Рааб, R.S., Seminar on the Atiyah -Sinpger index the- 

orem, Princeton Univ. Press , 1965. 
L1A2] бозар, І.С. [ | Ts Gokbbere]and Кхіл, М.С. The 
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basic propositions on defect numbers, root numbers and 
indices of Jirear operators, Таны. (mer. Math. Soc. (2), 
131960), IR5—264.( Uspekii Mar. Маш, 12 (1957), 43 
-118). 

ГАЗ ] Gohberg, 1.[1. Ts. Gokhberg] and Krupnik, N. , Einfuh- 
nung in die Theorie der cindimensionalen singuláren In- 
tegraloperatoren, Birkhiitser, 1979 ( А Н Ж}. 

ГАЯ} Goldbag,S.，Unbounded linear operators, McGraw— 
нй, 1966 . 

ГАЗ] Kato, T., Perturbation theory for rullity, deficiency апа 
other quantities of linear operators, /. d' Anal. Marh., 6 
(1958), 261—322. 

[A6) Кліп, S. G., Linear equations in Banach spaces, Birk- 
hauser, 1982 ( # АЖЕ ЗХ ) еж ж выве 


Noether 环 [Noetherian ring; Нётерово кольцо], £ 
的 ( 右 的 ) 

满足 下 述 等 价 条 件 之 一 的 环 (ring) A: 

1) 4 是 自身 上 的 左 { 或 右 ) Noether й ( Noetherian 
module ); 

2) 4 中 的 每 个 左 { 或 右 ] 理想 都 有 有 限 的 生成 集 ; 

3) 4 中 的 每 个 左 (或 右 ) 理想 的 严格 升 链 在 有 限 多 
项 以 后 都 终止 . 

Noether 环 的 一 个 证 子 是 主 理 想 环 ， 即 每 个 理想 具 
有 一 个 生成 元 的 环 . 

Noether 环 是 以 Е. Noether 命名 的 ， 她 对 于 这 种 环 
作 了 系统 的 研究 ， 并 把 以 前 人 们 所 知道 的 仅 在 更 严格 
的 限制 下 的 若干 结果 (例如 ，Lasker 的 准 素 分 解 理论 } 
推广 到 这 种 环 上 . 

有 Noether 坏 不 一 定 是 左 Noether 环 ， 反 之 亦 
然 . 例如 ， 设 4 是 形 如 
а а 
0 ñ 
КЖ ЛЕЙ ИЙРИЛЕ ИСЕ WUR RUR, ДР a 是 有 
Ж, а. В 是 有 理 数 ， 则 4 是 右 Noether SF, 也 
不 是 左 Noether 环 ， 因 为 形 如 

0 а 
Ж 
的 元 素 构 威 的 左 理想 没有 有 限 生成 集 . 

Noether 环 的 商 环 以 及 有 限 直 和 仍 是 Noether Ж. 
但 是 Nocther 环 的 子 环 不 一 定 是 Noether 环 . 例如 、 
域 上 的 先 穷 多 个 变 元 的 多 项 式 环 不 是 Noether 环 ， 尽 管 
它 含 于 Noether 环 一 一 它 的 分 式 域 中 . 

ШЖ А 是 一 个 左 Noether 环 ， 则 多 项 式 环 4[x] 亦 
Ж. 类 似 的 性 质 对 于 Noether 环 上 的 形式 等级 数 环 也 成 
Ж. 特别 地 ， 形 如 天 [0 X.]%Z[X,, X | 5 
多 项 式 环 是 Noether 环 ， 这 里 K 是 一 个 域 ，Z 是 整数 
Ж. ЕП ШЖ Noether 环 . 任 一 Artin 环 (Атап 
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ring ) 是 Noether Ж. 3860 Nocther 环 关于 茶 个 来 性 系 
5 的 局 部 化 俩 是 Noether PF. 在 “个 交换 Nociher 环 4 
中 ， 如 果 m 是 一 个 理想 ， 满 是 : 对 于 任 一 mem, 1 +m 
ЖЖЖИ. MD (Ye. п = 0. 这 意味 着 尾 一 这 样 的 
理想 m 在 4 上 定义 了 一 个 可 分 的 m 进 拓扑 . 在 交换 
的 Noether 盾 中 ,等 个 理想 可 以 表示 为 有 限 儿 个 准 素 理 
ютс. 尽管 这 种 表示 不 是 叭 -的 ， 但 是 这 些 
Д А Зеле А АЫ 
合 都 十 唯一 确定 的 、 
参考 文献 
[1] Waerden, B L. van der, Algebra. 1—2, Spnnger, 1967 
9 (B BX) ОРЖ: B.L. АК, (Ç 
Ж. 1-П, ЕКЕНИН}, 1978). 
12] Lang, 8., Асыга, Addison-Wesley , 1974. 
{3} Faith, C., Algebra: rings, moduls and categories, 1, 
Spnnger , 1973. Л.В Кузьмин Ë БФ W 


Nosther | Noetherian scheme , Нёчерова схема] 

容许 有 Noether 环 ( Noetherian ring ) 的 谱 作 有 限 开 
覆盖 的 概 形 〈scheme ), 仿 射 Noether 概 形 正 是 Noether 
环 的 谱 ，Noether 概 形 X 的 拓扑 空间 是 一 个 Noether 拓 
扑 空间 ， 局 部 环 ex 。 是 Noether Ж. 如 果 概 撒 的 每 个 点 
都 有 -个 于 仿 射 Noether 邻 域 ХУВЕР ВВ Noether 
的 (localy Noetherian). 拟 紧 局 部 Noether 概 形 是 一 个 
Noether 概 形 ， 域 上 有 有限 型 概 形 (ЧЧ ) 或 Noether 
Ж ЕЖЕ ЈИ Е Noether 概 形 的 例子 . 


В.И. Данилов FE 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
ГАН} Hartshome „К. Algebraic geometry , Spnnger , 1977 
ЮЛАЙ 译 


Noether 空间 [Noetherian space ;Нётерово пространство ] 

一 个 拓扑 空间 ( topological space) 天 ,其 中 闭 子 空 
间 的 任何 严格 下 降 的 链 都 会 中 断 ，，- 个 等 价 条 件 是 : X 
的 闭 子 入 的 任何 非 空 族 都 有 关于 包含 关系 为 序 的 极 小 
20. Noether 空间 的 每 个 子 空间 本 身 也 是 Noether 25 
М. 如果 空 间 无 有 一 个 Noether 地 空间 的 有 限 覆 盖 ， 
则 X 也 是 Noether 的 . 空间 X 8 Noether 5 4 E (Z 
当 多 的 每 个 开 子 集 都 是 拟 紧 的 ，Noether 空间 区 是 有 
限 多 个 不 可 约 分 支 的 并 . 

Nosther 空间 的 例子 是 交换 环 的 谱 ( 兄 环 的 谱 (spe- 
отп of a ring)), 对 于 一 个 环 4, 空间 Spec (4)(4 的 
谱 ) 是 Noether 的 当 且 仅 当 А /7 是 Noether SR ( Noetherian 
ring), 这 里 J 是 А южан. 
参考 文献 

[1] Вошвакі, №., Elements of mathematis ，Commutatjve 
algcbra , Addison-Wesley , 1972 . Л.В.Кузьмин # 


СНЕ 


参考 文献 
ГАІ) Hartshome .R ., Algcbraic geometry , Springer , 1977. 


3018 6 8 [ noise immmmity ; помехоустойчивость ] 
刻画 信息 传输 系统 抗 噪声 失真 效应 的 能 力 的 一 个 
W$. 一 个 最 优 传输 方法 所 法 到 的 最 大 抗 噪声 性 称 为 
潜 抗 响声 性 ( potential noise immunity ). 在 信息 传输 
香 论 中 ， 一 个 特定 的 信息 传输 系统 的 坑 品 声 性 由 信息 
复制 精确 朗 ( information , exactness of rproducibility 
of) Жї, АТГ rH — ВН ИГЕННЕ Ж 
(erroneous decoding , probability оғ) 来 刻画 . 
参考 文献 
[1] Харкевич, А. A., Борьба с помехами. 2 изд., М., 
1965. 
[2] Wozencraft , 1. and Jacobs , 1., Principles of commu- 
macation engineering , Wiley , 1965 
Р.Л Добрушин, В. В. Прелов 把 
【 补 注 】 
参考 文献 
ГАІ] Kotelnikov, А. V.. The theory of optimum noise 
immumity ，McGraw- НШ, 1959. РБ ЗНА 译 


算 图 法 [nomography ; номография | 

数学 中 研究 函数 关系 的 图 形 表 示 法 的 一 个 分 支 
所 得 的 设计 图 称 为 算 图 (nomograms )， 每 个 算 图 是 对 
变量 变化 具有 特殊 限制 下 确定 的 函数 关系 而 制作 的 
在 算 图 法 中 计算 工作 是 出 执行 用 户 要 求 与 应 答 者 估计 
所 指 的 最 简单 的 几何 送 算 来 代替 的 . 

算 图 法 的 精确 性 依 蚤 于 算 图 表现 关系 的 式样 ， 变 
量 的 变化 范围 ， 设 计 维 数 以 及 算 图 关 型 的 选择 平均 
说 来 ， 算 图 可 提供 应 答 者 2 -- 3 位 真 数 字 ， 当 算 图 的 
精度 不 够 时 ， 它 们 可 用 以 暂时 计算 ， 用 于 寻求 霍 阶 明 
近 ， 以 及 用 于 为 发 现 大 的 误差 的 计算 控制 . 

算 图 也 可 用 来 研究 函数 关系 ， 如 果 把 算 图 置 于 这 
些 通 数 关系 的 基础 上 .通常 此 项 研究 用 算 图 来 进行 比 
用 其 他 方法 要 更 为 简单 、 更 为 直观 . 利用 算 图 人 们 可 
以 研究 各 种 变量 对 要 求 变量 的 影响 、 给 出 问题 中 关系 
钓 已 知性 质 的 直 逆 解释 ， 以 及 建立 前 所 未 知 的 特异 些 
Ж. 算 图 法 的 研究 ， 例 如 ， 可 应 用 于 观察 结果 的 经 验 
公式 中 参数 的 选择 问题 ， 用 另 一 男 数 通 近 画 数 以 及 导 
求 函 数 的 极 值 问题 ， 

变量 的 值 在 算 图 中 是 用 标号 点 、 标 号 线 来 表示 
m. 依赖 王 单 变量 的 标号 点 的 集合 你 为 标量 (scale ) ， 
在 直角 坐标 系 хОу 中 变量 о, 前 标量 方程 罕 为 下 列 形 
式 : 

x=fir p= gs 


其 中 万 与 的 Лт f (w) 5 gc w, 
的 标量 格式 如 图 1 所 示 . 


А M а, а 
<“ |ф 
%*— a 


ЖЕЙ °p 再 个 变量 的 标号 点 的 集合 称 为 二 元 域 bin - 


агу field )、 二 元 域 通常 用 两 族 标号 线 组 成 的 烙 网 来 描 
述 ,二 元 城中 的 点 是 由 所 给 标号 线 的 交 确 定 的 ， 在 直 
ЯЕ x0y е, ИЖ о, a, 的 二 元 城 由 方程 


х=} у=, 


给 出 ， 其 中 f, 与 ө, ЖЖ У, (а, w.) 与 
Я (а, а). 假定 在 变量 的 给 定 变化 区 域 中 ， 了 ， 
gn ЙЭН «|, аз 仅 对 应 唯一 的 一 对 值 x, y. 
元 域 (x ，az) 的 格式 如 区 2 所 示 . 

构 制 标号 线 的 标量， 族 与 二 元 域 时 应 使 易于 找到 
具有 给 定 标号 的 点 与 线 ， 并 且 易 于 确定 解答 点 与 线 的 
标号， 

基本 算 图 【elementary nomograms ] 指 的 是 由 执行 
简单 几何 运算 即 可 找到 解答 的 算 图 (确定 标 产 上 或 二 
元 域 中 的 点 ; 过 两 点 作 直 线 ; 作 具 有 给 定 中心 与 半径 
И; 分 一 线段 为 给 定 比 ; 作 一 直线 平行 于 给 定 直 
线 ， 在 一 线段 上 划 出 一 定 长 线段 ;把 一 平面 与 另 一 平 
Шад). 

АТИ НВ ИТГ: 函数 的 图 象 ， 将 列 线 图 
ЖЕШ; 据 调节 点 算 图 ， 据 等 距 点 算 图 ; 利用 圆规 
的 算 图 ; 上 基 有 平行 指标 的 算 图 ; 重心 算 图 ; КЕРИ 
ЇН; 具有 定向 透明 片 的 算 图 ; 以 及 具有 一 般 形式 透明 
片 的 算 图 . 


[+ 


ЗЕТА АИ, ДЫЙ ЕШ 
= In{c—x 
c= x=1 
中 的 重 x， 此 方程 用 于 包括 鼓风机 站 内 的 热量 计算 . 
算 图 在 下 列 范 围 内 作出 : 03 <а<08; 01 < pb <20; 
01<с<20; 000 &х<05. ЖШ a 5 b AMB E 
用 标量 表示 ; 变量 c 与 x ШС л. 此 算 图 
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给 出 数值 例 的 解 {数据 : 
答 : x=0.1). 

基本 算 图 有 简单 的 几何 基础 : 三 点 共 线 条 件 的 算 
图 解释 导致 据 调节 点 的 算 图 ; 两 点 距离 公式 导致 据 等 
距 点 的 算 图 以 及 贺 规 的 使 用 ， 分 线段 为 定 比 的 点 的 淮 
标 公 式 导 致 重心 算 图 ; 两 直线 平行 条 件 导 致 其 平行 指 
标的 算 图 ， 由 平行 四 边 形 的 三 个 顶点 赤 俏 定 它 的 第 四 
个 顶点 坐标 的 公式 导致 攻 姜 形 算 图 ; 具有 或 没有 坐标 
轴 旋 转 的 直角 坐标 变换 公式 导致 《上 共有 定向 透 衣 片 或 
一 般 形 式 的 ) 两 个 平面 上 的 算 图 . 

每 个 基本 算 图 对 应 于 能 用 算 图 阐明 的 相关 性 的 一 
典 则 形式 ， 革 些 典 则 形式 允许 太 各 种 类 型 基本 算 图 的 
构造 . 

由 调节 点 的 一 类 基本 算 图 表示 的 最 一 般 此 刚 形式 


a=0735;b=7; c= 10; # 


为 
с7а fu-fs 
9м 90 ди 9 


ЗЇ ВО В Н T л (ат, 00), (оз, аг) 与 
(аз, ое) 组 成 ， 其 问 有 一 个 简单 的 列 线 图 相连 接 . 
下 面 给 出 关于 由 种 种 类 型 算 图 表示 的 单个 方程 与 
方程 组 的 常见 典 则 形式 . 
关于 个 别 方程 的 典 则 形式 : a) НИЯ =1ТЛЮ: 
Nfs fifytfigy th 0 +, =],, 
f. = f.,f.; 
b) 其 有 四 个 变量 : 
ЛД» = Лы, Л Ланна 0, ев 
с) 具有 五 个 变量 ; 
fa fatfaa fii frtfy tfof =o, 
f F(fa + fa gn + 8м); 
d) 具有 六 个 变 
fotfa ЛЖВ ЈА =o; 
е) 具有 七 个 变量 : 
Л Pfutfytfs, go tau gs), 
th tf tfetfs+fe -fr=0. 
关于 方程 组 的 典 则 撒 式 
{22% Ma fe fs, КИИН 
#4=й; (gt gu 95: (907 95—937 gms 
M a =f -f = fs. f,. 


gn gr gH 79:93 91. 
复合 算 图 (composite nomograns ) 由 同一 类 型 或 
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数 种 类 型 的 基本 算 图 组 成 . 复合 算 图 的 引进 在 极 大 程 
度 上 扩 人 了 能 用 算 图 表示 的 相关 性 的 类 ， 关 于 能 用 基 
本 与 复合 算 区 宕 示 的 典 则 形式 的 一 概述 。 见 [31 与 [4]. 

具有 三 个 变量 的 相关 性 总 可 以 用 算 图 表示 ， 四 个 
或 更 多 个 变量 的 相关 性 只 在 特殊 情况 .下 才 有 算 图 构 
Ж. 

利用 近似 表示 去 扩大 算 图 可 表示 的 相关 性 的 范 
Н. 其 中 之 一 是 基于 月 算 慷 束 东 纵 定 相关 性 到 某 个 
容许 误差 ， 


о, ш? /вес, л 
0091 et 


图 4 画 的 是 据 等 距 点 前 一 近 做 算 图 ， 目 的 是 为 了 
确定 方程 组 


b palsis 
| (769 + 17.7208 了 全 有 тату 
КЕСЕ 
209 Вето 
у= (769 + 17.7205 т 1 


中 的 量 9 与 v( 或 Q 与 四 ， 此 方程 组 是 用 来 计算 水 


力学 中 的 矩形 流 的 、 为 了 这 用 算 图 ， 此 方程 组 要 用 近 
似 组 
0- 166598 з брави уон роз 
(Г+2лу К У аруа 


КЕ, Z+ 0 与 ， 的 相对 误差 不 超过 2.5%， 算 图 中 
点 国 周 对 应 于 数值 实例 的 解 (数据 : i = 0.0005, = 2m ， 
Q= 22m /sec; 解答 : 中 = 05, у= Llm/sec). 

在 某 些 情况 下 近似 算 图 方法 可 以 用 算 图 表示 具有 
车 干 个 表 值 元 的 表格 . 

为 了 获得 给 定 的 相关 性 的 算 图 表示 。 人 析 精 确 或 
近似 地 将 它 表 成 算 图 形式 并 在 直角 坐标 系 下 写 出 
算 图 元 的 方程 组 .选择 这 些 方程 中 出 现 的 变换 参数 
时 ， 应 使 它们 给 出 算 图 的 一 个 便于 应 用 的 形式 .其 次 
便 是 计算 算 疼 的 各 个 元 素 的 坐标 表格 ， 然 后 画 出 相应 
ЮЖ. 

机 器 算 图 (machine nomography) 已 有 进展 ( 见 
14] 一 [6]): 借用 计算 机 的 自 动 计算 与 构造 初等 算 
图 ， 图 形 构造 以 及 关于 各 种 类 型 的 自动 构造 、 计 
竺 与 设计 的 标准 程序 等 过 程 与 标准 程序 系统 已 经 作出 
Ж. 


НЯ: В pJ ел НЕ-Е. 第 一 
+ BJ ЗС ИЛЕТ ЕН — 4 Jr ОГАН ЕН А ВЕЧЕ ЭУ 
某 种 典 则 形式 ， 并 月 如 果 可 能 ， 去 确定 此 过 程 的 算 
Ж. ЖЕЕ АИ ПП И, ЖАКЕ. ТИПА 
烦 的 及 在 实际 上 很 少 应 用 . 个 问题 的 实质 在 于 去 
确定 是 否 有 了 唯 -- 的 方法 ， 将 给 定 的 相关 性 化 为 典 则 形 
ж, 并 且 当 不 唆 一 时 法 指 出 所 有 可 能 的 方法 ， 昌 对 放 
种 方法 去 建立 算 图 是 次 能 变换 成 相应 的 典 则 形式 . 
参考 文献 
{1] Пентковолий, М. В., Номография, М.-Л., 1949 
[2] Чевский, Б. А., Съфавочная книга по номогра - 
фин, М.-Л., 195]. 
{3] Хованский, Г. С., Основы номографии, М ‚197% 
[4] Хованский, Г. С., 
сти, М., 1977. 
[5] Khovanskii, G S (ed .), Nomography collecton , 15, 
Moscow, 1986( 起 文 ) 
[6] Khovanskii, G. $,, Nomography today ，Moscow ， 
1987( @Х ). Г. С. Хованский BE 
#1 
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Wiky , 1962 
[A4] Levens, А. S., Nomogaphy, Wiley, (959. 
ГАЗ] Тозпзоп, L., Nomography and empirical cquations , 
Wiley , 1952, 郑 维 行 8 MARA 校 


Номография и ee возможно - 


Nomography and empirical relations , 


ЗЕ Abel 上 同调 [bon-abelian cohomology ; неабелевы ko- 
гомология ] 

ТЖ. ЖЖЖ Е Abe BF, ТЕ Abel 群 
А, А, 3500817 ЕА J. PJN. Ж 
站 空 币 的 上 同调 ， 而 更 一 般 的 例子 是 维 数 为 0, 1 的 位 
Ж (вме) (ВП, ЯВИ, 见 指 扑 化 范畴 'topologized 
category )) 的 上 同调 .对于 站 Abel 上 同调 的 一 致 的 研 
究 途 径 可 基于 于 述 的 概 含 . 设 С C' 为 群 ，C? 为 
一 个 县 有 一 个 特 措 点 e КЕЙ. АТС 为 C! 的 爹 形 
(ШС! 与 Аш(С') 的 半 直 积 : 亦 见 群 的 全 形 ( holo- 
morph of a goup))， 并 设 AutC: 为 СЇ 的 保持 e 
固定 的 置换 的 群 。 那 么 ， 一 个 非 Abel 上 链 复 形 (non- 
Abelian cochain complex) 是 -个 集体 “ 

С (С°, С, С, р, о, д), 


其 中 р: С? 一 AfFC' о: С" 
j:C' С 是 一 个 映射 ， 使 


Аш С? 都 是 同 态 ， 而 


ез =е,Н. á(p(a)b)= (а) 8(5], ае, beC'. 


定义 ОЖ ОИУ 
H°(C')=p (AuC'), 
1 维 上 同调 集 ( 具有 特异 点 的 ) 为 
H'(C)= Z'|p, 
З = {гус С', Wm N А p 的 ，p 
(ЖЕШ Ж) АЁ СОЯ. 
例 1) 设 ХДТВ B УНМЕН, ú 
ХН, 8 Coch 复 形 (Cech compkx) 


CU 6) = (С°(ї, =), СЦ, б), С2(И, Ӯ). 


这 里 (ц. уу 的 定义 如 同 Abel 的 情况 ( 见 上 同调 
{ wohomology )) , 


ec 


(a(a)Xc))a = aca, 
(áb), = Бб. 
ас“, beC', сес. 


ЗР, АЕА АОС (Ц, я) = 
0,1) 得 到 空间 X 的 系数 在 < 88 ЕЕН Н'(Х, +) 
G= 0,1). ЖШ ЖЕЕ, Н (Х,У) = У(Х). 如 
Ж .是 到 值 在 一 个 拓扑 群 G 内 的 连续 映射 的 藻 的 层 ， 
ЖА, H'(X, у) 就 可 解释 为 具有 结构 群 G 的 X £ 
的 拓扑 主 然 的 同 构 类 的 集合 .类似 地 ， 可 以 得 到 平滑 
日 余 纯 的 主 处 的 一 种 分 类 .用 同样 的 方式 ， 可 以 对 于 
一 个 拓扑 范畴 来 定义 非 Abel 上 同调 ;说 明 见 主 6 对 象 
( principal G-object) 
2) 设 G 为 群 而 4 为 一 个 (不 必 为 Abd 群 ) G 
群 ， 即 ，-- 个 算 子 群 ， 其 算 子 的 群 为 СО. 一 个 算 了 g 
SG 作用 于 一 个 元 到 ae 4 上 表 以 ar， 用 公式 
=Map(G*, A), k=0,1,2 
((4)(5))(9) = ab(g)(as)"' 
(о (а)(с)) (9, В) = а'с(9, Һа)", 
500) (9. В) = Во) Ьо А)СЬ СА)", 
aEC ,beC ceC’, geG, 
来 定义 一 个 复 形 С (С, A). Ë H°(G, А) = H'(C` 
(С, A)) 是 4 中 G B3E2 КИТ AS, m H'(G, 
A)=H'(C'(G, Ау) WJ X. G 一 4 的 等 价 类 
的 集合 ， 理 解 为 4 上 主 齐 性 空间 (principal homoge - 
neous space ) АРТ МуЭК АО Аг. 关于 非 Abel 上 同调 群 
的 应 用 与 实际 计算 见 Саюв 上 同调 (Galois cohomo - 
logy )， 模 拟 上 述 定义 可 得 范畴 与 半 群 的 非 Abel 上 同调 ， 
3) 设 X 为 一 个 光 清 的 流 形 ，G 为 一 个 Lie 群 而 
3 为 G 的 Lie 代数 . 非 Abel de Rham 复 形 (non- 
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Abelian de Rham complex) R¿(X) 定义 如 下 : RS(X) 
ЖАКИШ X — G ИЙ: RL(X)(k = 1. 2) 是 
X EH 9 内 的 外 上 形式 的 空间 ; 
РОС) ауу + (Ай); 
св) = (Adf)8, 


ба = 45 - + [x, a), 


ей ‚а= Ri p= RE. 


集合 H'(R¿,(X)) 是 取 形 为 dj f =а(аєК!,) 的 
全 可 积 方程 模 规范 变换 之 类 的 集合 . В de Rham Ж 
理 就 对 此 集合 提供 了 一 种 解释 ， 它 可 作为 同 坊 x (M) 
一 G ЖЕМЕ 如 (mr (М), G) 的 一 个 于 集 . 
在 一 个 复 流 形 M 与 一 个 复 Lie Ë G 的 情况 ， 又 定义 
了 一 个 非 Abel 全 纯 de Rham 复 形 与 一 个 非 Abel Dol- 
bcault 复 撒 ， 它 们 是 与 锌 纯 从 的 分 类 问题 (53]) 密切 
联系 着 的 .微分 形式 的 非 Ара 复 形 在 流 形 上 僵 群 结构 
理论 中 ， 也 是 一 个 重要 的 工具. 

对 一 个 非 Abd 上 链 复 形 的 每 一 个 子 复 形 ， 都 有 一 
个 相伴 的 正 合 的 上 同调 序列 ， 例 如 ， 对 于 例 2 中 的 复 
形 C'(G, A) 与 其 子 复 形 С (С, В), ЖЕ B Ë А 
的 一 个 G 不 变 子 群 ， 这 个 序列 是 

ез H°P(G, B) —H°'(G, А) .> (А/В)%— 

-= H!(G, B)— H! (G, А). 


ШЖ B 是 4 的 一 个 正规 子 群 ， 这 个 序列 可 以 延续 到 
H'(G, A/B) 这 一 项 ， 而 车 В 在 中 心 内 ， 这 序列 可 
延续 到 万 (6，B)， 在 一 个 有 特异 点 的 集合 的 范 紫 中 
这 个 序列 是 正 合 的 . W, 有 一 工具 ("ЕЯ 


象 ( 见 [1] ,16], [3])， 也 可 以 构造 美 于 一 个 双重 韭 
Abel 丰 形 与 其 相应 的 正 合 边缘 序列 的 谱 序列 . 
除了 刚 描述 的 0 维 与 1 维 的 非 Abel 上 同调 人群 
以 外 ， 也 有 2 维 的 例子 ， 一 个 典型 的 例子 是 一 个 群 О 
世系 数 在 一 个 群 4 内 的 2 维 上 阿 调 ， 其 定义 如 下 , 设 
>С, А) ЗВОНА pú R (т, o) 的 集合 ， 这 里 
m:G x G— А, Ф.С Аш A # M 9. 使 
#(g.)@(8)0[0,9.)''= Шїт(д\, д) 
т(Ф, #)т(д\8., 9.) = 
= P(g Nm gD) mg, 98): 
此 处 ша ЖНЖ as4 ВТЕ ЛЕЙ) ПОК}. ЖЕ 
2706, A) 中 定义 一 个 等 价 关 冯 如 下 ， 令 Cm, ф) 一 
(m', Ф) 如 果 有 一 映射 h:G А, 


ф'(9)= (Ith(g))ç@(g) 
且 
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m'(g6 g2)— 
= В) (Ф091) 809) mtg, g.)h(g., б) '. 


这 样 得 到 的 等 价 类 是 上 同调 集 оС, A) 的 元 素 . 它 
们 与 A 由 G 的 扩张 《 见 群 的 扩张 (extension of a 
group )) 的 等 价 类 一 一 对 应 . 

对 应 (m, ф)-> © 给 出 集合 x(G. А) 到 所 有 
5 

G — ОшА = Aut À / Int A 

的 集合 的 一 个 映射 0. 对 а«єОшА, 4 Н!(С, А) 
= 和 (ze)， ШИЖ xe Out A, А 的 中 心 Z(A) 就 
取 成 一 个 G 模 的 结构 、 于 是 上 同调 群 H'(G, Z (4)) 
WA T. НІС, А) 是 非 空 的 ， 当 且 仅 当 Н? (G， 
Z(A)) 中 的 某 一 类 是 平 扩 的 . 此 外 ， 在 这 个 条 件 下 ， 
EÉ H'(G, Z(A)) 简单 可 传递 地 作用 于 集合 н!(с, 
АУЕ. 

2 维 上 同调 的 定义 可 以 推广 到 拓扑 范畴 的 情况 
( 见 [2]， 这 里 也 陈述 了 这 个 概念 的 应 用 )， 给 出 2 维 
土 同调 的 一 个 一 般 的 代数 概 形 在 [4] 中 列 出 了 纲要 ; 
正如 上 面 所 描述 的 特殊 情况 ，2 维 上 同调 的 计算 化 简 成 
1 维 非 Abel 与 通常 Abel 上 同调 的 计算 . 
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[1] Seme, 1.P,, Cohomologie Galoisiemne , Springer , 1964 

[2] Giraud , Ј., Cohomologic non abélienne , Springer , 1971 

[3] Онищих, А. Л. {Тр. Моск, матем, об-раў, 
17 (1967), 45 — 88. 

[4] Толпыго, А. К.. в сб.: Вопрссы теории групп и 
гомлогической алгебры, в. |, Ярославль, 1977, 
156 – 197. 

[5] Dedecker, Р. , Three -dimensional nonabelian cohomology 
for groups, in Category theory, homology theory and 
their applications ( Battelle Inst. Conf.), Vol. 2, Sp- 
ringer, 1968, 32 — 64 

[6] Frenkel , J. , Cohomology non abëlienne et espaos Fibrs 
Вый. Soc. Маһ. France, 85 (1957), 2, 135 — 220 

17] Goldschmidt , Н., The integrability probiem for Lie 
cquations, BM. Amer. Math. Хос., 84 (1978), 4, 
531 ~ 546. 

[8] Springer, Т. А., Nonabelian Н? іп Galois cohomology , 
in А. Borel амі С. D. Mostow (eds.): Algebraic 
groups and discontinuous subgroups , Proc , Symp , Pure 
Math., Vol. 9, Amer. Math. Ѕос., 1966, 164 — 182 

А. Л. Оницих, А. К. Толпыго # ЖД Ж 


ЗЕ Abel 数 域 [non-Abelian mumber field; неабелево чн- 
словое поле] 

在 有 理 数 域 Q 上 具有 非 Abd 的 Galos 群 (Galois 
group) 的 代数 数 域 (number feid)， 或 考 在 Q 上 不 正 
规 的 域 ， 有时， 人们 考虑 以 其 他 的 代数 数 域 上 作为 基 


域 来 代 蔡 О, Пју жне "ЗЕ Abel" 理解 为 是 针对 К 


上 的 Galos 群 而 言 的 . Л.В. Кузьмин {# 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
ГАТ] Weiss, E., Algebraic number theory , MoGmavwHill, 
1963. ӘК 译 


非 Archinwedes 几何 学 [non - Archimedean geometry ; неар- 
химедова геометрия ] 

Euclid 几何 学 中 可 由 Hilbert 公理 系统 的 关联 、 顺 
F. 人 台 同 和 平行 等 一 组 与 连续 性 公理 ( Arhimedes 公 
理 和 完全 性 公理 ) 无 关 的 公理 推导 出 的 几何 学 命题 全 
Ж. É CLB, ЧЕ Archimedes 几何 学 刻画 使 得 Archi- 
medes 公理 不 成 立 的 直线 ( 非 Archimedes 直线 {non- 
Archimedean йе )) 的 几何 性 后 . ` 

为 研究 非 Archimedes 几何 学 中 的 几何 关系 ， 引 进 
线段 的 演算 一- 非 Atchimedes 数 系 ， 作 为 特别 数 
Ж; 定义 线段 的 概念 和 两 线段 之 商 、 和 以 及 乘积 的 概 
Ж. 特别 可 引进 一 个 非 Archimedes 有 序 域 ， 即 Desargues 
数 系 .借助 这 些 数 系 就 可 以 建立 图 形 的 相似 理论 ， 面 
积 理论 等 等 .作为 非 Arhimedes 平面 的 面积 测 席 理 沦 
基础 的 镍 角形 面 积 理论 是 基于 多 角形 拼 补 相等 的 经 
念 ， 这 是 比 剖 分 相等 更 广泛 的 概念 . 

ЗЕ Archimedes 几何 学 中 存在 等 高 等 底 的 三 角形 ， 
它们 拼 补 相等 ， 却 非 剖 分 相等 ， 拼 补 相等 的 多 角形 面 
积 相同 ， 而 且 面 积 相同 的 两 个 多 人 角形 总 是 拼 补 相等 的 . 
关于 直角 三 角形 的 Pythagoras 定理 在 非 Archimedes Л, 
何 学 中 成 立 . 

线段 的 演算 用 于 在 非 Archimedes 空间 引入 仿 射 
【或 射影 ) 坐标 ， 例如， 在 平面 上 选取 通过 一 固定 点 的 
两 条 直线 为 坐标 轴 ， 然 后 在 每 一 条 上 标 出 相等 线 脆 . 在 
此 仿 射 坐标 系 中 ， 直 线 的 方程 是 线性 的 ， 即 形式 为 ax 
+by+e=0, 其 中 x,y 是 确定 直线 上 点 的 坐标 的 烙 
(线段 ) 而 a,b,c 是 固定 的 数 (线段 ) . 

ЗЕ Archimedes Л.а 8 Ë ИШ 80) HJ 38: SP Sk ЗИ 
Hilbert #88 (ЗЕ Archimedes ) 空间 (Hilbert transfinite 
{поп -Archimedean ) spaos )， 实 直线 上 的 这 种 数 空间 
叫做 线性 Verone 空间 (linear Veronese space ). 

+ Archimedes 几何 学 的 数值 实现 ， 其 中 乘法 交换 
律 不 一 定 成 立 ， 也 在 非 Desargues 几何 学 ( non -Desar- 
guesian geometry ) 的 构造 中 起 重要 作用 ， 非 Desargues 
几何 学 基于 关联 、 上 顺序 和 平行 公理 ， 没 有 合 间 公 埋 ， 

非 Arhimedes 几何 学 的 重要 意义 在 于 它 在 Euclid 
空间 Hilbert 公理 系统 的 独立 性 和 相 容 性 研究 中 的 作 
月 . 关联 、 顺 岸 、 合 同和 平行 公理 在 一 个 数值 模型 中 
实现 既 证 明了 它们 独立 于 完备 性 公理 ， 也 证 明了 非 
Archimedes 几何 学 自身 的 相 容 性 . 另 一 方面 也 在 于 浴 


ЕГ Eudid 几何 学 以 Hilbert 公理 为 基础 的 构造 中 连续 
性 公理 所 起 的 作用 ， 特 莉 是 ， 设 有 连续 性 公理 就 不 能 
HEH] Euclid 平行 公理 等 价 于 任 一 三 角形 的 内 角 之 和 等 
于 两 个 直角 这 个 命题 . 

ЯБ Archimedes 平面 上 的 几何 作 图 总 是 借助 于 一 个 
划分 成 标准 关 度 ( 划分 成 线段 ) 的 直 尺 而 实现 的 . 
ежу 

11] Hilberl, О. Grundlagen дег Geometrie , Spnnger , 1313. 
Л.А. Сидоров 所 
【 补 注 】 亦 见 Hitbert 公理 系统 (Hilbert system of а 
axioms ). ТЕ 
非 结合 环 与 非 结合 代数 [non -associative rings and ае - 
bras; незссоциативиые кольца н алгебры] 
具有 两 个 二 元 运算 + 5 ., ТТЕ 
法 结合 律 外 ， 满 中 结合 环 与 代数 (sssociative rings and 
algebras ) 之 所 有 公理 的 集合 ， 非 结合 环 与 代数 的 第 一 
批 例子 出 现在 19 世纪 中 叶 ， 是 不 结合 的 (Cayley 数 
《Cayey numbers) 和 更 一 般 的 超 复 数 (hypercomplex 
number)). 给 定 -- 个 结合 环 (代数 ) ， 如 果 用 运算 
[a, b]=ab- ba 代 符 原 有 的 染 法 ， 其 结果 是 一 个 非 
ЖЕЖ (代数 》， 这 是 个 Lie 坏 {代数 }， 另 一 类 重 
要 的 非 结合 环 【代数 ) 是 Jordan Ж (代数 ) ， 它 们 可 
由 在 特征 提 2 6% (或 有 1 和 1/2 的 交换 的 算 子 
JO 上 的 结合 代数 中 定义 运算 qa， b=(ab+ba)/2 
得 到 ， 非 结合 环 与 代数 的 理论 已 经 发 展 成 代数 学 的 一 
个 独立 分 妇 ， 展 现 出 与 数学 的 其 它 领域 以 及 物理 学 、 
力学 ， 后 物 学 及 其 他 学 科 的 许多 联系 .这 个 理论 的 中 心 
部 分 是 熟知 的 所 结合 环 各 代数 ( nearly .asgociative rings 
ard algebras ) 的 理论 ， 它 们 有 : Lie 环 和 Lie 代数 ， 交 
错 丈 和 交 销 代数 ，Jordan 环 与 Jordan 408, Мальцев 
环 和 Мальцев 代数 , 以 及 它们 的 某 些 推广 ( X, Lie 代数 
(Lie арса); 交错 环 与 代数 (alternative rings and 
algebras ); Jordan 代数 (Jordan algebra ); Мальцев 
数 (Mal' tsev algebra )) - 

在 研究 任意 一 类 不 结合 代数 时 、 要 解决 的 最 重要 
的 问题 之 -是 刻 画 有 限 维和 泡 穷 维 的 单 代数 ,在 本 文 
中 ， 刻 冯 一 词 可 理解 为 模 去 含 在 被 描述 的 类 中 的 菜 个 
“旧型 "类 ! 例如 ， 绍 出 交错 环 类 的 单 代数 的 刻画 模 去 
ЖРА РР Мальцев 408 — 模 去 Lie 代数， 对 
Jordan 代数 一 一 模 去 特殊 Jordan 代数 ， 等 等 }， 按 照 
这 种 结 点 ， 各 式 各 样 的 非 结 合 代 数 可 以 分 成 两 种 -一 
种 含 很 多 单 代数 ， 一 种 含 很 少 单 代 数 ， 有 很 多 单 代数 
的 典型 类 有 结合 代数 ，Lic 代数 和 特殊 Jordan 代数 . 
亦 即 ， 在 这 些 类 中 ， 下 面 巾 人 定理 成 立 ; 域 上 任意 结合 
的 (Lie 的， 特殊 Jordan ) 代数 均 可 能 入 一 个 同型 的 
单 代数 .在 某 些 代数 类 中 ， 有 很 多 单 代数 远 远 不 是 结 
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合 的 一 -例如 所 有 代数 的 类 和 所 有 交换 ( 反 交 换 ) 的 
代数 的 类 ， 对 于 这 此 类， 也 有 类 似 于 上 面 提 到 的 那 种 
ВАЛЕ. 

刻 另 有 限 维 结合 (Lie, ЖК Jordan ) 单 代数 的 
ти а ж ЖОШ СО БЕЕК Ерй. ЖЕ 
着 ， 关 于 有 限 维 单 结合 《交错 ，Jordan ) 代数 的 结构 的 
主要 结果 被 转 入 同型 的 Aran оН Н 
小 条 件 的 环 ; 在 Jordan 环 中 ， 用 一 次 理想 代 荐 单 边 理 
想 { 见 Jordan 代数 (Jordan арга )). 

有 “很 少 * 单 代数 的 代数 类 是 有 过 的 .典型 的 例 竹 
是 交错 ，Marmpnees ，Jordan 代数 类 ,在 交错 代数 类 
中 ， 模 去 结合 代数 ， 仅 有 的 单 代数 是 在 -~ 个 结合 已 交 
换 的 中 心 上 的 {8 Я) Cayiey -Dickson 代数 ， 在 
Manes 代数 类 中 ， 模 去 Lie 代数 ， 仅 有 的 单 代数 是 
与 Cayley-Dickson 代数 结合 的 (7 维 ) 代数 (对 换 
位 算 子 运算 和 ,5b]) ,在 Jordan 代数 类 中 ， 模 去 特殊 
Jordan 代数 ， 单 代数 是 在 其 结合 中 心 ( 叙 列 E 的 代 
数 ) 上 的 《12 维 ) Albert 代数 ( Albert algebras ) (W 
Jordan 代数 (Jordan algebra)). 在 更 大 的 类 中 ， 诸 如 
右 交错 代数 或 2 元 Lie 代数 ， 关 于 单 代数 的 刻画 仍然 
是 不 完全 的 (1989) . 已 经 知道 ， 除 Малыев 代数 
外 ， 和 零 竺 征 域 上 没有 其 他 有 限 维 单 的 2 元 Lie 代数 ， 
但 不 知道 该 结果 在 无 限 维 情形 是 否 成 立 ， 对 于 右 交错 
代数 ， 已 经 知道 ， 虽 然 这 个 类 中 的 有 限 维 单 代数 都 是 
Зн. іи азе ВНЛ НН. ар 
РАЯ (у, 6) 代数 ( 设 (?，5) 冯 (1, 1))， 所 有 单 
代数 都 是 结合 的 ， 这 些 代数 由 给 定理 想 的 平方 仍 为 理 
想 而 自然 地 产生 .对 于 所 有 具 的 Jordan + 
WE 4: (SESI Jordan 代数 都 
是 特殊 Jordan 代数 ( Ширшов 定理 (Shishoy theor- 
em)). 所 有 Jordan 可 除 代数 已 经 被 刻画 { 借 走 结合 
可 除 代数 ) .在 交错 代数 ，Mampnea 代数 和 Jordan 
代数 类 中 ， 有 一 个 关于 准 素 环 (primary пв) ( 即 其 
双边 理想 的 恰 胚 不 含 零 因子 的 代数 ) 的 刻画 : 一 个 淮 
素 交 错 环 ( 在 交换 的 算 子 环 中 有 113) ， 或 者 是 结合 
的 ,或 者 是 一 个 Cayley -Dickson 环 .一 个 准 素 的 非 退 
化 的 Jordan 代数 ， 或 者 是 特殊 的 ， 或 者 是 个 Albert 
环 {一 个 Jordan 环 称 为 Albert 环 {Albert ring), ШШ 
果 它 的 结合 中 心 由 正则 元 组 成 是 代 数 Z ' A 是 其 中 心 
272 上 的 27 # Albert 代数 ) . 

在 特定 的 意义 下 ， 单 代数 或 淮 素 代数 的 反面 是 话 
ЖК (nil algebra ) .对 于 不 是 反 交换 的 吞 综合 代数 
СХА ЧАЯ ЖКА ( algebra with associatiw pow- 
ers)) (诸如 结合 的 ， 交 错 的 ，Jordan ФЭК), 1н 
零 代数 被 定义 成 其 每 个 元 如 的 某 个 方 千 均 为 零 的 代 
数 ; 在 反 交换 的 情形 下 ( 即 有 恒等式 x: =0 的 代 
Ж. 请 如 Те Қ, Мальцев 代数 和 2 元 Lie 代 
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Ж), АК Engel 代数 (Engcl ашсыз) 是 一 
样 的 ， 即 满足 条 件 


п 
У х,у (xy) y)= 0 
的 代数 在 交错 的 《包括 结合 的 ) 代数 中 ， 任 意 指数 
有 界 ( 即 有 恒等式 x" = 0) 的 语 零 代数 都 是 局 部 圭 零 
的 ， 且 如 果 对 于 m <и Т т (B) mx 0х = 
0)， 它 是 可 和 解 的 (在 结合 稍 形 下 ， 它 是 敌 零 的 )， 涉 
及 指数 有 界 的 Jordan 少 零 代数 的 局 部 宕 零 性 的 Шир. 
JICR 问题 《Shirshov problem ) 已 经 被 肯定 地 解决 ,但 
不 知道 (1989 ) 是 否 存在 单 的 结合 的 语 零 环 . 

在 Lie 代数 情形 下 ，Engel Lei 代数 的 局 部 舌 零 性 
问题 已 经 被 Кострикин 定理 (Kostrikin theorem) 解 
BE; 特征 р> п 的 域 上 的 具有 恒等式 

п 
[wy] = 

的 任意 Li В MOO. ГВА З 
对 于 р 指数 群 的 限制 Bumside 问题 (Burnsiae prob- 
iem ) 的 一 个 正面 解决 . 最 近 ，E. И. Зельманов( 1989) 
证 明了 任意 特征 的 域 上 的 Engl Lie 代数 的 局 部 等 零 
性 . 由 此 ， 他 已 经 推断 出 对 任意 n 指数 群 的 限制 Bam - 
side 问题 的 正面 解答 《运用 单 群 分 类 理论 ) ， 一 般 地 ， 
所 有 涉及 到 放 零 代数 的 局 部 短 零 性 的 问题 统称 为 Bum - 
side 型 问题 (Buttside -type ртоЫетв). 1, Курош 
问题 (Kurosh problem) 涉及 代数 的 代数 (algchmaic 
араа ) 之 局 部 有 限 性 .一 个 有 界 次 交错 的 【特别 是 
结合 的 ) 代数 的 代数 А( 4 的 元 素 所 满足 的 多 项 式 
的 次 数 是 一 致 有 界 的 ) 是 局 部 有 限 的 ， 不 过 ， 在 一 般 
情形 下 ，Burside 型 问题 (如 结合 的 讶 零下 的 局 部 知 
零 性 ) 有 和 否定 的 回答 . 

另外 的 研究 课题 有 自由 代数 和 在 不 同 的 禾 和 中 的 代 
数 的 自由 积 . 在 所 有 非 结合 代数 的 栓 中 ， 自 由 代数 的 
任意 子 代数 是 自由 的 ， 且 我 数 的 自由 积 的 任意 子 代数 
是 它 与 各 因子 的 交 及 其 某 自由 代数 的 自由 积 ( Курош 
定理 (Kurosh theorem)). 这 种 形式 的 定理 在 交换 
( 反 交换 ) 代数 秘 中 仍然 成 立 . 这 些 问题 对 于 Lie 代 
数 来 说 是 最 为 有 趣 的 .一 个 自由 Lie 代数 的 任意 子 代 
数 本 身 是 一 个 自由 Lie 代数 (Ширшов -Wit 定理 
(Shirshov - Witt theorem))， 尽 管 对 于 Lie 代数 的 自由 
积 的 于 代数 而 言 ， 类 似 的 Курош 定理 不 再 成 立 ， 介 是 
这 类 子 代 数 可 以 用 一 个 理想 的 生成 元 来 刻画 ,交集 和 
某 自 由 子 代 孝 的 自由 积 模 去 该 理想 是 可 分 解 的 。 关 于 
自由 交错 代数 已 经 作 了 研究 一 它们 的 Xesnaxca 根 
( 拟 正 则 根 《 quasi-regular zadical ))， 它 们 的 中 心 { 结 
合 的 和 交换 的 ) ， 模 Жовлаков 根 的 商 代数 ， 等 等 . 
与 自由 缚 合 代数 相反 ， 具 有 n> 4 个 生成 元 的 自由 交 
错 代 数 合 有 等 因子 ， 甚 至 平凡 理想 (平方 为 零 的 非 堆 


理想 ) . 同样 也 有 具 n > 5 个 生成 元 钓 自由 Мальцев 
代数 中 平凡 埋 想 的 例子 ， 关 于 具有 n 之 3 个 小 成 元 的 
自由 Jordan 代数 ， 它 们 包含 零 因 - 拓 ， 许 零 元 和 中 心 元 
都 是 已 知 的 事实 . 
自由 代数 理论 与 各 类 代数 中 的 恒等式 问题 密切 地 
联系 在 一 起 . 在 这 种 联系 中 有 一 个 关于 各 入 的 基本 秩 
的 问题 (基本 秩 (basis rank) 是 这 样 的 一 个 最 小 的 自 
Жп, (ЕТЕН А n АН А НИ 
数 生成 ， 如 朵 没有 这 样 的 n 存 车 ， 基 本 和 铁定 义 为 无 
穷 ). ЕТКЕЛ Lie 代数 簇 的 基本 秩 是 2; 交错 
кен Мальцев ВИ У 
акы Жн — р ДЬЕ fk 59 А Н Ж 
以 及 它们 之 问 的 关系 . 下 面 是 一 个 很 有 特性 的 结果 . 
已 经 证 明 ， 在 不 同 的 时 间 被 不 同 的 作者 定义 的 容许 
的 ,广义 容许 的 和 广义 标准 的 代数 秘 ， 实 际 上 都 属于 
结合 代数 的 所 有 化 作成 的 格 的 8 元 于 格 ， 它 也 可 由 
Jordan ， 交 换 ， 结合 ,结合 - 交换 ， 以 及 交错 代数 能 
做 出 来 . 由 一 个 有 限 结合 【交错 ，Lie，Mamsuea ， 或 
Jordan ) 环 生成 的 栖 是 有 有 限 基 的 ， 但 存在 有 限 非 结合 
环 (有 限 域 上 的 一 个 代数 ) АЗ. 
有 无 限 域 上 的 一 个 Lie 代数 具有 此 性 质 ， 同 时 ， 仍 然 
不 清楚 (1989) 是 否 存在 零 特 征 域 上 Lie 代数 的 非 有 
ЖЛЕ. А.К. Kemer ([i8]) 已 经 证 明 ， 特 征 零 域 
上 的 结合 代数 的 每 个 徐 都 其 有 限 基 ( 对 Specht 问题 
(Specht problem )) 的 一 个 正面 回答 . 
非 结 合 环 与 代数 理论 中 的 算法 问题 在 数理 逻辑 的 
影响 下 被 公式 化 了 所 有 非 结 合 代数 能 的 字 的 问题 已 
ВЗН (Жуков 定理 (Zhukov theorem ))， 类 似 的 结 
果 对 于 交换 ( 反 交换 ) 代数 是 正确 的 ， 具 有 一 个 关系 
的 Lie 代数 有 可 解 字 问 题 . 同时 ， 疮 在 带 有 一 个 不 可 
解 字 河 题 的 有 限 出 更 Li 代数 . 对 于 一 个 具有 给 定 可 
解 次 数 п 的 可 解 Lie КОКЕ ТАА: Р 
n=2 它 是 可 解 的 ， 对 n 之 3 不 可 解 . 已 缀 证 明 ， 一 
个 素 域 上 的 任意 递归 定义 的 Lie 代数 ( 结合 代数 ) 均 
可 嵌 人 一 有 限 出 现 Lie 代数 (结合 代数 ). 
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非 原子 对 第 [ non -atomic рате; вевтомическая игра] 

一 种 有 下 列 性 质 的 对 策 : 如 果 ! 表示 所 有 局 中 人 
的 集合 ， 则 存在 一 个 蚂 定 的 工 上 的 子 集 À 代数 “以 
Же БИЕ ЦЕ (поп - atomic measure ) ， 
使 得 老 测 度 的 局 中 人 集 Ces 不 影响 对 策 的 结局 ЧЕ 
原子 对 策 用 来 作为 具有 大量 很 “小 " 的 诸如 经 济 系统 
中 的 消费 者 那样 的 个 体 的 形势 下 的 模型 ， 从 而 非 原子 
对 策 的 发 展 紧密 联系 着 具有 大 量 参 与 者 的 经 济 模型 的 
研究 ( 见 [1])、 非 原子 对 策 在 对 第 论 (games，fheory 
оГ) 的 分 类 常规 中 是 从 属性 的 ， 基 本 的 对 策 论 最 优化 
原理 【 见 对 策 论 中 的 核心 (core in the theory of 
games); Shapiey 值 (Shapley value) ) 都 可 能 以 自然 
的 方式 对 它 照搬 . 然而， 对 非 原子 对 策 来 说 ， 非 合作 
最 优 性 原理 腿 例 是 在 不 加 通常 的 凸 性 艇 定 下 来 执行 的 
(网 [21) ， 并 日 不 同 的 最 优 性 原理 之 关 变 得 有 更 蝇 的 
内 部 联系 . 例如， 对 于 一 大 类 的 市 场 型 的 非 原子 对 
策 ， 竞 争 均 简 集 与 核心 重 台 ， 它 们 由 单个 元 索 组 成 ， 
并 与 对 策 的 值 (Shapley 值 对 于 非 原子 对 策 的 向 县 类 
似 ， 见 11]) 相符 ， 非 原子 对 策 论 有 两 个 研究 方向 
合作 非 原子 对 策 理 论 (Ж [1], [3], [4]) 和 非 合作 对 
策 理论 【站 [2]) . 
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game ) , 类 似 于 通常 的 合作 对 策 (cooperative game) , 
是 一 个 三 元 组 《Jp, H>, Р 了 = (1, w) 是 局 中 
大 的 可 测 空 间 ， 元 家 Сее 称 为 联盟 (coalition ); 
p 是 多 上 的 实 值 函数 ， 它 称 为 特征 函数 ( characteristic 
function); 而 H E е 上 的 所 有 有 限 可 加 的 有 界 变 养 
测度 集合 FA 的 某 个 子 集 (通常 假定 py (1) =ь(1) 
对 于 所 有 jEHH 成 立 ) .在 最 简单 的 情形 ,vb 是 上 
的 非 原子 可 测 函 数 . 这 时 假定 空间 J 是 标准 的 { 即 
(1, €) 辣 构 于 单位 区 间 及 其 Borel 子 集 的 о fü 
数 )， 以 及 和 集合 函数 b 是 有 界 变 差 的 { 即 可 表示 为 
两 个 单调 函数 的 益 》. w 上 的 所 有 有 界 变 次 函数 的 空 
间 B V 有 各 种 对 其 可 构造 Shapky 值 的 向 量 类 似 { 作 
为 在 了 4 中 取 值 的 正 线 性 算 子 ) КРУБ, ХХ 
空间 的 措 述 已 在 11] 中 作出 . 

平衡 对 策 、 市 场 对 策 、 无 旁 支付 对 策 { 见 合作 对 
ЭЙ (cooperative game ) ) 等 概念 及 其 有 关 结 果 都 可 照 报 
到 合作 非 原子 对 策 情形 ( 见 [3], [4]) . 

非 台 作 非 对 筑 (non -cooperative поп -atomic 
game ) 的 定义 与 经 典 的 非 合 作对 策 ( non -cooperative 
вате ) 的 定义 类 似 .对 于 非 合作 非 原 子 对 策 也 有 Nasht 
定理 【Nash theorem, in game theory) 的 类 贷 ， 以 及 
有 在 有 思 多 个 局 中 人 的 对 策 情 形 不 成 立 的 沈 凸 性 假定 
的 均衡 形势 存在 的 一 般 结果 { 见 [2]) . 
参考 文献 

[1] Aumann, Е. Ј. and Shapley, L. 53., Valus of non- 

atomic games , Prinecton Univ. Ри, 1974, 


[2] Кирута, А. A., в кн.: Математически: методы в 
социа льнык наукак, 6, Вильнюс, 1975, 18 — 71. 
[3] Rosenmuller, J., Kooperative Spicle und Mirkte, Spr - 
пат, 191. 
[41 Rosenmiller, 1., Large ganws witbout sde-payments, 
Орта. Кез. Verfalven , 20 (1975), 107 — 128. 
A. Я. Кирута, Е. Б. Янљская 所 
【 补 注 】 
参考 文献 
АГІ Hüdenbmnd , W .，Com and equilibria of а large eoo - 
поту, Prinçeton Univ, Prçs , 1924. 
[A2] Owen, G ., Сапе theory , Асай. Риз, 1982. 
史 树 中 Ж 


非 原子 测度 [ non - atornic measure ; неатомнческая мера] 
可 测 空 间 ( X, 2) 上 的 一 个 测度 (measure ) ， 其 
中 没有 正 测 度 原 子 ， 亦 即 ， 集 Ае, „(А)> 0, 使 


当 Bc4 与 p(B)>0 时 即 有 B= A. 
H. Н. Воробьев 48 


[ 补 注 】 测度 空间 (X,， 9, ш) 的 一 个 原子 (atom) 
是 指 这 样 的 集 Ае, WR i) (А) >0; ü) Be Z 
H BC АЙ. 或 者 (В) = 0, 89 р(Б) = шщ(А). 
亦 见 原子 (atom). 
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测度 空间 (X, 2, н) ЖЭР (поп -ato - 
тіс), Ж 2 中 的 元 都 不 是 原 在 概率 沦 中 测度 
空间 完全 出 原 子 建立 ， 亦 即 利用 原子 测度 (atomic meas- 
ше) 来 研究 烽 率 论 是 常 有 的 事 ” 见 套子 分 布 (atomic 
distribution ) . 

将 概率 F 分 解 为 和 下 = рЕ, + (1— p) F, (0 < 
pSU, KE F, ЖАРЕ. ПП F, 为 连续 分 布 
(continuous distribution ) 即 非 原子 分 布 . 此 结果 称 为 
Jordan Jia 定理 { Jordan decomposition theorem ) . 
参考 文献 

[AU] Feller, №., An introdiuetior to probability елу and 
its applications , 2, Wiley, 1971, 135, 
жап 译 ША 校 


非 中 心 X° 分 布 [non-centml “dhi-squared' distribution ; 
нецентральное “хи-квадрат' распределенне ] 
集中 在 正 半 韩 0<x соо 的 连续 型 概率 分 布 ， 其 
密度 为 
Өз утөв oj CHI 
"гузу CD! rin) 
其 中 m 是 自由 度 ，1 是 非 中 心 条 数 ， 对 于 4=0， 此 密 
度 与 普通 的 ОР)? 分 布 (X? distribution) 密度 相同 . 
ЕМС УНН 548888 (characterisic function) 38 
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数学 期 望 (mathematical expectation) #127 3 (dispersion) 
分 别 为 mn+4 和 202+2 和 人 . 非 中 心 关 分 布 属于 无 穷 可 
分 分 布 (infinitely - divsitle distributiom) 类 . 

通常 ， 非 中 心 分 布 作为 相互 独立 具有 首 零 均值 
mm, 和 单位 方差 的 正 态 分 布 随机 变量 X,, …, XY, 的 平方 
ПН: З, АЕ фа х, 
由 度 为 n 和 非 中 心 参 数 为 4= YL ml. 若干 相互 独立 
其 有 非 中 心 从 分 布 的 随机 变量 之 和 仍 具 有 非 中 心 分 
布 ， 其 参数 等 于 各 变量 相应 的 参数 之 和 . 

Яп, ДЕХ 分 布 的 分 布 函数 
Е, (х; л) 3 x<0 PE ЕТО) 当 x>0 时 等 于 


кеў Ў орлор, 
mo анаа 
此 式 建 立 了 非 中 心 2° 分 布 与 Polsson 分 布 (Poison dis- 
ttibution) 之 间 的 联系 .具体 地 说 ， 如 果 半 积 了 为 分 别 
有 参数 x/2 和 412 的 泊 检 分布， 则 对 于 任意 s>0， 
有 


р(х)= 


СЕНИ 


Р{Х-У283= Е, (х, 4). 

ЗЕ АГА ШИЕВ ?型 检验 的 功效 的 
数理 统计 问题 中 . 因为 现 有 非 中 心 好 分 布 的 数值 表 不 
够 完全 ， 故 在 统计 应 用 中 广泛 使 用 利用 ХА En E 6 


分 布 的 逼近 . 
参考 文献 
[1] Болышев, Л.Н., Смирнов, П. В., Таблиць: мате- 
матической статистики, 2 иэд., М., 1983. 
[2] Kendall, М. and Stuart, А., The advanced theory of sta- 
біо, 2, Inference and mationship. Griffin, 1979, 
[3] Pateaik, P. B., The non-central у?- and F - distributions 
and their applications, Biomerrika, 36 1949), 202—232. 
А.В. Прохоров {2 
[ 补 注 了 
参考 文献 
ГАР) Johnsen,N.L.and Kotz,S.. Distributions in statistics. 
2, Continuous univanate distributions, Wilsy, 1970. 
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非 经 典 模型 论 [non - classical theory of models зї noa - 
classical model theory ; неклассическая теория моде - 
ей] 

与 经 典 理论 不 同 的 模型 理论 { 见 模型 论 (model the - 
ory)); 其 中 或 者 是 相关 的 形式 请 言 (formal language ) 
不 是 一 阶 语言 上.。， 或 是 它 所 依据 的 逮 辑 不 是 典型 的 
{ 二 值 ) 28. 以 下 若 不 男 作 声明 ， 说 到 逻辑 都 是 指 二 
Еш. 

саса аера 

a) 永 真 公式 集合 的 可 公理 化 性 ， 如果 存在 一 个 用 
自然 数 对 庄 言 工 中 公式 的 能 行 枚 举 ， 问 题 就 变 得 更 精 
确 : 永 真 公式 所 对 应 的 自然 数 的 集合 是 递归 可 枚 举 的 
щт 

b) 一 个 语言 Г (о, д) Rú ( (z. 8) -com- 
pact)， 如 果 对 工 的 任 一 基数 < 的 命题 集合 y 只 要 
每 一 基数 < 有 的 子 集 Z' S 可 实现 ， 那么 三 可 实现 . 
紧 性 问题 在 于 刻画 使 得 工 是 (x, в) 紧 的 基数 对 <a, 
B>. 

с) 如 果 工 的 公式 形成 一 个 集合 (而 不 是 一 个 真 
美 }， 那 么 存在 一 个 基数 &， 使 得 上 的 每 一 个 有 基数 
8 之 x 的 模型 的 命题 集合 ， 也 有 任意 大 的 基数 的 模型 . 
这 种 基数 中 的 最 小 者 ， 叫 做 上 的 Hanf 数 (Нап? num - 
ber)， 对 上。 来 说 ， 这 个 基数 是 可 数 基数 wm .要 研究 
的 同 是 十 计算 了 的 Нап 数 以 及 建立 小 基数 模型 的 存 
在 条 件 - 

以 下 列举 研究 的 较 好 的 非 经 典 语 言 以 及 对 于 阅 题 
ЭЛН гина. 
га 


‚ 它 是 由 工 ,增加 谓词 变 元 及 
谓词 变 元 上 的 ; "жшт, 的 一 个 命题 由 在 一 个 
系统 < 4, 下， …，, 开 ,，…>({ 其 中 4 是 表征 理 的 一 
АЧА, ЕНЕ (п> 1) 是 4 上 “元 谓词 的 集合 ) 中 
真 ， 如 果 当 把 "元 谓词 量词 限制 子 ,中 的 上 元 谓词 
时 ， 中 在 4 中 真 . 如 果 这 里 的 已 (na 兰 1) 是 如上 所 有 严 
元 谓词 形成 的 集合 ， 那 么 就 说 中 在 模型 4 中 为 真 Е 
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数 算术 . 由 算术 的 Gidel 不 完全 性 定理 (Gedsl ineom - 
pleteness theorem ), L, 的 在 所 有 模 漠 中 真 的 命题 集合 
是 不 可 公理 化 的 ， 然 而 存在 一 阶 谓词 演算 公理 的 一 个 
自然 的 推广 区 ,， 使 Henkin Ж Яй (Herkin com- 
pleteness theorem ) 在 其 中 成 立 ， 由 工 ; 可 以 推演 出 且 仅 
能 推演 出 在 满 尼 工 ,的 公理 的 所 有 系统 < 4，F，…， 
Е, …> 中 真 的 那些 命题 . 在 这 种 情况 下 ， 存 在 与 语言 
L. 的 L6wenheim -Skolem 定理 类 似 的 定理 ， 如 果 L, 
的 一 个 命题 下 与 己 : 的 公理 在 同一 个 系统 中 为 真 ， 那 
2 tS Z, 在 一 个 系统 SA, F, U, Е, >р 
为 真 ， 其 中 4 及 F,(n 21) 都 二 至 多 可 数 的 . 语言 
L, 的 模 塑 论 的 茶 些 门 题 与 集合 论 的 问题 有 联系 ， 并 且 
在 Zermolo -Fraenkel 公理 集合 沦 中 是 不 可 解 的 . 

2) 语言 (Ито, ВЖИ). 这 个 语言 的 
公式 由 一 阶 语言 的 公式 经 过 基数 小 于 о 的 公式 集 的 合 
取 及 桥 取 ， 以 及 经 过 答 定 和 宕 以 长 度 < 8 的 量词 申 构 
成 . 与 一 阶 庄 言 时 类 似 ， 公 式 在 一 个 模型 中 的 真 值 天 
过 对 公式 的 结构 归纳 地 定义 . 一 个 基数 叫做 紧 的 
(compact), 如 果 对 任 一 上 基数》， 语言 Ls É (7, а) 
紧 的 ， 继 语言 工 ,。 之 后 . 形 如 工 。， 语言 中 研究 的 最 
成 熟 的 语言 是 上 。. 从 间 物 的 观点 来 说 ， 可 数 表 征 的 
每 一 可 笋 模型 可 以 用 洛 言 上 ,的 一 个 命题 来 刻 通 ,对 


任意 的 xq， 语言 „М (ж, oo) 紧 的 .ww 的 Наш 
Же 2 ,其 中 2 由 对 序数 ， 归纳 地 定义 : 259 = 
а, 240 284, 并 且 当 5 是 一 个 极限 序数 时 ，2““ = 
У .2"* 

3З) 带 有 量词 "至少 存在 ws 个 ”的 语言 办 ИЕ 
=, ЕН, 增加 新 量词 8 而 得 ， 其 公式 的 真 
值 由 对 其 长 度 用 归纳 法 而 决定 ， 如 果 集 合 (a: as4， 
ФО) 4 中 为 真 } 的 基数 至 少 为 @,, 那么 公式 (QO*x) 
Ф(х) 在 模型 4 中 为 真 . 设 V. 是 在 基数 > o, 的 所 有 
模型 中 真 的 2, 公式 的 集合 . 集合 V, H Дз, 
但 是 и 可 公理 化 ЗЕН 2, AB (co, о) щн. 然 
而 形 如 2, 的 语言 中 有 其 种 紧 性 . 设 符号 o, со 
Ж А<ш,, ЖА? < o (elm ll... <o, . 
如 果 оз << ws， 那么 s 是 (о, 中)} 紧 的 .2 的 
Hanf 数 为 2"". 

我 们 以 上 只 考虑 了 这 样 的 模型 ， 即 表征 为 "的 语 
言 工 的 任 一 命题 在 其 中 或 者 真 或 者 想 . 此 外 ， 还 可 以 
考虑 表征 为 的 如 下 的 模型 4 ,在 其 中 ПИШЕ 
为 4" 的 于 集 ， 而 是 视 为 4' 到 一 个 集合 天 的 映射 ШШ 
果 在 关上 定义 了 对 应 于 语言 也 的 财 辑 联接 词 及 量词 的 
运算 (是 词 理 解 交 无 限 运算 ), 那么 就 可 以 定义 语言 工 
的 任 一 命题 D eA РИН Фе, 这 样 就 得 到 
以 XX 为 真 值 集合 的 模型 论 ， 当 X 是 紧 Hausdorff 空 间 
或 完全 布尔 代数 时 ， 其 理论 最 富有 成 果 . 经 典 模型 论 研 
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宽 中 的 很 多 方法 也 适用 这 种 情形 . 当 X 是 一 个 完全 
Boole 代数 ( Boolean algebra) 上 时， 合 取 、 析 取 及 否定 分 
别 定义 为 交 ， 并 友 补 . 值 上 Vx) 四 (x) 有 定义 为 形 
如 | 中 (a) (ae А) 的 所 有 元 素 的 交 ， 布尔 值 模型 在 
证 明 各 和 集合 论 俞 题 与 公理 集合 论 共 基本 公理 的 相 容 
性 方面 ， 找 到 了 ) 泛 的 应 用 . 


参考 文献 
[1] Сашећ, A., Intmducton to mathematical оріс, 1, 
Princeton Univ. Press , 1956. 
12] Chang, C. C. and Keiser, Н. }., Modal theory, 
North - Holland , 1973 
E. А, Палютин, А. Д. Тайманов 所 
【 补 注 】 ОСК НЕ АТ), [А2] 
参考 文献 
[At] Keister, Н. J., Мой theory ‘or infinitary logic , 
North - Holland 、 1971 
{A2] Dickmann , М. A., Large infinitary languages , North - 
Holland. 1975. FEW W 


非 合作 对 策 [non -cooperative рате; бескоалнционная 
ира] 
系统 


Г= «2, [S] {Н.р 


其 中 了 是 局 中 人 集 ，5, Ж ЖБ i 个 局 中 人 的 策略 集 ( 见 
Ep ( 对 策 论 中 的 ) (strategy (in game theory ) ) ), Н, 
是 第 i 个 局 中 人 的 增益 函数 ， 它 定义 在 Descartes 积 
&=[П „8, 上， 非 合作 对 策 如 下 进行 : 各 自 { 不 形成 
联盟 、 没 有 合作 ) 行动 的 局 中 人 选择 他 们 的 策略 о, 
5,， 作 为 它们 的 结果 ， 形 势 =[] „5, 出 现 ， 从 而 第 
i 个 局 中 人 得 到 增益 厅 ,{s)， 在 一 个 非 合作 对 策 中 的 
未 要 最 优 性 原理 是 月 标 可 实现 性 原理 ([1]) ， 由 此 产 
生 Nash 平衡 解 . 解 ”被 称 为 平衡 解 (equilibrium so - 
Jution) ， 如 果 对 于 所 有 ieJ，s,55S,， Жақ 
H (s)2 H (s ls.) 


成 立 ， 其 中 sls =]11 us] Xs,， 这样， 没有 一 个 
局 中 人 对 单方 面 干扰 他 们 间 事 先 同 意 的 平衡 解 感 兴 
Ж. 已 经 证 明 ( Nash 定理 《Nash theorem ) ) ， 有 限 非 
合作 对 策 { 集合 J 和 5, 都 是 有 限 的 ) 对 混合 策略 有 
平衡 解 .这 条 定理 已 被 推广 到 包括 有 有 限 个 局 中 人 的 
无 限 非 合 作对 策 {13]) 和 有 无 限 个 局 中 人 的 非 合作 对 
策 { 见 非 原子 对 策 (поп -atomic вате) ) 在 内 的 情 
JÉ. 

两 个 平衡 解 s 和 上 о теа АМО, ЭПЧИ 
r= 了 ,yr,( 基 中 ,=s, 或 r,=t,, ГЕЛ) 也 是 平衡 
解 . 它们 称 为 等 价 的 ， 如 果 H (s) = H ,(t) 对 于 所 有 
єт. 设 Q 是 所 有 平衡 解 的 集合 ，Q c Q 是 
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Parcto 最 优 ( 见 载 决 方案 (arbitration scheme ) ) 的 平 
衡 解 集 ， 一 个 对 第 被 称 为 Nash 可 解 的 (Nash solv - 
арс) 以 及 Q 被 称 为 Nash 解 (Nash solution), 如 困 所 
有 se Q 是 等 价 的 和 可 交换 的 .一 个 对 策 被 称 为 是 严 
ЖШ, жо" 非 空 ， 且 所 有 se 名 "是 等 价 的 和 
可 交换 的 ， ЖАО А ПУНЕ (two -Person 
zero -sum game) 是 Nash 可 解 的 种 严格 可 解 的 ; 然 
而 ， 在 一 般 情形 ， 这 样 的 可 解 性 通常 是 不 可 能 的 、 

在 完 矢 月 标 蕉 可 实现 性 原理 方面 的 其 他 尝试 已 经 
ої. 例如 ,建议 ([4]) pik FA WAS Ki (在 
后 一 形势 下 ， 每 个 局 中 人 可 保证 他 自身 的 增益 与 其 他 
局 中 人 选择 的 策略 无 关 ) 来 看 作 非 合作 对 策 的 解 ， 它 
们 的 选取 基于 在 甫 集 牛 引信 新 的 偏好 关系 .在 另外 的 
方法 中 ， 非 合作 对 策 的 解 被 定义 为 局 中 人 行为 的 主观 
判决 ([51). 
参考 文献 

[1] Воробев, H. H., {Успехи матем. наук у, 25 
(1970) (152), 2, 81 – 140 

[2] Nash, Ј., Non - coopemtivwe games, Ат. of Мшһ., 
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190 ~ 1⁄4. 

[4] Hananyi, J. С., A general solution for байс noncop - 
erative gases based оп rik - dominance , іп 1, 5. Sha - 
Pley, А. №. Tucker and М. Dresher (cds .): Adan - 
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[ 补 注 I 
参考 文献 
ГАІ] Yorob'ev, N. N., Game theary, Springer , 1977( Ж 
ах ) 史 树 中 ж 


非 退 化 表示 [non - degenerate representation ; невырож - 
денное представление ] 

一 个 群 ( 环 、 代 数 ， 半 群 ) X 在 一 个 向 量 空 间 E 
内 这 样 的 一 个 线性 表示 ( linear representation ) z, ШЖ 
对 于 某 个 ¿eE 和 一 切 хех Жі, л(х)&=0, Ді 
{=0. А. И. Штерн É 者 辆 新 译 


ЗЕ Desargues 几何 学 [non - Desarguesian geometry ; неде- 
заргова геомётрия ] 

其 中 Desargues 假设 ( Desargues assumption ) 不 必 
为 真 的 平面 几何 学 ， 此 平面 称 为 非 Desargues ЖЫШ 
(лоп -Desargucsian plane)， 仅 用 平面 的 射影 公理 市 不 


异 助 于 合同 公理 (度量 公理 ) 或 者 空间 的 公理 ， 在 平面 
上 不 能 证 及 Desargues 定理 . 葬 如 ， 由 Hilbert 的 所 有 
的 平面 公理 ( 见 Нас 公理 系统 ( Hilbert system of 
axioms )) 除去 关于 三 角形 合同 的 公理 之 后 不 能 推出 
Desargues 定理 .以 此 系统 为 基础 的 平面 几何 学 是 非 
Desargues 几何 学 ; 它 不 能 看 作 是 Нен 系统 所 有 公 
理 除 去 上 述 合同 公 理 之 外 都 成 立 的 三 维 几 何 学 的 一 部 
分 . 一 个 非 Desargues 系 影 平面 不 能 内 人 到 一 个 维 数 较 
高 的 射影 空间 ( 见 [1 ,[4],[53) 

非 Desargues 平面 几何 学 确实 可 以 构造 ， 这 一 事实 
产生 Hilbert 系统 各 公理 组 的 独立 性 的 证 明 、 同 时 突出 
显示 了 Desargues 定理 作为 半 面 射影 几何 学 一 个 独立 的 
附加 公理 的 作用 ( 见 [2]). 

此 外 考虑 所 谓 的 非 Desargues 系统 ( non -Desargue- 
sian systems) , 其 中 Desargves 定理 作为 一 个 构 形 ( con - 
guration ) 命题 不 成 立 ， 非 Desargues 系统 一 般 在 某 些 
呈现 为 直线 空间 的 Riemann 流 形 上 ， 特 别 是 在 基 些 曲 
面 上 存在 ,一 个 简单 的 例子 是 抛物 面 = xy， 它 上 面 
的 点 及 其 最 短 连 线形 成 一 个 非 Desargues Ж. ИЯ 
一 个 例子 由 环 面 给 出 。 存 在 没有 共 亏 点 的 环 面 的 度量 
化 其 一 致 黎 盖 空间 的 测 地 线形 成 一 个 非 Desargues 
系统 ( 亦 见 [5]，[ 6])》. 
参考 文献 

[1] Hilbert , D., The foundations of geometry , Open Cout , 
La Salle , Віпов, 1950 ( 8 862). 
[2] Скорняков, Л. А., «Успелхи матем 
(194), 6, 12—14 
{ 3] Busemann, Н., The geometry of geodesics . Асай. Pres , 
1955. 
[4] Mobmann, H. (ed ), Fesschrih О. Нйһеп: zu seinem 
6. ten Geburtstag , Springer , reprint , 1982 , 
[5] Bieberbach, Ь., Einieitung in dic hóhem: Geometne , 
Teubner , 1933. 
16] Narayana Као, M.L, and Kuppuswarny Као, K., А 
dass of non - desarpucsian planes, Ј. Comb. Theory Ser. 
A, 19 { 1975), 247 — 255. Л. A. Сидоров 握 
【 补 注 】 一 些 有 限 射 影 平 面 是 非 Desargues 平面 ， 见 
[А2]. 
参考 文献 
[A1] Coxeter, Н. $. M., Twelve geometric esays , Southern 
Ш. Univ. Press , 1968, р. 248 
[А2] Най, М., The theory of groups, МасМ ап, 1959, 
зц — 07. 
[A3] Pikert , G ., Projective Ebenen, Springer, 1975 
[А4] Hughcs D. and Piper, F. С., Projctive plane. 
Springer, 1973. 杨 路 、 曾 振 柄 译 


наук, $ 


ЖГ [ поп - differentiable fimction ; недифференци - 
руемая функиня ] 


不 存在 微分 ( differential ) В ВАЎК. +E P аА 
JEE fr (r 8 НО К. 例如， 函数 f(x) = 
1х1 x= 0 处 为 不 可 徽 ， 尽 管 它 在 该 点 处 左 、 右 可 
微 ( 即 在 该 点 处 有 有 限 的 左 ， 右 导数 ) ,连续 函数 
f(x) = xsin(1/x) (x #0), f(0) = 0 不 但 在 x=0 
处 不 可 微 ， 而 且 在 该 点 处 既 没 有 左 导数 也 没有 右 导 数 
《有 限 或 无 穷 】. 

在 整个 实 直线 上 连续 但 在 任何 点 都 没有 有 限 导 数 
ПОИН НИ Н В. Bolzano 于 1830 年 (发表 
+ 1930 4 ) 和 ，Weierstrass 于 1860 年 {发 表 于 
1872 年 ) 构造 的 ， Weierstrass 的 例子 是 级 数 的 和 


(х) = Ў а'ош(б^ ях), 


К б<а<1. b ЖЖАП аһ>1+3т/2. 
ЖЕНИ, Ед АЙЕ —1Т% 
一 来 代替 cos ox 的 比较 简单 的 例子 ， 由 了 ， 工 。van 
Че: Waerden 所 构造 ， 设 u, (х) 是 对 于 实数 x 定义 
的 函数 ， 它 等 于 x 与 最 近 整 将 之 类 的 绝对 值 ， 此 函数 
在 每 个 区 阿 [a /2, (п +1)/2} (п 是 一 整数 ) 上 是 
线性 的 ; 它 是 连续 的 ， 周 期 的 ， 周 期 为 1， 令 

и(4*^х) 
кард. 


u,(x)= ‚Ё=1,‚,2,—, 


则 уап der Waerden 函数 由 
ло) Ў шо) 


定义 . ЙЕНЕ F E ВЕНН 
Мр. ТЕГИ 3 个 部 分 和 . 


对 于 多 元 函数 ， 在 一 点 处 的 可 油性 并 不 等 价 十 该 
点 处 偏 导数 的 存在 性 ， 有 不 可 微 孙 数 但 存在 偏 导数 的 
例子 . 例如， 函数 


м, 
х,у)” * ЖУ 
0 者 x=y=0 


在 平面 上 每 个 点 连续 月 处 处 存在 偏 导数 ， 但 它 在 (0， 
о) 处 不 可 微 . Л. Д. Кудрявцев #8 
[ 补 注 】 S. Banach 证 明 ,“ 大 多数 ”连续 函数 是 处 处 
不 可 微 的 .具体 地 说 ， 他 证 明 ， 如 果 以 C 表示 单位 区 
间 [0, 1] 上 所 有 连续 实 值 函数 的 空间 ， 赋 予 一 致 度量 
СЕН). Ш C 中 在 [0, 1) 的 某 个 点 具有 有 有 


Жох®+у®>0, 
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RR £ sb Ú лжи ЖА Ж ж И Ek sz Е C 中 是 
第 一 Baie 范畴 的 ( 见 Baire Ж ( Baire classas )) . 这 
一 事实 的 证 明 以 及 上 述 Weierstrass 例子 中 处 处 不 可 微 
性 的 证 明 可 在 [Al] 中 找到 ，van der Waerden 例子 中 
的 芋 数 具有 所 述 性 质 的 证 明 可 在 [A2] 中 找到 ， 
参考 文献 
[A1] Hewitt , E ., Stromberg , K.. Real and abstract analy - 
sis, Springer, 1965 
[А2] Stromberg , К., Introduetion to classical real analysis, 
Wadsworth , 1981 , 
【 详 注 】 关于 van der Waerden 例子 中 函数 处 处 不 可 
微 的 证 明 ， 也 可 见 [B1]. 
参考 文献 
[B]] Фихтенгольц, Г. М., Курс дефферецийльнхо и 
интегрального исчисления, т. 2, М., 191, § 46 
{ 中 译本 : Г. M. таеп. пле, 
8: — 398 Н, ЩЩ W АЕМ. 1954, S 416) 
жж} 


ҘЕ Ragid 几何 学 [non - Pnclidean geometry ; неевклидовы 
геометрии ] 

字面 含义 指 所 有 与 Еца 几何 学 不 同 的 几何 学 宗 
统 ; 但 通常 “ 非 Euclid 几何 学 " 一 词 专 指 其 中 定义 了 
图 形 运动 的 (不 是 Виса 几何 学 的 ) 几何 学 系统 ， 这 
个 运动 与 Euclid 几何 学 中 的 运动 具有 相同 的 自由 度 . 
Euclid 平面 中 图 形 运动 的 自由 上 度 是 由 如 下 荣 件 确 定 的 : 
每 一 图 形 可 以 运动 而 不 使 其 点 之 间 的 距离 有 所 改变 ， 并 
可 使 图 形 的 一 个 任意 选 定 的 点 处 于 其 一 预定 位 署 ; 此 
外 每 一 图 形 可 绕 其 任何 一 点 旋转 ， 在 Euclid =#2 aj 
每 一 图 形 可 以 运 址 使 其 任意 选 定之 一 点 处 于 某 一 萄 定 
15х30; 加 之 图 形 可 绕 遂 过 其 任何 一 点 的 任意 轴 旋 转 - 

主要 的 非 Биба 几何 学 是 双 曲 几何 学 (gpertole 
geometry) ( 即 Лобачевский 几何 学 1Lobachewkil geo- 
metry)) 和 椭圆 几何 学 (ейріс geometry) ( Bh Ricmann 
几何 学 {Riemann geometry), 它们 即 “ 非 Euclid JL 
和 何 学 ”通常 所 指 . 双 曲 几何 学 是 最 先 发 现 的 不 同 于 
Euciid 几何 学 的 几何 学 系统 ， 也 是 第 一 个 更 一 般 的 理论 
( 它 包 括 Euclid 几何 学 作为 其 极限 情况 )， 后 来 发 现 
的 椭 贺 几何 学 在 某 些 方面 是 双 曲 几何 学 之 对 立 . 对 
Eudid ДЇ З, Лобачевский 几何 学 和 Riemann 几何 
学 并 列 研究 ， 能 在 很 大 程度 上 揭示 三 者 之 特性 ， 并 查 
圾 它们 利 其 他 几何 学 系统 之 问 的 关系 .下 面 将 依次 从 
综合 理论 ， 微 分 几何 ， 群 论 等 方面 比较 两 种 非 Euclid 
几何 学 和 Euclid 几何 学 . 

ЗЕ Euclid 几何 学 的 综合 理论 除 平行 公理 以 外 ， 
冯 曲 几何 学 建立 在 和 Eucld 几何 学 相 疝 的 公理 基础 
L. 根据 Боа 几何 学 的 平行 公理 ， 道 过 不 在 直线 a 
上 的 任何 一 点 正好 有 一 直线 与 a 在 同一 平面 而 与 a 不 
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相交 ， 在 双 曲 内 和 性 学 中 则 假定 有 很 多 ( 因而 可 证 明 有 无 
穷 多 ) НҮП. 

ШИЛ! 用 公理 : 与 一 直线 共 面 之 任何 直线 
作 与 该 直线 相交 .这 一 公理 与 除开 平行 公理 以 外 的 
Eudid ЛФГ Ж РН. 所 以 ， 构 成 糖 加 几何 学 
的 公 蛙 系 统 与 Бића 儿 合 学 公理 到 统 的 差异 不 仅 只 是 
平 答 公 理 这 一 个 公理 的 昔 换 ， 而 及 也 在 于 部 分 其 他 公 
理 . 使 之 产生 差异 的 是 有 关 几 何 死 素 的 序 关 系 的 公 
理 . ҢЖШЁ: {к Боа Л. ЗИЛИН Л.Р Р Н 
AJB ӨПЕЙ. ЖШ ЖИКИЛ; ЕЛ, 
何 学 中 直线 上 点 的 顺序 是 循环 的 ， 如 同 圆周 上 的 点 ， 
此 外， 在 Eudlid 几何 学 和 冯 曲 几何 学 中 平面 上 每 一 直 
线 将 学 面 分 成 两 部 分 ， 而 冰 性 质 在 构 圆 几何 学 中 不 成 
立 ， 平 面 上 不 在 某 一 给 定 直 线 上 的 任意 两 点 可 用 一 与 
此 直线 不 相交 约 连续 措 线 相连 接 { 构 加 平面 的 拓扑 模 
型 是 射影 平面 ). 

三 种 几何 学 中 图 形 的 运动 由 相同 的 公理 决定 . 

非 Euchd 几何 学 定理 的 例子 ， 

1) 肥 曲 几何 学 中 任 划 三 角形 的 内 角 和 小 于 西 个 直 
#; 椭 国 几何 学 中 三 角形 内 角 和 大 于 两 个 直角 《在 Euclid 
几何 学 中 日 然 等 于 两 个 直角 ) . 

2) 双 基 几何 学 中 三 角形 的 面积 公式 是 


S=R(z-a- B- 1), (1) 


其 中 a, д, у 是 三 角形 的 内 角 ， 及 是 取决 于 面积 之 测 
量 单 位 的 一 个 常数 ， 椭 图 几何 学 的 面积 公式 和 球面 几 
何 党 (spherical geometry) 的 一 样 ， 是 

З= К(а+ръутл), (2) 


РР А ЗОЯ ЛИТА rh — (Ti fE Euclid Л, 
ТАНЕ УЕ ЕЖ). 

ЗОЛАТА rh 8 ae F = з Hl fg fJ X: 
系 式 ， 例 如 


cosh “© = cosh Ë «зз -sinh Ь sinh — оза, (3) 


К Ж Е 
其 中 sinh, cosh ЗКАНА АТЖ К, a, b, сЕ 
AJ609383. z, в, у 是 其 对 角 ， 而 R 是 一 由 尺度 之 选 
择 所 决定 的 常数 ， 对 于 直角 三 角形 ( 设 斜 边 是 c, у 
直角 ) 则 有 下 例 : 
cosh ж = cotan a cotan g (4) 


经 过 线性 尺度 和 面积 单位 之 其 - -调整 ， 公 式 (1)，(3)， 
(4) 中 的 常数 А 是 同一 个 ， 数 R 是 双 曲 平面 (з 
Bi) ЕЗ. 对 于 一 给 定之 线性 尺度 ， 责 表示 站 
ШР СЫ) 之 某 一 绕 段 的 长 度 ， 该 线段 又 称 曲 些 
+&. шй НИЕ, ШОК=1. 
如 辐 球面 一 处 学 (spherical trigononetry), Л.Т 


也 有 类 似 公式 : 
«в -#Є = os r cos 0. + sin б-п — cosa (5) 
对 一 任意 三 角形 成 立 ， 而 

ах а. = cotana cotan g (6) 


对 直角 二 角形 成 立 ， 其 中 记号 含 义 相似 КОЙ 
平面 (或 空间 ) 的 曲率 半径 ， 如 同 公式 (4)，( 6) 显示 ， 

角形 的 再 边 由 该 三 角 
нА: 一 般 则 有 ， 供 意 三 角形 的 边 由 其 角 所 决 
定 ， 这 说 明 不 存在 相似 而 不 合同 的 三 角形 《Euclid ЛА 
学 由 没有 类 似 于 〔4)，(6) 的 公式 ， 也 没有 其 他 用 角度 
来 表示 线性 量 的 公式 )， 将 R 换 为 iR 则 公式 (ID. 
(3), САЯН (2), (5), (6); —— R, ХНЛ 
学 之 三 一 度量 公式 中 的 R Чи 
之 相应 公式 ， 并 保持 其 几何 意义 5 R 一 @% 时 ， 两 
种 非 Eudid 几何 学 的 公式 都 变 成 Euclid 几何 学 的 公 
ОАЕ). ТАУКЕЛ 
局 与 曲率 半径 {作为 一 线段 ) Wb IRS ER. T 
Басі 几何 学 的 公式 的 极限 趋 于 Euclid 几何 学 的 公式 
此 一 事实 表明 ， 与 曲率 站 径 机 比 较 小 的 作 Бис 图形 
之 中 元 二 的 关系 同 相应 的 Evclid BE p 2 ЖШ ЕК 
小 . 

有 关 微 分 几何 之 非 Юа 几何 学 . 每 一 非 Euclid 
几何 中 平面 的 敏 分 性 质 类 似 于 Eucdlid 空间 中 曲面 的 病 
分 性 质 ， 其 体 来 说 ， 在 一 非 Баю 半 面 中 可 以 引 人 为 
ША и, о 使 得 坐标 的 微分 da，dz 所 对 应 的 曲线 
ПКР ds 定义 为 

4% = Edu: -+2Fdudvt баз}. (7) 
将 别 ， 可 假定 一 任意 点 M а из М 到 某 一 加 
定 直线 的 重 线 长 度 ， 和 坐标 b 是 此 直线 上 一 国定 点 0 
Ж ЕЙ: он, о 的 符号 按 通 常 的 坐标 条 选择 .这 
时 ， 公 式 (7) ЛШ ЛЫЖА 


й = dut + о Ср), (8) 
而 对 椭 贺 几何 变 成 
аю = да? о (т) йи, (9) 


其 中 К 是 上 一 节 中 相同 的 常数 (出 率 半径 )，(8)，(9) 
БЕ КИД ОЛЕГЕ Л С 
一 种 情况 为 负 身 率 K = — 1 | R° (例如 伪 球面 )， 第 二 
ФЛЕШ Ж K= ТА (例如 球面 ). РАЈН, ЖШ 
与 上 一 充分 小 帮 分 的 内 蔓 几 何 学 合同 于 茹 数 负 曲 率 昌 
二 上 相应 部 分 的 内 曹 几何 学 ， ЖД. ШЫ ЕЩ ЕЛ 
充分 小 部 分 的 内 葡 几 们 学 在 常数 正 昌 率 由 面 上 实现 
(Васа 空间 不 存在 实现 整个 冯 曲 平面 之 几何 学 的 曲面 ) 


将 R B R 则 度 是 形式 (8) ДЕВИ (9). 

因为 底 量 形式 次 定 曲面 的 内 萄 几何 学 ， 上 面 同一 
变换 也 将 双 曲 几何 学 中 其 他 度量 关系 式 变 成 簿 图 几何 
学 中 的 度量 关系 式 〔 如 前 所 还 )- 如 果 R = оо. Ш] 
(8), (9) 两 式 都 导致 


аў = dut ка, 


此 即 Fuclid 平面 的 度量 形式 . 

就 其 微分 性 质 而 论 ， 三 维 非 Euclid 空间 属于 Rie- 
mann 空间 类， 主要 因为 它们 具有 常 Riemann ШЖ. Ж 
昨 闵 保证 了 这 样 的 二 维和 三 维 空间 都 关 齐 性 的 ， 即 图 
形 的 运动 是 局 部 可 能 的 《并 且 分 别 跟 Euchd 平面 和 空 
间 中 的 图 形 运动 有 相同 的 自由 度 )， 双 曲 空间 具有 负 曲 
率 -1/R*， 椭 贺 空 间 具 有 正 曲 率 1/R (R 县 曲率 半 
径 )，Euslid 空间 处 于 中 间 地 位 ， 它 古 一 零 曲 率 空 间 ， 

常 Riemann 曲率 空间 可 其 有 多 种 不 同 的 拓扑 结 
g. 所 有 常数 负 曲 率 空 间 中 ， 冯 晶 空 间 由 完全 性 〈 意 指 
作为 庶 最 空间 的 完全 性 ) 和 与 通常 Euclid 空间 拓扑 等 
价 这 两 条 性 质 唯一 确定 ， 构 圆 空间 在 所 有 常数 正 是 率 空 
间 中 由 拓扑 等 价 于 射影 空间 此 一 性 质 唯一 确定 . 类似 
条 件 可 定义 常 Riemann 曲率 高 维 空 间 类 中 之 双 曲 空间 
ШУ Га] 

ЖЕНЕ Eucid 几何 学 . 考点 一 射影 平面 ， 
ЖАНЕ НКА) (х, х, х), ВАЯВ 
孵 形 曲线 ， 以 下 记 为 上， 其 方程 为 


хї+хї-х1=0. 


每 一 从 射影 平面 到 白 身 并 保持 曲线 不 变 的 射影 映射 
称 为 关于 上 的 一 个 自 间 构 , 每 一 自 同 构 将 k 内 部 的 
ЛАВЕ к 的 内 部 . 关于 曲线 k 的 件 体 自 同 物 的 集合 是 
№. 只 考 堪 射影 平面 上 位 于 大 内 的 点 ; 上 的 弦 称 
为 “直线 "两 个 图 形 视 为 相等 如 果 其 中 之 一 可 经 某 一 
自 同 构 变换 为 男 一 个 .由 于 全 体 自 同 构 移 成 一 个 群 ， 所 
以 图 形 之 相等 有 以 下 之 基本 性 质 : 1) 如 果 图 形 4 等 于 
图 形 B, W B 等 于 А; 2) 如 果 4 2 B HB B 5é 
C, WJ 4 等 于 C， 由 此 所 得 之 几何 学 理论 中 ，Euclid 
几何 学 除去 平行 公理 以 外 的 所 有 公理 都 成 立 ， 而 此 几 
何 学 满 是 双 曲 几何 学 的 平行 公理 ( 见 图 ， 其 中 表明 经 过 
一 点 也 可 画 无 穷 多 条 “直线 ”与 “直线 ”a 不 相交 ) . 


上 述 构造 借助 射 束 半 曾 得 出 (二 维 ) 冯 曲 几何 学 的 
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НЕ, Ж 2 ЭШЛЕ МЕНШШ; HHG k 
称 为 此 模型 的 绝对 形 (absolute), ЖР k 的 自 同 构 起 
着 运动 的 作用 ， 因 此 ， 双 曲 几 何 学 可 以 看 成 是 研究 在 
某 些 自 同 构 下 保持 不 变 的 图 拒 性 质 及 有 关 的 量 的 理论 
简 而 言 之 ， 双 明 几 何 学 实质 上 就 是 有 关 自 同 构 蔡 关于 
某 一 绝对 形 外 形 线 的 不 变量 理论 . 

椭圆 几何 学 (二 维 时 ) 也 有 类 伏 解释 ， 即 它 是 关 
于 如 下 虐 绝 对 形 的 不 变量 理论 : 


хї+хї+хї=0. (10) 


这 一 模型 中 的 点 和 直线 包括 射影 平面 上 的 所 有 点 和 直 
线 ， 自 同 构 在 代数 上 明确 定义 为 将 方程 (10) 变 为 同 
一 形式 方程 的 线性 变换 . 

Euclid 几何 学 也 可 以 当成 其 一 射影 变换 群 的 不 变 
Жие, ШУБА Е 


х|+хї=0, х,=0, 


也 就 是 关于 不 点 (1, 1,0) (1, -—;, 0) ЖАННИ 
不 变量 的 理论 ， 这 两 个 虚 点 被 称 为 无 窃 运 了 点 ( circular 
points at infinity )， 此 模型 的 全 城 包含 射影 平面 上 不 在 
直线 x; = 0 上 的 所 有 的 点 和 х, = 0 以 外 的 所 有 直线 . 
这 时 ， 自 局 构 起 着 相似 变换 的 作用 ， 而 不 像 在 非 Euclid 
几何 学 中 那样 它 只 是 运动 . 
以 上 是 二 维 几 何 学 的 模型 ; 高 维 射影 模型 的 构造 
与 此 类 似 ， 
参考 文献 
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非 Exdid 空间 | non -Fuclidean space; неевклидово про- 
странство ] 

其 性 质 基于 与 Eudid Жена 
空间 . ЗЕ Euclid 空间 的 几何 学 就 是 非 Paid 几何 学 
(non -Euclidean Bometries )， 根 据 其 中 非 Euclid 几何 学 
展开 所 依据 的 具体 公理 ， 非 Euclid 空间 可 以 按 各 神 准 
则 奏 应 分 类 .一 -方面 ， 非 Euclid з= агра 
纵向 量 空 间 ， 其 内 积 在 Descartes 坐标 系 中 可 以 表示 为 


ee 


此 种 情形 称 之 为 伪 Euchd 空间 ( pseudo -Euclidean space ). 
另 一 方面 ， 非 Бис 空间 可 以 被 刻画 为 一 个 n 准 流 
形 ， 其 结构 出 一 非 Euclid 公理 系统 所 描述 . 

ЗЕ Euclid 空间 也 可 以 按 其 微分 几何 性 质 分 类 为 常 
ЖЕ Riemann 空间 { 此 亦 包 括 零 曲 率 空间 情 形 ， 不 过 
其 拓扑 结构 不 同 于 Buclid 空间 ) . Л. А. Сидоров i 
5:3] 
参考 文献 

TAL] Greenberg , M .. Budidean and non -euclidean geome- 
tries , Frooman , 1974 

[A2] Rosenfeld , В., А history of non-cudidean geometry , 
Springer, 1988 1 诺 自 俄 文 ) . 杨 路 、 曾 振 柄 译 


ЗЕ Fredhoim 积分 方程 [non -Fredhokm integral euation; 
нефредгольмово нитегральное уравненне ] 

一 个 积分 方程 (integral equation ) ， 对 于 它 茶 些 
Fredholm 定理 (Fredholm theorems ) 不 成 立 ， 有 时 这 


бод). 
例如 ，Fourier 积分 方程 (Fourier integral equa- 


ton) . 
v0 -Vz mean (1) 
даж 
во) е 


— 
а+х? ° 


其 中 a 是 化 意 正常 数 ; 它们 构成 对 应 于 (1) 的 本 征 


Ж уа 的 线性 无 关 解 的 一 个 无 穷 集 ， 这 就 是 说 ， 
对 于 方程 (1 ) ， 齐 次 方程 只 有 有 限 多 个 线 半 无关 解 的 
Fredholm 定理 不 成 立 . 
对 于 Lalesco -Picard 积分 方程 (Lalesco -Picard inte- 
gral equation ) . 
Ф(х)—1 Í e j3ng(s)ds= 0 (2) 


的 情形 ， 每 个 1e(0， + 00) 是 一 个 本 征 值 ， 即 对 于 
每 个 正 数 1 ， 有 两 个 线性 无 关 的 解 


ФО) е, g (x)= eT 


与 之 对 应 . 于 是 对 于 方程 (2) ， 一 个 方程 的 本 征 值 集 
至 多 可 数 的 Fredholm 定理 不 成 立 . 

对 于 下 面 两 类 非 Fredholm 积分 方程 ， 其 理论 已 
得 到 详尽 开发 :未 知 函数 出 现 于 主 值 意义 下 广义 积分 
时 后 的 方程 (ЖР Я 77 ÉE (singular integral 
eguation ) ) ; 未 知 函 数 出 现 于 积分 卷 积 变换 号 后 的 方 
(ЯЗАН Е (перла! equation of convolu - 
бол type) ). 对 于 这 样 的 方程 ， 一 般 地 说 ，Fredholm 
择 一 定理 以 及 齐 次 方程 线性 无 关 解 的 个 数 等 于 其 伴随 
方程 线性 无 关 解 的 个 数 这 一 命题 均 不 成 立 . 


参考 文献 
[1] Правалов, И. И., Интегральные уравнения, 2 изд., 
М.-Л., 1937. 


[2] Петровский, И. Г., Лекции no теории интегральных 
уравнений, 2 зд ., М.- Л., 1951{!ЁЖЖ: И.Г 
ЖӨЕ ЖЛЕ. FOR US F 395 ИЛ. 
1934). 

亦 见 卷 积 型 积分 方程 { integral equation of comvolution 
(уре) 0А 7 Е ( singular integral equation ) 的 
参考 文献 Б.В. Хведелидзе { 
【 补 注 了 
参考 文献 

ГАІ] 英 课本 : Zabreyko {Zabreiko]. Р. Р., cal., 

Integra] equations—— reference text, Noordho 休 ， 
1975. жж 译 


非 完整 系统 [non-holonomic systems ; неголономные сн 
стемы] 

所 受 的 约 东 中 有 对 各 点 在 所 有 可 能 位 置 上 的 速度 
《 丽 不 是 位 置 ) 施 加 的 运动 学 约 东 的 质点 系 ( 见 完整 系统 
( holonomic system)); 这 些 约束 假定 为 可 以 表达 成 不 可 
积 微分 关系 式 
Хум, Ж, С, Жу) = 0, (1) 

s=l, m, ф(х,,г!уеС!, 

它们 不 能 为 坐标 的 等 价 有 限 关系 式 所 代替 ， ЖШ, x, 
代表 点 的 Descartes Ж, г 为 时 间 ，N 为 系统 中 的 点 


Ке 
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数 . 多 数 情况 下 考察 相对 于 ,为 线性 的 约束 (1) 
Ў аах, + Asdt =0; As (х, г), А, (х, DECI. 


1 (1) У д/а: = 0 时 称 为 定常 的 .这 些 约束 还 对 
于 点 的 如 速度 ww, 施加 条 件 : 


ЖЮ Н. Г. HeTaep ,受到 非 线性 约束 (1) 限制 的 
系统 的 可 能 的 运动 满足 如 下 类 型 的 条 件 : 


зн а 
ў Ф, 


Эт ӛх, = 0, = 1,77, и. (2) 


在 线性 约束 的 情况 于 ， 这 些 条 件 意味 着 通常 的 关系 式 
УА, BX, = Ü. 


与 完整 系统 的 情况 不 同 ， 在 相好 无 限 小 距离 内 的 相 孝 
位 置 间 的 运动 在 非 完整 系统 中 可 能 是 不 可 能 的 { 见 [1]). 

在 广义 Lagrange 坐标 系 中 ,方程 (1), (2) 可 以 写 
成 


Ф.б Ф 0 


ЛЖ ИВ. ВОВ н — m УА а, 
的 数 п БАО т. 对 于 不 完整 系统 拱 
导出 了 许多 各 种 形式 的 运动 微分 方程 ， 如 第 一 类 Lag - 
range 方程 ( 见 Lagrange 方程 (力学 中 的 ) (Lagrange 
equations (in mechanics )) )，Lagrange 345 3838 ЖЕ Ж $ 
系 中 的 Appell 方程 CAppell equations ) ，Lagrange 从 
标 系 中 的 Чаплыгин #1 Воронец Jy , Boltzmam 方程 
(Boltzmann equation)， 准 坐标 系 中 的 Hamel 方 程 ， 等 等 
(%[3]). 
凸 完整 系统 的 特点 在 于 ， 在 一 般 情况 下 ， 它 们 的 
运动 微分 方程 包括 约束 方程 ， 
参考 文献 
[1] Непа, H., The principles of mechanics presented in 
а new form , Dover , 1956 ( 2.8 82), 
[2] Четасв, Н., ¢ Изв. Физ. матем. o6 -Ba при Каз - 
ан ун-те», (3), 6 (1932), 68 — 71 
[3] Меймарк, Ю. И., Фуфасв, Н. A., Динамика 
иеголономных систем, M. , 1967 
В. В. Румянцев j 


[ 补 注 】 
参考 文献 
ГАТ) Landau, L. О. and Lifshitz , В. M ., Course of the - 
Defical physics, 1. Mechanics 、 Pergamon , 1976. 


[А2] Sudarshan ,下 . G. G. акі Мисија. N.. Classi- 
cal dynamics, Wiley , 1974. 沈 音译 


ЗЕ Норі ## [non -Hopf group, non -Норбап group ; xe - 
хопфова группа ] 

АЖАН, ЖИДЕК ДИЙ. 2. Ж 
ТТР ñ Pr 0 £ RS PE ЯЕ (НЕ ЖЕ ШЕККЕН Нор 群 
(Нор group))， 这 一 名 词 源 于 Hopf 问题 ( Hopf pro- 
blem) (1932): 基 否 存在 有 限 生成 的 这 样 的 群 . 其 结 
是 ,其 至 存在 有 限 表现 的 上 闻 Hopf 群 . 有 限 生 成 非 Hopf 
群 的 例子 是 其 有 两 个 生成 元 x 和 y 以 及 单个 定义 关系 


хуку 
ЮЙ. ХЕ ЛОЙЙНЕ Hopf 群 很 容易 构造 . И, x 
限 多 个 同 构 的 群 的 直 积 ， 


参考 文献 

[1} Курош, А. Г., Теория групп, 3 изд., М., 1967 
СЕЙ А.Г, ЖМ. 20. 2. F. ВА 
ОЁ}. 1987, 1982). 

[21 Magnus , W., Капаѕ, А. and Зойаг, D ., Combina- 
tonal group theory: presentations of groups іл terms of 
gencrators and relations , Interscence , 1966. 

A. Л. Шмелькин 所 
【 补 注 】 上 面 提 到 的 二 元 牛 成 非 Hopf 群 的 例子 属于 
@. Baunslag 和 Р. Solitar{[ A1]). 
参考 文献 
ГАІ] Baumslag, G. and Solar, D , Some two -generator 
опе - relator non - Hopfian grups, Вий Amer Май. 
Soc., 68 (1962), 99-20 Ж Ж Ж 有 有 生 明 校 


ЗЕЕ НЕНА (7 08 [non-linear boundary value problem ; 
нелинейнаш 3p3eBa задача] 
在 自 变量 х= (x,，,…,x,) 的 某 一 区 域 D 中 确定 
微分 方程 
(Lu) (х) = 0х), x€ D 


的 解 u(x)， 使 其 在 这 个 区 域 的 边界 5 (的 一 部 分 ) 上 
的 值 满足 条 性 
(Ви) (y)=@(y),y € S, 


其 中 算 子 了 或 B 中 至 少 有 一 个 是 非 线性 的 - 

亦 见 常 微分 方程 边 值 问题 (boundary valve problem , 
Ordinary differential equations); 偏 微 分 方程 边 值 问题 
( boundary value problem , partial differentia] equations ). 

А. П, Солдатов 8 ЗК Ж 


非 线性 边 值 问题 ， 数 值 方法 [uon - linear boundary value 
moblem ，mamerical methods ; нелинейная краевая за- 
дача, численные методы решення ] 
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以 离散 问题 代替 边 值 问题 的 方 潜 《 见 线性 边 值 问 
题 ， 数 值 方法 ( linear boundary value problem, numeri- 
cal methods ) 和 非 线性 方程 ， 数 值 方 法 (non -linear 
equation , numerical methods )) , 
在 许多 情况 特别 是 常 微分 友 程 组 边 值 问 题 的 讨论 
中 ， 数 值 方法 的 描述 一 般 并 不 是 从 原始 问题 离散 化 着 
手 ， 而 这 种 离散 总 是 隐 式 的 ， 它 是 已 知 模型 的 其 体 实 
理 . 
例如 ， 候 设 所 讨论 的 两 点 边 值 问题 是 一 个 常 微分 
方程 组 
y'=f(x,y), O< x< X, (1) 
В(у(0))=0, D{y (X})}=0, (2) 


其 中 
у= (у р) а с Л, 
B= (В, 77, В,,) 7, ре (р, 5, р)", 
09:1. 


АЕ G(y) =(G,(y), 7 
样 的 条 件 ， 印 方程 组 


B(y)=0,G(y)=g (3) 


对 于 每 一 个 向 量 g == (g,,…, 0.) 7 НАЕ T — 
个 向 量 у= wx(g); 例如 常常 可 以 方便 地 下 


…G,(7)) 满足 这 


CC 
于 是 问题 (1) 一 (2) 能 够 化 作 方程 组 ( 算 子 方程 ) 
ylg)=0. 4) 


其 中 (g) = D(o(9)), 而 o(g) 为 满足 初始 条 件 
У(0) = «(а) 的 (1) 的 解 在 x= ХШ. 为 了 得 
到 (д) БИШЕСЕ СА [1], 12) 820508 
分 方程 组 ， 即 利用 原始 问题 的 离散 化 . ЖОУЖН (4) 
可 使 用 求解 非 线性 方程 组 的 各 种 选 代 法 ZE KB 
(4) 的 一 个 解 g" 之 后 便 可 由 方程 组 (3) WE HE 
六 = ut97)， 进 而 内 解 带 有 初始 条 件 у(0)=у° 的 
《1) 得 出 问题 (1) 一 (2) 的 解 . 在 一 些 方法 中 ， 除 了 
多 的 值 还 使 用 其 导数 值 ， 它 是 由 积分 下 面 的 方程 

r= 21, (5) 
((1) 的 变 分 方程 ) 或 者 使 用 某 些 数值 微分 公式 得 到 . 
当 把 边 什 问题 归结 为 (4) 的 这 种 方法 应 用 于 如 下 更 一 
圾 形 式 的 隐 题 时 ， 称 为 打者 法 shooting method ) : 


у= f(x, y, g), 0 < x< Xx, 
У(0) = a(g), D(y(X(g), g))= 0, 
村 别 ， 对 特征 值 问题 其 中 明显 地 包含 了 基 疝 量 参数 ; 


这 里 设 „(9) 为 已 知 ， 但 是 ， 如 果 (5) А < Ж 
长 很 快 ， 那 么 歼 值 积分 的 误差 将 导致 y{g) 及 其 导数 
值 的 误差 增 大 ， 并 日 最 终 使 解 的 误差 增 大 . 

在 线性 化 ( 见 ， 例 如 [1], [3]) 方法 中 对 问题 
(1) 一 (2) 解 的 下 近 册 下面 生 性 方程 序列 的 解 来 确定 
уа =А„(х) (a у +/(х, y,), 

0<x<X. (6) 
其 线性 边界 条 件 为 
В„(у„,(0)— у,(0)) +В(у,(0))= 0, } (л) 
D,(y..  (X)-y,.(X))+ D(y.(X))=0, 


其 中 A. (x) 为 包含 函数 网 Г ИТР, В, 和 р. 
(01) хн) Ж (ХР) Ж, n=0,1,…. 初 
始 近 似 у(х) ЖО. 在 Newton- Канторович 方 
法 (ОЯ, Канторович 方法 (Kantorovich process); 

Newton 法 ( Newton method )) 情形 下 ,方程 (6) 和 
(7) 为 下 列 形式 


ТЫ 2 &х, у,) (or Cy.) t f(x, у„(х)), 
O< x< X, (8) 


ав _ 
ау (y.(0)) (у,..00) — y,(0))+ 


+ B(y,(0)) =0, 
如 woD) O. QD 00)+ 
еру.) =0 


如 果 f(x, у), В(уу 和 р(у) 对 》 二 次 连续 可 微 ， 
问题 (8) – (9) ЖА, Н ye(x) 与 所 求 的 解 y(x) 
充分 接近 ， 则 


у= УП < K''(Kly, у)", 


(9) 


其 中 K>0 为 常数 日 jy 上 == пахо. «хЈУ(ӘСЯ 
пр. 
所 提 到 的 方法 可 推广 到 划一 般 的 下 述 稍 说 


A(Gy(X.). У(Х), 77, y(X,))= 0, 
其 中 
A=(A,, °= 


W£ сыш клр ЕБ ЕЧ ES! 
方程 和 方程 组 的 非 线性 边 值 问题 (或 相关 问题 ) 
(Bi. 例如 [4 一 [81) ， 对 这 类 癌 题 ， 基 本 的 数值 方 
法 是 投影 法 (投影 网 格 ， 变 分 差分 ， 有 限 元 ) 和 差分 
法 ( 见 [7] 一 [17])， 它 从 的 构造 方法 在 许多 方面 类 做 
于 线性 边 值 问 题 的 那些 相应 方法 【 见 Тарасе 方程 ， 


А), 0=X, <X < < X, = X. 
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数值 方法 (Laplace equation nurnerical methods), 
Poisson 方程 ， 数 值 方法 (Poisson equation ，numerical 
methods } ) . 但 是 ， 在 这 些 方法 中 ， 关 于 如 下 非 线性 
方程 的 边 值 问题 


Ів) =, (10) 
其 中 
u rH == (fu. fy) 7 


所 使 用 的 离散 (网 格 ) 模拟 常常 包含 许多 额外 的 困 
难 ， 虐 锅 委 分 析 方 稳 弓 本 身 和 在 这 种 那 种 意义 上 解 对 
于 原始 问题 的 近 羽 ， 也 产生 于 确定 方程 组 (10) 时 数 
值 工作 的 引信 及 其 解 的 研究 ， 边 值 问题 的 非 线性 特性 
迫使 人 们 庄 格 外 注意 选取 Banach 空间 及 其 网 格 模 
拟 ， 使 得 其 问题 本 身 及 有 限 维 的 近似 都 便于 作 分 析 工 
#(Ю, #ЖШ[5]—[12], [15]). 但是, 大量 细 致 的 
研究 工作 ， 特 别 是 算法 方面 ， 只 是 对 在 某 种 意义 下 与 
线性 问题 相关 的 老 干 类 型 非 线性 问题 的 数值 方法 作出 
的 【 弱 非 线性 方程 ， 戏 非 线 性 加 限制 的 方程 ) ， 对 此 
可 能 应 用 Hilbert 空间 及 其 有 限 维 模拟 【Eucld 空 
间 ) 的 理论 进行 研究 

令 H, = H 为 向 量 值 函数 u, == u 的 Euclid 
空间 ， 其 中 定义 了 数 积 (x, о) =Y wp Mi 
(Н) 是 从 НЯ H 的 自 相 伴 正定 线性 算 子 映 射 的 集 
会 ; 除 H 以 外 还 应 用 Euclid 空间 H,, Bel (H), 
它 只 是 与 H 的 数 积 定义 不 同 


(и, 0) н, = (и, 0) = (Ви, о), 


ну (u, 


luls = (Ви, и)". 

хк, 令 
Salr) ={u: luls <r},r>0. 

如 果 算 子 L. 在 S, (r) 上 连续 ， 而 且 使 得 对 任何 u, 
Кї, 

(2а) ~ Fas u) 20, (11) 
那么 方程 组 (10) 在 S,(r) 中 至 少 有 一 个 鲜 ， 这 个 论 
断 ( 见 ， 例 如 [9]) 是 关于 建立 在 拓扑 原理 ( 见 ， 例 如 
[14]) 和 算 子 单调 性 【 见 ， 葬 如 16], [11],[14]) 之 上 
的 非 线性 算 地 方程 解 的 经 典 存在 性 定理 的 推论 之 一 . 
特别 ， 如 果 L, 处 处 连续 ， 而 且 若 


(20и), узи, s> 0， (12) 


对 位 何 u 成 立 ， 那 么 方程 组 (10) 恒 有 解 并 都 属于 
5.0), гат 而 且 如 果 对 任意 u, o, w 
不 等 式 
(L (u)- Ly (u), и-ь)® ou - e, 
ó > 0, (13) 


(0) = 2,600), ж) д, По о, 
(4) 
成 立 ， 它 们 表示 L, 的 强 单调 性 动 Lipschiz 连续 性 ， 
那么 ( 到) 和 它 的 唯一 解 都 可 用 如 下 选 代 法 计算 
Аит = Au'-y(Latus)- Jf), (15) 


Яде), ШЕЖЕ ?> 0 是 由 像 8， А, 
这 类 常数 确定 ， 当 在 ( 坊 } 和 (14) 中 以 4 КИЯТ 
B 时 可 以 得 到 这 些 参 数 ( 见 ， 例 如 [8], [9]) ， 因 
此 ， 差 分 方法 的 误差 居 计 可 以 作为 如 下 事实 的 推论 ， 

好 方程 组 (10) 是 适 定 的 ， 而 且 用 差分 边 和 问题 通 近 
原来 的 边 亿 问题 是 有 效 的 . 由 此 可 方便 地 选取 算 子 B 
使 得 空间 H , 成 为 相应 的 Соболев 空间 (例如 ， 二 阶 
方程 的 Wi(Q)) 的 离散 《网 格 ) 模拟 ， 并 月 因此 为 验 
证 诸如 (12) - (14) Жаат к В А А.ж 
(f f ЖЫЛ) 或 网 格 模 拟 { 见 ， 例如 
15] ~[9])， 投影 方法 ， 特 别 是 投影 网 格 ( 有 限 元 } 

方法 具有 一 些 优 点 ，( 12) — (14) 式 可 从 相应 的 微分 
算 子 不 等 式 得 出 ， 信 计 方 法 误差 的 任务 容易 归结 为 用 
所 选取 的 有 限 维 子 空间 中 元 案 对 原始 问题 解 的 明 近 
( 见 [6] [9], [11]). 98 (13) — (14) 在 整个 空间 
成 立 ， 共 要 它们 辟 如 在 包含 所 求解 的 晶 。 内 的 盯 个 球 
内 成 立 就 可 以 了 .有 时 可 由 《 12) 一 (14) 得 出 一 些 有 
用 的 不 等 式 ， 只 训 其 左 端的 数 积 由 Н, 中 数 积 代 
蔡 ， 右 端的 范 数 1zH, 由 1Bzl КА. Ж 
题 ， 在 对 它们 的 解 进 行 先 验 估计 的 基础 上 ， 可 用 等 价 
的 边 秆 问题 来 代替 ， 其 中 像 (12) — (14) 这 类 不 等 式 
是 满足 的 { 见 [9]) ， 

当 (13) 和 (14) 成 立时 ，4 = 也 情形 下 的 迭代 
方法 (15) 对 于 任何 初始 近 亿 都 收敛 ， 并 且 若 常数 ó, 
和 ó 与 N 无关 ， 旭 能 够 得 到 《10) 的 解 ， 其 精度 为 
z, ЖСК Dllogej) (еам, a <0, HBH 
Ос, «М7 С,). 为 了 成 功 地 构造 一 种 网 格 方 
法 ， 有 时 需要 设法 选取 算 于 B 使 得 用 (15) ХАРЕ 
法 求解 阶 数 不 超过 N° 的 方程 组 (10) ， 只 和 需 执行 
O(Nlog*N) 甚至 O(NlogN) 次 算术 运算 即 可 达到 
( 见 计算 工作 量 的 极 小 化 ( minimization of фе jabour of 
calculation )》， 在 解 某 些 稀 圆 型 边 值 问题 时 ， 使 用 不 断 
加 密 的 网 格 序列 可 能 使 上 述 估计 下 降 至 0 (Мов N) 
和 O(N) 次 运算 ， 这 梯 便 得 了 渐 近 最 优 的 数值 方法 
(关于 所 食 工 作 重 )， 这 里 假定 数值 剩余 (ие) 一 到 
本 身 最 多 需要 KN 次 运算 ， 不 过 ， 对 某 些 问题 【 兵 
很 人 时 ) 应 考虑 减少 这 种 运算 的 次 数 ， 当 使 得 L, 86 
性 化 并 应 用 关于 某 参 数 为 连续 的 一 类 方法 能 够 找到 更 
为 精确 的 初始 近似 时 ， 这 是 可 以 办 到 的 { 见 非 线 性 方 
程 ， 数值 方法 (поп -linear equation ，numerca meth- 
ods ))， 在 大 多 数 情况 下 ， 线 性 化 方法 (lincarizmtion meth - 
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ods) 与 非 线性 算 子 的 参数 连续 方法 ( 见 连续 方法 ( 对 非 
线性 算 子 的 ) 【continuation method { for nonlinear op- 
erators ))) 结合 地 来 用 于 最 为 困难 的 情形 ， 例 如 当 
(13) 式 不 成 立 的 时 候 . 菜 些 特征 值 问 题 ( 见 ， 便 如 
[9],[12],[14] ) 也 可 以 作为 椭圆 浒 非 线 性 边 值 问题 来 
考虑 ， 有 关 数 值 方 法 的 构造 在 许多 方面 与 以 上 提 到 的 
方法 类 似 . 

有 些 其 他 的 定常 边 值 问题 数值 上 人 也 可 以 用 同 拌 方 
式 处 理 ( 见 [8], [9], [17]) . 虽然 类 似 于 上 述 情况 的 
椭 回 型 算 子 的 离散 模拟 方法 也 已 经 投入 使 用 ， 非 定常 
非 线性 边 值 问题 的 数值 方法 却 包 括 了 抛物 型 方程 和 方 
程 组 的 问题 ， 双 曲 型 、 混 合 型 和 其 他 问题 ， 而 对 于 这 
些 问 题 在 单个 时 间 层 给 出 近似 计算 方法 甚至 更 为 重要 
一 些 . 
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非 线性 联络 ( non - linear connection ; нелинейная связно - 
съ) 

对 于 与 某 个 G 主 从 相配 的 光滑 纤维 空间 的 范畴 所 
定义 的 微分 几何 给 构 (differential- geometric structure ), 
它 决定 了 该 范畴 中 的 从 沿 着 嵌 空 间 中 每 一 条 分 段 光滑 
曲线 的 年 维 关 于 该 非 线性 联络 的 同 构 (平行 移动 ) Н 
与 G 主 从 的 对 应 纤维 的 间 购 是 相 容 的 .在 这 里 假定 所 
谈论 的 结构 与 线性 联络 ( linear connection) 的 经 典 概念 
是 不 一 样 的 ， 它 是 用 这 样 或 那样 的 G 不 变 水 平分 布 
( horizontal distribution ) 定义 的 .术语 韭 线性 联络 的 不 
同意 义 在 于 向 量 从 的 纤维 用 水 半分 布 定 义 的 转移 不 再 
有 线性 特征 ， 即 不 是 这 些 妊 维 的 线性 癌 构 . 

引进 和 研究 非 线性 联络 的 必要 性 是 由 于 研究 各 种 
高 阶 微分 几何 结构 (诸如 河口 商 次 空间 ( Kuwaguchi 
space )) 的 需要 产生 的 ， 非 线性 联络 一 般 理论 的 基础 已 
有 相当 好 的 发 展 、 某 些 特殊 类 型 的 应 用 已 经 作 过 研究 
(®[2}-[4]). 

设 r:X(B.O) 一 下 是 光滑 G А. 以 G 为 结构 
群 ， 以 x 为 到 底 B 上 的 典型 投影 ， 令 K(X) 是 所 有 
的 与 开 相 配 的 共 的 范畴 ，G.=m (x) 到 G = 
x '(y)(x,yeB) 上 的 从 同 梅 定义 为 与 G 在 六 上 的 作 
用 可 交换 的 映射 i: G, + G,. 同 构 : 能 描述 为 i( tg) 
二 (66)9,EoE 大 ,gE G， 因 此 是 纤维 G. 和 G, Ат 
МЖ. 在 主 从 X 的 所 有 可 能 的 纤维 之 间 的 所 有 同 构 的 
RGG T(X) жж 日 x B Ене НА (ВЕ 
( groupoid ) 是 有 道 元 未 的 范畴 )， 同 构 ier(X) 产生 
了 任意 前 配 从 Ye K(X) 在 х,у В ЕЙ КЕНДИ 
Юй, JP ГОХ) 用 于 整个 范畴 КОХ). 


ve 
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说 A(B) 是 底 流 形 8B БАЕН Ж 
Вр. 光滑 从 的 范畴 КОХ) 中 的 联络 ( connection in the 
category) 在 最 一 般 意 义 下 是 函 子 
7:A(B) = г(Х), 


它 在 底 B x B .上 是 恒 同 的 , ах 8:T(X]) ~ Вх B 
是 广 妖 ГОХ) 到 它 的 底 空间 B x B 上 的 典型 投影 ， 定 
Хт # ГОХ): б, G. W a(i)= х, В) y 
Ж, B 等 同 于 ГОХ) 的 所 有 左 单位 元 和 右 单位 元 的 
ТЯ Бегох). 设 п(х) ев = В щш 
Т.[97'(е) (себ) 的 纤维 构成 的 向 量 从 ，T?(B) Ë В 
+ B рж (ТОВ) 的 元 素 是 所 有 可 能 的 光 
滑 映射 ЕВ 在 源 点 Oe R 的 正则 p 81). А ПХ) 
和 T'(B) ЖЭ ТОВ) 上 的 典型 投影 


тап) = Т(В),д?:Т'(В) ~ Т(В). 


联络 7 称 为 P( =1,2, --) ЧР tE 98 (топ -linear 
connection ), 如 果 p Ж у 所 决定 的 映射 


СТВ) — IH (X) 


使 得 wo yr = n 成 立 的 最 小 整数 М p= 1 时 ， 映 射 
Тв) ~ H (X) КЕКВ, ВЕНА 
K (X) 上 的 线性 联络 . 在 研究 非 线 性 联络 的 性 质 以 及 
它们 的 分 类 中 ， 喘 射 7: T?(8) 一 H(X) 起 着 基本 的 
作用 . 它们 能 写成 与 描述 从 Tr(B) 和 ПОХ) ЛЧ 
对 象 的 相对 坐标 的 徽 分 有 关 的 _P 人 他 方程 的 形式 . 用 结 
物 方程 的 系数 ， 且 异 助 于 结构 方程 的 微分 延 措 和 限制 
的 运算 ， 已 经 建立 了 如 下 结果 ([2]):X(B,G) 中 的 非 
线性 联络 у” 产生 了 底 TP (B) ЕЮ %И G N ХОВ, G) 
@,T'(B) 中 一 个 特殊 构造 的 线性 联络 ， 且 它 由 这 个 
联络 完全 刻画 了 ， 已 经 控 到 了 这 些 线性 联络 的 形式 及 
它们 的 结构 方程 . 和 乐 群 定理 在 非 线性 联络 情形 已 经 
被 发 现 了 ， 其 叙述 不 仅 涉及 曲率 ， 而 且 与 水 平 锥 (在 
非 线性 情形 用 来 丛 代 线性 联络 的 水 平子 空间 ) 分 布 的 
线性 凸 包 有 关 . 
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非 线性 微分 方程 [mon -inear differential equation; пелн ~ 
нейное дяфференциальиое уравнение ] 

И СЕВ) 微分 方程 ， 其 中 至 少 有 一 个 未 知 
函数 的 导数 (БИШИРЕ. ШЕК ЖУ) 以 非 线 性 
形式 出 现 . 通常 ， 使 用 这 个 名 称 是 为 了 特别 强调 所 考 
жуе H = 0 基 非 线性 的 ， 即 它 的 左 膏 H 不 是 未 
知 函数 的 导数 的 、 具 有 仅 依 凌 于 自 变量 的 系数 的 线性 
型 (inear form). 

有 时 ， 非 线性 微分 方程 指 的 是 更 一 般 形 式 的 方 
ж. 例如 ， 一 阶 非 线 性 常 微分 方程 是 方程 


其 中 f(x. у, и) Ежа: Жи, 
分 方程 对 应 于 特殊 情况 

Ах, у, u)=a(x)u +b(x)y+e(x) 
对 于 会 n ВДЕ ку, x, ЙЖЕНЕЙ z 01-Е 
线性 仿 微 分 方程 只 有 形式 


2 Oz дг |_ 
к. Ег | 0, 


ИЙ ОЕК 


其 中 F 是 其 变 元 的 未 知 阔 数 ; 当 
=ў 5 22. 本 
FS AQ, U, хт) эх, Вб 2,2) 


时 ， 这 样 的 方程 称 为 所 线性 前 《quasiinear) ; 当 


+В(х\, 


时 ， 它 称 为 线性 的 【lnear)《 亦 匈 线性 偏 微分 方程 
(linear partia] differential equation ); 非 线性 偏 微分 方程 
(nondinear partial differential equation )) . 

Н.Х. Рос # 张 瀣 林 Ж 


7+ җ)г+ CF, x) 


非 线性 方程 ， 数 值 方法 [ no - limear equatim , mmerical 
methods ; нелнненное уравнение, численные методы 
решения] 

解 非 线 性 方程 的 迭代 法 . 

非 线性 方程 意 指 ( 见 [1] 一 [3}) 形 如 


Ф(х)=0 (1) 


的 代数 方程 或 超越 方程 ， 其 中 x ЕЙ. ф(х) 是 
非 线 性 函数 ， 非 线性 方 得 组 意 指 形 如 

фаб, U. x .)=0,] 

WU о) 

фаб с 
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的 方程 组 ， 其 中 оф, (= 1, 57, N) 是 非 线 性 函数 ， 
(2) ЖЛЕ N 维 问 量 x 一 (xz х). 方程 (1) 
和 方程 组 (2) 可 以 看 和 后 非 线性 算 子 方程 

L(u)= f, (3) 


其 中 上 是 有 限 维 问 量子 空间 H, 到 Н, 的 非 线性 算 
子 


如 果 非 线性 方程 (3) 的 解 是 用 十 述 方法 确定 的 ， 
即 用 已 知 的 第 n 次 逻 代 的 近似 解 a" R ВА ОЛ 
似 解 u"*!， 并 经 过 足够 多 的 挝 代 次 数 后， 使 (3) 的 
解 满 是 所 坝 定 的 精度 。， 则 称 求解 非 线性 方程 (3) 
的 数值 方法 为 迁 代 法 ， 本 文 所 要 研究 的 是 求 (3) 的 
近似 解 的 一 般 形 式 与 特殊 形式 的 最 重要 的 适 代 法 ， 它 
们 具有 解 强 梢 图 型 偏 微分 方程 和 方程 组 边 值 问题 的 离 
散 (网 格 ) 法 的 特性 ， 在 无 穷 压 空间 讨论 有 关 的 非 线 
性 等 子 方程 (例如 见 [4] ~ [8]) 是 一 个 非常 宽广 的 数 
学 概念 ， 它 包含 了 特殊 情况， 例如 ， 非 钱 性 积分 方程 
和 韭 线 性 边 信和 问题 ， 求 它们 近似 解 的 数 们 方法 也 包括 
用 有 限 维 方程 来 近似 它们 的 方法 ; 这 些 方法 是 分 别 地 
给 以 论述 的 

解 方 程 (3) 的 一 种 最 重要 的 方法 是 简单 迄 代 
法 (simple iteration method ) ( 逐次 代 换 法 【sucossive 
substitution )) ， 它 假定 可 以 用 等 价 方 祷 租 “ 
и=Р(и) (4) 


Ж (3), ЕФ u=(u,, сз, un) 是 有 限 维 赋 范 空 

间 H, 的 一 个 元 案 ， 而 P 是 从 Н, 映射 到 H , 的 压 

B: 

аа<1\уои, р Р(и)—Р(ь}Ї <и oh. 

(5) 

AE Z rh Es ЙРЙ ЯН BR EE (contracting -mapping princi- 

ple) ( [1] — [4]) 方程 (1) ЖИЕ, {ЕЛ 

ЖИЙ u°, ОЧЫ: 


и = p(y"), пе 0, 1,57, (6) 
Вп, 而 且 第 n 次 选 代 误差 z" 满足 估计 式 
П" аа) ашт, 
假定 (3) 的 某 个 解 УН EB ER 5(Ш, К) = (0: 
5-1 < К}, 483 (3) 和 附加 条 件 
ues(g, R) (7) 


与 (4) 和 (7) 等 价 ， 而 且 对 w== 豆 和 满足 |2Ї<К 
的 任意 "= 五 十 z,(5) 成 立 . 这 时 在 方法 (6) 中 , 对 从 
人 S(T, К) Жай Е Ин иб, а" 收敛 于 五 ， 
且 其 误差 估计 为 1z" | < gq"R. 

对 两 次 连续 这 微 函 数 @,， 如 果 对 方程 组 (2) 的 


解 有 -个 好 的 初始 近似 ， 那 么 通常 改进 精度 的 有 效 方 
法 是 Мемоп- Канторович 法 {Newton -Kantorovich 
metbod )， 在 这 个 方法 中 ，(2) 中 确定 此 个 曲面 P, 的 
方程 ф(х. … ,xw) = 0, 由 在 点 x" Р, WH 
ËJ 84038, ЖР x" 是 前 面 得 到 的 (2) 的 解 的 近似 
( 见 [1] -[5]) ,在 某 些 附加 条 件 下 ，Newton -Kamro~ 
рович 法 有 形 如 


lal ge (е0) 


的 误差 估计 ,其 中 с, 和 < 是 一 些 销 定常 数 . 该 方法 
的 每 次 选 代 ， 必 须 解 一 个 其 矩阵 为 


а. 

ПОЕН КЖКНЫН. ЯТЫ. ТЕО 01k k 46 8: 4: 
保持 不 变 ， 有 时 可 用 差分 近似 代替 导数 08，/ 8x,. 

Newion - Канторович 法 属于 (3 ) 的 一 组 线性 化 方 
法 (inearization methods )， 和 而 这 纳 中 的 另 一 个 方法 是 
撩 线 法 (secant method ) . 

许多 选 代 法 САТИ ЕВЕ ( descent. methods )) 
{ 见 [1] 一 13], 19), D01-113]) аж НЕ 
в 1и) 降 至 最 小 值 来 作 蔡 解 方程 (3) ( 亦 见 下 降 法 
( descent , method of ))， 例如， 对 Fa)， 可 以 取 


TG)= (н) fl. (8) 


在 许多 情况 ， 即 对 于 使 茶 个 小 函 ЛО) 最 小 化 的 网 
题 ， 其 初始 非 线性 方程 是 Eukr 方程 时 ， 那 么 该 问题 
的 变 分 公式 甚至 是 更 自然 的 ， 在 类 似 情况 算 子 L 是 
# Ий 1(и) 的 梯度 ， 而 且 称 它 为 位 势 算 子 《 potential 
operators) (А [5] – [6]). 在 下 降 法 的 若 于 种 变型 
中 ， 可 羽 握 到 染 标 下 降 法 ， 岂 种 梯度 法 ， 特 别 是 最 束 
下 降 法 ， 共 所 榜 度 法 ， 以 及 其 他 等 等 ， 而 且 述 有 它们 
的 变型 ( 见 [2], [9]. [10] - [13]) ,求解 描述 基 种 定 
态 方程 (3 ) 的 许多 迭代 法 可 以 看 作对 应 的 非 定 态 问题 
的 离散 化 . 所 以 称 这 类 方法 为 稳定 法 ( 见 调 节 法 (ad- 
justment method ) 和 ， 例 如 ，[2])， 由 一 个 常 微分 方程 


ЕЯ жд, 95 +100) 7=0 

描述 的 问题 是 这 种 非 定 态 问题 的 倒 子 ， 引 人 另 一 个 自 
变量 是 对 一个 参数 的 微分 方法 【method of differentia - 
tion with respect to a parameter) 的 特点 (一 种 连续 方 
法 (oontinuation method), Ж [5], [13]). ЕК 
在 于 引 人 一 个 辅助 参数 д е(0, 1], НЕЯ 
ЖОР (х,у) 和 用 方程 组 


Рх, 5) =0, = 1,77, N.0S1S1 (9) 


КЖ (2); улд-0 时， 方程 组 (9) 0 SE 8 B R 
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Ж. ШЕ F (x, 1) 一 定 与 e,(x) (1=1,…， 
入) 一 致 ， 一 般 地 说 ， 方 程 组 《9 ) 确定 了 


хд) = (x,(4), 775 x (2)) 


为 4 的 函数 ， 而 县 要 求 的 (2) 的 解 为 x{1). ИЖ 
(9) 对 4 可 微 ， 则 得 到 一 个 常 微 分 方程 组 


х ДЕ, dx дЕ, 
r €X ‚| ба му i= 1, 
РЯ 4; +1 0,і=1, „М. 
(0) 


如 果 在 0 < ¿< 1 上 解 该 方程 组 的 Cauchy 问题 ， 其 
初始 条 件 为 方程 组 


F.(x,0)=0,i=1,-, N 


的 解 ， 则 可 以 得 到 (2) 的 解 . 《10) 对 д 的 离散 化 得 
到 解 方程 组 (2 ) 的 一 个 数值 方法 . 

在 对 参数 的 过 续 方 法 (method of continuation with 
respect to а parameter) 中 (多 连续 方法 ( 对 非 线性 算 
98 ) ( continuation method (for nonlinear operators ) ) ) 
对 1 = r. me те 1， 解 方程 组 (9) ,而 对 其 
中 的 每 个 1 ， 则 记 用 某 个 闪 代 法 ， 其 初 人 就 是 解 前 面 д 
值 的 方程 组 时 得 到 的 近 做 值 ， 这 两 种 方法 实质 上 是 为 
了 求解 (2 ) 在 给 出 好 的 初始 近似 条 件 下 的 一 种 特殊 的 
选 代 法 . 

在 方程 组 的 情况 下 ， 将 解 局 部 化 的 问题 会 引起 
很 大 困难 ， 由 于 大 多 数 迄 代 法 只 有 在 对 解 有 相当 好 的 
近似 的 时 候 才 收敛 ， 上 面 投 述 的 两 种 方法 可 能 不 需要 
直接 将 解 局 部 化 - 对 局 部 化 也 常常 应 用 基于 拓扑 原理 
和 算 季 单调 性 的 定理 ( 见 [4] 一 [8]) . 

为 了 求解 (3) 的 最 简单 的 特殊 情况 方程 (] ) ， 
在 实际 中 可 用 的 已 知 选 代 洛 数量 不 少 【例如 见 
[1] 一 [3], [12], [14]) .除了 已 经 考虑 过 的 方法 外 ， 
可 以 提 到 ， 合 如 高 阶 选 代 法 ( temtion methods of higher 
order) (WL [1], [14])， 其 中 包括 其 特殊 情况 的 
Newton 方法 ， 和 特别 适合 于 找 如 下 多 项 式 的 实 根 或 复 
根 而 形成 的 许多 选 代 法 


(2) = а," а, ү"! 


其 中 а, 是 实数 或 复数 ( 见 [1], [2]) ， 

将 (1) 的 解 局 部 化 的 问题 归结 为 找 一 个 区 间 ， 在 
这 个 反 间 的 端点 ， 连 续 函 数 yp 异 号 ， 当 @ 是 一 个 多 
项 式 时 ， 工 作 几 乎 没有 什么 困难 ， 因 为 理论 界 是 已 知 
的 《 见 [1])， 而 有 有 多 种 方法 可 用 来 找 出 多 项 式 的 所 
有 根 ， 在 没有 给 出 根 的 好 的 初始 近 羽 时 ， 就 可 使 求 出 
的 根 满足 要 求 的 精度 《 见 [1]2]) 、 

在 偏 微分 方程 非 线性 边 值 问题 的 网 格 - 模拟 中 提 
出 的 求解 方程 (3) 的 氨 代 污 是 求解 属 点 方程 组 方法 的 
特殊 情况 (说 如 见 [13], [15] 一 [19]) .也 许 求 解 


一 aa 


(3) 最 有 用 的 方法 之 一 是 简单 选 代 的 修正 法 ， 它 可 以 
写成 以 下 形式 


Bu’”*’= Bu" —y(L(u")= f), (1) 


这 里 把 (3) 看 作 N 维 空 间 H , = H 中 的 算 子 方程 ， 
而 BeS， 其 中 3 为 召 到 用 脾 象 的 对 称 正 线性 算 子 
集 ， 为 方便 起 见 ， 这 些 方法 的 研究 不 应 在 空间 H 
中 ,而 应 当 在 空间 ЖЖ 中 ， 沪 空间 有 内 积 


(и, в) = (Вы, о), uf? = (Ви, ш), 


其 中 (a, 0) 是 空间 H 中 的 内 积 . 
如 打算 子 L 满足 严格 单调 条 件 ， 而 也 Lipschitz 
连续 : 
Уш, о{2(0) – L(o),u —u) > диод, 
ó. >0, (12) 
V u,o |L(u)—- Lol 05, 1а о 15, (13) 


则 (3) 有 唯一 解 ， 而 日 对 一 个 适当 挑选 的 y. {Ж 
的 и, 538 (11 ) 收敛 ， 且 有 误差 估计 


Пе", (4) 


其 中 4 = (50. дз. у) < 10 Ж[13], [15]). 

在 这 个 定理 的 最 一 般 形 式 中 ， 只 要 对 球 Se(u， 
Ку = (o. По- х1 < R) 中 的 解 u 和 所 有 +，(12) 
В} (13) 成 立 ， 而 且 u° 亦 在 此 球 中 就 足够 了 . 在 这 种 
情况 ， 常 数 5， 和 ó, 可 以 与 R 有 关 ， 为 了 证 明 这 些 
条 件 ， 例 如 用 先 验 估计 使 u 局 部 化 ， 得 到 101, 
R, Ж З„(н, К) = S,(u, К, Ко), В 
5,00, А.) 中 的 任意 оо, 其 中 Ri> Ri (0) 
和 {13) 成 立 就 足够 了 . 如 果 L 可 微 而 且 它 的 导数 为 
上 ,， 把 它 的 对 称 部 分 之 和 记 为 工 ,wm， 斜 对 称 部 分 之 
和 记 为 [kes， 且 不 等 式 

У eeSs,(u, R), ooB SL. IS s, B, с> 0; 


РЕЗИН 


己 知 ， 册 可 以 确定 (14) 09 3638 а. 这 时 4 = 
q(Y, оз тз, cz)( 见 [11].[13], [15])， 有 了 时 在 洁 
论 基点 非 线 性 类 型 时 ， 用 下 面 的 不 等 式 
(L(u)- 10), В(и—ъ)) ®$ЇВ(и—)11, 
$ > 0; 
Пан) = 600) 12 <$; ЇВ(и—ь)Ї? 

Җ# (12) 和 (13) 是 合理 的 【 见 [13])， 对 {11 ) 中 
的 算 子 B， 例 如 可 以 应 用 分 型 差分 算 子 ( 交 普 方向 
法 ) 或 因子 分 解 差分 算 子 ( 交 蔡 三 角 法 ， 不 完全 短 阵 
因子 分 解法 }， 等 等 ， 从 渐 近 观点 看 最 有 了 吸引 力 的 是 
用 算 子 B， 使 得 常数 5, 5, 与 空间 H, 的 维 数 无 
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3 (021113), ШНЯ+ B 是 够 地 简单 . 由 此 ， 在 许 
多 情况 ， 人 们 成 田地 愧 造 选 代 法 ， 使 之 可 能 找 出 其 有 
ЖЛ e (3) 的 解 ， 如 果 对 一 个 给 定 的 и", ЗР 
Би" у 的 工作 量 可 以 用 ОСМ) 估计 ， 则 对 8 之 М, 
a > 0、 需 要 花费 总 共 O(NjJogN |logs| ) (或 者 甚至 
O (юм) 个 算术 运算 ( 见 [13]). 为 了 证 明 
(12)Ж (13) 这 种 条 件 ， 在 许多 情况 ， 使 用 Sobolev 
媒人 定理 的 网 格 ( 22 £h) 形式 是 非常 有 效 的 { 见 
[13]) ,考虑 非 线 性 的 特殊 性 质 是 重要 的 ， 讽 如 ， 当 
Би) = Au+Pu 时 ， 其 中 A 是 一 个 正 线性 算 子 ， 
而 P ж “КАЙ, Вт” 
【 即 对 一 切 а 有 (Pu, и) = 0)， 人 们 常常 成 功 地 得 
到 任意 球 Ss(0, R) 中 的 常数 (К) 和 只 与 [и], 
有 关 的 б; 这 时 对 任意 的 a°, (11) Ж СА (13р) 
在 许多 情况 下 ， 人 们 可 以 用 要 求 的 条 件 在 全 空间 上 成 
远 的 等 价 向 题 来 代 穆 以 先 验 佑 计 为 基础 的 原 问题 . 
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非 线性 泛 函 [non - linear frmetional ; нелинейный функ. 
ционал} 

ЕЯ) 向 量 空间 X 上 的 非 线 性 算 子 
(лоп -linear operator) 的 一 个 特殊 情况 、 并 且 它 的 值 是 
实 (或 复 ) 数 . 非 线性 范 画 的 例子 是 变 分 学 中 的 泛 函 


, 
ло) [ға (оха, 


战 者 由 条 件 
ЛОУ+(@1—4)ху&АДу)+{(1—4)/(х) 
定义 的 凸 泛 画 ， 其 中 x,yeX, 0<4<1, ИЙ, ШШ 
Ë, f(x)=l|x|— 一 个 赋 范 空间 中 元 罕 的 范 数 . 
В.И. Соболев {Ж 
[ 补 注 】 Ж АЯЕ НЕ А Я #7 (non linear functional 
analysis ) жі нер 


非 线性 泛 函 分 析 | non - linear functional analysis ; нелиней - 
ный функциональный аналнз ] 

ЖЕЛ ( functional analysis ) 的 一 个 分 支 ， 研 究 
ж и [н] 7 {вр ЕЕЕ ( 算 子 ， 见 非 线性 
算 子 ( non - linear operator )) 利 红 性 空间 类 及 其 
映射 ， 正 线性 证 函 分 术 的 基本 部 分 如 下 : 

1) Banach |. ЖМ ч] Ri E Ж — f: 
B] ПАА ЕПА ys, ШК ЕТ ОГ B a 
部 反 泻 的 定 埋 和 光 函 数 定理 . 

2) А РЕ BJ B| -个 空间 
的 非 线性 算 子 的 作用 条 件 ， 如 连续 性 ， 紧 性 的 条 件 . 

3) 对 各 种 林 同 类 十 线 性 算 子 【收编 的 【contmac - 
tive ) ， 紧 的 、 压 缩 的 (compressing }、 单 调 的 以 及 其 
他 ; 的 不 动 点 原理 ;这些 原 理 在 各 种 非 线 性 方程 解 的 
存在 性 证 明 中 的 应 用 . 

4) 研究 赋予 序 向 量 空间 钳 构 的 空间 中 蕴 非 线性 
算 子 ， 如 单调 的 ， 思 的 , 凸 的 、 有 单调 弱 函 数 的 以 及 其 
他 的 算 子 . 

5) 无 穷 维 向 量 堂 间 中 北 线 性 算 子 的 谱 性 质 的 研 
究 【 分 上 点 、 本 征 疝 是 的 连续 分 支 等 等 ) 、 

算 了 方程 的 逼近 解 ， 

空间 各 Banach 流 形 的 研究 一 Җ 

体 分 析 { slotal analysis) . ` 

` `. ЖӨЕ 58 38 8 ТЕ ТРА de ER E К-ГӨ 

变 分 方法 . 
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тїн # ИШК 校 


非 线性 积分 方程 [non -linear integral equation; нелнней - 
ное интегральное уравнение] 

非 线 生地 包含 未 知 函 数 的 积分 方程 (integral едка - 
ton). 下面 引 述 在 各 种 应 用 问题 的 研究 中 经 常 明 到 的 
莫 线 性 积分 方程 的 基本 类 ， Т р е Б 
已 有 相当 好 的 发 展 . 

一 个 重要 的 例子 是 Ypacon 方程 (Urysohn еда - 
tion) 


oC) = KL, olds хей, (D 
š 


这 时 о B—- 4 £ B b Eucid 空间 中 的 闭 有 界 集 ， 
Klx, s, i] 起 一 个 给 定 的 函数 ， 称 为 核 ， 它 大 对 x, 
560, – 0<і<о шу. 4 是 数值 参数 ， 而 eo 
жаи. 

П. С. Урысон ( Ж [2]) 在 一 定 的 假设 下 对 允许 
有 正本 征 函 数 的 方程 (1) 的 本 征管 的 谱 作 了 彻底 的 研 
Ж. 他 证 明正 本 征 苗 数 2 (x, 2) 对 应 的 值 4 仅 在 一 
定 的 区 间 (a, В) Я. Ñ ф(х, 1) 是 4 的 单调 增 画 
数 ， 并 有 ф(х, а) 0 和 ф(х, р) = оо. 

Урысон 方程 的 一 个 特殊 情况 是 Hammerstan УЕ 
{ Hammerstein equauion ) 

ФО) = акб, з)/1з, ф(в)]4з. хеп, (2) 


в 
这 里 К(х, 5) 和 f(s, г) 是 己 知 函数 ， 存 在 性 和 唯一 
必定 理 首先 出 А. Hammerstein 建立 { 见 [9])， 他 在 
这 样 的 假设 下 研究 了 方程 C2) ， 实 值 函数 f(s, с) X 
于 它 的 自 变 量 是 联合 连续 的 ， 且 由 核 天 生成 的 线性 积 
分 算 子 是 L,(Q) 中 自 伴 的 ， 正 的 ， 而 作为 从 上 ,{Q) 
到 连续 函数 空间 中 的 映射 是 紧 的 . 

直线 性 积分 方舟 的 用 一 例子 基 Ляпунов -Schmijt 
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方程 (Lyapunov-Schmidt equation ) 

У рек, оов s) 
š 


зай 


x ф°°(х)ф''(з,) p(s) x (3) 


x mg) (в) pms, dsr 4 


其 中 K. , оа, ражи, 是 
固定 的 ， 六 和 是 对 所 有 的 带 非 负 倭 数 分 车 的 向 量 & = 
(шә, U, w) 98 = (Во 77, В,). (3) 的 左边 称 为 
ЭЛЧЕ АЛЕН о 和 9 的 积分 等 级 教 (integral power 
Seres). 

型 (3) 的 方程 首先 由 А, М, Ляпунов 56 ( W, 
[1]), Жа, 30—83 h Е. Schmidt Ж ( W, 
[8]) .在 他 们 的 研究 中 ， 韵 定 了 非 线性 积分 方程 分 歧 
理论 的 基础 ， 其 目标 在 于 解决 下 面 的 问题 . 设 寻找 依 
束 于 一 定 的 参数 的 非 线 性 向 题 的 一 个 解 且 对 它们 的 茶 
些 值 解 可 以 分 歧 . 这 里 产生 了 求解 本 身 和 求 使 它 分 层 
(分 支 ) 的 那些 参数 值 ， 分 安 的 数目 ， 以 及 每 个 分 支 
作为 参数 的 函数 的 表示 等 工作 (ML [6]). 

非 线性 积分 方程 理论 是 非 线性 算 子 方程 一 般 理 论 
的 一 部 分 ， 即 积分 方程 能 看 成 相应 的 算 子 方程 的 特殊 
实例 . 为 此 目的 必须 开明 在 方程 中 出 现 的 具体 的 积分 
等 子 的 一 般 性 质 〈《 连 续 性 ， 紧 性 等 等 ) . 
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5,=0, xEN, 


(Записки Академии Наук ў, 
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ГАТ) Zabreyko , P. Р.[Р. Р. Хатіко], c: al., Integral 
equalions—— 4 refensnee 1ext Noondhoff , 1975 ( j# Ë 
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非 线 性 算 子 non -linear operator; нелинейный onepa- 
Top] 

一 个 空间 ( 通 渭 是 向 量 空间 )XX 到 同一 标量 域 上 的 
Ба [Н] 中 不 具有 线性 性 质 的 映射 ， 好 一般 玉 说 ， 
使 得 

(wii 十 oaxa) 关 ai4Xi +a, Ax. 


З УЛИК R 或 复数 集 C， 那 么 一 个 非 线 人 性 算 子 
称 为 一 个 非 线性 活 函 (non - linear functional) . 非 线 性 
算 子 ( 非 线性 泛 函 ) 最 简单 的 例子 是 除了 线性 函数 外 的 
实 变 元 的 实 值 函 数 ， 非 线性 算 子 起 因 的 一 个 重要 来 源 
是 数学 物理 中 的 问题 . 如 果 在 一 个 过 程 的 局 部 数学 描 
述 中 不 仅 一 阶 的 微小 量 而 且 高 阶 的 微小 量 也 加 以 考 
虚 ， 那 么 就 产生 带 非 线性 算 子 的 方程 . 数理 经 济 、 自 
动 调节 、 控 制 论 ， 等 等 中 的 一 定 的 问题 也 导致 非 线性 
算 子 方程 ， 
таня тюя. 


DAx=|K(,s.x(s)as, 


ЖФ K(t,s,u), aSt,sSb, o <u<o 是 一 个 函 
数 , 使 得 对 任意 的 x(s)eCla.b),g(t)= 作 K(1,s, x 
(5))ds 在 [a,b] 上 基 连 续 的 (例如 ，K(1,s,4) 在 ast， 
s<b, 一 <u<%m 是 连续 的 ) . 如 果 K(t.s,u) ЖР u 
是 非 线性 的 、 那么 4 是 一 个 映 C[a,b] 到 其 自身 的 非 
线性 Ypaicog 算 子 (Unsohn operator) ,在 关子 K(t,s， 
и) 的 其 他 限制 下 ，Ypsicon 算 子 作用 在 其 他 空间 上 ， 
т, L.la,b] аг Orficz 空 间 Ly,[a,5] 到 另 
一 个 Lw{2,9] 中 . 


2) Bx={ Kt,s)g(s,x(s)ds, 


其 中 g (tj 关于 uw 是 非 线 性 的 ， 并 内 对 a<t<h 
一 m<u< 吕 有 定义 .在 关于 g(t,u) 的 适当 最 制 下 . 


算 子 有 8 从 一 个 函数 空间 作用 到 另 一 个 中 ， 并 且 称 为 一 
个 非 线性 Hammerstein 算 子 (Hammerstein operator) . 


3)F(x)=f(06x (zD) 
是 一 个 全 加 算 子 (superposition operator), ， 也 称 为 He - 
мышей 外 3 (Ñemytski operator), Jf E # 3 +X ЕН 
数 第 二 个 变 元 的 非 线性 的 适当 限制 下 ， 它 把 可 测 函 数 
x (t) 的 空间 变换 到 它 自 身 . 
pO" 2 (a (tx. Dx, o, 
<a 


在 关于 非 线性 医 数 mr (!, и, ,4。,) 适 当 的 限制 下 是 作 
Ј9 #6 Соболев 空间 W" (G) ЖШ 2m 阶 非 线性 微 
Же. 这 里 上 是 多 重 指标 ki， ИГЕ 
Е, Р*=д! уф 50е, 3FB Ж ВФ н 
界 域 . 


Diz) 


SCO) | Ке, хз), Y (s)ds 


ЕЖ Кз „и, u ) 8938 5 ШИГЕ fE ЯЛЕ Ж ЖЕ 
可 微 两 数 空 间 Са, Б] Eñ de НЕ RUR ЕИ + (inte- 
Ero- differential operator) , ссссс 

一 个 实 变 元 的 实 值 函数 的 数学 分 析 中 的 许多 概念 
和 运算 ， 可 以 转 萝 到 从 一 个 拓 牛 向量 空间 作用 到 另 一 
个 了 中 的 非 钱 性 算 子 上 .这样 一 个 非 线性 算 子 4: M 
一 了，MMCX， 称 为 有 界 的 (bounded)， 如 时 4 (ВГУ 
M) 对 任何 有 界 集 BSX 在 Y 中 是 有 界 的 ， 一 个 非 线 
ЖИТ 4 在 一 个 点 xeM 是 连续 的 (contimuous)， 如 果 
Ах О, ДО) 对 x 的 某 个 分 
SL о, в МОО, . ЖШ. — E Щй M 上 的 每 
一 点 都 连续 前 非 线性 算 子 在 这 个 集合 上 有 界 . 不 同 于 
线性 算 子 ， 如 果 作 用 在 峰 范 空间 上 的 一 个 非 线性 算 子 4 
在 某 个 球 上 洗 界 ， 不 必 有 4 在 这 个 妹 上 连续 ， 然而 ， 
在 一 定 的 情形 下 ， 非 线性 算 子 在 一 个 球 上 的 连续 性 (有 
界 性 ) 歼 涵 这 个 算 子 在 它 的 整个 定义 域 上 的 连续 性 (有 
界 性 ) . 

在 从 瑟 作 用 到 了 的 非 线性 算 子 中 可 以 区 分 出 基 些 
重要 的 类 . 
了， 对 告 一 个 次元 是 线性 的 ， 所 有 n 线 性 算 子 的 
#BLL,(X,Y)=(1) 同 构 于 空间 工 : Хр. (Х, Y), 
11 =(J7)， 其 中 工 (X,Y) 是 队 XX 到 了 的 所 有 线性 算 
于 的 空间 . 如 果 XX 和 了 是 赋 范 空间 ， 那 么 {1) 和 {了 功 是 
шй. ШЖ 4 关于 所 有 的 变 元 对 称 ， 那 么 4(x,…， 
x*) 记 为 Ax"， 并 目 称 为 # 次 齐 次 算 子 {homogeneous oper- 
ator). 

2) Е ИЧИЛЕ ар. Ш А x<y Ах 
«Ау ху Ах Ау Е ( (isotone орег- 
ators) А 和 反 序 算 子 (antitone operators) À . 


NON-LINEAR OPERATOR 947 


3) fE Нет ë B| H. НА «Мх My. хуу 
>0 对 任意 的 x, уе H ХН Я Р (monotone oper- 
ator) M , 

4) 把 定义 域 中 的 不 界 子 集 变 为 准 紧 集 的 紧 算 于 
(compact operators)， 其 中 同时 是 紧 和 连续 的 完全 连续 
算 子 completely -continuous operators) . ` 

”对 非 线性 等 子 微 分 和 导数 的 概念 是 非 平凡 的 和 有 
用 的 . 从 赋 范 向 量 空间 X 的 一 个 开 集 G 作用 到 赋 范 向 
量 空间 了 中 的 一 个 算 子 4， 称 为 在 点 xeG 是 Fréchet 
可 微 的 (Frechet differentiablej)， 如 果 存 在 一 个 连续 线性 
RT TO: X = 了 了 使得 对 x+heG 的 任意 的 heX 有 


A(x+h)=A(9=4'(x)hto, 


фо А 0. 335 = 0. 在 这 种 情形 下 ， 增 县 4 
x+ 用 一 A(X) 关 于 用 的 线性 部 分 4(x) 有 称 为 4 在 x 的 Fre- 
chet $y (Fréchet differential)， 并 日 用 44 (х, А), 
в=о(А, х,һ)К Ж ЖКН (remainder of ће incre- 
теп). 有 界线 性 算 子 4i(X) 称 为 4 在 x 的 Frechet 导 
ЖК (Fréchet derivative). 除了 Frechet 可 徽 性 以 外 还 引入 
Gateaux 可 微 性 . 亦 即 算 子 4 称 为 在 点 xGhteaux БГ 
(Gateaux differentiabje)， 如 果 极 限 


lim Ачы —А(х) 


1 


=DA(x,h) 


存在 ， 称 为 4 在 x 的 Gàteaux 微分 (Giteaux differen- 
їшї), Сакак ЖЖ ЖЕР ВЕЛИКИЙ, ЖЫШ РА (х, ДВ) 
=ADA(x.h) .如 果 DDA(x,h) 关 于 是 线性 的 ， 并 和 且 
DA(x,h)=A,(x)h, ЖЖЖ T А, (х) 称 为 4 的 
Ghteaux 导数 (Gateaux derivative) . Fréchet 可 微 性 北 活 
Ghteaux 可 微 性 ， 并 有 还 有 4, (=A(x) , Gàteaux 可 
微 性 一 般 不 昔 涵 Ftechet 可 微 性 ， 但 是 如 果 DA (х, Н) 
在 x 的 一 个 邻 城中 存在 ， 关 于 hh 连 绪 ， 并 且 关 于 x 
臻 连续， 那么 4 在 x 是 Fréchet 可 微 的 .对 非 线性 旗本 
了:G RFréchet 和 Gateaux 微 分 和 导数 类 似 地 定义 . 
这 里 Gateaux 导数 称 为 泛 画 了 的 梯度 (gradient of the 
functional f), ЕВА ВІ ХИ. ШЖ Ах= 
gad/(x) 对 某 个 非 线 性 泛 画 J， 那 么 4 称 为 位 势 算 子 
(potential operator) . 

对 作用 在 Hausdorf 拓 扑 向 量 空间 上 的 算 闻 可 以 用 
这 种 或 那 种 方法 定义 微分 . 设 嘱 是 折 扑 向 量 空间 XX 中 
有 界 集 的 一 个 集合 Во: хх Y # m h 
(90-та), ЗН МЕЗ? о (х, В) r - 0. 
当 [ Од] ВЕЖ. 映射 4:G 一 了 (其 中 
GCX 是 开 的 ) 称 为 在 x= G E: Sk nl t BJ (Sn-differenti- 
abk), ШЖ `: 


А(х+һ)—-Ах=А'(х)һ+е(А,х,й), 
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тод ИМ. ЖАЯН X 3 Ph 41 
有 和 内， 所 有 紧 或 上 所有 有 有 限 集 的 集合 . 对 赋 范 空间 上 前 
非 线 性 算 于 第 一 个 情形 导致 Frechet 可 徽 性 、 第 三 个 
Ж Citeaux 可 微 性 . 

T AW SPE AU) Ах) ВО 
ЖЕ X SPS Т. 他 们 是 对 称 多 重 线性 映射 . 于 
是 一 个 n 阶 微分 其 一 个 次 齐 次 形式 4 中 (x)h”. 高 阶 


学 数 的 其 他 定义 是 可 能 的 . (3. БИШ, ХШ ҮЕ 
ЗЕЕ а], СХ, Н хес. ЕА 


Ф х+йє СЇ. 
А(х+һу— А(х)= а (x)++a, (два OF +, у 


Жр o= o( II]， 那 么 多 重 线性 形式 Ка, (х) 称 为 大 
阶 导 数 (derivative of order К). ЖК zÉ (0) у $y 
AGB) (х 阶 有 界 展开 (bounded expansion) - 
在 适当 的 限制 下 ， 高 阶 符 数 的 各 种 定义 是 等 价 的 . 

如 | 果 在 关中 给 出 一 个 标量 可 数 可 加 测度 ， 那 么 一 
个 非 线性 算 子 可 以 在 Bochner 积分 (Bochner integral) 的 
意义 下 求 积 分 [A(xjdx ， 

对 于 非 经 性 算 子 4: 对 一 了， 如 同 线性 算 子 的 情 
Ж. АА) ТЕЛЕ АЛЕ 4(M) 上 连续 的 什 
白 然 称 为 正则 的 беғаш). ЖТА ТШ 
(spectrum) . ТЕЛЕ ЖИЕ ОУ i 20.5 УК ЖЕГИ йт 
ЕНА ЛС (Е. Ж. —1 же И 
线性 算 子 的 谱 可 以 有 连续 部 分 ; 算 子 有 4 的 一 个 本 泪 元 
(cigen element) xi， 亦 色 一 个 元 索 xu 使 得 x= Ах. 
可 以 分 又 (bifurcate) Ж ТОЖЕ ЗЕ (Ч АЛЧЫ 
BJ), ЫЗ (Ыбисабоп) . 
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В.И, Собол 把 ВШ Ж SER К 


非 线性 振动 [non -linear oscillationms ; нелиненные коле - 
ваная ] 


ЯК ЕЕ ел 
Ж=Ай)х+ Хе x, н) + г) (1) 


描述 的 物理 系统 的 振动 ， 这 里 xeRR". 久 的 项 中 包含 
向 县 x 的 至 少 为 二 次 的 分 最 . 了 是 时 间 + 的 向 基 函 数 ， 
но НОМА О a= ТАХ Хи. х)). 
一 些 吓 能 的 推广 关系 到 讨论 不 连续 系统 ， 共 和 不 连续 
特征 的 作用 【例如 ， 灌 后 类 型 )， 延 迟 和 随机 作 抽 ， 
积分 微分 方程 和 微分 等 子 方 程 ， 由 偏 微分 方程 描述 
的 上 共有 分 布 参数 的 振动 系统 ， 还 关系 到 šu ia £ 
统 最 优 控制 方法 的 应 用 ， 基 本 的 韭 线性 振动 的 一 般 问 
题 是 ， 才 找平 衡 点 位 置 及 半 稳 状态 (尤其 是 对 周期 
ї Н), ШЕ Дл НЕ. DL ДН е ДИН 
БР 14862 ЖИЕ. 

严格 说 来 ， 记 有 的 物理 系统 都 号 非 比 性 的 Г 
ЕЖЕ И НЕЕ ОНЕ ii ДЕЦ БЕ К И А ДОШ: 
ВИА Е ЕАО 1 ТЕ ЖН ЖБ ВЕ 38 Yx ЛУНЫ БЕ ДЇР 
消失 而 改变 . 

拟 线 性 系统 ( quasi-linear system) 是 指 系 统 (1) 
中 K>0 的 情况 ， 其 基本 研究 方法 是 小 参数 法 
(small parameter. method of ће). 首先， 何以 用 
Poincaré -Lindstedt 法 ( Poincaré -Lindstedt method ) 
来 饶 定 拟 线性 系统 关于 参数 在 其 值 允 分 小 时 解析 的 网 
期 解 ， 它 们 或 者 表 成 u 的 者 级 数 形 式 ( 见 [1]， 第 
K R), 或 者 才 成 与 加 在 于 分 景 的 初始 值 上 的 Bu 
77, В, КОРК (S. [1]. ЖОШ ж). 这 种 方法 
的 进一步 发 展 ， 例 如 ， 见 12] 一 

另 一 种 小 参数 法 是 平均 化 (averaging ) 法 .在 研 
究 扒 线 性 系统 的 同时 ， 出 现 了 一 些 新 的 方法 : 渐 近 法 
(W[5). 16]). V 函数 法 (上 见 [7])， 后 者 赴 以 A. 
М. Ляпунов 和 H. Г. Четаев 等 人 的 基本 结论 为 基 
础 的 . 


指 前 面 担 到 的 不 存在 小 参数 的 系统 (1) д=}Н 
X =X(t, x)). % Ляпунов 系统 

X= АХЪХ (х), О) 
这 里 


At 711. 
1 1 


ЖН kx КРИ РОЖЕР д, Х(х) 
是 x 的 解析 向 量 函 数 ， 其 展 式 首 项 至 少 为 二 阶 ， 且 有 
有 特殊 形式 的 解析 首次 积分 Ляпунов С %[8], #42 
节 ) 提 出 了 寺 找 任意 常数 c ПОИ НО С 


方法 【可 以 利用 两 个 临界 变量 x, 或 x, 之 一 的 初始 
fa). 
对 于 与 Janysos 系统 接近 的 系统 


X=Ax+X(x)+z#F(t,x, у), 


ЖН А 和 X(x) FJ (2) 中 一 样 ，E Ж x 和 小 参数 v 
的 解析 向 量 两 数 ， 关 于 + 连续 五 以 2л 为 周期 ， 世 已 
提出 确定 其 周期 解 的 办 法 ( 见 [4]， 第 周章 ) ， 对 于 
Ляпунов 型 系统 (2), ЖЕНШ A 有 个 具有 简单 
初等 因子 的 零 本 征 值 ， 一 对 纯 虚 本 征 值 +1, НИЕ 
有 多 重 木 征 值 十 4i， 而 义 (x) 同 (2) 中 一 样 ， 则 它 
т Б Ляпунов 系统 ( 见 [9], #19623). ж 
Ляпунов 系统 各 所 谓 有 阻尼 的 Ляпунов 系统 {Lyap - 
unoy system with damping j 中 的 非 线性 振动 也 已 经 做 
了 人 研究， 其 牛 关于 能 量 传输 的 一 般 性 问题 已 得 到 了 解 
决 ( 见 19], ЖІ. Ш, ПЖ). 
假设 一 本 质 非 线性 自治 系统 ( autonomous system) 
其 线性 部 分 已 化 成 Jordan 形式 : 
X.C 3 
Фет. 
у=1, 5 


бп; ó, = 0, 


这 里 向 量 A = (Ay, 7 
分 最 ， 而 81,，… 


>, 4,) 按 假 定 至 少 有 一 个 非 零 
5。-1 为 零 或 一 ， 由 线性 部 分 抱 阵 
有 没有 站 单 的 初等 因子 而 定 ，f ,。 为 系数 ，9, 是 具有 
整数 分 量 的 向 量 8 = (41,77, 4,) HS. ЙА 
CE 
4,2 1.0% 
这 时 ， 存 在 正规 化 变换 
хуу р Бау уе, ву 


(4) 
它 将 《3 ) 化 为 微分 方程 的 正规 形式 (normal form ) 


q 5 4.20, 


+q,2 1, 


了 二 
бя, 
(л. QO (5) 
v=1, 2, n; ó, = 0, 
使 得 当 (A, Q) 关 0 №, д. = 0. WE, ЕЮ 
(5) 只 有 共振 项 ， 即 【5) 中 的 水 数 g,o。 只 有 在 Q W 
是 共振 方程 ( resonance eqguation ) 
(л, 0) = ¿4 Tt' taq, = 0 
时 可 以 不 为 零 共振 方程 在 振动 理论 中 起 着 根本 的 作 
用 .总 对 正规 化 变换 ( 4) 的 收敛 性 和 发散 性 进行 了 研 
究 ( 见 [10]， 第 一 部 分 ， Пп, H 章 ) ; 也 已 对 系数 
,go《 通 过 它们 的 对 称 化 ) 做 出 计算 ( 见 [9], 53). 
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在 很 多 本质 非 线性 自治 系统 的 非 线性 振动 问题 中 ， 正 
认 形 式 方法 已 证 明 是 很 有 效 的 《 见 [10]，[9] ， 第 下 
шж). 

ЛЕ ААРА E Bia ti rik ih, ЕЛ 
(ам, [2], [11]), 频 闪 观 测 法 [12] 8032 ЛЕТ: [13] 
都 得 到 应 用 . 

目 线 性 振动 的 定性 方法 ， 它 起 源 于 出 Н. Ропсаге 
(СТАТ) 所 帮 的 对 非 线性 沼 微 分 方 种 积分 曲 组 形式 
КЖ. 。 对手 可 用 二 阶 自 治 系统 措 述 的 非 线性 振动 
问题 的 应 用 ， 可 在 [2] 和 [15] 中 找到 . 高 维系 统 巾 
周期 解 的 存在 性 及 全 属 稳定 性 问题 在 [16] 中 作 了 证 
究 ; 下 周期 非 线性 振动 在 [3] 中 作 了 讨论 ЖРА 
某 些 导数 前 舍 小 银 数 的 带 微分 方程 理 沦 对 直线 性 松弛 
振动 (relaxation oscillation ) 问题 的 地 用 ， 见 [17]，“ 
““ 关于 非 线性 振动 其 他 重要 方面 和 进一步 的 文献 ， 
见 扰动 理论 { perturbation theory ) 和 振动 理论 (oscilla - 
tios , theory of ) . 
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非 线性 偏 逢 分 方程 [ non -linear partial differential eqution ; 
нелинейное уравненне C частнымн пронзводныма ] 
一 个 形 如 


(xs (1) 


的 方程 ， 其 中 x= (ху, - 


S w )eR',u = (u, с, 


и)", РЕ (Е, с, Е)“, к= (a,, UU а„) 
是 由 非 负 整数 gi ，…, к, 组 成 的 一 个 多 重 指标 ，D* = 
Drs DP, DaAaxfi= 1, 7, n). 在 复 值 函数 


的 情形 下 ， 可 类 似 地 定义 非 线性 偏 微分 方程 . 若 大 > 1 
通常 称 为 向 量 的 非 线性 偏 微分 方程 或 非 线性 偏 签 分 方 
鹅 组 ,方程 中 出 现 的 最 商 阶 导数 的 阶 数 称 为 (1) 的 
№. 

ЗЛАТА АЕ LE r i: Monge - Ampere 方 
程 Monge - Ampëre equation ) 


+B(x, u, Du) = 
ЖАЛ Е, Du = (руш, ст, Ри). 

# k =m H F X+ TWB Br 21 5 B 29 ЗЕТ 
微 的 ， 方 程 (1 ) 的 类 型 出 F 关于 这 些 导 数 的 主要 线 
性 部 分 的 类 型 所 定义 《 见 偏向 分 方程 《differentia] equa - 
ton, partial)) -对 于 相应 的 变量 的 导数 (或 申 往 分 运 
算 所 产生 的 导数 )， 一 般 地 ， 人 们 相应 地 赋予 一 个 确 
定 前 权 ， 例 如， 在 非 线性 热传导 方程 中 ， 

ди ди ёш 
ЕЕЕ } 
此 处 д/]/дрь„ >0, pa аз д?и/дхі, W Sa 077 
др„ ЖЕЎ 2. 

因为 《1) 关于 最 高 阶 导数 的 线性 化 是 在 一 个 固定 
解 的 邻 域内 进行 能，( 1 ) 的 类 型 将 可 能 恢 束 于 这 个 解 
(对照 线性 方程 ， 甚 至 在 一 固定 点 x 处 ), 例如 ， 方 
程 


д? да ди _„ 
б Тр ту 0) 


在 其 диј ах, > 0 В и 处 为 精 圆 型 的 ， 而 在 上 ди 
дх, <0 #0 м 处 则 为 双 曲 型 的 . 

一 个 方程 的 类 型 决 定 了 此 方程 的 边 值 (混合 ) B| 
题 是 否 适 定 以 及 影响 研究 它们 的 方法 ， 

若 函数 Р 线性 地 依赖 于 它 的 最 高 阶 导 数 ， 则 


( essentiəlly non -linear equation ) 、 йш, Mong Amp - 
ere 方程 {2) 是 本 质 非 线性 的 . 

车 一 个 拟 线 性 方程 的 最 高 阶 导 数 的 系数 不 依赖 于 
Ж { 或 它 的 导数 )， 则 方程 称 为 弱 非 线性 方程 ( weakly 


non -linear equation ) 例如， 方程 
Au=f(x, 4u, Du) (4) 


жаи. 

ҖЕ ЯАНА НИ ЖОЛ B: [нї 14 
了 一 个 有 条 件 的 特性 而 不 反映 方程 的 内 在 性 质 ， 弱 非 
线性 方程 可 能 有 较 拟 线 性 甚至 本 质 非 线 性 方程 更 强 的 
非 线 性 性 质 , 例如 ， 存 在 形 如 (4) 的 弱 非 线性 方程 
它 的 在 一 有 界 区 域内 的 一 个 给 定 的 Dirichlet 问题 有 可 
数 多 个 不 同 的 解 . 

形 如 【1) 的 方程 可 在 全 空间 及 " 内 考虑 ， 或 者 在 
它 的 某 一 子 域内 研究 ,在 第 一 种 情形 下 ， 解 空间 的 定 
义 会 有 在 无 穷 远 处 解 的 性 态 的 条 件 、 而 在 区 域 的 情形 
下 ， 人 和 们 在 边界 上 或 其 一 部 分 上 提 一 个 或 更 多 的 边界 
条 件 ， 这 些 边界 条 件 同 样 可 含有 非 线性 算 于 ， 
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ЕВЕ УГ Е п — 4 W ge fk: 【或 一 
成 一 个 非 线性 问题 ， 此 问题 必须 
在 一 个 适当 的 函数 空间 内 讨论 . 这 个 解 空 间 的 选取 出 
该 区 城内 的 非 线 性 微分 算 子 F 及 边界 算 子 的 结构 所 决 
定 .一 个 非 线 性 问题 的 解 谱 合 的 选取 对 问题 的 讨论 是 
一 个 本 质 的 因素 , 例如， 对 奶 下 非 线性 问题 : 在 有 界 
W Q < R" р, 


У (= туорт" пев: Очи) = f(x) р> 1, 


„а 


在 边界 90 L, р?и 0, іт 1, 
此 问题 对 应 于 Colorea 空间 йл (о) 对 于 其 对 侦 空 
B] Wi"(Q) =(We(oyy ,9 +р'=1 hit 8 
数 此 问题 在 Й (8) 内 有 唯一 的 解 . 此 处 及 以 
т. W: (д2) 是 所 有 在 Жр, ЖЕЕ 5-4 fE WJ 
ИРАНЕ ал Соболев 空间 Wm(Q) 内 的 闭 包 ， 

在 研究 非 线性 微分 方程 的 问题 时 ， 人 们 要 处 理 这 
样 一 些 问 题 ， 解 的 存在 性 及 解 的 数 H， 或 不 存在 性 ， 
以 及 解 的 破裂 或 分 歧 【分支 )， 另 -问题 是 当 变量 趋 
于 边界 ， 特 别 地， 人 在 无 界 区 域 情况 下 趋 于 雹 穷 远 时 ， 
ЖЕЛЕЗА Б. 这 种 方程 的 理论 有 二 个 方面 ,局 部 及 
整体 方面 . 局 部 理论 对 情 圆 型 抛物 型 或 双 曲 型 的 一 
般 的 非 线性 问题 已 相对 完全 地 建立 . 这 个 理论 是 基于 
ЗЕЕ ат Во а В с ад А р а у 
性 问题 的 一 般 理论 . 

对 非 线性 抛物 型 或 双 沿 型 方程 的 边 值 《混合 ) 问 
题 ， 在 同 题 的 数据 与 相近 问题 的 已 知 解 ( 通 常 是 索 
ЖР) 的 数据 仅 有 充分 小 的 偏差 ( 在 适当 的 度量 下 ) 的 条 
件 下 ， 局 部 理论 可 能 使 得 在 充分 小 的 时 间 区 间或 一 固 
定 的 区 间 上 建立 问题 的 可 解 性 . 

非 线性 问题 的 整体 理论 还 很 不 完 人 全， 总 仅 对 个 别 
的 方程 类 建立 ， 

非 线性 一 阶 偏 微分 方程 эЕРЖШ 
= + 这 去 өх, u) (т. хш) 0 

(5) 
一 大 类 拟 线 性 标量 一 阶 方 程 ， 关 于 在 t= 0 上 的 初 
始 条 件 的 Cauchy 问题 的 存在 性 和 唯一 性 问题 已 在 所 
віхола. 

对 于 形 如 《5) 的 范围 狭小 的 一 类 方程 ， 此 问题 当 
f "+ о 时 的 解 的 渐 近 状 态 及 边 值 问题 也 于 经 作 了 讨 
№. 

ХДЕ ИУ ДРИНЕ ЗФ, 
ИЛИ ТЕО #25 ЖЕЯП УУ ЯЕ 48 ( quasi -linear hyperbolic 
equations and systems ) . 

非 线性 二 ИШИ. 


abolie туре). 对 于 形 如 


Ў, 2 а.и, Би)+ а(х, и, Du)=0,(6) 
或 
Ў а, (х, и. Duy а. 


+а(х. н. ри) = 0 


{7) 
的 -大 类 拟 线 姓 标 基 二 阶 敌 贺 型 万 程 ， 在 已 其 有 
max.|u(x)| 的 一 个 先 验 估 汁 的 条 件 下 ， 其 边 值 问题 
的 整体 可 解 性 理论 相对 地 比较 完全 ,此 处 方程 的 系数 


要 服从 一 些 条 件 ， 
类 似 的 情况 在 形 如 
a и. Du) +а(х, u, Du) 
A Tax O Ku И 
(8) 
或 
йи _ £ д? 
ЕП =, а„(х, и, Du) йхуйх, 
+а(х,и, Du) (9) 


的 一 大 类 拟 线 性 标 基 二 阶 扫 物 型 方程 的 边 值 (A) 
问题 的 整体 可 解 性 理论 中 存在 ， 可 解 性 理论 是 建立 在 
先 验 估计 及 Leray-Schauder 方法 的 基础 上 的 . 

对 一 些 非 线 性 方程 (6) — (9) 类 的 关于 
тах „|н (x) | 的 先 验 估计 可 由 最 大 值 原理 { maximum 
principle) 或 特殊 的 积分 不 等 式 以 及 关于 相应 的 函数 空 
问 的 嵌入 定理 (imbedding theorems ) 得 到 . 

% f ШЕШ Э r 82 КЛ [4 FEE КУЕ 
体 可 解 性 理论 对 于 狭小 的 一 类 方程 卫 为 二 个 独立 变量 
时 业已 建立 . 

关于 本 质 非 线 性 抛物 型 祭 最 方程 的 边 值 (混合 ) 
问题 的 整体 可 解 性 对 天 如 下 述 前 单个 空间 变量 xe R 
的 一 大 类 方程 也 已 建立 ; 


关于 椭 右 或 抛物 型 拟 线 性 方程 组 的 问题 的 整体 可 
解 性 问题 ， 仅 对 这 些 方程 组 的 范围 狭小 的 个 别 的 类 讨 
论 过 

低 究 二 阶 燃 图 或 抛物 型 非 线性 偏 数 分 方程 的 一 个 
有 效 的 方法 是 上 、 下 解 方法 . 例如 ， 考 虐 边 值 问题 

一 Au=f(x, u, ри), БЛЮ ОСК" 内 ， 
| u=0, 在 C? 类 边界 до 上 ， 
(10) 
其 中 了 是 确定 在 Q X R x R' 上 的 连续 应 数 ， 且 使 得 
Бернштейн 不 等 式 
оа, Жми) е С рар 


对 所 有 (x, и, ё)єохах R' у, М: R, = 
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„= {LSR: 20) 是 一 个 递增 国 数 . 若 存在 函数 
oO) (р> п}, ВНЕ Q 内 儿 乎 处 处 有 
—Ant2/(—x, нг, Dut), 4 20 F ut2>0, 
在 站 其 几乎 处 处 有 —Ан- S< ((x,u ,Du ), П 
да F u <0 (и? ит 分 别称 为 问题 (0] 的 上 、 
ЕШ), ВО их) >ш (x), M| (10) £ 
пе (О) Н О н (x) Su(x) Su (х). Ж 
ЗА P] BR Я О Е EB К, КЖЕ 
好 的 选取 ， 不 仅 可 以 建立 可 解 性 及 得 到 解 的 数目 的 一 个 
下 界 ， 而 且 还 可 以 得 到 非 线性 初 值 问题 的 解 的 精确 的 
先 验 估计 以 及 渐 近 状态 . 

ТЕН у Eu (5 } 问题 的 解 的 区 
体 性 态 的 研究 与 相应 的 非 线 性 精 回 型 方程 的 边 值 问题 
的 稳 态 解 有 联系 ， 这 如 同 在 常 向 分 方程 中 那样 . 

出 于 非 线性 柱 圆 型 方程 的 边 值 问 题 不 总 是 有 和解 ， 
并 用 非 线 几 抛物 型 和 双 册 型 方程 的 边 值 (混合 ) 问题 对 
所 有 上 > 0 不 一 定 存在 解 ， 因 此 韭 线 性 偏 微分 方程 的 
解 的 不 存在 性 理论 已 发 展 直 来 . 

双 曲 型 方程 (equations of hyperbolic type) ， 这 此 
ЭЕ ЕВУ р г НН О. 
二 阶 双 曲 型 算 子 的 道中 出 现 的 “一 次 导数 的 损失 "使 
其 成 为 在 研究 非 线 性 双 曲 型 方程 时 的 主要 障碍 ， 共 至 
非 线性 双 曲 型 方程 及 方程 组 的 局 部 理论 要 求 建立 砷 线 
性 泛 函 分 析 中 一 个 特殊 的 隐 函 数 的 理论 ， 这 是 因为 泛 
ШЕЙГЕ В ЖИК Е ЕЦ ИСЕМЕН Т. 

关于 多 于 二 个 自 变 最 的 ‘本质 ) {ШЕЛ С 
阶 方 程 ， 其 整体 可 解 性 问题 ， 其 至 对 Cauchy 问题 ， 
还 未 侠 究 

在 二 个 自 变量 的 情形 (teER ,, xe R) 下 ， 对 于 形 


如 
Ja] 


的 个 别 的 方程 ， 其 Cauchy 问题 的 整体 可 解 性 业已 建 
立 , 用 守恒 原理 可 将 上 述 形式 的 方程 化 为 一 特殊 的 拟 
线 竹 双 曲 型 组 ( 见 拟 线性 双 曲 型 方程 和 方程 组 ( quasi - 
linear hyperbolic equations and systems )). 

жї 


«рига | = ftt, x), 
à 


(# Q x[0, T| 内) 


的 氢 线 性 双 昌 型 方程 情形 下 、 对 具 以 下 条 件 : ао x[0 

T| E u=0 Ж r=0, x= Q #k u=, u = р й 

ШЕН, иттен: СНЕ T > 0) 已 在 x 的 某 

个 此 滑 函 数 类 中 建立 . 此 处 Q 是 R' 中 一 有 界 区 

域 ， 它 带 有 С” 类 边界 90, Du = (Ps 1 
对 形 如 х 


а. Аи = jJ t, х,и. и, Du), 120, xENER" 


ХО ЗАНЕ З Jy 2, J. Cauchy 问题 以 及 
ЖИЙ Сїй) 问题 的 整体 可 知性 业已 建立 ， 

在 非 线 性 双 出 型 方程 的 理论 中 ， 这 些 方 程 的 边 值 
问题 的 周期 解 《 关于 г) 的 存在 性 问题 占有 一 个 特别 的 
位 置 . 亿 是 ， 其 至 对 弱 非 线性 方 怀 ， 此 问题 仅 对 形 如 


ноти. = 701, х, u) 


的 方程 已 经 进行 了 讨论 ， 此 处 自 变量 是 二 个 ，teR 及 
XE[4, 世 和 只， 此 问题 的 复杂 性 起 源 于 对 应 的 线性 癌 
ЖЕ ӘЗ). 

对 于 具 耗 散 贰 的 弱 非 线性 和 拟 线 性 双 昌 型 方程 的 
研究 已 较为 完全 . 

高 阶 非 线性 偏 微分 方程 - 

对 于 发 散 型 的 一 大 类 拟 线 性 方程 


У (= DD A(x, н, 7", реа) = у), (1) 
„8. 

би DA x ue, реа) 
дг МЕЙ 


=. х), |Bl m, 
已 研究 了 它们 的 边 值 ( 湿 合 ) 问题 的 可 解 性 . 此 时 对 
函数 4 。 要 假设 满足 许多 条 件 以 确保 非 线性 算 子 在 相 
应 的 昂 数 空间 内 有 定义 晶 满 足 某 些 条 件 . 例如 ， 关 于 
方程 {11) 在 有 界 区 域 QR" 内 具 条 件 


在 边界 aQ E (12) 


的 边 值 问题 的 可 解 性 ， 于 面 一 些 条 件 是 充分 的 : 
1) 函数 4,(x, б, +, ， 6 e Diu, ， 对 所 


Dru=0, wl sm 1, 


有 t 75 бе 而 言 ， 它 关于 x 是 可 测 的 ， 而 对 几乎 
处 处 xe Q Ша, XF (Z U Z ) 二 连续 的 ， 并 且 
满足 不 等 式 


ГАСНА р\<к[ 1+} У | 


Ма 
其 中 p>1, K>0, luan 
„ 2) 下 述 强 制 性 条 件 成 立 ， 对 Союз 空间 
Мо 内 性 一 函数 wx， 有 
У ja. (u, 


«Гл 


D'u)D'udx > 
>a, Ë |р'ирах-к, a> 0. 
z 


З) 单调 性 条 件 成 立 ， 对 ТСО) 任意 函数 и 和 
s. Җ 
РЕКЕ ú, Веи) 
т 4,(х,0, с, 2?) (D'u— D'n))dx > 0 
在 条 件 1) - 3) 下 ， 对 于 在 对 侦 空间 ( W2(Q))° 
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中 任意 函数 1、 方程 С) 的 边 值 问题 (12) 在 序 "( 
“Ей. 

BE 0063643837 2 н ВТ. ЖШ, УРА 
ИЙЛЕЙ (12) 的 形 如 (11) 的 涩 分 算 子 ， 它 在 原则 上 
起 奇 的 目 齐 次 的 ， 即 服 基 于 无 蝇 制 性 的 一 些 条 性 ， 则 
Fredholr 交 堆 原则 成 立 ， 在 此 情况 下 ， 对 具 了 = 0 m 
ЖМ. (11 )， 著 其 带 有 零 边界 条件 【12) 的 边 值 问题 仅 
有 站 几 解 ， 则 此 问题 对 相应 对 倡 空间 中 的 任意 函数 了 
是 可 解 的 

对 于 广泛 一 类 的 非 线性 偏 微分 方程 的 边 值 ( 混 
合 问题 业已 建立 了 正规 可 解 性 理论 ， 这 个 理论 将 线 
性 算 子 的 正规 可 解 性 { Нацодотт у Е А ЗЕЕ 
情形 、 这 个 理论 为 坟 物 型 理 线 性 方 得 和 方程 组 以 及 
曲 型 弱 非 线性 方程 和 方程 组 的 边 值 ( 混合 ) ВЕ) 
解 生 给 出 了 充分 条 件 

在 筒 加 型 非 线性 方程 的 边 值 问 题 的 理论 中 ， 本 征 
函数 的 存在 性 问题 占有 ~- 个 特殊 的 地 位 .机 图 型 拟 线 
性 方程 的 边 信 亲 题 的 本 征 函 数 更 论 已 对 相当 广泛 一 类 
МЕЕ Т, ВРА, ЗЕРТ УЖЕ ЗВ АРЕ РЬ 
ЕТИШ Люстерник - Шнирельман 0:051 68939] 05 
一 类 问题 - 

БЕЙИ ЕЕЕ АНЕ ЕШ А ЕРТЕН 
НОВЕ d БЕЛУИЛИ — ЕВА Н E 2 sb 
Jr 3y RR КИЕ ñu IE ИЕН 

ТАБЕ ЖШН УРЕК К. ЖЫ 
有 公分 光滑 的 系数 ， 卫 这些 系数 连同 它们 的 一 阶 寻 数 
游 趾 菜 些 增长 性 杀 件 ， 则 它 的 解 有 超过 其 右 端 项 光滑 
性 的 内 部 光滑 ， 即 可 微 性 多 网 次 . 

在 识 于 二 阶 的 椭圆 型 拟 线 性 方程 以 及 二 阶 域 二 阶 
以 上 甩 自 变量 个 数 大 于 二 的 椭 加 型 拟 绕 性 方程 组 的 情 
形 、 解 物 相 记 的 光滑 性 在 区 域内 不 是 处 处 成 立 ， 但 儿 乎 
处 处 成 立 . 在 一 些 附 吉 条 件 下 ， 人 们 成 功 地 作出 ( Нап - 
sdorff ) 测度 为 零 的 一 些 集 合 的 精确 的 维 数 ， 而 这 些 集合 
就 是 解 在 其 上 一 般 地 光滑 性 违反 的 所 在 地 方 ， 对 一 个 
特别 的 日 具有 界 非 线 仁 的 拟 线性 簿 留 型 组 类 ， 已 得 知 
解 在 区 域内 处 处 正则 

对 有 散 度 形式 的 无 限 阶 的 广泛 一 类 拟 线 性 方程 
已 建立 了 其 边 值 问题 的 理论 

精确 解 的 理论 、 关 于 构造 精确 解 的 方法 中 有 Ж 
于 二线 作 偏 微分 方程 的 分 析 中 应 用 群 论 的 方法 ， 基 于 
Lie -Backlund 变换 前 方法 ， 以 及 基于 散射 理论 的 反问 
题 的 方法 . 

反 艇 射 方法 已 可 能 用 来 研究 许多 在 物理 上 重要 的 
方程 ， 如 惠 线 性 Korteweg -de Vries 方程 (Korteweg -de 
Vries equation ) 


м. бии, Tu, = 0; 


非 线性 Sine-Gordon 方程 (Sine -Gordon equation ) 


иа u, sinu = 0; 


非 线性 Schrúdinger 方程 (Schrodinger equation ) 
"ipe кр = 0, 


ЦАА“ хек 的 其 他 许多 方程 惜 助 于 
这 个 方法 ， 人 们 已 能 考虑 像 在 二 个 空间 变量 下 的 Kor 
teweg -de Vries 方程 那样 一 些 特别 的 非 线性 方程 . 
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[ 补 注 】 Eat 0452348 02 2 ЮЖ Е ЛЕЕ [А2] 
及 [A3] ЖОЁТ. 

ЖЕШ Юе рн BL АЕ 
ЕЕРЕЕ. ikin j Rim Bellman 方程 
( Bellman equation ) ， 对 这 些 方程， 为 研究 可 解 性 及 
得 到 解 ， 概 六 的 技术 及 思想 能 被 利用 ， 并 且 事 实 上 ， 
许 才 重 要 的 结果 首先 用 此 方法 获得 县 仅仅 随后 同样 用 
分 析 方 法 导出 ， 和 参见 [AI]， 同 样 可 知 Monge -Ampare 
方程 《Monge - Агарёте equation ) 是 Beliman 方程 的 
个 特殊 情形 ， 
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非 线性 位 势 [mon-linear potential ; нелинейный потенцнал ] 
册 Radon 测度 ( Radon measure) м 生成 的 一 个 函 


数 0 Сх), x 是 Euclid Ы RY(N>2) 的 点 它 非 
线性 依赖 于 生成 测度 A， 例 如 ， 研 究 侦 微 分 方程 解 的 
性 质 和 解析 函数 的 边界 性 质 ， 如 下 找 式 的 韭 线 性 位 势 
EAR: 


U,(x)= U,(x; p. 1)= (+) 
- 0 U шу зерн 
їр 21 Ге 


其 中 1x 一 yl 是 x 种 y Z (ВЕЕ. и ТСЕ 
Radon 测度 ，p 和 上 是 实数 ， 1 < p< 中 ,0 <1 < 00. 
当 p= 2 时 ， 非 线性 位 势 《+ ) 变 成 线性 Riesz 位 
势 (Riesz potential); 当 p=2 和 =1 时 ， 变 成 经 典 
Newton 位 势 ( Newton potential) .对 于 非 线性 位 势 (*] ， 
容量 和 能 量 的 概念 已 经 建立 ， 位 势 论 ( potential theory) 
的 一 些 基本 定理 的 类 似 结果 也 已 证 明 ( 见 上 ]). 
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的 非 线性 理论 已 建立 ，[A1]-[A6] 给 出 这 些 发 展 的 实 
й. 
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非 线性 规划 [тюп -linear programming ; нелинейное про - 
граминрованне ] 

数学 规划 ( mathematica] programming ) 的 分 支 ， 
它 涉及 在 由 非 线性 约束 【等 式 和 不 等 式 ) 给 定 的 集合 
上 求解 非 线性 函数 的 最 优化 问题 的 理论 和 方法 . 

求解 卡 线 性 规划 问题 的 主要 困难 在 于 其 多 极 值 本 
性 ， 而 已 知 的 求解 数值 方法 在 一 般 情 老 只 能 保证 极 小 


fB p| lk 9k T УЙИ АХ. 

非 线性 规划 中 研究 最 充分 的 分 支 是 凸 规划 (convex 
programming)， 其 中 问题 的 特征 在 于 每 个 局 部 极 小 点 
是 整体 极 小 点 . 

得 考 文献 

[11 7апрмй, W. 1.. Мопйпсаг progamming: а unificd 
approach Prentice-Hall. 1969 

12] Кармашв. В. Г., Математическое программирова. 
ниё, М., 1975. 

[3] Polak, E., Computational methods in optimization ° а 
umificd approach 、Acad Pros. 1071. 

В. Г. Карманов #& 


[ 补 注 】 
参考 文献 
ГАТ] Minoux ，M ，Mathematical programming : theory and 
algorithms , Wiley ，1986 . 
【 详 注 
参考 文献 
[Bi] Avnel, M., Nonlinear programming: analysis агі 
methods, Prentice - Най, Unc . 1976( 中 译本 : М. 
阿 弗 里 尔 ， 非 线性 规划 一 一 分 析 与 方法 ， 上 海 科学 
靶 术 出 版 社 ， 上 册 ，19?9 ， 下 册 ，t980) 、 
[B2] ЖРЖ. 赵 风 治 ， 奶 优化 计算 方法 ， 上 海 科 学 技术 
出 版 社 ，1983 . яр 至 


不 可 测 集 [ non -measurable set; нензмернмое множес - 
тво] 

不 是 可 测 集 { measurable set) 的 集合 . 详细 地 
说 ,可 传 g 环 Н($) 中 的 集合 X 称 为 不 可 测 的 ， 如 
Ж СХ) >u, (X): 这 里 ЗВТ дй ос 
环 ， Ми 与 Ai ЭЛИ Б; WR (МЕ 
( measure )) . 

为 了 直观 理解 不 可 测 集 概念 ， 下 列 “ 有 效 构造 "是 
有 用 的 . 

例 1. & 


К= (х, у): 0<х<1,0<у<1} 
为 单位 正方 形 并 在 集合 
Ё= {(х, у): xeE,0<y<1) 
上 定义 测度 jy， 这 里 КОБОЙДУ m( E) 的 Lebesgue 
ЗГЕ, (Е) = m(E)， 这 时 集合 
X={{x, 9): 0 <x<1, y= 12) 
是 不 可 测 的 ， 这 是 由 于 p(X)= 1, p.(X) = 0， 
不 可 测 集 的 最 早 与 最 简单 的 构造 属于 О. Уйан 
(1905) 
例 2， 设 Q 为 有 理 数 集 , 那么 据 选择 公理 (axiom 
of choice) 与 每 个 形 如 Q - a(a 为 任意 实数 ) 的 集合 
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恰好 有 一 个 公共 元 的 集合 X { 称 为 Унан B ) 是 不 可 
йб. Уйан 集 均 没有 Baire 性 质 ( Baire property). 

# 3. Š B( 相 应 地 C) 为 形 如 п+т 的 数 
集 ， 这 里 为 无 理 数 ，m 与 n П л 为 偶数 
(相应 地 п 为 奇数 ) ， 并 日 设 X, 为 握 选 择 公 理由 实 
数 集 依 关系 

ху, ЧАК x—y€A=BUC 

的 等 价 类 得 到 的 集合 . 再 令 X= X,+ B. јар 
个 可 测 集 E, ЖЯ 


B.C X Е) = 0, 4 (XN Е) = (Е). 


还 有 不 可 测 集 的 其 他 构造 ， 这 是 以 … 个 共有 连续 
势 的 集合 中 引进 全 序 的 可 能 性 为 基础 的 . 
例 4， 存 在 集合 ВСЕ, Еву RA 吾 同时 与 每 
个 不 可 数 闭 集 相交 . 任何 这 样 的 集合 (Bemisein fE 
( Bernstein set) ) 站 不 可 测 的 〔 上 月 不 具有 Baire Ей). 
特别 地 ， 任何 具 有 正 外 测度 的 集合 包含 一 个 不 可 测 
ЕЯ 
尽管 有 在 位 移 ( 例 2) ЗО (#2) 下 的 不 
变性 ， 但 从 集合 论 更 点 看 来 仍 有 理由 去 问 ， 为 什么 不 
可 能 对 给 定 的 集合 的 一 甸子 集 去 定义 非 平凡 测度 对 
此 ， 例 如 有 关于 有 界 势 集 的 Ulam 定理 (Ulam theor- 
em) (Ж[2}). 
迄今 尚 无 不 用 选择 公理 人 出 的 Lebesgue Жл 
的 具体 例子 
参考 文献 
11] Halmos, P . .Measure theory, v. Nostrand , 1950( 由 
译本 : 哈 尔 摩 斯 测度 论 ， 科 学 出 版 社 ，1958) . 
[2] Оку, Ј., Measure and category , Springer , 1971 
[3] Сећашт. В. and Olmsted J,, Counterexamples іп 
analysis , Holden - Day , 1964, 
M. И. Войцеховский PE 
[ 补 注 】 亦 见 测度 ( measure); Собе 构造 集 ( Gidel 
corstructive set); ЖЖЖ 0 (descriptive set theo- 
о). 
在 2Е( ХЕ ZFC ) 的 某 些 模 式 中 实数 的 每 个 子 集 
是 Lebesgue 可 测 的 ( Solovay 的 一 个 结果 )， 因 此 对 构 
造 Lebesgue 不 可 浏 集 ， 选 择 公理 是 必要 的 . 
关于 Ulam 定理 ， 见 基数 { cardinar number). 
жет P ШЕЮ 6 


不 可 定向 流 形 [ non - orientable manifold ; неорнентиру - 
емое многообразие] 
不 允许 有 定向 ( orientation ) 的 流 形 (manifold ), 例 
如 Мак 带 ( Mbius strip ), Кїйїп 曲面 (Kkin surface) 
和 偶数 维 的 射影 空间 ЫР". 
M. H. Войцеховский 8 Ж 56 
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非 振 动 区 间 [non -oscillation interval ; неосцилляцни про - 
межуток ], 16905 (8 ( interval of disconjugacy ) 

Зиш R 上 的 一 个 连通 区 间 J， 使 得 给 定 的 # 阶 
实 系数 线性 党 微分 方程 


х Fae) D + 


+а„()х=0 (ж) 


的 任 一 卡 零 解 x = xtt) 在 该 区 局 上 有 多 于 rn 一 1 个 
ЖА, ЖШ m ШИЕ m ^^. (+) 的 解 在 非 振动 
区 间 上 的 性 质 已 得 到 很 好 研究 【例如 ， 见 [1 一 [3]) 
非 振动 区 间 概 念 可 有 一 些 到 线性 微分 方程 组 、 非 线性 
微分 方程 以 及 其 他 类 型 方程 (如 有 其 有 变 差 自 变量 的 其 
分 方程 ) 的 推广 、 
参考 文献 
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Ser, 1982. 
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统计 学 中 的 非 参 数 方法 [ oon-parametric methods in sta- 
tistics; непараметрические методы статистики | 

数理 统计 中 不 假定 知道 总 体 分 布 之 函数 形式 的 方 
法 ，"“ 非 参数 方法 ”的 名 称 强调 这 类 方法 与 经 典 (Ë 
数 ) 方 法 的 区 别 . 在 参数 方法 中 ， 假 定 总 体 的 分 布 精确 
到 有 穷 个 参数 是 已 知 的 ， 并 且 可 以 根据 观测 结果 估计 
这 些 参数 的 未 知 数值 和 检验 关于 其 数值 的 假设 . 

例 设 X X Ñ Y. U Y RB 3M3Y A 
来 自 具 有 连续 型 总 体 分 布 函 数 了 和 G 的 总 体 ; ЖК 
ЖИВЕ Н, 分 布 已 和 G 相同 ， 其 备 选 候 设 为 移 位 假 
设 ， 即 对 于 一 切 ! 和 其 个 9x#0， 

H,: G(O=PG-9) ， 


该 问题 的 经 典 形式 为 ， 假 设 下 和 С ЖЕЛИ Ай, 
而 所 作假 设 的 检验 使 用 Susknt 检验 (Student test) . 在 
问题 的 非 参 数 提 法 中 ， 关 于 FG 的 形状 除 连 续 型 外 
不 作 任何 假设 . 检验 假设 Н, 对 B, 的 典型 非 参 数 检 
验 ， 是 基于 第 一 个 样本 的 元 素 在 两 样本 联合 顺序 统计 
量 序 列 中 秩 之 和 的 Wikoxan 检验 (Wicoxon test) . 假 
如 根据 观测 结果 计算 的 检验 统计 重 的 值 太 大 或 太 小 
则 否定 关于 分 布 相同 的 假设 . Wilcoxon 检验 的 统计 量 让 
算 简单 ， 并 用 在 ,下 与 下 光 关 . 对 应 于 给 定 显著 性 水 
平 (significance lee) 的 临界 值 ， 对 于 较 小 的 入 可 
由 表 查 出 (如 ， 见 [1]); 对 于 较 炎 mn 和 利用 正 态 带 
ж 

&—®Юю@, ЕЮ. 
而 且 还 要 估计 此 移 位 8 . 例如 ， 移 位 可 以 视 为 在 更 换 
土壤 的 耕 牵 方 法 时 收获 量 的 变化 ， 或 采用 轮 种 时 延 失 


的 休 瞩 时 间 . 用 变量 了 - 怠 估 计 参 数 9， 在 正 术 情 疹 是 
相当 满意 的 ， 而 储 离 正 态 性 时 就 很 不 合适 了 ， 直 至 可 
能 不 是 相合 的 .0 的 非 参数 估计 ( 见 [2 有 一 нн 
Ү,-Х,(і= 1,71, п) АТР, ИЯ 
САЯ 此 估计 与 Wilcoxon К ЖК. 可 
以 说 ， 它 与 估计 量 了 ~ 及 的 关系 和 Wikcoxon 检验 与 Stu- 
КЕЛЕЙ . 
尽管 利用 非 参 数 方法 解 天 的 问题 多 种 多 样 ， 亿 是 
这 些 问 题 可 以 大 致 分 为 两 大 部 分 :假设 检验 问题 和 未 
知 分布 及 参数 的 估计 问题 ， 其 中 参数 可 以 看 成 分 布 的 
жи р. 
统计 假设 的 非 参 数 检验 ， 是 非 参 数 统计 方法 最 发 
达 的 部 分 . 要 求 建立 规则 )， 借 以 接受 或 否定 所 
检验 的 假设 (对 给 定 的 备 选 假设 ) . 典型 例子 是 拟 合 优 
度 检 验 (goodness-of -fit test) .对 应 用 重要 的 另 一 些 例 
子 ， 是 对 称 性 检验 ， 独 立 检验 种 随机 性 检验 、 
拟 合 优 度 检验 问题 (problem of testing goodness- 
: 设 F 基 已 知 连续 型 分 布 函 数 ， 要 
求 根据 来 自分 布 函 数 为 G 的 总 体 的 样本 检验 关于 G= F 
的 假设 . 这 里 ， 问 题 的 非 参 数 性 质 表现 在 备 选 假设 的 
非 参 数 性 上 . 例如 ， 备 选 假设 可 以 表述 为 单 负 形式 : 
F<G 或 >G@ 或 者 双全 形式 : FG. 
对 称 性 检验 问题 (probiem of testing symmetry) 在 
ий КЕЕ G 关 于 给 定点 х, ОНИЕ, Ш 
G(xtt)+Gí(x,—t)=1 . 
备 选 假设 可 以 是 单 侧 条 件 
б6(х,к}+б(х„—1)21, 
б(х+)+@(х„—)®1, 


其 中 假定 至 少 对 于 -- 个 上 满足 严格 不 等 
类 型 双 侧 条 件 ， 

独立 性 愉 验 问题 (problem of testing. independence) 
出 现在 如 场合 :对 同一 六 银 观 测 其 两 个 特征 ， 
需要 根据 对 这 样 一 些 对 象 的 况 测 结 果 恰 验 两 个 特征 是 
否 独立 . 

Жой ШЕШЕН. ВИН ЕРЕ Е 
独立 问 分 布 变量 . — ИМ ЗЬ, БОЕ 
到 这 样 的 情形 ， 即 在 省 选 假设 下 可 以 指出 样本 元 素 之 
分 布 的 其 体 差别 所 在 ， 这样 就 产生 了 诸如 趋势 和 回 雪 
的 备 选 假设 . 

从 算法 上 建立 具有 给 定性 质 的 非 参 数 程序 的 方 
落 ， 到 月 前 为 止 研究 的 尚 不 充分 ， 并 且 在 选择 相应 的 
程序 时 直观 和 经 验 的 考虑 通常 起 着 很 大 作用 . 在 这 方 
Bl, PUR T ИЛЧЕ КЫШ ХЕЕЕ ( 见 
13р. 

很 大 一 组 非 参 数 检验 以 利用 经 验 分 布 函数 为 踪 
础 , 设 瑟 是 一 经 验 分 布 函 数 ， 基 于 来 自 总 体 分 布 函 数 


式 ; 也 可 以 是 同 


ЭЕ Ө K j. eE п E k . 8 Гливенко- 
Сапе, БИЖ. ж 

sup |Р, (OECD "0 (п-+ eo). 
ОН, о А Kk ys ESE PUS E 1 无 限 接 
Ж. ЕНГЕ ТАЗЕ S ША (ЕЛЕ k 
验 建立 在 二 者 的 接近 程度 上 . 最 早 的 此 类 检验 ， 是 20 
世纪 3 年 代 初 提出 的 Колмогоров 检验 (Kolmogproy 
test) fll Cramér - уоп Mises 检验 ( Cramér -von Mises test) , 
ЭТР 

D,=Vn sup |Р, (09-Е (0) 

和 


w=n [Í Iz, (0-Füu)] 2F(O. 
ЖОН. КРМА Š ky fs 88 
ФЕ, АЖ ЕЖЕ ЭЕМ. 其 极限 分 布 ， 是 在 30 年代 
中 叶山 А. Н. Колмогоров Ж! Н.В. Смирнов 得 到 
fg, ВО ТЖ ИНЖ, БЕЛГЕ D hb R i ЖСР 
ЖЕ ep pk k КИ Е IR СЫ [1 ]). 
提出 并 研究 了 许多 不 同形 式 的 基于 F, š F 2 E B) 
ПАЮ, ЭШ Remyi 检 验 (Rényi ist), Andcerson- 
Darling 检验 ， Watson 检验 以 及 其 他 一 些 检验 (B, 
[4]) . 为 在 大 样本 情形 下 有 成 效 地 运用 这 些 检验 ， 首 
先 必 须知 道 相 应 的 极 归 分 布 ， 极限 分 布 可 以 利用 如 下 
方法 求 得 ， 将 检验 的 统计 量 表示 为 经 验 过 程 
Ф.) n [G,()-:]. 0<:<1 


ЕА А, Нб.) 3 Н [0, 1] БА 
容量 为 n М ЖЛ АЖ. Же (r) 在 空间 
D[0,1] rh ЖЖ 9 F Ж ЙЕ Bronw 恬 的 Gauss 过 程 { 见 
[6]) . 因此 ， 所 研究 统计 量 的 极限 分 布 与 Bronw 桥 的 
相应 泛 函 的 分 布 相同 ， 而 后 者 可 利用 标准 方法 来 计 
я. 
存在 统计 量 D. Я о 的 修正 ， 用 于 在 多 维 情形 下 
伶 验 关于 分 布 的 假设 ， 以 及 独立 性 和 对称 性 假设 的 检 
验 , 在 这 些 情形 下 产生 一 系列 附 
ЖИЕК. 上述 所 有 统计 量 失去 普遍 
独立 性 ) . 在 单位 正 立方 体 中 的 均匀 分 布 情形 最 重要 、 
因为 把 自 多 维 分 布 的 样本 可 以 用 各 种 不 同方 法 变 为 来 
自 均匀 分 布 的 样本 . 然而 ， 甚 至 在 这 一 简单 的 情形 下 ， 
Колмогоров 统计 量 的 精确 分 布 和 极限 分 布 都 是 未 知 的 
(1982). 次 似 的 困难 还 出 现在 ， 当 要 检验 的 关于 分 布 的 
假设 不 是 简单 假设 而 是 复合 假设 时 ， 即 如 果 根 说 总 体 
Эя РРО, 0). Ж o 是 一 维 或 多 准 未 知 参 
数 . 在 此 情形 下 ， 自 然 由 样本 估计 8， 例如 利用 最 
类似 然 估计 量 6, ( 见 最 大 似 然 法 maximam-jikefhood 
method) ), 3f38 Е, (7) 与 F(t,6,) 进 行 比较 . 在 简单 假 
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设 的 场合 ， 亦 可 建立 统计 量 D, , w; 及 其 各 种 变形 . Ж 
而 ， 这 些 统计 量 的 分 布 { 包 括 精 确 分 布 和 极限 分 布 ) 仍 
然 依赖 于 ЛЮ, ПАРЕ ВОТ о 的 未 
知 真 值 . 虽然 在 有 些 场合 对 于 о 型 统计 量 得 以 编制 其 
极限 分 布 表 ( 见 [5])， 假 求 这 些 分 布 是 困难 的 , 呈 其 
分 在 的 精确 形式 未 知 . 对 于 某 些 其 他 统计 量 ， 通 过 模 
氢 计 算出 了 它们 的 百 分 位 点 - 

除 上 面 提 到 的 拟 合 优 度 检 验 外 ， 还 建立 了 其 双 样 
本 和 多 样本 类 似 ,类 似 的 检验 距 可 用 于 拟 合 优 度 检 
验 ， 又 可 用 于 检验 多 个 样本 的 齐 一 性 ( 见 Смирнов 检 
验 (Smimov test)) . 

基于 经 验 分 布 函数 的 拟 合 优 庭 检验 称 齐 一 性 检验 
的 共同 忆 质 ， 基 它 在 任何 备 选 假设 下 的 相合 性 . 然 
而 ， 在 实际 门 题 中 选取 任何 一 个 统计 量 都 是 困难 的 ， 
因为 其 功效 性 质 人 研究 的 不 充分 ， 对 于 大 样本 容量 ， 可 
以 依据 对 一 些 最 简单 统计 基 求 出 的 Piiman 渐 近 相对 效 
率 前 值 ( 见 [7) . 

秩 检验 层 成 吨 外 一 组 非 参 数 检验 ( 见 秩 检验 (renk 
0050) . 秩 符号 愉 验 最 早 在 J. Arbuthnott (1710) 的 工作 中 
已 出 现 ,他 为 获取 “有 利于 神 的 天 意 的 论据 "而 分 析 男 
防 和 女孩 出 生 率 的 统计 数据 时 笑 用 牧 符 号 检验 . 不 
过 ， 秩 检验 的 现代 发 展 时 期 始 于 20 世 纪 З Ж. F. 
Wikoxon 于 1945 年 发 表 的 文章 提出 了 秩 检 验 ， 在 这 之 
后 秩 检验 以 Wilcoxon @ ( W. Wilcoxon 检验 (Wilkoxon 
test)}， 而 秩 方法 进入 葛 擂 发 展 的 时 期 . 

秩 方法 的 使 用 基于 如 下 想法 ， 由 于 秩 问 量 连同 顺 
序 统计 革 向 量 包含 样本 中 的 金 部 信息 ， 可 见 此 信息 量 
某 一 部 分 仅 包含 在 秩 向 量 中 . 因此 ， 可 以 只 以 秩 为 依 
据 而 不 利用 样本 值 本 身 的 知识 来 建立 统计 程序 . 这 样 
程序 的 优点 是 计算 简便 ， 因 为 秩 只 二 整数 为 值 . 秩 程 
序 的 另 一 重要 特点 起 ， 它 亦 可 用 于 观测 结果 不 是 数值 
而 带 有 质 的 特征 的 情形 ， 只 要 这 样 的 观测 结果 可 以 排 
РЁ. 这 在 社会 学 ， 心 理学 和 医学 的 研究 中 特别 重要 . 
最 后 ， 在 罕 假 设 下 秩 统 计量 的 分 布 不 依赖 于 总 体 分 
布 ， 故 完全 可 以 求 出 这 些 分 布 . 

用 着 秩 方法 的 发 展 ， 已 经 遍 明 ， 包 合 在 秩 向 量 中 
的 信息 量 大 到 足以 保障 这 些 程序 的 高 有 效 性 . 在 前 面 
讨论 的 与 检验 两 样本 齐 一 性 有 关 的 例 中 , 检验 的 应 用 
范围 的 折 广 导致 功效 的 损失 ， 且 在 正太 场合 Smdent 检 
Ж (Student tes) 比 任 铅 秩 检 验 有 更 高 和 的 功效 . 不 过 ， 
当 观 测 次 数 很 大 时 ，Wilcoxon 检验 与 Student 检验 相差 
很 小 . 结果 表明 ， 在 正 态 情形 下 ，Wilcoxon 检验 对 Stu- 
Чеш 636 88 ЖОК 3/:=0995. 假如 总 体 分 
布 偏离 正 态 分 布 ， 则 上 述 渐 近 相对 效率 可 以 任意 大 ， 
但 永远 不 会 你 于 0864( 见 [4]) . 此 外 ， 存 在 秩 检验 
( 称 为 正 态 分 数 检验 (normal scores tstb}， 在 正 态 场合 


其 对 Student 检验 的 渐 近 相对 效率 等 于 1， 在 任何 偏离 
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正 闪 性 的 情形 于 都 大 于 1 . 这 样 ， 此 检验 渐 近 优 于 Stu- 
dent 检 验 . 

я Ы. ВХ. 
来 自 一 般 密 度 为 了 的 总 体 ， 欲 验 验 了 关于 0 对 称 
的 假设 ， 备 选 假设 仍然 是 移 位 假设 . 在 此 情形 下 ， 最 
简 总 的 检验 是 基于 X, 中 让 值 个 数 的 符号 检验 (sign 
test) .Wilcoxon 符号 秩 检 验 基于 统计 量 站 ,Rt， 其 
ЯКОЕ ХО Ху, с ,| 和 | 的 顺序 统计 量 序列 中 的 
# . 此 检验 的 统计 量 不 仅 利用 了 关于 观测 结果 符号 的 
信息 ， 而 且 利 用 了 关于 观测 值 的 信息 . 因此 可 以 指望 
Wilcoxon 检验 比 答 身 检验 更 加 老 效 . 事实 上 ， 这 些 愉 
B CE IE 2536 ) 对 Student А АН Н ЖАР p| 3; 
3/z=0955 和 2/7 =0.637. Xk BE, Wilcoxon 性 验 的 渐 近 
效率 是 符号 检验 的 1.5 倍 ， 并 且 与 Student 检验 相差 其 
JV. 

与 独立 性 假设 检验 相 联 的 另 一 个 例子 . 假设 有 一 
组 对 象 ， 其 中 每 个 对 象 有 两 个 数量 或 质量 特征 (如 学 生 
的 数学 利 次 乐 能 力 ， 野 果 的 色泽 和 成 熟 程度 等 等 } . 候 
设 对 质量 特征 的 观测 结果 可 以 排序 .要求 根据 对 对 象 
的 mm 次 独立 观测 ， 检 验 关于 二 特征 独立 的 假设 ， 其 备 
选 假设 例如 为 二 特征 正 相依 , ИК, 5, 分 别 为 二 特 
征 对 应 于 第 i 次 观测 结果 的 秩 . 检验 独立 性 假设 的 自 
然 检验 基于 Speanman 等 级 相关 系数 r,， 它 可 用 如 下 公 
式 计算 : 


„=1- 


6>(R,—S, 

т 
当 产 的 值 很 大 ， 即 接近 于 1 时 ， 和 否定 独立 性 假设 . 临 
ЖШ. in 较 小 时 可 以 查 表 ， 当 ”= 较 大 时 利用 正太 各 
近 . 在 正 楚 场合 ， 基 于 7, 的 检验 对 基于 样本 相关 系数 
的 检验 的 渐 近 相对 效率 ， 仍 然 足够 高 ， 它 等 于 m= 
0912( 见 [9]) . 

由 于 对 于 每 一 非 参 数 假设 的 恰 验 存在 多 种 秩 检 
验 ， 而 它们 往往 是 由 直观 的 想法 提出 的 ， 故 检验 的 选 
择 应 以 某 种 最 优 性 构想 为 依据 , 众所周知， 甚至 在 参 
数 情 形 下 ， 在 一 切 可 能 的 备 选 假设 类 中 存在 一 致 最 大 
功效 检验 的 情形 也 极 少 . 因此 ， 对 于 有 限 样本 容量 ， 
最 优 秩 检验 指 的 是 局 部 最 大 功效 检验 . 例如 ， 在 双 样 
本 齐 一 性 检验 问题 中 ， 对 于 密度 为 ex(1+e) 一 的 蜗 辑 
斯 谤 分 布 的 移 位 备 选 假设 情 疾 ，Wilcoxon 检验 是 局 部 
最 大 功效 的 ; 在 同一 检验 问题 中 ， 对 于 正 态 分 布 情 
形 ， 正 态 分 数 检验 是 局 部 最 大 功效 的 . 在 反映 最 优 性 
的 渐 近 理论 中 ， 使 用 不 同 的 渐 近 和 有效 性 的 概念 ， 并 且 
局 部 最 大 功效 检验 通常 也 是 渐 近 最 优 的 ( 见 [8]) ， 

在 秩 检验 理论 中 ， 假 设 观测 结果 的 分 布 是 连续 型 
的 ， 故 观测 结果 可 以 排 岸 月 无 重合 、 曾 秩 统计 量 频 叭 
一 确定 ， 然 而 实际 中 疯 测 值 总 要 全 位 ， 因 此 重合 往往 
出 现 . 克服 此 钵 难 有 如 下 两 种 方法 最 常用 . 第 一 种 方 


法 将 重合 观测 值 随机 排序 ; 第 二 种 方法 给 每 组 重合 观 
测 值 中 的 车 个 值 都 大 了 予 该 组 棱 的 半 均 值 . 两 种 方法 的 
优势 暂时 尚 来 得 到 完 分 研究 

非 甸 数 估计 是 此 参数 统计 的 一 个 分 支 ， 涉 及 未 知 
分 布 的 估计， 或 诸如 分 位 数 、 短 、 众 数 。 炳 、Fisher 信 
息 量 等 琳 知 分 布 的 这 样 一 些 泛 函 的 分 布 . 

芝 验 分 布 函数 是 普 这 采用 的 米 知 分 布 函数 的 个 计 ， 
H Гливенко-Сагїейї! 定 埋 ， 可 知 经 验 分 布 函数 作为 未 
知 分 布 函 数 估 计 的 强 相 合 性 ， 而 其 极 小 极 大 性 在 [10] 
中 有 证 明 . 未 知 分 布 密度 的 相合 估计 则 是 更 复 扣 的 问 
题 . 设 可 估计 的 密度 了 属于 密度 类 下 ， 则 为 适当 地 表 
Ж 了 的 估计 问题 ， 必 须 有 关于 上 了 的 补充 先 验 信息 . 在 
经 典 所 法 中 ， 先 验 害 度 族 以 参数 的 形式 给 出 ， 并 且 央 
定 于 未 知 参数 的 有 限 维 问 量 ， 在 非 参数 提 法 下 ， 问 题 
县 有 有 无限 维 性 质 ， 并 且 未 知 密 庶 的 估计 精度 本 质 上 依 
(WL р) 天 "坚实 性 "的 几何 特征 ， 

未 知 密度 了 的 最 普遍 采用 的 估计 是 “ 核 估 计 ” 


其 中 X. 是 观测 值 ， 核 函数 天 绝对 可 积 并 且 满 足 条 件 

Í K(x)dx=1, 
ОЕР А, Hb. = O, nh, = со. 在 某 些 场合 采 
町 密 度 的 其 他 一 些 非 参 数 估计 ， 较 简单 的 (直方 图 、 频 
ЗАРР ОВЕ ЯЕ АО, Ял Ченцов 投影 估计 . 对 涉及 密 
度 类 下 性 质 未 知 密度 的 这 些 估计 的 精度 问题 ， 有 很 好 
的 研究 { 见 [11],[12]) . 

可 以 利用 经 验 分 布 函数 和 密度 的 非 参 数 估计 ， 来 
估计 未 知 总 体 分 布 的 泛 函 . 为 此 只 需 在 欲 估计 泛 函 的 
表达 式 中 将 未 知 分 布 换 成 其 估计 . 该 思想 本 身 及 其 实 
ЗЕЛЕН ИЕ Клоп Mises 1930 一 1940 年 的 工作 中 . 
已 经 证 明 ， 在 对 被 估计 谤 函 类 利 非 参 数 分 布 类 的 一 定 
约束 下 ， 存 在 衡量 非 参 数 估计 的 质量 的 极 小 化 极 大 下 
界 [ 见 [12]), 非 参 数 估计 与 建立 稳健 估计 最 的 问题 紧密 
相 联 . 
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Я.Ю, Hogar # 
(ФК šE X (t) 是 Brown 运动 (Brownian motion), 
X(0)=0. 对 于 固定 的 г >0, х, ye 我 ， 定 义 一 过 程 
Хх.) ЗЕ йг, Ф 


Хоу) L (усх). 


ЗОН, Х(х,у:5)(0)=х, Х(х, уи) б,)=у .此 过 
TS 825 B 38 Brown 运动 (pinned Brownian motion) 或 
(由 x 至 у #) Brown 桥 (Brownian bridge) . 其 随机 微分 
方程 为 


dX ()=d4B(t)+ = (У -(0)4, X(0=x . 
a 


详 见 [Al] . 
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Sect. Ју. 85. 
[А2] Nadaraya, E. А., Nonparametric estimation of proba - 
bility densities and rogression curws, Kluwer, 1989( 译 自 
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非 参 数 检验 [non-parametiic test ， непараметряческий 
критерий} 
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ВБИ Н, дє @, 对 备 选 假设 Hi: ое, 
的 统计 检验 (statistical tsD ， 如 果 Н, А Н, 的 统计 检验 
问题 本 身 是 非 参 数 的 ， 即 两 参数 集 @, 和 @, 中 至 少 一 
个 丘 扑 上 不 等 价 于 Euclidean 空间 的 子 集 . 除 此 定义 外 
ЖИН: 统计 检验 称 为 非 参 数 的 ， 如 果 
利 夺 此 检验 得 到 的 统计 推断 ， 不 依 束 于 被 观测 随机 变 
基 在 所 作 零 假设 下 的 概率 分 布 ， 而 检定 H, 对 H, 的 检 
验 正 是 其 观测 结果 . 在 这 种 情形 下 ， 常 用 "分 布 自由 检 
验 ” 一 词 代 蔡 术 诸 “ 非 参数 检验 ”. Колмогоров Ё 3 
(Kolmogprov tcsb 是 非 参 数 奏 验 的 经 典 例子 , 亦 见 统计 
学 中 的 非 参 数 方法 (non-parametric methods in statistics); 
Колмогоров-Смнрнов #8 ( Kolmogorov-Smirnov test) , 
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ЗЕ Pascal 几何 学 [non Pascal geometry; непаскалева 
геометрия ] 

具有 非 交换 乘法 的 几何 学 ,在 仿 射 几何 学 中 交换 
性 等 价 于 Pascal 定理 (Pascal theorem)， 由 此 ， 非 
Pascal 几何 学 一 般 指 其 中 下 述 定理 不 成 立 的 几何 学 : 在 
两 条 相交 直线 上 分 别 取 定 三 点 A, B, C 和 A,, B, , 
Cl， 假设 它们 不 是 这 两 条 直线 的 交点 ; 如 果 СВ, 平行 
于 BC, ЖАСА 平行 于 АС,, W BA, 平行 于 4B,， 
此 定理 有 时 称 之 为 Pappus 定理 { Pappm theorem), 
ТЕВЕ Вт Pascal 定理 的 一 个 特殊 情况 ( 即 当 
此 二 次 曲线 退化 为 一 对 直线 时 ). 

将 度 是 公理 从 Hilbert 系统 ( 见 Не ДЕИ 
( Hilbert system of axioms )) 中 其 除 后 ，Pascal 定理 不 
能 申 关联 、 顺 序 和 平行 诸 公理 推出 ， 这 使 构造 非 Pascal 
几何 学 成 为 可 能 . 另 一 方面 ， 非 Pascal 几何 学 的 存在 
也 关系 到 构造 非 交 换 体 上 的 几何 学 (一 种 同时 也 是 非 
Ardimedes 几何 学 (non- Archimedean geometry) 的 非 
Pascal 几何 学 ) 的 可 能 性 - 

非 Pascal 几何 学 的 意义 在 于 Pascal 定理 在 有 关 建 
立 公理 系统 独立 性 和 命题 之 间 的 逻辑 关系 等 研究 中 的 
ЕЮ. 
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Pappus 几何 学 ”( ( non) -Pappian geometry) 取代 、 
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非 直 调 定义 [non -prediative definition ; непредикативное 
определенне ] 

一 种 仅 在 定义 对 象 被 假定 存在 时 才 有 意义 的 定义 、 

所 有 集合 形成 的 集合 是 非 直 谓 的 ， 任 一 实数 集 的 
上 确 异 的 定义 也 如 此 . 对 任何 非 直 调 定义 可 视 之 为 把 箱 
要 的 对 象 从 一 确定 集 类 中 延 出 来 ， 由 于 这 里 涉及 的 对 
象 的 存在 性 问题 尚未 解决 ， 人 们 也 可 通过 谈论 非 直 
谓 性 质 来 代 丛 非 直 调 定义 .~- 旦 表述 性 质 的 语言 困 定 。 
非 直 渭 概念 可 如 下 精确 化 - 一 个 性 质 《 更 确切 地 说 是 
相关 性 质 的 语言 表达 式 ) 称 为 非 直 谓 的 (non pmedica - 
tve)， 如 果 它 含有 一 个 使 所 定义 对 象 落 在 其 作用 城中 
的 约束 变 元 - 一 个 性 须 称 为 直 亩 的 【predicatise ) ， 如 
果 它 不 合 这 种 约束 站 元 ， ` 

随 者 集合 论 迟 论 的 发 现 ， 非 直 谓 性 这 一 概念 产生 
了 ， 术 语 本 身 是 由 第 一 个 反对 非 直 谓 定义 的 日 .Poinc- 
аё 在 1906 年 提出 的 

20 世纪 初 发 现 的 导论 (antinomy) 8 3 E E iN 
ж. 例如 ， 在 Russell 像 论 由 所 有 不 包含 自身 作为 元 
RE 80482 R 由 公式 


V x(x€R <> хех) 


来 定义 ， 这 里 x 是 取 遍 所 有 集合 的 变 元 .在 这 个 公式 
中 RR 是 变 元 x 的 一 个 可 能 值 ， 在 数学 中 广泛 使 用 了 非 
直 谓 定义 .例如 所 有 满足 条 件 o 的 自然 数 集合 的 并 S 
可 用 下 式 定义 : 


ҳл (пе5 «>39 М(Ф(М)&лпєМм)), (ж) 


其 中 变 元 n GOR 4k АИ, ТЛ. M 可 取 自 然 数 
集 的 任 一 子 集 . 在 这 公式 中 S 是 约 东 变 元 M 的 一 个 可 
能 值 域 . 非 直 谓 定义 方法 有 时 也 可 用 直 谓 的 米 代 蔡 . 例 
їй, ЖНЖ Q (M) 取 成 公式 M = AVM = B, 这 
里 4 和 8 是 两 个 固定 的 集合 ， 则 《*) 等 价 于 直 谓 公 
式 
Уп(пє5 == n€A V neB), 

它 表 明 S 是 4 和 B 的 并 案 ， 


B. Russell 曾 尝试 在 直 谓 基础 土 构造 数学 .在 他 
ЖЖ ЖЕНЕ (Пур, theory оГ) 中 集合 依 定 义 它们 的 


表达 式 排 成 一 个 层次 系统 ， 例 如 (=) 中 集合 5 必须 
放 到 出 M 和 包含 于 公式 网 中 的 变 泡 所 在 层次 更 高 的 层 
次 中 去 . 在 直 谓 基 础 上 不 可 能 建立 满意 的 分 析 ， 对 于 
一 个 语句 ， 仅 当 到 它 涉及 的 层次 上 的 某 些 限制 得 到 祷 
足 时 才 有 意义 Кий 不 得 已 引信 了 可 化 对 性 公理 ， 
它 事 实 上 消除 了 层次 独 的 区 别 . 然而 ， 伴 有 算术 公理 
的 直 谓 理论 得 以 建立 对 许多 应 用 为 足够 的 分 析 ( 见 
[4]} 

非 直 渭 现象 实质 土 毗 基于 对 “所 有 ”这 个 词 的 
绝对 特征 《无 限制 的 一 切 ， 无 例外 的 一 切 ) 的 理解 . 
把 所 有 集合 分 成 不 同 的 “集合 层次 ”是 限制 绝对 特征 
的 一 种 尝试 . 数学 中 的 直 党 主义 和 构造 主义 { 见 直觉 
主义 (intuitionsm ) 和 构造 数学 (oonstmetiw mathema - 
tics ) ) 更 本 质地 峰 改 了 基于 对 “所 有 "这 个 概念 的 络 
对 理解 的 思想 方法 . 
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ЗЕЯ [non -residwe; вевычет], n 交界 模 m 的 

一 个 数 a， 对 于 它 则 余 式 {congmuence) x' = а 
(тойт) 2296, 3503800030 ( remainder of an in- 
терет). 
[ 补 注 】 通常 这 一 术语 用 于 n= 2 的 情形 . C. F. 
Gauss 在 其 《和 货 术 研究 》 ( Disqujsitiones Arithmetica ) 
中 首次 使 用 这 一 名 词 ， Wk ak ж 


非 自 伴 算 子 [om - saf -adjoint орегаїог;несамосопряже. 
нный оператор] 

Hilbert 空间 中 的 线性 算 子 ， 它 的 谱 分 析 不 能 纳入 
自 伴 算 子 (self - adjoint operator) 理论 和 它 最 简单 的 推 
J”: ЖТ (unitary operator) 理论 和 正规 算 子 (nonmal 
operator) 理论 的 框架 . ФЕНИ Е 
便条 件 进行 的 过 程 的 讨论 中 : 带 摩 擦 的 问题 ， 开 谐振 
器 的 理论 ， 非 弹性 散射 问题 及 其 他 . 一 定 的 自 伴 问 
题 ， 其 中 的 算 子 值 函 数 ”( 14) 通过 变量 分 离 显 示 出 非 
线性 地 依赖 于 一 个 谱 参 数 4， 也 导致 非 白 伴 算 子 的 研 
究 . 有 关 非 自 伴 算 子 理论 的 许多 命题 对 作用 在 任意 
Banach 2 81, Е 空间， 拓扑 向 量 空 间 等 等 空间 上 的 算 
于 也 成 立 ， 

研究 非 自 伴 算 子 最 广泛 的 方法 是 预 解 式 (resojvent)} 
的 估计 ， 其 中 月 到 解析 函数 ， 渐 近 属 开 等 理论 . 


тс 


回 关 非 自 伴 算 子 理论 的 第 一 批 工 作 是 G. .Birkhoff , 
Я.Д.Тамаркин, В.А. Стеклов 和 其 他 人 在 研究 关于 常 
微分 方程 的 问题 寺 作 出 的 . к ЖЕЕ НЕ А Т ВЕЗА 
道 积分 的 Cauchy 方法 . 

对 非 自 伴 偏 微分 算 子 很 长 时 间 一 点 缺乏 有 效 的 研 
究 方法 . 这 可 以 用 这 样 的 算 子 的 村 解 式 作为 解析 函数 
的 复杂 结构 来 解释 , 

在 韭 自 伴 算 子 (特别 地 ， 偏 微分 算 于 ) 一 般 理 论 的 
发 展 中 、M.B.Kennem ([1], 也 见 [2]) 的 工作 起 了 重 
要 的 作用 .他 研究 了 形 如 


y= (4) (D 


的 方程 其 中 了 是 一 定 的 Hibert ја Н 中 的 元 素 ， 并 
且 算 子 (4) 有 以 干 表示: 


NB HAR Bt tA “н В, tA 


其 中 Ho 是 一 个 有 限 阶 的 完全 连续 可 逆 自 伴 算 于 ， 并 忆 
日 (0<j<n 一 ]) 是 任意 的 完全 连续 算 子 .( 作 用 在 Hitbert 
空间 上 的 完全 连续 算 子 各 为 一 一 个 有 限 阶 算 子 (opera- 
юг of finite order)， 如 果 对 某 个 р (0<p<o%) 有 
sf (A)<%; s, (A) 338 4 的 奇异 数 (singular numb- 
ез), (AA) АФН) 《的 本 征 值 (cigen val- 

ws) ИОГАН АРЕ RR УКЫ д: 这 些 解 称 为 本 征 
向 量 (eigen wectors )- 

在 上 面 作出 的 假设 下 , (1) 的 谱 是 离散 区 . 由 于 
2( 四 是 非 自 伴 的 ， 除 了 本 征 向 量 外 (在 出 现 多 重 诺 的 
情形 下 ) 自然 出 现 相伴 向 量 . 在 [1] 中 根据 规则 
T ##@ „+ єр 0), [0] 
vy=1, k, 
构造 了 对 应 于 一 个 本 征 值 ЖЕШ Ж ) 的 相伴 向 量 
унту, ВОВЕ. 2 (1 的 本 征 向 量 和 相伴 向 量 的 系 称 为 
п 重 完全 的 (n-fold complete), Ж 如 中 任何 个 向 量 
和 pw-1 可 以 用 形 加 


do (re) 
re 
的 带 相同 系数 c, НАА 所 中 的 范 数 以 任意 
ЖЖ, Аро (t) 是 形 如 


уу, 


: t ra 
е аа ЭГ] 


的 向 量 值 函数 . n 重 完全 性 的 定义 自然 与 对 应 于 (109 
不 稳定 方程 的 Cauchy 问题 的 解 相 联系 . 

ЖОН Келдыш 的 一 个 定理 ， 在 对 2 (好 的 系数 所 
ЕҢ ГЕ. э (;) 的 所 有 本 征 回 量 和 相伴 向 基 的 系 在 
玉 中 是 nn 重 完全 的 ,在 [1] 中 他 也 证 明了 多 (у) 的 本 
征 值 在 arg4x=Vx jn ВЕ ЕТЫ НТ ЖЫН. 在 完 
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全 性 的 证 明 中 ，Kenapny 发 展 了 一 种 新 的 估计 有 限 阶 
抽象 完全 连续 非 自 伴 算 子 预 解 式 的 方法 . 这 里 显示 
出 在 完全 性 问题 中 Уойета 算 子 (Volena орепйов), 
即 以 零 为 其 单一 谱 点 的 完全 连续 算 子 起 了 特殊 的 作 
用 . 在 确立 本 征 信 的 渐 近 行为 的 过 程 中 ，Kcnmpmm 
([3]) 用 了 属于 他 的 一 个 新 的 Tauber 定理 、 

Kenmapar 的 研究 为 许多 作者 所 继续 . 他 的 定理 在 
[4] 中 延 拓 到 算 子 z (4 有 埋 地 依赖 于 1 的 情形 . 

在 [5] 一 [?] 中 考虑 了 МО) = інв рс 
М (人 7=0， 其 中 心 是 一 个 完全 连续 正定 算 子 ， 而 B 
一 个 有 界 自 伴 算 子 . Понтрягин 关于 一 个 J 自 伴 算 子 4 
的 极 大 JJ 非 铅 不 变 子 空间 存在 性 的 定理 ( 见 [8j) 的 一 
个 推广 ， 使 有 可 能 { 兄 [6] 和 [7?]) 确 立言 应 用 中 有 重要 
地 位 的 邮 愉 ) 的 所 有 本 征 向 量 和 相伴 向 量 的 二 重 完 全 
性 ， 并 且 也 确立 对 应 于 谱 在 左 (或 右 ) 半 平面 的 子 系统 
的 一 重 完全 性 . 这些 结果 已 经 得 到 更 为 深信 地 发 展 . 

有 限 阶 p 的 完全 连续 算 子 4 关于 本 征 向 量 和 相伴 
向 量 的 Fourier 级 数 的 可 和 性 已 经 建立 ( 见 [9])， 如 果 
二 次 型 (Ax,x) 的 本 征 值 位 于 复 平面 中 开 角 小 于 mp 的 
“Л. (关于 这 个 定理 的 应 用 和 它 的 进一步 推广 
Пор 及 此 文 的 参考 文献 ) 

许多 文章 研究 了 本 征 向 量 和 各 相 翌 沿 最 的 系 何 时 组 
成 这 个 Hilber 空 间 的 一 个 基 的 问题 . 使 一 个 耗 散 完全 
连续 算 子 的 本 征 向 量 和 相伴 向 量 的 系 组 成 一 个 基 的 最 
一 般 的 条 件 在 112] 中 得 到 . 

在 有 离散 谱 的 奇异 微分 算 子 的 情形 下 已 经 得 到 许 
多 关于 带 复位 势 的 Starm - Lionvile 算 子 的 本 征 函 数 和 
相伴 西数 的 完全 性 的 精巧 的 结果 ( 见 [11] 和 [13]) . 在 
酉 圆 型 算 子 的 情形 下 已 经 得 到 重要 结果 { 见 [14]}) . 
Келдыш КЈАРА Р 
本 征 函 数 和 相伴 函数 的 情形 { 见 [15],[16]) . 

把 有 限 维 算 子 约 化 为 ап, 形式 的 定理 推广 到 无 
盎 维 情况 的 尝试 导致 三 角形 积分 表示 的 构造 , 对 完全 
ЖЕЙТ В=В,+{В,, В.В ЕЕЕ В, 
是 有 限 阶 的 ， 已 经 得 到 一 个 关于 B 西 等 价 于 一 个 三 角 
形 算 子 的 Schur 定理 的 类 似 结果 (E, [17] ) . Volerra Ж 
子 在 三 角形 表示 的 问题 中 占有 特别 的 位 置 ， 

Yon Neumann 叙述 的 Hilbert 空间 中 一 个 完全 连续 
线性 算 子 必 有 一 个 不 变 子 空间 的 定理 在 这 个 问题 中 起 
了 特别 的 作用 ; Banach 空间 中 一 个 任意 的 有 界线 性 算 
子 不 必 有 不 变 子 空间 ， 对 Hilbert 空间 的 情形 相应 的 问 
题 仍然 没有 解决 (199) . 一 个 Volterra 算 子 称 为 单 乃 算 
于 (unicelvlar operator)， 如 果 对 它 的 任意 两 个 不 变 于 
20.90.02 0,<0, 9% 0,с0,. ж В, 
жЕ НЕТ, [18] 中 得 到 8 是 单 胞 算 子 的 一 个 
必要 和 充分 条 件 ; 这 个 条 件 可 以 用 4-* 吕 时 ВЕ 
式 的 增长 的 木 语 叙述 . [19] 中 指出 了 一 个 成 为 单 胞 算 
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子 的 简单 的 充分 条 忻 . 
带 违 续 谱 的 非 自 伴 算 子 由 M.A. Наймарх Ë Ж; BE 
究 ( 见 120],[21])， 他 得 到 一 个 与 非 自 伴 问 题 
IO)=-y“Tp(x)y=)y, 0®х<, (3) 
у'(0)-ду(0)=0 (4) 


相关 的 用 Fourier 积分 的 展开 式 ， 其 中 p (x) 是 服从 条 
件 


[а +о?уррх)14х<оо (9 
; 


的 复 值 函 数 ， 而 8 是 一 个 复数 . [20] 中 的 结果 ， 特 别 
ЕГА Е 4(9)=o,(0,s)-beo[0.5) 为 零 (s=VX) 
的 那些 点 的 一 个 邻 域 里 ， 算 子 (3) - (4) 084 ЕЁ X 
ЖЮ. (这 里 w(x,s) 表 示 (3) 的 当 x 一 + 时 w(x,s). 
Ee- "一 1 的 解 ，Jost 解 (Jost soluion)) ,在 [20] rh, 
A(s) 的 实 堆 点 称 为 谱 坷 点 (spectral singularities) ,在 
[22] 得 到 了 [20] 的 结果 到 三 维 空间 中 Schrdinger 方程 
情形 的 一 个 推广 . 在 [20] 的 进一步 发 展 中 ， 证 明了 
( 见 [23]) 一 般 米 说 (没有 型 (5) 的 限制 ) 微 分 算 于 的 谱 酉 
数 必须 看 作 一 定 的 拓扑 空间 上 的 连续 线性 泛 兽 。 

文献 [24] 研究 子 -个 带 其 位 置 依赖 于 谱 参 数 的 千 
点 的 非 自 伴 方程 组 . 这 些 组 出 现在 无 皂 沉 体 的 理论 中 
(АЕ КИР £: (shell theory)) . 对 这 样 的 组 元 的 浙 近 性 
质 忆 经 确立 ， 并 且 还 证 明了 Cauchy 型 的 可 解 性 定理 . 
生成 非 正 则 问题 的 非 自 伴 积分 微分 等 子 的 本 征 画 数 和 
相伴 函数 系 的 完全 性 定理 已 经 建立 . 

非 自 伴 算 子 理论 中 的 一 个 重要 问题 是 水 征 函 数 和 
相伴 函数 的 双 正 交 级 数 的 Green 算 子 的 核 的 展开 以 及 
基 的 问题 . Taxtapra([25]) 研 究 了 一 个 可 和 函数 关于 
一 个 正则 问题 的 本 征 函 数 和 相伴 函数 的 级 数 展开 ， 并 
且 还 有 三 角 Fourier 级 数 的 等 度 收 伍 性 问题 .后 来 证 明 
了 ( 虽 [26],[27]) 对 于 非 正则 问题 三 角 级 数 的 等 度 收 
АД 

ТЕНЕ ВВС НТН ИС SUR. L, 中 
Ю—1-Ж . 已 经 证 明 ( 见 [28],[29 pik Ое 
个 基 ， 甚 至 是 一 个 所 谓 的 Riesz 基 . 

为 了 研究 关于 一 个 通常 的 非 自 伴 算 子 的 本 征 函数 
和 相伴 尊 数 的 展开 式 的 基本 性 质 和 一 致 收 伍 性 ， 在 1301 
中 发 展 了 一 个 重要 的 方法 . 这 个 方法 是 用 于 自 伴 问 题 
研究 的 思想 的 进一步 发 展 . 对 本 征 函 数 和 相伴 示 数 所 
出 了 一 种 新 的 处 再， 使 有 可 能 去 掉 边 界 条 件 的 特殊 形 
式 ; 考虑 了 一 般 党 微分 算 子 或 这 样 算 子 的 束 ， 并 且 确 
立 了 有 关 这 些 算 子 的 本 征 函 效 和 相伴 函 才 基本 性 质 的 
充 要 条 件 ， 以 及 等 度 收敛 装 则 . 这 个 方法 仅仅 建立 在 
本 征 函 数 和 相伴 函数 的 一 个 中 值 公式 的 基础 上 (也 见 
[31]) . 如 果 算 子 有 无 穷 多 个 相伴 函数 ， 那 么 基本 性 质 


原来 也 依赖 于 后 者 的 选择 ( 见 [32]) . 

БЕКЕ ЕЕЕ БЕСЕ ИЖЕ ЕЕ 
Ровоп 8 3:38) ñj — ë ЕРЕЖЕ (Ж. [33])， 即 提出 
了 一 个 求 和 法 ， 

对 于 非 正则 问题 的 本 征 函 数 和 相伴 函数 的 展开 
Ж, ИЖЖ НЕШ у" = у. у(0)=у'(0)=у()=00 
问题 得 到 的 . 已 经 评 明 { 见 [26]) ， 这 种 形式 的 一 致 收 
敏 级 数 展开 式 对 满足 一 定 解析 条 件 的 函数 能 够 城 立 . 

在 基本 研究 中 有 这 样 一 个 问题 ( 见 [34])， 其 中 研 
究 了 Lapiace 算 子 的 谱 在 定义 域 改变 时 的 扰动 .这 里 在 
这 个 算 节 的 谱 上 变化 的 集合 容 草 的 作用 第 一 次 变 得 明 
RT . 这 些 方法 成 功 地 应 惠 于 北 自 伴 算 子 的 研究 中 、 

其 基础 在 [35] 中 详细 说 明 的 正则 化 方法 ， 现 在 成 
功 地 应 用 在 非 自 伴 算 子 的 理论 中 . 非 自 伴 算 子 正则 化 
十 (tace) 的 问题 就 是 一 个 例子 , 有 关 迹 的 理论 的 第 一 
篇 论文 是 文献 [36]， 其 中 计算 了 一 个 Stnm -Libvile 算 
子 的 正则 化 迹 . 在 [37] 利 [38] 中 得 到 了 算 子 迹 理论 中 
更 一 般 的 结果 . 原来 对 按 一 种 复杂 的 方式 依赖 于 谱 参 
数 的 通常 的 非 自 伴 微分 算 子 迹 公 式 ， 可 以 作为 一 定 类 
整 函数 的 根 的 正则 化 和 的 公式 的 推论 得 到 ， (在 [38] ， 
[3 中 考虑 了 奇异 算 子 和 偏 微分 算 子 的 迹 .) 

在 重要 的 其 中 发 展 了 非 自 伴 算 子 理论 新 的 方法 和 
思想 的 工作 中 ， 也 要 提 到 概述 性 的 演讲 (140]). 

非 自 伴 算 子 最 后 的 理论 的 结构 还 远 未 完成 (1989) , 
一 方面 ， 在 这 个 理论 本 身 有 新 的 研究 趋向 ， 像 耗 散 算 
子 理论 ([41])， 压 缩 算 子 理论 的 结构 ([42])， 典 型 
Маслов 算 子 的 方法 ([43})}， 谱 算 子 的 理论 ([44])， 以 
及 另外 的 研究 ， 另 一 方面 ， 关 于 应 用 问题 、 力 学 和 数 
学 物理 的 研究 ， 又 提出 了 发展 这 个 理论 的 新 的 方法 . 
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В. А.Садовничий Ж 
[ 补 注 】 上 面 的 主要 文章 给 出 了 非 自 伴 算 子 理论 的 一 
个 部 分 的 描述 . Кєлдыш 的 关于 多 重 完全 性 的 方法 作 
了 详细 的 解释 . 已 由 M.T. Крейня H.Langer (l [7]) 
发 展 的 第 二 个 重要 的 方法 只 是 刚刚 接 甬 到 . Krein- 
Тапа 方法 用 因 式 分 解 作为 一 个 工具 . 
考虑 二 次 算 子 多 项 式 工 (1] =,41+1А,+А„ Жї 
4 如 和 十 是 作 用 在 Нез Н ЕТТИ, 
ЖнФ# Z # L (1)=0 BJ (h) WP AR (operator root), BJ 


Z:+AZ+A 0. 
ЖАХ хен. ф(1) =ех EM Гаја) 
一 0 的 一 个 解 . МА2 —k + 1 (д)=0ЮЯТ Z, 
和 Z:， 使 得 
ФО) еее, 


Дф х, х, БОЙ НВГ Е. UR L(gJ4)o=0 
МААНА А. 而且， 如 果 这 样 的 z 2,686, 


到 ， 我 们 要 知道 什么 时 候 方程 
Ф'=21ф. ф'=2,ф 


初等 解 的 线性 后 成 在 所 有 和解 的 空间 中 稠密 (在 一 个 将 定 
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ЗАИН ЕМЕ). 如 果 Z 是 一 个 算 子 根 ， 那 么 
М2 (5-Е, 0 


ДУФДА,ЖА:=(1-Ү1-2). (Ар 


Крейн -Гапвег 的 方法 用 不 定 度量 空间 (space with ал in- 
Gefinite metric) 的 理论 来 得 到 (A1) УМЕ, ЕН 
分 析 它们 在 А, 和 A, 是 自 伴 这 种 重要 情形 时 的 性 质 . 
这 里 自然 地 出 现 不 定 度量 ， 因为 友 算 于 (companion 
operator) 77 


MIP 3 Be 9 


[[5] [3] САХ, х, + х,у) 


是 自 伴 的 ， 其 中 4 和 А 相对 于 二 上 通常 的 积 《+ ，*》 
是 自 伴 的 . 所 以 Крейн -Langer 方法 是 几 柯 性 质 的 ,而 
Келдыш 方法 有 解析 的 特征 . 

Крейн - Langer 方法 导致 二 个 斌 究 方向 ,一 个 以 
Langer 为 主要 贡献 者 之 一 ， 继 续 使 用 并 且 进一步 发 展 
不 定 度 量 空间 敌 子 理论 的 几何 方法 . 另 一 个 方向 采用 
关于 算 子 值 函 数 的 Wiener -Hopf 因子 分 解 方 法 ， 并 且 
用 这 些 解析 工具 来 研究 多 项 式 和 解析 算 子 函数 的 谱 性 
Ж. 这 里 主要 的 贡献 者 是 А.С. Маркус 和 В. И.Мат- 
саев . Келдыш 方法 和 Kpeñu- Langer J BE # [ A1] 中 
作 了 很 好 的 介绍 . 平行 好， 但 是 更 强调 有 限 维 W 
形 ， 因 子 分 解 方向 在 西方 文献 中 也 得 到 了 发 展 . 在 后 
者 ， 与 数学 系统 理论 的 联系 起 了 重要 的 作用 ( 见 ， 例 如 
[A2]—[A4) . 

非 自 伴 算 子 理论 中 的 第 三 个 主要 方法 ， 可 能 是 这 
个 领域 中 最 老 的 ， 是 M.C. Jubmun е 2040 40 Ef 
中 引进 的 . 这 里 的 主要 工具 是 特征 算 子 函数 (character- 


istic operator function)， 他 以 下 面 的 方式 
ТЕК (А-А) KJ 


联系 于 一 个 任意 的 算 于 4 KhJRE—- TER 
(signature operator) (8 J=J"=J ")， 并 且 2iKJK*= 
4-4. 这 个 函数 作为 算 子 4 (排除 某 此 平凡 自 伴 部 分 ) 
的 一 个 西 不 变量 , 并 且 在 一 些 重要 情形 下 ， 它 比 原来 的 
算 子 容易 分 析 得 多 . 特征 算 于 函数 有 令 人 感 兴趣 的 性 
质 ， 鲍 如 ， 从 它 的 因子 可 以 读 出 算 子 4 的 不 变 子 空 
М. 特征 算 于 角 数 的 理论 在 许多 不 同 的 方向 上 已 由 M. 
С.Броцский, Л. А. Сахнович, И. Ч, Гохберг 和 Крейн 
ЖЕЕ (Ж. [Г А5], А6], 11), (17]) . 与 特征 算 予 函 
数理 论 有 关 的 ， 个 影响 深远 的 发 展 涉及 B.Sz - Nagy 和 
C.Foias ЛЕН ВРЗ (ор), СВ 
认 的 非 自 伴 算 子 的 完全 的 了 解 ([A7]) . 


非 自 伴 算 子 理论 中 另 一 个 开创 性 的 方法 属于 上 .de 
Brangss 和 他 的 合作 者 {[A8] ,[ A9]) ,Branges 的 方法 建 
立 在 对 整 向 量 值 函数 空间 的 理论 深刻 分 析 的 基础 上 . 
这 里 映射 

J 一 2 (J()-70) 
提供 了 主要 的 模型 ,最 近 这 个 处 理 通过 给 出 Bieberhach 
猜想 (Bieberbach conjecture) 的 一 个 证 明 导致 巨大 的 成 
功 ([A10]) . 
参考 文献 

{А1] Markus, A.S ., Introduction to (ће spectrat theory of 
polynomia) operator pencils, Апет. Math. Soc., 1986 
{ 详 自 俄 文 ) . 

[A2] Gohberg, І. Lancaster, P. and Rodman, L. ,Matrix poly- 
nomials. Acad . Pras, 1982, 

[АЗ] Вал, Н., Gohberg, 1. and kaashock. М. A., Minimal 
factorization of matris and operator functions, Bitk- 
haiiser, 1979. 

[A4] Rodman, 1.., Introduction to operator polynomials. 
Birkhaiiser, 1999. 

[A5] Livic, M.S., [M.S. Lifshits] , Operators, oscillations, 
маме, Алт. Math , Soc. , 1973 (ЖЕ Ж). 

[A6] Brodsol , M.S., Triangular and Jordan representations 
of linear opcratois, Amer. Math. Soc., 1971 (B [1 Җ Ж). 

[A7] Bercovici, H., Operator theory and arithmetic in Н“, 
Amer Math. Soc., 1988. 

[АВ] Branges. L.. de, Hitbert spaces of спе functions, Pren- 
tice Hall , 1968 . 

ГАЯ] Brangs, L..de and Rowyak,3.,Square summable pow- 
er series, Ашеһап & Winston, 1965. 

[A10] Branges, L. de, A proof of the Bieberhach conjecture, 
Acta Май. , 154 (t985), 1371—15. 

ГАП] Bmaskil. M.S and Гіс. M.S. (М. 5, Lifshits]. 
spectral analysis of non—selfadjoint operatom апі 
intermediate systems, Trans. Amer. Math. Soc. (2), 13 
(1960), 265— 346 . 

[A12] Dowon, H. R., Spectral theory of linear operators, 
Acad. Press, 1978. ЖЕЛЕ Kma 校 


非 奇 异 边 界 点 [non - Singular boundary point; чеособан 
траничная точка ]， 正 则 边界 点 (regular bourdary 
рож ) `. 

复 变量 z 的 单 介 解 析 范 数 f(:) 的 定义 域 D 的 
机 达 边 界 点 ( attainable boundary point )5， 使 得 f(z) 
沿 D 内 任 一 到 达 《 的 路 径 都 有 一 个 到 达 【 的 解析 延 
所 (analytic continuation ) ， 换言之 ， 非 奇异 边界 点 是 
可 达 的 ， 但 不 是 奇异 的 . 亦 见解 析 函 数 的 交点 ( singular 
рош). Е. Д. Соломешцеь }# 
【 补 注 】 注意 D 的 边界 上 的 同一 个 点 可 以 引起 一 些 不 
同 的 可 达 边 界 点 ，、 其 中 茶 些 可 能 是 次 异 的 ， 另 一 毕 是 
正则 的 . 例如 ， 考 虚 区 域 D =C\( 一 % ,0] 1 8 Ë 


数 了 (2) 二 (Ст) пі), ДР h Ж Ора; 59 EË . 
这 时 在 -1 “之 上 ” 有 两 个 可 达 边 界 点 ， 一 个 是 奇异 
的 ， 对 应 于 沿 z= 一 1 二 it(0<t<1) 接近 一 1; 一 
个 是 正则 的 、 对 应 于 沿 z= 一 1 0005261) 接近 
一 1. 
参考 文献 
{ А1 | Мархушевич, А. И., Теория аналитических 由 ak- 
чий, 2 aa. ，M .，1963 ( 中 译本 : А.И. BES 
维 言 ， 解 析 孙 数论， 高 等 教育 出 版 社 ，1957). 
жк ой 


非 奇 异 和 矩阵 [non-singulər matrix; неособенная матрица], 
ЖЕЙ 39 М: ( non-degenerate matrix ) 
”“” 惧 列 起 不 等 于 堆 的 方 降 ( square шашх). 对 于 
一 个 域 上 的 方 阵 4 ， 非 奇异 性 等 价 于 下 述 条 件 之 一 : 
АЖИ, 2) 4 的 诸 行列 ) 是 线性 无 闫 的 ; 
3) 4 цаа (Я EBR ШЕШ. 
О. А. Иванова JBE 
им 
sex 
[Al] Kush, А. G. , Matrix theory , Chelsea , reprint , 1960 
(BR . 
ГА2] MeDonald, B. R ., Linear algebra over commutatiw 
rings, М. Dekker , 1984. жай W 


不 可 光滑 流 形 [ non - anoothable manifold ; весглаживае - 
мое многообразне ] 


不 存在 光滑 结构 的 分 片 线性 或 拓 拉 流 形 (manifold ). 


分 片 线性 流 形 X 的 光 清 化 是 分 片 线性 问 村 /: M 
> X, 其 中 М 是 光 潮 流 形 、 不 允许 光滑 化 的 流 形 称 
为 不 可 光 清 的 【non -smxoothable ) 流 形 ， 作 一 些 修 政 ， 
这 也 适用 于 拓扑 流 形 . 


ЖКК). Ей, ч" 是 可 平行 的 ， 它 的 符号 差 
(signature ) 是 8， 它 的 边界 M = ду 同 伦 等 价 于 球 
ш 5-1. д Б. Ж И ЖЕЕ СМ 188] 
空间 Р. 因为 M 是 分 片 线性 球面 ( 见 一 般 Poincaré 
猜想 ( Poincaré conjecture )) ,CM ЖЗ КЖ. НА 
P 是 分 片 线性 流 形 ， 田 一 方面 ，P 是 不 可 光滑 的 ， 因 
为 它 的 符号 卷 是 8 , 而 殖 可 半 行 的 { 即 移动 一 个 点 后 是 
平行 的 } 4 维 流 形 的 符号 差 是 随 着 k 指数 增长 的 数 c, 
的 倍数 . ИЖ M 不 微分 同 凸 于 球面 5'-', 那 就 是 ， 
M 是 Milnor 球面 (Milnor sphere ). 
ПЛЕЯДИ Т. 设 O, 
ЖЕЛЕР, РІ 是 保持 原点 的 К" ШЛУ ИЮ ЕНИН 
(ЖУРЕ EB S| ( picoewise -linear topology )). 包含 
R Q, > PL ,诱导 了 纤维 化 BO, ~ BPL,, 其 中 
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BG Ж G 的 分 类 空间 (classifying space). 当 n 一 
© 时， 产生 一 个 纤维 化 р: ВО 一 BPL, 它 的 纤维 记 
作 М/О. 分 片 线 竹 流 形 X 有 带 分 类 映射 :一 — ВРІ. 
线性 稳定 法 从 u. 如果 X 是 可 光滑 {或 光滑 ) 的 ， 则 它 
有 带 有 分 类 映射 5:X -* BO 和 роу= у 的 稳定 法 
А u. 这 个 条 件 也 是 充分 的 ， 也 就 是 说 ， 团 分 片 线性 
00 X 是 可 光滑 的 ， 当 且 仅 当 它 的 分 片 线性 稳定 法 从 
允许 向 量 篇 化， 换言之， 如 果 映射 v: X -= BPL 可 
ШН ВО (ЯЕ y: X ВО Ё po y= у). 
ЛЕВЕ ЛМ 一 XX 和 9g:N 一 ХН 
的 ， 如 果 存 在 微分 同 胚 h: M — М, 使 得 А/С! 是 分 
片 可 微 地 同 痕 于 9 ' ( 见 流 形 .上 的 结构 (structure )). Ж 
滑 化 的 等 价 奖 的 集合 ts (X) 是 在 附 有 у: X 一 BPL 
BD y: X 一 BO 的 纤维 方式 的 间 伦 类 的 自然 一 
一 对 应 之 中 ， 换 言 之 ， 当 X 可 光 祖 时 ，ts (X) = [XX， 
PL/O]. 
фи 
[1] Кегеайс, М, А manifold which does not admit апу 
dhifferentiable structure , Comment . Май. Hee... 34 
(1960). 257 — 290 
[21 Milnor, І. and Stasheff, J., Characteristic classes , Pri- 
полоп Univ, Риз, 194. Ю.И. Рудяк E 
[ 补 注 】 
参考 文献 
1А1] Hish, М. W. апі Mazur, В, Smoothings of piece - 
wise linear manifolds , Prinoton Univ , Pres , 1974. 
[А2] Sicbenmann, L.. С., Topological manifolds, іп Ал 
Congris метш. Mathématiciens Nice, 1970, Үй. 2, 
Gauthuer - Vilars , 1970, 133 — 163 
ТАЗ) Smate, S ., The generalized Poincaré conjecture in higher 
dimensions, Bul. Ате. Math, Soc., 66 (1960), 
373 — 375. Жын 详 


非 标准 分 析 [юп - standard analysis; нестандартный ана- 
ma] 

数理 届 辑 的 一 个 分 友 ， 它 用 非 标准 模型 理论 研究 
教学 分 析 ， 函 数论 、 微 分 方程 和 概率 论 等 传统 数学 领 
WL. 非 标准 分 析 的 基本 方法 可 粗略 地 描述 如 下 ， 考 虑 某 
个 数学 结构 M 并 构 作 反 映 其 中 研究 者 感 兴趣 的 那些 
方面 的 一 阶 逮 辑 数 学 语言 ， 然 后 用 模 昏 论 (model the- 
оу) 方法 构造 作为 M 的 真 扩张 的 jd 理论 的 非 标准 相 
Ж) (non-standard model )， 在 适当 的 构造 之 下 模型 中 
新 的 非 标准 的 元 素 可 解 帮 为 原 有 结构 的 极限 “理想 * 
Ж. 例如 ， 如 迫 把 实数 域 取 成 原 有 有 结构， 那么 和 白 然 
育 把 机 型 的 非 标准 元 素 取 作 “ 无 穷 量 " ， 即 可 以 无 穷 
地 大 也 可 无 穷 地 小 但 非 稚 的 实数 .实数 间 的 所 有 通 项 
关系 都 可 转移 到 非 标准 元 素 上 ， 并 使 所 有 可 用 轴 辑 数学 
语 育 表 达 的 性 质保 持 不 变 . 类 似 季 ， 一 给 定 集合 上 的 让 
子 理论 申 滤 子 的 所 有 非 空 区 的 交 决 定子 一 个 非 标准 元 
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Ж. 在 拓扑 学 上 则 引出 一 组 与 一 给 定点 “ 光 穷 接近 “的 
非 标准 点 ， 对 模型 中 非 标准 元 素 的 解释 常常 使 得 人 们 
可 以 得 到 用 非 标 准 元 素 表述 通常 概念 的 方便 准则 . 例 
如 。 可 以 证 明 一 个 标准 的 实 值 函数 f 在 标准 点 x, 处 
连续 ， 当 且 仅 当 对 所 有 区 穷 接近 x, 的 〔 非 标准 ) 点 x, 
fO) 都 光 穷 接近 f(x,)， 这 样 获 得 的 准则 可 成 功 地 用 
于 证 明 通 常 的 数学 结果 ， 
自然 ， 用 非 标准 分 析 方法 得 到 的 结果 原则 上 也 可 
在 标准 理论 中 证 明 ， 但 考虑 非 标准 模型 有 个 显著 的 优 
点 ， 即 它 允 许 人 们 实际 引 和 人 “理想 "元素 作 为 自 变 元 。 
这 就 使 与 从 有 限 到 无 穷 的 极限 转移 有 关 的 许多 概念 能 
得 到 清 果 简明 的 表述 . G . Leibniz 及 其 后 继 者 关于 无 
穷 小 非 零 量 存在 的 一 系列 想法 后 来 在 数学 分 析 发 展 中 
被 变量 极限 的 严格 概念 所 取代 ， 非 标准 分 析 则 把 他 们 
的 思想 置 于 一 个 严格 的 数学 基础 之 上 ， 
通过 非 标 准 分 析 还 发 现 了 一 些 新 事实 .许多 经 典 
的 证 明 经 非 标 准 分 析 得 到 了 实 硕 性 的 明 诅 化 . 非 标准 
分 析 已 威 功 地 用 于 构造 力学 和 物理 学 中 某 些 半 经 验方 
法 的 严格 理论 . 
参考 文献 
[1] Robinson , A., Non -standard analysis , North - Holland , 
1966 (中 译本 : А. Ж. ЧЕЛ. ЖЕЕП Ж 
АБ, 1980). 
[2] Davis, М., Applied nonstandard analysis , Wiley , 1977 
A. Г. param 所 
【 补 注 】 最 近 非 标准 分 析 在 许多 方面 特别 是 在 随机 分 
析 、 动 力 系统 理论 和 数学 物理 上 取得 了 进展 . 有 关 这 
方面 的 书 可 委 看 [A1]-[A5]. 
参考 文献 
[A1] Albewsio, S., Fenstad, J. E., H¢egh- Krom, 
R. and Lindstrgm ，T，，Nonstandard methods in 
stochastic analysis and mathematcal physics, Асай. 
Pres , 1986. 
[42] Sioyan, К. D , and Bayod, J. М., Foundations of 
infinitesimal stochastic analysis, North - Holland , 1986. 
ГАЗ] Hurd , А. Е. and оф, Р. A., An introduction to 
nonstandard теа! analysis, Асаб. Pres, 1985 
[AA] Cutland М. (ed. ) , Nonstandard analysis and its ар- 
Plications, Cambridge Univ. Press , 1988. 
[A5] Nebon, E , , Radically elementary probability theory , 
Prinçeton Univ , Pres ，1987 . 
САБТ Luxemburg , W .and Robinson , А. ( eds .) , Contribu- 
tions to поп - standard analysis , North - Holland , 1972 
[A7] Luxemburg, W. and Stroyan, K., Introduction to 
the theory of infivitesimals, Асай. Press , 196 
= 译 
非 游荡 点 [non -wandering point; неблуждающая точка ] , 
动力 系统 的 
动力 系统 的 相 空 间 中 不 是 游荡 点 (wandering 
рош!) д. 齐 民 友 W 


范 数 ， 范 [nomm; норма) 

1) 从 实 或 复数 域 上 向 量 空间 (vector space) 到 实 
数 中 的 映射 x 一 1x， 满足 条 件 : 

120, Вх х=0, 151 =0; 
Пах = ТА Їїхї, Ра д; 

Ix+yl<lxl+lyl, ЖЖЖ х, yeX( 三 角 
公理 ( trangle axiom) )， 数 | x 上 称 为 元 素 x 的 范 数 
(norm of an sement ) . 

具有 特定 范 数 的 向 量 空间 称 为 研 范 空间 (normed 
space) 一 个 范 数 在 上 由 公式 дых, у) = |x — 
y| 导出 一 个 度量 (metric ) ， 因 而 也 导出 一 个 与 此 度 
量 相 容 的 拓 补 、 所 以 晤 范 空间 贱 有 拓扑 向 量 空间 (tp - 
pological vector space ) 的 自然 结构 .在 此 度量 下 完全 
的 赋 范 空间 称 为 Bamach 空间 ( Banach space ) ， 每 一 
同 范 空间 有 一 Banach 完全 化 ， 

一 个 拓扑 向 量 空间 称 为 可 冉 范 的 (normable) ， 
时 它 的 拓扑 与 某 范 数 相 容 - ортон 
Е ПЯ 383. (Колмогоров 定理 (Kolmogoroy 
theorm ，1934) ) ` 

研 范 向量 空间 X 的 范 数 由 一 内 积 (inner product ) 
生成 《 即 X 是 等 虐 同 构 于 一 准 Hibert 空间 ( pre -Hil- 
bert space )) ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 x, ye X, 


+ уу 20 У). 


同一 向 量 空间 X Б е |, 
称 为 等 价 的 【equivalent ) 如 果 它 们 导出 同样 的 拓扑 ， 
这 等 向 于 窑 在 两 个 常数 C, 利 C, 使 得 


lxli<Cí/lxl,<c,lxl,, т xe x. 


如 果 X 按 两 个 范 数 是 完全 的 ， 则 它们 的 等 价 性 是 
相 容 性 的 结果 ， 这 里 相 容 性 是 指 航 限 关系 式 
Ix,-al,— 0,|x,- bl, = 0 
Ж a =b, 
并 非 每 一 拓扑 向 量 空间 都 有 和 连续 的 范 数 ， 即 使 假定 
它 是 局 部 凸 的 . 例如 在 带 有 按 坐 标 收敛 的 直线 的 无 穷 
乘积 上 没有 连续 的 范 数 ， 没 有 连续 范 歼 是 一 个 拓扑 向 量 
空间 到 另 一 个 中 的 连续 骨 人 的 明显 障碍 
如 果 УЛЕБ X 的 闭 子 空间 ， 则 由 Y 的 
陪 集 组 成 的 商 空间 X / Y PT LY KK 
Ix] = inf{lxi: хез р. 
使 它 成 为 赋 范 空间 . 一 个 元 罕 x 在 商 映射 X -> X/Y 
下 的 象 的 范 数 称 为 x 关于 Y 的 商 范 数 (quotient 
гт) . 
аР ЕУ ү 的 全 体 X” 
关于 范 数 
11 =sup(ig(x)l: Їхї&1) 


形成 一 个 Banach @ [8]. БОРГ ВА 3) 0384612518 
ачаа. 3 EL (2 5 Ik = B] 8: 8 5 J ( W, 8 
反 空 间 ( reflexive зрасе)). 

АЮУ Ын] X ОЭБ Н] Y 中 的 连续 (有 和 界 ) 
线性 算 子 全 体 LCX,Y) ВІА WY ü 8 (operator 


nom): 
41 = ѕир 4х1; 511) 


БЖ. ШЖ 了 是 完全 的 ， 在 此 范 数 下 
L(X, Y) 是 完全 的 . 3 X = Y 是 完全 的 时 ， 空 间 
L(X)=L(X, X) 具有 算 子 乘法 (合成 ) ， 成 为 一 个 
Валас 代数 ( Banach algebra ) ， 因 为 对 算 子 范 数 有 


1ПАВЇ< |41. BBW, 121= 1, 


这 里 是 钮 等 算 子 (此 代数 中 的 单位 元 素 ) ,LL(X) 
Ей РЕЖЕ ЖИБЕ ИТЕЛДЕ, ЕГАР. ЭКЕЙ 
范 数 有 时 称 为 代数 的 《 algebric ) 或 戴 环 的 (ringed ). 
代数 范 数 可 由 等 分 地 对 ХО ЖИЙЕН ДОН ЯЕ 
数 而 得 到 ; 然而 ， 即 使 对 dim X= 2， 并 不 是 L(X) 
上 所 有 的 代数 范 数 都 能 由 这 样 的 方式 得 到 . 

一 个 向 党 空间 X ESE (pre -norm) 或 半 范 
数 (semi -norm ) 是 定义 为 具有 除了 非 进化 性 以 外 的 范 
ЖОЕ ЕПА р: р(х) = 0 不 排除 x 50. ШЁ dim X 
<=, ДХ) ЕЙ Ж ЙЕ p( 4B) Sp (A) p(B) 
КЕЗ 68835 st CH ЫЯК L(X) 
没有 非 平凡 的 双边 理想 ) . палети 
是 如 此 ， 如果 ХА C 上 Banach 代数 ， 则 谱 半 径 


|х{= Hm Пт" 


是 半 范 数 ， 当 且 仅 当 它 在 X ГЕ, НИЯ 
价 于 : 关于 根基 的 商 代数 是 交换 的 
参考 文献 
[1] Колмогоров, А. Н., Фомкн, С. B., Элементы тео. 
рин функций и фунқциональаяо анализа, 5 юд., 
М., 1981 ( 中 译本 : A. H， 柯 尔 莫 果 将 夫 ，C. B， 
Юй, ж ЫАЛ ТЫР. 高 等 教育 出 版 社 ， 
1992). 
12] Люстерник, Л. А., Соболев, В. И., Элементы фу- 
нкционалышо анализ, 2 изд., M., 1965 ( 中 译 
Ж: Л.А. ЭРЕ? И, В.И. ЖНЖ, ER 
分 析 概 要 ， 第 二 版 ， 科 学 出 版 社 ，1985 ) 
13] Шилов, Г. E., Математический анализ. (Cueram - 
чый курс), 2 изд., М., 19610 #8: быу, б. 
Е., Мафетабса analysis, 1-2, М.І. Т., 194) 
{4] Канторович, Л. В., Акилов, Г. П,, Функциональ. 
ный анализ, 2 изд., М., 197 {中 译本 : Л.В. 
Канторович, Г. П. Акилов, 2 8. L. TMR, 
АРЗИ АЕ, 1982) 
151 Rudin. W,, Functional analysis, McGraw - Hill , 1979 
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(РЕЖ: W. Киіп, і 707, МААЕ, 
1989). 
[6] Day, M. М., Normed linear spaces , Springer , 1973 
[7] Глазман, И. M., Любич, Ю.И., Конечномерный 
линейный анализ в задачах, М., 1969 ( 英 译本 : 
Glazman,, 1. М. and Lyubich, Үш. 1., 
sional linear analysis: 4 systematic presentation іл prob ~ 
lem form, M. 1. T.., 1974), 
[8] Aupetit, В., Propriétós spectrales des algebres de Ban - 
ach, Springer. 1979. 
[9] Кириллов, А. A., Гвишнани, А. Д., Теоремы w 
задачи функционального анализа, М, 1979 ( his 
Ж: A.A. ЖЖ, А.Д. ВЕРЕ, Ж 
810-20. 解答， 辽宁 大 学 出 版 社 ，1987) 
E. A. Горин 所 
【 补 注 】 所 有 泛 落 的 范 数 在 原 空间 X 的 单位 球 的 点 上 
达到 当月 仅 当 X 是 自 反 的 ， 这 定理 称 为 James 定理 
( James theorm ) , ` 
参考 文献 
[A1] Beauzamy, B., Introduction to Banach spaces and 
their geornetry , North - Holland , 1982, 
[A2] Lindenstravss, J. and Trafrii, L. , Classical Banach 
spaces, 1-2, Springer, 1977 — 1979. 

2) 代数 中 的 范 数 见 域 上 的 范 数 (norm on a field ) 
或 环 上 的 范 数 ( 亦 见 赋值 (valuation )) . 

3) 群 的 范 (norm of a group) 是 与 所 有 子 群 可 
交换 的 群 元 过 的 集合 ， 即 所 有 子 群 的 正规 化 子 前 交 
【 见 子 但 的 正规 化 子 (normalizer of а subset)) - 这 个 
范 包含 此 群 的 中 心 { cente of à group ) 旦 被 包含 在 第 
二 超 中心 (hypercente ) Z, 中 ,对 有 平凡 中 心 的 群 ， 
其 范 是 平凡 子 群 E. 
参考 文献 

[1] Курош, А. Г., Теория труп, 3 изд., М., 1967 
( 中 译本 РИН, ТЮ, АНА, Em. 
1987, TH, 1982). О. А, Иванова 8 
[ 补 注 】 
参考 文献 
[AL] Robineon , D. J. S .，Finiteness conditions and gen - 
eralized solvable groups, 2, Springer , 1972, р. 45. 
жип ж fits 校 


Finite - dimen - 


ЗЕМ [norm map; норменное отображение ] 

Ака кр М, 下 是 天 的 有 限 扩张 
《部 域 的 扩张 (extension of a field )). 此 映射 将 ee K pt 
为 Nerefe)， 也 就 是 天 线性 映射 К+ K, x 一 ax 的 
短 阵 的 行列 式 Nr (x) ， 称 为 元 素 « 的 范 数 (norm of 
the element) . 

ЖИН Ne, (a) -0, ЧЕ о 
а, Be K, 

Nur (up) = Ма (а) Ni 8), 


0. Еж 
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就 是 说 М, Н ЗЕМЕН Кк", 也 称 为 范 映 
射 tnom лар). Н sek, 


М (а) =a", 


пе [КК]. ЖМ (КГ) 称 为 ke Ú fü BË 《norm 
subgroup ) # ШЕЕ ( group of noms) (从 K 到 k 的 ) . 如果 


Хо) хаа 
是 xs 天 在 上 上 的 特征 多 项 式 ， 则 
Ма) = (1. 


假定 К/А 是 可 分 的 ( 见 可 分 扩张 (seperable extension ) )， 
则 对 任意 хеК, 

Nala) = (а), 
这 里 0, 是 КО] k 的 代数 闭 包 (algebraic closure }Ё 的 
全 部 闻 构 ， 
张 ， 则 对 任 一 we 工 ， 有 


osxfo) 一 


х7! + tao 


车 L/K, КЕ 都 是 有 限 扩 


Ne (N. (z). 
参考 文献 

[i] Lang, 5., Algebr, Addison Месу, 1984. 

[2] Боревяч, З.И., Шафаревич, И Р., Теория чисел, 2 
MA., M., 1972 (ЖЖ: Воюмй, Z. 1. and Shafar- 
емо, 1. R., Number theory, Агай. Розв, 1966). 
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ЕЕ М [попа on а Лай; абсолютное значенне 
на теле] 

Ж 天 到 实数 集 及 上 的 映射 @， 满 足下 列 条 件 : 

1) ф(х) 20,8 ф(х) =0, ЧЕД х= 0; 

2) ф(х-у) = ф(х) p(y); 

3) Ф(х+у)< ф(х) + фу). 

因此 Ф(1)=ф(-1)=1, ф(х) = ф(х). 

х ЕЗЙ \х|, БИЯ op (x)， 东 6 数 也 被 称 
为 绝对 值 (absolute value) Җ ЖЕ EL (Ë. ( multiplicative 
valuation )， 范 数 (更 一 般 地 ) ДЕ 一 环 上 考虑 ， 取 
值 在 一 线性 序 群 十 ， 也 见 几 值 (valuation )， 

范 数 的 鲍 子 如 果 к=, ХМ, ШЫ 
тах{х,—х}, El x€ R 的 通常 的 绝对 值 (absolute value ) 
或 模 (modulus })， 就 是 范 数 . 类似 地 ， 和 如 K а 
C 或 四 元 数 体 H， 则 |x|= YX 二 是 范 数 . 这 个 域 
(Rk) 中 的 子 域 ( 子 体 ) ТЕ. Е 
个 域 有 一 个 平凡 范 数 (tivial norm): 

о _{0,х=%; 
во) {0 х0. 
有 限 域 以 及 其 代数 扩张 只 能 有 亚 几 赋值. 


一 种 类 型 的 范 数 的 例子 出 域 六 的 对 数 赋 值 提 
供 : n v E КЕБ 中 的 一 个 赋值 ,a 是 一 实数 ， 且 
O<a<1, W. ф(х) = a 是 一 个 范 数 . И. К= 
О», 是 域 Q р ВИН, х, = (17p) 900 
p жи (p-adic atsolute value) 或 了 进 范 数 (P- 
айй nom) 这 种 绝对 值 满 号 下 列强 于 3) 的 条 件 : 

4) g(x+y) < max {olx), ф(у)}. 

满 是 4) 的 范 数 称 为 超度 量 范 数 ( uhrametric поп) 
或 非 Archimedes 范 数 { non-Archimedean norms ) (与 
Archimedes 范 数 不 同 的 是 ， 后 者 不 满足 4)，( 当 然 满 
足 3)). 二 者 是 由 下 列 事实 区 分 的 ， 即 gq{n,1)<1 
对 一 切 整数 n， 在 特征 p > 0 的 域 中 ， 所 有 范 数 都 是 
超度 量 的 .所 有 超 谋 量 范 数 沟 可 由 赋值 通过 上 面 所 说 
的 方法 得 到 : 2 一 (上 反之 ， 一 log 9 总 可 取 作 赋值 ). 

如 果 定 义 p(x 一 y) х 5 у 21И, Дф 
就 在 K 中 定 了 度量 ( metricj， 这 样 就 在 К 上 定义 了 
帮 扑 ， 任 一 局 部 紧 域 的 拓扑 都 是 由 某 个 范 数 定 义 的 . 
两 个 范 数 фр, 和 р, 是 等 价 的， 如 果 它 们 定义 出 相同 
的 拓扑 ， 此 时 存在 41> 0， 使 得 对 一 切 xe K, # 
@(x)=o,(xY. 

所 有 Archimedes 范 数 的 结构 由 Островский Дт 
ЗЕ (Ostowski theorem ) 给 出 : 如 由 是 域 K 上 的 Акћ- 
imeds 范 数 ， 则 存在 一 个 天 到 R, C, B 2—M 3: 
个 稠密 子 城中 的 同 构 ， 使 得 o 等 价 于 从 R, C, Н 的 
范 数 诱导 出 的 范 数 . 

有 理 数 域 Q 的 任 一 非 平凡 范 数 或 等 价 于 р 进 范 
数 (p 为 一 素数 )， 或 等 价 于 通常 范 数 . 对 任 一 有 理 数 
е0, 有 

"Шия, =1. 


类 似 的 公式 在 代数 数 域 中 也 成 立 ([2],[ 3]). 
车 о Ж КМ, ШО KK 可 由 经 典 完全 化 过 程 吝 
人 到 K, F, K, 相对 于 o 的 唯一 扩 完 范 数 是 完全 的 
( 见 完 全 拓扑 空 间 ( complete topological spaoe ))， 研 究 
域 的 一 个 主要 的 现代 方法 就 是 将 K IRA SI K 相对 于 一 
切 非 平凡 范 数 的 完全 化 的 直接 积 【]K， 中 ( 见 Ad863. 
如 果 КУРАР АМИН, ЖЖ Айе 拓扑 中 K 在 
JK, 里 是 稠密 的 ， 事 实 上 ， 设 o... o. 是 的 不 等 
价 的 非 平 几 范 数 ，a, ,…, a, 是 K 中 元 素 ，e> 0， 则 
存在 eK， 使 得 对 一 切 1, g (a 一 2) <s (ОКИ 
近 定理 (approximation theorem for norms)). 
a К 的 范 数 可 以 扩张 到 及 的 代数 扩 域 上 (一 般 
如果 到 相对 于 范 数 p 是 党 全 的 ， 上 是 天 的 
п е 则 ə 到 荆 中 的 扩张 是 唯 -的 ， 并 几 以 下 公式 
给 出 : 对 一 切 xe L, 


Ф) (ФОМ, r(x 


参考 文献 

11] Bourbaki, N., Elements of mathematics . Commutative 
alpebra ，Addison - Wesley ，1972( 详 自 法 文 》. 

[2] Боревич, 3. H , Шафаревич, И.Р., Теория чисел, 
2 изд.. М., 1972( 英 详 本 : Воеме, 2.1. and Shaf- 
arevach.1.R ., Number theory , Acad . Press , 1986) 

[3] Lang, S ., Азр, Addison - Wesley , 1984. 

[41 Курап, А.Г., Лекдин no общей алгебре, 2 изд., 
M. , 1973 ( ЗЕ: Kush , A.G.,Lectures оп gene- 
иа} algcbra , Chebea , 1963 } 

[5] Cases, P.W .S. and Frohlich, A.(eds.), Арас 
number theory , Acad. Pres, 1986. В.И. Данилов 所 

СОЊЕ Е Archimedes ЙЕ p(n - 1) < ə (1), 
内 此 不 满足 Archimedes 公理 ( Archimecdean алотп), 
故此 得 和 名. ят W 


ЖЕЙН ЙЕ [ norm -residue symbol ; символ норменного 
вычета], 8 1: (norm residue )，Hilhert 符 号 ( Hilbert 
symbol ) ` ` 

把 局 部 域 ilocal field) K АОВ ВЕРЕ K` 中 的 有 序 元 
素 对 х,у 映射 到 元 素 (x,y)eK 的 一 个 函数 ， 此 元 案 
是 п 次 单位 根 ， 这 个 函数 可 以 定义 如 下 : 设 ze K E 
一 个 次 本 原单 位 根 ， 将 所 有 ae K' 的 根 а'" 添加 到 
КЕ, ЖЯ K 的 指数 为 н 的 概 大 АЫ 扩张 L, K 
Galos 群 为 G(L/KK)， 另 一 方面 ， 市 一 个 典范 同 构 
{局 部 类 域 论 (class field theory) 的 基本 同 构 ) 


КУК" Gal (L / K). 
іж (х, у) 则 由 
8(у)(х!') = (х,у) 


ЖХ. D .Hilbert 对 于 n = 2 时 二 次 城 的 特殊 情形 引进 
了 范 剩余 符号 的 概念 . 在 [4] 中 有 仅仅 应 用 局 部 类 域 
论 给 出 的 范 晋 余 符号 的 精确 定义 

ЯЗ (x. у) ВЕ 

1398: (x ix, у) =(х\,у)(х,,у),(х,у,у,) 
= (х,у,)(х,у„); 

2) 斜 对 称 性 : (x.y)(y,x)= 1; 

3 下 退化 性 : 对 所 有 的 xe KK', (х, y) = 1% 
者 ye K". 对 所 有 的 ҮЄК`, (х,у) = 19 хек"; 

шй x 1 y= 1, Ш(х,у)=1; 

5) 如 果 c E 天 的 自 同 构 ， 划 


(ох, оу) = alx, у); 
5) 设 К' 是 КВК, аєК”,һєК', JJ 
(а, Б) = (Му. к(а), b), 


НОРА ААМ ЭВР K' Б, TME 
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XT KB, N, 是 由 K' 到 到 的 范 映 射 (nonn тар}. 
7) (х,у) = 184338 y 是 扩张 Кох") 中 的 一 
个 范 数 (这 条 性 质 给 出 了 此 符 导 的 名 称 的 解释 ) - 
函数 (x , у) 诱导 出 非 退化 的 双 线 性 配对 


КККК"  щп), 


其 中 p(n) 是 出 z, АОВ, р: KK" Xx KK" > 
A 3) Abel 群 4 的 映射 ， 它 满足 1 ), 4) 以 及 连续 性 条 
件 (condition of continuity ) :对 任 一 yeK', Ж@{хєК': 
w(x,y) = ll КОРАН. ДАЯ HA F 
ЖАТ Е Jf ( universal property) ([3]): ИЖ п ж К 
中 单位 要 前 个 数 ， 则 存在 同 态 одби) е 4， 使 得 对 任 
ЖЮ х, ує К", ЖЇН 


ч'(х, у) = ф((х, y))- 


这 个 性 质 可 以 作为 范 剩余 符号 的 基本 公理 定义 . 

如 果 是 一 个 整体 域 (giobal еМ), 天 是 F T 
某 个 位 ， 的 完备 化 ， 则 把 定义 在 F' x 所 上 的 出 (局 部 ) 
范 剩余 符号 和 自然 说 人 F'-= K' 复合 所 得 到 的 隆 数 
(x, у), 亦 称 为 范 剩余 符号 - 

有 时 ， 范 剩余 符号 定义 为 由 局 部 类 域 论 { class field 
theory ) 给 出 的 K 的 极 大 Abel 扩张 的 对 应 于 元 案 xe K` 
的 自 同 构 0(x). 
参考 文献 

[1] Cassels, 3.%/.$. and Frillich, А. (eds,), Algebraic 
number theory , Acad Press , 1986. 
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【 补 注 】 
La: 
[Al] Iwasawa , К., Local class field коту, Oxford Univ. 
Press, 1986 
А2] Neukirch , J. , Class field tbeory, Springer , 1986. 
起 春来 译 


ЖЕЙ [normal ; нормаль ), 8 (或 曲面 ) 上 一 点 处 的 

过 该 点 并 垂直 于 由 线 (或 曲面 ) 在 该 点 处 的 切线 
{tangent ) (或 切 平面 (tangeut plane )) АЕ. ЖЕ 
半 画 曲线 在 其 上 每 个 点 处 有 位 于 曲线 所 在 半 面 上 的 唯 
一 的 一 条 法 线 ， 如 果 半 面 曲线 出 直角 坐标 方程 у= 
f(x) 给 定 ， 则 此 曲线 在 点 ( x。，y，) 处 的 法 线 方程 的 
形式 为 

(хха) (у у) (х) 0. 


АЕ bA ЖЯ 5 hi CHN 
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构成 一 个 平面 (法 平面 ( normal plane) ) ， 位 于 密切 
平面 (osculating plane ) 上 的 法 线 称 为 主 法 线 ( principal 
normal); 垂直 于 密切 平面 的 法 线 称 为 副 法 线 ( binor - 
mal) - 

由 方程 z= f(x, у) 给 定 的 曲面 在 点 (x。，y。， 
20) 处 的 法 线 由 


д 
(ж-,) +t) 925 0 


Ot a) 55-0 
确定 ， 其 中 02/0х, д2] ду 取 点 (x。， у) 处 的 篇 
ЧЕ. 
ШЕИ c= r(u, vz)， 则 其 法 线 
的 参数 表示 为 
R= гъ, т, |. БСЭ 3 
[ 补 注 】 法 线 概念 显然 可 推广 到 n 维 Euchd 空间 Е" 
的 mm 维 子 流 形 ， 即 以 一 个 n 一 m 维 仿 射 子 空间 作为 
所 给 流 形 在 相应 点 处 的 п-т 维 法 平面 ,对 于 
(0) Riemann 流 形 的 子 流 形 ， 法 平面 考虑 为 环绕 空 
间 的 切 空 间 的 子 空间 ， 其 中 通过 { 环 绕 》( 伪 ) Rie- 
mann 度量 定义 正 交 性 . 亦 见 法 从 (normal bundke ) ; 
ЖИ ( normal plane ) ; 法 空间 {曲面 的 ) (normal 
space (to a surface)). 
参考 文献 
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正规 算法 [normal algoritkm ; нормальный алгорнфм] 

某 种 严格 刻画 类 型 的 算法 (algorithm ) 的 名 称 , 
与 递归 函数 (Iecursive ñmction ) 及 Tying 机 (Turing 
machine ) 一 样 ， 正 规 算法 也 已 被 认为 是 作为 算法 直观 
概念 的 最 佳 抽象 之 一 1947 年 A. А. Марков 在 研 
究 结合 系统 ( 见 结合 演算 ( associatiw calcuhs ) ) 的 恒 
等 问题 时 提出 了 正规 算法 的 概念 . 其 详细 定义 与 一 般 
性 理论 出 [1] 给 出 (第 一 至 五 章 ); 亦 见 [2] (第 一 
至 七 章 ). 

每 个 正规 算法 0 都 具有 某 个 字母 家 (alphabet А, 


并 伴随 一 个 在 字 ( word ) 上 执行 的 意义 明确 的 过 程 . 
该 字母 胡 的 描述 作为 一 个 不 可 铅 少 的 组 成 部 分 出 现在 
外 的 定义 里 ， 且 在 问题 中 总 认为 9 大 字母 表 4 的 一 
个 正规 算法 . 在 国定 字母 表 4 的 每 个 正规 算法 都 完 
全 由 指示 它 的 概 形 (scheme ) 即 4 中 的 一 个 有 限 光 序 
的 代 换 公式 表 来 确定 - 每 个 这 样 的 公式 本 质 上 是 4 
中 字 的 有 序 对 (U, V). 这 里 U 称 为 公式 的 左 部 
Яй, V 称 为 右 部 分 . 在 给 定 概 形 的 诸 公式 中 ， 有 一 些 
被 特殊 标 出 ， 称 为 终结 的 【conclusive ) ， 通 常 ， 在 正 
规 算法 的 构 型 中 一 个 终结 的 公式 写成 U = УЖ; 
非 终结 的 写成 U — V. 

一 个 字母 表 4 中 的 正规 算法 和 是 一 个 构造 约 
构造 一 个 宁 序列 P,， 取 宁 P 作为 序列 初 项 Р, А 
对 于 其 个 i 之 0， 字 了 ,已 构造 好 ， 而 构造 该 序列 的 过 
程 尚未 完成 . 此 时 ， 如 果 在 W 的 概 形 中 没有 一 个 公 
式 的 左 部 出 现 于 已, 中 ， 则 令 Р, #7 Р, ЖЯ 
造 过 程 完毕 如果 在 И 的 概 形 中 有 一 些 公式 ， 其 左 
部 出 现 于 P. 中 ， 则 取 了 ,,， 为 使 用 第 一 个 这 样 的 公 
式 ， 它 的 右 部 去 蔡 换 其 左 部 在 Р, 中 首次 出 现 所 得 列 
的 结果 ( WR АР (imbedded word)) ， 如 果 取 代 公 
式 是 终结 的 ， 则 认为 构造 序列 的 过 程 完成 ; 否则 过 程 
继续 . 如 果 构 造 相关 序列 的 过 程 终止 ， 则 称 所 考 典 的 
正规 算法 引 f 可 应 用 于 字 P。 该 序列 最 后 一 项 Q EE N 
应 用 于 P 的 结果 ， 并 用 符号 (P) 表示 . Ж ЖР 
转换 为 О, ЖЫЙ M(P)= 0. 在 4 的 任何 扩充 中 
的 正规 算法 都 称 为 这 个 字母 表 上 的 正规 算法 . 

完全 有 理由 假定 正规 算法 的 概念 是 字母 家 上 的 算 
法 ( algorithm in an alphabet) 、 这 个 一 般 概念 的 充分 
精确 的 形式 化 .更 浴 确 地 说 ， 可 以 假设 对 任 一 字母 天 
A 中 的 每 一 个 算法 好， 人 们 能 够 构造 一 个 4 上 的 正 
ЖИ, ИР 4 中 任意 字 转 接 成 与 原始 算法 W 中 相 
同 的 结果 . 这 个 过 程 在 算法 理论 中 称 为 正规 化 原理 
(normalization Principle ) ， 基 于 正规 算法 的 算法 概念 
的 形式 化 等 价 于 其 他 已 知 的 形式 化 ( 例如， 见 [3]) . 
因此 ， 这 个 正规 化 原理 等 价 于 Church 论题 (Church 
thesis ) ， 后 者 假定 部 分 递归 函数 ( partial recursive func - 
tion) 的 概念 是 对 于 可 计算 算术 函数 ( 见 可 计算 函数 
《computable function) ) 的 非 形式 直观 概念 的 一 个 充 
分 形式 化 . 

正规 算法 最 初始 于 民 数 问题 ， 在 许多 和 需要 算法 精 
确 概 念 的 研究 中 ， 正 规 算法 已 证 明 是 一 种 便利 的 工 
具 ， 尤 其 是 当 研 究 的 基本 对 象 不 具有 算术 性质 ， 但 允 
许 在 某 一 字母 表 中 以 字 的 形式 给 出 一 个 适当 表示 时 【 例 
如 ， 在 构造 分 析 (constructive analysis) 中 ) ， 更 是 如 
此 . 

和 参考 文献 


[1] Марков, А. A., Теория алгорифмов, М., 1954 
(中 详 本 : А. A， 马 尔 科 夫 ， 算 法 论 ， 科 学 出 版 社 ， 
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[3] Mendelson, Е. , Introduction to mathematical logic, v, 
Nostrand , 1964. H. М. Нагорный # 
САМЕ) 1936 — 1937 4, А. М. Turing 描述 了 根据 
Turing 数 来 有 效 计算 的 直觉 概 念 的 形式 化 恰好 与 可 计 
算 性 直觉 概 念 相 -- 致 的 论题 .在 论证 几 种 不 同 的 形式 
化 等 价 以 后 ，A. Church 将 Turing 论题 作 了 推广 ， 所 
有 足够 强 的 形式 化 都 精确 地 活 盖 了 Turing 的 概念 
(Church 论题 (Church thesis) ) . 
` РЕЧЕ 


正规 解析 空间 [nonmal anmalytic space; нормальное ана - 
лнтическое прострянство ] 

一 个 解析 空间 ( analytic space ), 它 的 所 有 点 的 局 部 
环 是 正规 的 【normal), 亦 即 都 是 整 闭 的 整 环 ， 解 析 空 
闻 外 的 一 点 x 称 为 正规 的 (normal) (К X fg x Ж 
正规 的 )， 如 果 局 部 环 л, 是 正规 的 .在 这 样 一 点 的 
一 今 域 ， 这 空间 有 一 约 化 且 不 可 约 的 模 ， 每 一 简单 ( 非 
奇异 ) 点 是 正规 的 .一 正规 解 术 空 间 的 最 侯 单 例子 是 一 
解析 流 形 (analytic manifold ) . 

以 后 {完全 非 离散 赋 范 的 ) 基 域 假定 是 代数 
闲 的 ， 在 这 情形 下 ， 关 于 正规 扔 析 空 间 的 最 完全 结果 已 
经 得 型 { 见 [1])， 并 且 一 正规 化 理论 已 经 构造 出 来 
(12]). 它 给 出 任意 约 化 解析 空间 和 正规 解析 空间 之 阿 
的 自然 联系 . 令 NCX) 为 一 解析 空间 X 的 非 正规 点 

合 ， 并 令 S(X) 为 X 的 奇异 点 的 集合 ( 见 奇 异 
点 (singular point))， 那么; 

D МОХ) 和 S(X) 为 X 的 闭 解析 于 空间 且 N(X) 
S s(x); 

2) 对 xe XXN(X) 

ат, S(X) < dim, X — 2 
( 即 一 正规 解析 空间 在 余 维 1 中 是 光滑 的 ); 

3) ШЖ X 是 在 x 的 一 完全 交 且 如 果 上 列 不 等 式 
№, ША X 在 该 点 是 正规 的 . 

一 约 化 解析 空间 X 的 正规 化 (normalization ) 是 
一 对 (X, v), ЭР X 是 一 正规 解析 空间 ， 叉 v: 议 XX 
АТАН Е 

Хуу (МОО) — X\NCX) 
1800. 除 一 同 构 外 ， 正 规 化 是 唯一 决定 的 ， 即 如 
R (X,, w.) ft (X,, v,) 是 两 个 正规 化 


X-, z 


М» 
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那么 存在 唯一 的 解析 同 构 р: X, 一 X, ,使 得 图 是 可 交 
换 的 . 正规 化 是 存在 的 且 有 下 列 性 质 . 对 每 一 点 x€ X, 
X # x 的 不 可 约 分 量 的 集合 v! (x) 是 一 一 对 应 的 、 
ШЕ zx 的 直接 映 象 у. (75) 在 点 хех 的 纤维 是 
自然 同 构 于 环 2 ,在 它 的 完全 分 式 环 中 的 整 闲 包 . 

在 C 上 的 正规 解析 空间 可 以 用 佟 纯 函数 的 解析 迁 
拓 来 引进 ([3]). 亦 即 一 约 化 复 空间 是 正规 的 ， 当 且 仅 
当 Riemann 关于 可 去 奇 点 的 ( Riemann first th- 
eorem on the removal of sngujaritis ) 2: Ф 0 < 
天 是 一 开 集 ， 那 么 任何 在 UNA 全 纯 且 在 U 上 局 部 有 
界 的 函数 ， 可 唯一 解析 延 折 到 一 在 U 上 的 全 纯 函 数 . 
对 正规 复 空间 Riemann 关于 可 去 奇 点 的 第 二 定理 (Rie - 
mann second theorem on (he removal of singulariies ) 
也 成 立 : 如 果 在 每 一 点 x€A, codim, 4 2 2, 那 么 所 考 
虚 的 解析 延 折 是 可 能 的 ， 不 必要 求 函 数 是 有 和 界 的 ， 一 
约 化 蔓 空 间 X 是 正规 的 ， 当 且 仅 当 对 每 一 开 集 U = X 
жак ват 


T(U 2) = Г(Ш\$(Х), бу) 


是 一 一 映射 ， 证 规 的 性 质 也 可 用 局 部 上 同调 的 语言 来 
表述 一 一 它 等 价 于 Hl 0 (Ж [5]). 对 任何 约 化 
复 空间 X, ЖИП DUE УЙМЕ НК ( weakly holomor- 
phic functions) ( 即 满足 Riemann 第 一 定 更 的 条 件 的 函 
数 ) 芽 环 的 层 元. 环 到 ,作为 一 2 , 模 原来 是 有 限 的 ， 
并 且 等 于 о, ,在 它 的 完全 分 式 环 中 的 整 闭 包 ， 换 言 
Ж, а=. (0р), АР у: XX 是 正规 化 映射 . 

正规 复 空间 也 可 用 如 下 方式 刻画 :一 个 复 空间 是 
正规 的 ， 当 身 仅 当 它 的 每 一 点 都 有 一 邻 域 允 许 一 个 到 
C"' 中 的 一 区 域 上 的 解析 栈 盖 ( 见 [3], [8]). 

一 个 约 化 复 空间 X 是 一 Stein 空间 (Stein расе), 
当 且 仅 当 它 的 正规 化 Ў 具有 这 个 性 质 ( 见 [4]). 对 正规 
复 空间 我 们 可 以 哲 广 Hodg 度量 的 概念 ( 见 Kahler £ 
N (Kšbkr metricj). 小 平 的 射影 嵌 人 定理 [6]) 可 
以 带 和 具有 这 样 的 度量 的 紧 正规 空间 ， 

在 代数 几何 方面 我 们 考 虎 闫 似 的 正规 解析 空间 : 
正规 代数 入 ( 见 正规 概 形 ( Normal scheme )). 对 一 完全 
非 离 散 正规 城 上 的 代数 艇 ， 这 两 个 概念 是 相同 的 (W. 
[7], [1D). 
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法 从 [normal hundle ; нормальное расслоенне], 2 4. 
形 的 

由 原来 流 形 的 与 学 流 形 正 交 的 切 向 最 所 物 成 的 向 
ЖАА. 如果 X J: Riemam 流 形 ( Riemannian manifold ), 
ҮТ (ВЛ) РЈ. ТТ 是 六 和 了 上 的 切 
А (tangent bundle), ДУЗ А М, Ту 的 子 
А, ВВЕ хет, ÍR: а УТ, ,垂直 . 

借助 于 法 具 ， 可 以 构造 ， 比 如 , ЕВО КИ 
( tubuñar neighbourhood). 在 等 价 的 意义 下 ， 了 上 的 法 
外 不 依赖 于 E Riemann 度量 的 选择 ， 因 为 无 需求 助 
于 度量 可 以 直接 将 它 定义 为 切 从 Тулу БАНЕ 
ñB) Т, А T |, /Tryr、 稍 许 一 般 一 点 可 以 构造 
可 微 流 形 之 问 任意 漫 人 ( 见 流 形 的 介 入 ( immersion of 
a тпапйой }) /: Y — ХЕЗ: 


Nyz= Ту Ту. 


Эчи, яше X dF F КЁ ( algcbraic variety ) 
天 的 非 奇异 代数 子 艇 了 的 法 从 或 者 解析 流 形 (analytic 
manifoki } 区 的 解析 子 流 形 了 的 法 从 ， 它 是 了 Y 上 秩 为 
сойт Y 的 代数 (或 解析 ) АША. 特别 地 Ж 
codim Y = 1, ДМ, МЄТ ХО ЕЕЕ ҮШ УЕ 
工 上 的 限制 , 

ЦУЛ Т ОХ, 2) 的 解析 子 空间 时 ，Y 的 
Ж ОЗЫ ҖЕ НИИ Т, НЫТ АРЕ 
Мул (Ж (топта кар). ЭЛАР 
ЖЕКЕНИ У АЯ, ПОКА ИТ Ж ( exceptional analytic 
set); ҺЕ ( exceptional subvariety ). 
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ЕЮ Ж [normal complex ; нормальный комплекс], 
+#{ 8 的 
满足 下 述 条 件 的 非 空 子 集 N C S: 对 于 任意 x, у 
est ( 这 里 ， 当 S 包含 单位 元 时 ，5' = S; 当 5 不 色 
含 单 位 元 时 ，S 为 在 5 中 浇 加 一 个 单位 元 所 得 到 的 半 
BE) 和 任意 a, beN, H xayeN 可 推出 xbyeN. 
+f N 是 半 群 S 的 正规 复 形 ， 当 目 仅 当 入 是 S 上 
其 个 同 余 的 一 个 类 【{ 见 同 余 (代数 学 中 的 ) (congruence 
(in аребта ))). 
参考 文献 
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УЖ ПЕ 91 [normal сойуегретке; нормальная сходимо- 
сть 
ада ХЕЗ Y 中 的 有 界 映射 а, X 
一 了 构成 的 级 数 „ 
РУД {1) 
АЛ Е: 由 这 些 喘 射 的 范 数 
Ju,l=sup(lu,(x)|: xe X) 


构成 的 正 项 级 数 5 2, Па, Ой. 

级 数 (1) 范 数 收 伍 昔 涵 由 Y 的 元 罕 构 成 的 级 数 
Ури, (х) ВИК, ВЕРЖЕ. Йй, 
МЯ wy: 及 -> R JH и, (х) =6іп(лх)/к (对 于 
k<šx<k+1) 和 u, (x) = 0 {对 于 xeR\[k, 
k+1]) 定义 的 实 值 函 数 ， 则 级 数 YT. u, (x) 绝对 
жак, 然而 у 1а, = У 11k RAR. 

В, ВЕЕ а, R -= Y 大 非 紧 区 间 í G 
R 中 的 分 航 连 续 函数 且 (1) КЖ. ДИЕ Г 上 可 
以 逐 项 积分 ; 


[лой = (ао. 


ÉE f: TX А-> 了 (这 里 TSR 是 一 个 区 间 ) 在 工 的 
每 个 点 处 具有 左 、 右 极限 ， 则 反常 积分 


| 


; 
称 为 在 集合 4 上 是 范 数 收 伍 的 (normally convergent ), 
如 果 存 在 分 段 连 续 正 函数 9: R 一 下， 使得: 1) 对 
任 ~ хєї 和 任 一 4eE4, 有 |f(x; A)1<a(x); 2) 
积分 fg(t)dt Ий. (2) 范 数 收敛 到 涵 它 绝对 并 一 
жий, Нл258, 
和 参考 文献 
` [1] Bourbaki, N., Fieroents of mathematics. General topo - 
logy , Addison - Wesley , 1966( ЖХ). 
[2] Вошћай, N., Elements of mathematics. Functions of 
а гаї variable, Addison - Wesley , (976 ( 译 自 法 文 y. 
13] Schwartz, 1.., Cours d'anabse, 1, Hermann , 1967 
E. 及，Conoweenea Ж ЖЖ Ж 


法 曲率 [normal curvature ; нормальная кривизна], £ 8] 
曲面 的 
认 征 曲面 在 点 户 沿 方向 ] 与 切 平面 偏离 的 量 ， 和 对 
应 的 法 截 线 ( normal section) 的 曲率 在 绝对 值 上 是 相同 
的 ， 沿 方向 ! 的 法 曲率 是 
к= (n,N)k, 


其 中 kk 是 沿 方向 | 的 法 截 线 的 曲率 ，n ЕЩЕ 
位 主 法 向 全，N 是 曲面 的 单位 法 向 重 ， 曲 面 沿 给 定 方 
向 的 法 曲率 与 密切 抛物 面 (osaliating paraboloid ) 沿 该 
方向 的 法 曲率 相同 .以 f,p 为 参数 的 曲面 的 法 曲率 能 
以 曲面 用 方向 1 的 对 应 值 (du ,do) 计算 的 第 一 、 第 二 基 
本 形式 【 见 曲 面 的 基本 形式 (fundamental forms of а 
Sutface )) 的 值 来 表示 ， 其 公 寂 为 


k= Ш „ Ld +2Mdudy 二 Nd 

' I Edw + 2F4udu + Gd 
ЖЕЙ ЕЕ КИЕЛИ Н i 5 di Bi АА t) 
ШШЕ ЕГ 5 ОЗА НИ Е k. 的 关系 是 


к=к ХАМ 


( 也 匈 Meusuler 定理 ( Meusnier theorem )). 用 法 曲率 可 
БИРНЕ? Dupin 标 形 (Dupin indicatríx )，Ganss 曲率 
【Gaussian curvature) 和 平均 曲率 ( mean Curvature ), 以 
及 曲面 的 局 部 几何 的 许多 其 他 概念 。 所 . 卫 . Coxoroe Ж 
Dit] 
参考 文献 
[AL] Berger, М. and Gostiaux, В., Differential geometry : 
manifolds , curves and surfaos, Springer, 1988 (ЖН 
WD. 
[A2] Do Carmo, M ., Diffierential geometry of curws and 
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surfages ，Printice Най, 1976 ( 中 详 本 : £-F ft. 曲线 
和 阴 面 的 微分 几何 学 ， 上 海 科学 技术 出 版 村 ，1988 ) 
[A3] Blaschke W. and Tcichtweiss, К... Elementare Differ- 
ential - Beometrie , Springer , 1973. ЕН 详 


法 向 导数 [ ponnal derivative ; нормальная производная ] 

定义 在 一 流 形 的 邻 域 中 (或 定义 在 一 带 边 流 形 上 }》 
的 函数 在 此 流 形 (或 在 流 形 边 界 ) 的 法 线 ( normal) 27 lJ 
上 的 导数 (derivative) — Л.Д. Кудрявцев Ë 齐 民 友 Ж 


ЛЕН Гета @ытйлнїюп; нормальное распреде - 
ленне } 

最 重要 的 概率 分 布 之 一 -“ 正 态 分 布 "这 一 术语 
З К. Pearson ( 早先 的 名 称 丰 Gauss 律 【Gauss 
law) 与 Ganss-Japlace 分 布 (Ganss -Laplace distribu- 
tion)). 这 ~ 术语 既 用 于 随机 变量 (random variable ) 
的 摄 率 分 布 ， 也 用 于 多 个 得 机 变量 的 联合 概率 分 布 
{ 见 联合 分 布 (joint distribuion)) (ЯР BQ 5) 
重 的 分 布 ) ， 还 用 于 随机 元 ( random element ) 与 随机 
过 程 (stochastic process) 的 分 布 .正太 分布 的 一 般 定 
义 可 归结 为 其 一 维 情 形 ， 

一 个 随机 变量 X 的 概率 分 布 称 为 正 态 的 
(nommal ) ， 如 果 它 有 概率 密度 

. = 1 -@- ama 

20а, о) = тре ло (<) 

ЕБ ( *) 的 族 通常 依赖 于 两 个 参数 a S o > 0. 
这 里 ，a 是 X 的 数学 期 望 ，5? 是 多 的 方差 ， 相 应 的 
特征 函数 是 

Л) = Беа вете, 
正 态 密度 曲线 y = р(х; а, с) 关于 通过 а ЖУ 
对 称 ， 且 在 此 点 有 唯一 的 极 大 值 1/(о/?л). Чо 
ЖН. ЕБ БЕШ ФЛЕШ ЖАС. що 为 常 值 而 
а Beri ik a АУ, ЗЕЕ x 轴 的 位 移 . 
正太 密度 曲线 之 下 的 面积 为 !. 当 a=0 及 o=1 
时 ， 相 应 的 分 布 函 数 是 


Ф(х)= = | ae 
一 般 情 形 下 ，{ *) 的 分 布 函数 Р(х; а, т) 可 以 出 公 
Ж Р(х; a, с) = @ (t) HE. 其 中 i= (x-a)ls. 
关于 中 ( (以 及 它 的 导数 ) 已 经 编制 了 大 量 数 表 
(例如 ， 见 [1]，[2]， 及 概率 积分 (probabiity inte - 
ша). 对 于 一 正 态 分布 ，| 交 - dj> ke 的 概率 为 
1—@%(K)+ @(-—k). ËB 的 增 大 而 非常 迅速 地 减 
小 【 见 下 页 表 ) - 因此 ， 在 许多 实际 问题 中 分 析 正 态 
分 布 时 ， 人 们 可 以 忽略 与 a ВОДА ЗЕ Ht 3e 的 可 能 
性 一 三 a 规则 { thres-sigma mle》; 从 表 上 明显 看 
出 , 相 庶 的 概率 小 于 0.003 ， 正 态 分 布 的 四 分 位 偏 半 为 
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ж ж 

031731 
04590. 107' 
0.26998 » 107? 
0.63342 + 10“ 


“| 


0.674490. 

正 态 分 布 在 大 量 的 应 用 问题 中 出 现 ， 解释 这 一 事 
实 的 企图 自古 以 来 就 有 ， 关 于 正 态 分 布 的 卓越 地 位 的 
一 个 理论 根据 ， 是 由 概率 论 雹 税 限 定理 (шй theor- 
ens) 给 出 的 ( 亦 见 Тарасе 定 更 (Laplace theorem ); 
Ляпунов 定理 《Lyapunov theorem )) ， 这 个 结果 可 以 
用 和 如 下 方式 定居 地 说 明 ， 当 所 关心 的 路 机 变量 是 大 量 
独立 随机 因素 的 总 和 ， 且 其 中 最 大 者 与 其 总 和 相 比 也 
很 小 时 ， 正 态 分 布 是 一 个 良好 的 开 近 《 见 中 心 极 晴 定 
理 (central limit theorem )). 

正 态 分 布 又 可 作为 某 些 问题 的 精确 解答 而 出 现 
(在 现象 的 一 个 公认 的 数学 模型 框架 内 ) ， 在 随机 过 程 
(Brown 运动 的 基本 模型 之 一 ) 的 理论 中 就 是 如 此 . 
正 态 分 布 作 为 精确 解 而 出 现 的 古典 例子 则 始 于 С. F. 
Сащ» ( 观察 误差 的 分 布 律 ) 5 J. Maxwell ( $F + BË 
度 的 分 布 律 ) ( 亦 见 独 空 性 (independence ) ; 表征 定 
38 (characterization theorems ) ) . 

及 ”中 随机 向 量 X=(X,, 5-Х) 的 分 布 ， 或 
MODEER 关 , ，… ,的 联合 分 布 称 为 正 坊 的 (nor- 
mal) 《多 元 正 态 的 《multiardate nomal)j， 如 果 对 任 
ЖЖ Ге", ЖЕШ (1, X) 或 有 正 态 分 布 或 为 
常数 (后 者 有 时 也 说 成 有 方差 替 的 正 态 分 布 ) ， 对 于 
从 某 向 最 空间 E 取 值 的 随机 元 ， 仍 保留 这 一 定义 ， 只 
BR eE B| E` 中 的 任意 元 1 КУ г 并 用 线性 泛 酚 
IO 民营 标量 积 (1,，X)， 多 个 随机 变量 XX，，…， 
Х, 的 联合 分 布 有 特征 函数 ( characteristic fanction ) 


f(D) = mp (ie (r, Х)- + 0(4)}, 
En， 9 где", 
其 中 
Е(2, Х) = ЕХ + +t, EX, 
是 线性 形 ， 
QD) Et X- EX) = Ë cut 


是 非 负 定 二 次 形 ， 而 Го Ë X 的 协 方差 阵 (cova- 
zance matrix) ， 在 正定 情形 下 ， 相 应 的 正太 分布 有 概 
жж 


р(х, сс, х„) = 


=Cep(- + Фата а), 


КФ Q Ж Q ЮИ. 0а, 
为 Ху, 77, X, ВОЗЕН Н, 10 


1 
< артат] 
为 常数 .确定 正 态 分 布 的 参数 总 数 为 
(m+ U (n + 2) 
2 
它 随 n 而 迅速 增长 (n = 1 时 为 2, n = 5 时 为 20, 
n =10 时 为 65) ， 多 元 正 态 分布 是 多 维 统计 分 析 
( multi -dimensional statstical analysis ) 的 基本 异型 ， 它 
也 用 于 随机 过 程 理 论 中 (研究 无 穷 维 空间 中 的 正 态 
分 布 ; 见 随机 元 (random ертеп! )， 亦 见 Wiener 测度 
{ Wiener тезше); Wiener 过 程 (Wiener process ): 
Gaus 这 程 (Gaussian process )) . 

正 态 分 布 的 下 述 重 要 性 质 是 应 当 特 别 指出 的 . 两 
个 独立 内 有 正 态 分 布 的 随机 变量 X 与 X, 之 和 X 
也 有 正 态 分 布 ; 反之 ， 如 果 X= X, +X, НЕФ 
布 且 X, 与 X, 独立 ， 则 X, 与 X, 的 分 布 是 正 态 的 
(Стапёг 定理 (Cramer theorem)) 、 这 一 性 质 表 明 荣 
种 “稳定 性 ;如 果 X 的 分 布 “ 接 近 " ТЕД, ЖА 
X, 与 X, 的 分 布 也 同样 如 此 . 某 些 其 他 的 重要 分 布 
与 正 态 分 布 有 着 紧密 联系 【 见 对 数 正 态 分 布 (logarith - 
mic normal dstribution ); 非 中 心 x? 分 布 (non- central 
“chi -squared ° distribution )，Stngeat 分 布 (Student dš - 
tribution ); Узан 分 布 【Wishart distribution ) Fisher 
2 分 布 (Fisher z-ditibpution ); Hoteliing T? 分 布 
( Hotelling Т?- distribution ) ; Xx? 分 布 { ° chi - squared ° 
distnbution)) .作为 还 近 于 正 态 的 分 布 的 近似 表示 ， 
Edeeworth 级 数 (Edgcworth seres) 与 Gram -Clatier 
级 数 ( Gram .Chatter series ) 等 有 着 广泛 的 用 途 . 

有 关 利 用 观察 结果 来 估计 正 态 分 布 参数 的 问题 见 
ЖИЙ (unbiased estimator ) ， 与 正 态 性 俱 设 检验 
有 关 的 问题 见 统计 学 中 的 非 参 数 方法 (non - parametric 
methods in statistics ) ， 亦 见 概率 转 纸 ( probability graph 
paper ) - 
参考 文献 

[1] Большев, Л. Н., Смирнов, Н. B., Таблицы Ma - 
тематической статистики, 2 изд., М., 1968. 

[2] Таблицы нормального интеграла вероятностей, нор- 
мальной плотности и ее нормированных производ - 
ных, М., 1960. 

[3] Гяеденко, Б. В., Курс теорки вероятностей, 5 
изд., М., 169 {中 译本 ; Б. В. Ма, Ж 
论 教程 ， 人 民 教 育 出 版 村 ，1955 ). 

[4] Cramér, H , , Mathematical mnetbods of statistics , Prin - 
ceton Ому. Press, 1946( 中 译本 : Н. иа, 
计 学 数学 方法 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，!966) . 

[5] Kendail , М. G. , Stuart, А., The advanced theory of 


‚а, 分别 


тс 


Statistics. 1. Distribution theory, Griffin. 1977. 
[6] Kendall, М. G... мап, А.. The advanced theory of 
statistics, 2. inference and relationship . Griffin , 1079. 
Ю В, Прохоров #& 
【 补 注 】 
参考 文献 
[A1] Johtson, N. L... Кот, S ., Distributions in statistics , 
2. Continuous urivanate dis:ributions , Wiley, 1970 
[A2] Johnson, N. L., Кох, S., Distributions in statis - 
tics 2. Continuous multivariate distributions , Wiley , 
1972 
[ АЗ] Pearson, E. 8., Нагйеу, Н. О., Biometrika tabies 
for statisticians 1, Cambridge Univ , Press , 1966. 
ЖБ 译 


ЈЕ #9) 77 Ж #6 [normal dynamical system ; нормальная 
динамическая система] 

1) 与 当 作 动力 系统 的 【 效 义 ) 平稳 Gas 过 程 
(Gaussian process) 同 义 . 

2) 在 各 世纪 和 0 与 50 年代 ， 有 了 时 用 来 称呼 
Lebesgue 空间 (Lebesgue space) 〔 那 时 称 为 正规 测度 
空间 (normal space with а measure )) 中 的 动 
ж. Д.В. Аносов Ж 潘 一 民 Ж 


ТЕЗДЕЙ [norma] epimorhism; нормальный эпимо- 
рфизм ] 
一 个 态 射 ， 具 有 由 一 个 群 自然 喘 射 到 其 一 商 群 上 ， 
或 一 个 环 自然 映射 到 其 一 商 坏 上 ， 这 样 的 特征 性 策 - 
设 R у АБАН ЕВ ( category ) — МА v: 
A r V 称 为 一 个 正规 满 态 射 ， 如 果 每 一 个 态 射 g:4 一 
了 总 能 从 av = O, x: X 一 A 与 ag 一 0 来 唯一 地 表 
示威 9 = v9’ 的 形式 . 任何 态 射 的 余 核 (cokermel) 都 
是 一 个 正规 满 态 射 ， 六 命题 一 般 是 错 的 ; па, m 
中 的 态 射 都 月 核 ， 则 每 一 个 正规 满 杰 射 都 是 一 个 祭 核 . 
在 一 个 Aba 范畴 (Abeiian category) 中 ， 每 一 个 满 态 
射 邦 是 正规 的 ， 正 规 满 态 射 的 概念 是 正规 单 访 射 (nor- 
mal monomorphism ) #0 825. 
М.Ш. Цаленко Ж 周 伯 坝 译 


正规 方程 [nonnal equation ; нормальное уравненне ] JF 
平面 上 宣 线 的 具有 下 列 形式 的 方程 : 
хоз@ Tysina — p=0, 
其 中 x 和 y 是 平面 上 的 Descartes BB d, cosa 和 
sinw 是 垂直 于 该 直线 的 单位 向 量 { соза, sina } 的 坐标 ， 
p20 是 从 坐标 原点 到 读 实 线 的 距离 . 形式 为 
Ax-By+ C= 0 
的 直线 方程 梁 以 正规 因子 (nomaliing factor) 2 以 
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后 可 以 化 为 正规 形式 ，4 的 绝对 值 为 {42 十 B87) 72 ， 
符号 与 C 由 反 《 如 果 C 二 0、 则 4 的 符号 任意 ) 
类 似 地 ， 平 面 方 程 
Ах+ By+Cz+D=0 
乘 以 正规 因子 4 以 后 可 以 化 为 正规 形式 
хоља 十 》c08 有 十 zc087 — p=0, 


其 中 оова, cos g 和 cosy 是 竹 让 于 该 平面 的 向 量 的 方 
向 余弦 ， 正 规 因 子 А 的 绝对 值 为 (4 + ВЗ Сус", 
符号 与 D 相反 . А. Б. Иванов Ë ЯЖ И 


正规 扩张 [oonmal extension ; пормальное расширение ], 
ж КЮ 

的 一 个 代数 扩张 ( 见 域 的 扩张 (extension of 
a field )) 元 ， 满 足下 列 等 价 条 件 之 - …: 

1) 工 到 天 的 代数 闵 包 ( algebraic closure ) К 中 的 
ЖАЛА L 的 一 个 自 同 构 ; 

2) 工 是 系数 在 下 中 的 一 组 多 项 式 的 分 裂 域 (spl- 
itting Йе of a polynomial ); 

з) 任 一 系数 在 K P R£ K 上 不 可 约 的 多 项 式 
Кх), 如 果 有 一 个 根 容 上 中 ， 则 在 上 中 分 裂 为 线性 
+. 

对 每 个 代数 扩张 FE/ 天 ， 存 在 一 个 中 同 域 . 它 是 
ЕТЕ 发 上 正规 的 最 大 子 域 L. ОЙЛА L = (YF, 
s 遍及 所 有 ЕРКЕ ЖА. 还 有 一 个 包 有 F 的 最 
小 的 K 的 正规 扩张 ， 那 就 是 所 有 域 严 的 合成 域 ， 它 被 
称 为 是 F 相对 于 K 的 正规 闭 包 ( normal closure ). 若 
L, 和 L, 都 是 故 上 的 正规 扩张 ， 册 其 交 L. (L, 和 
合成 + „ЖЖ. 但 车 1/К', К'/ 天 均 为 正规 扩 
张 , 则 工 /KK 未 必 是 . 

对 于 特征 为 0 的 域 ， 每 个 正规 扩张 是 Galois 
扩张 ,一般 地 、 一 个 正规 扩张 是 Galois 扩张 (Galois 
extension }， 当 且 羽 当 它 是 可 分 的 {网 可 分 扩张 《 seper- 
abel extension) ) . 


参考 文献 
[1] Waerden, B. L. van der, Algebm. 1—2. Springer, 
1967 — 1971 СВ) 
[2] апр, 5., Algsbra, Addison - Wesley, 1984. 
[3] Постников, M.M. , Теория Галуа, М., 1963. 
Л.В. Кузьмин # шт Ж 


正规 族 [normal family ; нормальное семейство ], 区 域 
пей а 

空间 C" 中 的 区 域 了 内 的 复 变量 := (гү, U, 2) 
МИНЕТ ЕКО f (z) 所 组 成 的 这 样 的 函数 族 5: 从 S 
里 的 任意 一 个 函数 序列 ， 都 能 抽出 一 个 在 上 的 紧 子 集 
上 - 致 收 生 到 一 个 解析 函数 或 无 穷 的 子 序 列 {/ (z)). 
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л Е Suk: 538. э] еа 
天 二 忆 和 任意 的 M >0, ЖНЖ N = N( K, M), Ë 
得 村 所 有 的 v> N, ге Кж | f,(z)| > M. 

如 果 函 数 淡 在 菜 个 以 2 为 中 心 的 球 内 是 正规 
的 ， 则 称 5 为 "eD ЕЖ. БЁЛЕ УЗЕ D 内 
Зе. з РЛ заа А ер 都 是 正规 的 . 
ПЕ А ОО АВА ТЕ АО, ТОЗ АЯ А 
ЖЕ ( BL 30 НЕН ( compartness principle) ), 如 果 区 域 D 
C" ө о 8 其 有 这 样 的 生 质 ， 即 所 有 函数 
7(z)e8 都 不 取 两 个 给 定 的 值 ， 那么 在 卫 内 旦 正规 
的 (Montel š ## ( Montel theorem】). 这 个 正规 定 则 大 
大 简化 了 解析 浮 数 在 宁 性 奇 点 essential singular point) 
的 领域 内 的 研究 ( 亦 见 Picard 定理 (Picard theorem))， 

类 似 地 定义 区 域 D = C = C' 内 的 亚 纯 印 数 正规 族 
{ normal family of meromorphic functions ): `p бзи 
纯 函 数 族 8 是 正规 的 ， 如 果 从 8 里 的 每 一 个 函数 序列 
都 能 抽出 = 个子 序列 {了 ,(z)}, 它 在 也 的 紧 子 集 上 一 至 
收 敏 到 一 个 亚 纯 函数 或 无 穷 . ЕНЕ М [/ (гур р 
Н Е ВОКС г) (不 包括 F(z) = oo Е 
形 }、 如 果 对 于 任意 的 紧 集 发 < 户 和 任意 的 s> 0， 都 
# N= М(є, 下) 和 以 点 zie 下 为 中 心 ， Це (е, К) 
ЭЁ {ФИН В = B(z° , r), ВВР у> N, 35 Де?) 
关中 时 有 


0-76) <е, гєВ, 


05 f (z) = o 时 则 有 


1 
17,0) 


<5,2ЕВ. 


- 1 
Ў) | 


如 果 区 域 已 < СИНКО 5415 918 3 具有 这 样 的 性 质 ， 
ИЯГЕ Je 5 都 不 取 三 个 给 定 的 值 ， 那 么 8 是 正规 
的 (Montel 定理 【Montel theorem }). 亚 纯 函 数 族 8S 在 
киреси тян, чиза ЕКС 
рж sup (00702): 768; < о, 
其 中 

e000) = т 


就 是 所 调 了 (z) 的 球面 导数 ( spherical derivative ). 

从 0 世纪 30 年代 以 来， 正规 族 在 解析 函数 的 边界 
性 质 {boundary properties of analytic functions) 的 研究 
中 【《 亦 见 聚集 合 ( cluster ses), [3], [4]) 具有 重大 的 
意义 . 单 连通 区 域 Dc C 内 的 亚 纯正 数 f (z 2) 称 为 区 
Жр 内 的 正规 函数 ， жй ОК [/Gy(z))) рй 
是 正规 的 ， 其 中 7(z )3G8 РЕТ АЗЕ АГ, 8 
ГС) 称 为 在 多 笑 道 区 域 十 内 是 正规 的 . IR E D 
ЙЛ Ф ( unive: 


# D 内 的 亚 纯 函数 f(z) 不 起 三 个 值 ， 那么 f(z) 是 正 
需 的 ， 为 了 使 得 f(z) Ос) # ЖК) 在 单位 圆 G = 


{zeC: |z|<1} 内 是 正规 的 ， 下 述 条 件 是 充分 而 且 必 
要 的 : 

Я А _ _ À 
T+ < тр 2965 с=с) =. 


xf B y Bl G АВО p li А 2), ЖЮ 
点 iT= {teC; |= 1 的 渐 近 值 (asymplotic va - 
lue ) x 的 存在 性 蕴含 a 是 f(z) 在 之 的 个 非 切 向 边界 
值 ( 见 角 边 界 值 (angular boundary value )) . 但 是 ，G 
肉 的 一 个 亚 纯正 规 郴 数 可 以 完 侠 没 朋 渐 近 秆 而 另 一 
方面 ， 如 果 f(z) 是 G 内 的 一 个 全 纯正 规 画 数 ， 那 么 非 
切 向 边界 信和 其 至 在 单位 较 周 本 的 一 个 在 工 内 稠密 的 点 
жін. 
#**%x 
[1] Montel , P ., Leçons sur les famillcs normales de fonctions 
analytiques ct leurs applications , Gauthicr- Villars , 1927 
12] Маркупенич, А. И., Теория аналитических Функ - 
ший, 2 изд. т, 2, М., 1968 ( 英 译本 : Markushe + 
vich, А. 1., Theory of functions of а complex уші - 
able, 2, Chelsea , 1977). 
[3] Collingwood Е. Е. and Lohwater, A. J., 
of dluster sets, Camgridge Univ, Press , 1966 
[4] Л‹ватер, А., в кн.; Итоки науки и техники. Ма - 
тематический анализ, г. 10, M., 1973, 09—20 
E. R. Соломенцев j# 
[ 补 注 ] 设 D, SC", D, SC" 是 两 个 区 域 .从 DD 到 
DD 的 解析 映射 族 下 称 为 正规 的 ， 如 果 从 下 中 任意 的 一 
个 呐 庙 序列 ， 或 老 能 取出 一 个 子 序列 { 大 (2)}, EZE р, 
内 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 到 一 个 从 D. 到 D, 的 解析 映 
射 ， 或 者 能 取出 一 个 子 序 列 {了 ,({z)), 它 具有 这 样 的 性 
质 ， 即 对 于 任意 的 紧 集 KK, = D,，K, = D,, 存在 个 
М, 证 得 对 于 "> N. f ,(K,)( YK, = 由 成 立 , 见 [Al]. 
参考 文献 
[AL] Krantz, $. G., Function theory of several complex 
variables , Wiley , 1982. 
1А2] ёо, О, and Yitanen , К. 1., Boundary behawour 
and normal meromorphic functions, Аса Math., 97 
(857), 47 — 65. 
[译注 】 АС. Miranda J ñ, OA K 10 多 年 里 ， 
Моп 的 正规 性 定 则 被 大 大 地 发 展 了 . 其 中 ， 函 数 不 
取 三 个 给 定 的 值 的 假定 部 分 地 或 全 部 被 画 数 的 导数 
(或 ， 更 一 般 地 ， 微 分 多 项 式 ) рея МИН адва ЛГ 
代替 ， 见 [B1]. 关于 经 典 的 Marty ДІ (ОКЕ 
规 性 等 价 于 它 的 球面 导 赦 的 一 致 有 界 性 ) 的 改进 和 推 
三， 见 [B2] . 
参考 文献 
[BI] B kx, 


The theory 


亚 纯 前 数 的 正规 族 ， 四 川 教育 出 版 社 。 


191. 
182] ИЖ Ж. Малу 定 则 的 改进 及 其 应 用 ， 中 国 
科学 ，A 辑 ，23(1993)，2，123 - 19. ЖЖ 


正规 形式 | normal form ; нормальная форма ] 

1) ЖЕЕ À ВО tE 992 5 (normal form of a matrix) 
是 由 4 用 规定 类 型 的 变换 而 得 到 的 一 个 事先 指定 特殊 形 
ЕЖЕ N , 区别 各 种 不 同 的 正夫 形式。 有 吉 于 该 变换 
的 类 型 ，4 的 系数 所 属 的 域 K， 有 4 的 形式 ， 以 及 最 后 
有 蚤 于 被 求解 问题 的 特殊 的 性 质 { 例 如， 有 蒜 于 从 4 转 
移 到 N 是 否 想 扩张 尺 、 从 4 唯一 地 或 带 有 某 些 随意 性 
确定 六 的 必要 性 ). 常常 应 用 术语 “ 典 范 形式 "(canoni- 
cal form) ТЇ ЧЕЗ”. 下 面 是 些 幅 型 的 正规 形 
式 .( 今 后 M... (K) 328 Ж SC tE K th ñ етт 
пара.) 

Smith 还 规 形 式 (Smith normal огт). & K R £ 
ЖОЙ Z RR ОРЕН ЕРЕ ЭР д Ла Ар. 
ж Be M,,, (K) 称 为 等 价 (equivalent) 于 短 阵 
дем... (К), летаа СЕМ, (К) 与 
ре M,.,,(K) 使 得 B=C4D . 在 这 里 B S ФА, эң 
ИЧ ВЕГА. 4 经 过 一 列 初 等 行 与 列 变换 (dementary 
row- and - column fransformation) , шй = 种 类 型 的 
变换 得 到 : а) 行 {或 列 ) 的 置换 ; b) 一 行 (或 列 ) 乘 以 K 

一 个 元 过 加 到 另 一 行 (或 列 ); 或 者 c) 用 K 的 可 北 
ЖЖЖ? (或 列 ) ,对 于 这 种 类 型 的 变换 ， 妇 下 命题 成 
立 : 等 一 个 矩阵 Ae M,.,(K) 等 价 于 形 如 


0 


0 

前 短 陈 Ne Mxs (К). ЖХ, Жа, 4,50; 对 
1=1, r-l, 4Җ #4; #Н, ШЕ K=Z, MN 
Ж 4,BDE 8, 如果 下 =Ff24]， 则 所 有 多 项 式 4 的 首 
项 系数 为 1 . 这 个 矩阵 称 为 了 4 的 Smith 正规 形式 ， жа, 
称 为 4 的 不 变 因子 {invariant factor), 而 数 了 称 为 它 的 
秩 (rank) . A Smith 正规 形式 唯一 一 确定 ， 且 可 按 如 下 
方式 找到 ， 刀 的 牧 + 是 4 的 最 大 非 零 子 武 (minor) 的 阶 
Ж. 8181476, ШИЖ) 的 所 有 4 的 子 式 中 至 
ОЛЕ. Ф A, G=1,- r) 是 阶 数 为 1 的 4 的 所 
有 非 零 子 式 的 最 大 公 因 子 (对 KK= 世 通过 条 件 A,>0 正 
规 化 ， 对 于 K=F[4]， 让 A, 的 首 项 系数 为 )， 并 
Н. 令 Ao=1. 这 时 , аА А Је, ск. 不 变 因 
子 组 成 等 价 矩 阵 类 的 不 变量 的 一 个 完全 集 : M. (К) 
中 两 个 矩阵 是 等 价 的 ， 当 且 仅 当 它们 的 秩 与 有 相同 指 
标的 它们 的 不 变 因 字 相 等 ， 

不 变 办 学 四 ,中 分 裂 ( 不 计 因 子 次 序 按 唯 一 的 
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方式 ) 成 KK 的 不 可 约 元 8,…,e,( Š K=Z Ef, ПЖ 


>1 的 正 整 数 ， 当 玉 =F[4] I 时， 它们 是 首 项 系数 为 1 
有 正 次 数 的 多 项 式 ВЛА aga: 
ee 


这 里 mm 均 为 埋 负 整数 . 满足 nu>0 的 每 一 个 因 - e 
称 为 (在 玉 上 )4 的 初等 因子 {clementary divisor) . 4 的 
每 个 初等 因 寺 出 现在 带 有 重 数 等 于 它们 分 解 中 有 此 因 
子 的 不 变 因子 的 个 数 的 4 的 所 有 初等 因子 的 集合 @x 
内 . 与 不 变 因 了 于 比较 ， 初 等 因子 有 边 于 在 其 上 4 被 考 
жюз K: 如 果 К=Р[;|. ЕЖ РЕК, П 
КРА]. ИЖ АеМ„„,(К)=М„ „(Ку 一 般 有 
相 异 的 初等 因子 ( 亿 闪 相同 的 不 变 因子 )， 此 有 束 于 是 
否 将 4 视 为 М (K) 的 或 者 M... (K) Ж. 不 
谈 因 子 可 从 初等 因 于 的 整个 梨 合 找到 ， 反 之 亦 然 . 
寻求 Smith 正规 形式 的 实际 方法 例如 可 见 [1] 
关于 Smith 正规 形式 对 K= Z (Л [7]) 与 对 K= 
F[?]( 见 [8]) 的 主要 结果 已 得 到 . 不 用 实质 上 的 改 
ДЕ, Зла 正规 形式 理论 能 转移 到 KK 为 任意 主 理想 环 的 
情形 { 见 [3],[6]) .Smith 正规 形式 有 一 些 董 要 应 用 ; 
例如 ， 主 理想 环 上 有 限 生成 模 的 结构 理论 以 它 为 基础 
( 见 [3],[6])、 特 殊 地 ， 这 对 于 有 限 生成 的 Abct aE 
论 与 Jordar 正规 形式 ( 见 后 面 ) 理 沦 成 立 . 
自然 正规 形式 (natural normal отп). ++ КЙ. 
两 个 方 降 А, BeM,., (K) 称 为 在 К ЕНД 
(simiaD ， 如 果 存 在 非 奇 里 矩阵 CE М, „ (К) 使 得 p= 
САС. 相似 性 与 等 价 性 之 问 有 着 密切 的 联系 ， 两 个 
和 矩阵 4,Bs M,..(K) 相似 ， 当 且 仅 当 答 阵 4E 一 4 与 
4E~B 等 价 ,这 里 上 是 单位 矩阵 . 因此 ，4 与 B 相 似 
БЕ ЖЛ ЖЖ Кд] 上 AE~A 与 1E~B 的 所 有 不 
变 因 闻 相同 ， 或 同样 地 ， 初 等 因子 的 整体 相同 . 对 子 
相似 和 矩阵 4 与 了 ， 寻 找 忆 的 实际 方法 见 [1],[4] . 
矩阵 XE 一 4 称 为 4E M,, (K) 的 特征 Е BE (char- 
acterstic таш), fj 4 一 A 的 不 变 因 子 称 为 АЙН 
ЕЛЕЕ (ашу invarianb; ВП а, 记 为 £, 
- 多 项 式 由 是 18 一 4 的 行列 式 、 并 称 为 4 的 转 
шук панами роіупотіа) . 假设 4, Е 
>; Н} 24+1, аМИЖАТ 1， 这 时 4 在 KE 
相似 子 形 如 


0 1,) 
ЯЕ мем, sf 天)， 式 中 对 于 多 项 式 


f Pta" Toda 


П 
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L(f) 表示 所 谢 的 友 逢 阵 (companion matrix) 


от O оо 
0 0 1 з 0 O 
10) = А {зе , 
оо 0 = 0 1 
78 74а 742 77 7а 76 


BBN Н АЕ, ЧЕЗ АШ Ж-- Н 83836 
式 (first паша] normal fom) (0 [1].02]) 7 
` жб, i 是 48 一 A 的 所 有 初等 因子 的 全 体 ， 这 
时 4 在 久 上 相似 于 一 个 分 类 对 角 短 阵 М, СЯ ЯМ 
算 子 {block- diagonal operator) ): 


0 


N,= (е) 
0 


其 央 均 是 iE 一 和 的 所 有 初等 因子 еер, a, Е 
降 . 不 计 主 对 角 线 上 闭 块 的 次 序 ， 矩 阵 N, 由 А@-- 
ва; от дт (о natural 


-与 第 一 种 对 比 ， 一 鼻 地 说 来 第 二 
自然 正 规 形 式 随 善 天 转 移 到 其 扩张 而 变化 

Jordan 正规 形式 (Jordan normal form) . 令 Кж 
Ж, лем... (К), B+ Z. a= le) KI) ЕШ 
隆 XE 一 4 的 所 有 初等 因子 的 全 体 . 假设 天 有 性 质 ，4 
的 特征 多 项 式 q, 在 K[4] 中 分 弄 成 线性 因子 . (B| 
如 ， 如 果 KK 十 复数 域 ， 或 更 一 般 地 ， 任 意 民 数 闭 域 ， 
那么 情况 就 是 这 样 的 . ) 这 时 ， 每 个 多项式 e,, 对 某 个 


а6К, ЖЕЖ А-а, TR, еб 有 形式 a). 
Ms (КЭЛ 
a 1 . 0 
= оз, 
0 а 


的 给 阵 ЛОГОС f =(4—а)'. аек) 称 为 了 的 超 友 
ЯЕ ЕЁ (Hypercompanion matrix) ( 见 [1]) ЖААН а 
的 s 87 Jordan B: (Jordan Боск). 下 面 的 基本 命题 成 
Ж: RE A E K. 上 相似 于 一 个 分 块 对 角 和 矩阵 Je 
M,., (天 )， 其 对 角 抉 恰 为 1 巨 -4 的 所 有 初等 因子 的 超 
ARM: 


J= е”) 


ШЖК Ez EQ KF, L /是 唯一 确定 的 ; 它 
是 Jordan 炬 阵 { Jordan matrix), НУ 4 的 Jordan Е 
规 形 式 . 知 果 下 不 具有 上 述 性 质 ， ПРЕ K EA # 
Й Jordan 正规 形式 (但 在 天 的 一 个 有 限 扩张 上 可 以 变 
到 Jordan і). 对 在 任意 域 K 上 能 够 约 化 为 所 
谓 的 广义 Jordan 正规 形式 的 信息 见 [4]. 

ТРЧЕ ЛЕВЕ Ф ЈЕ ЈЕ КЬ. ЯЯ 
ЖЕКЕ О ЖИ ИОН 
阵 的 正规 形式 , 令 外 是 域 ， 两 个 矩阵 4 Be M,.,(K) 
称 为 相合 的 (congruemt} ( 见 [1]), 如 果 存 在 非 奇 异 矩 
СЕМ, (K) 任 得 日 =CrdC . 对 于 对 称 与 斜 对 称 
乱 隆 类， 相合 关系 下 的 正规 形式 的 研究 已 经 相当 彻底 . 
假设 Char 下 #2 Ë А 为 斜 对 称 的， 由 47= 一 4; 这 时 ， 
所 相合 于 其 有 下 面 形式 的 叭 一 确定 的 拢 阵 Н: 


它 可 视 为 在 相合 关系 下 4 的 正规 形式 . ШЙ АШАК 
的 ， 即 4 二 A， 则 它 相合 于 如 下 形式 的 知 阵 D: 


其 中 对 所 有 i，e,¥0 . 数 r 是 4 的 秩 ， 且 是 唯一 确定 
的 ， 诸 5, 的 更 精巧 的 选择 有 赖 于 KK 的 性 质 . 因此 ， 如 
Ж 天 是 代数 闭 的 ， 可 假定 =; WE KES: 
数 域 ， 可 假定 对 某 个 p= =: = Bos = =s = 
一 工 ,也 由 这 些 性 质 叭 一 确定 ， айза н акк 
的 4 的 正规 形式 . 关于 许多 其 他 域 的 对 称 矩阵 正规 形 
式 的 信息 ， 还 有 关于 这 个 理论 的 Hemmite 阵 类 侯 结果 的 
fm. [61,110] 以 及 二 次 型 (quadmtic Юпп). 

如 上 考虑 的 正规 形式 理论 中 (也 在 其 他 正规 形式 理 
论 中 ) 的 一 个 共同 特征 是 如 下 事实 : ТЕ ЭЗЕ МОН Бї 
容许 变换 由 一 个 特定 群 的 作用 所 确定 ， 使 得 能 通过 这 
ЖЕКЕЧЕ E Ж 418 УВЕО ЈА (огы), 
并 且 ， 合 适 的 正规 形式 是 在 每 个 轨道 中 选择 特定 的 典 
范 表示 的 结果 . 因此 ， 等 价 矩 性 类 是 群 G= GL, (下 ) x 
GL, (K) 的 轨道 {这 里 GL (К) 是 系数 取 在 天 内 的 s 
阶 可 逆 方 隆 群 )， 它 通过 规则 4.” CAD 作用 在 


M... (K) 上， 其 中 {C,D)eG . жЕ СГ, (К) 
的 轨道 ， 它 通过 规则 A-- C7'4C 作 用 在 M,..(K) E. 
ЮР СЕС. (K) .相合 对 称 或 斜 对 称 失 阵 的 类 是 群 
GL,(K) 的 轨道 ， 它 通过 规则 4 -> C ”AC 作用 在 所 有 
nn 阶 对 称 战 斜 对 称 第 阵 集合 上 , 这 里 CeGL, (К). 从 
这 个 观点 出 发 ， 每 个 卡 规 形式 是 对 于 一 个 特定 变换 群 
的 作用 的 轨道 分 解 的 -一般 何 题 部 分 的 解 的 特例 . 
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ИМЕ Smith 典 范 形 式 (Smith canonical form) 和 与 第 - - 
自然 正规 形式 有 关 的 奥 范 形式 在 线性 控制 与 系统 理论 
(A]] ,LA2] PIR SEP: ` 这 里 研究 方程 组 = 4x 十 Bu， 
x ER"，wER"， 朋 相似 关系 是 : (А, В) ~ (545-1, 
SB). 矩阵 对 лев", вери" 称 为 完全 可 控制 的 
(completejy сого), МАЗ Ж V 
(B,AB,-:, AB)=R(A,B) 

的 秩 为 m， 注 意 到 只 (848 ,5В)=5А(А,В), РАЖ 
范增 式 可 通过 从 К( А,В) 选 返 nn 个 无 关 列 向 最 而 形 
成 . 可 按 许多 方法 来 做 这 件 宣 . 最 普通 的 方法 是 去 检 
查 出 现在 R(4,B) ЖР ШЕК ЕЕЕ. 这 产生 如 
下 对于 完全 可 控制 对 (4 ,了 B) 的 所 谓 的 Bpyuoscxuñ - 
Luenberger 典范 形式 ( Brunowskii - Luenberger canorical 
form) зй (block companion canonical 
form): Р 


Оп systems of linear indeterminate equ- 
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В=$'В=(Ё,,Б„), 


其 由 А, ВКА аха в. даємо 
n， 它 有 形式 


о - е 
[ое © = 
© 

L e° 
рә е 


元 =| Е 


АКЕ а, #0, Б, ЖЕ" М (а, а, +) 个 标准 基 
ИШ, Ра =0, Б, 有 任意 的 系数 * . 这 里 诸 * 表 
示 可 取 任 何 值 的 系数 . ШЖ 4 Җа 51, АВА A, É: 
空 的 {不 出 现 ) . 可 用 任意 城 代替 及 . йа, 称 为 可 控 性 
指数 (controlability index) # K ronecker 指数 (Kaonecker 
іе). 它们 是 不 变量 ， 

典范 形式 常用 于 (数值 ) Ж. 这 要 小 心 处 之 ， 因 
为 它们 或 许 不 连续 邮 入 事 于 参数 {i АЗ |). 例如 ，Jordan 
典范 形式 不 连续 ;这样 的 例子 有 


АО эне б, 
01 


тој. то 
oll Jol; 


连续 奥 范 形 式 问题 几乎 都 要 过 到 和 参 模 问 题 (moduli pro- 
blem) СЖ (moduli theory)) . 艰 关 的 有 对 旬 族 的 典 
范 形式 问题 。 多 如 ， 撼 阵 全 纯 族 在 相 亿 意义 下 的 典范 
形式 ([A4]) . 线性 控制 理论 中 模 类 型 阿 题 的 概述 见 
[A5]. 
Ж m=1 的 可 控制 对 {4,B)}， 即 8 为 癌 量 beR" 
的 情况 下 ， 短 陈 4 是 循环 的 ， 亦 见 下 一 节 关 于 算 子 正 
规 形 式 的 内 容 .在 此 特殊 情况 下 ， 仅 有 一 块 杞 ,( 与 一 
个 向 及 5,} . 对 于 伴 有 --- 个 循环 向 量 的 循环 炬 阵 ， 这 个 
典范 形式 亦 称 为 Frobenius 典范 形式 (Frobenius canoni- 
cal form) 或 友 典 范 形式 (comparion canonical form) 
参考 文献 
TAI Wolovich, W.A., Lincar multivariable systems, Springer , 
94. 
[A2] Klamka, J., Controllability of dynamical systems, КІШ- 
wer, 1990. 
ГАЗЈ Golub,S.H .and Wilkinson, 1. Н., ПЫ conditioned ci- 
Eee - systems and the computation of the Joman can- 
өлкай form, SIAM Вер. ‚18 (1976). 578—619. 
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ГАЯ} Amol'd. М.1., On matriccs depending on parameters, 
Russ. Math. Ѕыго., 26(1971),2 .29—43_. (Uspekhi Мас. 
Маш& 26 (1971), 2, 101-114.) 

[А5] Hazewinkel, М... (Еїлс) moduli spaces for linear systems: 
what are they апі what are they goed for, in С.Г 
Byrncs and C. F. Martin (ејѕ.}: Georctrical methods 
for the theory of lincar systems, Reidel, 1980 ,125 一 193 、 

[AG] Tumball, H.W. and Aitken, А.С., An introduction to 
(hc theory of canonical matrices, Blactos & Son, 1932. 

2) 算 子 的 正规 形式 (normal form of ап operator) 

是 自 伴 算 子 (self - adjoint operator) 4 在 不 计 同 网 意 义 下 

一 个 表示 ， 此 算 子 作用 在 Hilbert 空间 光 上 ， 并 作为 

НАННЯ ИТНЕ З. 
首先 ， 供 设 4 为 循环 算 子 (cyclic operator) ， 这 意 

味 着 存在 元 素 h e >Z. 4889443638 he ж JÉ Hl 

FE[4) 用 的 唯一 表示 、 这 里 РСС) 为 满足 


{rcaP eat Bh h) о 


的 钞 数 ， 式 中 (一 w<&<o0) 为 4 的 谱 分 解 (spectral 
Tesolution) . $ 10208: (—00, +00) НЯНЯ p (2)=( Е, В, 
h,) 的 平方 可 积 函 数 的 空间 ， 且 令 К, Рес (8) 是 带 
有 定义 域 


р, 0Р0: | 1РОРа (O <%) 


Н ЛЕВЕ ЕЛ KS ИСР. 这 时 ， 算 子 4 与 让 , 同 
构 ，4 = K. Й. ВЛЕВА А О: 
UD =D. B A=U"'K,U . 
接着 假设 4 为 任意 自 伴 算 子 . 这 时 ， 光 可 分 裂 为 
一 些 节 空间 ж, 的 正 交 和 种， 在 每 个 这 样 的 子 空间 上 4 
诱导 出 循环 算 子 4.， 于 是 ， 和 = 了 Ө x,.a=F e 
ШЕР K= YOK, E= Y Фур 
上 给 定 ， M A= K. 
算 子 天 称 为 4 的 正规 形式 (normal fomm) 或 典范 表 
示 (canonical representation) . 典范 表示 定理 可 推广 到 
任意 正规 算 子 (normail operator) 的 情形 . 
参考 文献 
[1] Әлеспер, А, И.,Спектральная теория линейных ae - 
раторов, М., 1965 
12] Ахиезер, Н.И,, Глазман, И. М., Теория линейных 
ошраторов в гильбертевои пространстве, 2 ma. 
М., 1966. В.И. Соболев PE 
3) 算 子 4 的 正规 形式 ( normal form of ап орег- 
аюг) 是 作用 在 Фок 空间 (Fock вра) 上 А 的 表示 ， 
此 空间 建立 在 某 空间 L, (M, с) E, KI (M. о) 
号 测度 空间 ( measure space ) ， 此 表示 有 和 的 形式 
4= У {к.. «(ора U y.) X 


таро 


хаба ауа (худа), 

“сау 
式 中 а(х), a` (x) (хем) жИН жй. Jy 
SE ÑE KT (annihilation operator) Ж (a (7): fe 
L, (M, a)) 与 产生 算 子 (creation operator) Ж 
(а: feL,(M, о): 


а) = аду) об), 


а) = {а FO) del). 


x 
在 表达 式 (1) 的 每 一 项 中 ,所 有 因子 а(у,) (j= 1, 
=, m) 位 于 所 有 因子 а(х) (1, сулпу 的 
边 ， 且 关于 两 个 变量 集 (x 1, U. х) М", (у, U, 
yn)EM”(n,m 二 0,1,…) 的 (可 能 是 广义 的 ) 函 
ЖОК, „ху, с, У) Е (Воп) 


Фок 空间 的 情况 下 分 别 关于 每 个 集 的 变量 对 称 ， 并 
且 ， 在 反对 称 ( Fermion ) Фок 空间 的 情况 下 关于 这 些 
变量 反对 称 . 
对 于 任意 有 界 算 子 4， 正 规 形式 存在 且 唯 一. 
表示 (1) 可 以 改写 成 直接 包含 涝 没 算 子 与 产生 算 
子 的 形式 : 


a (f) азаб О), 
(2) 
жир, (fa i=1,2, 55р L,(M, в) 中 的 规范 正 


33, B (2) 中 求 和 将 及 此 基 元 素 的 所 有 有 限 集 对 
U. f. (f f). 
在 任意 (可 分 的 ) Hilbert 空间 H 情况 下 ， 作 用 
于 建立 在 H ЕЁ Фок 空间 Г(Н) БАЯ А 的 正 
规 形式 对 H ФЕ (7:251, 2, …} 用 表达 式 
(2) 确定 ， 这 里 ，a (f), а (7), 产品， 是 作用 在 
T(H) 上 潭 没 算 子 与 产生 算 子 族 ， 
参考 文献 
[1] Березин, Ф. А., Метод вторичного квангования, 
М., 1965{ Ж# Ж; Васіл, F. А., The method of 
Second quantization , Acad . Pres , 1966). 
P. А. Милос JE 
【 补 注 
参考 文献 
[A1] Bogolubov, N. N., Logunov, А А. апа Todorov, 
1. T ., Introduction to axiomatic quantum ficld theory , 
Benjamin, 1975{ ЖАХ), 
[ A2] Kallen , G . , Quantum clectrodynamics , Springer , 1972 
САЗ] Glimm, J. and Jaffee, A., Quantum physics . Sprin - 
ger, 1981. 
4) 递归 函数 的 正规 形式 ( normal form of а recur - 


sive function ) 是 按 形 式 
ps) I оху, 2) = 0). 
确定 “个 于 位 递归 范 数 (recursive function)g 的 方 
法 ， 这 里 f (n + 1) 位 原始 递归 短 数 (Primitive re - 
сшызс function), о 是 1 位 原始 递归 函数 Н 
pz (f(x =, xo 2) 一 0 ) 是 将 最 小 数 算 子 《least - 
number operator ) 用 于 f 的 结果 .Kleene 正规 形式 定理 
(Kieenc normal form theorem ) М, КА ЕА 
数 g 使 得 每 个 递归 函数 p 可 以 表示 为 带 有 依赖 于 o 

的 某 合 适 函 数 了 的 形式 (<); 也 就 是 说 ， 


99) (Уф) (9 Сух, x): 
[e(x сз, х,)= {и я(/(х ‚сз, х, 2) = 0))]. 


正规 巷 式 定理 是 递归 函数 论 中 最 重要 结果 之 一 

A. A. Марков ([2)) 得 到 能 用 于 表示 (+) 的 正 
规 形式 定理 中 的 那些 函 教 9 的 特征 . 一 个 函数 g 能 被 
用 作 其 存在 性 已 由 正规 形式 定理 认定 的 印 数 ， 当 月 仅 当 
方程 g(x) 二 n 对 每 个 п НАЕ. Жр 
ЖАҢЫ ШС ( function of great range), 


[1] Мальцев, A. И., Ашоритмы и рекурсивные функ. 
ции, М., 1965 ( ЖЖ: Магу, А. 1., Ашоп- 
thms and recursive ñimetioms , Wolters - Noordhoff , 1970). 
[2] Марков, A. A., (Изв, АН СССР. Сер. матем.У, 
13 (1949), 5, 417 — 44. В.Е. Плиско E 
【 补 注 ] 
参考 文本 
[AL] Kieene , 8. С., Introduction to metamathematics , Nor - 
їһ-Нюйапа, 1951, р. 288 ( 中 译本 : S. C. ЖЖ. 
元 数学 导论 ， 科 学 出 版 社 ，1985)。 
5) 在 不 变 流 形 M 附近 的 如 下 微分 方程 组 的 正规 


= ф(х, x.) Еа 1,7, (1 
是 一 个 形式 的 方程 组 
20,006 y). в,а, (2) 


A (1) 经 过 可 道 的 形式 的 坐标 变换 


1 (3) 


得 到 ， 其 中 ，Taylor -Fourier 级 数 ¿, 仅 包含 共振 项 
(resonance term ) .在 -~ 种 特 殊 情 况 下 ， 正 规 形式 首先 
出 现在 Н. Poincare 的 学 位 论文 中 ( 见 [1]) . 用 正规 
形式 (2) 某 些 微分 方程 组 (1 ) 可 被 求 积 ， 且 许多 可 
研究 稳定 性 以 及 近似 求 积 ;对 方程 组 (1) ， 了 寻求 其 周 
期 解 与 条 件 周期 解 族 的 工作 业已 成 功 ， 而 它们 的 分 峡 
《bifurcation ) 也 已 被 邦 究 . 
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不 动 点 邻 域 内 的 正规 形式 ， 假 设 M EDS h МН 
(1) 的 一 个 不 动 点 关于 (x, сз, х,) =0 (mM 
Ф(0)=0),Х р ЮН, Нд. д, Ж 
对 X=0 EB 10џ,/ ёх, 的 本 征 值 . ФА = (,,, 

l A.) 0. н х= 0 的 一 个 全 分 域内 方程 组 
(ТУЖАТ ЕВ (2): 对 了 = (y,, 7, 
y.) = 0Ж# | ду, / ду | 有 正规 撒 式 (例如 ，Jordan 
正规 形式 ) ， 且 Tayler 级 数 


da (5) 


的 共鸣 项- 这 里 Q = (а, сз, у), Y° = 
"зу, М (Q: 整数 a,20,4,2 —1, 4+ 
ъа, 20). 如果 方 程 (5) 在 N= N Ü UN, 
内 无 解 Q # 0, ЕЗИ (2) 是 线性 的 : 


дуо =l," n. 


带 有 人 #0 的 每 个 方程 组 (1 ) 在 不 劲 点 的 一 个 邻 域 
内 通过 某 个 形式 变换 (3) 可 简化 到 正规 形式 (2), 
这 里 ,是 《可 能 为 发 散 的 ) 知 级 数 ，$,(0) = 0 旦 对 
Y=0 dtlot,/ay,lz0. 

一 般 说 来 ， 正 规 化 变换 (3) 与 正规 形式 (2) 
(也 就 是 (4) 中 系数 g.) 不 是 出 原 方 程 组 (1) 唯一 
确定 的 .正规 形式 (2)] 保持 方程 组 (1) 的 许多 性 
质 ， 诸 如 是 实 的 ， 对 称 的 ，Hamilton 的 ， 等 等 ( 见 
[2], [3]) ， 如 果 原 方程 组 包含 小 参数 ， 则 可 把 它们 包 
括 在 诸 坐标 x 中 ， 这 时 k = 9。 这样 的 坐标 在 正规 
化 变换 下 不 变化 ( 见 [3])， 

如 果 k 是 方程 (5) 的 线性 无 关 解 Qe N 的 个 
数 ， 则 用 变换 


y= zw се 


这 里 a 均 为 整数 ， 且 аа, = 土 1， 正 规 形式 
(2) 变 到 一 个 方程 组 
,=2f (ш, 
( 见 [2], [3])， 此 方程 组 的 衣 归 结 到 类 д 个 方程 的 子 
方程 组 的 解 与 п-к 次 求 积分 ， 必须 在 多 重 育 界 点 
z =: = z, = 的 邻 城内 研究 此 子 方程 组 ， 基 为 f. 
сел, 不 全线 性 项 ， 这 可 用 局 者 方法 来 做 ( 见 13]) . 
如 下 句 题 已 被 考虑 ( 2 [2]) : 在 正规 形式 (2) 
怎样 条 件 下 ， 解 析 方 程 组 (1) 的 正规 化 变换 收 化 (是 
解析 的 )? Ф 
= = minl(Q , A)|, 


эрез, зуп, 


2 i=1, ,nn 


WE, Qe N 满足 
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(QA EO G+ tq, 25. 

Я о: Era 2 “ош, <®. 

Ж Q: limsup 2 logo, < ос, k = ©. 

条 件 р 比 条 件 o 能 .对 几乎 所 有 的 A( 相对 十 
JLebcsque 测度 ) 两 者 均 满足 ， 旧 着 关于 A 的 很 弱 的 算 
术 限 制 ， 

在 Re A=0 情况 下 ， 还 存在 条 件 4 ( 对 一 策 情 
形 ， 见 [2]): AF236938 a( 站)， 便 得 在 (4) 中 у, = 
дома бе 1 

如 果 对 解析 方 各 组 (1) АЖА о. BIE 
规 形式 (2 ) 满足 条 件 4， 则 存在 一 个 (1) 到 某 正 规 
形式 的 解析 变换 .如 果 (2) 出 某 解析 方程 组 得 到 ， 且 
ЛИЯ S 也 不 满足 条 件 А, ЛИЕВ 
组 (1) ， 它 以 {2) 作为 其 正规 焉 式 ， 昌 每 个 到 正规 
形式 的 变换 发 散 ( 不 是 解析 的 ) ， 

因此 ， 上 面 所 提前 问 题 除了 A 满足 条 件 w H 
满 下 而， 而 正规 形式 的 余下 系数 满足 条 件 4 的 那些 
正规 形式 以 外 ， 对 于 其 他 所 有 的 正规 形式 都 解决 了 . 
这 些 例外 情形 对 正规 形式 的 诸 系数 是 有 非常 严格 的 限 
її, НАРА п 一 般 说 来 只 在 退化 情况 下 成 立 ， 这 
就 是 说 ， 变 换 到 正规 形式 的 发 散 性 的 基本 原因 不 在 于 
小 分 母 (small denominators ) ， 而 在 于 正规 形式 的 
в. 

但 即 使 在 对 于 《2》 的 正 闫 化 变换 (3) 发 散 的 情 
疯 下 ， 奶 可 研究 方程 组 ( 1) 解 的 性 质 ， 例如， 一 个 实 
ЭН (ТЭ 即使 它 不 是 解析 的 ， 也 活 到 正规 形式 (2) 
的 光滑 变换 . 关于 光 汪 正规 化 的 多 数 结果 在 所 有 Кел, 
#0 条 件 下 业已 得 到 .在 此 条 件 下 借助 于 有 限 光 滑 性 
类 的 变换 X -~ y， 方 程 组 (J) 可 变 到 截 尾 正规 形式 
(truncated normal form) соет 


b, = (V),i=1,-,. mn, (6) 


其 中 诸 ү, 是 次 数 为 m 的 多 项 式 ( 见 [4] 一 [6]). 如 
果 在 正规 化 变换 (3) 中 舍弃 次 数 高 于 m 的 所 有 项 ， 
АНЛА 


х,= 00), 1-1,5, n (7) 
(W 是 多 项 式 ) ， 它 将 (1) 引 到 形式 
A +4100), #1, m (8) 


这 里 诸 р, 是 仅 合共 吵 项 的 多 项 式 ， 而 诸 Ф, 是 仅 含 次 
数 高 于 m 的 项 的 收 纹 矫 级 数 . 截 尾 正规 形式 (6) ЮЖ 
Ж (8) 的 解 的 近似 ， 朋 经 变换 (7) 后 ， 给 出 原 方程 
组 11) 的 近似 解 . 在 许多 情况 下 ， 能 成 功 邮 构造 出 
(6) 的 Ляпунов @# {Lyapunov function) (或 eT - 
зев 函数 ( Chetaev function)) f( V) 使 得 


ПСАКИ 


у f ¿ 
> дь, ® 


其 中 c, 与 c, 为 正常 数 ， 这 时 (О) 是 方程 组 (8) 
的 Ляцунов (Четаев) 函数 ; 也 就 是 说 ， 点 X= 0 是 
稳定 的 【不 稳定 的 ) .例如 ， 杂 果 所 有 的 Re2 < 0， 
则 可 取 mw = 1, f= У ,639， 并 得 到 在 线性 近似 下 的 
Ляпунов 稳定 性 定理 ( [7] ; 关 寺 其 他 例子 见 概述 
[8]). 

从 正规 形式 (2) ú TR r EB ( 1) 的 不 变 解 析 
集 . 今后 为 并 述 简 单 起 见 ， 息 定 Re A 一 0， 从 正规 形 
式 (2) 引出 形式 的 集合 


м (Ур едра. i= l, nj, 


式 中 4 为 自由 参数 . 条 件 4 在 集合 “上 被 满足 . 令 X 
ДВИНА А, i, с, b, ] jn ,两 两 
可 公 谋 的 形 邵 {Y: yp, =0,，i= U, h) 的 子 空间 之 
并 .形式 的 集合 .v= .x 个 KK 在 方程 组 (1 ) 内 解析 .从 
选取 子 集 多 ,使 得 如 果 条 件 中 成 立 ， 必 在 (1) 内 解析 
( 见 13]).(1) 的 周期 解 与 条 件 周期 解 族 出 现在 集合 Z 
与 多 上 ， 通 过 考虑 带 有 小 参数 方程 组 中 的 集合 252, 
可 研究 这 样 解 的 所 有 解析 扰动 与 分 时 ( 见 [9]) . 

推广 . 如 果 方 程 组 { 1) 不 能 变 到 正规 形式 (2) 但 
能 变 到 右边 包括 某 些 非 共鸣 项 的 方程 组 ， 则 最 终 的 简 
化 昌 没 用 大 实际 意义 ， 但 可 改善 变换 的 性 质 . 因 
此 ， 在 前 弱 的 条 件 4 下， 到 “ 半 正 规 形式 ”的 简化 是 
解析 的 (ОЛ. [2]) . 另 一 变种 是 仅 在 某 些 子 流 形 上 (Bl 
如 ,在 某 些 坐 标 子 空间 上 ， 见 ГОЈ) 使 方程 组 (1) 正 
项 化 的 变换 . 这 些 方法 的 组 合 使 得 证 明 ( 1 ) 的 不 变 子 
流 形 与 专门 形式 解 的 存在 性 成 为 可 能 ( 见 [9] ) . 

假设 方程 组 (1) 在 十 1 维 不 变 流 形 M 的 一 个 邻 
域内 有 定义 且 解 析 ， 这 里 村 纤维 化 到 1 维 不 变 环 面 
中 .这 时 在 更 附 近 可 引进 局 部 坐标 


5= (5,7,8), Ре (уу) 2= (20 20), 
ЕЁ+1+т=п, 


使 得 在 好 上 2 一 0， 六 有 周期 2r，8 取 毅 基 个 区 域 
H, В (1 ) 变 为 形式 
$= oO (s. Y, Z), 
Y=Q(5, УЎ)+Ф®($, Y, Z), 09) 
2 = А4(5, Y)Z +Ф9(5, Y, Z), 


其 中 B= 00121). /=1. 2, Ф = 002). H 43 
矩阵 . 如 果 Q= 常数 且 4 为 三 角 阵 ， 其 主 对 角 为 常数 
(X44,), 则 (在 对 小 分 癸 的 一 个 弱 限 制 下 ) 存 在 局 部 
挂 标 的 形式 变换 5, Y, Z U, V, 人 W, 它 将 方程 组 (9) 
变 到 正规 形式 
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20-р (U)W9 ep (Р, V), 
V= n(U)Wepi(P, V), 


w. = wD go UWEexp(P, И), је, 7, m, 
(10) 
Жон, PeZ', OsN"。UE 5 ((P, Q) F (Q, 
A)=0 
如 果 诈 坐标 Z 中 有 一 个 小 参数 ， 则 (9) 可 用 
Крылов - Боголюбов 平均 法 (Kryloy- Bogolyubov me - 
thod оѓ averaging) ( W [ 101) 奖 平 均 ， 且 平均 后 的 方 
程 组 是 正规 形式 . 更 一 般 地 ， 转 动 理论 可 视 为 正规 形 
式 理论 的 特殊 情形 ， 这 时 有 一 个 坐标 是 小 参数 ( 见 
[0]) . 
正规 化 变化 的 收 伍 性 定理 ， 解 析 不 变 集 的 存在 性 
定理 等 等 ， 可 移 转 到 方 穆 组 【9) 与 (10) L. 在 这 里 
研究 得 最 好 的 情形 起 当 是 周期 解 时 的 结果 ， 即 
k=0.1= 了， 在 此 情况 下 ， 正 规 形式 理论 在 许字 方面 
与 M 为 不 动 点 的 情形 一 样 、Poincaré 曾 建 议 应 该 考 
虐 穿 过 周期 的 正规 蕉 口 的 点 态 喘 射 ， 点 态 喘 射 的 正规 
肛 式 理论 产生 于 这 些 内 容 之 中 ， 它 平行 陡 方 程 组 (1) 
的 相应 理论 ， 关 村 正 规 形式 的 其 他 推广 见 [3]，[6]， 
[1] [14]. 
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Ї%# ЖРА НЕ РЕ ИХЕ Н, РК 
分 方程 组 的 典范 形式 定理 ， 以 及 对 寡 零 Lie 代数 非 线 
性 表示 情形 的 推广 的 更 多 信息 ， 亦 见 Poineare - Dulac 定理 
( Poincaré - Dulac: theorem 分 方程 组 解 术 理论 (an- 
alytic theory of differential equations ) ， 以 及 [AI 1]. 
参考 文献 
ГАІ] Amol'd, V. 1., Geomctrical methods in the theory of 
ordinary differential equations, Springer, 1983 ( Ф B 
8х) Ат 译 


正规 基本 解 组 [nonnal fundamental system of solutions ; 
нормальная фундаментальная система решений], £ 
性 齐 次 常 徽 分 方程 组 的 

基本 解 组 ( fundamental system of solutions } x, (t ), 
S x {1)， 使 得 任何 其 他 基本 解 组 (0), Q. (1) 
都 满足 不 等 式 


这 里 


x 1 
Аа = Ç уб)! 


terre 
是 解 y (1) 的 Ляпунов 特征 指数 (Lyapunov charac - 
teristc expoment) ， 正 规 基本 解 组 是 由 A. М. Ляпунов 
提出 的 〔[] ] ) ， 他 证 明了 对 于 每 个 线性 方程 组 


х= A(t)x 


都 存在 正规 基本 解 组 ， 这 里 4(，) АЙ 
Е 一 Нот (Е", R") (或 Е* — Нот (С", 
С"), TEB RF НИИ ШЖ 


一 一 上 б 
m — |14 d. + о, 
от [Ашы <+в 
参考 文献 
[1] Ляпунов, A. M... Собр. соч.,т. 2, М.. 19%. 
В. М. Миллионщиков # Ж 云 译 
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正规 矩阵 [normal matrix ; нормальная матрица] 

一 个 方 阵 44， 它 与 它 的 伴随 纯 阵 是 可 交换 的 〔 即 
ААД = А' А). 
【 补 注 】 亦 见 正规 算 子 (normai operator). жеж Ж 


正规 单 访 射 лопта! monomorphism ; нормальный моно. 
морфизм | 

一 个 态 对 ， 它 具有 将 一 个 群 (3) 作为 正规 子 群 
(理想 ) ЖА —Л (И) 中 这 样 的 特征 性 质 . ЙЯ 
是 一 个 有 零 态 射 的 范畴 ( category). 一 个 态 射 4:U 一 
А-ТЕ. ША ЕЙ Ф А 
总 能 从 даб, АҮ, 与 фа= 0 来 唯一 地 表 
成 pg = ф' и 这 样 的 形式 . 任何 态 射 的 核 ( 见 范 轩 中 态 
射 的 核 (kemel of а morphism in а category )) 是 一 个 
ЕФТА. НАЛ; ТЕ, ШЛЕ 兄 中 恋 射 
的 祭 核 (cokemef ) 存在 ， 则 每 一 个 正规 单 态 射 就 是 其 
余 核 之 核 .在 一 个 Abel 范畴 {Abelian category) 中 、 
每 一 个 单 态 射 都 是 正规 的 . 正规 单 坊 射 的 概念 是 正规 
满 态 射 (normal epimorphism ) 的 对 偶 福 念 、 

M. Ш. Цаленко 所 

[ 补 注 】 上 述 的 定义 并 不 是 完全 标准 的 ; 许多 作者 们 
都 定义 一 个 正规 单 态 射 为 一 个 态 射 ， 它 从 好 是 一 个 
É. 【正规 子 对 象 (nomal subobject) 这 个 名 词 也 在 使 
用 。 用 于 表示 正规 单 杰 射 的 一 个 同 物 类 . ) 在 没有 淮 态 
射 的 范 畸 内， 代替 正规 单 态 射 的 是 正则 单 态 射 (Tegular 
monomorphisms) ， 这 是 那些 从 好 为 等 化 闻 《equalizer ) 
КОО (ЕФ ЯВИ Я ( kernel of а morphism in 
a category)) ， 每 “个 正规 单 态 射 都 是 正则 的 ， 但 反之 
不 真 ， 在 所 有 的 群 的 范畴 中 ， 每 一 个 音 辣 态 都 是 ~ 
正则 单 态 射 、 但 一 个 正规 单 态 射 G — H Ë G Bl H 
的 一 个 正规 子 群 上 的 癌 构 . 可 是 ， 在 加 性 范畴 中 正规 
单 态 射 与 正则 单 态 射 这 两 个 概念 重合 . 


参 老 文献 
ГАІ] Mitchell , B ., Theory of categoncs, Асай. Pres , 1965, 
Set. 1.14 аж 主 


正规 数 [ normal mumber ; нормальное число] 

具有 下 列 性 质 的 实数 «(0 < x < 1): 对 每 个 自然 数 
s, 尾 意 给 定 的 由 符号 0,…,g-1 纪 成 的 数组 5 = 
(6 有) БОТАК 1 о" 出 现在 由 a 的 以 9 为 底 
的 无 限 小 数 表达 式 
а, 


т + 
g 


x 
«= L... + 
9 


得 到 的 序列 
ЫН (1) 
之 中 . 
详 而 言 之 ， 设 9 > 1 НАЖ, УИ 


《oa De 
是 对 应 于 (1) s ЖИНГЛ]. 用 N(n,6) 表示 
(2) 的 最 初 п 个 数组 中 数组 5 = (51,77, ó) 出 现 的 次 
数 .如 果 对 任何 自然 数 s 及 任意 给 定 的 出 符号 0,…， 
о ЯЖ s 数组 5 有 
Мп, ду 
元 


那么 称 数 


是 正规 的 《nomal). 

“ 当 2 =10 时 正规 数 的 概念 是 E .Borel 引进 的 ( 见 
[{11,{2],р. 197). #Җ ЖЖ z АТЖ у Е 
( weakly normal ), 如 果 


im 00 „1 
(сс беч PIU 


其 中 N(n, 5) 是 5(0< š Sg—-1) 在 序列 sl ,om Їй 
Ж п 项 中 出 现 的 次 数 ; SR a 是 正规 的 ， 如 果 а, бо, 
а," 是 对 于 底 9 ,9?,… 岗 正规 的 . 他 还 证 明了 对 于 正 
规 数 ， 对 任何 з 及 任何 给 定 的 s 数组 5 一 (5 ,…, 6,) 有 

fm озб) „1 

wari g 
后 来 人 们 证 明了 上 面 最 后 一 个 关系 式 等 价 于 Borel 的 正 
规 数 定义 ( 见 [3],[4] 及 [8]). 

如 果 数 a 对 于 每 个 底 g > 0 都 是 正规 的 ， 那 么 称 
它 是 绝对 正规 的 〔absolutety normal ). 正规 数 和 绝对 正 
规 数 的 存在 性 是 Borel 基于 测度 论 建立 的 . 用 明显 的 形 
式 构 造 正规 数 是 在 15] 中 首先 做 到 的 . 更 早 些 ( 见 
161. [7]), 正规 数 的 一 个 有 效 鬼 造 过 程 被 指出 . 关于 其 
他 构造 正规 数 的 方法 及 正规 数 与 险 机 性 两 概念 问 的 联 
系 ， 可 见 [8]， 

分 数 部 分 序列 xg*} (x=1,2,… ) 在 区 间 [0, 1] E 
一 致 分 布 ( uniform distribution) 等 价 于 о ЖЕ. 
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(67 Sierpifski , W. , Démonstration пптей dunthtattme de 

М .Воп1 sur les nombres absolument normaux er déter- 


тс 


ж.м Ql iL 


minaüon е есіме d'un tel nombre. Bul. Soc. Math 
таче. 45 1917), 107 — 132 
[71 Lebesgue, H... Sur certaincs démonstrations d'existence, 
Bul. Уос. Mach. Реасе, 45{ 1917). 132 — 144. 
[8] Посгников, А. Г., «Тр. Магм. мя-та АН 
СССР 3, 97(1960),1- 44. С. А. Степанов # 
【 补 注 】 几 平 所 有 的 数 对 于 每 个 底 у 都 是 正规 数 ( 例 
如 , Ж [A1] 的 定理 8-11). ЖАНН 
如 V2 ,e, nn 是否 是 正规 数 .正规 数 对 于 随机 数 的 生成 
有 重大 意义 . WEAK у 的 正规 数 一 定 是 无 理 数 . 而 对 
于 底 10 的 弱 正 规 数 
0 .01234567890123456789… 


ВИВА. х= 0да fP, + a, Ñ í # 10 
进 制 下 的 表达 式 的 数字 组 来 代 疹 、 这 样 得 到 药 数 


x 二 0.1234567891011121314… 


是 对 于 底 10 的 正规 数 (151). 用 同样 的 方法 可 得 到 对 于 


伍 何 给 定 的 底 的 正规 数 . 
参考 文献 
[AI] Nieven, 1., irrational nurnbers , Маїһ. Авоос. Amer .. 
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正规 算 子 [normal operator ; нормальный оператор ] 
~ 个 闭 线性 算 于 (linear operator) 4, 它 定义 在 
Hilbert 室 间 瑟 的 一 个 痢 密 线性 子 空间 Dp, 上, 使 得 4 A 
= 44', 这 里 A 是 4 的 伴随 算 子 . 如果 4 是 正规 的 ， 
2А р,. = D4, 并 且 对 每 一 个 x 有 上 A x= 有 Ax. 
反 过 来 ， 这 些 条 件 保证 了 4 十 正规 的. 如果 4 是 正规 
的 ， Ж2 АА; РЕГ а, ВЕС, х«А+ 81; АС! 
它 存在 时 都 是 正规 的 ; 并 且 如 果 4 如 = B4, 这 里 了 是 
一 个 有 界线 性 算 子 ， 那 么 也 有 А B= вА. 
一 个 正规 算 子 有 : 
1883985288 ( multiplicative decomposition ) 
4=Uv44 = /Z'A U, 
Е ШТАТА =YAA U`, 
ЖФ ОВ, fE ARA 的 零 空间 的 正 交 补 
上 唯一 决定 ; 
2) 吉 法 分 解 (additive decomposition ) 
A=A,+iA,, A = А,—1А,, 
其 中 A 和 4, 是 唯一 决定 的 自 们 交换 算 子 . 

加 法 分 解 歼 烽 对 一 个 有 序 对 ( А, 4) 存在 一 个 叭 
一 的 2 维 谱 函 数 (spectral function) E(A,), 这 里 A, 是 
一 个 2 维 区 间 ， A.A, ХА, 一 t in, 使 得 

а= савд), А = {савд 
К 


къ 
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这 同一 分 解 也 蕴涵 一 个 正规 算 子 几 是 一 定 的 直 伴 
算 子 上 的 函数 ，4 = F(C). 反 过 来 ， 一 个 白 伴 算 子 的 
Зра ДРО. 

不 规 算 子 的 一 个 重要 性 质 是 14" ТА, Е 
ЖИТ А Ву ЗЕЕ (роста! radius ) 是 它 的 范 数 
1 41. 一 个 正规 算 于 的 对 应 于 不 同 本 罕 值 的 本 征 元 是 
正 交 的 ， 
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【 补 注 1 
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正规 p Ë [normal p-complememt ; нормальное р -допо- 
пневне ]， 有 限 群 G 的 
正规 子 群 4, 满足 G= AS R 4 介 S 二 1， 其 中 
$ 是 G 的 一 个 Syow p 于 群 ( 见 Syiow 于 群 ( Syow 
subgroup )) . 如 果 С 的 某 个 Sylow р TË S 包含 在 其 
正规 化 子 ( hormalizer ) 的 中 心里 ， 则 G 有 正规 рж 
( Bumside 定理 (Bumside theorem ))，Frobenius 定理 
( Епфепїв theorem ) 给 出 了 群 G 中 存在 正规 p 补 的 充 
分 必要 条 件 ; 群 G 有 正规 p 补 , 当 且 仅 当 或 者 对 于 
G 的 每 个 非 平 凡 p 于 群 H, WË N.(H)/C,(H) 是 
一 个 p 群 (这 里 No (Hy Ж H fE G 中 的 正规 化 子 ， 
C.(H) Ж H # G 中 的 中 心 化 于 (centralizer))， 或 者 
对 于 G 的 任意 非 平 几 p 于 群 H, TË No (Hy 有 正 
ЖР}. 
参考 文献 
{1] Gorenstein, D., Finite goups, Harper & Row ，1968 . 
Н. H, Вильямс {# 
【{ 补 注 】 + G 为 nn ЕЕ, р 为 能 够 整除 n 的 案 数 
p ЮЛ ЯЕ. G 的 指数 为 六 ( 从 而 阶 为 pn ) 的 于 
群 称 为 G 中 一 个 p 补 (p-complement)， 一 个 正规 p 
补 就 是 一 个 正规 的 p 补 ， 一 个 有 限 群 可 解 ， 当 且 仅 当 
对 于 每 个 整除 其 阶 的 素数 p， 它 都 有 p 补 . ЎЛАТ), 
[А2]; 亦 见 Hall 子 群 ( Hall subgroup ) - 
参考 文献 
[AL] Hal, М. И., The theory of goups, MacMillan , 
159, Set. 9.3 (中 译本 : М. BUR, ЗЕ, ЖЕН 
EE, 1982). 
[A2] Huppert, В., Endliche Gmppen, 1, Springer, 1967, 
Sect ，WE.1( 中 译本 : B.S. 有限 群 论 ， 柱 建 
人 民 出 版 社 ，1993). 
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ә] 
参考 文献 
[B1] ВДИ, ЖЕНЕР. 1Ж. ЖЕЛЕ. 1987 
т 杰 译 石生 用 以 


法 平面 [nommal plane; нормальная плоскость], s E] 
曲线 在 点 M 处 的 

通 M 36 TF M 处 的 切线 ( tangent) 的 
平面 .法 平 向 包含 曲线 的 过 点 M 的 一 切 法 线 (nor- 
mal). 如 朵 在 直角 坐标 中 曲线 由 方程 

x= J(t).y=g(t) z=h(t) 

给 出 ， 则 在 对 应 于 参数 + МИН т, 的 点 M(x,, ya, 
za) 处 的 法 平面 的 方程 可 以 写成 下 列 形式 : 


ноа 2А), =0 
如 果 曲 线 的 方程 其 有 形式 【一 T(T)}， 则 法 平 面 的 方程 
是 
dr _ 
(R-r) r =0. 


五 C3-3 
【 补 注 了 


参考 文献 
[А1] Do Samp ，M .，Differential promety of ourves and 
surfacos ，Printice Най, 1976 Кн 译 


正规 环 [normal ring; нормальное кольцо ] 
ОМУ 设 R 为 有 么 元 的 交换 环 .，§ 为 有 同一 和 元 
BRB& КМС. — СЖ ses 在 R 上 十 整 的 
{inteeral] ， 若 存在 с eR， з сс 二 
9. 在 R 上 整 的 所 有 的 ses 组 成 的 集合 是 КЕ S 中 
ЮВЕ. 它 是 8 中 包含 R ЮКЕ. ВК 
К, ШЖ R 在 S 中 整 闭 ( 亦 见 整 环 (integral domain )). 

RA 2380033838 КУЕН, ВАНО 
(тойо) ( 即 没有 非 替 的 等 零 元 )、 且 在 它 的 完全 分 式 
环 内 是 整 闭 的 《 郊 交 换代 下 的 局 部 化 (Jocalization in a 
commutative algebra )). КП. ЖУЙ ЖШН р, Ж 
局 部 化 R, 是 一 个 整 环 ( integral domain ) 且 在 它 的 分 
起 域 中 是 整 闲 的， 则 R 是 正规 的 在 有 些 文献 中 ， 也 
要 求 正规 环 是 一 个 整 环 ， 

-个 Noether Ж ( Noetherian ring) 4 是 正规 的 ， 
当月 仅 当 它 适合 两 个 条 件 : i) 对 每 个 高 度 为 ] 的 素 理 
Ap, А, 是 正则 的 【因而 是 -一个 离散 同 值 环 )， 及 
š) 对 每 个 商 度 > 2 的 崇 理 想 ? ， 深 度 ( 亦 见 模 的 深 
度 (depth of a module)) 也 > 2 (B [A3], 12538). 
参考 文献 

[А1] Bourbaki. №., Flements of mathematics . Commutative 


аірсЬта. Addišson - Wesley _ 1972 ( РЕЙД Ж). 

[A2] Nagata, М., Local nngs, Interscienoe , 1962 

[АЗ] Matsumura, Н.. Commutative algebn ，Benjamn ， 
1970 Ra # ЮЖ 校 


正规 概 形 [ normal scheme ; нормальная схема] 

所 有 局 部 环 (local ring) 都 是 正规 的 (normal )( MI 
约 化 的 且 在 分 式 乓 里 整 闭 的 ) 概 形 (scheme) 一 个 正 
规 概 形 是 局 部 不 可 约 的 ， 对 于 这 样 的 概 形 ， 过 道 分 支 
和 不 可 约 分 支 的 概念 是 - 样 的 . Noether ТЕ ЖЕЕ 9 
奇 点 集 的 余 维 数 大 于 1. 以 下 的 正规 性 准则 ( normality 
criterion) Ë z ( [ 1] : Noether 概 形 ( Ñoctherizn scheme) X 
是 正规 的 当 且 仅 当 以 下 两 个 条 件 疏 满足 : 1) 对 于 余 维 
Ë <1 的 点 x€ X, BNK е, ЖЕШ ( МОЕШЕК (ЗЕ 
换代 数 中 的 ) ( regular ring (п commautative algkbra })); 
2) 对 于 余 维 数 >1 的 点 xeX, 环 сү, 的 深度 ( 见 模 的 深 
ІЖ (depth of а module)) 大 于 1. 任何 约 化 概 形 {reduced 
scheme ) X 有 一 个 奥 沙 地 与 之 相关 联 的 正规 概 形 x' ( F. 
ЖЕ ( normalization)). X 概 形 XE В, {ЧЕ ХЕЖ 
总 是 在 限 的 . 不 过 如 果 ЛЕА ( WARS (excelent 
ring)), ЗИЯ ХЕ БАЕ. HJ y" X 
上 是 有 限 的 . 
参考 文献 

Г1) Seme,J.P., Alpebre focake. Multiphcités , Lecture notes 

in math., 14 , Springer , 1975. В, И. Данилов 所 

【 补 广 】 ЖЕГИМ X 的 正规 化 是 不 可 约 正规 筑 x” 

再 加 上 一 个 正则 映射 ¿X — X, 它 是 有 限 的 ， 也 是 
一 个 双 有 理 同 构 , 

对 于 一 个 仿 射 不 可 约 代数 能 ，X ЖЕШ 
АО) 在 其 分 式 域 里 的 整 闭 包 ， 正规 化 有 以 下 的 普遍 性 
Ж. 是 整 概 形 (integral scheme )( 即 是 的 化 且 不 
可 约 的 ， 或 等 价 地 ， 对 于 X 里 的 任何 开 节 集 U.Z (U) 
是 一 个 整 环 】, 对 二 每 个 正 观 整 梳 形 Z 以 及 支配 态 射 
(dominant morphism ) F: Z > X( 即 /2) 在 名 内 秽 
密 )， 广 隆 -- 地 通过 正规 化 К 一 X 分 解 . 正规 解析 
空间 ( normal analytic space ) 也 有 同样 性 质 . 

Ë XË HE, x Ë X E СВ 
的 ). 设 各 + XX 是 外 的 正规 化 Z... K xE X° 
里 的 道 象 . 这些 点 称 为 X 通过 x 的 分 支 《branches ). 这 
一 术语 来 源 于 以 下 的 事实 ; 不可 被 等 向 于 过 x 的 义 的 
ОЕК СЕ ИННО). 更 精确 地 说 ， 如 
果品 是 蕊 的 充分 小 的 复 或 实 邻 域 ， 则 x 的 基 个 邻 域 是 
ЯЖУСО)ЈЮЖЊ. 设 工 二 六 在 高 处 的 切 空间 ， 则 
(40) (Xx)(T) 是 久 在 x 处 的 切 空间 的 某 个 线性 子 空 
间 ， 它 是 一 条 线 或 一 个 点 . 在 第 一 种 情形 ， 分 支 区 称 
为 线性 的 . 2 = x + x2 上 的 点 (0,0) 尾 带 有 两 个 线性 
分 支 的 点 的 例子 { 切线 为 了 =x ШЖ y = - x), = ху 
上 的 点 (0.0) 则 是 两 重 非 线性 分 支 的 例子 ， 


XO x 
оё 
ха <х 


参考 文献 
ГАТ] Harshome , R... Астай geomeuy , Springer , 1977, 91 
[А2 ] Shafaewch,í.R., Вайс algebraic geometry, Springer, 
1974.Sect.H. 5. 
ГАЗ} Matsumura ,日 ,Commatative algebra , Benjamin , 1970 
陈 志 杰 Ж 


法 截 线 [normal section ; нормальное сеченне], X d 
面 中 在 点 了 滞 方 向 1 的 
通过 该 曲面 在 点 P 的 法 线 ( 见 法 空间 (曲面 的 》 
( norma] space (10 а эшке) 和 Ф 在 点 P 的 切 平面 
(tangent plane ) 中 的 方向 1 的 平面 与 Ф ЖЖ. 研究 
曲面 的 局 部 结构 的 工作 能 归结 为 研究 曲面 在 已 知 点 沿 
各 个 方向 的 法 页 线 构 成 的 曲线 族 ( 见 曲 率 《curvature ); 
法 曲率 (normal curvature )). 30 196 Ж ЖЕЗ НА. 
结 鬼 的 方法 能 够 推广 到 任意 维 数 和 任意 余 维 数 的 曲 
Bd. Д.Д. Cokone 摆 
【 补 注 】 
参考 文献 
TAI] Klngebeg, W., A coume in diffeentid geometry. 
Springer, 1978 Ж РИШ Ж). 
ГА2] Chen В.-Ү., Geometry of submanifolds , М. Doekker, 


1973 канн ж 
正规 列 [normal series; нормальный ряд], Ж{ G 的 
# G 的 正规 于 群 构 成 的 一 个 序列 
=H,2H,2. 3 有,,,—{1} 


( WT3882] (subgroup seris ))， 如 果 序列 中 每 -项 只 
在 前 -项 所 正规 而 不 是 在 整个 群 中 正规 ， 则 称 该 序列 
为 次 正规 的 (subnormal } 除了 有 限 序列 ， 也 可 以 考虑 
无 限 递 麻 或 着 逢 的 正规 和 和 次 正规 列 ， 其 中 的 项 以 超 限 
序数 为 指标 还 可 以 考虑 更 一 般 的 正规 和 次 正规 序 
， 其 中 的 项 以 某 个 有 涯 集 中 的 元 素 为 指标 . 
正规 列 的 因子 (factor of the seris ) 是 序列 中 其 -一 
项 与 其 后 二 通 《 如 果 序列 中 的 项 是 升序 的 ， 则 为 前 一 
项 ) 作成 的 南 群 、 正 规 列 的 长 度 (Jength) 是 其 非 平凡 
因子 的 个 数 ， 不 能 被 进一步 加 细 的 正规 列 称 为 主 列 
(chief seris )( 见 主 列 ( principal seriss)), Tik Pe f0 tk 
正规 列 称 为 合成 列 (composition serks ) ( 见 合成 序列 
(composition ‘sequenoe ) }. 这 种 序列 的 因子 分 别称 为 主 
因子 (chief factor) 和 合成 因子 【composition factor) 
商 个 正规 (? 正规 ) 列 称 为 构 的 ү кютюп). 如 
果 能 够 盆 立 起 它们 的 因 寺 之 癌 交 一 个 -一 对 应 ， 使 得 
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相应 的 因子 是 同 构 的 ,同一 个 群 的 任意 两 个 正规 ( WE 
规 ) 列 有 同 构 的 加 细 (Schreier ЖЕЎ ( Schreier theorem)) . 
特别 好， 任意 两 个 主 《 合 成 ) А НИНИН 《Jordan- 
Hikder 定理 (Jordan -HGlder theorem ) ). 
还 有 另 一 种 ( 较 才 的 ) 术语 ， 将 上 述 次 正规 列 称 
为 正规 列 ( normal seris )、 而 对 于 这 里 的 “正规 列 “ 概 
ЕШ 不 变 列 ” ( invariant serics ) 这 - -术语 . 
А. Л. Шмелькин 所 
【 补 注 】 
参考 文献 
[AL] Hal. М. )r., The theory of groups, MacMillan , 
1959, Sect. 8.4 【中 译本 : М.Л. Wb. PEH 
ШЕ, 1982) 
[А2 } Курош, А. Г., Теория групп, 3 изд., М., 1967. 


116 (ФК: A. ГО ЖК. Bip. L. F. 539 
教育 出 版 社 ，1987 1982). 
【译注 了 
参考 文献 
181] 徐 明 嵌 ， 有 限 群 娃 强 ，. 上 其 ， 科 学 出 版 社 ，1987 
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法 层 [ normal sheaf; нормальный aysok] 
在 层 论 {sheaf theory ) 里 与 法 从 { norma] bundle ) 
类 似 的 对 象 . 设 


ШИН! 


是 环 空间 的 态 射 ， 使 得 同 态 f*: fA -是 满 的 ， 
且 设 .Ar Ker f”, 则 ,777 是 /' сууу = су 时 的 理想 
А. А. 这 里 уу = C 被 称 为 态 
射 了 的 余 法 民 ( conormal sheaf of the morphism), 它 前 
NB ду: х = Нот» (px у) 称 为 态 射 了 的 法 层 
( normal sheaf of the morphism), 这 些 层 通常 在 下 述 
特殊 情形 被 考察 : 

Хау (И, САЖ), ЛУ 
* X R— Ë A . 存在 2, ЕА] 


Үү) — (Х,а) 


о-и Š fo QL < 0, 
其 中 QQ 和 9 是 X 和 Y 上 的 光滑 1 形式 的 层 ，5 被 定 
ХЭН. 对 但 正 合 列 

0 — 8 * fun 
其 中 s у, ОЖ ҮЙ, ЖИЙ НЕЕ 
入 f 3000369488 ЮЖ. ME Y 是 被 流入 的 子 
ЖУ, M.A 6; ТА ЗНАЧА 


> fa * 0, 


2X(X,2,) АКИ К 上 有 | 限 型 的 不 可 的 可 分 概 
形 , (了 ,oy) 是 它 的 闭 子 概 形 ，[: -> X ARA, MJ 
жо қи 被 称 为 子 概 形 Ү 前 法 层 与 余 法 层 (normal 
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and conormal sheaves of the subscheme ). 这 里 也 有 2, 
模 的 正 合 列 

жх ABA Ar (+) 
Жир ойр ХУ ЕЁ НЕ. 层 жуу 和 .Ar 
ЭЧИ ЕЙ, B. X k Noether  #, ДРЕ He 
Ж. ШЖ Хк РЯ, УЛАР, л 是 局 
ЗВ Hi АТП ( <) Е1 д [н] 0 R AT. 在 这 种 情形 
里 ， 可 得 到 对 偶 正 合 列 

0 нун 292, — 0， 


ЎТИ ж, hk Ë r = codim Y 的 局 部 自由 层 ， 对 应 
于 了 上 法 展 ， 特 别 当 = 1 时 ，.%jx 是 对 应 于 除了 了 
ШЫЙ 
ЖТ Y C 下 的 自 相交 Y - Y 可 以 用 法 层 的 
庄 言 来 表达 ， 也 就 是 说 了 了 。 Y= f.c, (к) ВР с, 
是 第 с 个 陈 (省 身 ) 类 (Chem сє), f. :A(Y) -= A(X) 
ЖАЙ СВ) 环 ( Chow ring) ЙОРТ. РВА 广 了 
~ x. 
З)У(Х, оу) 是 复 空间 , (Y ,2,) 是 它 的 闭 解析 子 空 
hl. 了 是 嵌入 ， 则 R; 被 称 为 子 空间 Y 的 法 层 
与 余 法 层 (morma] and conormal sheaves of the subspa- 
=), ЕПН. ШЖ X 是 解析 流 形 ，Y 是 它 的 解 
析 子 流 形 ， 则 .5,y 是 Y 上 法 从 的 全 纯 截面 的 芽 层 . 
参考 文献 
[1] Шафаревич, И. P., Основы алтебразнеской reome- 
трии, M., 1972. 
[2] Hartshome, R ., Algebraic geometry ,Springer , 1977. 
А.Л,Оннщик # 
ПМ ШЖ хе к.Е РШ. ҮЖ ХЕТ. Ej 
ЛС. Д.к 是 局 部 自由 的 ， кй Pe 


正规 可 解 性 fnormal воину; нормальная разре - 
шимостъ], ， 积 分 方程 的 
下 述 性 质 : 线性 积分 方程 (linear integral equaton ) 
是 可 解 的 ， 当 且 仅 当 其 右 端 同 对 应 的 齐 次 伴随 方程 的 
一 切 解 都 正 交 .在 适当 的 条 件 下 ，Fiedhoim 方程 ( Fred- 
тюш equation) ， 音 异 积分 方程 (singular integral equa- 
tion) 和 卷 积 型 积分 方程 《integral eduation of convolu- 
tion (уре) 都 是 正规 可 解 的 . Б.В. Хведелидзе #® 
【 补 注 】 
参考 文献 
[Ai] Goldberg, 5., 
НШ, 196. 
ГА2] Kato, T., Perturbation ому for linear operatom, 
Springer , 1980. 
ГАЗІ Zabreyko, Р. P.., et al., Integral equations — а Te- 
ference text , Noordhoff , 1975 (#80). 
жий # 


Unbounded linear operatots , MoGraw- 


正规 空间 [normal space ; нормалыше пространство | 
满足 公理 Т,( 见 分 离 公理 (scparation axiom )) 3⁄J 
拓扑 空间 (topological space)， 在 此 空间 中 音 дй 
Ий, ААН H 
( 即 仿 于 互 不 相交 前 开 集中 ). 
间 (completely -regular space) (Тихонов 空间 ) 的 特 
次 ， 在 维 数论 ( dimension theory) 中 特别 重要 ， 止 规 
空间 的 任何 闭 子 空间 是 正规 空间 ( 正规 性 对 闭 集 有 过 
BR). 一 个 空间 的 所 有 子 空间 如果 都 总 正规 空 问 ， 
则 称 为 遗传 正规 的 (Jereditanly nonmal ) ， 一 个 空间 是 
ЖЕЕ ИИ Ж ЖЕЕ: 它 所 有 的 下 于 空间 都 
正规 宣 间 ， 充 村 条 件 是 ;任何 两 个 集合 ， 如 果 其 中 任 
们 一 个 均 不 含 另 一 个 的 接触 点 ， 则 可 用 今 域 分 离 ， 一 
个 正规 空间 的 每 个 亲 集 如 果 都 是 可 数 多 个 本 集 之 交 ， 
则 称 为 完满 正规 的 《 periectly normal ) ， 任 何 完满 正规 
НЕКЕЙ. 
ИЛЕҢ ЖИЛ 8 E Bz Bl. 
# 542 2 зоре еа ll. 
就 一 般 性 而 言 ， 在 正 靓 空间 与 完全 正则 空间 之 
间 ， 有 还 有 几 类 重要 的 空间 ,与 正规 宝 间 搂 近 的 这 些 空 
间 中 ， 首 先 出 现 的 是 所 谓 拟 正 规 (duasi .normal ) 2 
闻 ， 或 z 正规 (x-normal) 空间 (12])， 这 些 是 Ти- 
хонов 空间 ， 其 中 任何 两 个 下 不 相交 的 т Е Ся сев) 
均 可 用 邻 域 分 离 .x 集 是 有 有 限 多 个 闭 的 典范 全 ( cano - 
піса! set) 之 交 ， 一 个 Тихонов 空间 ， 如 果 其 中 任何 两 
个 互 不 相交 的 闭 的 瞄 范 集 芍 可 用 争 域 分 离 ， 则 称 为 K 
ТЕЗЙ (к- nomal) 空间 ([3])， 一 个 & 正规 空间 ， 
如 果 其 中 任何 闭 的 典范 集 都 是 可 数 多 个 开 的 典范 供 之 
交 ， 则 称 为 完满 < 正规 (perfectly x -normal ) 空间 . 
Тихонов к 让 视 宏 则 类 ， 拟 正规 空间 类 、 完 满 x 正规 
空间 类 依次 下 降 ， 依 次 包含 ， 并 且 其 中 任何 两 类 不 相 
#. 
参考 文献 
[1] Александров , П. С., Введение ш теории» множес- 
тв я общую топођогию, M... 1977 
[2] Зайцев, В. И., (Вести, Моск. ун-та. Матем, 
механ. », 3 (19671, 48 — 57 
[3] Щепин, Е. В., €Cu6. матем. ж, У, 13 (1972), 
5, 182 — П%. П. С. Александров ® 
[ 补 注 】 正规 空间 的 特性 也 可 以 用 下 述 两 个 陈述 来 刻 
|: 
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1) Урысон 引 理 (Urysohn emma): # А, Bs 
是 互 不 相交 的 序 集 ， 则 存在 连续 函数 f. X [0， 
]]， 使 得 月 , = 0, Л, 1， 换 言 之， 任何 两 个 互 
不 相交 的 闭 集 均 可 出 连续 函数 分 

2) Tietze -Урысон 扩张 定理 (Tietze - Urysobm exten- 
sion theorm ): 若 4 S X йй, 而 f А >[0,1] 
连续 ， 则 了 可 以 扩张 为 一 个 连续 函数 7: Х—=[0, 1}, 


М.Е. Rudin ([ A3]) 曾经 构造 出 一 个 正规 空间 
X, (8 Хх[0, 1] + ДЕЕ УВ, FD FF YB 03 
Dowker 空间 ( Dowker space), 
空间 X ЖЭИЕ ТЕ (collection -wise normal) 
空间 ， 如 失 对 ХОРТОН В {F,: кє А}, 
都 存 作 一 个 离散 的 开 集散 I 器,: x eA } ， 使 得 对 所 有 
的 xs4 有 F, C U,. 这 里 子 集 族 { Y, x€A) 称 为 
离散 的 (discrete )， 如 果 对 任何 xe x 都 有 一 个 开 邻 域 
局 ， 至 多 与 一 个 了, 相交 . 
参考 文献 
|А1] Arkhangel "Кй, A. V. and Ponomamv, У. I., 
Fundamentals of genera] topology : problems and exer - 
ciscs , Reidel , 1984 ( ЖА ) 
[A2 ] Engelking , R ,, General topology, PWN , 1977. 
ГАЗ] Rudin, М. Е., A лопта] space X for which X x í 
is not nonnal , Fund. Math., 73 ( 1971), 179 — 186. 
[A4] Аз, R. A. and Shapiw, H. Ь., Моша topolo - 
Bical spaces . Cambridge Ошу. Рт, 1974. 
ЗИВ. ИЗМИР 详 


法 空间 ( 曲面 的 } [nonnal space {to а эщїсе);нормаль- 
ное пространство], 5 Р 6 
Н)" 中 的 曲面 F" 在 点 Р 的 切 空间 Т, F( ЖАЛ 
平面 (tangent plane )) 的 正 交 补 N. Р. 法 空间 的 维 数 是 
n m (F 的 余 维 ) . 它 的 每 一 个 一 维 子 空间 称 为 了 在 
点 了 Ж (топта). 如 果 下 是 光滑 超 曲面 ， 则 它 在 
每 -点 有 唯一 的 一 条 法 线 ， А. Б. Ивашв JE 
н 
#*x u 
TAI] Klingenbemg, W., Riemannian geometry, de Gruyter, 
1982{ 译 身 法 文 ) . 
[A2] Chen , В.-Ү., Goometry pf submeanifolds. M .Dekker， 
1973 Bet ж 


正规 子 半 群 [nommal sub- semi -group; нормальная под- 
monyrPymtaj], Жж S 的 
满 是 下 述 条 件 的 子 半 群 Н: 对 任意 满足 xye5 的 
x,yES (记号 S' 见 正规 揽 形 (rormal complex)) 和 
任意 һен, ЖЖ xhySH 5 xyeH %f. 5 的 一 
个 子 集 是 正规 子 半 群 ， 当 且 仅 当 在 S 到 某 个 带 单位 元 
的 半 群 (semi -group ) 的 满 同 态 下 ， 它 是 单位 元 的 完全 
F. 
参考 文献 
[1] Ляпик, E C., Полугрушы, М., 1960 ( 英 译本 : Lya- 
рїп, Б. 8., Semigroups , Алег. Май. Ѕос., 1974). 
Л.Н Шара Ж + ЖЖ ДЕЙ Б 


正规 子 群 [normal айтор; нормальный делитель], 
正规 除 子 【normal divisor )， 不 变 子 村 (invariani sub- 
moup) 
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群 6 的 子 群 所 ,使 得 G Н 的 左 分 解 与 右 分 
解 相同 . 换言之 ， 对 于 任意 元 素 себ, Ff aH 和 
Ha( 作为 集合 ) 相等 ， 这 时 亦 称 Н 在 G 中 正规 ， 记 
Наб: 如 果 还 有 睛 关 @G. 则 记 作 Наб. TË H 
在 G 中 下 规 当 电 仅 当 它 包 合共 任意 元 素 的 所 有 G R 
Ж ( ML 3ES63E ( conjugale elernents ))， 即 HŠ < H. 正 
BF BS] PASE ЖОЛЫ ЖЕТА ИИИ ЕНУ Я. Pl 
ЛЇК Н 3 fu-f 88 (self -coniugate subgroup). 

对 于 任意 (homomerphsm) g: G — б, G 
РЭВ С" RU {б ЖА K (Hl 
ЫА 9 的 核 (kemel of the homomorphism)) 是 G 的 
二 个 正规 子 群 . 反之 ，G 的 任 一 正规 子 群 者 是 某 个 同 
ИЮ. 特别 地 ， 大 是 映 到 商 群 (guotient group) 
СК ФАБ. 

对 于 任意 正规 子 群 的 集合 ， 它 们 的 交 仍 是 正规 
的 , 出 G 的 任意 一 族 正 规 子 群 生成 的 子 群 仍 在 G 中 
正规 . 0. А. Иванова Ж 
【 补 注 】 群 6 的 子 群 H 是 正规 的 ， 如 果 对 所 有 的 g 
EC 有 9) 互 9= 百 ， 或 者 等 价 由 ， 其 正规 化 子 N.(H) 
三 G6, 见 子 集 的 正规 化 子 ( normalizer of а subset). IF 
规 子 群 亦 称 为 不 变 子 群 【invariant subgroup )， 因 为 它 
在 G ЮРТЫ PLE (inner automorphism) x = хе = 
g 'xg(g€ G) 下 基 不 变 的 .在 侠 体 自 同 构 下 不 变 的 子 
群 称 为 全 不 变 子 群 【filly -invariant subgroup )， 或 者 特 
征 子 群 {characterstic subgroup )， 在 全 体育 同 术 下 不 变 
的 子 群 称 为 全 特征 子 群 (fully -characteristic subgroup ) . 
参考 文献 

ГАІ] Най, М . Jr., The Шеогу of groups, MacMilan , 
1959, р. 26 (+#Ж: М. Ж. 090, ЖЕШ 
ЗЬ. 1982). 
[А2] Curtis, С. М. and Reiner, 1., Representation theory 
of fimte goups and asociitive algebras, lrterscienoe, 
1962, р. 5. 
ГАЗ] Курош, А. Г., Теория груш, 3 изд., М., 1967 
(中 译本 : А.Г ЖН. Wie. L. F. BS TF 
出 版 社 ，1987 1982). 
СЕНІ 有 的 书 将 全 第 自 同 态 下 不 变 的 子 群 称 为 ( 完 ) 
全 不 变 于 群 ， 而 在 全 体 自 同 构 下 不 变 的 子 群 称 为 特征 
子 群 ， 如 见 TAI1], [ВІ]. 
参考 文献 
1B1】 参 明 量 ， 有 限 群 导 引 ， 上 册 ， 科 学 出 版 社 ，1987 
x бй БЕЙ ж 
正规 登 维 闭 链 [ mommal zero- dimensional суде ; нормаль - 
мый нульмерңый цикл], 19827 0 BLS (сусе of 
НЕ 

适合 条 件 "a,=0 № 8 (сук) z= 
Ула}. ЕДЙ ЛИНИН 一定 是 正规 的 。 正规 团 链 
ЛЕА И]БЕ-РЖЕЕ:. ЖЁМЁ fa Pt By 2; 8, 化 零 
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维 同调 群 (reduced zeto -dimensional hornology group ) 
对 于 连通 公 形 米 讲 ， 约 化 群 为 零 ， 它 在 各 种 零 调 性 的 定 
义 中 ， 使 用 起 来 者 很 方便 . -— AGB ( proper cycle) 
29 = {г}, o. %, CY 称 为 正规 的 ， 如 果 它 的 每 个 闭 
链 :? 为 正规 的 . 

A. А. Мальцев {# ТИЕ 译 会 建明 校 


正规 化 原理 [oommalization principle ; нормированны при - 
нцип | 
见 正规 算法 (normal algorithm ). 


ЕЗЙ Л.Ж Ж [nonmalized system of clements ; нормиро - 
ванная система элементов] 
Banach 空间 ( Banach space) B 中 的 元 素 系 {x,}， 
其 苍 数 者 等于，1 x ,上 = 1. ВІНЫ, 2BLL.la, 
b] 中 函数 系 称 为 正规 化 的 ， 寻 有 刁 
n 


флора. 


Banach 空间 В #22 ix, } 的 正规 化 是 指 构造 
形 如 {4,x, 上 的 正规 化 系 ， 这 里 ¿ 是 不 为 0 的 数 ， 称 
为 正规 化 因子 【normalized factor). 可 取 = 
1/1x,l, 作为 正规 化 因子 序列 . 
参考 文献 
[1] Kaczmamz.S and Steinhaus, H., Theorie der Ortho - 
ponalreihen , Chelsea , reprint , 1951 
[2] Dunford, М. and Schwartz , Ј. T., Linear оретаіоз 
General theory, 1 , Interscience , 1958 
[3] Канторович, Л. В., Акилов. L. П , Функпиона - 
льный анализ, 2 изд., М., 197( 中 译本 : Л.В 
Канторович, Г. П. Акилов. 2-8, F. КЁ. 
高 等 教育 出 版 社 ，1982 ) 
А. А. Tamma # ЩН Ф 


正规 化 子 条 件 [normalizer condition ; нормализаторное 
условие ] ， 关 于 子 群 的 
关于 群 (group ) 的 条 件 ， 每 个 真子 群 都 严格 包含 
于 其 正规 化 子 之 中 ( 见 子 集 的 正规 化 子 (normalizer of 
a Subset ))， 满 足 正规 化 子 条 件 的 群 都 是 局 部 办 内 群 
(locally nilpotent group). Я — Ji, ВРАНЯ, 
甚至 具有 递 升 中 心 列 前 群 (ZA 姑 (ZA -goup)), 都 
满足 正规 化 子 条 件 ， 然而 ， 存 在 满足 正规 化 了 条 件 而 
中 心平 凡 的 群 。 因 此， 满足 正规 化 丁 条件 的 群 业 严格 
居于 ZA 群 类 与 局 部 兰 零 群 类 之 间 . 
参考 文献 
[1] Курош, A. Г., Тсорих груш, 3 изд. M.. 1967 
(НК: A. T. Л. 0. L. T. BS B T 
ЩЙ, 1987, 1982) A. Л. Шмелькин 所 
[ЧЕ 


参考 文献 
[AI] Robinson, D. J. S.. А coure in the theory of 
groups , Springer , 1980. E & W 石生 明 校 


正规 化 子 [normalizar ; нормализатор], # G t; + # 
民 在 G 的 一 个 子 群 入 中 的 
集合 
мМ) = {hheH, В Mh= M), 
即 : H 中 所 有 这 样 的 元 素 h 构成 的 集合 ， 使 得 对 任意 
тЄМ, т Ж А 98 himh 仍 属于 M. 对 任意 
ЮМАН, 正规 化 子 Ns (M) H 的 于 群 .一 个 
重要 的 特例 是 群 G 的 一 个 子 群 在 G 中 的 正规 化 子 . WE 
G 的 一 个 子 群 4 在 G 中 是 正规 的 《或 者 不 变 的 ， 见 
不 变 子 群 (invariant subgroup) )， 当 且 仅 当 Nç (A) = 
G. 由 单个 元 束 均 成 的 集合 的 正规 化 季 与 其 中 心 化 子 
(oenualizer ) 相等 对 任意 H 和 М, ЖЧ H ЛЖ 
与 M EG RU Ж ( 即 形 如 h-'Mh(heH) WJ dB ) 
的 个 数 等 于 指数 ОН: Ny( M)|. 
参考 文献 
[1] Караполов, M. И.. Мерэляков, Ю. И., Основы 
теории групп, 2 изд., М., 1977 (3%: Kargapo- 
юу, М. 1. апі Мегдуакоу, Yu. I., Fundamentals 
af the theory of groups . Springer , 1079) 
H. Н. Вильямс 所 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[А1] Robinson, D. J. $., A сошж in the theory of 
groups , Springer , 1980. 
[ 1 
参考 文献 
[Bl] и, ЭШ. ЕИ 


版 杜 ，1987 . 
译 有 生 明 校 


正规 嵌入 的 子 空间 [ normally -imbedded subspace; нор - 
мально расположенное подпространство | 
зх Рен 4， 它 在 XX 中 的 每 个 邻 域 U, 

都 存在 一 个 集合 H, А 关中 可 数 多 个 闭 集 之 并 ， 并 
H А©Н=й. Ф А ЕЖА X, П ХЕК А. 
Y, Щ 4 IEE А 了 .正规 空间 (norma) space) 的 
ЕНА, ЖН, ЖАА 
间 ， 这 就 说 明了 名称 的 纤 由 . 空间 前 最 终 紧 性 等 价 于 
ЖЕЎИНЕ А, З Н] Н) Ж (ТАШ ЕТ) 紧 化 {com- 
Pactification 》. —Ñ 2, ЖЖ 25 [ИМГЕ ЙК A J 
访 间 椒 身 是 最 终 紧 空间 ， 
参考 文献 

[1] Смирнов, Ю. M., 

173 ~ 176 

[ 补 注 | 终 紧 空间 (finally-compact space) 就 是 
Lindelof 空间 (Lindjtf space) . рй Ей 


MaT. c6.», 29 (1951), 
A. В, Архангельский 所 


"g 


Cr 


正规 可 解 算 于 [ nonmally-solvable operator ; нормально ра- 
зрешимый оператор] 

具有 闭 值 域 的 线性 算 子 (lincar operator). Ж АЖ 
在 Barach 5 8) X 'F 6 д X PU Н.Н 3⁄8 R (A) 在 
Вапа 空 折 了 中 的 一 个 线性 算 子 . 那么 4 是 正规 可 解 
й. ЕАУ = 及 (4), 即 如 果 R(A) 是 了 的 一 个 消 
子 空间 . МАСЕ АЙ ЫШ. УТ А ЖОЕ ЖИГИ, 
R(A)= МОА) 是 必要 和 和 充分 的 ， 妈 4 的 值 域 是 А” 
的 零 空 间 的 正 交 补 - 

假设 

Ax=y (ж) 

ЗЕЕ ГАЯ ЧЕГЕ GEMEBISIS Е ( normally- 
solvable equation)). 如 果 N ( A") = {0}, Bl in Ж ЖК 
伴随 方程 Ду ОЛАРА, BZ R(A)= Y. 但 
是 ， 如 果 N( 4") 关 {0), 那 么 为 了 (*) 是 可 解 的 ， 必 
要 种 完 分 条 件 是 对 访 程 A" p = ОШ Су р 0 

往 后 假设 4 是 闭 的 . 一 个 正规 可 解 算 子 称 为 n 正 
规 的 (n-normal), 如 果 它 的 零 空间 N (A) 是 有 限 维 的 
(n(A)= dim N(A) < +%m). 一 个 正规 可 解 算 子 4 称 
为 4 正规 的 {d-nonmal), 如果 它 的 号 子 空间 (deficiency 
subspace) 是 有 限 维 的 (4d(4) = dim1-R (A) < +®) 
ЖЕ п ТЕЙ ТЕЗДИГИ ТЕ ЯГ ЖК 3 Fredholm Ж 
于 (semi-Fredbholm operators ) .为 了 算 子 4 是 正规 的 ， 
必要 和 充分 条 件 十 КСА) 中 每 一 紧 集 的 原 象 是 局 部 紧 
的 、 

假设 X 8 8 A Banach 空间 Х,. 38 T À Ë 正规 
的 ， 必 要 种 序 分 条 件 是 存在 一 个 先 验 估计 


lx| «ах, +blAxl,, xeD(A). 


原来 算 子 A 是 nn 正 规 的 ， 当 日 仅 当 A' 是 4 正规 的 . Е 
而 ， 如 果 X ЖК A Banach 空间 2, 那么 A 是 d 正 规 
的 ， 当 且 仅 当 有 一 个 先 验 估计 


ИЛ „жай, + ol A fh;., fe DCA). 


(n( A). 4( 4)) 这 对 数 称 为 4 的 d 特 征 ( d-characterstic ). 


如 果 正 规 可 解 算 子 4 是 正规 或 4 正规 的 ， 数 
ба) = п(4)- 404) 


称 为 算 子 А 的 指标 ( index of the operator). na 正规 和 地 
正规 性 质 是 稳定 的 ， 如 果 4 是 正规 (或 者 4 正规 )， 
Жн BB 是 一 个 小 范 数 或 完全 连续 的 线性 算 子 ， 那 么 A 
+ 了 也 是 m 正 规 { 分 别 了 地 ，4 正 规 的 ) . 
参考 文献 
[1] Havsdorf, Е., Grundmige der Mengenlehre, Leipzig , 
1914( 中 详 本 : Р ИНЖ. Sie, 科学 出 版 社 ，1960 ) . 
[2] Аткинсон, Ф., & Матем .c6 y, 28(1951),1,3—14. 
[3] крейн,С.Г,, Линейные дифференциальные уравнения 
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в банаховом пространстве, М.,1971( ЖЖ: Krein ， 
S.G.,Lincar differential cquations іп Banach зрасе, 
Amer. Math. Ѕос., 1971) В. А Треногин {Ж 
【 补 注 】 
参考 文献 
[А1] Gohberg, 1. С. [1. 7%. Gokhbere] and Krein, М. 
G., The һайс propositions on defect numbers, root 
rumbers and indios of linear operators, Тиш. Amer. 
Mah. Soc. (2), 13 (1960), 185— 264( Uspetchi Mat 
Майк, 12 (1957), 43-118) 
[A2] Goldberg , 5., Unbounded linear opemtom , MoGraw 
нш, 1966. 
ГАЗ] Каю, Т., Perturbation theory for nullity, defidency 
and other quantiies of linear operators . J. d'Anal. 
ший. , 6(1958), 261—322 
[А4] Krein, 5. G ., Linear equations іп Banach spaces, 
Birkhiiuser , 1982 (6 АХ). 鲁 世 本 Ж SB 校 


SLE СИЯ [ nonned algebra ; нормированная алгебра] 
实 或 复数 域 上 代数 (algebra ) H [J ii j pt ë #5 í] 
(normed расе), ЖРД RAE НЕЕ. 
最 简单 的 这 种 条 件 是 分 离 连续 性 .一 般 而 言 ， 分 离 连 
续 性 弱 于 因子 的 联合 连续 性 . 例如， 如 在 所 有 的 有 限 
序列 x = (е, U. е, 0, …) 的 集合 上 按 坐标 定义 代 
数 运算 ， 并 且 定 义 范 数 |хї= Уу еа, Т 
到 一 个 代数 ， 其 中 的 乘法 是 分 离 连 绪 而 非 联合 迷 续 
的 . 在 赋 范 代数 中 ， 乘 法 的 联合 连续 性 等 价 于 存在 常 
Жс Пху «су И. 在 此 情况 且 仅 在 此 情 
襄 下 ， 其 完全 化 有 赋 范 代数 的 结构 ， 是 原 赋 范 代数 的 
扩张 ， 且 是 一 个 Banad 代数 ( Banach algebm) . 
E.A. Горин Ж 


【 补 注 3 

大 考 文献 
ГАП Niimak, М. А., Normed rings, Noordboff , 1964 
《 译 自 俄 文 】， айин Ж 


КЕЗЕ [попой бей; нормироваяное поле ] 
给 定 了 赋值 (valuation ) 的 域 (Feld )( 亦 见 域 上 的 范 
(norm оп а ñeld)) . 起 春来 评 


ШБЕК [normed ring; нормированное колыго ] 

1) ЫЖ 06 ЖЩ Вапаф 代数 (Banach al 
гета) 相同 . 

2) 在 其 上 有 赋值 (valuation ) МК. йаш 
ЖАЗ [ попке space; нормированное пространство ] 

实 或 复数 域 上 具有 一 个 特定 范 数 的 向 量 空间 (vec - 
tor space) . В.А. onn # SER Ж 
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E | nowbere - derse set ; нигде не плотное множество ], 
亦 称 无 处 稠密 梨 ， 拓 扑 空间 ХИ 
出 下 还 性 质 定 义 的 集合 A: 任何 非 空 开 集 工 = X 
вна БЛ г, X, {#4# AfYr = Ф. № 
#2. # 4 在 任何 非 空 开 集中 都 不是 稠密 集 ， 则 A 
я. М. И Войцеховский E 
5 社 注 ] ОЧЕ: Е ВЕ А 8 WE E arf. 
如 果 在 拓扑 梁 积 X = 工大 。 中 有 无 限 多 个 空间 X, 是 
ЖК, W| X Q ШЕК КЕИ. Qs 
(boundary set) 4 НЕ # Mrak E. ВА Ë 
ХХА 二 XX、 如 果 一 个 集合 的 闭 包 基 边缘 集 , 则 该 集合 是 
4 完全 度量 空间 是 第 B$ (second category) 
Ji] hii О nr ЭЁ p gd ( Baire 范畴 定 
理 (Вайт category theorem )， 见 Baire 定理 ( Baire tbe 
orem)). 
参考 文献 
ГАГ] Arkhangel’skii, А. V. and Ponomarev, V. 1., 
Fundamentals of general topology : problems and cxer - 
cises ，Reidq] ，1984{ 译 自 俄 文 ) 
[А2] Kelly. J. 1... General topology, v. Nostrand 1955, 
P145( 小 译本: ] L. BOE, ВЕЗЕ, BE 
出 版 社 ，1982》 ЗЛЕ. ИЙЕ 详 


核 型 双 线 性 型 [madear bilinear form : ядерная билиней- 
ная форма] 

两 个 局 部 凸 空 间 了 和 G BJ Descartes ЖЯ F x G E 
的 一 个 双 线 性 型 B(f,y), 它 可 以 表示 为 

ВО) => 69.91, 

аад, Р), (р 12) Е Fü G 
的 对 偶 空 间 F' 和 G''F 的 等 度 连续 序列 ( 见 等 麻 连 续 性 
(equicontinuity )) , Еа, УАН EB а' 在 向 
其 a 的 值 . 所 有 的 核 型 双 线 性 型 是 连续 的 . ШЖ FE 
ЖОШ 8) ( nuclear space ) ,那么 对 任 一 局 部 凸 空间 G, F 
x 他 上 的 所 有 连续 双 线性 型 是 核 型 的 (核定 理 ( kernel 
theorem ]) .这 个 结果 属于 А. Grothendieck ([1]); 上 面 
的 陈述 在 [2] 中 给 出 ; 其 他 的 陈述 兄 [3]. 逆 命题 成 
立 : 如 果 一 个 空间 下 满足 核定 理 ， 那 么 它 是 核 型 空 
Mj. 

对 紧 支 集 光滑 函数 空间 ， 核 定理 由 上. Schwartz 第 
一 个 得 到 ([4]). 设 也 是 实 直 线 上 所 有 带 紧 支 集 无 次 次 
可 珀 函数 赋予 标准 的 局 部 凸 Schwartz 拓 外 的 核 型 空 
间 ， 则 允 偶 空间 万 "出 直线 上 所 有 广义 函数 组 成 . 在 下 
=G= 站 的 特殊 情形 下 ， 核 定理 等 价 于 于 面 的 论断 
如 Xx D 上 的 鲜 一 个 连续 双 线 性 渤 应 共有 形式 

B(f,g)= (J(6)gGu) F> = 


= | FG) er dr do, 


这 里 A(t), g(t)eD, 并 日 = R(t,t,) 是 一 个 两 个 变 
元 的 广义 函数 . 对 其 紧 支 集 的 多 变 元 光滑 函数 空间 、 
鱼 减 欧 数 空间 ， 以 及 其 他 特定 的 核 型 空 册 有 核定 埋 的 
ЖЖ . 类 似 的 结果 对 多 重 线性 型 成 立 . 
D xD 上 的 … 个 连续 冯 线性 型 B{f,g) 可 以 用 等 
式 
B{f ,gl= <g,Af> 


等 同 于 一 个 连续 线性 算 子 A: D -Dp', 这 导致 Schwartz. 
ВЕЛЕ 8 (Schwartz Кетпе! theorem): 对 低 一 连续 线性 映 
射 4:D-*DD'. 存 在 一 个 蛤 一 的 广义 函数 F(t ,t,), 使 
лї Јер, 

аа) | Калыны, 


换 句 活 说 ，4 是 带 核 РУЙ . 
参考 文献 

[1] Grothendieck, А.., Produits tensoricls topologiques vt 
сврахз nucléaires ,Amer，Math Soc,. 1955. 

[2] Pietsch , А., Nuclear locally convex spaces, Springer, 
1972( 说 自 德 文 ) 。 

[3] Гельфанд, И. М., Виленкин, H. Я.,Нексторые 
применения гармонического анализа, Оснашенныс 
гильбертовы простраңетва, М., 196] (中 译本 : И.М. 
ЖЛ. Н.Я. йу. ГТУ. ПЕЯТ ТА 
某 些 应 用 ， 装 备 希 尔 伯 特 空间 ， 科 学 出 版 社 ，1965). 

14] Schwartz, L, ., Thšorie des noyaux , in Proc. Intemat , 
Congress Mathematicians Cambridge, 1950, Vol. 1, 
Апет. Math , Soc. , 1952, 220—230 

[5] Schwartz, 上 .，Espaas de fonctions différentielles à wal. 
urs vectorielles, J. dd Math., 4 (1954-1955), 
88— 48 Г.Л. Литвинов fE 

61518] 
参考 文献 

ГАІ Trives , Е. . Topological vectorspaoss ，distributions and 
kemels Асай. Pres. , 1967 

[A2] Schwartz, L.,, Thérie des distribution. Hermann , 
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核 型 C” 代数 [nuclear C '-algebra; ядерная C'-anme- 
ба ] 

具有 以 下 性 质 的 C' 代数 ( C`-alecbra) А: НЕ 
一 5” 代数 В, КЖЕ ЛОВ 上 存在 唯一 
的 范 数 使 得 А®В 对 于 此 范 数 的 完全 化 是 
C” 代数 . 因而， 相对 于 张 量 积 ， 核 型 С" 代数 类 
羽 于 核 弄 空间 ( nuclear space) (虽然 无 穷 维 核 型 
C ”代数 不 是 核 型 空间 ) 、 核 型 C' 代数 类 包括 所 
有 工 型 5” 代数 .此 类 关于 归纳 臣 限 是 革 团 的 、 如果 
1 是 СОК 4 НАН, р 4 是 核 型 的 
ан{х РЯ 4 /是 核 型 的 ， 核 型 C” 代数 的 子 代 
数 不 必 是 核 型 C" 代数 . 两 个 C' 代数 4 和 B 的 张 


” g+ 


ШШЕН, SH 4 和 B 两 首都 是 核 型 的 
如 果 G 是 顺从 的 局 部 紧 群 ， 则 群 代数 (Сэ 的 包 络 
C 代数 是 惊 型 的 { 其 省 命题 不 成 立 ) ， 每 一 核 型 C” 
代数 的 因 于 表示 ( factor icpresentation ) 是 起 有 限 的 
(hyperinite ) ， 即 由 此 表示 本 成 的 yon Neumam 代数 
(von Neumann algebm) 可 由 有 限 维 因子 (ЖР 
数 ) 的 冲 增 序列 得 到 ，C' 代数 的 核 和 型 C" 子 代数 上 
的 任 -因子 二 能 扩张 到 整个 代数 上 的 . -个 因子 态 . 

W 1(Н) 是 Hilbert 空间 H 土 所 有 有 界线 性 算 
子 前 С' 代数 ， 上 月 设 4 是 НЕЯ С 
Ж. 如 果 4 是 核 型 的 ， 则 它 的 弱 闭 包 АЖ von 
Neumann 代数 (injective von Neumann algebra) ， 即 
存在 一 个 范 数 为 一 的 投射 СНУ = А; 在 这 种 情况 
下 4 的 交换 子 А' 也 是 单 射 的 ， 任 一 C" 代数 АЖ 
核 型 的 ， 当 忠 仅 当 其 包 络 von Neumann 代数 是 单身 
的 。 

一 个 C' 代数 4 是 核 型 的 . 当 号 仅 当 它 有 完全 正 
ШЕЙ; BL 4 中 的 单位 算 乎 能 用 范 数 不 超过 ] HB 
有 附加 性 质 “完全 正 “ 的 有 限 秩 线性 算 于 按 强 算 子 折 
扑通 近 ({11) . 

每 一 个 坊 型 C” 代数 有 这 种 带 近 和 有 界 通 近 性 质 
( 见 核 型 算 子 ( milear орегаіог)). 然而， 存在 共有 有 
ЖШ ЗИ ЕЙ ОЧЕН C” 代数， 无穷 维 Hilbert 空间 
上 所 有 有 界 算 子 的 C' 代数 L (H) FR X FN 
ЗЕЕ, ЕЕЕ, ВН) 不 是 核 型 的 . 
参考 文献 

11] Lance, E, C,, Tensor products and nuckar C° -alpe ~ 
bras, їп R. V. Kadison (ed.), Operator algcbras and 
applications, Proc. Symp. Pum Math., Vol. 38, 
Amer. Math Soc., 1982, 379 — 399 

[2] Brateli, O. and Robinson. D. W., Operator algebras 
and quantum statistical mechanics . 1, Springer , 1979 

Г. Л, Литвинов ў 


[ 补 注 】 
参考 文献 
ГАІ] Kadson , R. V. and Ringose, J. R.. Furdamentals 
of the thcory of operator algebras. 1-2. Асай. Pr- 
еш, 1983 
[A2] Pedemsen . О. К., C ° -algebras and their automorphism 
goups, Acad. Pres, 1979, Sect 8. 15. 15 
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核 型 范 数 [mudear попи; ядерная норма], Й ( trace 
norm) 

把 Banach 空间 (Banach space) XX 映射 到 Banach 
空间 了 中 的 核 型 算 子 (nuclkear operator) 的 空间 N ( X, 
站 上 的 一 个 范 数 ， 

设 性 和 了 是 实 或 复数 域 上 的 Banach 空间 ， 设 工 
《六 . 了 了 ) 基 把头 喘 射 到 了 中 的 所 有 连续 线性 算 子 的 空 
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у. ЖА РОХ, У) (HDHH RAS W. 

子 组 成 的 线性 子 空间 . X BÚ Banach 对 偶 用 X' ЖОК. 

JE B 68 x° € X° Я хех < х, хэ. 
Зр МВО ИСУ 4EN(X, 了 ) 可 以 表 为 以 于 形式 : 


х= Ах ry, (2) 
фро, ЯНЕ X' f УЧКИ, EB 
Жи < ©; 
ЖЕ ЖК КОЖОН Ө (nuclear) . Ж 
Al. = т 1х1, (2) 


称 为 4 的 核 型 范 数 (nuckear norm), ЖЕ ЛЕЙ 92 А 
形 (1) 的 所 有 可 能 的 核 型 表示 . 带 这 个 范 数 的 空间 
N(X,Y) 是 包含 F(X, Y) 作为 一 个 稠密 线性 子 空 
闻 的 Banach 空间 . 如 果 Аем(Х, У), 那么 伴随 算 子 
4 属于 МСУ, х), 8 |а' | <А. ЖП | 
表示 ЫХ, Y) 中 通常 的 算 寺 范 数 ， 那 么 对 所 有 的 
AeN(X,Y), ПАГ |4. 如果 4sL(Y,Z), 并 有 
BEN(X,Y), 那么 АВєм(Х,2), ЖЯ |481, S lAl 
[B| 如 果 АєЄМ(Ү,7), ЕП BeL (X,Y), 那么 
АВЕМ(Х,2), 并 且 [АВ] «л В| Е 
FeF(X,Y) 可 以 表示 为 以 下 形式 

х= Fx= У (х, ху. (3) 


Н ИЯ 


Ж 5 F t ЯГ БОШ ЖЕК ( fnite nuclear norm). 空间 
F(X, ү) жий х @Y 这 里 元 


„=Ўх®у» ех ®Ү (5) 
= 


对 应 于 形 (3 ) 的 一 个 算 子 下 ,并 且 有 限 坊 范 数 (4} 等 于 
范 数 
ШЕ АРИЕТИ (6) 


B Fi PON „КОЕ ( 5) 85 Fr Ж LS OR. 这 个 
ОЖК Үй X' 中 的 范 数 的 张 重 (tensor) (或 交叉 
(cross) ) 积 ( product ) X 四 了 关于 范 娄 (6) 的 完全 化 
用 站 .的 了 表示 ,映射 X 四 了 一 L (X, Y), ЖТ 
射 下 元 (5) 映 成 算 子 ( 3) ,可 以 延 拓 为 一 个 连续 线性 算 
+F:X'Q Y L(X.Y). ГЕН М(Х, Y). ins: 
ГУТ ХУА N(X, УЮ р, BE 
AN(X.,Y)5S F(X, У) (4) ШИ Б—Ж; 在 
这 种 情形 十 ， 核 范 数 在 РОХ. У) БА S f R k 
数 一 宰 . 亿 是 , 一 般 地 ， 工 可 能 有 一 个 非 平凡 核 ， 因 
此 核 范 数 是 х @@ 了 中 范 数 的 一 个 商 АИ 
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(nuclear operator )). 

х= Уен, тн. Сп 2} Hilbert 空间 ， 
вн) = L(H.H)Ë H няй Y 4038. JF B 
MEL,(H)= МН, ну (Н) ТВОЯ ГОЯ. 
在 这 种 情形 下 ,本 是 -对 一 的 ， 灶 有 限 牧 算 于 核 范 数 
与 有 限 核 范 数 -一致 ， 并 卫 每 一 个 Ає (Н) — Fat 
tr4{( 见 核 型 算 子 (ntcletr operator )). И A6L. (H) 
的 核 范 数 与 tr[( 4" 4) 2] 一 数 ， 这 里 4 是 4 在 吾 中 
的 伴随 . 核 范 数 以 1 41 < ТАП, 与 Hilbert-Schmitt 范 
数 (Hilbert-Schmiqt norm )‖ + |, 相 联 系 .Banach 空间 
工 !( 号 ) 上 上 的 连续 线性 泛 函 的 一 般 形 式 由 

A - ГАВ (2) 
给 出 ， 其 中 B 是 工 ( 石 ) 中 -… 个 任意 的 算 了 ， 并 且 泛 请 
{站 的 范 数 与 | 8 一致 . 因而 ，L(H) 与 (可 ) 的 对 
偶 等 距 . 公式 (7) 也 给 出 了 二 (上 HH) 的 由 所 有 完全 连续 
( 紧 ) 算 子 组 成 的 闭 于 访 间 上 上 ,, (H) 上 线性 泛 函 的 一 般 
形式 ， 这 里 дє, (Н), ЭА ВОЙ 1. (Н). Эх Н 
ЖТ. (7) Е ВП, — 8, ШЕЕ ЖО 
Жита (Н) 与 L. ( H)8S836 5 ТЕ 
偶 等 距 . 这 些 结果 在 Вапасћ 空间 算 子 的 情形 有 人 非 平凡 
的 推广 . 

例 . 设 半 = 了 = 上 是 可 和 序列 的 空间 . … 个 算 子 
ef,t) 含 在 (NE) 中 ， 当 且 仅 当 有 一 个 无 穷 
ЖЕЕ Сс), WE AW к, ISl ФИ} = [Z a. а) 
е, У озир, [0.1 < 20. {ЕККЕН F, ВАТ, 
= Ул азар, [оа 
参考 文献 
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【 补 注 了 
参考 文献 
ГАТ] Pietsch, A., Eigenvalues and snumbers, Cambridge 


Univ. Pros; , 1987. 
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核 型 算 子 [pndear operator ; ядерный оператор ] , 核 型 
喘 射 ( nuclear mapping ) 

把 一 个 局 部 凸 空间 (locally convex space ) 映射 到 
另 一 个 中 的 、 其 有 特殊 形式 的 有 限 秩 算 子 ( operators of 
ийе rank )( 即 具有 有 限 维 值 域 的 连续 线性 算 子 ) 逗 近 
的 线性 算 子 (linear operator) . 核 型 算 子 具有 其 些 从 有 
限 纵 算 子 那里 继承 来 的 性 质 . 特别 地 ， 把 一 个 带 基 的 
空间 映 到 其 自身 的 核 型 算 子 共有 有 限 迹 ( 见 下 文 )， 它 
与 这 个 算 子 相对 于 任意 基 的 矩阵 的 对 角 元 组 成 的 级 数 
之 和 一 致 . 核 型 算 子 最 早出 现在 数学 量子 力学 中 并 且 
称 为 “ 带 迹 的 算 子 " ( 见 [1],[2]) .在 Hibat 空间 上 带 
迹 的 算 子 一 对 一 地 对 应 于 冯 叶 张 量 积 ， 并 且 算 子 的 迹 
与 对 应 的 张 量 积 的 缩 并 一 致 . 利用 这 个 对 应 . A.F. 
Ruston([3]) 把 核 型 算 子 的 概念 推 1 到 Banach 空间 ， 
独立 地 ， 联 系 于 核 漠 空 间 (nuclear space) 的 理论 ，A. 
Grothendieck 把 这 个 概念 推广 到 局 部 凸 空间 [ 见 [4], 
[5]}. 设 E 和 下 是 实 或 复数 域 上 的 局 部 症 空 间 ， 设 二 
和 F' 是 它们 的 赋予 强 拓 扩 的 对 偶 ， 设 工 (E,F)E) E 
到 下 的 所 有 连续 线性 映射 的 同 量 空间 ， 并 卫 设 SCE,F) 
是 从 五 到 五 的 所 有 弱 连 续 映 射 的 空间 . 8 L (E, E) = 
L(E) #5(Е,Е)= S(E). 

线性 算 子 4:E 一 Ff 称 为 核 型 的 (nuckar ) ,如 果 它 
可 以 表示 为 这 种 形式 „ 

х= Ax= дб. (1) 


其 中 [44 是 一 个 可 和 的 数值 序列 ,fx?} 是 E' 中 一 个 
等 度 连 续 序 列 , { y,} 是 取 自 正中 一 定 的 完全 有 界 四 
形 集 的 元 索 的 序列 ( 见 括 扑 向 量 空间 (topological vector 
эра) ,并 且 (x, х > 表示 线性 泛 函 在 问 量 x 处 的 值 、 
表示 式 (1) 可 以 看 成 这 个 算 子 作为 一 秩 算 子 ( 即 带 一 继 
值 域 ) 和 的 展开 式 ， 并 且 对 应 的 级 数 在 L(E,F) 中 按 有 
界 集 上 的 一 至 收银 拓扑 是 绝对 收 化 的 .这样 ， 按 这 个 
拓扑 ， 这 个 核 型 算 子 4 是 一 个 有 限 闭 算 子 序列 的 极 
限 . ШЖ ЕЯ Р Вала 空间 ， 那 么 一 个 核 型 算 子 A 
可 以 按 核 型 范 数 (nuckear norm ) 用 有 限 秩 算 子 逼近 ， 

展开 式 (1) 称 为 4 的 一 个 核 型 表示 (nuclear repres- 
enlation) ,每 一 个 核 型 算 予 有 一 个 核 型 表示 (1) ,使 得 
xf 一 0 一 0. 如 果 瑟 是 一 个 桶 型 空间 ( barrelled space ) 
并 日 是 完全 的 ， 或 者 至 少 是 拟 完全 的 { quasi-complete ) 
(Е), ЯРА Ела Сте ВВ 
的 , 当 且 仅 当 {x/}) 和 yi} 是 有 界 的 . 


通过 改变 如 在 {4 ，{x 沾 和 {y} 上 的 条 件 可 以 得 
ВРА ТАК ДЛТ НЕ НС (М [4],[5],[7]). 如 果 代 
# {xij 的 等 麻 连 续 性 ， 要 求 它 的 元 素 属 证 E 中 一 个 
完全 有 界 生 网 形 集 ， 那 么 展开 式 { 1 ) 定 义 一 个 Fredholm 
算 子 ( Fedholm operator); 这 些 算 子 组 成 Fredholm 理 
论 应 用 的 自然 领域 ( 见 [4] ,15]). 每 一 个 核 型 算 子 是 一 
个 Fredholm #2, ЭРЕП. £ BË. Mackey 83 Маскеу 
орану) і. 任 一 Fredhoim Я A: Е- 下 是 核 弄 

- 核 型 算 子 4 称 为 强 核 型 的 (strongly nuclear) (或 堆 
内 operator of order 0)), ЖЕН 
一 个 核 型 表示 (1) Ар, ТШТ 
有 了 > 0 l <®. 

税 分 算 闻 (特别 地 ，Fredholm 积分 算 子 ) 提 供 了 核 
型 算 子 和 它们 的 收 改 的 许多 例子 ( 见 {4] ,[5].[?],[8]) . 

核 型 算 子 的 性 质 . 每 一 个 核 型 算 闻 Ает. (ЕЕ) 
紧 的 ， 匈 它 把 忆 中 零 前 一 个 令 域 映 到 在 Fih EE lu 
的 一 个 集合 中 .这样 每 一 个 核 型 算 子 是 连续 的 ， 并 
且 每 一 个 Fredholm 算 子 是 弱 连 续 的 ， 一 个 以 型 算 子 和 
一 个 连续 线性 算 子 的 积 (ШЕЕ) 是 -个 核 型 算 
子 . 特别 地 、 所 有 核 型 算 子 的 集合 是 代数 荆 (E) 中 的 
一 个 理想 ， 相 应 地 ，Fredholm 算 子 组 成 3(E) 中 的 一 
个 理想 . 强 核 型 算 子 也 组 成 L(E) 中 的 一 个 理想 . 每 
一 个 核 型 算 子 4eLCE, 下 有 一 个 唯一 з Ae L 
(Е.Р) Кр EE ЕСА АН. 如 果 
Ае. (Е.Р) — 1 Fredholm $£ +, ЖАНЕР 
一 E'— ARB T НЕЙ E 4eL(E.F) 
可 以 找到 Banach 空间 Е, #1 Р, 7 KeL(E,F,) 
和 六 5L(Fi,F) ,以 及 核 型 算 子 BeL(E,, Fi), 使 得 4 
= К,ВК, ШЖ ЛЕГ (Е) Ж ВИНТ, АТЖ 
Ed (—- ЖЕЙ. А) ДЕВ], Вена неа ҢЕЛ, 
是 速 减 的 . 

设 忆 是 一 个 核 型 空间 ， 疹 且 设 是 一 个 完全 的 或 
者 拟 完 全 的 空间 ， 那 么 对 4eL(E， 下 下面 的 断言 是 
АИ: 1) 4 是 一 个 核 型 算 子 ; 2) 4 是 一 个 紧 算 子 
(compact operator); 3) 4 是 一 个 有 界 算 子 (bounded 
operator), В 4 f £ h АИ F h Г 
пт; 以 及 4) 4 是 强 核 型 算 子 . 

设 E,F 和 G 是 Hibert 空 间 ， 并 且 设 KeL{E,F) 
К.е L( F, G) Hilbert-Schmià 335 ( Hitbert-Schmidt 
operator), 那么 K, KieL( 上 ,GG) 是 核 型 的 . 反 过 米 ， 
每 个 核 型 算 子 都 是 两 个 Hilbert-Schmidt 型 算 子 的 积 . 一 
个 任意 的 完全 连续 ( 紧 ) 算 子 4eL(E, F) Ж ВОН. 
当 且 仅 当 它 的 极 分 解 { polar decomposition) 4 = UT 了 中 
ЛЕЛИ ТЕЕ) ОЛЕНА Я, Ет UE 
喘 了 的 值 域 到 下 中 的 等 距 算 子 ( 见 [9J)- 

带 迹 的 算 子 . 设 5 是 一 个 任意 的 局 部 凸 空间 ， 半 
用 谈 4 是 映 呈 到 其 自身 的 核 型 (分 别 地 ，Fredholm ) 算 
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于 间 且 有 ЛЕ) 的 表示 . ШУЛ д, (уху 
Ж; 如 果 它 的 和 不 依赖 于 表示 ( 1] ,那么 这 个 和 称 
为 核 型 (Fredholm) 算 子 4 的 迹 (tmace of the nuclear 
(Fregdholm) Operator 4). ЖЕЙнАЖЖ. к 
F. ЖЕЕ 确定 的 wel Wasapi 4 [4],[5]). 这 


жэен а ни Operator). ШЖ (1) да 
AR. ДА АИТ, УЕН AS A 
ЮРИИ. 

ЭЕ Š E Е 和 的 归纳 张 量 积 t inductive tensor 
product ), 即 (代数 ) 张 量 积 后 加 玉 按 使 典范 双 线性 喘 
8 E' x E-= Е' @ E ((x' ,x) 映 到 Xx' 多 x)] 分 别 对 每 个 
上 变 元 连续 的 最 强 局 部 凸 拓扑 {locally comvex topology) 
的 完全 化 . ЖАЛАН Е' 全 EB. 上 的 任何 连续 线性 型 的 
复合 ， 给 出 E' x 5 上 分 别 对 每 个 变 元 连续 的 的 双 线 性 
型 ， 并 且 这 种 类 童 的 型 之 问 的 对 应 是 一 对 一 的 . 特别 
地 ， 双 线性 型 (xz' ,xj тх худ ЕЕ ЕЙ 
МЕНЫН ле Š F БН пиз 
示 .元素 weE @ E Ñ: — +° Fredholm # ( Fredholm 
кеп!) , 如果 它 有 这 种 形式 的 展开 式 。 “ 


ТЕСТЯ 02) 


ФЕД р {xX} 和 {fy} 与 关于 一 个 Fredhoim 算 子 的 
展开 式 (1) 一 样 , Fredholm 核 在 E' 员 中 组 成一 个 
Т8. ШЕ" Е. 

ШЕ ЕИРЦ S (E) ЗШЕ К 
А |K Ay, х > | E 2 80 88 РЯ 3k ( operator topo- 
ору), ЯФ 45 (5). ЖА x' муф Е ЖЕ. 
把 形 {2 的 元 娄 4 觅 到 拱 ( 1) 的 算 子 4 的 映射 :5' 测 
~S(E) 是 -- 意 的 ， 线 性 的 和 连续 的 ; 而 且 tru = 
trI{a)》 ,如果 算 子 4 = 广 (w) 的 迹 是 唯一 确定 的 . ШЖ 
ЕЖЕ 古 完全 的 { 例 如 ， 如 果 卫 是 一 个 Fréchet 空间 
( Fiéchet space)) .那么 上 可 以 连续 地 延 拓 到 Е' @ E 
Е.ОН, БӘ E 的 元 素 的 象 称 为 带 迹 的 算 
+ (оретаю with a tmace)( 见 [4],15]) .如果 后 是 一 
个 Banach 空 间 ， 那 么 每 一 个 带 积 的 算 于 是 核 型 的 ， 原 
来 在 这 种 情形 下 核 型 算 子 、Fredholm 算 子 和 带 流 算 子 
的 类 重合 . 存在 不 是 Frodholm 算 子 的 带 迹 算 子 ( 例 
如 ,在 核 型 Frechet 空间 ), 这 些 算 子 的 非 紧 性 使 得 对 它 
们 的 研究 变 得 困难 了 . 

单 值 性 问题 .( 双 射 性 问题 (probleme de biuniw- 
ойе) 如 果 工 是 一 对 - 的， 或 者 至少 如 果 T(z) = 08 
1и = 0,8БАН rr (u) =trae Tta)? 的 迹 是 叭 一 确 
定 的 . 

这 种 可 能 性 与 L{ E) 含 有 一 个 在 所 有 淮 紧 集 上 按 
一 致 收敛 拓扑 收敛 到 恒 等 算 子 的 有 限 秩 算 子 网 ( 见 网 
(有 向 集 ) (net (directed set ))) 的 逼近 仁 质 (approxima- 
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tion property ) 密切 相关 . 13 E Jë — Á Banach 空间 ， 
АЕ ИТЕ S PJ. ЧАШИ 
па (4р) 1 8848 8 t “НЕЕ ЭР НАТ 
Schauder 基 ， 这 样 就 解决 了 S . Banach 的 一 个 众所周知 
的 向 题 ) 的 自 反 可 分 空间 X([ 11]) .这 解决 了 单 值 性 问 
题 ， 存 车 一 个 EX' @ X #г(и) = 0, 但 是 tru=1. 
如 果 局 部 凹 空间 BE 有 逼近 性 质 ， 那 么 每 一 个 核 型 算 子 
有 一 个 唯一 确定 的 迹 ; 如 果 (B. } 是 一 个 在 所 有 淮 紧 
(或 者 、 至 少 ， 在 凸 平衡 紧 ) 集 上 一 数 收 贫 到 一 个 任意 
的 算 子 Be L(E) 的 有 限 秩 算 了 网， 那么 

trAB= limtrAB, (3) 


对 任意 核 型 算 子 4 成立 ( 见 [ 12]) .然而 ， 存 在 带 明 近 
性 质 的 局 部 凸 空间 ， 其 中 不 可 能 对 所 有 的 Frodholm 算 
于 适当 地 定义 迹 . 局 部 是 空间 E 上 的 任何 Fredholm Ж 
子 和 一 个 一 意 的 济 ， 如 果 巨 有 有 界 各 近 性 质 (bounded 
approximation property ) , 亦 即 如 打压 在 一 个 按 弱 算 寺 
拓扑 收敛 到 便 等 算 子 的 有 限 秩 算 子 网 ， 并 且 按 这 个 拓 
扑 是 有 界 的 ; 仔 何 带 Shauder 基 的 点 间 有 这 个 性 质 . 
如 果 [В,} 是 一 个 在 8( 五 ) 中 收敛 到 一 个 任意 的 算 子 刀 
的 有 界 网 (例如 ， 如 上 {B,} 是 8(E) 中 一 个 任意 的 可 
数 收 敛 序列 )， 那 么 (3) 对 任何 Fredholm 算 子 4 成 
立 ， 只 要 4B, 有 一 个 一 意 确定 的 迹 ( 例 如 ， 如 果 В, 是 
有 限 秩 算 子 ， 或 者 户 有 有 界 侦 近 性 质 ), 如 果 EE 有 通 近 
(分 别 地 ， 有 界 带 近 ) 性 质 ， 那 么 对 任何 核 型 (分别 地 ， 
Fredholm ) 算 子 4 和 任何 BeL(EX( 分 别 地 ，BeES(E) 
有 tAB=irBA( 见 [12)). 

矩阵 迹 . 假 设 局 部 喇 空 间 EE 有 一 个 Schauder 基 
(basis }{е,} =, Ж ЕШ хелаи рх =} (х, 
e" e, Pe) € E'. ЖАД ЖОК 4 ОҢ, 
2 Ае,,е УОИ А ОЗЕ BE 3 ( matrix trace), 如 
ХЫЧИН. 带 Schauder 
基 的 空间 上 的 任何 Fedholm 算 子 有 一 个 与 它 的 矩阵 迹 
一 致 的 一 意 确 定 的 迹 ， 在 这 种 情形 下 ， 它 不 依赖 于 基 
的 选择 ([13])， 

Hilben 空间 上 的 一 个 任意 的 连续 算 季 是 核 型 的 ， 
当 且 仅 当 它 对 任何 正 交 标准 基 有 一 个 有 限 扼 阵 赤 (网 
[2], 181,192). 

核 型 迹 . 设 是 一 个 带 Borel 测度 只 的 紧 空 间 ， 设 
СЕТ) T ЕЖЕТ СЯ АУ Banach 从 
Ш, ER K(t s) E Tx 了 上 的 连续 函数 .那么 
СТ) EW Wie 


Ko() [К(,з)е(в)фщз) 
; 
(一 个 经 典 的 Fredholm У) ЕЖЕН 00 ЭЁ Чг — 
确定 的 迹 ; 而 且 
ҥк= |К(гу4и() (4) 


т 


如 果 天 是 带 核 天 (t,s), 作 用 在 带 测度 > 85 B] ТЕМ 
一 个 函数 空间 上 的 积分 算 子 ， 并 且 如 果 (4) 的 右 这 可 
以 纵 予 - 个 适当 的 意义 ， 那 么 这 个 量 称 为 каж 
(nuclear trace) . Ж ОР. ЕЊЕ 
这 些 算 子 核 性 和 使 我 们 能 给 4] 一 个 意义 的 索 件 ( 见 f4]， 
[51.[8][14]) 
Ий. & E EE SR Бю А 8), ЗЕН. 
Ж 4 是 三 上 的 一 个 核 型 算 子 . АФ. Т 38 
子 的 谱 ( 见 算 子 的 谐 (spectmm of an operator)) ,或 者 
是 有 限 集 ， 或 者 是 一 个 收 伍 于 零 的 序列 ， 并 卫 任 何 非 
零 值 有 有 有限 详 重 数 . 如 果 出 由 的 非 零 本 征 值 (每 一 个 本 
征 值 在 (5) 中 出 现 的 次 数 等 于 它 的 谱 重 数 } 组 成 的 级 数 
У (4) (5) 


НЕБО, ЖР PU UEK2U 4 的 谱 迹 (spectral trace), 
ЖЕЙ tr, 4 表示 ,Hitbert 空 间 上 的 每 一 个 核 型 算 子 有 
一 个 与 其 拭 伯 迹 一 致 的 谱 迹 ([15]). 设 Ek— + # 8 
Hilbert # [B| ( multi-Hilbert space ) {可 Hilben 化 
( Hilbertiab space), В АЭРО Р АГ Н —&Ш 
E x E ЕЛЕДЕ Hermite 型 得 到 的 半 范 数 生成 ; 任何 核 
型 空间 ( nuclear space ) 是 多 重 Hilbert 空间 的 一 个 例子 ， 
于 是 上 任 一 核 型 算 子 有 一 个 一 意 的 迹 和 一 个 谱 迹 ， 
并且 tr,4 = tr4( 见 [13]). 核 型 算 池 不 必 有 上 矩阵 迹 . 
Banach 空间 上 的 核 型 算 子 甚至 当 这 个 空间 有 一 个 基 并 
乓 tr4 是 一 总 的 时 候 也 不 必 有 谱 迹 . 并 且 ， 等 式 tr, А 
三 tr4 可 以 不 成 立 . 例如 ， 在 收 伊 于 零 的 序列 的 Banach 
空间 co 中 有 这 样 的 核 型 算 子 4, tr 4 = 1, 并 且 A: = 0， 
R AWA ЕЖЕН, MEB tr。 4 = 0. 对 作用 在 一 
个 任意 航 Banach 或 局 部 凸 空间 (可 能 没有 任何 逼近 性 
质 ) 上 的 入 型 算 子 4, 有 可 能 给 出 加 在 А 上 的 条 件 ， 在 
这 个 条 件 下 ，tr。 4A 和 tr 4 存在 并 且 相 等 { 见 [4] ,114]， 
[16],[17}). 
例 š Eg —4-£ Banach 18), ЗЕҢ L (E): 
Е БЕВАИ ТАТО С И ВОКС. 对 任 一 
АЕ (Е), B z, (А) ПА — F|| 5 FIR3B L (E) rh #k 
(так) 不 超过 + = 0,1,… 的 所 有 算 子 的 集合 的 下 确 
Я Уд, (А) < 只 的 AeLCE) 的 集合 用 1,(E) 
жж. 每 一 个 де (E) 是 核 型 的 ， 如 果 EE 是 一 个 
Hilbert 空间 ， 那 么 六 (中 ) 与 马上 所 有 核 型 算 子 的 集合 
一 致 对 任意 的 Banach 空间 五, 每 一 个 算 子 Ael (E) 
有 一 个 迹 ，tr4 和 一 个 谱 述 ， 并 且 tr.4 二 tr A( 见 [161， 
[17]). 
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核 型 空间 [ muclear space; ядерное пространство ] 
一 杆 局 静 吕 空间 ( locally convex space), 从 它 到 
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任 -~ Banach 空间 中 的 所 有 连续 线性 映射 都 是 核 型 算 
子 (nuclear operator) ， 核 型 空间 的 概念 在 探讨 以 下 问 
题 时 在 [1] 中 出 现 : 亦 什 么 样 的 空间 与 Schwartz 核定 
埋 类 似 的 定理 成 立 【 见 核 型 双 线性 型 (pnclear bilinear 
form))? 核 型 空间 理论 中 基本 结果 应 归于 А. Grothen - 
dieck ([1]). 分 析 中 用 的 函数 空间 通常 是 Banach 空 
间或 核 型 空间 . 核 型 空间 在 Hilbert 空间 算 地 的 谱 分 
析 中 起 重要 作用 {赋予 的 Hilbett 空间 的 结构 ， 按 广义 
本 人 征 向 量 展开 )( 见 [2]) ， 核 型 空间 与 局 部 凸 空间 上 
测度 论 紧密 相关 ( 见 [33) ， 核 型 空间 能 用 维 数 型 不 变 
EB ЭНЕ ЙК. ВЕФК ) 来 刻画 其 特征 【 见 [ 2]， 
[4], [5]) . 这 些 不 变量 之 - -是 证 函 礁 数 ， 对 很 多 由 整 
解析 桥 数 组 成 的 空间 ， 它 与 这 些 函 数 所 依 束 的 变量 的 
个 数 相同 ( 见 [2]) 

核 型 空间 在 其 性 质 方面 与 有 限 维 空间 接近 ， 以 型 
空间 中 每 一 有 界 集 是 准 紧 的 . 如果 一 核 型 空间 是 完全 
的 《或 至 少 拟 完全 ， 即 每 一 六 有 界 集 是 完全 的 ) MUJ 
它 是 半 自 反 的 【semi -reflexive ) (ВІ, саа 
的 集合 与 其 第 二 对 偶 重 合 ) ， 且 其 中 每 一 六 有 界 集 是 
紧 的 ， 如 果 一 拟 完全 的 核 型 空间 是 栖 型 空间 ( barrelled 
зрасе )， 则 它 也 是 Моке 空间 ( Мота ѕрасе) ( 特别 
是 自 反 空间 ( reflexive space ) ; 这 空间 中 任 一 弱 收 敏 的 
可 数 序列 也 按 原 折 扑 收 敏 .一 个 赋 范 空间 是 核 型 的 ， 
当 上 且 仅 当 它 是 有 限 维 的 、 任 一 核 型 空间 具有 逼近 人 竹 质 
(approximation property ): 这 样 的 空间 中 的 每 一 连续 
Бы: ЕШ. Ж УЧ ЗЬ Же ЖЫЕП 
有 有 限 维 值 域 的 连续 线性 算 子 ) 逼近 . 然而， 存在 核 
型 Fichet 空间 (Fréchet space) ЕГ ЖОШ ЖО 
(bounded approximation property): 在 这 样 的 空间 
Ф, ЯВЛЕНИЕ ЕЕ Я 
丘 扑 中 的 极限 {[6]) . 无 Schauder 8 (basis ) 890 
Fréchet 空间 已 经 构造 出 来 ， 且 它们 能 有 任意 小 的 直径 
维 数 ， 即 它们 能 任意 接近 {在 一 定 意义 下 ) 有 限 维 空 
间 ({7]) .对 核 型 空间 ， 不 变 子 空间 问题 的 一 个 反例 
已 经 构造 出 来 :在 一 确定 的 核 型 Frichet 空 间 中 ,能 找 

一 个 连续 线性 算 子 没有 非 壮 凡 的 不 变 闭 子 空 间 
(8]). 

核 型 空间 的 例 . 1) (8°) 是 R" 上 所 有 
《 实 的 或 复 的 ) а Ы, ТУЕ R" ЮШ 
子 集 上 所 有 导数 一 致 收敛 的 拓扑 ， 对 颂 于 @ (R") 的 
В") 由 所 有 有 紧 支 集 的 广义 鱼 数 (goeralized 
function) 组 成 . 设 2 (R') 和 У (В") É £ (R") 
的 线性 子 空间 ， 前 者 由 有 紧 支 集 的 函数 组 成 ， 后 者 由 
连同 其 所 有 导数 当 |x| 一 00 时 下 降 快 于 |x| ' 的 任 
意 圭 的 函数 组 成 . 多 (R ") 和 2 (R') 关于 标准 拓扑 
的 对 偶 s (R") 0 %'(R") AMAS хайн 
所 有 缓 增 广义 函数 组 成 . 空间 4Z ,3, а, 和 


98 NUCLEAR SPACE 


”', ман. Же B Бо А. 

) 设 { asp} ЛЕЎ, ЖШ 0<а„< 
ча, Жаы л, р=1, 2, 对 所 有 p RE 
il, оа, оо 的 序列 《= {5,) 的 空 
间 ， 带 有 出 半 范 数 (semi-norm) Ж 《一 |4], 定义 的 
拓扑 ， 称 为 Kothe 空间 (Kothe space) , НА 7 (a,,) 
表示 .这 空间 是 核 型 的 ， 当 和 且 仅 当 对 所 有 的 了 能 找到 
—1 4, ЖУ a (a, ay) < о. 

继承 性 质 ， 局 部 凸 空间 是 核 型 的 ， 当 且 仅 当 它 的 
完全 化 是 核 型 的 . 恢 型 空间 的 每 一 子 空间 ( Hausdorff 
的 商 空间 ) 是 核 型 的 . 核 型 空间 的 直 和 ， 核 型 空间 可 
数 族 的 归纳 极限 ， 以 及 核 型 空间 任意 族 的 投射 极限 从 
是 核 型 的 . 

Ж 是 任意 的 局 部 凸 空间 ， 且 令 E' 表示 它 的 赋 
予 强 拓 扑 的 对 偶 ， 如果 E' 是 核 型 的 ， 则 E 称 为 共 核 
型 的 《conuckar) ， ШЖ ЕЖЕЖИН F 是 核 型 空 
间 ， 则 从 E 到 关中 的 连续 线性 算 子 的 空间 L (E, 
F) 按 强 算 子 拓扑 (operator topology) (Ж) 是 
核 型 的 ; 如果 E 是 半 自 反 和 共 核 型 的 ， 则 L(E, F) 
ЖН КОСКАН БОМ! М. 

度量 (metric ) 和 对 偶 度 是 ( dually -metric ) Ну 
洞 .一 个 局 部 凸 宅 间 E 称 为 对 偶 度 量 的 或 (2 ) 型 
空间 ， 如 它 有 有 界 集 的 可 数 基 本 系 又 如 E' 中 每 一 
等 度 连 续 子 集 的 ( 强 》 有 界 可 数 并 是 等 虐 连 续 的 ( 见 
等 度 连续 性 (equicontinmuity)). 任 一 可 度量 化 局 部 凸 
空间 的 强 对 侦 是 对 偶 度 量 的 ， 其 逆 定 理 不 成 立 。 如果 
Её (Уи) ЖЇЗЇ. ДЕ 是 (7) 到 的 (Fréchet 
З ај, Врз ЖЕШ). (у) 型 核 型 空间 的 
例子 有 Kithe 空间 以 及 @ 和 2; 因而 , @ "和 .>' 是 
(ои) 型 核 型 空间 . 空间 2 #) 2 既 不 是 度量 的 也 
ЖАНЕ. 

度量 和 对 偶 度 量 核 型 空间 是 可 分 的 ， 且 如 果 是 完 
全 的 ， 则 是 白 反 的 .到 对 侦 空 间 的 转移 E ~ E' 建立 
ТО) 型 核 型 空间 和 (多 了) 型 完全 核 型 空间 之 间 的 
一 一 对 应 ， 如 果 E E (2. ) 型 完全 核 型 空间 且 如 果 
F R (+) 型 核 型 空间 ， 则 L(E, F) WT Ai R W tin 
扑 ， 就 是 核 型 和 共 核 型 的 、 

任 一 (* ) 型 核 型 空间 同 构 于 实 直线 上 污 穷 可 微 函 
Жз (В) 的 一 个 子 空 间 ， 即 加 (Ң) 是 对 (у ) 型 
核 型 空间 的 万 有 空间 ( 见 [10] ) .一 个 Frschet 空间 
是 核 型 的 ， 当 且 仅 当 E 中 每 一 无 条 件 收 敏 级 数 《 见 无 
条 件 收 伍 ( unconditional converpence ) 是 绝对 收 伍 的 
{ 即 对 任 一 连续 半 范 数 ) (=) 型 和 { 2 у) 型 核 型 
空间 上 全 纯 函 歼 的 空间 已 得 到 深入 纳 致 的 研究 〔( 见 
[11]). 

核 型 空间 的 张 量 积 ， 和 向 旦 函数 空间 ， 两 个 局 部 
таа É 和 下 的 代数 张 起 积 ЕО 下 能 赋予 投射 和 内 


ИЕ, ЛЕО F 成 为 拓扑 张 重 积 . 投射 拓扑 (praj - 
ective topology) 是 使 典范 双 线 性 映射 EX К> E@F 
ЖЕН E @ F 中 最 强 局 部 凸 拓扑 ， 内 射 拓扑 injective 
topology ) (36 (Ж) О) E t B B R A 
БӨР 1.,(Е,, F) 诱导 出 来 的 ， 这 里 E. Ë EE 
赋予 Маскеу 拓 瓜 (Mackey topclogy) т(Е', E) 的 
ЯЙ, В. L.(E., Р) 是 连续 线性 映射 Е — Р 5 
Ш, ЫР Б' 中 等 度 连续 集 上 一 致 收敛 ( uniform соп- 
vergence ) 拓扑 ， 在 这 嵌 人 下 ，x@ ye E@ F B BJ E 
子 x' х, хур, BE (х, x' > 表示 泛 画 x'e E' 
在 xe E ФИН. Е® F 在 投射 (分 别 地 ， 内 射 ) 拓扑 
下 的 完全 化 表 成 EQ F (Ж, БӨР), 

为 了 E 是 核 型 空间 、 充 分 必要 条 件 是 对 任 一 局 部 
М F, EQ F 中 投 各 和 内 射 拓 扑 重合 ， 即 


EQ F= E@ F. (0 


实际 上 ， 只 需 (1) 对 F= 1,0 可 利 序列 空间 ) Rar, 
或 对 F 等 于 有 无 条 件 基 的 男 定 空间 时 成 立 ( 8, 112]. 
然而 ， 存 在 一 个 《 非 核 型 ) 无 穷 维 可 分 Banach 空间 ， 
ни х®х= XQ X(Wm 3р. ШЖ ЕЯ F ROE 

空间 且 FEB, АНЕЛ EQ F— L.(E., P) 
вена EQ F Ж І.,(Е,, F) 之 间 的 同 物 . 

如 果 Е ЖЕ ИНЕШ, И FQ F 是 核 型 的 ， 
当日 仅 当 F 是 核 型 的 , ШЖ E 和 Р А (у), 
(ж (э у) ) 型 空间 且 如 果 £ НИЮ, СФ 
P)'= E' Q F'. 

设 已 是 某 一 集合 T 上 某 些 标量 函数 (不 是 全 
Ж) 组 成 的 完全 核 型 空间 ; 又 设 E 是 (o) 型 空间 的 
可 数 序列 的 归纳 极限 【局 部 凸 包 ) ， 且 设 E 上 拓扑 不 
ЖР T 上 函数 的 逐 点 收 伍 拓 扑 . 则 对 任 一 完全 空间 Р, 
可 以 认为 瑟 @@ 严 等 同 于 所 有 满足 以 下 条 件 的 喘 射 (向 
Ж) т 下 的 空间 :对 所 有 的 уел, Е 
Ж-О), УУТ 巨 .特别 地 ，G (R") 四 
了 重合 于 定义 在 R" 上 取 值 于 F 的 所 有 无 穷 可 微 向 县 
ЮМ, Н 


(87) две) GR" x R") (Вт). 


核 型 空间 的 结构 设 U 是 局 部 凸 空间 E 中 零 的 
Эй (ЛЕЙ) 8, НӘ 已 是 对 应 于 U 的 
Minkowski 泛 函 ( 连续 半 范 数 ) ， 且 设 Е, 是 具有 由 p 
诱导 的 范 数 的 离 空间 5/ p -1(0)， 又 设 Е, Жа 
间 E, 的 完全 化 ， 连 续 奥 范 线性 映射 E Ё, БЖ 
ях. 如 果 ОЮ В V, 则 可 典范 地 定义 连续 线 
ВВ Бу Ё,. 

对 一 局 部 凸 空间 E， 以 下 诸 条 件 等 价 ，1) E 是 
核 型 的 ; 2) E 8 — 3900 3946 3838 轴 ， 使 得 对 
任 一 Оез, ЕВГЕ Е, 是 核 型 算 子 ; 3) 对 


E теин U, 映射 p — Ë, 是 核 型 
的 ; 4) 5 中 霍 的 每 一 凸 均衡 邻 域 包含 另 一 个 这 样 的 地 
的 邻 域 ， 使 得 典范 映 射 是 核 型 的 . 

Br E 是 核 型 空间 . 对 E 中 零 的 任 一 邻 域 U 和 对 
任 一 个 满足 1<4=< o 的 4 ， 存 在 一 是 均衡 部 域 了 = 
б, 使 得 Е, ( 范 数 ) ПДР q 次 粤 可 和 序列 的 空间 
1, 的 -- 个 子 空间 ， 这 样 与 一 族 同 构 于 1, 的 空间 
的 投射 极限 的 一 个 于 空间 相 重合 特别 地 Са = 2 的 情 
形 ) ， 作 一 核 型 空间 中 有 一 个 零 的 部 域 基 { U。} ,使 
得 所 有 的 空间 Ë, 是 Hilbert 空间 ; R, E E 
Hibert 的 (Hibertian) ， 即 中 拓扑 能 由 一 族 半 范 数 
生成 ， 其 中 每 一 半 范 数 由 E x E 上 某 一 非 负 定 Her- 
mie 型 得 到 ， 任 一 完全 被 型 空间 同 构 于 一 族 Hilbert 
空间 的 投射 杰 限 、 一 个 (у) 型 空间 是 核 型 的 ， 当 且 
仅 当 它 能 表示 成 Hilbert 空间 月, 的 可 数 族 的 这 样 的 
投射 极限 E=lm_ H, б} m <n, g, 是 
ЖЕ (Ж жЕ Ней. Schmidt 算 子 《 Hilbert- 
Schmidt operator )) , 

核 型 空间 中 的 著 ， 在 一 个 核 型 空间 中 每 一 等 度 连 
续 基 古 绝 对 的 (s) 型 空间 中 ， 任 一 可 数 基 (即使 是 

的 ) 是 等 度 连 续 Schauder Ж ( 见 基 (tasis) )， 所 以 
(=) 型 核 型 空间 中 任 一 вени 《特别 是 无 条 件 
的 )， 对 (2) 型 完 全 核 型 空间 ， 以 及 对 所 有 使 妆 图 
# SE ( closed -graph кр) 类 似 
БИЕ. ГЕЙ (уз) 型 核 型 空间 的 商 空间 不 
必 有 基 { 见 14], [5], [6]) . 

设 E @# (и) НУ). E 中 能 用 半 范 数 的 可 
6 хк 1x，4 =1，2，…, 定义 一 个 拓扑 ， 这 里 
对 所 有 的 xeE, jxll, < 1xll,,，. WR E 有 一 
或 一 个 连续 范 数 ， 则 这 些 半 范 数 | - | 能 取 作 范 数 . 
设 和 e,} E hà 438; 则 任 一 x€ E 能 表 成 ( 绝 
对 地 利 无 条 件 地 ) а 

х= У ё, 

这 里 坐标 С, АЖИ ¿ = (x, x,》, ПВ х, 
构成 5' 中 双 正 交 基 ，E 间 构 于 Коме 空间 ж (а,,), 
这 里 a, = le, 上; ЖЕШИНЕ, xe E 网 到 它 的 坐标 
ВЕ). Еву АВ СЛ, 等 价 于 基 (е) ( 即 
它 能 用 一 个 同 构 由 《{e, } BB), НЩ е, |) 
ЛСОУ А) 作为 种 合 是 重合 的 {[4]) , — (у, } 

称 为 正则 的 《regular 》 (或 正常 的 《proper))， 如 果 存 
在 东 6 数 系 1 ，| 。 和 指标 置换 ç ЖЕ 17.1 Аа, 
对 所 有 的 хха 是 音调 北 增 的 如果 一 个 O) ВЕ 
型 空间 E 有 正则 基 ， 则 F 中 任意 两 个 基 是 拟 等 价 的 
《quasi-equivalent) ( 即 能 用 其 中 的 一 个 基 的 元 过 的 生 
换 和 规范 化 使 它们 成 为 等 价 的 ) ， 有 其 他 的 充分 条 件 
使 É 中 所 有 基 拟 等 价 ( 见 [4], [14]) ， 有 此 性 质 的 
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核 型 空间 类 的 完全 描述 还 不 知道 ( 1984 ). 

例 连同 其 所 有 导数 速 减 的 实 直线 上 光滑 函数 的 
完全 度量 核 型 空间 2(R) 中 ，Hemmile 函数 e, (r) = 
е C) (e) 构成 一 个 基 ， Z (R) 同 物 于 
(а). 
参考 文献 

[1] Grothendiock .、 A.. Produits tensorics topologique ct 
espaces nucléaites, Amer Маф. Soc. , 1955. 

12] Гельфанд, И, M., Виленкин, Н. Я., Обобвщенныє 
функции. 4, Некоторые применения rapucemiecucro 
анализа . Оснащенные гильбертовы пространства, М., 
1961( 中 译本 : и. м. йл. H. я. вже, 
ВО ТУ. ЕНЕ, 1965). 

[3] Минлос, Р.А., € Tp. Моск. матем. об-ваў, 8 
(1939), 497—518. 

[41 Mara, Б. C., 
(1961), 4, 63-10. 

[5] Pietsch, А., Nuclear locally comvex spaces, Springer, 
1972( 详 自 德 文 ) 

[5] Dubirsky, E., Structum of muchar Fréchet spaces, 
Springer , 1979 

[71 Зобин, H. М., Митягин, Б. С., (Функц. адал и 
его прилож.ў, 8 (1974), 4, 35 ~ 47. 

18] Абатоп, A., Ап operator without invariant subspaces 
on а nuckar Fréchet space, Am. of Math., 117 
(1983), 3, 669 — 64. 

19] Schacfer , Н. Н., Topological vector space , Springer , 
юл 

110] Котша, Т. and Komura , Ү.. Ueber dic Einbettung 
Чет nuklearen Ràume їп (5)^ , Math. Ат., 162 
(1965 — 1966), 284 — 28. 

[l] Dineen ,S - , Complex analysis in ІосаПу convex spaces , 
North -Holland , 1981. 

{12] John, K. and Zider, V., On a tensor product char- 
acterization of nuciearity, Ма. dm .，244 (1979), 
1,83 - 87 

[13] Рет, G , , Conte -example à une conjecture де Ою - 
thendieck , С. №. Acad. Sci. Paris, 293( 1981), 681 一 
683. English abetract . 

[14] Драгилв, М. М., Базисы в пространствак Кёте, 
Ростов Н/Д., 1983. Г. Л. Литвинов SE 


ИМЕ] КВ р (бшЬшоп), ， 组 增 广义 
函数 ( generalized function of slow Browth ) 也 称 组 增 分 
布 (tempered distribution ) . 

` 设 下 是 拓扑 线性 空间 ， 尽 是 正 让 办 的 邻 域 ，4 
是 F hi, 是 (小 ) 正 数 . А 关于 零 的 邻 域 U 
的 = 集 是 一 集合 了 B， 便 得 对 每 -- aEA 存在 beB W 
Ë usb+eU. 设 N(s, А, О) Ж А ЖР е 
ЖЖ ӘЛ. 则 F 0942 ШК (functional 
dimension) 定义 为 ` 


《Yenexa матем. наук), 16 
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IninN(e, У, Ú 
nine-™ 


df( Е) = sup inf limsup 
Ú v 0 ine 
这 里 U, йй F 中 零 的 邻 域 . 详情 见 [2], 1.3.8. 
ж 斑 是 局 部 凸 空间 且 考 虑 霍 的 两 个 邻 域 U. V. 
H ОО ОЮҢ У, ЖЕ р. VcpU. 设 


5,00, У) = mfíó: 习 维 数 <> 的 子 空间 G 
使 VesU+G}. 


这 个 数 称 为 上 对 于 U 的 r 次 直径 ， 一 个 局 部 凸 空间 
的 直径 维 数 ( diatmnetral dimension ) 是 有 以 下 性 质 的 非 
负数 的 所有 序列 (d,) ,wutoy 的 集合 ， 对 零 的 任 一 侍 
域 U， 存 在 被 U DASAR У, H ó¿, (U, V) 
<d,, reEN U{0}. 

一 个 局 部 凸 空间 E 基 核 型 的 ， 当 且 仅 当 对 茶 (分 
别 地 ， 每 一 ) 正 数 1， 序 列 C(r+1) 75) о 属 
于 互 的 直径 维 数 ， 洋 情 见 [5]， 第 9 章 . 

B О, 了 是 一 个 局 部 上 空间 F 的 零 的 邻 域 日 U 
ЖУ V XT U B ç 容 度 是 所 有 满足 以 下 条 件 的 
АЎ m 的 上 确 界 М.(О, V): 存在 x... x S 
V 使 得 对 所 有 【过 大 ,xi 一 xÉ: U. BR An BH 8 
近 维 数 (approximation dimension) 是 满足 下 述 条 件 
的 所 有 (0，2 ) БЕШ р Ж Е: 对 零 的 每 一 邻 
域 U 存在 被 U 吸收 的 党 的 邻 域 Г, 使 得 

(MD И) =0. 


Ж o (U, V) 由 M,(U, V) 当 — 0 时 的 指数 增长 
率 定义 . 更 确切 地 ， 


p(U, V) = lim sup 


Inn M (U, V) 
he 
局 部 凸 空间 Е 是 核 型 的 ， 当 且 仅 当 对 某 (Hb. S 
=) р 以 下 条 件 满足 ， 对 等 的 每 一 个 邻 域 U 存 
Ж ЮЖ U 吸收 的 邻 域 U 48 p(U, Уу <р. 详情 
见 [5] 第 9 章 . 

Ж U 是 一 拓扑 间 是 空间 F 的 有 界 均衡 邻 域 ， 与 U 
相伴 的 Minkowski I 8 ( Minkowski fanectional ) ë w 
为 

q(x)= nf a, «20. 


这 大 有 确切 定义 的 ， 由 于 U 是 吸收 的 (absorbenr) 
( 即 对 每 一 хер, ТЕШ a 使 得 xecir) ， 见 [LA7]， 
1514, 164 8. 
参考 文献 
ГАІ] Grothendieck , A.,, Resum йс ja théore metrique des 
Produits tensoriels topologiques, Bol. Soc, Mat. Sao- 
Paulo, 8 (1986), 1—79. 
[A2] Grothendieck , Topological vector spacs ，Gonion ёс 
Bach ，1973( ЖАШ y. 


ГАЗ] Jachow, H., Locally convex space, Teubner. 
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ГАФ] Pisier С. , Factorization of lincar operators and geome- 
try of Banach spaces , Amer. Math - Soc . 1986. 
ГАЗ] Pisier, G , , Counterexamples to а conjecture of Gro - 
thendicck , Апа. Math. , 151 (1983), 181 — 208 
[A6] Colombeau , J. Е.. Differentizl calculus and holomor - 
phy, North - Holland , 1982. 
(A7] Kbthe, G., Topological олот зрайв, 1, Springer, 
1969. ща й ШИН 


对 策 的 核子 [mdeolus of a рате; л -ядро игры] 
见 对 策 论 中 的 核心 (core іп the theory of games ). 


多 余 参数 [muisapee рагаше{ег; мешающий параметр ] 
与 研究 给 定 分 布 的 某 些 参数 有 关 的 统计 问题 中 ， 
该 概率 分 布 (probability distribution) 的 其 余 任 何 未 知 参 
ЖО. 确切 地 说 ， 设 随机 变量 六 取 值 于 样本 空间 ( 芷 , 双 ， 
Р,)(@=(@, Өй, #„)еЙ"), Ж XW) 
实现 对 套数 8,,… , 9, (К< nn) 作 出 统计 推断 ， 那 么 ,1， 
…, 妈 就 是 该 问题 中 的 多 余 参 数 . 例如 ， 设 X... X, 
是 服从 正 态 律 g({x 一 56)fo) 的 独立 随机 变量 ， 其 备 数 
< 和 a 未知; 又 设 要 检验 假设 H, с=с, Ж а, Е 
某 个 常数 . ТЕБЕН 的 检 驻 问题 中 ， 未 知 方差 о? 
是 多 余 参数 . 多 余 参 数 问题 的 另 一 重要 例 是 Behrens- 
Fisher 问题 (Behrens-Fisher рюрет). Н, 
ЖАЗАНА! ЖЕНЕН н 
统计 推断 . 在 统计 假设 检验 理论 中 , 通常 的 作法 是 : 通 
过 特 用 寺 在 有 多 余 参 数 时 检验 某 假设 Ho 的 一 切 检验 类 ， 
收缩 到 相似 检验 类 ( 见 统计 检验 (statistical test)) . 
参考 文献 
[1] Линник, Ю.В., Статистические задачи с меша. 
ющими параметрами, М. , 1966. 
М.С. Никулин f 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[A1] Lehmann, Е.1.., Testing statistical hypothcscs, Wiley, 
1986. 
ГА2] Lehmann, E. L., Theory of point estimation, Wiley, 
1983. 周 概 容 译 


БИНТА [mill object of a category ; нулевой объект 
категории | 

一 个 对 象 (通常 表 以 0 )， 使 对 范畴 中 的 每 一 个 对 
# X, ЖЕ H(X,0)5 НО, Х) 都 是 单元 集合 . 等 
对 象 ， 如 果 在 给 定 的 范畴 中 是 存在 的 ， 则 就 同 构 而 言 
是 唯一 确定 的 . 在 具有 特异 点 的 集合 的 范畴 内 ， 堆 对 
象 是 一 个 单元 集合 ， 在 群 的 范畴 内 是 其 中 的 平凡 群 ， 
在 模范 畦 内 是 堆 模 ， 等 等 并非 每 一 个 范畴 都 含有 一 
个 零 对 象 ， 但 对 任何 给 定 的 范畴 总 可 以 形式 地 添加 


АН. АУА РЕ АЕ. 

м. Ш. Цалепко 所 
МЕ 一 个 范畴 中 的 一 个 对 象 了 称 为 始 对 象 (initial 
object) 如 果 对 任何 X, В-КА I — X; 称 为 
终 对 象 (terminal object 或 final object) 如 果 对 任何 Xx, 
ВА Хг. А, я ВЕ 
对 象 又 是 - 个 终 对 象 ， 如 果 在 一 个 给 定 的 范畴 中 存在 
始 对 象 ， 那 么 就 同 构 而 言 ， 它 是 唯一 的 . 终 对 象 也 是 这 
样 ， 但 一 个 范畴 可 能 有 不 同 构 的 始 对 象 与 终 对 得 例 
如 在 集合 的 范畴 中 ， 空 集 是 一 个 始 对 象 ， 而 任何 单元 
集合 都 是 终 对 象 ， 一 个 范畴 的 终 对 象 可 以 被 看 成 该 范 
暑 中 空 图 的 一 个 极限 (limit) ( 见 极限 (limit) 一 条 目 
后 为 了 范畴 中 一 个 图 的 极限 的 概 含 所作 的 补 注 ). 反 
之 ， 任 丁 一 个 图 的 一 个 极限 可 在 适当 的 锥 范畴 中 定义 


为 一 个 终 对 象 . 周 伯 坝 评 
数 [mamber ; число ] 
数学 中 的 一 个 基本 概念 ， 它 是 在 漫长 的 历史 发 展 


过 程 中 形成 的 . 这 个 概念 的 起 源 和 表述 与 数学 的 诞生 
和 发 展 同时 发 生 , 一 方面 是 人 类 的 实践 活动 ， 另 一 方 
而 是 数学 的 内 在 要 求 ， 决 定 了 数 的 概念 的 发 展 ， 

对 象 计数 的 希 要 导致 自然 数 (natural number ) Ж 
念 的 起 源 . 所 有 具有 文字 的 民族 都 已 辣 握 了 自然 数 概 
念 而 且 已 发 展 了 基 些 计数 系统 .在 其 早期 ， 一 个 数 的 
概念 的 起 源 和 发 展 只 能 够 从 由 语言 学 和 人 种 史 提供 的 
间接 资料 来 判断 。 原 始 人 显然 不 需要 确定 一 个 给 定 集 
体 是 否 完全 的 计数 技巧 . 

以 后 ， 为 了 确定 人 们 经 常 台 到 的 对 象 或 现象 的 数 
量 而 给 出 一 些 特别 的 名 称 . 这 样 ， 在 某 些 民族 的 语言 
中 有 表示 像 “ 三 个 人 ”或 只 胎 ” 这 样 的 概念 的 一 
些 词 ， 但 是 没有 抽象 概念 “三 ”. 也 许 ， 按 这 种 方式 ， 
出 现 了 比较 短 的 数 系列 ， 用 以 辨识 个 别 的 一 些 人 ， 个 
别 的 一 些 船 ， 个 别 的 一 些 椰子 等 等 。 在 这 些 阶 段 ， 没 
有 抽象 的 数 这 样 的 东西 ， 而 且 ， 数 字 只 是 一 些 名 称 . 

在 基 替 原始 文化 中 ， 传 送 革 于 这 个 或 那个 集体 的 
数 日 大 小 的 信息 的 需要 ， 导 致 要 求 区 分 出 一 定 的 标准 
保 体 ， 它 们 通常 由 人 体 的 一 些 部 分 组 成 . 在 这 样 的 汗 
数 系统 中 ， 身 体 的 每 一 部 分 有 一 定 的 次 序 和 名 称 - 当 
身体 的 部 分 不 够 用 时 ， 就 用 一 束 枝条 . 同样 ， 还 有 是 
石 ， 贝 壳 ， 树 上 或 岩石 上 的 刻 痕 ， 地 上 的 线条 ， 打 结 
的 细 强 等 等 ， 

数 的 概念 发 展 的 下 -~- 阶 段 是 与 过 渡 到 按 组 计数 有 
联系 的 ， 如 按 对 ， 按 十 ， 按 打 (十 二 ) 计数 .由 此 出 
现 了 所谓 结 点 数 ， 且 同时 出 现 了 一 种 算术 运算 的 概 
念 ， 它 反映 在 数 的 名 称 中 - 确定 的 计数 方法 形成 了 、 
采用 特别 的 手段 来 计数 ， 而 且 数 字 记 号 出 现 了 , 数 从 
彼 计 数 的 对 象 中 分 离 出 来 ， 而 且 成 为 抽象 的 . 数 的 表 
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Ж ЖОКИ Ж (ШЕ 9 А ( numbers , representa - 
tiom of)). 

现代 教 的 表示 系统 的 形成 过 程 是 异常 复杂 的 ， 只 
有 这 个 过 程 的 最 后 部 分 能 够 作出 可 区 性 的 判断 。 有 很 多 
已 知 的 表示 系统 . 在 古 埃及 有 几 种 系统 . 在 其 中 一 种 
中 ， 有 表示 ], 10, 100, 1000 的 特别 符号 . 其 他 的 数 
借助 于 这 些 符号 的 组 合 来 表示 . 在 古 埃及 ， 基本 算术 
运算 是 加 法 . 早 在 公元 前 2000 年 以 前 巴比伦 人 用 一 种 
有 位 值 原理 的 60 进 制 的 表示 系统 来 书写 数字 . 他 们 
只 使 用 两 个 符号 ， 古 希腊 人 用 一 和 字母 表 表 示 系 统 ， 
它 也 为 斯 拉夫 人 所 使 用 《 亦 见 斯 拉夫 数字 ( Slavic num- 
erals ) ) 在 印度 于 公元 纪元 (A. D.) 开始 时 ， 存 在 
一 种 广 为 传 播 的 口头 的 十 进 制 位 值 表示 系统 ， 对 替 
{ 和 其 他 十 进 制 数码 ) 有 几 种 可 义 词 . 后 来 在 那里 出 
现 了 一 种 十 进 制 位 值 表 示 系 统 . 在 公元 8 世纪 传播 
远 及 中 东 .在 12 世纪 它 被 介绍 到 欧洲 . 

作为 人 类 实践 活动 的 结果 而 产生 的 计数 对 象 的 领 
域 的 扩大 ， 以 及 最 后 作为 人 类 特性 的 求知 和 欲 ， 逐 渐 地 
推进 了 计数 的 范围 ， 自 然 数 序列 的 无 限 延 伟 性 的 概念 
出 现 了 ， 也 许可 归 因 于 希腊 人 . Euclid 的 一 个 定理 
说 : “存在 多 于 任何 给 定数 的 素数 ”. 还 有 ，Archimedes 
试图 使 他 的 同时 代 人 相信 可 能 描述 一 个 大 于 “世界 中 
沙 粒 前 数目 ”的 数 ， 

对 于 量 的 测量 ， 分 数 是 必需 的 . 古 埃及 人 和 巴 比 
伦 人 研究 了 分 数 . 埃及 人 的 分 数 通 常用 单 分 数 ， 即 分 
子 等 于 1 的 分 数 来 表示 . 巴比伦 人 用 60 ЖЫЛ Ж. 
中 国人 和 印度 人 在 公元 初 的 最 早 的 几 个 世纪 中 已 使 用 
普通 分 数 ， 而 且 能 够 对 分 数 施 行 所 有 的 算术 运算 . 中 
亚 的 学 者 们 ， 不 晚 于 10 世纪 ， 用 一 种 60 进 制 位 值 计 
数 系统 . 这 个 系统 特别 广泛 地 用 于 天 文学 计算 和 表 
Ж. 它 的 痕迹 已 经 以 时 间 和 角度 测量 中 所 用 单位 的 形 
АШ ТЖ. 十进制 分 数 在 15 世纪 初 引信， 耐量 为 
袜 蕊 尔 军 数学 家 Kashi (а -Kashi) 广泛 地 使 用 . 在 欧 
ЎН, ЕНА Ж 5. Stevin 所 写 的 书 《 论 十 进 》 
(de Thende) (1585) 的 出 版 而 广泛 传播 . 在 十 进 制 
分 数 引 进 之 前 ， 欧 洲 人 已 经 在 实践 中 用 十 进 市 计算 
数 的 整数 部 分 ， 但 是 对 分 数 部 分 他 们 用 60 进 制 分 数 
或 普通 分 数 ， 

数 的 概念 的 进一步 发 展 主要 与 数学 本 身 的 要 求 相 
联系 地 进行 ,负数 首先 出 现 于 古代 中 国 .印度 数学 家 
当 试 图 表述 所 有 情况 的 二 次 方程 的 解法 时 ， 发 现 了 负 
ж. Diophantus (3 世纪 》 自 由 地 进行 负数 运算 . 在 
他 的 《算术 》 (Апейка) -- 书 中 的 很 多 问题 的 中 
间 计 算 中 常常 出 现 负数 . 然而 ,在 16 和 17 世纪， 很 
多 欧洲 数学 家 不 懂得 负数 ， 而 且 如 果 这 种 数 出 现 于 他 
们 的 计算 中 ， 则 被 认为 是 错误 的 或 不 可 能 的 . 在 17 
世纪 ， 当 正 数 和 负数 作为 相反 方向 线段 的 一 种 几何 外 
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释 被 发 现时 ， 这 种 情况 改变 了 . 

巴比伦 人 有 一 种 计算 - -个 数 的 平方 根 到 任何 精确 
ЖА. 在 公元 前 5 世纪 ， 和 希腊 数学 家 们 发 现 了 正 
方形 的 边 和 对 角 线 没有 公 度 . 更 一 般 地 ， 原 来 两 个 任 
意 的 精确 地 给 定 的 线段 一 般 是 不 可 公 度 的 . 希腊 数学 
家 没有 出 此 出 发 引入 新 数 . 他们 创造 一 种 不 依赖 于 数 
的 概念 的 线段 比 理论 用 来 如 免 上 面 的 困难 . 

代数 学 和 近似 计 算 技 术 的 发 展 ， 与 天 文学 的 要 求 
相 联系 ， 引 导 阿 拉 伯 数 学 家 去 扩充 数 的 概念 ， НАПЕ 
始 考虑 任意 量 的 比 ， 不 管 作为 数 是 否 可 公 度 ,如 Nasi - 
mddin (1201 — 1278) 写 道 : “这 些 比 中 的 每 一 个 都 可 
以 称 为 一 个 数 ， 尚 这 个 比 的 一 项 与 男 一 项 柜 同 时 ， 
它 精确 地 等 于 数 --*， 欧 洲 数学 家 曾 在 同 -- 方 向 发 展 . 
虽然 G. Cardano 在 《实用 算术 总 论 》 (Practica 
Arithmeticae Generalis ，1539) 一 书 中 关于 无 理 数 仍然 
写成 “无 道理 的 ” (来自 拉丁 文 “surdusg”( 听 不 见 
的 ) ,“deaf”( 芝 的 ))， 并 作为 “不 可 能 理解 或 想象 
的 "， 可 是 Stevin 在 他 的 《算术 》(1' Arithmetique ， 
1585) 一 书 中 称 “一 个 数 是 被 一 个 任意 的 量 所 决定 
的 ”而 及 “没有 数 是 荒 辟 的 ， 无 理 的 、 不 合 规则 的 、 
表达 不 出 的 ， 或 光 道 理 的 ， 而 最 后 I. Newton 在 他 
的 广义 算术 》( Arithmeticae Universalg 1707) 一 书 
中 给 出 下 面 的 定义 : “我 们 与 其 把 一 个 数理 解 为 一 个 单 
位 的 倍数 ， 不 如 理解 为 一 个 抽象 的 最 ， 它 按 一 种 有 系 
统 的 方式 与 另 一 个 取 作 为 单位 的 同类 量 相 联系 . 数 以 
三 种 形式 出 观 : 整数 、 分 数 和 无 理 数 . 一 个 整数 是 那 
些 能 够 用 单位 来 度量 的 ; 一 个 分 数 是 单位 的 等 分 部 分 
的 倍数 ; 一 个 无 理 数 是 与 单位 不 可 公 宪 的 . ”与 这 个 
事实 有 关 ， 对 于 Newton 来 说 ， 一 个 量 既 可 为 正 也 可 
为 负 ， 在 他 的 算术 中 ， 数 也 可 以 是 正 的 ， 换 言 之 ，“ 大 
于 没有 "， 或 者 是 负 的 ， 换 言 之 “小 于 没有 ” . 

虚数 首先 出 现 于 Cardano (ЖЕР У (Аз Mag - 
ma, 1545) 一 书 中 ， 在 解 方程 组 x+ у= 10, xy = 40 
时 ， 他 找到 了 解 5+ V 一 1 和 5-V 一 5 .Camd- 
ano 称 这 些 解 为 “ 纯 负 的 "， 而 后 来 称 为 “ 矫 探 造作 地 
偶 的 "。 第 一 个 看 出 引入 虚数 的 “真正 " 用 处 的 是 R. 
Bombeli ， 在 《代数 》 ( Algebra， 1522) 一 书 中 ， 他 
证 明 方程 x = px+d,p>0,g>0, #Е(р/3)%> 
(q/2)° 情形 下 的 实 根 能 用 虚数 的 根 式 来 表示 .Bom - 
beli 定义 了 这 种 量 的 算术 送 算 ， 而 且 按 这 方式 继续 进 
行 到 创建 复数 (complex number ) 理论 . 在 17 和 18 
世纪 ， 许 多 数学 家 投身 于 研究 进 数 的 性 质 及 其 应 用 . 
这 样 ， 例 如 ,， 工 .Euler 把 对 数 概念 扩充 到 任意 复数 
《1738)， 而 且 得 到 一 种 利用 复 变 数 的 积分 新 方法 
(1776) ， 而 较 早 时 (1736), А. de Моме 解决 了 任 
意 复 数 的 求 自然 数 次 方 根 的 开 方 问题 .复数 理论 的 一 
个 成 功 应 用 是 代数 基本 定理 : “每 一 个 次 数 大 于 零 朋 有 


实 系 数 的 多 项 式 可 央 式 分 解 为 具有 实 系数 的 一 次 和 
二 次 多 项 式 的 积 ” (Еще, J. d'Alembert，C. F. 
Gauss ) 不过， 直到 给 出 复数 作为 平面 上 的 点 的 几何 
解释 (在 18 世纪 末 和 19 世纪 初 ) ， 很 多 数学 家 对 虚 
数 仍 保持 怀疑 . 

在 19 世纪 早期 ， 册 于 数学 分 析 的 巨大 成 功 ， 许 
多 学 者 理解 到 需 赤 英 定 分 析 的 基础 一 一 极限 理论 . 数 
学 家 们 不 再 满足 于 根据 直觉 或 根据 几何 表示 的 证 明 . 
也 还 遗留 下 构造 数 的 统一 理论 的 问题 .自然数 曾 被 考 
虚 为 单位 的 集合 ， 分 数 考虑 为 量 的 比 ， 实 数 考虑 为 直 
线段 的 长 度 ， 而 复数 考虑 为 平面 上 的 点 - 至 于 应 该 如 
何 引信 人 数 交 算术 运算 还 没有 完全 一 致 . 最后， 自然 产 
生 了 数 的 概念 的 进一步 发 展 的 问题 .特别 地 ， 是 否 可 
能 引信 与 空间 的 点 相 联 系 的 新 的 数 ? 

19 世纪 在 上 述 各 方面 进行 了 深 人 研究. 一 个 一 般 
原则 工 盖 明了， 数 的 概念 的 任何 推广 应 按 这 个 原则 进 
行 一 这 就 是 所 谓 形 式 计算 定律 不 变性 原则 .按照 这 
个 原则 ， 当 构造 新 的 数 系 以 扩充 给 定数 系 时 ， 运 算 应 
该 按 这 样 的 方式 推广 使 得 怀 有 的 定律 仍然 有 效 (G. 
Peacock , 1834; Н. Hankel , 1867). 在 19 #826 
对 ， 实 数 (real number) 理论 几乎 同时 被 G. Cantor 
(1879), Ch. Meray (1869), R. Dedekind (1872), 
和 К. Weizrstrass (1872) 构造 出 来 . 这 里 ，Cantor 和 
Meray 用 有 理 数 的 基本 序列 ，Dedekind 用 有 理 数 域 中 
的 分 割 ， 而 Weierstrass 用 无 限 十 进 制 小 数 展开 式 . 

作为 б. Peano (1891), Weierstrass (1878) 和 Н. 
Grassmann ( 1861) #97 (Ей — 4 S E. УТ А 
然 数 的 公理 化 理论 . W . Hamiton (1837) 由 实数 对 构 
造 了 一 种 复数 理论 ，Weierstrass 由 自然 数 对 构造 了 一 
种 整数 理论 ， 而 J. Tannery (1894) 由 整数 对 构造 了 
一 种 有 理 数 理论 - 

企图 找到 复数 概念 的 扒 广 导致 超生 数 (hypercom - 
Pkx number) 理论 ， 历史 上 ， 第 一 个 这 样 的 数 系 是 由 
Hamilton 发 现 的 四 元 数 ( quarternion ) ,经 过 很 多 研究 
之 后 ， 使 以 下 事实 变 得 清楚 〈 Weiestras ，G、Froben - 
hs, B Piece): 超出 复数 系 本 身 的 复数 烽 念 的 任何 
扩张 只 有 损失 凑 些 数 的 通常 性 质 才 有 可 能 . 

贯穿 19 世纪 ， 以 及 进入 20 世纪 初期 ， 在 数学 中 
正 发 生 着 深刻 的 变化 ， 关 于 数学 的 对 象 和 目标 的 总 概 
念 正在 变化 . 在 集合 论 基 础 上 构造 数学 的 公理 方法 正 
逐渐 形成 ， 在 这 方面 ,每 一 个 数学 理论 是 研究 某 个 代数 
ЖЖ. 换血 话说 ， 它 是 倒 究 一 个 带 有 特定 关系 的 集 
合 ， 特 别 是 带 有 满足 茶 些 预 先 确 定 的 条 件 或 公理 的 代 
数 运 算 的 集合 ， 

从 这 个 观点 看 每 一 个 数 系 孝 是 一 个 代数 系统 ， 为 
了 定义 具体 数 系 ， 利 用 "代数 系统 扩张 ”的 概念 是 方 
806. 这 个 概念 以 自然 方式 使 得 上 述 形式 计算 定律 不 


ЖЕШИНЕ. 代数 系统 4° 称 为 代数 系统 4 的 
扩张 [extension of an algebraic systemj ， 奶 果 4 的 
基础 集 是 4 7 的 基础 集 的 子 集 ， 又 如 果 存 在 一 个 从 系 
д ЮЗЕЕВ 4 的 关系 集 的 一 一 对 应 ， 而 且 如 果 
对 系统 4 中 的 使 得 该 条 统 的 某 种 关系 成 立 的 任何 元 素 
组 ， 系 统 А' 的 对 应 关 累 也 成 立 ， 

例如 ， 关 于 自然 数 系 ， 通 常理 解 为 具有 两 种 代数 
ай: 加 法 《+) 和 乘法 (。)， 和 一 个 特定 元 素 
(1) (单位 ) ， 昌 满足 以 下 公理 前 代数 系统 N = CN， 
+ 15: 

1) 对 每 一 元 素 ag N, a+ 1 a; 

2) 加 法 的 结合 性 : 对 МОФ а, Б, с, 


(а+ Б) +с=а+ (6+ с); 
3) 加 法 的 交换 性 ， 对 МФЛ a, Б, с, 
ut+b=b+a; 
4) 加 法 的 消去 性 ; 对 N Bieb а. b, c, 
由 等 式 a +c = ьс 可 推出 等 式 a = b; 
5) 1 213835 ЖОЖ; 即 对 任何 ac N 有 
И © жанин. 对 A 中 任何 元 案 а, Б.с, 
(as Б) e=a+ (b+ е); 
7) ЯЗАН: 对 N 中 任何 元 素 а, 
b,c, 
(a+b): с=а 
8) 归纳 公理 : ШЕМЕ N 的 一 个 子 集 ， 它 包 


会 1 两 且 当 它 包含 元 素 a 时 也 包含 a+ 1， 则 M = 
N. 


c+b. c; 


由 2,3,4, 6 和 7 # НҢ R Ei (+) 
和 (，) 下 是 一 个 半球 (semi-rng) . 所 以 自然 数 系 
统 可 以 定义 为 具有 对 乘法 的 零 元 过 而 无 对 加 法 的 零 元 
束 的 极 小 半 环 - 

整数 系 也 =《Z，+，。，0, 1》 定 文 为 构成 自 
ЖОН (ОМ, +，，，1y》 的 扩张 的 一 个 极 小 
Ж (Ting) ЖИЙ О=(0,+,-,,, 0,1) 
定义 为 构成 环 Z 的 扩张 的 一 个 极 小 域 (ей). 复数 
ЖЯ С=С, +, +, 0, 1 定义 为 槐 成 实数 域 ( 玉 ， 
т, 5, ,1> 的 包含 满足 2+1=0 的 元 案 :的 扩 
张 的 极 小 域 ( 亦 见 域 的 扩张 (extergion of a feld) ) . 

AE R=(XR., +, ' , 0, 1, > 》 是 指 具有 两 
个 二 元 运算 ( + ) 和 ( ，》， 两 个 特定 元 素 (0) 和 (1) 
和 -个 二 元 序 关系 (>) 的 代数 系统 (aigebraic sys - 
ет). R 的 公 旦 分 成 下 面 几 组 ; 

1) 2 8 《field axiom) : 系统 5R，+，，，0， 
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1? 是 一 个 域 ， 
2) 序 公理 {ordered axiom) : ЖФА, +, - ， 
0,1, > > 是 一 个 全 序 的 严格 的 序 域 (ordered field ) ; 
3) Archimedes 公理 ( Archimedean axiom ) : 对 R 
中 任何 元 素 a > 0, > 0， 存 在 一 个 自然 数 n， 使 得 


ne a=at+ “+a>b(nr 项 a); 


4) 完全 性 公理 (completeness axiom ) : 每 一 个 实 
数 的 基本 序列 ( fundamental sequence) {л}, 均 收 
人 敏 ， 即 如 果 对 任何 “> 0， 存 在 数 п, 使 得 对 任何 n > 
п, mm >>n,， Жа |е, г, |< es 成 立 ЛА 
{т}, ЖСР R 的 基 元 索 . 

简单 地 说 ， 实 数秒 是 一 个 完全 的 、 全 序 的 、 严 格 
地 Archimedes 前 序 域 。 实数 系 也 可 以 以 等 价 方式 定义 
成 一 个 连续 的 全 序 域 ， 在 这 情 泊 下 Archimedes 公理 和 
完全 性 公理 用 以 下 的 连续 性 公理 代替: 

如 果 4 和 8 是 R 的 非 空子 集 ， 使 得 对 任何 元 党 
аА, DEB， 不 等 式 a <b 成立， 则 存在 元 素 ce R, 
使 得 对 所 有 的 aca. БЄВ i a Sc < b. 

fh Cantor 和 Meray 提出 的 实数 构造 可 以 用 来 解 
释 实 数 系 的 第 一 个 公理 系统 ， 而 Dedekind 的 构造 可 
以 用 来 解释 第 一 个 公理 系统 .类似 地 ，Hamiton ， Wei - 
erstrass 和 Tannery 的 构造 是 对 复数 ， 整 数 和 有 理 数 的 
公理 系统 的 解释 . 

可 以 用 Peano 发 展 的 自然 数 的 序数 理论 和 Can- 
tot 的 自然 数 的 基数 理论 作为 自然 数 系 的 解释 . 

数 的 琶 钨 的 基础 问题 ， 或 更 广 地 ， 数 学 的 基础 问 
题 是 在 19 世纪 明确 地 提出 的 . 这 个 问题 成 为 数理 逻 
辑 的 一 个 主题 ， 其 深信 的 发 展 延续 到 20 ti. 

亦 见 形式 算术 【arithemetric , formal) ; 构造 分 析 
《constructive analysis) ; p 进 数 ( p-adic number) ; Ж 
数 数 (algebraic number ) ; 超越 数 (transcendental шип - 
ber); 基数 (cardinal number); 序数 (ordinal num- 
ber); 算术 (arithmetic ) , 
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数 域 [manber йсй]; чнсловоє поле] 

出 复 ( 例 如 ， 实 ) 数 组 成 的 域 { беа). и 
合 移 成 数 域 ， 当 且 奴 当 它 含有 多 于 一 个 元 率 ， 并 且 含 
有 它 的 任意 两 个 元 素 a 和 B ЙЕ a— B RIS x/5(8 0). 
ЭТНА Е ЛЖ. 有理数 域 含 于 任 一 数 域 
之 中 .有理数 域 、 实 数 城 、 复 数 城 以 及 Gauss Ўй (Л, 
Сац @( Сац number )) 都 是 数 域 的 例子 ， 所 有 形 如 
Н(и)/Р(а)(Е(оу # 0) 的 数 的 集合 构成 一 个 数 域 ， 这 
里 & 是 一 个 固定 前 复数 ， 旧 (x) 和 F(x) 取 帝 有 理 系数 


多 项 式 ， А, Б, Шидловский PE 
【 补 注 】 п 次 代数 数 域 (algebraic number Бе )К Ar 
理 数 域 Q 的 次 扩张 . 换 旬 话说， 如 果 每 个 ae 民 是 
Q@ 上 的 《次数 最 多 为 ”的 ) 多 项 式 的 根 ， 则 数 域 K 是 
(n 次 ) 代数 数 域 .不 是 代数 数 域 的 数 域 称 作 超越 的 
(Ctranscendental) ( 亦 见 代数 数论 ( algebraic number the- 
му); 域 扩张 (extension of a field); 超越 扩张 (tran- 
Scendental extension )). 


参考 文献 
[A1] Мез. Е.. Algcbrac number theory ，MeGraw-Hil , 
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除数 的 个 数 [ manber of divisors; делителей число | 

以 自然 数 n 为 自 变量 的 函数 ， 等 于 数 n 的 自然 
数 除数 的 个 数 . JW R ЕШ ОЕ r(n) 或 (п). 下 
述 公式 成 立 : 


тн) ба) (a +1), 
其 中 
n = ph 


是 n ЛЖАН ЛЕК. ХЕР р, т(р)- 
2; 但 存在 n 的 无 穷 序列 ， 使 得 
Inn 


hh 0 


т(л)> 2079 


男 一 方面 ， 对 所 有 > 0， 
т(п)= O(m'). 


т(п ) ЭН WR 8 (multiplicative arithmetic func - 
tion) 并 等 于 双 曲 线 xy = n БАВА 
Ж. z(n) 3033954818 Dirichet 洛 近 公式 给 出 ( 见 除 
数 问题 ( divisor problems )} . 函数 т(л} 的 推广 是 函 
Ж т,(п), EP E n= x x, АЖЖ х, 
ух, 的 个 数 ， 
参考 文献 
11] Виитрадов, И. М., Осивы теории чисел, 8 изд., 
M., 192 {中 详 本 : И. M. SSD pA. ЮЖ 
1, 018, 190). 
[21 Prachar, K., Primzahlvertelung , Springer , 1957. 
Н. И. Климов # 
【 补 广 ] 
РЕЯ 
ГАІ) Нау, С. Н., Wright, Е. М.. An introduction to 
the theory of number. Oxford Univ. Press, 1979, 
Chapt, XI, 
[译注 】 (п) & 4(п) ЮАМ Е А 
(divisor function ) . ` 
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数论 西数 [mmber - theoretic fmetions ; теоретикә - число - 
ван функцин] 
同 算术 函数 (arithmetic function) . 


数论 [mmber ену; чисел теория] 
关于 整数 ( integer) 的 科学 . 整数 和 最 简单 的 几何 

图 形 是 最 重要 最 古老 的 数学 概念 . 数论 起 源 于 算术 

(arithmetic ) 中 有 关于 整数 条 法 和 除法 的 问题 . 

在 古 希 腊 ( 公 元 前 6 世纪 ) 就 研究 了 关于 整数 的 
可 除 性 , 区 别 不 答 类 的 整数 (ИШКЕ (рте number ), 
合 数 ， 平 方 数 ); 研究 了 完满 数 ( perfect number ) 的 构 
Ж: 以 及 给 出 了 方程 x? + yt = 2 的 整数 解 ， 即 描述 
了 一 个 构造 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 的 算法 、Euclid 
( 公元 前 3 世纪 ) 在 其 《 几何 原本 》( Elements ) 一 书 
中 ， 基 于 所 谓 的 Euchd 算法 ( Euclidean algorithm)( Ж 
两 个 整数 的 最 大 公 因 数 ( greatest common divisor ) 的 一 
种 方法 )， 系 统 地 发 展 了 整除 理论 ， 证 明了 者 数理 论 
中 的 第 一 个 定理 ; 素数 有 无 穷 多 个 . 稍 后 Fratosthenes 
发 现 了 一 个 获得 品 数 的 方法 ， 它 现在 仍 称 为 Eratosth- 
епех ЕРЕ ( Eratosthenes ,sieve of). 

Diophantus (公元 3 世纪 ) 在 其 《算术 》(Aritmetika ) 
一 书 中 ， 系 统 地 总 结 了 数论 中 的 问题 和 它们 的 解法 ， 
特别 是 他 在 书 中 给 出 了 许多 一 次 和 二 次 的 多 变数 代数 
方程 的 有 理 数 解 . 

在 中 国 从 公元 2 世纪 起 ， 由 于 历法 计算 的 需 
要 ， 提 出 了 如 下 的 问题 ， 求 最 小 的 正 整数 使 其 被 一 些 
给 定 的 整数 除 后 有 给 定 的 余数 . 这 问题 被 孙子 ( 见 
《孙子 算 经 % 2-65 世 纪 ) Жл (зна) 解决 
(ТОЖЕ ESE ( Chinese remainder theorem }). 

在 印度 ，Bratmagupta ( 公元 7 世纪 ) 和 Bhaskara 
{公元 这 所 纪 ) 给 出 了 求 二 元 一 次 不 定 方程 整数 解 的 
一 般 方 法 ， 及 形 如 ax? Б = су? Я ху=ах+ьу+ с 
的 方程 整数 解 的 一 般 方 法 . 

路 洲 数论 的 黄金 年 代 起 始 寺 了 .Fermat ( 公元 17 世 
纪 ) 的 工作 . 他 研究 了 许多 方程 的 整数 和解， 特别 是 他 
09798 x" + y" = z" (n > 2) 无 正 整 数 解 ( Гапы 大 
定理 (Fermat great theorem)); 他 证 明了 形 如 4n+ 1 
的 索 数 是 两 个 平方 数 之 和 ， 并 断言 得 余 理论 的 基本 结 
论 之 一 成 立 ; Жр, М p 整除 а 一 a (Famat 
小 定理 { Fehmat little theorem)). 

L .Euler 对 数论 作出 了 特别 重要 的 贡献 ， 他 证 明了 
当 n=3 时 Fermat 大 定理 成 立 ， 证 明了 Fermat 小 定理 
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和 它 的 一 个 推广 ， 以 及 关于 用 二 元 二 次 型 (binary 
quadratic form) 表 数 的 完整 的 一 组 定理 .Euler 是 第 一 
个 提出 用 数学 分 析 方 法 去 解 歼 论 问题 ， 这 导致 解析 数 
论 (analytic number theory) 的 创立 .近代 加 性 数论 的 
基本 方法 -一 Hardy -Litlewood -Ramanujan 的 加 法 
(cirde method) 和 И. М. Busorpanoa 的 三 角 和 方法 
( trigonometric sums , method оѓ) 均 源 于 Eukr 的 生成 函 
数 ( generating function ). 而 Euler 引进 的 函数 “(s) 及 其 
推广 是 用 于 研究 寄 数 分 布 ( distribution of prime num- 
bers) 问题 的 现代 解析 方法 的 基础 - 

在 Ch .Goldbach 和 Euler 的 通信 中 提出 了 三 个 著名 
问题 :是否 每 个 奇数 М> 5 是 三 个 素数 之 和 ; 是否 每 
个 偶数 N> 4 是 两 个 素数 之 和 ;以 及 是 否 每 个 奇数 N 
可 表 为 N= p+2x#*， 其 中 p 是 素数 ，n 是 整数 . Buao- 
градов (1937) 解决 了 第 一 个 问题 ， 而 其 他 两 个 问题 仍 
未 解决 《1996)- 

C.F .Gauss 创造 并 完全 建立 了 同 余 理 论 ( 见 同 余 
式 (сопглеге), 证 明了 Euler 所 提出 的 二 次 五 反 律 
(quadratic reciprocity law) ( 也 见 Gauss 二 次 互 反 律 
(Сац reciprocity law ), 互 反 律 (reciprocity laws )), 这 
为 二 次 型 ax +Ьху+су? 及 多 变数 高 次 型 表示 数 的 
理论 莫 定 了 基础 ， 他 还 引进 了 最 重要 的 一 类 三 角 和 ， 
即 所 请 的 Ganss #0 ( Gauss sum) 


ЕУ гат 
5-5 ер ri ), 


他 指出 了 它们 在 解决 数论 问题 中 是 有 用 的 . 在 Gauss 
以 前 ， 数 论 仅 仅 是 各 色 各 样 结果 和 思想 的 汇集 ， 而 自 
他 的 工作 之 后 ， 数 论 开始 在 几 个 方向 发 展 成 为 统一 的 
理论 . 

在 9 加 世纪 ， 许 多 学 者 对 数论 作出 了 重要 的 贡 
WR. 数论 的 特点 与 魅力 之 一 是 它 的 大 多 数 问 题 简明 和 
易于 接近 ， 但 难以 解决 .例如 ，Eudid 提出 的 问题 : 
是 否 存 在 无 穷 多 个 挛 生 察 数 (twins ), 仿 未 解决 (1996). 
数论 的 某 毕 特殊 门 题 已 成 为 数学 的 一 些 独立 的 重要 分 
支 发 展 的 源泉 ， 它 们 中 有 : 素数 理论 ( 见 素 数 ( prime 
number )) 及 相关 的 《 函数 (zeta - function) 和 Dirichlet 
级 数 ( Dirichlket егез) 理论 ，Diophanhs 方程 (Dioph- 
antine equations ) 理论 ， 加 性 数论 ( additive number theo- 
ry), 数 的 度量 理论 ( metric theory of numbers), 代数 
数 和 超越 数 的 理论 ， 代 数 数论 (algebraic number theo- 
ry), Diophants 通 近 ( Diophantine approximatiors ) 理论， 
概率 数论 ( 见 数论 中 的 概率 方法 (number theory, 
probabilistic methods i)), 以 及 数 的 几何 (geometry 
of numbers ), 例如 ， 解 析 数 论 起 源 于 自然 数列 中 的 过 
数 分 布 问题 和 自然 数 表 为 特殊 形式 的 项 的 和 的 问题 . 求 
方程 的 整数 解 ， 特 别 是 Fermat 大 定理 ， 是 代数 数论 发 
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展 的 源泉 . 用 直 尺 和 圆规 作 面积 为 1 的 圆 的 河 题 ( 兄 化 
方 问题 quadrature of the circle ) 就 导致 关于 数 x 
的 算术 性 质 的 研究 ， 进 而 创立 了 代数 数 和 超越 数 的 
埋 论 . 

所 有 以 上 的 数论 各 分 支 是 互相 联系 ， 互 相 补充 ， 
互相 丰富 的 . 
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MORE 译 йж 
数论 中 的 概率 方法 [manber theory , probabilistic methods 
in; чисел теорня, вероятностная ] ， 概 率 歼 论 [proba- 
bilistic number theory ] ` 

广义 地 说 ， 是 数论 (number theory) 中 利用 概率 
论 ( probability theory) 的 思想 和 方法 的 那 一 部 分 ， 狂 
义 地 说 ,概率 数论 是 指 算术 函数 (arthmetic function ) 
值 分 布 的 统计 理论 ， 
数论 中 研究 的 算术 函数 绝 大 多 数 是 加 入 的 或 习性 
的 【 见 加 性 算术 函数 ( additive arithmetic function ) ; ЖЕ 
算术 函数 ( multiplicative arithmetic function). 它们 的 值 
通常 是 以 十 分 复杂 的 方式 分 布 的 . 如 果 措 绘 出 这 种 函 
数 当 变数 取 值 于 自然 数列 时 的 变化 ， 我 们 就 会 得 到 一 
个 高 度 混乱 的 图 形 ， 正 如 我 们 同时 考虑 整数 的 加 性 与 
习性 性 质 时 所 经 常 看 到 的 一 样 . 在 关于 实 算 术 函 数 
人 mi) 的 值 分 布 的 经 典 研究 中 ， 道 常 讨 论 的 是 f(m) 本 
身 或 它 的 均值 的 渐 近 性 质 ， 在 第 一 种 情形 下 ， 是 要 去 
找 两 个 简单 的 函数 岁 (т) р, (т), 使 得 у, (m) < 
Í (m) < k, (m) 对 所 有 的 m 成 立 ， 或 者 至 少 对 充分 大 
的 m 成 立 ， 例 如 ， 假 设 o(m) 表示 m 的 不 同 的 素 因 
数 个 数 ， 则 o(m)2 1 对 所 有 的 m > 工 成 立 ， 且 对 
т2 т, 有 o(m)< 2(In hm) т; 
dim inf wo(m)=1, 
„йа sup ol(m)(Inm) опт =1. 
在 第 二 种 情形 下 ， 是 考虑 均值 
1 < 
nm) а) 
的 性 质 , 对 о(т), 均值 (1) З (1 + о(1) ша). 
在 一 般 情形 下 ， 关 于 两 数 /(m) 的 值 或 它 的 值 的 跳 
动 ， 从 第 一 个 问题 和 第 二 个 问题 的 解 ， 只 能 得 到 很 少 
的 信息 . 一 个 画 数 可 以 本 质 上 不 同 于 它 的 均值 . 但 是 ， 
在 这 点 上 出 现 大 的 偏差 是 很 种 少 的 ,这 就 提出 了 这 样 
一 个 问题 : 确定 范围 使 对 占 压 便 多 数 的 变数 值 函数 
Гоп) 的 值 在 其 中 变动 . 设 f(m) 是 实 算 术 函 数 ， 及 
А, 5 20) вз 5 ЛЫ), 0) 
pen DP m P 
这 里 的 求 和 号 分 别 是 对 所 有 的 素数 p S n 及 所 有 的 索 
Е Р <n 求 和 ， 则 
3 


L y 2 2 с 
z Сот) 4,7 во (T + TZ 


= 
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Ето ИЕМ. 这样 ， 对 任意 的 【> O. 除 
了 可 能 有 少 于 (312 + cf/na)at 2 个 例外 值 外 ， 对 所 
有 的 m < n 90 


Шт) A,| < £ B, 


成 立 { 这 类 似 于 概率 论 中 的 大 数 定律 (law of large nu - 
mbers )) 对 函数 o (m) 这 个 不 等 式 能 号 为 


wm)— ninn| <t тал. 


以 N,(…) 表示 满足 括号 中 所 述 的 条 件 ( 以 … 代表 ) 
的 自然 数 m < n 的 个 数 . 如 果 要 更 精确 地 刻画 实 算术 
ШЖ fm ) 的 值 分 布 ， 那 么 就 迫使 我 们 去 考虑 频率 


nN, (/(m)S E) (3) 


ч n —= % 时 的 渐 近 性 质 ， 其 中 E 是 任意 的 Borel 集 . 
在 关于 (3) 的 渐 近 定律 中 ， 最 有 趣 的 是 具有 局 部 或 整 
体形 式 的 那些 结果 . 

整体 定律 . 对 给 定 的 C,, D,, Byty С 


РДС, + D,x)= + Мт) < C, + D, x) 


当 n — оо 时 的 渐 近 性 质 . 

在 加 性 算术 函数 的 情形 ， 我 们 要 导 求 在 怎样 的 条 
件 下 ， 有 某 个 分 右 函 数 Р(х), 使 得 在 其 所 有 的 连续 点 
Ё, Е,(С,+ D, х) ЖСР. 这 时 ， 若 F(x) 是 非 退 
化 的 ， 则 D, 必须 收 仇 于 一 个 有 限 《 不 等 于 0 ) 或 无 穷 的 
极限 . 

在 有 限 极限 的 情形 下 ， 内 要 考虑 F.(C, + x) 就 是 
ФТ. ЖЛ С, 函数 Р, (С, +х) 当 n 一 % 时 有 非 
返 化 的 极限 分 布 的 充 要 条 件 是 f(m)=alnm + g (m), 
其 中 a 是 一 个 常数 ，g(m) ЖАЯН 


0) со, 


Iatph<! Р 


l <<, 
I>) P 


так 1 


其 中 C 是 一 个 常数 . С, 的 选取 唯一 确定 到 加 上 … 项 C + 
0 (1). 当 Yasa 1/p< % 时 ,被 限 分 布 是 离散 的 ， 
不 然 ， 则 是 连续 的 - 
特别 的 ，F, (х) {C, 等 于 0 的 情形 ) 有 极限 分 布 
的 充 要 条 件 是 级 数 
1 у AD 


ри? D мәй. р 


Ро) 
i 1р) <1 Р 
收 生 【这 类 佑 于 概率 论 中 的 三 级 数 定理 ) . 
对 D, - oo 的 情形 研究 得 尚 不 完全 .下 面 是 当 


С, A.R D. = B, (由 式 (2) 给 出 ) 时 前 一 些 简单 结 
果 、 
著 对 任意 国定 的 <, 当 m > co 时 有 
-2 Рр) 
в Ж СУ ° (4) 
(2E Q F Lindeberg Ж ФЕ. BL Lindeberg - Fele 定理 
( Lindeberg- Feller theorem ))， 则 


а [enq = 
F(A, ЕВ, х) > 1° du 


=ф(х) (5) 
( 正 态 定律 ). 若 条 件 (4) 满足 ， 则 在 Karamata 意义 
下 B, 是 Inn 的 慢 变 化 范 数 .此 外 ， 若 B. 基 这 样 的 
函数 ， 则 式 (4) 是 式 (5) 成 并 的 必要 条 件 、 

W B, Ж Inn 的 慢 变 化 函数 ， 那么 F (А, + 
В, х) kak. -个 方 莽 为 1 的 极限 分 布 的 充 要 条 件 是 存 
在 一 个 不 沽 函数 VC)( 一 ww < u < оо), 满足 V( 一 0) 
=0,V(@)=1, ПАХ н ~ x 时 使 得 对 所 有 的 иш 
(可 能 w=0 除外 ) 有 

B у 


"< 
Up ивы 


极限 定律 的 特征 函数 g (1)， 当 它 存 在 村， 出 以 下 公 
式 给 出 : 


q(t) = expl Í (e = 1 ita)u 'dV(u)]. 


Ф) э кош. 


ж WE ИК ЖО НЕЧЕ Y ВЭТ. 例如 ,车 f(m) 
是 强加 性 函数 ， 及 当 n ~o0 时 
A= Bi mx 1л) 0, 
则 对 х 一 至 地 有 
ЕДА, + В,х) = p (x) +000). 

КЕТСЕ И 

局 部 定律 .这 是 对 固定 的 c С N, (/(т) 
= c)/n п ~ om 时 的 性 质 . 在 实 加 性 算术 函数 
情形 下 ， 这 个 频 六 总 有 极限 ， 卫 这 个 极限 仅 对 可 数 个 
值 c 不 等 于 0. 设 

LN ln Nm) = eo)l =1,2., 
是 所 有 的 非 零 极限 (假定 至 少 有 -个 这 样 的 极限 存 
在 ) .那么 ， 

Ум 


Хамлет =Па- 4) Кре, 
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тубе, 及 
к= + Мн) =k), 


ШЕШ 
1 < 20 
„рео р 
时 有 
Уһ) =1. 


关于 a U) 600838 8 b ft T ВНЗ. РЕЙ 
# C, СНОН к, ЖИН m 84 n it ЖШ 
数 f(m) (满足 f(p) = 0 对 全 体 素数 р), f 
1м, он) Юа ca. 
此 外 ， 还 研究 了 当 А, Вп М, (Оп) = k.) 
[п їй. 
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[ЧЕ] Erdós-Kac 定理 给 出 了 co (n) 的 某 些 更 精确 的 
信息 . 以 N(x,a,b) 表示 区 间 [3,x] 中 满足 不 等 式 
а< WW) nha <, 
Уют 
ПИ, ШИА, 3 x 一 > oo 时 有 


5 


1 | ета, 


аддитивных задачах, Л., 


ических полей, Л., 


N(x,a,b)= (х + о(ху) 


ЖАП]. 
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ГАІ) Najkicwicz, W . Number theory. Word Scientific 


]983 ，251 一 259( 洋 自 波兰 文 ) 。 
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数 的 表示 f numbers . representations о; счисление 或 HY- 
мерация | 

表示 自然 数 的 方法 的 总 体 . 在 任何 数 系 《 number 
system ) 中 都 用 一 些 符号 ( 词 或 记号 ) 表示 一 些 特定 的 
数 ， 它 们 称 为 结 数 《 поба) numbers ) ， 而 其 他 的 数 是 

用 菜 些 运 从 结 数 《用 算法 表示 ) 得 到 的 ， 数 系 按 其 
结 数 的 选择 和 用 算法 宕 示 数 的 方法 而 不 同 ， 随 着 数字 
符号 的 书面 记号 的 出 现 ， 数 系 按 数 字符 号 的 特征 及 其 
书写 原则 而 有 差异 . 

例如 ， 古 代 巴 比 伦 大 用 І, 10 和 6 作为 结 数 ; 
毛利 和 人 【新西兰 最 初 的 居民 ) 用 ], Н, Ш, 1р. 在 
южн, ФВ 1,5, 10, 50, 100, 500, 1000, 
分 别 用 记号 IT，V ，X, L, C, D, M 表示 ( 见 罗 
马 数字 (Roman numerals )) _ 

在 一 个 数 系 中 ， 如 果 算 法 派生 的 数字 是 把 结 数 放 
在 一 起 而 构成 的 ， 则 这 个 数 系 称 为 加 性 数 么 (additive 
number systems) , 例如， 在 古 埃及 的 《 象 氢 文 宁 的 ) 
记号 系统 中 , 数 ], 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 19 
各 分 别 用 以 下 符号 表示 : 


non 和 nann 


同样 这 些 数 宁 在 罗马 数字 中 配 太 1 П. Ш. №. 

У.М, М, W. X. X, XIX. ХІ. #Ejk4- 3⁄ 
А. НЯНИ И аа h B). Ж 
语 中 表示 数字 的 方法 是 用 加 - ЗЕГЕ АИ НКЕ ЖК 
的 一 个 明显 的 例子 ， 例 如 : Т4: (3 x 100 + 50 + 
7). 

在 其 些 称 为 字母 表 数 系 〔atphabetical number sys - 
етв) 的 数 系 中 ， 数 用 与 字 伍 相 同 的 符号 ， 再 加 另外 
ёа, ШЖК. 例如 ， 古 希腊 人 用 字母 表 
的 字母 序列 ， 与 得 划 联 合 起 来 表示 数 1 到 9， 以 及 所 
有 的 几 十 和 几 百 ， 例 如 ， 数 803, 833 和 83 写成 

ФҮ, ФДУ, x7. 
数 的 字母 表 表示 法 为 斯 拉夫 人 和 很 多 其 他 民族 所 使 用 
( 见 斯 拉夫 数字 (Slavic numerag ) ) . 

一 个 数 系 称 为 非 位 值 的 【non -Positional ) , ГИ 
所 用 的 每 个 数字 记号 (数码 ) 在 任何 数 的 标记 中 只 
一 个 值 . 如 果 每 个 数码 的 值 依赖 于 жкен 
置 ， 则 这 个 数 系 称 为 位 值 的 (positional) ， 罗 马 数 系 
是 非 位 置 的 . 在 巴比伦 数 系 中 任何 数 可 以 写成 两 个 记 
Ба: ар ВЕ (BL UF B 04 


3). хен tra L Н НАМ ЛВЛ, 

ТЕТЕ НАМ, — PJ T. 0 ЛИН. КЖ Ж 
60 和 的 的 任意 次 智 ， 而 宽 角 借 可 代表 10 和 10 与 60 
КИЕК ЕУ ДН. 数位 的 顺序 同 现在 所 采用 的 是 一 样 
їй. 这样 


Ka = 160 +2600 +1-60+1-10+6 = 4816 
А 


出 于 巴比伦 数 系 没 丰 记号 对 应 于 空位 (我 们 的 
零 】， 椒 能 保证 一 个 数 的 标记 只 能 用 一 种 方法 读 出 . 
这 标记 的 确切 意义 可 以 由 上 下 文 按 惯例 确定 ， 这 种 类 
狸 的 数 系 内 此 称 为 非 绝 对 位 值 系统 . 古巴 比 伦 人 后 来 
引信 一 个 对 应 于 我 们 的 零 的 特 疙 记号 .现代 lukal 
系 是 位 值 的 . 

所 有 已 知 的 位 值 歼 系 是 加 - Е. 
中 数 的 标记 的 位 值 原理 由 下 曾 的 初等 数论 ( number 
theory ) 的 定理 作 了 解释 - 

Фа. =1 Вая 7. 是 大 于 一 的 自然 数 的 
一 个 序列 ， 这 时 ， 对 任何 自然 数 a， 存 在 一 个 而 且 只 
有 一 个 自然 数 n， 使 得 方程 

qtaq ta,qiq I| +9 Ta, q Uq, =а 
(1) 
ДАИ a. сс. ас, ЙЕ 
0 和 do<g 77, 0 «а, <a... (2) 


О<а,.<9,. 


这 则 ， 只 有 一 个 满足 条 件 (1) 利 条 件 (2) ЗЕЕ 
Жи ( 多 维 偶 ) 


ал790). (3) 


ЖЕНЕВ, q. =10,4,=6,д,=10,4,= 
6, …， 等 等 .在 己 雅 印第安 人 的 数 系 中 ，g， = 5 ,g, 一 
4,45=18,8.=45 = =20 
如 果 一 个 数 系 中 序列 а. е, 4。 的 所 有 的 项 等 于 
闻 一 个 数 gq， 而 且 从 0 到 g 一 1 的 每 一 个 数 用 -- 个 
ФРЛИ Вл, ШОО q 进 数 系 (4 с number sys- 
tm) 或 以 9 为 基 的 位 值 数 系 ， Ж 4 进 制 中 ， 每 一 自 
然 数 央 懂 一 个 表示 符号 的 序列 . 为 了 对 4 进 制 的 教 相 
加 得 相 滋 ， 只 要 对 从 0 到 4 一 1 的 所 有 的 数 有 加 法 表 
КЖЕ Т. 
参考 文献 
11] Башмакова, И. Г., Юшкевич, А. П., Происчож- 
дение систем счисления, в KH. Энциклоцедия эле - 
ментарной математики, хн.1, М-Л. 1951, (1 — 74 
[2] Маат, В. L. wm der, Ontwakende wetenschap , 
Noondhoff , 1957. 
[3] Юшкевич, А. П., История математики B Cp. века. 
M., 1961 
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[4] Вайман, А. А., [Йумеро-равилонская математика, 


М., 1961 
[5] История математики, т 1., М., 190. 
В.И, Hewaca 扎 
【 补 注 ] 
参考 文献 
[A1] Buron, D. М., The history of mathematics, Aliyn 
& Bacon , 1985. 


[А21 Сарп, F.. A history of mathematical notations, 1- 
2, Open Court , 1952 — 194. 

[АЗ] Dantzig, T , Number. the language of ѕсісасе, АП - 
yn & Unwin , 1930 

[A4] Menninger, К.., Number words and number symbols , 
M.I. T.,19609( ЕХ ) 

LAS] Cuitel, G. , Ноне сотрақбе des numeraticns écrits , 
Paris, 1975. ИША ж 


分 子 [ mmerator ; чнслитель], {ЖА а/р 69 
整数 4， 表示 这 个 分 数 由 部 分 115 的 多 少 俏 组 成 . 

代数 分 式 A/B 的 分 于 是 表达 式 4( 见 分 式 ( fraction)). 

сс 1777 C A. Cremanoe Ж Ж Ж 


Nusselt 8 [ Nnsselt mamber ; Нуссельта число ] 
表征 物体 表面 同 气 { Ж) 流 之 问 对 流 热 交换 强度 
的 光量 网 参数 : Nu 二 a1/4, 其 中 a= Q / SAT А 
交换 系数 ，Q 是 物体 表面 在 单位 时 问 内 辐射 (或 吸 
收 ) 的 热量 ，AT> 0 是 物体 表面 的 温 虚 与 边界 层 外 
气体 (液体 ) МШЕ. S 是 表面 面积 ，! 是 特征 
КЖ, 是 气体 (液体 ) it bA. 
W W. Nusscl 而 得 名 . 
[ 补 注 J 
参考 文献 
ГАТ] Condon, E. U.. Heat tnsfer, in Е. U. Condon 
and Н. Odishaw (eds .): Handbook of Physics, Me- 
Graw- Hill , 1967 
[A2] Бен. E. R. G., Introdyction to the trnsfer of 
heat and mas MoGraw- Hill, 1950. Шс 


БСЭ-3 


Музе 准则 [ Nyquist criterion ; Найквиста критерий ] 
线性 闭环 系统 稳定 性 的 一 种 充分 必要 条 件 ， 该 条 
件 是 通过 江 环 系统 的 性 质 表达 的 . 
考 虎 上 共有 下 列传 递 函数 的 线性 单 输 人 - 单 输出 条 
统 
М(р 
(р) = МОР)? 
这 里 假定 多 项 式 М (z ) 的 次 数 不 超 过 多 项 式 N (z ) 的 次 
Ж, BD W(p) 是 真有 埋 函 数 ( proper rational furction ). 
最 初 的 Nyguist 准则 单位 反馈 и = y РЖ 
统 给 出 稳定 性 的 充分 必要 条 件 . 这 旦 利用 实效 量 we 
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[0, о) ДК л = (г) ( 开 环 系统 的 振幅 - 相 
位 特征 (amptitude -phase characteristic) ) 得 到 的 ,WW (10) 
在 复 军 面 二 表 出 一 条 有 曲线， 叫做 Nyquist 图 形 (Nyquist 
diagram) ， 假 定 开 环 系 统 的 特征 多 项 式 N(z) 有 k(0 < 
кп) ТАЖ, ЖЫЯ п КВН 
部 . Nyquist 准则 陈述 如 下 :闭环 么 统 稳定 ， 当 县 仅 当 
其 Nyquist 图 形 绕 点 2 二 — 1 顺 时 针 方 向 转 大 /2 Hl. 
( 一 种 等 价 的 表述 为 : 从 ~ 于 到 点 W (Lo ) 的 向 量 当 
оЉ 0 El оо 变化 时 按 正方 向 措 出 角度 лк.) 
这 一 准则 首先 是 由 Н. Nyquist ([ 1]) 针对 反馈 放 
大 器 握 出 来 的 ; 它 是 一 种 线性 系统 稳定 性 的 磊 率 准 
则 ， 类 似 于 Maxaiiroa 准则 《Mikhailov eritenon), М. 
[2], [3]. 指出 下 面 这 一 点 是 重要 的 ， 即 革 系 统 的 其 些 
元 尾 的 方程 是 未 知 时 ， 则 通过 实验 办 法 ， 把 不 同 频率 的 
谐 波 信号 输入 到 开 坏 系统 ， 也 可 以 建立 起 Nyguist 图 形 
(141). 
ЕЈ ЖЕ ФЕЯ, жаШ 
样 数据 系统 ， 例 如 见 [5], [6], [7], [9]. 
参考 文献 
[1] Nyauist, Н.. Regeneration theory, Вей System Techn 
+4, 11(192), Т, 126—147 
[2] Булгаков, Б. В ‚ Колебания, М., 1954 
[3] Лаврентьев, М.А , Шабат, Б. В., Методы теор- 
ии функций комплексного персменного, 4 изд., М., 


1973, 

141 Ройтенберг, Я. Н., Автоматическое управление, 
2 изд., M., 1978 

15] Гаоенский, Л. С., Каһенский, Г. А., Элосгольц, 
Л. Э., Математыоские основы теории управляемых 
систем, М., 1969. Н. X. Розов 所 

[ 补 注 】 关于 Nyquist 准则 在 各 种 方向 的 推广 , [А1]. 
参考 文献 

ГАТ] Desocr, С. А. апі Vidyasagar, M ., Feedback sys - 
тель: input -output properties, Асай. Press, 1975. 

[A2] Dsoer, С. А,, A релета] formulation of the Nyquist 
stability eriterion , JEEE Trans. Circuit Theory, CT - 12 
(1965), 230—234 

{АЗ ] Desoer, С. А. and Wang, Y. Т., Оп Ше ректа- 
lized Nyguist stability enterion .IEEE Trans. Ашот. 
Control , AC -25 (1980), 187 — 196 

[А4] Callier, Е. М. алі Desoer, С. А., On simplifying 
а graphical stability criterion for linear distributed {оой- 
back systems, ЈЕЕЕ Trans. Automat. Gbntr., AC-21 
(1976). 18—129 

[AS] Valenca, 1. М. Е. and Натіз, С, Ј., Nyquist cri - 
terion for jinpnt -output stability of multivariable sys- 
tems, ht. J. Control, ЗІ (1980), 917 — 935 

[A6] Ёаште. Р. and Depeyrot М., Eleroepts of уйсш 
Theory, North - Holland , 1977 199805 译 


ОЎ [O -direct лоп; О-прямбе объединение ], # 
由 给 定 带 零 元 且 两 两 相交 于 该 等 元 的 六 群 族 { 9, } 
得 到 的 半 群 (semi-group ) (5,， 它 的 菜 法 运算 定义 
ШЕ: 在 每 个 半 群 S. 上 它 与 原来 的 运算 一 致 ， 而 对 于 
ЖИ a, 1， 定义 S.S ,= 0. O B3 SER 3 IE 3 
(orthogpnal зит). #60 ат US ЈН 
为 已 知 半 群 的 O нз ZJ (lin ИД ЖЕН 
{ maximal icdkal) ; 极 小 理想 ( minimal ideal) ; 正则 半 
Ж ( regular semi -group )) . 
参考 文献 
[1] Сомї, А. Н. and Prston. G. B., The algebraic 
theory of somigroups 2, Алкт. Math , Soc. , 1967 
JI. H. Шеврин 撰 = Жж 石生 明 校 


几何 对 象 [objert ,geometric ; объект, геометрический ] 
见 几何 对 象 理论 ( geometric objects , солу ОГ). 


范畴 中 的 对 象 object in а category ; объект категорян ] 
一 个 术语 ， 用 来 表示 任意 一 个 范 团 (category ) 的 
元 兹 ， 它 们 起 着 集合 、 群 、 拓 扑 空 间 等 等 在 其 各 个 范 
晓 中 的 作用 .范畴 中 的 一 个 对 象 是 一 个 不 定义 的 概念. 
每 一 个 洪 旷 者 是 由 两 类 元 案 肝 组成， 对象 类 (dos of 
objects ) 5459138 (dass of полок). Ж 9 hg 
对 名 的 类 通常 表 以 Ob 免 ， 随 着 名 的 任 一 对 象 4 fine 
一 的 一 个 昼 等 态 射 1, 与 之 对 应 ， 所 以 不 同 的 全 等 态 和 
对 应 着 不 同 的 对 象 ， 因 此 ， 范 岩 的 概念 可 以 形式 地 仅 
由 坊 射 来 定义 ， 可 是 ，“ 范 畴 中 的 对 象 ” 这 个 术语 有 一 
语言 学 上 的 便利 ， 因 此 实际 上 总 是 被 用 着 的 ， 将 范 
酶 中 的 元 束 分 成 对 象 与 态 射 仅仅 在 一 个 国定 的 范畴 中 
才 有 意义 ， 因 为 一 个 范畴 中 的 对 象 可 以 是 另 一 范 天 中 


ЮИ. 感谢 容 射 的 出 现 ， 使 得 可 以 定义 范畴 的 对 象 
之 间 的 相互 关系 和 将 范畴 中 的 对 象 区 分 成 各 种 特殊 的 类 
型 ，( 见 范畴 的 整 对 象 (integral object of а category); 
Jë Fb f 9 (null object of а category); 小 对 象 
(small object); 范畴 的 投射 对 象 ( projective object of а 
category ) :内 射 对 象 【ijectiw object); 等 等 . ) 
М.Ш, Цаленко {# 
[ 补 注 】 也 见 范畴 的 生成 元 ( generator of a category) . 
ЖА 译 


对 象 语言 [objeet language; предметный язык] 
作为 人 研究 对 象 的 对 一 种 有 意义 的 理论 形式 
化 时 要 区 分 丙种 语言 .一 种 是 使 理论 得 以 形式 化 的 语 
言 ， 即 对 象 语 言 、 它 由 内 示 式 的 构成 法 则 却 语 久 法则 
给 出 、 语 义 法 则 规定 表示 式 的 含义 以 及 表示 式 怎 样 说 
MJ. 另 一 种 是 用 来 说 明 上 述 这 些 语义 和 庄 法 所 用 
的 语言 。 这 个 语言 称 为 元 语言 . 通常 元 诺言 不 是 形式 
化 的 滞 然而 它 也 能 被 形式 化 ， 随 之 变 成 对 象 语 
音 。 蔓 对 它 进行 研究 就 党 要 一 种 新 的 元 语言. 
参考 文献 
[1] Kleene, $. C., introduction (ometarmathemnatis , 
North - Holland, 1951 { 中 译本 : S. C. ЖЖ. л 
学 导论 ， 科 学 出 版 社 ，1984 ) пях Ж 


目标 函数 [objective function 或 target function ; uenenaw 
функция ] 
数学 规划 (mathematical programming ) 问题 中 被 
最 优化 的 判别 函数 、 
斜 导数 [obigue derivative; косая пронзводная}, 37] 
导数 { directional derivative ) ` 
定义 在 某 个 曲面 S 上 点 的 邻 域 的 函数 三 关于 与 S 
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ЕЖ - 椭 贺 算 子 的 余 法 线 {cononmal ) 方向 不 同 的 方 
向 [的 导数 . 斜 导数 可 以 出 现在 关于 二 阶 权 四 方程 的 
边 介 问题 的 边 舞 条 件 中 .此 问题 从 而 可 称 为 其 有 斜 导 
数 的 问题 ， 见 偏 微分 方程 ， 斜 导数 问题 《diffErential 
equalion, partial, oblique derivatives ). 

Ж S БУЫ Їй 1 = (4 с, L.) 的 形式 ， 这 
里 上 是 满足 У (12 = 1 的 点 的 函数 ， 则 函数 了 
关于 ! 的 斜 导数 为 

eY рео m, x). 


其 中 xi，… х, 是 Euclid 空间 В” 的 Descartes 坐标 . 
参考 文献 
[1] Miranda, С., Райа] differential сашайопв of еШрис 
type, Springer, 1970{ 译 自 意大利 文 》 
А.И. Янушаускас {# 郑 维 行 Ж Dadi 校 


障碍 [vbstruction; препятствие ] 

同 伦 论 中 的 一 个 概念 : 它 是 这 样 一 个 不 变量 ， 对 
应 问题 (中 的 一 步 Я, ВМХ ЧЕ, 

设 (X, A) 是 胞 腔 空间 (cellular space ) 8, Ж 
设 了 为 单 连 通 {《 更 一 般 些 ， 同 伦 简 单 的 ) 拓扑 空间 ， 
ЯЕ о: 4 — 了 能 扩充 为 连续 映射 f: Х-- 
ҮШ? 这 个 扩充 可 以 按 X 的 骨架 X" 逐步 进行 , 假 
定 已 经 构 作 出 映射 产 X"tJ4 Үй fl = g. 对 任 
—Ж (n +1) 维 胞 腔 e"'' Y, А |. 给 出 映 
时 S" 一 了 (这 里 $" 为 n 维 单位 球 ) тл уе 
т„(Ү) (Y 是 同 伦 简单 的 假定 用 在 这 里 ， 因 为 它 保证 
不 必 去 考虑 基点 ). 这样 ， 得 到 上 链 

cs ee) 一 
由 开 e “二 4 时 ， 显 然 有 ce 一 0. 办 此 

СЕСК, А; т„(Ү)). 


ЖШ, сутт = 0803838 Е /可 以 扩充 到 "ti Е. 
即 忆 "1 是 了/ 扩充 到 XX**' 上 的 障碍 . 

есес ТХ, Ау тС) ЕЕЕ. 
一 般 而 言 , 由 сј 天 0 推 不 出 y 不 能 扩充 到 X: 有 可 
能 了 扩充 不 到 XY"*! ,这 是 由 于 选 了 g 到 "的 一 个 不 合 
适 的 扩 完 , 例如， 映射 /yew 可 以 扩充 到 x+ 即 
进 回 去 一 步 再 坊 守 是 可 能 的 ， 可 以 证 明 , 上 同调 类 


1 ]eg"t'(X, A; z,(Y)) 


是 这 种 扩充 的 障碍， В Гс = 0 的 充 要 条 件 是 存在 
BOX" UA УЕ за оца (特别 ， 
fl = н). 这 个 断言 的 证 明 ， 要 用 到 差异 上 链 (ег - 
спсс cochain ) 的 构造 - 

ШЕЮ X ~ Y 的 同 伦 分 类 问题 可 以 解释 为 扩 
充 问题 ， 因 此 障碍 理论 也 可 用 于 描述 由 区 到 了 的 映射 


问 伦 关 的 集合 {X, 7], 设 1=[0,1], 开设 4= Хх 
10, 1 为 关 x 了 的 子 空间 、 划 一 对 映射 有 ,有 X > Y 
ЕУРО: А-Х, G(x,i)= f (х), i=0, L 
i f BU ВЕЕ. 表示 存在 G MD F: ХХ 
1 一 了. ШЕВ ЕЕ X 0 n се Е, 
那么 它 扩充 到 关 的 障碍 是 差异 上 链 


(fa f)8C'(X; л„(Ү)) 


ФЕВ, ЕВА [X,Y]=[X, K(m, n)) 
(n >1)8 3835 、 ЖШ Кл, n) 是 Dienbeg -MacLane 
9 {8] ( Eienberg - МасГапе space); 当 n, 时 ， 
m (K(m,n))=0.wm,(K(x, п) ==. W fe X = 
К(л, n) 为 常 值 喘 射 ， 而 f: X — K{x, n) 是 任 一 
ЖЕН. НР геи 时 ，H'(X; m (Y))= 0, Ж 
射 f 和 在 X"…' 上 是 同 伦 的 ， 取 定 连 接 它 们 的 一 
个 同 伦 以 后 ， 可 以 定义 差异 上 链 


4(/. Һ)єС"(Х; т,б) = C'(X; т). 


上 同调 类 [d"(f, f.)]s B”(X; я) 荐 唯一 决定 的 ， 即 
它 和 连接 万 和 了 的 同 伦 无 关 (因为 当 ¿< MUJ, 
mY) =0). 进一步， 如 果 映 射 fg; Xs 了 使 
[d'(f, })1=14"(#, fo)], 则 [d"(f, 9)]=0, 因 
此 了 和 g ЖЕ X" 上 是 辣 伦 的 , 扩充 这 个 同 伦 到 x 
去 。 其 障碍 属于 群 H'(X; п.) =0 《因为 > n), 
内 此 和 9 同 伦 . 这 样 ,了 的 同 伦 类 就 完全 由 元 素 
(4°, fO18H'(X; л) 所 确定 . 最后， 对 任意 的 
хЄН"(Х; x)， 存 在 映射 14", /,)]=х. B 
ЖХ, K(z, п)]= НХ; z). 类 似 地 ， 2833 ін 
时 , д.0) =0, X dimX<n, M [X, Y] = H"(X; 
л,(Ү)). 

在 研究 扩充 辣 题 时 ， 还 考 虚 过 “退回 去 一 步 ” 再 巴 
以 扩充 的 问题 . 这 个 问题 的 圆满 解决 ， 需 要 分 折 退 回 
去 任意 步 这 个 问题 . 上 同调 运算 ( соһотоюру opera - 
бол ) 和 Постинков 系统 ( Postnikov system ) 可 用 于 此 处 . 
例如 ， 为 了 撒 述 RS IX, Y|, 这 里 当 i<n 时 ， 
m(Y)=0, z,(Y)Z0, dmX=n+r. 一 般 讲 ， 需 
要 研究 退回 去 + + 1 步 的 情形 . 这 时 ， 有 必要 研究 了 的 
Постников 系统 中 的 开头 n+ r 层 ， 助 要 用 阶 数 < 
的 上 同调 运算 (在 上 同调 运算 条 中 ， 和 叙述 了 r = 1 的 情 
ЖЭ. 

障碍 理论 还 用 于 截面 的 扩充 这 种 情形 ( 见 映射 的 
截面 (section of a mapping)). 设 p:E -= B 是 以 为 
纤维 的 纤维 化 { 这 里 x (F)= 0, X л, (В) РЛ 
于 zm(F). 叉 设 4cB 和 s: 4 — E 为 截面 (即使 得 
ps(a) = 4 成 立 的 连续 映射 .) s 可 以 扩充 到 B 上 吗 ? 这 
时 相应 的 障碍 在 车 有 "*1({B; x,(F)) т. 如果 让 B= 
X, E=XXY, р(х, у) =х, s(a)= (a, g(a)) 就 
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类 门 题 . 

最 后 ， 在 扩充 问题 (还 有 截面 问题 】 中 ， 可 以 不 
假定 空间 的 间 伦 简单 性 ， 不 过 ， 这 时 要 用 局 部 系数 
的 上 同调 论 . 

障 得 理论 始 自 Ellenberg([2]). {Н Л. С. Понтря- 
тин 也 知道 ， 瘟 然 他 没有 明确 说 出 ， 但 在 具体 问题 中 用 
ML. [1]. 

文献 [3] 和 [4] 中 ， 对 此 有 很 好 的 讨论 . 
参考 文献 

[1] Ponuyagin, L. 5., Clasificaton of continuous trams- 
formations of а complex into а sphere, Бо. Аай. 
Nauk, SSSR, 19(1938), 361 ~ 363085). 
12] Eilenberg, 5., Cohomology and continuous rmappings, 
Ат. of Math., 41(194), 234 — 251. 
[3] Ни. 8.-Т., Homotopy theory, Асай. Press, 1959. 
[4] Thomas, 已.，Setnioar om fibre spaces , Springer, 1966 
Ю. Б. Рудяк # 
[ 补 注 ] 基本 群 x,(X, xs) Жл, (X, х.) (n 2 
1) 上 的 作用 。 见 局 伦 群 (homotopy ртоцр). 214 Х 
Жз п 简单 的 (n -simple), 如果 这 个 作用 (对 此 i) 为 
平 几 的 ; X 称 为 简单 的 (simple ) ТРЧЕ ЙА ( homo - 
юру simple), ЖЕЛДЕЙ Н, WB CNE п > 
Вп. nia (X. x.) 为 可 换 群 ， 并 且 
вене 0. xo) 上 ， 其 作用 为 简单 的 . 道路 连通 
的 H 空间 是 简单 的 . 
参考 文献 
LAl] Зісешой, N. Е.. The topology of fibre bundles. 
Princeton Univ. Press. 1951. 
[А2] Spanier, E. H., Algebraic topology, McGraw- Hil, 
19%. 
[АЗ] УЛшсһеай, С. W., Elements of homotopy theory, 
Spnnger , 1978 
[A4] Baws, Н, J., 


Obstmiction theory , Springer , 1977 
ИЯ 译 余 建 明 в 


海洋 学 中 的 数学 问题 [oceanolngy , mathematical problems 
in; океанологий математическне задачи ] 
海洋 的 物理 学 、 化 学 ， 地质 学 和 生物 学 领域 中 的 
数学 问题 . 海洋 物理 学 中 ， 问 题 主 要 涉及 地 球 物理 流 
体 动力 学 (定义 为 施 转 射 于 分 层 液体 的 自然 流 流体 动 
Ж?Р). 地 球 拘 自转 ， 本 质 上 影响 ( 金 球 和 综观 尺度 
前 ) 大 尺度 流 及 其 分 层 。 即 介质 在 重力 ( 竖 直 ) 方向 
密度 的 变化 ， 这 在 海洋 中 产生 个 别 流体 动力 学 场 或 其 
统计 特性 的 特定 各 向 异性 ， 因 而 ， 例 好， 当 遂 过 关于 
这 些 声 的 经 验 数 据 的 客观 分 析 《 内 揪 ， 外 的 ， 修 色 》 
用 Tanëpiom 法 ( Galerkin mcthod ) 3836084840 36 
这 些 场 时 和 当选 择 汕 流 和 内 波 ( intemal waves ) 的 坚 向 
不 均匀 随机 场 的 统计 异型 时 ( 亦 见 油 流 中 的 数学 问题 


( turbujence ，mathematical problems 记 ))， 必 须 考虑 这 
种 影响 . 

由 于 海洋 边界 【海底 和 海岸 ) 的 不 规则 形状 ， 应 
用 流体 动力 学 的 线性 化 方程 对 海洋 的 本 征 振 路 的 解析 
描述 变 得 复杂 化 ， 使 得 应 用 分 高 变量 法 求 解 成 为 不 
可 能 . 因此 ， 在 潮汐 理论 中 ， 其 中 海洋 可 具有 对 引 潮 
力 的 共振 响应 ， 仅 对 规则 形状 的 【例如 出 子午 圈 和 纬 
度 圈 的 截 段 所 界限 的 ) 模型 海洋 才 有 解析 计算 ， 在 真 
实 几 何 位 形 情 况 下 ， 接 连 〔 不 断 增 加 ) 的 本 征 频率 应 
完 义 为 极 值 曲线 .上 与 能 量 相关 的 二 次 积分 泛 函 的 极 
值 ， 关 于 极 值 曲 组 可 由 Галёркин 法 选取 ; 这 种 处 理 方 
法 尚未 完全 实现 .在 潮汐 理论 中 ， 海 洋 对 引 潮 力 的 线 
性 和 非 线性 响应 都 注意 到 了 ， 它 可 以 通过 将 潮汐 高 度 
表示 为 引 蛮 为 的 泛 函 震级 数 而 于 以 描述 ， 这 个 级 数 的 
泛 函 系数 撕 述 作为 共振 系统 的 海洋 性 质 . 

对 于 流体 动力 学 方程 的 以 下 这 几 类 波 解 ， 声波 ， 

面 (张力 各 引 办 ) 波 ， 内 引力 波 ， 惯 性 小 (包括 还 

ЖЕЛИНЕ Rosshy - Віпоха 波 ， 由 于 地 球 自转 角速度 的 
竖 向 投影 随 纬 度 变 化 而 形成 )， 以 及 最 后 〈 由 于 地 第 场 
中 导电 流体 { 威海 水 ) 运动 引起 的 ) 磁 流 体 波 ， 它 们 
之 间 有 着 特殊 的 差别 .各 类 波 解 (以 及 关于 它 信 的 动 
力学 方程 ) 通过 应 用 与 van der Pol 方法 相似 的 非 线 
性 力学 的 渐 近 方法 在 多 时 标 分 析 中 予以 构造 ， 这 类 问 
题 的 一 个 例子 是 所 谓 准 地 转 近 似 ， 把 块 波 从 流体 动力 
学 方程 组 的 解 中 滤 除 看 ， 并 将 Rossby -Blinova 波 这 类 
波 分 离 出 来 ， 

海洋 中 的 波 通 常 是 卡 线性 的 ， 对 于 长 非 线性 让， 
包括 表面 波 和 内 波 两 者 ，Korteweg -de Vries 方程 ( Kor- 
teweg -de Vries equatipn ) 很 好 地 适用 ， 它 的 周期 【 极 
浅水 波 ) 解 和 孤子 解 可 以 应 用 .对 于 短小， 尚未 构造 
出 寻求 孤子 解 和 周期 解 的 一 般 方法 ， 而 仅 存在 个 别 例 
子 (Slezkin -Crapper 表面 张力 波 ，Gerstner 和 Stokes B| 
力 波 ， 正 压 和 斜 压 Rossby Р). 非 线性 波 场 的 统 
计 理 论 也 是 未 充分 发 展 的 ， 特 别 息 与 表面 引力 波 和 内 
引力 被 ( 竖 身 微 结构 层 中 内 波 产生 庙 动 尊 和 使 该 王 变 
模糊 ) 以 及 Rossby 波 《 带 有 非 线性 波 场 中 准 二 维 油 流 
演化 的 ) 的 描述 有 关 的 那些 理论 - 

海洋 流体 动力 学 的 最 重要 问题 之 一 ， 是 海洋 环流 
(最 一 般 表 述 中 ， 在 海洋 与 大 气 通过 所 谓 海洋 的 上 混 
县 和 大 气 的 边界 层 的 相互 作用 下 ) 的 数学 模型 建立 问 
题 ， 疝 时 由 于 空间 不 均匀 性 尺度 的 宽广 谱 {从 几 mm 
到 抑 万 km)， 这 里 要 模拟 的 系统 具有 巨大 数量 的 自由 
度 (对 毫米 级 元 体积 为 10” 量 级 )， 它 们 总 是 需要 例 
如 通过 小 尺度 过 程 的 备 数 化 法 一 起 予以 考 赔 ， 

当 用 历 分 方程 来 近似 连续 的 流体 动力 学 方程 时 、 
出 现 有 关 孝 分 格式 的 近似 程度 以 及 收 急性 和 钼 定性 问 
Bü. 在 盗 洋 环流 的 当代 所 谓 涡流 分 辨 模型 巾 ， 应 用 其 
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半 步 长 为 几 十 km 量 级 的 空间 网 格 . 应 骨 流 体 
间 场 的 谱 《包括 Галёркин ) 表示 的 格式 可 以 


海洋 流体 动力 学 中 测量 数据 的 数学 公理 ， 其 基本 

m. ЖЭО (ЖЕКПЕ З, eN ЕРЭН Е 

， 拖 引 的 ( 带 Doppler Ж Т) k * 8 Ж 2з Дф) 
让 【 波 场 的 ， 三 维 网 格 点 上 的 时 间 
幸 列 及 其 谱 神 互 谱 ， 和 客观 分 析 同步 空间 如 和 四 维 
ЮЙ). 

在 海洋 声学 中 ， 考 察 了 分 野 介质 中 波 分 布 的 典型 
问题 ， 在 许多 情况 下 ， 对 波 场 坚 向 结构 的 解析 描述 ， 
应 用 了 МКВ 近似 【网 МКВ 方法 (WKB method )). 
在 海洋 光学 中 ， 多 次 光 散 射 是 一 特定 过 程 ， 对 于 它 的 
描述 ， 应 用 辐射 转移 方程 的 (由 MonteCarb 27 Ж 
得 的 ) 数值 解 以 及 其 沿 近 解析 解 《 亦 见 辐射 转移 理论 
( radiative transier theory ))， 在 海洋 化 学 中 ， 主 要 数 
学 问题 是 带 特定 源 和 谍 的 非 保守 混合 物 的 运 膏 扩散 的 
计算 . 

在 海洋 地 质 学 中 ， 出 现 的 问题 与 板块 构造 学 ( plate 
iedlonics) ( 岩石 巾 板 块 的 构造 运动 学 ) 的 发 展 有 关 ， 
涉及 地 骨 硬 板块 运动 的 运动 学 计算 肌 其 起 源 演 化 的 解 
Ж, ЕШШ Т ЖН (起因 于 恒 物质 从 地 晶 身 地 习 
传递 的 ) 哮 度 运 流 过 程 的 数学 模型 .地 贰 学 的 重要 特 
定 问题 之 一 是 生物 地 里 学 ， 即 借助 于 自学 程序 根据 其 
微量 古生物 集合 售 量 来 鉴定 沉积 涯 傣 的 年 龄 { 而 到 自 
荔 为 止 ， 在 大 多 数 工作 中 这 个 向 题 是 近似 解 次 的 ， 没 
有 应 用 计算 机 ). 

在 信号 ， 嗓 声 滤 除 和 形式 识别 的 统计 特性 的 估计 
中 ， 很 大 晤 的 计算 问题 出 狗 在 竹 洋 多 道 连续 深 地 震 剂 
面 探测 的 和 海 床 振动 射线 检验 的 数据 的 记录 和 处 理 方 
画 ， 同 叶 在 许多 情况 下 ， 在 测量 网 络 【 信 号 发 射 问 和 
接收 器 的 空间 分 布 ) 的 表述 上 和 在 它们 的 记录 上 这 两 
方面 ， 应 用 Fourier 变换 全 息 术 是 有 前 途 的 ， 

在 诲 洋 生物 学 中 ， 海 洋 生 物 生 产 率 控 制 问题 的 巨 
大 本 要 性 ， 皮 映 在 生态 系统 的 结构 和 功能 作用 的 数学 
模型 建立 上 ， 以 及 特别 是 涉及 群体 动力 学 ， 一 个 例子 
起 生态 系统 子 量 4, 【包括 多 种 形式 浮游 植物 和 浮游 动 
物 ， 气 ， 二 氧化 碳 ， 磷 酸 盐 和 硝酸 寺 等 的 浓度 ， 海 水 
的 湿度 和 育 盐 度 ， 以 及 受 光合 活性 辐射 的 照度 等 ) 的 
ЖИЫН q.(z, t) 贿 时 间 + 演化 的 问题 ， 由 下 列 形 
式 的 方程 


à 2 
А.а. + В„ф,а, + ас KG) 


描述 ， Жет А, В, жашла ен. 
这 里 感 兴趣 的 是 带 特定 初始 数据 的 Cauchy 问题 的 数 
什 解 ， 以 及 微分 方程 定性 埋 论 关于 整体 解 行为 和 关 填 
它们 对 方程 中 所 含 参数 的 恢 窑 性 的 结论 . 
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А. С. Monu й 

【 补 注 ] [А1]—[А4] 中 给 出 海洋 学 中 流体 动力 学 问 
题 的 一 般 引 论 ， [A5] 一 [A7] 中 介绍 了 海洋 中 波 的 模型 
建立 和 数值 分 析 ， 

在 海洋 物理 过 禹 和 汗 物 过 程 购 研究 中 ， 某 些 论题 
近来 获得 工作 在 各 个 不 同 领域 的 科学 家 的 特殊 注意 . 
首先 ， 海 实 和 大 气 之 间 的 相互 作用 看 来 在 气候 现象 中 
起 重 槛 作用 ， 一 个 著名 的 例子 是 “厄尔尼诺 " (“下 
М№о’) 9, М [А8]. АК. ЕНОТ (80 
缓冲 ) 也 是 这 个 相互 作用 的 一 部 分 .在 空气 中 CO, 的 
平衡 中 ， 必 须 考虑 到 这 个 因素 .而 自 ， 海 洋 生 物体 可 
能 在 海 族 沉积 物 中 沉积 一 部 分 碳酸 

关于 近海 演 和 潜 湾 中 的 沉积 鞠 ( 泥 沙 ) 输 运 ， 在 
与 这 些 声 所 人 闫 活动 有 甘 的 方面 进行 了 研究 ( [ A9] — 
(АШТ). 关于 河流 排放 处 污染 的 研究 ， 在 相同 方面 予 
以 分 析 , 海洋 学 丛书 中 的 [A8] 这 一 着 ， 论 述 海洋 的 下 
述 将 多 方面 : 它 的 物理 学 ， 化 学 ， 生 物 学 各 地 质 学 . 
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和 八 面 体 空间 [octahedral space ; октаэдра пространство | 
ШЕ Ж 《octahedron) 3889 а 9 НАТ z /3 
角 的 相对 三 角形 面 所 得 的 -个 空间 ， 八 面体 空间 着 -- 
个 三 维 流 形 ( three -dimensional manifold ) E J — s A IT 
体 群 在 三 维 球面 上 的 作用 的 轨道 空间 ， 它 可 以 与 用 类 
仆 方法 得 到 的 立方 体 空间 (cube space ) 相等 同 . Л\Ш 

体 空间 的 一 维 Ван ЖИЕ = gre. 
M. И, Войпеховский Ж 和 除 森林 Ж 


八 面体 [ octabedron ; октаэдр ] 

一 种 立体 图形 ， 具 有 8 个 三 角形 面 ，12 Ж, G 
个 顶点 ， 在 每 个 顶点 处 有 4 个 面相 交 ， 如果 所 有 的 楼 
长 度 相同 ， 它 就 是 五 种 正 多 面体 《egular polyhedra ) 
(Paton 立体 (Phton sos) ) 之 一 ; 如 果 边 长 是 a, 
е 


S 0474а". 


_ т'уї 
3 


БСЭ -3 


【 补 注 ] 八 面体 的 Schlafh 符号 是 {3,4} .和 如果 所 有 
的 棱 相 同 ， 则 得 到 正八 面体 (regular cctahedron ) ; 

ТЕЧЕ ЯУДАН, ВЗЕХА. тг 
和 希腊， 作为 五 种 Platon 立体 (Platon solids ) ( 亦 见 正 
多 面体 (regular polyhedra ) ) 之 一 的 正八 面体 代表 元 
索 空 气 ， 它 作为 钳 明 矶 的 晶体 存在 于 自然 界 中 . 若 把 
它 的 外 接 圆 半 径 取 作 测量 单位 ， 则 它 的 6 个 顶点 的 
Descartes 坐标 为 

(+1, 0,0), (0, +1, 0), (0,0, +1); 


ни 
从 而 ， 它 的 边 长 为 3, 34639 J + ‚жиз. 


它 的 4 对 相对 的 面 (或 4 个 直径 ) НИЖ 41 = 24 
的 从 面体 群 (octahedral ноп) G, ВНЕ. 
参考 文献 
[Al] Bennett , О. Т... Deformable octahedra, Рус. London 
Math Soc. (2), 10 (1912), 30 — ИЗ 
[A2] Сохешт, Н. S. М., Regnlar polytopes , Methuen , 
1948, р. 5 ЖАВ Ж 
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填 限 [octant; октант ] 
三 维 空间 被 兰 个 相互 生 直 的 誉 标 平 曾 划 分 成 的 八 
个 区 域 中 的 任何 一 个 ， ий 详 


Wr ER Ë [odd function ; нечетная функция | 
一 个 函数 f(x), 35 EBR x 变 号 时 这 个 函数 也 
蛮 号 ， 即 对 于 f(x) 凋 定 文 域 中 的 一 切 值 ， 有 f(- x) 
= -f(x). 奇 函数 的 图 形 关 于 坐标 原点 是 对 称 的 . 
ГАРНО ХОМ (even fonction ) Еа 


奇数 [odd mumiber; вечетвое число ] 
不 能 被 2 ов. 

[ 补 注 】 一 个 整数 ， 如 果 不 是 奇数， 则 称 为 偶数 (even 

number) Жа зе 


ВЛЕН [Oka theorem ; Ока теоремы] 

ш JBE fE 1930 年 和 1950 2 [АГ ЗБЕН: £ 57 
АЕ РК ЭЖ ЙИГИТ ДЕЙ ( 见 [1]) . 

1) 关于 Cousin 问题 (Cousin probkms) 的 Ока 
ЖЛ: 第 一 , Cousin 问题 在 C” 中 任何 全 纯 域 ( domain 
of holomorphy) 中 都 是 可 解 的 ; 第 二 ，Cousin 问题 在 
任何 同 肚 于 D, x … x D, 的 全 纯 域 p c C" 都 是 可 
解 的 ， 其 中 所 有 区 域 p СС, оге, 都 
是 单 连通 的 

2) ЖЭР Levi 问题 (Levi problem ) 的 定理 : 
任 向 氢 凸 Riemann 域 (06 ЯТ Ш ( pseudo-convex 
and рѕешіо-сопсам:)) 都 是 全 纯 域 ， 

原来 周济 在 维 数 "= 2 时 证 明 这 些 定理 ; 在 任意 
维 数 时 ， 定 埋 也 已 被 其 他 数学 家 汪 明 . 

3) ВЖ - Wel 定理 ( Oka-Weil theorem } : 令 D 为 
С" ФИБА, ХФ Кер 和 它 关于 所 有 在 р 
全 纯 的 函数 的 代数 2( DD) 的 包 { 见 全 纯 包 络 ( holomorphic 
envelope )) 相同 ; 那么 对 任何 在 K Éy — Erhan 
数 了 和 任何 с> 6， 都 可 以 找到 一 函数 Fez(D), 838 

тах |f -Fl<e. 


这 个 全 纯 逼 近 论 中 的 基本 定理 广泛 用 于 复 分 析 和 泛 函 
分 析 中 

4) WBS EE ЯЙ (Ока coherence theorem ) : $ 2 
为 在 复 流 形 х P 0026653605 pa; 那么 对 任何 自然 数 
р, ШШШ 2 OX … x2 (p 次 ) 的 局 部 有 限 生成 子 
АЛИГЕ ( analytic зка) (7, ЖЕЕ ( cohe - 
tent sheaf)). 

À; J ИТІН Ы Ж -Cartan 理论 的 一 个 基本 定理 ， 它 
基本 上 用 来 证 明 Cartan 定理 4 和 B (WL Сагыт 定理 
(Cartan theorem )) 
参考 文献 

[1] Ока K ,, Sur les fonctions analytiques de plusieurs vari- 
аре, І. Shoten, 1961. 
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[2] Нёппапдег, 1.., An introduction to хорих aralysis 
in several vanables, North - Holland . 1973 
[3] Gunning, К. and Rossi , H., Analytic funcions of se- 
weral complex variables . Prentioe - Hall , 1965. 
Е.М. Чирка {# 
[ 补 注 】 参考 文献 -[A2] 是 Oka ЮЗЕР 
的 英 详 本 . 
参考 文献 
[А1] Krantz, S. G ., Function theory of seveml complex 
variables . Wiley , 1982 
[А2] Oka. К.. Collected papers, Springer. 1984. 
[А31 Range, R. М., Holomomphic functions and integral 
Tepresentations in several complex varabks, Springer, 
1986. 钟 同 德 详 


о 完全 性 [ omega - completeness 或 和 -completencss ; ом- 
era -noanora ] 
算术 形式 系统 的 一 种 性 质 ， 对 任意 一 个 公式 4(x)， 
由 А(0), з, А(н), …， 可 推出 公式 VxA{x)， 
这 里 元 是 一 个 常数 ， 指 称 自 然 数 n. 如 果 这 一 性 抽 不 
Ж, ЖЕКИ о ЭФ (о -incompkte)， 所 
19 Gida 不 完全 性 定理 f Gódel incompleteness theorem ) 
指 的 就 是 形式 算术 的 o 不 完全 性 .把 算术 标准 模型 中 
取 值 为 真 的 所 有 公式 都 当做 公理 ， 就 得 到 o 完全 的 
公理 系统 . 另 一 方面 ， 在 Реаю 算术 的 任何 一 个 o 
完全 的 扩充 中 ， 在 标准 模型 中 取 值 为 真 的 每 个 公式 都 
可 以 被 推导 出 来 . 
参考 文献 
[1] Kleene, 8. С., Introduction to metamathematis , North- 
Holland 1951 《中 详 本 : S.C. 克 林 ， 元 数学 早 论 ， 
科学 出 版 社 、1984)， В. Н. Грушин Ë ИХ 译 


о 相 容 性 [ omega - consistency 或 2 -consistency ; Омега- 
непротиворечивость ] 

算术 形式 系统 的 一 种 性 质 ， 表 明 不 能 得 到 o 不 
相 容 性 . o 不 相 容 性 是 形式 系统 的 一 种 状况 ， 指 对 某 
个 公式 4(x)， 无穷 系 列 4A(0), сз, А(н), … h Só 
个 公式 ， 以 及 公式 一 vxA(x) 都 是 可 证 明 的 ， 其 中 
是 形式 系统 中 个 常量 代表 数字 0, ШИШ m B Hi 
(х)' 递归 定义 的 ， 表 示 x 的 后 继 数 : n+ 1 = (ny . 

о 相 容 性 这 一 概念 是 与 算术 的 Godd 不 完全 性 定 
理 ( Güdel jncompleteness theorem) 一 起 出 现 的 . 假设 
一 个 形式 算术 系统 有 o 相 容 性 ，K. Gidel 证 明了 这 
个 系统 的 不 完全 性 ，w 相 容 性 这 一 性 项 比 单纯 的 相 
Ë (consisiency) B, RE EQ A(x) 中 的 x 不 出 
现 就 得 到 单纯 的 相 容 性 . 由 Gëdel 不 完全 性 定理 就 知 
道 存在 一 个 系统 ， 它 是 相 容 的 ， 但 又 是 o 不 相 容 的 ， 
参考 文献 

[1] Kleme, $. C., Intsoducbon to metamathematics . 
North-Holland 1951 (中 详 本 : S. C. 克 林 ， 元 数学 


导论 ， 科 学 出 版 社 ，1984). 
В.Н. Грушин @ ЯЖ Ж 


о? Яб [ “omega -sqaared ° distribution 或 6° - distribution ; 
«омега -квадраг) распределенне], БЕЛЕШ 
1 


а= [| 22(0dt 


的 概率 分 布 【Probability distribution), 其 中 Z(t) 是 条 件 
Wiener 过 程 (Wiener process ) (在 Z (1) = 0 的 条 件 
Т). о 分 布 的 竺 征 函 数 由 公式 


=ДЙп- 20. ри 


жт. ЕВИ, 现在 下 这 人 并 
下 : 设 为 ,为 是 独立 随机 变量 ， 在 [0,1] .均匀 
分 布 ， 由 它们 构造 一 个 经 验 分 布 函数 F.(- ) . 在 这 种 
情形 下 ， 过 程 

Z,(t)= /n (Е,(0)-10), 0 <: < 1. 


ФЫЙ Wiener 过 程 ， 由 此 可 得 


| 
Р: [ 2200): а) =? <] 
; 


ВЯ 2 
= 2 ў а-а е2 

下 

亦 见 Cramér - von Mises 检验 ( Статоёг- чоп Miscs test). 
参考 文献 

[1] Смирнов, H. В.. < Матем. c6.», 2 (1937), 2, 
973 – 993 . 

{2} Anderson, Т. W. and Райр, р. А., Asymptotic 
theory of certain * рооблов of ft ' criteria based on 
stochastic processes, Алл. Mah. Stat., 23 (1992), 
193—212 М. С. Никулин {# 

[ 补 注 〗】 在 西方 文献 中 , “条 件 Wiener 过 程 ”通常 称 为 
255 (Шей - down Brownian motion), 受 约 
《pinned Brownian motion ) 或 Brown 桥 
(Brownian бире). 

其 首创 文章 是 [Alj 
参考 文献 

[A1] Dang, D. A., The Cramet - Smirnov test іп the 
parametric сат, Ат. Math. Stat ., 26(1955), 1-20. 

[A2] Durbin, J ., Distribution theory for tests based on the 
sampe distribution function , SLAM , 1973. 1939 译 


dt,A>0. 


р 


一 维 流 形 [ опе - dimensional manifold ; одномерисе мно - 
гообрязне ] 

一 个 拓扑 空间 基 ， 其 中 任何 一 点 都 有 一 个 分 域 同 
胚 于 直线 ( 内 点 (interior point )) ВЕНИ (边界 点 
(boundary рош). 连通 、 仿 紧 且 无 边界 点 的 Hau- 


=. 


м 


йот — Е, БЕЛИМ. ПЕЕ РАЈ, ШЖ 
ЖЕНО, АРГАД; 如 果 存 在 一 个 或 两 个 边界 
ж. ХВИ РАВА Я СЕКЕ С. 任 
何 这 样 的 一 维 流 形 都 可 以 成 为 光 沸 流 形 ， 所 以 上 述 断 
ЕД Я 
一 个 虚 量 连续 统 〔【 连 通 的 紧 度 量 空 间 ) К, ШЖ 
除 两 点 外 ， 每 个 点 都 把 KK 分离， 则 K FLPE T H 
BJ. 车 任何 两 点 都 把 K 分离、 ШОК PET DUM. < 
集 AS Kin 天 分 离 ШЖ К\А 可 以 表 为 两 个 互 不 
相交 的 开 集 之 并 ，“ 
参考 文献 
[1] Milnor, 1., Topology from the differential wvicwpoint, 
Univ. of Virginia Pres , 1965 ( 中 译本 : J.W 米尔 
诺 ， 从 微分 观点 看 拓扑， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ，19831 
[2] Рохлин, B. A.. Фукс, Д. Б., Начатьный курс 
топологии. Геометрические главы, М., 1977 
[3] Ніз, М. W , . Оі Таста] topology , Springer, 1976. 
M И. Войцеховский # 
[ 补 注 】 与 上 一 条 最 后 一 段 有 关 的 一 个 事实 是 Wallace 
定理 【Wallace theorem)( 见 [Al]): 任何 非 授 化 的 
紧 连 通 空间 至 少 含有 不 把 该 空间 分 离 的 两 个 点 . 
参考 文献 
[А1] Engelking, R., General topology , Heldermann ，198 
ГА2] Gullemin , У. and Pollace, A., Differential topology , 
Prentice - Hall , 1974. 
[A3] Gale , 0., The classification of | -manifolds : а take - 
home cxam, Ате. Math. МотМу, 94 (1987), 
170 15. ВИЕ, ЧИЕ # 


ЗЕ Г one-parameter semi-group ; однопар аметри - 
ческая полугруппа ] 
作用 在 Banach ЯКЕ 2 E] X E, Дня 
T(t+<)x= ТО) T(I)x]. t,t>0, xex 


的 一 个 算 子 族 Tr) (r >0). 如 果 算 子 (四 是 线性 ， 有 
界 并 且 作 用 在 一 个 Banach 空间 ХЕ, 那么 所 有 少数 
T(z)x(xEX) 的 可 测 性 北 涵 它们 的 连续 性 . Bš 
То) 1 在 无 穷 远 增加 不 抉 于 指数 函数 . 单 参数 半 群 
的 分 类 基于 当 ! -0 时 它们 的 表现 . 在 最 简单 的 情形 
下 ， 当 4 一 0 有 时，T(:) 强 收 化 于 恒 等 算 子 (ИТЕН 
{semi-group of operators )). 

单 甸 数 半 群 的 一 个 重要 符 征 是 半 粹 的 生成 算 子 
( generating operator of а semi-group ). 单 参 数 半 群 理 
论 中 的 基本 问题 是 确立 半 群 和 他 们 的 生成 算 子 性 质 之 
间 的 关系 ， 局 部 加 空间 上 连续 线性 算 子 的 单 参数 半 群 
已 经 研究 得 相当 完全 了 ， 

Banach 空间 上 非 线 性 算 子 的 单 参数 兴 群 在 算 二 
了 (9 是 庄 缩 的 情形 已 经 作 了 研究 ， kE SO y И 
论 有 深刻 的 联系 . 


ONE-PARAMETER SUBGROUP 1017 


#*x 
11] Yosida. K... Functional analysis. Springer, 1980 ( 中 详 
Ж: ЗНЕНЕ. 6007, ЛЕЖИ. 1980). 
[2] Крейн, С. Г. Линейныс дифференциальные урав- 
нения в банзҳовом пространстве, M... 1967 (Й; 
Kmia,S. С., Linear differential equations in Banach 
space, Апет. Math , Зос., 1971). 
137 НШе, Е. and Philips, R.. Functional analysis and se- 
migroups , Amer , Math .Soc . 1957 1 ЖЖ: Б.Ж. 
及 .S . 非 列 浦 斯 ， 泛 两 分 析 与 半 群 ， 上 海 科学 技术 出 
ЖА, 1964). 
[4] Butzer, P. and Berens, Н.. Senigoups of operator 
and approximation , Springer , 1967 
S] Barbu У., Nondinear sem-groups and differential equa- 
боге in Barach spaces, Ed. Academic, 1976( i% 1% 
ЗД). 
76] Davics , В.В., One-parameter semigroups , Асай. Press , 
1980. 
[7] Goldsmn, J. A., Semigroups of Jincar operators and 
applications , Oxford Univ , Press , 1985 
C. T. Крейн # 
【 补 注 ] 
参考 文献 
ГАЧ Рагу, A.. Semigroups of linear operators and applica- 
tions to partia) differential equations , Springer 、1983 . 
[A2] Clement РЬ. and Heijmans , Н.Ј.А.М., а a],, 
One-parameter semigronps , СУЛ & North-Holland, 1987 
[АЗ | Brez, H ，Operateus maximaiw monotone ct semigr- 
ойр de contractions dans les espaces de Hilbert, Nor- 
th-Holland , 1973. 
[А4] Casteen, J. van., Generators of strongly continuous 
sruigroups, Pitraan , 1985, 
[A5] Nagel, R. €d.), One-parameter semigroups of positive 
Operators. Springer , 1986. #190 Ж 葛 显 良 Ж 


ЗВ СР Е [опе - parameter subgroup; одҥопараметрк. 
ческая подгруппа], ЖЫ КОЕ е СФ 
域 K 的 加 法 群 到 СОЙОТ, ИШЕТЕЛ 

z:K—G, 满足 

m(s+t)= w(s)u(t), s, ТЕК. 
这 个 同志 的 象 是 G 的 于 群 ， 也 称 为 单 害 数 子 群 ， 如果 
天 = 及 ， 则 由 同 态 xa: K — G 的 连续 性 可 推出 它 是 解 
й. ШЖ KK= R 或 C、 则 对 于 任意 G 在 点 e 处 
的 切身 量 Xe T.G， 存 在 唯一 的 单 参数 子 群 a:K -~ G 
以 蕊 作为 其 在 点 t= 0 处 的 切 向 量 . 这 里 (0) = 
expt X, te K, exp: T, G 一 G 是 指数 映射 ( exponential 
mapping ) ， 特 别 地 ， 一 般 线性 群 ( general linear group ) 
G=GL(n. К) ЮНИ 

(= eptx= Y 1. rX". 
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如 果 G 是 一 个 其 有 双边 不 变 的 伪 Riemann 度量 或 仿 
射 联络 的 实 Lie 群 ， 则 G 的 单 参数 子 群 是 通过 单位 元 
е ЖЬ. 
参考 文献 
[1] Понтрягин, Л. C . Непрерывные їрушы, 3 изд... 
M., 1эз{'#Ж: Л. C. ЯЕ, ЕЕ. 
下 ， ПМЕ. 1957, 1958) 
[2] Serm, 3 -Р., Lie algebras amd Lie groups, Benjamin, 
1965 (ЖЕПК). 
[3] Helgason, S., Diffsential geometry. Lie groups, and 
Symmetric зраозу, Асай. Press , 1978. 
А. Л. Онищик ## 


【 补 注 ] 
参考 文献 
[Al] Bourbaki, N. , Ejements of mathematics, Lie groups 
and Lie algebras, Addison - Wesley , 1975 (ЖАЎ). 
[A2] Bourbaki, N. , Goupes ct alpëbres de Lie , Hermann , 
1972, Chapts. 2-3. 
[A3] Hochschild. С., Structure of Lie groups, Holden - 
Day, 1965. Е дЕнЕ 


单 参 数 变换 群 [ one - parameter transformation group; 
өднопар аметрическая группа преобразований ], J 
(flow) ` 
实数 加 法 群 及 在 流 形 M 上 的 作用 、 
因此 ， 流 形 M 的 变换 的 单 参数 族 { 9,:teER } 是 
单 参数 变换 群 ， 如 果 下 列 条 件 被 满足 : 
ф+„Х = p (9,x),@_,xX= g; x,t,s8eR, x€ M. (s) 
如 果 流 形 M 是 光滑 的 ， 那 么 通 肖 假定 群 也 是 光 
滑 的 ， 就 是 ， 相 应 的 映射 


ORXM M,(t,x) > @,x 


是 微分 流 形 的 可 微 喘 射 ， 

ЗП ВЕСА ОР M ipu apaku (b - 
Са] one -parameter transformation group ) 的 它 定 
义 为 形 如 U = Useu(] e- (х), е, (x)[, x) 的 某 个 开 
子 流 形 Uc R x M 的 映射 p: 一 MM, 其中， 对 
X€M,s, (x) > 0,8_ (x) <0, 对 此 o, 等 式 两 边 有 定 
义 的 所 有 +,seR ,xe24, 满足 条 件 (*). 

由 M 的 每 个 局 部 光滑 单 参 数 变换 群 {p,} 都 可 
联系 起 向 量 场 


ено 
它 称 为 群 | gp,} ЭЖ ЗЯ ( velocity Бей) 或 无 穷 小 生成 

元 ( infinitesimal genemtor), М, ВГ БНО 
яй X 生成 -个 具有 速度 场 Х 的 启 部 单 参数 变换 群 
9 在 M 上 的 局 部 坐标 x* 中 ， 这 个 单 参数 变换 群 作 
为 具有 初 值 条 件 o'(0,x) = x' 的 常 微分 方程 组 


de'(t2) у ‘xt 
Se лче иу 


的 解 给 出 ， 其 中 X= Ух. 
和 如果 由 向 量 场 X 产生 的 局 部 单 参 数 变 换 群 能 扩张 
到 束 体 的 单 参 数 变 换 群 ， 则 次 向 量 场 X 称 必 完全 的 
(complete). 紧 琉 形 上 的 任何 向 量 场 是 完全 的 ， 因 此 ， 
在 单 参数 变换 群 和 向 量 场 之 问 存 在 一 一 对 应 .对 于 丰 
紧 流 形 ， 就 页 旦 这 种 情形 、 甚 多 完全 向 量 场 的 集合 在 
加 法 下 不 是 封闭 的 . 
参考 文献 
[1] Арнольд, В. И , Обыкновенные дифференциальные 
уравнения, M., 1971( ЖЖЖ: АпюГа, У.І. Omd- 
пагу differential cquatipns ，M . 1. Г., 1973). 
[2] Раја, К., А global formulation of the Lic theory of 
transfonmation goups. Апкт. Math , Soc ., 1957. 
Д.В. Алексеевский fE 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
[AL] Sell, С. А.. Topological dynamics and ordinary difr- 
erential cquations , у. Nostrand 及 cinhold , 1971 
ЖЕРЙ 
单 叶 双 曲面 [one -sheet hyperboloid ; олнополостный ги- 
перболонд} 
MR ВЕТ (hyperboloid ) , 


单 侧 曲面 与 双 侧 曲面 (one - sided and two - sided surfaces ; 
односторонвне н диустороннне поверхностн ) 

以 不 同 的 方式 放置 于 分 围 空间 中 前 两 类 曲面 Є: 
гт ( one - sides position) 和 双 侧 放置 (two- sided 
position), 例如 ， 柱 面 是 双 侧 曲面 ， 而 Mibins 带 ( M5- 
bius strip) 是 单 侧 曲面 .这 两 类 曲面 之 间 的 特征 区 别 是 ， 
柱 面 的 边界 由 两 条 曲线 组 成 ， 而 Mibius 带 的 边界 是 单 
独 的 一 条 曲线 . 在 封闭 曲面 中 ， 球 面 (sphere) 和 环 
181 (torus) 是 双 便 的 ， 而 Klein 曲面 (Klein surface ) 是 
单独 的 ， 作 为 双 倒 放置 和 单 侧 放 秘 的 例子 ， 可 以 引用 
圆周 在 Mibius ЖЕЙК А. АЁ, АЈ x《( 见 图 ) 是 单 
йй, ШЕЮ Б 是 双 侧 曲线 (一 般 说 来 ， 任 何 无 
定向 道路 desorienting path ) 单 侧 地 路 在 曲面 中 ) , 


= 
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式 嵌 人 在 《 维 数 高 过 1 的 ) 外 围 空间 中 的 两 类 流 形 . 
双 侧 性 和 单 侧 性 与 可 定向 性 和 不 可 定向 性 ( 见 定向 
Lorientation)) 有 关 ， 但 基 它 们 不 吓 曲 面 的 内 在 性 质 ， 
而 依 束 于 外 围 空间 .例如 ， 存 在 可 定向 的 双 侧 巾 面 : 
S< S. Tic Ri; 不 可 定向 的 双 侧 曲面 RP? x 0 < 


er 


Ж ННН УИ 


2: 


ЕР? x S: ; ПИЕ: T° — S! x S! c RP: x 
ЗТ 不 可 定向 的 单 侧 曲面 : КРС RP (з, S: 是 
ЖШ. ТШ. ЫР! 是 射影 平面 RRP? АҢГИ: 
Ы, S! 是 RP. 上 迷失 方向 的 路 区) ， 

在 可 定 各 空间 《例如 ， 及 ") 中 -个 超 曲 面 是 可 定 
向 的 ， 当 上 且 仅 当 它 是 必 侧 的 . 

假定 ~ 个 法 向 量 沿 着 淄 人 在 基 个 空间 中 的 光 汝 明 
面 上 一 条 闭 胸 线 移动 ， 并 保持 它 基 曲 画 的 法 由 量 . 如 
果 不 管 如 何 选择 闭 曲线 ， 当 回 到 出 发 点 时 法 向 重 的 指 
向 与 它 原来 的 指向 总 是 一 致 的 ， 则 称 该 辆 面 是 双 便 
的 【two-sided ); 反之 ， 则 称 它 为 单 侧 的 (one - sided ). 
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АА (normal bundle) 是 平凡 的 (在 这 个 从 里 存在 ~ 个 
Еа). 、 反 之 ， 单 侧 曲面 的 法 从 是 非 平 凡 的 : 在 
开 上 存 夺 一 条 曲线 使 得 法 从 在 它 上 面 的 限制 是- #- 
Mobivs Ж. 

空间 N" 中 每 一 个 ( 超 ) 曲面 M"' 在 局 部 上 都 把 
N" 分 成 两 部 分 , 即 任意 一 点 x= M”! < N° 有 一 个 邻 域 
Uc AN. 使 得 册 两 个 分 支 U' 和 U" 组 成 , 而 UD 
М" 属于 它们 的 公共 边界 ,在 另 一 方面 ,NM 在 N° 
中 的 充分 小 部 域 ( 如果 M 在 N 中 是 封闭 的 ) 或 者 是 
一 个 分 支 ， 或 者 有 阿 个 分 支 ， 其 边界 包 售 M 在 内 . 在 
第 一 种 情形 ，( 超 ) ШЙ М"! 也 称 为 单 侧 的 《one- 
sided ) ， 在 第 二 种 情形 ， 称 为 双 侧 的 《two - sided ). 因而 ， 
虽然 山 训 在 总 部 上 旦 双 侧 的 ， 自 是 在 大 范围 上 它 可 能 
是 单 侧 的 ，、 员 过 来 ， 双 人 曲面 未 必 分 隔 它 在 空间 中 的 分 
域 ， 

对 于 落 在 N) mi RUMI M", 任意 一 条 封闭 
曲线 < 与 M" 在 м 中 的 相交 指数 (同调 论 中 的 ) 
(intersection index (іт. homolegy)) 满足 方程 (x ,M") 
= 0mod2 (8), {дй М” 是 单 侧 的 ， 则 对 某 条 骨 线 
ЄМ" (a, M") 0. 这 个 事实 (与 法 向 量 的 移动 及 邻 
域 的 分 隔 一 起 ) 也 能 取 作 单 侧 性 和 双 侧 性 的 定义 . 
参考 文献 

[1] Hilbert. D. and Cohn - Моѕеп, 5. E.. Geometry and 
the imagnation, Chclsea , 1952( Ж НЕХ, 中 详 本 : D . 
项 尔 伯 特 ，S. ЯРНИ, ОЛОН. АВ ВНОВЬ, 
Bh. 1959. FB. 1964). 

12] Seifert, Н. and Тіше ай, W., А textbook of topo ~ 
Тору, Acad, Ривз, 1080 ( ЖАЯ, ФИ Ж: н. 
Ж. W. ЖЕМ. KEE. АВ ТИШИ. 1959). 

[3] Фукс, Д.Б., Фоменко, А. Т., Гутенмахер, В.Л, 
Гомотопическая топология, 2 иэд., М., 1969 

М. И, Войцеховский Ж ЩН 译 


单 例 导 数 [ опе -sided derivative ; односторовняя пронз- 
водная у 


导数 (derivative ) 概念 的 推广 ， 其 中 通常 的 极限 
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由 单 侧 极限 (one -sided limit) 代 蔡 ， 如 果 对 于 实 变量 
x ВОЯ /. 级 限 
к JO) f(x) Ë: En. Еи 


х= х, х x 


бү 


存在 ， 则 此 极限 称 为 了 在 点 xy 处 的 右 《或 左 ) 导数 
(right (或 ей) derivative)， 如 果 两 个 单 侧 导 数 相等 ， 
则 函数 在 点 х, ИЯД НӘШ. 亦 见 微分 学 (di- 
fferential calculus ) T. H. Толстов Ж З Ж 


单 侧 极 限 [one- sideJ limit; олносторонинй предел ] 

国 数 在 … 点 处 的 左 删 或 右 侧 极 限 (mi). 设 / 
是 从 有 序 集 Х( 例如 位 于 实 直 线 上 的 集合 ) 到 括 扑 空 
Bj 了 中 的 一 个 映射 ，%X 看 作 具 有 给 定 的 序 关系 生成 
的 拓扑 的 拓扑 空间 ， 并 设 xue 于 ,清关 于 任 一 区 间 (a, 
хо) 二 {x: XEX, a<x<xo} 的 极限 称 为 了 的 左 极 
E 《limit on йе ЕЙ), ЮЙ ` 

lim (x) 


‚Же 
( ЖЖЗЖЙТТ a < xs 的 选取 ) ; 三 关于 任 一 区 间 (хь, 
b) = {xX: XEX, xX。< Xx <В} МК ОЯ 
(limit on фе right) ， 记 人 

lim f(x) 


x tt 
(ЪТ b >x, 的 选取 }， 如 果 点 х, 同时 是 函 
Ж 了 定义 域 的 左 极 限 点 和 右 极限 点 ， 则 关于 x, 的 去 
心 邻 域 的 通常 极限 

lm f(x) 


(此 时 为 与 单 侧 极限 相对 ， 也 称 此 极限 为 双 侧 极限 ) 
存在 当月 仅 当 点 x。 处 左 侧 和 右 铀 极 腿 都 存在 且 两 者 
相等 . Л. Д, Кудрявцев {8 
【 补 注 】 也 用 符号 рт... о, (对 应 地 ,lm 。- ,。， 
lm.,,) В т, .so( 对 应 好，lm。 。。 

就 永 欢 ж 


一 一 对 应 [ one -to -ope correspondence ; взанмно одноз - 
начное соответетвне ] 

两 个 集合 之 问 的 一 种 对 应 关系 ， 满 足 : 1) 第 一 个 
集合 中 的 每 一 个 元 素 对 应 第 二 个 集合 中 的 唯一 的 一 个 
жй; 2) 第 一 个 集合 中 不 同 的 元 素 允 应 第 二 个 集合 中 
不 同 的 元 素 ; 3) 第 二 个 集合 中 的 每 一 个 元 过 都 被 第 
-个 集 人 台中 的 某 一 个 元 未 所 对 应 ~- 一 对 应 关系 是 对 
移 的 { 即 道 映射 也 是 一 个 一 一 对 应 美 系 )， 同 时 又 是 
传递 的 { 即 一 一 对 应 关系 的 积 亦 是 一 个 一 一 对 应 关 
系 )， 给 定 . -条 有 向 直线 及 其 一 置 定点 0， 设 该 有 向 
直线 上 的 每 一 点 x 对 应 于 x 与 0 之 间 的 距离 { 如 果 x 
在 0 的 亚 方 向上， 距离 为 正 的 ; х 0 的 反方 
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向 上 ， 距 离 为 负 )， 这 样 建立 起 来 前 对 应 即 是 该 有 向 
直线 上 的 点 的 全 体 与 实数 全 体 之 问 的 一 个 一 一 对 应 ， 
Л.Д Кудравиев 所 


ГАМЕЛ 亦 见 一 一 映射 { biection ) . 
#®хщ 
ГАІ) Enderton. Н. В., Elements of set theory, Acad 
Риза, 1977. жой 


开 闭 集 [open- dosed set ; открыто - замкнутое множе - 
етво] 

ЖИР 8) ( topological space ) ËJ f Ж. ЕТЙП 
中 既是 开 集 (open set) 又 是 闭 集 (closed set). 拓扑 
空间 X 不 连通 的 充 机 条件 是 : 空间 含有 一 个 开 闭 集 ， 
县 不 是 克也 不 是 中， 若 拓扑 空间 所 有 开 闭 集 组 成 的 族 
是 其 拓扑 结构 的 一 个 基 ， 则 该 空间 称 为 归纳 零 颖 的 
(inductively zero-dimensional )， 任 何 Воде 代数 
( Boolean algebra ) 均 向 构 于 某 个 适当 的 归纳 零 维 Haus - 
бой 紧 统 中 也有 开 闭 集 构成 的 Boole 代数 .所谓 的 极 
端 不 连通 Hawsdorff 紧 统 《extremally -disconnected Hau- 
sdorff compacta ) 是 一 类 特 殊 的 零 维 紧 统 ， 其 特征 是 . 
其 中 任何 开 集 的 闭 包 也 是 开 《 且 闭 ) Ж. 任何 完全 的 
Boole 代数 均 间 构 于 某 个 适当 的 极端 不 连通 Hausdorf 
紧 统 中 所 有 开车 集 组 成 的 Book 代数 、 

В. И, Пономарев {% 

ИНЕ] 开 闭 集 也 称 为 闭 开 集 《closed -open set 或 
Clopen set }. 7 

Boole 代数 与 归纳 零 维 Hausdorf 紧 空 间 之 间 的 对 
应 关系 称 为 Stone 对 偶 性 (Stone duality) 或 Sione 拓 
扑 对 偶 性 〔Stone topological duality) ， 文 献 中 有 时 也 
Ванна ЖКА аа" 


1 Hausdorff 紧 空 间 称 为 бү 空间 { Boolean 
space). 
参考 文献 
ГАІ] Koppelberg, S. , General theory of Boolean algebras , 


1, North- Holland , 1089, 821. 2.7. 
SIM. SHAR 译 


ЖЙНЕ [open manifold ; открыгое многообразне } 
无 紧 分 支 的 流 形 , ВОЛЈА ИЙЕ ( closed manifoki ) 
的 流 形 . М И. Войцеховский Ж Ф 译 


ЭТИЛ! [open mapping ; открытое охображенне ] 

把 一 个 拓扑 空间 映 人 另 一 个 拓扑 空间 的 一 种 映 
射 ， 使 得 任何 开 集 的 象 也 是 开 集 ， 

把 拓扑 染 积 映 成 其 因子 的 投影 映射 是 开 了 映射 ， 映 
射 的 开 性 可 以 解释 为 其 多 值 逆 映射 的 一 种 连续 性 .-- 
ВЕЕ ТЕЕ ( homeomorphism ) . 在 一 般若 扑 
学 中 ， 开 映射 用 于 空间 的 分 类 问题 。 在 连续 开 映 射 下 
拓扑 不 变 最 的 性 坊 是 一 个 章 要 问题 ， 所 有 满足 第 一 可 


数 公理 (first axiom of countabitity ) 前 空间 ， 并 且 只 有 
这 些 空 间 ， 才 是 度 区 空间 在 连续 于 映射 下 的 象 . 一 
可 度量 化 空间 ( metrizable space ) 如 果 是 一 个 完全 度 时 
ле Я ТЕ АО, ПИ годна е Э Е А 
化 ,一 个 仿 紧 空间 《paracompact space ) in ЗЕ £ 
度量 空间 ( complete тегіс space》 在 连续 开 喘 射 下 的 
象 ， 则 该 空间 是 可 许 量 化 的 ， 紧 统 之 问 的 可 数 对 一 的 
连续 开 映 射 不 使 维 数 增 大 ， 但 是 一 个 三 继 方 体 可 以 由 
МЕБЕЛЕН ВЫ ЕГИ Вав о г. 任何 紧 统 都 是 某 
个 一 维 紧 统 在 具有 零 维 纤维 ( 即 点 的 逆 象 ) 的 连续 站 
映射 下 的 名. 
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F 映 射 【compact open mappings ) ， 这 类 
д. 其 全 一 致 基 的 空间 ， 并 且 
只 有 这 些 空间 ， 才 是 度量 空间 在 紧 开 映 台 下 的 道 稍 . 
闭 的 连续 开 映 射 也 很 重要 .把 紧 统 歇 人 Hausdorff 空 
Í {Hausdorff space ) 中 的 所 有 连续 开 映 射 就 属于 这 一 
范畴 . 闭 的 连续 开 喘 射 保持 可 度量 化 生 质 ， 具 有 离散 
纤维 的 开 喘 射 在 单 复 变 活 数 沦 中 起 着 重 可 作用 ， 在 一 
个 区 域内 全 纯 的 甫 数 就 是 这 样 的 奖 射 ， 关 于 人 金 纯 施 数 
是 开 遇 射 的 定 埋 对 证 明 极 大 模 原 奉 以 及 放 曙 关于 复数 
域 .上 任意 非常 值 多 项 式 的 根 的 存在 性 的 基本 定理 都 极 
为 重要 ， 


参考 文献 
{1] Koatowski, K. , Topology, 1-2, Acad, Pras, 
19% — 1968. 


12] Келдыш, Л. В., в кн.: Тр. 3 Всесоюзного мате- 
‚ 1958, 368 — 372 


[3] Стоилов, C... Теория функций хомидексного тере - 


матического съезда, т. 3, М 


менного, т. 1. M.. 190 ( 详 自 罗马 尼 亚 文 ) 

А В. Архангельский 4% 
【 补 注 】 
参考 文献 


ГАРТ Engelking, R., бепе topology , Helderrnann , 1989. 
ГА2] Whybum. G T., Topologeal analysis, Pnnceton 
Univ , Рияз, 1964. КУР, ЖЛЕ 译 


ЭЖЕЙ} ЖШ [open -mapping theorem ; 
раженне | 

将 Banad 空间 (Banach space) X Mü Jr 7 
Banach 空间 Y 的 连续 线性 算 子 (каг operator) А 
JE FRESH (open mapping }， 即 对 天 中 任 一 开 集 G, 
АСО) 是 了 中 开 集 ， 这 是 S. Banach 证 明 的 .此 
外 ， 一 个 连续 线性 算 子 4 т А Banach 空间 外 
到 Banach 空间 Y 上 一 一 变换 ， 则 总 同 且 (homeo - 
morphism) ， 即 А”! 也 起 连续 线性 算 卫 (Banach [Р] 
ЛЕЛЕ ( Banach homeomorphism theorem)). ` 

fn, ХЕЛЕ: (Ж) Banach Ыы X 而 在 R(C) 
А и ЕАН ЗЕТ BS W JE. F Pk ДАЕ 


открытое oro6 - 


开 映 射 定理 可 推 / 如 下 : 将 满 完 全 {fuly-comp- 
ес. Ж В ж) А} 18) (topological wetor 
space ) X ЕР 05 ЇН] ( barrelled space ) Y 上 的 过 
综 线 性 算 于 是 古 映射 堵 图 象 定理 (closed -graph the - 
отет) 可 以 认为 与 开 映 射 定理 是 紧密 相连 的 . 
参考 文献 

11] Yosda, К... Functional analysis. Springer 19807 中 
ЖЖ: 吉田 耕作 ， 泛 两 分 析 ， 人 民 教 育 出 版 朴 ，1981 } 
[2] Roberson. А. P and Robertson, W . .Topological 
vector spaces , Cambridge Uny. Press , 1964 
В.И. Соболев 所 
Сак [HE $ E ЖД — ЛЕ BJ ЙО РЭК n] ХЕ 
[A1] 中 找到 . 
参考 文献 
ТАТ] de Wilde. M ., Closed graph thoomms and webbe 
space, Pitman, 1978 
1 А2] Sechaeffer Н. H., Topological sector spaces , Sprin - 


ger. 1971. 
АЗ] Janchow, Н., Locally convex spaces, Teubner, 1981 
(W Hx) БШ 详 


Ж [open set; открытое множество], ， 拓 扑 空间 中 的 
该 空间 的 折 扑 ( 见 拓扑 结构 【拓扑 ) aan 
structure (topology ))) J — 7096, 更 明确 地 说 ， 
拓扑 空间 (X, +) 的 拓扑 + E CR ХОФ <. 
使 得 1) Хєт,фет; 2) 如 果 0,sr i= 1.2. W| 
O01 站 0, єт; 3) ШЖ О,єт, 069, Ж 1){О, x€ 
1} т. TE, ЗХ, т) fg F3E (open set) 就 
ЖШ саж, ЭКА R КЕЛЖ, 
Б. А, Пасынкв 所 
ПЧ] 
参考 文献 
[А1] Engelking, R., General topology . Heldermann , 1989 
ШИЕ: 


运算 对 象 [operand ; операнд], ЛУНЫ. ， 程 序 设 
计 语 言 中 的 

运算 的 变量 ; … 个 描述 表达 式 的 程序 构造 ， 这 个 
表达 式 给 出 运算 的 变量 的 值 ， 有 时 ， 把 一 个 运算 变量 
所 占据 的 位 置 称 为 运算 对 象 ЛП, Г К 
(айу of an operation) ， 即 运算 的 变量 的 个 车 的 概 全 ， 

根据 运算 对 象 相对 于 运算 符号 的 位 置 ， 可 分 为 前 组 
(рейх) (例如 six), ff (пйх) (例如 a +b) 
利 后 级 ( postfix ) (例如 э!) 运算 ， 根 据 运算 对 象 的 
个 数 ， 有 一 无 的 (one-pliced , unary 或 monadic ) , 
二 元 的 (two-plced，binary 或 dyadic) тахи 
(many -placed 或 рођайс) ЖЖ. 

为 区 分 运算 对 象 的 位 置 和 作为 实际 变量 的 运算 对 
象 ， 出 现 了 将 运算 对 象 变换 或 强制 (coercing) 为 运算 
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所 需 诬 式 的 概念 ， 例 如 ， 如 果 一 个 实 变量 过于 吏 数 运 
算 对 象 的 位 兽 上 ， 那 么 诺言 的 规则 可 能 级 含 某 种 将 该 
实数 命 人 到 一 个 适当 的 自然 数 的 方法 - 另 一 强制 的 例 
是 对 象 的 天 示人 形 式 的 变更 ， 例 如 一 个 标量 转化 成 ~ 


个 出 音 分册 物 成 的 向 量 . 
А.П.Ершов Ë # ЭЭН Ж T3E 校 


算 子 演算 [operational calculus ; операционное исчисле - 
ние] 


学 分 析 的 一 种 方法 ， 在 很 多 情况 下 ， 该 法 有 可 
能 拒 对 微分 算 子 (differential operator) 、 伪 微分 算 子 
( pscudo -differential cperator 》 和 和 一定 类 型 的 积分 算 子 
( integral operator ) 的 研究 以 及 包含 它们 的 方程 的 解 
的 妍 究 化 为 对 较 简 单 前 代数 问题 的 探讨 ， 算 子 演算 的 
发 展 和 系统 的 应 月 始 于 OO，Heaviside 的 工作 (1892), 
全 提出 了 姓 理 微分 算 子 4/ dr КӨЕ ЯШИ. ЭКН ЖОЕ 
了 许多 应 用 问题 . 然而 ， 他 没有 给 出 算 子 演算 的 数学 
依据 ， 这 是 借助 于 Тарасе 变换 ( Laplace transform ) 
才 做 到 的 ; J. Mikusiski (1953) 利用 函数 环 的 概念 把 
算 子 演算 痪 于 代数 形式 之 中 ， 一 种 算 子 演算 的 最 一 般 
概念 是 利用 广 尺 函数 { genaralized function ) 得 到 的 . 

算 了 演算 最 简单 的 变形 如 下 ， 设 K 是 给 定 在 定义 
域 0 所 1< ою 中 且 在 任何 有 限 区 间 绝 对 可 积 的 {有 实 
货 或 复 值 的 ) 函数 的 集合 . 积分 


h=frg= |/(х-—+)я(т)йт 


称 为 函数 f, gek 的 卷 积 (convolution )， 带 有 通常 的 
жЕ йй, кщз ЫТ И 
{ Tichmarsh 定理 (Tichmarsh (еогет), 1924). Ж 
环 的 分 式 域 (duotent feld ) P 的 元 来 称 为 算 于 ( opera - 
юв) BS) a/b; 在 К 中 除法 不 一 定 可 能 这 一 事实 
恰恰 是 一 种 新 概念 一 - 算 子 的 来 源 ， 它 推广 了 函数 的 
概念 ， 在 算 子 演算 中 ,为 了 表明 一 个 函数 和 它 在 一 点 
上 的 值 这 两 个 概念 之 闻 的 必要 的 差别 ， 使 用 以 下 的 记 
号 : 

{ (1) } 表示 -一 个 变量 上 的 函数 f; 

ус) 表示 { /(1)} 在 一 点 + 的 值 . 

算 子 的 例 ，1) e= {1} 是 积分 算 子 (integration 


operator ): 
пле лов} 


ШЕЛ 
ШЕ 


лја лош {з й)= 


此 外 ， 
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== 
[ 
这 是 Cuachy 公式 ， 它 到 任意 ( 非 整 数 ) 指数 的 推广 
ЕА ak ny 
2) [a] {рр (жшж ичак 个 
数值 算 季 【numerical operator); 就 [x] [8] = De]. 
[x +B]= [a] [8], [a] (fl = Дар, т (а) (8)= 


{жд W r, 数值 算 了 表现 犹如 常数 ， 这样， 这 个 短 
ТРЕ НОЕ", П ПЕ ВЕ [1] 是 环 K 
中 的 单位 元 ， 


3) з= [1]/e 是 
МЯ РЈ, 


(differentiation operator), 
ТЕ а(г) = {а (т) 


ЧӘ а (ғ), BU 
54а} = [a +[4(0)]. 
н 
Сабу ta} 970 а(0))= —[а' (0) 
央 此 ， 倒 如 
{е} = ЕЎ 


‚ УОТА ЖИВ ЛИЯ s УЖ; 
而 ， Гуе ФЕ. 

4)D1 ЛО) 是 代数 导数 (algebraic 
derivative )， 它 按 通 常 的 方法 延 拓 到 任意 算 子 .这 表 虹 
这 个 算 学 在 微分 拼 了 于 s КИЙ Е ЕЯ ЄЗ} s 的 微分 
-~ 致 ， 

算 玫 演算 为 解 线 性 微分 方程 ， 包 括 常 和 售 两 青 ， 
提供 了 合适 的 方法 ， 鲍 如 ， 解 请 足 初 始 条 件 x (0) = 
Зо с.х" 5 (0)=y,. ОРЕ 


Xo 


自动 地 化 成 … 个 代数 方程 。 它 用 公式 符号 地 表示 为 


Bas tp 
m $" +7 + ZO 


В. жауа + а, ссу 


通常 形式 居 对 变量 5 分 解 成 初等 分 式 ， 然 
函数 表 用 接着 产生 的 道 变 换 得 到 . 

在 算 子 演算 对 偏 微分 方程 【也 对 更 一 般 交 伪 匆 分 
方程 ) 的 应 用 中 ， 要 用 测算 子 卫 烙 (operator func- 
tons), ， 邑 只 有 算 子 值 的 请 数 的 微分 和 积分 演算 Ч 
жишш, нен. Чїй. ӨК. М 
分 等 概念 ， 

ЛА) тб 和 4efa. b] 定义 的 一 个 


са ЕЕ + ж ( (parametric operator function ) 
Хону) А, 1} ; 它 把 一 定 类 型 的 
算 子 一 的话 数 一 与 所 考虑 的 д 的 信 相 
个 算 子 函数 称 为 对 4 Є[а, b] 连续 ， 如 果 它 能 表示 成 一 
个 算 F аА у (2) = (Л (A. 1) 的 积 ， 
使 得 f1 (2. t) 在 通常 意义 下 连续 . 

例 1) 用 参数 函数 h(A)=l1A(2.r)l: 


0. Ж0<гед, 


но 0-0, жо<дҳе 


Неаувійе ЖЖ ( Heaviside function ) 被 定义 为 : 
Н(д) = 50804,0). 
ЖАШ ОЕК ( hyperbolic exponential function ) Кй. 


e = sH(¿)=s'`(h(2, } 


# 2385 u 8 T. ( shift operators ) ， 央 为 给 定 函 数 用 e ` °° 
ЖЕЕ ЕШ ШЕН C 轴 正 方向 位 移 1 . 
2) 热传导 方程 
дх _ діх 
ЕД FEM 
的 解 能 用 抛物 指数 函数 《parabolic exponential funç - 


ton) ( 它 也 是 参数 算 子 函数 ) 表示 : 


ена) 


3) МЯН 23, 的 周期 函数 f(t1) 有 表示 : 


e Hada 
{f}= T 
-е 


) 如果 (д) 在 区 间 [和 ， 和 2] 中 了 数值 ， 则 


fO) A S< t< А. 


Гео 5 < 


<А. і> Д1 
BUH е Я ГРЕЕ И # = 
й Ctruncaton). ЯЫ, 


[еду = (fo). 
fe, НИВ ЖЕКЕШЕ (0), Ж 
лнй: _ 
во) = (етта), 
з 
即 它 的 Laplace ЖЕЙ. #8 一 个 相当 广泛 的 算 子 类 
可 用 单 参数 s 的 函数 来 描述 ; 此外， 这 个 形式 的 相 羽 
性 借助 建立 一 个 确定 的 向 构 可 用 数学 术语 定义 得 更 精 


Bh. 
有 各 种 各 样 的 算 于 演算 的 推广 ; 例如 ， 除 s= 
4/4: 以 外 的 微分 算 子 的 算 子 演算 ， 营 如 = 
djdt(1{d /df))， 它 是 建立 在 带 有 一 个 适当 定义 的 积 
的 其 他 函数 环 的 基础 上 的 
参考 文献 
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爸 造 、 研 制 和 应用 为 作出 最 优 决策 的 数学 模型 . 
运筹 学 的 理论 方面 的 内 容 是 这 样 的 数学 问题 的 分 析 与 
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求解 ， 在 给 定 的 可 行 决策 (faasible decisions) 集 X 
中 ， 选 取 满 足 茶 些 最 优 性 准则 的 匹 素 ; 它 被 称 为 这 一 
问题 的 最 优 决 策 (optimal decision) ， 有 时 选 下 的 是 Х 
的 “广义 ?元 ~- 久 的 于 集 或 在 XX 中 取 值 的 函数 
《包括 在 X 中 取信 的 了 机 变量 )， 这 类 问题 称 为 最 优 
化 同 题 (optmization problems). .运筹 学 的 占用 方面 


则 由 最 优化 问题 的 形成 及 其 解 的 实现 来 组 成 ， 
hisa 可 行 决策 


在 陈述 一 个 运筹 学 问题 时 ， 
£ 六 的 形式 找 述 与 最 优 性 准则 . 
关 在 给 定 条 件 下 可 能 的 利 可 期 
Ж. 不过， 有 让 富 内 容 的 观念 水 身 对 于 容 观 现实 的 合 
理性 的 验证 则 马超 出 运筹 学 的 范围 ， 所 有 决策 (包括 
最 优 决策 ) 都 是 在 作 决 策 的 主体 ( 们 ) 所 接受 的 信息 的 
基础 上 作出 前 .内 此 ， 运 等 学 中 的 每 一 个 向 题 都 必须 在 
它 的 形成 过 程 中 反映 作 决策 的 主体 〔 们 ) 的 有 关 可 行 决 
第 集 与 最 优 竹 准 则 的 知识 ， 这 样 ， 如 果 决 策 是 在 单个 
事先 给 定 的 不 变化 的 信息 状态 下 作出 的 ， 那 么 问题 就 
称 为 是 静态 的 《static ) ， 在 这 一 情形 下 ， 整 个 决策 过 
程 可 以 归结 为 单个 瞬时 行动 ， 在 另外 的 情形 下 ， 如 果 
决策 是 在 多 个 不 同 的 信息 状态 中 作出 的 ， 那 么 决策 将 
是 通过 建立 每 个 信息 状态 和 在 其 中 可 行 的 每 个 决策 之 
问 的 对 应 《也 就 昆 选 大 .个 表达 这 种 对 应 的 画 数 ) Ж 
作出 的 ， 如 果 信息 状态 在 作 决策 过 得 中 是 一 个 个 变化 
的 ， 那 么 问题 就 称 为 大 动态 的 【dynamic) .在 一 个 动 
态 问 题 中 ， 适 宜 于 一 步 一 步 地 、“ 几 步 方式 " 地 作出 
决策 ， 艾 至 适宜 于 用 随时 间 连 绪 的 过 程 来 建立 决策 模 
m. 

БИТ ЖЕҢИЛДЕНИП Я F] 802 ЗЕ 2 
МЕД (“98 Б. 有 可 能 发 生 的 是 ， 主 体 
的 一 个 信息 状态 包含 它 的 物理 状态 的 整个 集合 .在 这 
一 情形 下 ， 决 策 同 题 就 称 为 居 不 定 的 indefinite )， 这 
样 的 运筹 学 问题 在 对 策 论 (game , theory ог) 中 考虑 . 
如 时 一 个 信息 状态 包 合 几 个 物理 状态 ， 并 县 除了 它们 
的 集合 外 ， 主 栖 还 知道 这 些 物理 状态 中 的 每 一 个 的 
( 先 验 ) Жж, 那么 问题 就 称 为 隐 机 的 (stochastic ) ， 
最 后 ， 如 果 信息 状态 由 单个 物理 次 信 所 组 成 ， 那 么 问 
是 就 称 为 确定 的 【deterministic ) 有 时 有 兴趣 的 是 同时 
考虑 一 族 依赖 于 次 其 个 参数 集 上 变化 的 数值 或 向 量 值 
的 问题 ， 并 把 它们 统一 为 单个 带 参 数 ( parametric ) FI 
题 .还 参数 问题 不 同 于 不 定 问题 之 处 在 于 前 者 在 求解 
时 ， 是 把 所 有 对 应 具体 参数 值 的 问题 都 优 出 来 ， 而 后 
才 在 求解 时 ， 不 管 不 定性 以 什么 方式 实际 实现 ， 它 只 
管 求 出 存 某 种 适当 的 意义 下 的 可 行 解 ， 此外， 在 求解 
随机 问题 时 ， 所 求 出 的 最 忧 决策 是 在 整个 个 别 问题 集 
上 的 “平均 ”意义 下 最 优 的 . 

具有 任 介 可 行 解 集 X 站 下 常 号 志 的 最 优 性 准则 的 


运往 学 站 题 在 理论 二 是 可 设想 的 ， 这 些 末 则 可 以 出 其 
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个 在 关上 的 数值 或 向 量 函 数 广 的 极 大 化 或 极 小 化 来 构 
成 . 这 一 函数 通常 称 为 自 标 西 数 ( objectiwe function). 
前 一 情形 的 问题 称 为 数学 规划 ( mathematica] program - 
ming) (最 优 声 划 (optimal programming ) ， 不 要 把 它 
与 计算 机 的 程序 (也 是 Programming ) 混淆 ) j 88 , 
而 后 一 情形 的 问题 称 为 向 量 最 优化 问题 ( problem of 
sector optimization), 或 多 准则 疝 题 C multi -critenon pro- 
Бет). 用 Х 上 的 一 项 篇 好 关系 > 米 表 达 的 准则 也 已 
经 考虑 ， 这 一 关系 不 ~ 定 是 完全 线性 序 的 、 甚 至 不 一 
定 是 偏 序 的 关系 . 

在 数学 规划 中 最 经 常 考虑 的 问题 是 其 中 X 为 有 限 
Ж Биюш 空间 巨 " 的 子 集 . 尤其 是 ， 如 果 ХАДА 
有 限 个 顶点 的 凸 多 面体 ， 并 且 目 标 范 数 了 是 线性 的 
郑 么 它 就 是 线性 规划 (linear programming ) 问题 АП 
Ж ХАН, m /是 凸 函 数 ， 那 么 它 就 是 凸 规 
划 (convex programming) 问题 ， 按 段 线性 规划 ， 二 
次 规划 (quadrafic programming ) 等 等 问题 也 可 自然 地 
定义 . 可 行 决策 集 发 也 可 以 是 机 教 空间 的 子 集 ; 因 
此 ， 在 形式 上 ， 变 分 学 ， 以 至 有 关 Понтрягин 最 人 但 
原理 的 一 系列 问题 ， 也 可 以 看 作 数 学 规划 的 -部 分 . 
在 男 一 些 情形 中 ，X 可 以 是 有 限 集 ; 这 样 的 问题 局 于 
离散 规划 (discrete programming) ， 其 中 的 可 行 决策 可 
以 是 E" 中 的 整数 属 点 (整数 规划 (integer program - 
rming ) ) , НИЛ М 8: (Воде 规划 
(Boolean programming) ) 在 个 别 情 形 中 ， 导 的 元 素 
膛 可 以 是 有 限 个 符号 间 的 置换 ， 在 给 定 的 图 上 的 路 径 
等 等 ， 数 学 规划 问题 的 特殊 和 情形 是 求 极 大 化 极 小 
(maximin ) 值 ， 即 ， 求 由 二 变 最 函数 关于 一 个 变量 前 
АНН ЮО еа в бо за Н (类 侯 的 还 有 极 
小 化 概 大 (minimax ) й ). 

解 随机 线性 规划 问题 的 理论 直 随 机 规划 {stocha ~ 
stic ра) 的 二 有 ЖИШШ, | пенай 


对 第 论 性 质 来 分 关 的 。 

运筹 学 中 的 现代 (20 世纪 70 年代 以 来 ) 趋向 之 
一 是 由 考 卉 个 别 问 题 ， 向 研究 这 类 问题 的 系统 、 空 问 
与 计算 转移 ， 以 及 研究 各 种 问题 间 的 联系 或 一 些 问 题 
向 另 一 些 有 较 简 单 的 结构 的 问题 的 娄 结 、 面 向 与 发 展 
以 解决 运筹 学 问题 为 目标 的 数学 工具 通常 称 为 运筹 学 
数学 方法 ， 按 其 本 性 ， 运 筹 学 数学 方法 原则 上 与 任何 
其 他 有 让 富 应 用 的 或 至 少 有 解释 的 数学 分 支 的 数学 方 
法 并 无 不 向 ， 对 于 各 种 运筹 学 问题 及 其 类 别 的 数学 广 
法 的 研究 深度 有 所 不 同 ， 线 性 规划 与 凸 规 划 理 论 是 研 
究 得 最 充分 的 ， 

运 第 学 的 其 些 具 有 特殊 的 丰 窗 内 究 的 解释 、 课 题 呆 
术语 的 带 参 数 冲 是 被 赋 以 运筹 学 模型 《 mode of opera - 
tons research ) йй. Ж. МЕК ЖЕЕ ШҮ Н 


ЖАО. 运筹 学 模型 所 赛 括 和 的 范围 是 非常 广 
Йй: 出 仅 出 它们 的 僚 数 数值 来 区 别 的 具体 问题 ( 属 
于 这 种 情况 的 有 指派 问题 ， 运 输 问题 以 及 其 些 更 复杂 
的 下 料 阿 题 ， 资 源 配置 问题 以 及 降 络 理论 ) ， 直 到 诸 
如 库存 控制 怪 论 ， 调 度 《有 时 称 为 计划 Нл) КА 
或 可 时 性 理论 那样 的 学 科 分 支 ， 对 策 论 提供 了 大 量 的 
运筹 学 模型 《是 叫 对 策 ， Bono 型 对 策 ， 扑 克 型 对 
策 ， 微 分 追踪 对 策 等 等 ) .在 排队 论 中 的 其 些 高 级 辣 
题 也 被 考虑 为 运筹 学 模型， 虽然 排队 论 中 的 大 多 数 门 
是 并 没有 最 优化 特征 . 

运筹 学 的 每 个 问题 的 解 是 从 最 优 性 原理 的 选择 开 
йй. 如 由 涉及 的 是 一 个 数学 现 划 问题 ， 那 么 这 点 是 
平凡 的 : 最 优 性 原理 就 出 目标 函数 的 极 大 化 (相应 的 
极 小 化 ) 所 构成 ， 这 样 ， 在 这 种 情形 下 ， 问 题 的 最 优 
性 原理 形式 .上 重合 于 它 的 最 优 性 准则 ， 在 另 一 些 博 形 
下 。 最 优 性 原 埋 的 发 现 是 问题 求解 中 的 本 质 阶段 ， 并 
防 可 能 以 不 同 前 方式 来 实现 ， 把 一 个 向 量 准 则 或 偏好 
关系 归结 为 数值 准则 的 方法 已 经 被 利用 ， 例 如 ， 在 多 
准则 问题 情形 下 ， 最 优 笑 原理 可 以 通过 对 向 量 的 各 个 
分 量 由 以 这样 那 样 的 反 重 ， 并 把 加 权 和 看 作 目 标 函 数 
来 构成 ; 在 这 种 问题 中 的 另外 的 最 优 性 原理 ， 可 以 由 
向 熏 准 则 的 最 小 分 量 的 报关 化 来 构成 ( 极 大 化 极 小 原 
理 ) ， 如 此 等 等 - 具有 偏好 关系 的 问题 中 的 最 优 性 原 
旦 可 以 极为 不 同 〈 站 例如， 对 策 论 (games, theory 
of)) .用 数值 准则 来 信 蔡 偏好 关系 的 可 能 性 与 方式 构 
成 了 效用 论 (utiity theory) 中 的 基本 问题 之 一 ， 这 
样 ， 运 筹 学 问题 的 准则 是 它 的 条 件 的 一 部 分 ， 而 最 优 
性 原 旦 是 它 的 解答 的 一 -部 分 ， 在 人 多 数 运筹 学 异型 
中 ， 最 优 性 原理 是 测定 的 . 

经 过 最 优 性 原理 的 选择 以 后 ， 运 筹 学 问题 求解 的 
Fk 一 步 驹 是 让 明 它 的 可 实现 性 ( 即 在 这 .一 原理 的 意义 
下 的 问题 的 解 的 存在 性 ) 、 在 由 问题 的 条 件 所 给 定 的 可 
行 决 策 类 中 ， 最 优 性 原理 的 不 可 实现 长 用 时 可 通过 引 
进 基 种 意义 下 的 信义 决 策 来 解决 ; 这 种 广义 决策 是 可 
行 决策 集 的 子 集 或 在 这 个 集中 取 值 的 函数 . 

因为 对 于 运筹 学 问题 的 最 优 决 策 的 存在 性 经 常 是 
非 愧 造 性 的 ( 例如 基于 某 些 不 动 点 定理 ) ， 有 时 虽然 
是 构造 性 的 ， 但 是 保障 它 存在 的 真正 求法 仅仅 是 潜在 
的 《 和 不 实际 的 ) ， 研 究 运筹 学 所 是 的 第 三 步骤 是 求 
得 它 的 最 优 解 . 

运筹 学 问题 具有 许多 特点 ， 它 们 是 因 受 到 形成 和 
求解 问题 的 方法 的 制 维 所 引起 的 . 首先 ， 甚 至 对 于 最 
简单 的 带 参 数 的 问题 类 ， 遂 常 也 不 可 能 把 解 管 表达 为 
对 应 参数 的 独特 的 解析 表示 式 ， 内 此 ， 在 大 多 数 情形 
F, 38303 B SB] fE f# tç R 
其 次 ， 人 多 数 有 有 实 
中 包含 极 大 量 前 不 能 ! 


64 可 是 在 它们 的 陈述 
4 结 为 解析 家 示 式 的 数值 材料 ， 


这 样 ， 这 些 问题 的 数值 解 只 能 通过 计算 机 来 解决 ， 再 
Ж. ТЕМ 学 问题 的 过 程 中 ， 都 包 售 在 极 大 
大 的 数据 中 执行 简单 的 单个 类 型 的 运算 ， 关 此 ， 运 条 
丫 题 就 会 提出 对 凤 有 大 内 存 ， 又 有 高 运算 速度 的 大 
容量 计算 机 的 天 你 ， 运 筹 学 的 实际 需求 已 经 显示 对 计 
算 机 及 其 内 存 的 发 展 的 巨大 影响 . 
运筹 学 的 应 用 范 时 是 非常 广泛 的 ， 运 短 学 既 用 在 
技术 (并且 不 促 是 制造 ， 也 冰 及 工艺 ) # REI. 
会 经 济 问题 中 ， 也 用 在 各 种 环境 ， 各 种 层次 的 控制 
间 题 中 ， 从 而 正在 逐渐 排挤 传统 的 “直观 " 决策 方 


筹 学 成 果 的 实际 运用 会 遵 到 各 种 不 同 的 困难 . 
第 一 немесе 它 有 关 建 立 现实 
的 岂 策 问题 模型 的 观念 结构 (或 者 选择 已 经 有 结 均 的 


异型 ) ， 这 就 确立 了 遂 过 某 类 运筹 学 问题 来 对 包 笑 所 
考 目的 问题 车 内 的 一 类 现实 问题 建 模 的 原理 上 的 可 能 


性 下 一 个 轩 难 是 在 这 类 运筹 学 问题 中 作 选 择 时 盗 成 
的 ， 而 下 是 这 类 问题 把 具体 问题 模型 化 为 有 意义 的 研 
5. 对 于 这 种 渤 择 ， 符 别 是 ， 必 须 测 量 确定 所 和 解 向 题 
的 参数 的 值 . 但 是 盯 然 这 些 和 参数 不 一 定 有 物理 的 或 技 
术 的 特征 ЛАЛАР. каноне 
征 ， 它 们 的 妥 求 有 一 定 精度 的 测量 可 以 提成 一 个 独立 
的 问题 ， 这 一 为 了 建立 具体 模型 的 信息 选择 困难 可 以 
看 作 是 制订 最 优 决策 的 道路 上 的 基本 障碍 ， 再 下 - 
步 ， 经 过 建筑 以 后 ， 经 党 发生 的 就 是 对 它 的 分 析 与 求 
解 为 包括 计算 在 内 的 纯 数 学 困难 .本 质 上 来 说 ， 运 筹 
学 的 内 容 也 就 在 于 克服 这 些 困难 ， 最后， 求 得 解 警 以 
后 ， 最 疼 的 困难 通常 蒂 有 组 织 与 心理 特性 : 所 求 得 的 
解 往往 本 质 上 不 同 于 传统 的 解 ， 从 而 被 看 作 不 可 信 . 
所 有 这 此 限制 了 运筹 学 的 实际 应 用 .为 了 更 成 功 地 克 
服 这 些 困难 ， 在 运筹 学 领 城中 工作 的 队伍 通常 由 交叉 
学 科 的 小 组 所 组 成 ， 除 了 数学 家 以 外 ， 通 常 还 有 工程 
师 、 经 济 学 家 、 具 体 学 科 领 域 的 专家 ， 有 | 时 其 至 还 有 
心理 学 家 、 管 理 人 员 等 等 . 
参考 文献 
[1] Mome, Р. М. and Kimball, С. E., Methods of ope - 
Tations researrh ， M. I Т., 952 
12] Saaty, Т. L... Mathematical methods of operations к 
search, McGraw -Hill , 1959. 
[3] Kaufmann, А. алі Рашт, R., 
mcherche opérationelle, Dunod , 1963 
14] Kauímann, А., Methods and medels of operations г> 
Search , Prentice - Най, 1963 ( 译 自 法 交 ). 
15] Churchmen, W., Аско, R. 1. апі Атої, E. L. , 
Introduction to operations research , Wiley , 1957 
161 Hyce, Ю, B.. Исследование операций ә военном 
леле, М., 1970 
|7] Гермейер, KO. Б., Введение в теорию исследования 
«шроти, М,, 1971, 


Invitation а la 


OPERATOR 1025 


[8] Ackoff, К. and Saskni, M... Fundamentals of opera- 
отв research , Wiley , 1968. 
[9] Вентдель, Е. C., Исследование операций, М., 


192. 

[10] Wagner, Н., Principle: of operations research , Prin - 
tice - Най, 1975 

[11] Исследовав операций, Методологические аспекты, 
М., 1972. 

[12] Mathematische Standardmodetle der Operationsforschung , 
Berlin, 1971. 


[13] Mathematische Standardmodelle der Operationsforschung . 
Mathematische Grundlagen , Methoden und Modklle , 


1—3, Bedin，1971 ~ 1973. Н. Н. Воробьев #8 
【 社 注 了 
253 
ГАТ] Ваи, Е. М. L., Introduction to optimization , 
Wiley, 1987. 
ГА2] Hillier, Е. $. and Licberman, ©. J., Introduction 
to operations research , Holden - Day , 1967. 
【译注 ] 
参考 文献 
в 李 德 、 钱 癸 迪 主编 运筹 学 ， 清 华 大 学 出 版 社 
108. 


182] Moder J. J. and Elmaghaby, S. Е. od,, Hand- 
book of Operations Research , —— Foundations and 
Fundamentak уап Nostrand Reinhokd, 1978 (Ф Ж 
Ж: 1.1. ЖЮ 5.Е. RKBRD EG, 292 
手册 《基础 和 巷 本 原理 )， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
1987). Еф Ж 


ЖЕТ [ operator; оператор] 

从 一 个 集合 到 另 一 个 中 的 一 个 映射 ， 每 一 个 都 有 
(用 代数 运算 ， 一 个 拓扑 ， 或 者 一 个 序 关系 定义 的 ) 一 
定 的 结构 . ST — ЖЕ X iS ШЙ (mapping) э 8 8 
( function) 的 定义 一 致 , 设 头 和 了 是 两 个 集合 | 对 一 个 
子 集 Dc 关中 的 每 一 个 元 素 x, 指 定 一 个 唯一 确定 的 
ЖЖ A(x) e 了 的 规则 或 对 应 ， 称 为 从 XX 到 了 中 的 一 
个 算 于 (operator ) .万 称 为 算 子 4 的 定义 域 ( domain of 
definition), 并 且 用 D (A) 表示 ; 集合 (AGO хер) 
称 为 算 子 4 的 值 域 ( domain of уай 或 range), Ж 
BE R(A)3Sm .表达 式 A(x) 常常 写成 4x， 算 子 
这 个 术语 主要 用 在 六 和 了 是 向 量 空 间 的 情形 ， 如 果 
4 是 一 个 从 X #| Y 中 的 算 子 ,这 里 Y= X, 那么 A 
称 为 X 上 的 一 个 算 子 . ШЖ D(A)= X, 那么 АЖ 
为 一 个 姓 处 定义 的 算 子 ( everywhere -defined operator). 
ША, A; 分 别 是 从 х, 到 Y, 中 和 从 X, 到 y 
中 以 D(A41) 和 D(A,) 为 定义 域 的 算 子 ,使 得 D(A, ) 
SD(A,) ЖА A,x= 4,x (对 所 有 的 хер(А у, 
那么 如 果 X = Х,, Y, = ， 算 子 4 称 为 算 T. 
A 的 一 个 压 稍 (oompression ) 或 限 创 (restriction )， 而 
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A; 称 为 41 的 一 个 扩张 《extension )， 如 果 X C X,, 
д, 称 为 А, 超越 X, ЫК. 

函数 空间 或 抽象 空间 中 的 许多 方 各 可 以 表示 成 这 
种 形式 4x =), 这 里 yEY，xeX,， унн, хаж 
知 的 ， 并 且 4 是 -个 从 XX 到 了 由 的 算 子 ,对 任何 有 有 边 
ye Y, 这 个 方程 存在 一 个 解 的 论断 等 价 于 算 子 АКИЙ 
域 是 整个 空间 Y 的 论断 ， 对 任何 yeR( 4) 方程 4x 一 
y 有 唯一 解 的 论断 ， 意 味 着 4 起 一 个 从 D(A) 到 RR(A) 
上 的 一 对 一 映射 . 

如 果 X 和 是 向 量 空间 ， 那 么 在 从 到 了 中 的 所 
有 算 子 的 集合 里 可 以 选 出 线性 算 子 (linear operator ) 
Ж; 剩 下 来 的 从 X 到 了 的 算 子 称 为 非 线性 算 子 Cnon- 
linear operators ) .如 果 ХП Y Ë OF ЖЕН. ЖА 
在 从 XX 到 了 中 的 算 子 的 集合 里 可 以 自然 地 选 出 连 绪 算 
S (MAE BE ЯР (continuous operator )) ,同样 地 有 界 
线性 算 予 ( bounded linear operators) À (8 + А 888 `Y 
АЦЕ 中 有 界 ) 的 闫 和 紧 线 性 算 子 ПЕШ 
算 子 使 得 XX 中 任 一 有 界 集 的 象 在 了 中 是 准 紧 的 ， 见 紧 
算 子 (compact operator)) 的 类 . 如 果 X I Y ВОВЕ 
жй, ЖАРИ ЖЕ XH Y LAW SIE — 
子 称 为 半 连 续 的 (semicontinuou ), 如 果 它 定义 一 个 从 
空间 X (БЕЕН ВАР Е АО З: В] 了 中 的 连 
续 映射 ка ко тт я чн РН), 
ИЗА ИЕН (strongly continuous ), 如 吴 
Eb ТЗВ ИНВ 六 到 空间 了 中 тиа 
0: — МИОА Н) ( weakly continuous), ШЖ 
它 定义 一 +A ХЗ 了 中 的 连续 隐身， šE уй Үй 
юв зка) ян “Sa SB RS: 这 个 术语 用 
来 代 痊 “ 强 连 续 算 子 "， 或 者 表示 一 个 算 子 它 把 任 一 弱 
收 敏 序列 映 成 一 个 强 收 伊 序列 ; 如 果 XR Y B 2 
Banach 空间 ， 那 么 这 些 条 件 等 价 于 复 子 的 紧 性 . 如 果 
一 个 算 和 是 强 连 续 的 ， 那 么 它 是 弱 连 续 的 . 

由 关系 

г(4) = {{x,Ax} xeD(A)} 


定义 的 集合 T(4)c Хх 了 称 为 算 子 A 的 图 象 (graph 
of the operator). 

Ë X Y RYE la Rl. JX Хуф К 
子 称 为 闭 算 于 (closed operator) ,如 果 它 的 图 象 是 财 的 . 
闭 算 子 的 概念 在 有 稠密 定义 域 的 线性 算 子 的 情 抬 特别 
有 用 . 

图 象 的 概念 使 我 们 得 以 推广 算 子 的 概念 : Xx Y 
ФИНЕ АУА ХЗ 了 中 的 一 个 多 值 算 子 (mu- 
li-valued operator ); 如果 天 和 ҮЗЕ, BE2 X x 
了 中 的 一 个 线性 子 空 间 称 为 一 个 多 值 线性 算 子 ; 集合 

р(А) = {хєх: 


存在 一 个 yeY ,使得 {xX,y) EA} 


称 为 这 个 多 值 算 子 的 定义 域 . 

如 果 关 是 一 个 域 k 上 的 到 量 空间 并 且 У = к, ЗА 
一 个 处 处 定义 的 从 羡 到 k 中 的 算 子 称 为 六 上 的 一 
#9 (functional ) 

如 果 天 和 世 是 局 部 凸 空间 ， 那 么 一 个 上 从 X 到 了 中 
Ж ХАЯ е Ж ЫЫ Ж-А, АЛЕ 了 ОЕР 
扑 ) 由 只 有 稠密 定义 域 的 伴随 算 子 (adjoint operator ) 
4 , 当 且 仅 当 4 是 一 个 闭 算 子 . 

算 子 的 例子 : Тро xe X лж 08 Y 
НЯ (EW (жю operator )) . 

ЛӘК хех ЭЖ xe x 的 算 
于 (X 上 的 恒 等 算 子 (identily opemlor) ,写成 ix 或 Jr) 

зихи акем 上 的 函数 的 空间 ， 并 且 设 了 
是 M Еш“; ХЕШ 


D(A)=[eeX:feex) 
为 定义 域 ， 并 且 按 照 规则 
Аф= fo, 


(如果 pe D ( AJ) fE B 093: тн аан ЖОК 
算 子 (operator of multiplication ); 有 4 是 线性 算 子 、”” 
` “4) 设 久 是 集合 M 上 的 函数 的 向 量 空间 ， 并 设 F 
是 从 集合 M 到 其 自身 中 的 一 个 映射 ; ХЕШ 


ЭСА) = [ФЄХ: фо Fex} 
为 定义 域 ， 并 且 按 照 规则 
Ао= фор 


(Ж weD(4)) 作 用 的 算 子 是 一 个 线性 算 子 ， 

ЯХ, УЛЕЙ ТВА СМ. Е, n) 和 
(М, х,у) ЕЙТЕН КИИ ЖУ, НӘ K E 
M xNxR ЕЮ. X TREES Хх v x д, 
可 测 ， 其 中 po 是 及 上 的 Lebesgue NJ, РАНЕЕ 
Ж me M, ne N T r€ R 连续. 从 X 到 了 中 以 D(A4) 
一 19sX:J(x] = фу о(уў)4у} 5 E X g, 
这 里 积分 对 几乎 所 有 的 xe NN 存在 并 且 fey , +E ЖОЛИ 
Ае = [ШЖ 9sD(4) 作 用 的 算 子 ， 称 为 积分 算 千 
(integral operator ) ; 如果 

K(x,y,2)= 


ВА а-та 
6) 设 是 微分 流 形 M 上 的 函数 的 一 
间 ， 设 是 MM 上 的 一 个 向 量 场 ;上 以 
D(A)= [f eX: 函数 / 沿 场 的 导数 Df 
处 处 有 定义 并 日 D. fe X) 


K(x sy)z, хем, уєМ, zeR, 


个 向 量 空 


ч чә 


ve 


为 定义 域 , 并 且 接 照 规则 лг D,f{ 如 果 feD(4)) 作 
НИЯТ А 称 为 微分 算 子 ( diferentiation operator); А 
是 一 个 线性 算 子 ， “ 

тихе M 上 的 落 数 的 一 个 向 量 空间 ; 对 
一 个 函数 pe 指定 这 个 函数 在 一 点 ae M 的 信 的 处 处 
定义 的 算 子 是 关上 的 一 个 线性 泛 函 ， 它 称 为 在 点 4 的 6 
函数 (5-fhnction ) 并 且 写成 5 
”“ 8) 设 G 是 一 个 交换 局 部 紧 群 ，6 是 群 G 的 特征 标 
群 ，dg, ФАЗА G G ЕМ Haar 测度， 并且 设 


X=L,(G,dg), Ү=1,(6,4). 
对 一 个 西数 fe 指定 由 公式 
і) - (ej(g) dg 


定义 的 画 数 fe 了 的 从 X 到 了 中 的 线性 算 子 是 处 处 定义 
的 ， 如 果 这 个 积分 的 收 合理 解 为 均 方 收 化 . 

如 果 关 和 了 是 拓扑 向 量 空间 ， 那 么 例 1} 和 2) 中 
的 算 子 是 连续 的 ; 如 果 在 例 3) 中 空间 X 是 (М.х, 
上) 其 中 站 是 居 上 的 测度 ， 那 么 乘 以 一 个 有 界 可 测 函 数 
的 乘法 算 子 是 闭 的 并 且 有 一 个 稠密 定义 域 ; 如 果 在 例 
3) 中 空间 天 = 节 是 Hilberi 空间 L,(M yu u), В 
K(x,y,z) = K(x.y)z АФ K(x,y)8T L,(M x M, 
Eu Za их д) ЩА АЖ Ж; 如 果 在 例 8}) 中 空 
BJ ХЖ ҮЯМЕ Hitbert 空 间 ， 那 么 4 是 连续 的 

如 果 AEA XP] Y Fj — 3, 8 x y, 
x,ysD(4) 时 4x 关 Ay, 那 么 可 以 定义 A 的 逆 算 子 
4 ;省 算 子 的 存在 性 和 它 的 性 质 的 问题 与 方程 4x = f 
前 拥 的 存在 和 了 唯一 性 的 定理 有 关 ; ШЖ АС! 存在 ， 
那么 当 feR(A) 时 x= A" f 

对 向 其 空间 上 的 算 子 可 以 定义 刊 、 数 区 和 等 子 乘 
积 . 如 果 4 .83 旺 分 别 以 呈 (4] 和 万 (如 } 为 定义 域 从 大 
到 了 中 的 算 子 ， 那 么 写成 4+ B, 以 

D(A+B)=D(A)ND(B) 


为 定义 域 ， 并 且 按 照 规 则 
(A+B)x=Ax+ Bx 
《如果 xe D (A 十 如) 作用 的 算 子 称 为 算 子 A 5 В 
(sum of operator ) . 
写成 44, 以 

DGA)= D(A) 
为 定义 域 , 并 且 按 照 规则 

(A¿A)x= (Ax) 
{ 如 果 xe D (14) 0035 F k Ж-А S АЮ 


(product) . Ж: ( operator product) 按 映 射 的 复合 
定义 : 如 果 4 是 从 义 到 中 的 算 子 并 且 ВЕЙ ҮН 
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ЖЕЙТ, ЖАЯТ ВА, И 
D(BA)= (xe X: xeD(A)3FB AxeD(B)} 
эй М2. JE БЕНИ 
(BA)x= В(Ах) 


{ 如 果 xe D (B A)fERI. 0 ВНА. 

如 果 忆 是 在 上 一 个 处 处 定义 的 算 子 使 得 PP = P, 
那么 已 称 为 了 中 的 投影 算 子 ( projection operator ) 或 
投射 ( projector) ;如 果 了 是 一 个 二 上 处 处 定义 的 算 子 使 得 
191 = idr，, 那 么 了 称 为 下 中 的 一 个 对 合 ( involution ) 

作为 特别 是 动力 系统 理论 、 群 和 代数 的 表示 的 一 
个 基本 工具 ， 以 及 数学 物理 和 量子 力学 中 的 最 重要 的 
数学 工具 ， 算 子 的 理论 组 成 了 线性 和 非 线性 泛 函 分 析 
最 重要 的 部 分 . 
参考 文献 
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算 子 遍历 定理 [operator etgodic theorem; операторная 


эргодическая теорема] 

关于 作用 在 Banach 空间 (或 者 甚至 是 拓扑 问 量 空 
问 ， 见 [5])P 上 的 线性 算 子 (linear operator) A ff) BË 
1 4"} ,成 者 作用 在 上 的 线性 算 子 的 单 参 数 半 群 {one- 
parameter semi-proup ){4,} 在 无 限 延长 的 “时 间 区间" 
пе 0, ‚М, 0 < t 雪耻 上 平均 的 极限 的 定理 的 一 
段 各 称 也 见 遍历 定理 (ergodic theorem). 在 后 一 种 情 
形 下 也 可 以 考虑 在 无 限 缩短 的 时 间 区 问 上 平均 的 极限 
可 说 “在 零 的 刘 历 性 *， 见 [1]). 平 均 可 以 在 各 种 意义 
下 理解 ， 就 像 在 级 数 的 求 和 理论 中 一 样 . 最 党 用 的 平 
二 是 Cesiro 平 均值 (Ceshro means) 


或 


以 及 Abel 平 均值 ( Ара means )([1]), 
А, =(1 70) 0"4", | 时 < 1， 
或 И 
ЖЯ =1| еа, а. 
ЖЛЕ ВО ЖП Si u ЭХ Ал; 3 БЕ ЖОНДУ НИК 
Ж; 在 这 些 条 件 下 ， 虽 然 Abel 平均 是 用 所 有 的 A" 战 
4, 作 击 的 ， 但 是 和" 或 4, 在 一 个 当 6-" 1( 或 1 一 0) 时 
无 限 增长 的 有 限时 间 周 期 中 的 值 起 主要 作用 . 平均 的 
极限 (lmw- AR ,等 等 ) 可 以 按 各 种 意义 理解 ， 按 强 或 
З 384 F 3R3Í ( operator topobgy )( ТЕЛЕ Ж ( statisti- 
Neumann ergodic theotem )——J Ë F38—4W-F3B PE 
时 一 和 它 的 推广 )， 接 一 т ссант 
是 一 个 测度 空 同上 的 画 数 空间 ， жый те, 
Y kak 068 УЕ, 等 等 ， 其 中 осна юж 
(эшо ergodic theorem ) #1 mer; 例如 ， 见 От- 
sein-Chacon 这 历 定理 (Ornstein- Chacon ergodic theorem); 
然而 这 些 并 不 总 称 为 算 子 油 历 定理 ), 比较 上 面 提 到 的 
各 种 各 样 的 算 子 更 历 定理 的 效力 ， 就 能 从 一 种 意义 人 下 
极限 的 存在 性 得 到 另 一 种 意义 下 的 极限 存在 {11]) Ж 
些 定理 不 潮 半 均 的 极限 ， 而 是 两 个 平均 比 的 极限 i 即 
Ornstein- Chacon 定理 》 
也 有 关于 和 多数 和 更 一 般 六 群 的 算 子 遍历 定理 . 
ГАА 
111 Hüle, Е. and Phillips, R 
Semi-groups , Апет. Маз. Soc. , 


+ Functional analysis and 
1957( 中 译本 : Е. Ж 


Ж, R.S ЯРАЙ. GIRI EDE L 3EOB 
版 社 ，1964 ) 

[2] Durford , №. апі Schwartz, Ј.Т.. 
боста} theory, Wiley , 1958. 

[3] Меен, Ј., Mathcmatieal foundations of the calculus of 
probabilitiess ，Holdcn-PDay 、1%65( 译 自 法 文 ) ， 

[4] Вершик, А. М., Юззинский, С.А., в кн. Итоги 


Linear operatos, 1. 


наука, в, ]3—Матсматичсекяй anam, 1967. M ,, 
1969, 133—187. 
15] Каток, А. Б., Синай, ЯГ., Степин,А.М.,вкн., 


Итоги науки и техники, Сер Математический 
анализ, М., 13(1975), 129—262 
[6] Kagel, О, Recent progress in ergodic theotcms , Asté- 
тэме, 50( 1977), 151—192 
[7] Krengel, U., Ergodic thoorems , de Огаусг, 1985. 
Д.В. Asocog Ж ВНК W ЩН Ж 


算 子 群 [operator group; операгорная груша] 
туш Ж-ДИ Ж. Banach 空间 ( Banach space) 
Е ЕР (operator) № 58, т 
性 算 了 U, — <г<оо, WE D. = I, U, = U. + 
U, B U, (在 一 致 强 或 弱 拓 直下 ) 连续 地 依赖 于 с. 如 
Ж E 是 Hilbert 空间 (Hilbert space) 而 |ü, | — 
Ж, ЖЇРЇ U, ИРИ (Sz. -Nagy 定 
ЖЯ (Sz. -Nagy theorem)， 亦 见 西 算 子 (unitaq opera- 
tor)). 
参考 文献 
11] Sëkevali- Nagy, B., Оп шшопшу bounded lincar 
trarsformations in Hilbert space, Апа Sci. Май. ( Sze- 
вей), 11 (1947), 150—157. 
12] Ніве, Е. and Philips, R., Functional analysis and se- 
mi-groups, Алег. Math , Soc. , 148 
B. И. Ломоносов 所 
2) 带 算 子 的 群 (Boup with operalors ), 带 算 子 域 
У 的 群 (moup with а domain of operator), jx 8 > 
是 一 个 符号 集合 ， 是 一 个 群 G， 注 足 对 于 每 个 元 素 а 
EG 和 ae 王 ， 存 在 一 个 相应 的 元 索 ace G, 使 得 对 任 
意 a,beG 有 (ab)o=ao,bo. 设 G 和 G' 是 具 
有 同一 算 子 域 Z КЕЕ, О 到 G' 上 的 同 构 ( 同 态 ) 映 
射 9 称 为 一 个 算 子 司 构 ( operator isomorphism ) (же 
[}:& ( operator homomorphism )), 如 果 对 于 任意 asG ， 
сех Ж (ав)о = (аф)о. #8 E НЕ G 的 子 
群 (正规 子 群 ) H 称 为 容许 子 群 (admissible subgroup ) 
(жї 正规 子 群 (admissible normal subgroup ))， 如 果 
ze ff HosS H. ЫХ G 的 子 集 M 的 所 
НА шя 
本 身 和 平 几 子 群 之 外 没有 容许 正规 了 
给 定 的 算 子 域 的 ) ae (simple group ) ， 算 子 群 模 掉 一 
个 容许 正规 子 群 所 得 到 的 商 群 是 一 个 还 相同 算 子 域 的 群 ， 
# G 称 为 带 算 子 半 群 У 的 群 ( group with a semi- 


group of operators )， 如 果 G 是 一 个 带 算 子 域 y 的 群 ， 
工 为 半 群 而 对 于 任意 аеб, с, теу Ж а(от) = 
(acjt， ШЖ у 中 一 个 带 单位 元 c 的 半 群 ， 则 假定 对 
ЖЖ aeG 有 ав=а. 每 个 带 任意 算 子 域 Z, 的 群 都 
是 带 算 子 半 群 王 АЙ, Mah у ЖНА xm, 生成 
的 自由 半 群 . 设 算 子 半 群 y 具有 单位 元 ，F 为 带 算 子 
半 群 Z 的 群 。 如果 F 可 由 一 族 元 寄 X R. НЕШ 
ха, ХЕХ, s€ r 的 元 素 构成 F( 作为 不 带 算 子 的 群 ) 
前 一 组 自 出 生成 元 ， 那 么 就 称 下 是 Е ВНЕСЕ - 
йе). ШР ГАНЕ (T E— BË). À 为 
荆 的 一 个 学 群 ; 设 feF, А, 为 正中 由 所 有 形 如 
(Га), os AA 的 元 家 生成 的 容许 子 群 ， 那么， 的 
每 个 容许 子 群 都 是 形 如 А, a 的 车 与 一 个 T 自由 群 的 
算 子 自由 积 ( 见 [2])， 如 果 是 -~ 个 算 子 的 自由 六 
Я. Дн aZ 1 9 Z ВН АФЖ a EO RAS 
容许 子 群 本 身 是 一 个 五 自由 群 ， 并 以 a 为 自由 生成 
2 (0 13]). 
ИТЕ @ Ж КОЖ Abe) 群 就 是 一 个 天 模 (mo - 
аше). 
参考 文献 
[1] Курош, А.Г ‚ Теория групп, 3 ®кзд., М., 1967, 
516 (中 详 本 : A. P. ЖЫР, ШЙ F. T. G%$ 
教育 出 版 社 ，1987 1982). 
[2] Завало, C. Т.. { Матем. c6 39. 33 (1953), 399—432 
13] Завало, С. Т., (Укр, матем. x 3, 16 (1964), 
5, 593 ~ 602; 6, 730— 71. А. П. Мишина # 
{ 详 注 ] 
参考 文献 
СВІ 黎明 曙 ， 有 限 群 针 引 ， 上 届 ， 科 学 出 版 社 ，1987 
£ жж пля в 
算 子 同 态 [operator homomorphism ; операторяый гомо - 
морфезм } 
代数 系统 ( algebraic system) 的 一 种 同 态 (homo - 
morphism ) ， 它 与 作用 在 这 些 系统 上 茶 给 定 算 了 集合 
的 每 个 算 子 可 交换 ， 亦 即 算 子 群 的 同 态 ， 算 子 环 的 同 
态 ， 等 等 . Кат 泽 


算 子 不 可 约 表示 [operator - imeducible representation ; опе- 
раторно нецриводимое представленне ] 

群 (代数 ， 环 ， 半 群 )X 在 (拓扑) 向 量 空间 五 上 的 
一 个 表示 x， 使 得 E 上 任意 一 个 与 每 个 算 子 n(x )， 
(хех) 变换 的 (连续) 线性 算 子 都 是 上 全 等 算 - 的 
慰 量 倍 . 若是 一 个 完全 不 可 约 表示 (特别 地 ， 若 是 
-~ 有限 维 不 可 约 表示 )， 则 zx 是 一 算 子 不 可 纳 表 示 ; 其 
这 不 总 为 真 . 若是 一 群 的 一 本 表示 (unitary repre - 
sentation) 或 汪 对 称 代数 的 对 称 胡 示 ， 那 么 是 一 个 算 
ТЛИ, НН (л -个 不 可 约 表示 (іпе- 
ducibP representation) 、 А.И. Штерн {й 
М) 
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参考 文献 
[АТТ Се fand, 7 М.. Graev, M. í. and Vilenkin, N. Ya ， 
Сбепстаһлхй functions, 5. Integral geometry and repres- 
entation theory, Acad. Рау , 1966, p.149 IT (ЎЁ (3 # Ж). 
J A2] Kirilloy, А. А., Elements of (с theory of representa- 
tons, Springer, 1976, 114 (#8). 
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算 子 环 [operator ring ; оператора кольцо} 
[ 补 注 】 1) 基 向 量 空 间 上 线性 算 子 组 成 的 环 .“ 算 子 
环 "在 茶 些 情况 下 也 表示 von Neumarm 代数 (yon Neu 
mann algetza) 或 W” Ж} ( W -algebra) . 
2) 算 子 环 ( ring with operators) . 
ял Пих Ж 


莫 子 拓扑 [ operator topology; операторная топология | 

一 个 拓扑 商量 空间 (topologial vector space ) E 
到 另 一 拓扑 向 量 空间 ААА ФЕВ ЖИЕ ВЈ L 
(E, F) БЕНЕТ, СЕ, Р) 成 为 拓扑 向 量 空 
1]. 设 下 是 局 部 凸 空间 (locally convex space ) 且 设 
驴 是 互 的 一 个 有 界 子 集 族 ， 使 得 这 族 中 集合 之 并 的 线 
性 包 在 5 ЕВ. 设 见 是 下 中 零点 的 邻 域 甘 ， 当 
号 遍及 所 而 ИЖЕ, ЖК 

M(S,V)= (f: feL(E, Р), f(s} S V) 


是 关子 平移 不 变 的 唯一 的 拓扑 的 零点 的 邻 域 基 ， 它 是 
一 个 竺 子 拓扑 ， 使 空间 L(E, F) 成 为 局 部 凸 空间 ; 
这 个 拓扑 称 为 L(E, F) 上 的 名 Hik. 
例 . ІРЕНА. 1) ü бк 
中 所 有 有 限 地 集 的 集 族 ， 则 相应 的 © ЖК (L(E, F) 
+) 称 为 简单 (或 避 点 ) ИНЬ (topology of simple 
《pointwse ) convergence) . 2) 设 © 34 E Ф. 
平衡 、 紧 子 集 的 集 族 ， ЗМ ЖКГА ЖАШ Ж 
БӨ (topology of convex balanced compact corver - 
.3) #52 E Е ФИНЕ ТАЯУ 则 


ОЁ bounded convergence ) . 

H) 如 果 E, Е Ж Banach 花 间 ， 同 时 在 弱 或 强 
(ЖЖ) 拓扑 下 考虑 ， 则 相应 的 空间 L (E, F) 代数 上 
是 重合 的 ;相对 应 的 简单 收 伍 拓 扑 称 为 L(E, P) 上 
的 弱 或 强 算 子 拓扑 (weak ог stong operator 
ороор). 强 算 他 拓 补 强 于 避 算 于 拓扑 ， 两 者 都 起 
与 L(E, F) 和 L(E, Р) 上 形 如 f(A)= P o (АЕ) 
(8 ,EE, 9,5F',， AEL(E, F)) fii й] aj 2 B) WI 
对 偶 性 相 容 的 . 

Ш) # Е, F 是 Hilbert 空间， B. Ë, F 43188 
Hilbert 空间 E, , F, ГИЯ, H E, = E, F. 
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Б. ЕЕЗ п: Жу Ж#Н LOF, F) 到 L(E, 
Ру РДЕЛ. НИ КЖЕ: 对 任 一 算 子 4eL(E， 
Еу, ЖТ (А) 限制 到 子 空间 E, ED E, ЖА F, 
ТАЛЕ ,上 与 算 子 4 重合 . ЖЩ ЕЁ, Р) БВС ) 
算 子 拓扑 在 LC(E, Ру ЙЭ ФК (Е, F) 
LAM (ПИЙ. BLR) 算 子 指 扑 《atra -weak Сша - 
strong) operator topology). Ж (88) ЯР 
С) 算 子 拓扑 ，Hiibert 空间 E 上 所 有 有 界线 性 算 子 
的 代数 了 (五 ) ЕДА И ТИ ЙТ N 与 
L(E) ЖИ: 凡 与 9 中 所 有 算 节 可 交 执 则 必 š 
L(E) BPO ЖЕТЕ И АЖЕ ЕЖЕ S, 
昌 仅 当 ТЕЎ) (或 强 ， 或 超 绊 ， 或 超 强 ) ЖЫ 
中 是 闭 的 ， 即 9( 是 von Neumeom 代数 (von Neumann 
айрыга). 
参考 文献 
[1] Schacfer. Н. Н.. Topological vector space, Springer , 
1971 
[2] Dunford, №. and Schwartz , Ј. Т., Linear operators , 
General (Бому, Wiley , 1988 
[3) Ниймарк, M. A,, Нормированные кольца, 2 изд., 
M., 1%8( 英 译 本 : Naimark, М. А.. Normed rings, 
Reidel , 1984). 
[41 Sakai 5.. C.-algebras and WW--algebrs , Springer, 
1971. А.И. Шен 把 Б Ж 鲁 世 杰 校 
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非 经 典 变 分 约 季 优 和 控制 问题 ( problem of optimal 
ortrol ) 的 一 个 解 ( 见 最 忧 控制 的 数学 理论 ( optimal 
control , mathematical theory of) ， 在 典型 情况 下 ， 一 
ае ИА Е 
(控制 ， 输 入 ) 的 常 微分 方程 的 轨道 的 极 值 问题 的 解 
【在 用 此 问题 的 提 法 所 规定 的 补充 约束 存在 的 条 件 
下 )， 这 里 依赖 于 所 考虑 的 控制 的 类 ， 一 个 最 优 控 制 
ЖОК ЕАН ТИТ ВАС ( function of time) (在 最 优 
规划 控制 (optimal programming control ) 问题 中 ) 或 
ЖАА ШИК (ШШ) 的 函数 (function of time 
and current state ) (Ей ( optimal synthe - 
ss conuol) 问题 中 ) 的 形式 ， 

在 更 复杂 或 更 专门 的 向 题 中 ， 一 个 最 优 控制 可 以 
ЖУ М ( generalized control) 的 形式 : 到 值 在 测 
РАР 
ЖАЮ, ЕА, ЖН, 
数学 规划 的 非 稳定 问题 的 极 值 元 素 的 序列 ， 等 等 

А. Б. Куржанский # 
СИМЕ ЗРНАТА З йа {К ЕНЫ НИЕ 
理论 ( optimal contro} ,mathematical theory ОЁ). 

EER ЖЕНЕ: 


最 优 控制 的 数学 理论 [ optimal control , mathematical фе - 


өгу Of; оптимального управления малем атическая 
теория] 

数学 的 一 部 分 ， 研 究 在 预先 指定 的 意义 下 如 何 选 
择 最 佳 方式 去 实现 受 控 动 态 过 程 的 问题 ， 包 括 问题 的 
形成 和 解决 两 个 方面 . 这 样 的 动态 过 程 ( dynamical pro - 
cess ) 通常 可 以 用 依赖 于 称 为 控制 (Control ) ЙИ АЖ 
数 或 参 便 的 微分 方程 、 汉 函 方 程 和 有 限 差分 方程 (或 其 
他 可 能 涉及 到 隐 机 方面 的 形式 化 的 演化 关系 ) 米 描 述 ， 
并 且 常 常 受到 约束 条 件 的 支配 .一 般 说 来 ， 所 求 的 控 
制 以 及 过 程 本 身 的 实现 必须 根据 问题 提 法 中 所 指定 的 
某 些 约 东 去 选择 . 

在 较 特 定 的 意义 下 ， 术 语 “ 最 优 控 制 的 数学 理 
论 "往往 是 指 癸 究 最 优 榨 制 的 非 经 典 的 变 分 问题 (通常 
带 有 数 分 约束 ) 求解 的 数学 理论 ， 它 允许 考 虐 非 光滑 泛 
函 以 及 对 控制 参量 或 其 他 相关 变量 的 任意 约束 通常 所 
研究 的 约束 由 非 闫 格 不 等 式 给 出 ) . 术语 “最 优 控制 的 
数学 理论 "有 时 同 予 一 种 更 广 的 售 义 ， 包 括 研 究 如 下 
问题 的 数学 方法 的 理论 ， 它们 的 解 含有 任意 统 汁 的 和 
动态 的 优化 过 程 ， 而 且 人 允许 把 相应 的 模型 解释 为 用 于 
ЖЕКЕН ЕРУ ИПЛЕ КЕ. ЗЕР XPE USES. ЖК 
控制 的 数学 理 沦 包括 适 筹 学 ( operations research); 数 
学 规划 ( mathematical programming ) 和 对 策 论 ( games ， 
theory of ). 

最 优 控制 的 数学 理论 中 研究 的 问题 出 自 实际 需 
要 ， 尤 其 是 在 空间 飞行 动力 学 和 自动 控制 理论 (auto - 
matic control theory) (六 见 变 分 学 ( variational cakulus) ) 
方面 . 这 些 向 题 的 形成 和 解决 ， 例 如， 在 常 微分 方程 
理论 中 ， 无 论 在 解 的 概念 的 推广 还 是 在 基于 适当 存在 
性 条 件 的 结论 的 推广 方面 ， 都 提出 了 如 同 在 研究 受 控 
微分 系统 轨 线 的 动态 性 质 和 极 值 性 质 中 那样 新 的 问 
ШЖ. 特别 地 ， 最 优 控 制 的 数学 理论 刺激 了 微分 包 亿 
(differential inclusion ) 性 质 的 研究 ， 因 此 ， 最 优 控 制 的 
教学 理论 中 相应 的 研究 方向 常常 被 看 成 常 微分 方程 理 
论 的 一 部 分 . 最 优 控制 的 数学 理论 包括 受挫 运动 的 数 
学 基础 ， 这 是 在 一 般 力 学 中 研究 如 何 建立 能 控 的 机 械 
运动 的 规律 和 有 关 数 学 问题 的 一 个 新 的 领域 . 最 优 控 
制 的 数学 理论 在 方法 上 和 应 用 上 都 与 分 析 力学 ， 尤 其 
是 与 经 典 力 学 的 变 分 原理 (лапабопаї principks of cla - 
ssical mechanics ) 有 关 的 领域 密切 相关 ， 

尽管 最 优 控制 的 具体 问题 各 非 经 典 的 变 分 问题 早 
就 出 现 过 ， 但 直到 1956 一 1061 期 间 才 问 定 最 优 控制 的 
一 般 的 数学 理论 基础 . 这 一 理论 的 关 链 是 由 工 . C. Пон- 
трягин 在 1956 2017 #9 Понтрагин 最 大 值 原理 (Pontr- 
yagin maximum Principkg )， 见 [1]. 创立 最 优 控 制 的 数 
学 理论 的 主要 的 激励 因素 是 :动态 规划 (dynamic prog- 
ramming ) 方 法 的 发 现 ， 谤 函 分 析 在 最 党 系统 理论 中 作 
用 的 闹 明 ,最 优 控制 问题 的 解 和 Ляпунов 稳定 性 (Lya - 
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Punov stability) 结果 之 全 关系 的 发 现 ， 以 及 有 关 动态 系 
统 的 可 控 性 各 可 观测 性 概念 的 著作 的 出 现 等 { 见 [2 | 一 
[5]). 在 随后 的 几 年 中 ， 建 立 了 动态 系统 的 随机 控制 和 
随机 滤波 理论 ， 关 和 了 求解 非 经 典 变 分 问题 的 一 般 方 
法 ， 她 优 控制 的 教学 理论 的 基本 命题 被 推广 到 更 竟 困 
的 动态 系统 类 ， 并 且 研 究 了 与 经 典 变 分 法 之 间 的 关系 
{如 [6 一 [ 切 ]) .尤其 是 在 动力 学 中 的 对 策 间 题 ( 见 微 
分 对 策 (differential games ))， 带 有 不 完全 或 不 确切 信息 
的 系统 ， 带 分 布 参 数 的 系统 ， 流 形 上 方程 等 等 的 研究 
中 ， 最 优 控 制 的 歼 学 理论 正在 迅猛 发 展 . 

在 解决 有 关 现 代 技 术 各 领域 的 控制 过 程 的 建立 ， 
经 济 动力 学 的 研究 ， 以 及 后 物 学 、 医 学 ， 生 态 学 人 
口 学 等 等 许多 问题 中 ， 最 优 控制 的 教学 理论 结果 找到 
了 广泛 的 应 用 . 

最 优 控制 问题 (problem of optimal control ?可 以 
用 一 般 的 术语 摘 述 如 下 : 

1) 给 定 一 个 能 控制 的 系统 8$， 其 在 上 时 刻 的 位 置 
用 x 值 表示 ( 例如 ， 一 个 力学 系统 的 广义 坐标 和 种 量 
组成 的 向 量 ; 一 个 分 布 系统 的 空间 坐标 的 果 效 ， 刻 画 一 
个 随机 系统 现时 状态 特性 的 概率 分 布 ， 或 者 经 济 动态 模 
型 中 产量 输出 的 向 最 ， 等 等 ) . 假定 可 以 有 许多 控制 u 
作用 到 系统 8 上 影响 系统 的 动力 学 . 控制 的 形式 可 以 是 
视 械 方 ， 热 或 电位 势 ， 投 资 规划 等 . 

2) 给 定 一 个 把 描述 系统 动力 学 的 变量 x， uw, t 
联系 起 来 的 方程 . 指定 一 个 考虑 方程 的 时 刻 ， 在 典型 
情形 下 ， 人 们 考虑 如 下 形式 的 常 微分 方程 : 


X=/(t.x,u), <<, xER", нев", (1) 


这 里 通 数 了 具有 预定 的 性 质 OB ME RI. x, иж 
Ж. 而 按 x ЖЕНИ). 

3) 能 够 得 到 用 以 构造 控制 的 信息 (例如 ， 在 任何 
时 刻 或 者 在 预先 指定 的 时 刻 ， 人 能够 量 测 到 系统 { 1) 的 
相位 坐标 或 者 这 些 从 标的 函数 的 值 ). 指定 一 类 可 以 考 
ЖИВЕМ # Ж: 形式 为 u(t) 的 分 眉 连 续 的 函数 
集 ， 形式 为 w= щи, x) = P'(t)x АЯ ЖЖ НЕ x 
线性 的 十 数 集 ， 等 等 . 

4) 对 要 实现 的 过 程 加 上 约束 条 件 - 这 方面 特别 要 
考虑 到 确定 控制 器 的 的 条 件 《 例 如， 对 于 系统 (1), 
命中 相 空 间 К" 中 一 给 定点 或 一 给 定 集 合 ， 要 求解 稳 
年 在 一 给 定 运动 附近 ,等 等 }， 此 外 ， 约束 也 可 加 在 
控制 и 的 值 或 位 置 < 的 坐标 上 ， 加 在 这 些 变量 的 函数 
土 ， 加 在 它们 的 实现 的 泛 画 上 ， 等 等 . 例如 ， 在 系统 
(1) 中 ， 可 以 对 控制 参量 加 约束 : 

пєй < Вей (u) < 0, ф: Ве Rt, (2) 
而 对 坐标 加 约束 : 


XEXS к" р(х) <0. у: В" Д, (3) 


这 里 U, ХЭВ, йө, уН. 还 可 以 研究 
更 复杂 的 情形 : 集合 ОВОР, x. 或 者 给 定形 式 为 
8(t, x, 4) 所 0 的 不 等 式 ( 浴 合约 束 情形 )， 等 等 . 

5 )》 对 所 研究 的 过 程 的 品质 给 出 -个 指 慰 (ЖИЕ). 
指标 可 以 取 所 考察 的 时 间 区 问 上 变量 <, 的话 函 形式 
Л) ше). 条件 1) -4) 现 在 又 附加 上 过 程 


优化 的 要 求 : 使 指标 J(x(。 ), u(。 )) 达 到 极 小 ， 极 
大 ， 极 小 极 大 ， 等 等 . 
这 样 ， 对 于 给 定 的 系统 ， 必 须 在 给 定 的 控制 类 中 


选 出 一 个 控制 使 得 指标 J(x(。), xf, )) 达 到 最 优 ( 在 达 
到 控制 目的 并 且 满 足 所 如 约束 的 条 件 下 ) . 作为 这 一 最 
优 控制 器 题解 的 函数 例如、 形式 4= u(t) 或 者 上 一 
иб, x), 等 等 ) 称 为 最 优 控 制 (optimal control). (< 
于 最 优 控制 问题 的 典型 禾 述 的 一 个 例子 ， 见 Понтря. 
гин 最 大 值 原理 ( Pontryagin maximum principle) .) 

在 由 最 优 控 制 的 数学 理论 问题 所 研究 的 动力 学 对 
象 中 ， 和 通常 区 分 无 穷 维 对 象 和 有 穷 维 对 象 ， 这 取决 于 
描述 对 象 的 相应 微分 方程 系统 的 相 空 间 的 维 数 ， 或 者 
加 于 相 变 量 的 约束 形式 . 

没 优 程序 控制 {optimal programming control ) 和 最 
优 综合 控制 (optimal synthesis control) 之 问 的 区 别 在 
于 ， 前 者 的 控制 u 取 时 间 函 数 的 形式 ; 而 后 者 的 控制 
由 根据 反馈 原理 作为 过 程 当前 参量 的 允许 值 的 函数 取 
控制 策略 的 形式 , 最 优 随 机 控制 问题 属于 第 二 种 类 
型 . 

最 优 控制 的 数学 理论 涉及 解 的 存在 性 ， 极 值 ( 控 制 
的 最 优 性 ) 必要 条 件 的 推导 ， 充 分 条 件 的 研究 ， 以 及 数 
值 方法 的 建立 ,还 要 研究 程序 控制 和 综合 控制 类 中 所 
得 到 的 最 优 控 制 的 数学 理论 司 题 的 解 之 间 的 关系 . 

上 面 禹 述 的 最 优 控制 问题 的 各 种 提 法 都 假定 过 程 
存在 一 个 正确 的 数学 模型， 并且 可 用 基于 相应 系统 的 
完全 的 先 验 信息 ， 苦 至 是 完全 的 当前 信息 算出 ， 然 
而 ， 在 实际 应 用 中 ， 有 关系 统 的 可 得 到 的 信息 {例如 ， 
关于 初始 和 终端 条 件 的 信息 ， 关 于 相应 方程 中 的 系 
数 ， 关 于 多 许 量 测 坐标 的 附加 参量 的 取 值 ， 等 等 ) 往往 
都 是 不 充分 的 ， 以 致 无 法 直接 应用 上 曾 的 理论 ,这 就 
导致 去 研究 由 其 他 信息 术语 表达 的 问题 的 最 优 控 制 , 
最 优 控制 的 教学 理论 的 一 大 部 分 内 容 就 是 致力 于 研究 
不 充分 量 的 描述 有 统计 特性 时 的 问题 、 即 所 谓 随 机 最 
优 控制 (stochastic optimal control ) 理论 , 如 果 这 种 不 
充分 量 没有 任何 统计 信息 ， 而 仅仅 给 出 可 能 变化 的 范 
в, Bá ИЖЕ ЗЕ E R if Е }Е ОРТ 30 521832 441 
(optimal control under conditions of uncertainty) 理论 
的 框架 范 园 内 进 和 研究 .然后 使 用 氢 小 极 大 和 对 策 论 的 
方法 来 解决 这 样 的 问题 . ОТЕ Ее расе 
件 下 的 最 优 控制 门 题 在 最 优 综合 众 制 领域 尤其 有 意 
x. 
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尽管 可 榨 系 统 的 形式 化 叙述 可 以 采取 非常 抽象 的 
形式 ( 见 [11])， 然 而 最 简单 的 分 类 办 法 仍然 可 以 把 它 
们 分 成 连续 而 站 Ж ( continuous -time systems ) ( 例如， 
出 党 或 偏 微分 方程 ， 带 淋 移 变量 的 方程 ，Banach 空间 
中 的 方程 ， 以 及 微分 包含 ， 积 分 和 微分 方程 等 等 描述 
的 奈 统 ) 和 由 递归 差分 方程 描述 的 多 级 (离散) 系统 
《multi - stage (discrete ) systems), Ж Ж1Х{Е— Ж} 
( 离散 ) 时 刻 对 系统 进行 研究 . 

离散 控制 系统 ， 除 了 其 自身 的 兴趣 外 ， 作 为 连续 
系统 的 有 限 差分 模型 也 有 重要 意义 . 在 求 解 最 优 控制 
问题 中 ， 这 对 于 建立 数值 方法 是 很 重要 的 ( 见 [)2] 。 
[13])， 郊 其 是 在 初 值 问题 【从 其 自身 的 状态 出 发 ) 容易 
受到 离散 化 的 影响 的 情形 ， 前面 所 叙述 的 一 些 基本 的 
提 法 也 适用 于 离散 系统 . 尽管 这 种 研究 在 泛 函 理论 方 
面 的 证 明 在 这 里 较 简单 明了 ， 但 关于 连续 系统 的 最 优 
控制 理论 的 基本 事实 及 其 紧 次 的 表达 形式 ， 在 移 村 到 
离散 系统 时 会 遇 到 特有 的 困难 ， 并 且 不 一 定 总 是 可 行 
的 ( 见 [14], [15])， 

对 于 具有 凸 函 数 约束 的 最 优 线性 高 散 控制 系统 的 
理论 已 经 用 一 种 相当 圆满 的 方式 做 了 讨论 ( 见 [15]) 
官 与 线性 规划 和 凸 规划 方法 【尤其 是 相应 的 “动态 “或 
“ 非 定 党" 的 规划 方法 ， 见 [16]) 紧密 相关 . 在 这 一 
理论 中 ， 重 要 的 是 把 离散 动态 系统 的 优化 归 铺 为 实现 
一 个 适当 的 数值 离散 算法 . 

连续 系统 最 优 控制 问题 的 解 朋 离散 解 逼 近 的 问 
题 ， 以 及 与 病态 问题 的 正则 化 密切 相关 的 问题 ， 则 形 
成 最 优 控制 的 数学 理论 中 的 另 一 类 问题 ( 见 [17]). 
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【[ 补 注 】 在 西方 文献 中 ，( 最 优 ) 程序 控制 通常 称 为 (最 
Ж) 开 环 控制 , 而 (最 优 ) 综合 控制 通常 称 为 (最 优 ) 
КЇЙ ЖН ЖЕЙ. 
有 关 本 条 目的 早期 的 著作 都 基 于 变 分 法 和 动态 规 
划 ,在 教科 书 [A3], [A7] 中、 对 动态 规划 做 了 介绍 . 
ТЕ [АЯ], [A11] 中 处 理 了 该 方法 的 测度 理论 方面 的 困 
Ж. [Al0] 中 研究 了 连续 状态 空 问 下 最 优 随 机 控制 问 
ВКА РАНЕ ЖАВ НИЛА . [Al]， 


[А2 ТЕЗ КАН A АЛЕ ЕЙ г 
法 写 的 最 优 随机 控制 的 著作 .{A6] 中 导出 了 随机 最 大 
值 原理 . 
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最 优 译 码 [ optimal decoding ; оптимальное декодиров а- 
ше] 


给 定 信息 源 、 通 信 信 道 和 编码 方法 ， 使 得 信息 复制 
精确 度 ( information ，exactness of Teproducibility of ) 
达到 最 大 的 译 码 方法 ， 如 果 信息 复制 精确 度 通 过 平均 
译 码 错 误 概率 (erroneous decoding，probability of) 来 
刻 辐 ， 则 最 优 详 码 使 这 个 枝 沸 达到 最 小 ， 例 如 ， 我 们 
要 传送 M 个 信息 元 分 草 月 数 1,，2,…，M 来 表 
示 ， 出 现 的 概率 分 别 为 p,，… ,pw ， 一 个 离散 信道 总 
有 有限 个 输入 和 输出 信息 ， 转 移 函数 由 下 列 矩 阵 定 
Ж: 


qO, =Р {т=р= у}, yeY, ye Y, 


这 里 了 ,了 分 别 为 输入 信号 ү 和 输出 信和 号 了 的 取 值 
集合 ， 编 码 道 过 函数 f( - ) ЖЕХ, Лт) = у, (m = 
Т.З M), ЖШ y SY (mm = 1,…, М) 是 一 个 码 
(code), BIP M 个 可 能 的 输入 值 ， 风 最 优 详 码 出 
Tm 4(+ ) 来 定义 ， 对 任意 Pe, (у)=т', 
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这 里 m’ 满足 不 等 式 ， 
p.q(y,. Ў)Ў p.q(y.. Ў), ЖР m * m' 


特别 当 所 的 信息 元 有 相同 的 概率 时 ， 即 pl = = 
pu = 而， 则 上 述 最 优 译 友 为" 极 大 位 然 ВА Сс 
般 来 说 ， 不 昨 最 优 的 ) ， 答 出 信号 y WB т', Ш 
ж 

абу 902407. 入， 对 所 有 нт. 


参考 文献 
[1] Gallager. R., Information theory and reliable соло - 
nication ，Wiley , 1968. 
[2] Woeencraft, J. М. апа Jacobs, 1. М., Principles of 
communication engineering , Уу, 1965. 
Р. Л. Добрушин, В В. Прелов Ж 
ГАМЕ) 参见 编码 和 译 码 (coding and decoding); 信 
息 论 ( information еру). MOD WARA 译 


最 优 保证 策略 [optimal guarantee strategy ; оптимальная 
гарантирующая стратегия ] 

在 给 定形 势 下 ， 其 效益 等 于 最 好 的 有 保证 的 结果 
的 策略 ( 见 最 大 保证 结果 原理 ( principle of the largest 
Sure result ) ) ， 例 如 ， 在 有 效益 判别 f(x, у) 的 形势 
下 ， 如 果 待 定 因素 y 在 集合 Y 中 取 值 ， 那 么 最 优 保 
证 策略 x WS ч 

sup If f(x, y)= i G, у). 


如 果 左 边 的 对 区 的 上 界 不 能 达到 ， 那 么 就 可 提出 , 最 
优 保证 策略 у. Cha 
iG, у) зар /f(z, y)— 2, 

Н „>0. {ЖЕНЕ X= x(y) 和 有 关 待 定 因素 
《进行 远 等 的 条 件 ) 的 信息 ， 县 优 保证 策略 是 可 其 休 
确定 的 【 见 [1] ) 从而， 如果 策略 X ata puti 
ЮЖ x{》)， 且 运算 包含 有 关 уен, ША 
优 保证 策略 x'(y) 称 为 绝对 最 优 策略 (absolutely op - 


titnal strategy) ， 且 由 杂 件 
sup /(x,y)=f(x`(y), у), 对 于 所 有 ye Y 成 立 


来 确定 . 
对 应 其 他 最 优 性 原理 的 最 优 策略 也 己 得 到 研究 
(参看 例如 [2] 和 [4]) , 
参考 文献 
[1] Гермейер, Ю. Б., Введение в Teopumo исследсвания 
схерапий, М., 197[. 
[2] Гермейер, Ю. Б., Игры с непротивоположными ип- 
тересами, М., 1976. 
[3] Aubin, Ј.-Р.. Lanalyse поп - бане et sa motiva - 
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tions Economiqucs , Masson , 1984 
[4] Воробьев, Н. H., Теория ир. Лекции для эконом - 
‚ 1979 英 译本 : Мото су, N 

N., Сапе согу. 1ссїш for economsts and System 
Scientists , Springer , 1977). 
E. И. Брешко, В В. Феюров 所 
[【 补 注 】 “最 优 保 证 策略 ”也 称 * 最 二 情形 策略 ”. ТГ 
对 效益 判别 的 结局 提供 一 个 安全 水 六 .最 坏 情形 设计 
自然 显示 在 二 人 零 和 对 策 中 ， 其 中 未 知 量 的 不 确定 性 
(у 变量 ) 被 代 将 为 最 坏 可 能 .这 个 观念 在 工程 和 军训 
分 析 中 是 古老 的 种 普遍 的 、 
参考 文献 
[AU Но, Y. C. and Olsder, G. 1., Differential panes 、 
Concepts and applicatons, їп М. Shubik (ей.): 
Mathematics of Conflict , Elsevier & North - Holland , 
1983, 127—186. ят ж 


истов - кибернетиков . Л 


最 优 程序 控制 [optimal programming control ; оптималь - 
ное управление программное ] 

最 优 控制 的 数学 理论 ( optimal control , mathematical 
theory оѓ) 中 一 个 问题 的 解 ， 这 时 控制 2 = u(t) 是 作 
为 时 间 的 否 数 构成 的 【从 而 也 假定 在 过 程 中 间 ， 除 了 一 
开始 给 的 信息 外 ， 得 不 到 任何 别 的 信息 ) .这样 ， 最 优 
程序 控制 不 同 于 最 优 综合 控制 ( optimal synthesis con - 
trol), 它 是 通过 系统 的 先 验 信息 构造 出 来 的 ， 并 且 不 可 
能 进行 修正 - 

наалати 的 存在 性 包括 两 个 方面 : 

给 定 约束 下 实现 控制 目的 的 可 能 性 (实现 控制 目 
вн 容许 控制 admissible control) 的 存在 性 )， 以 及 
ИИ ИШЕ агии в 的 可 解 性 一 - 极 值 
《通常 为 相对 极 值 ) 的 可 达 性 ( 最 优 控制 ( optimal con - 
по) 的 存在 性 ) ， 

关于 第 一 个 问题 ， 特 别 重要 的 是 研究 系统 的 可 控 
性 (controllabtity of a system) ЕЖ. 对 于 系统 ” “ 


至 =fG, x, и), 


这 总 昧 着 在 给 定 的 容许 控制 函数 类 忆 = [u ( ° P) F, Ж 
在 控制 u(!), 使 得 将 相 点 从 任意 给 定 的 初始 位 置 x(t,) 
= x€ 及" 能 转移 到 任意 给 定 的 终点 位 置 x (1,) = xie 
R"( 至 于 时 间 了 = 6 一 性 是 男 定 还 是 自由 ， 了 到 决 于 问 
题 的 提 法 )， 见 Понтрягин 最 大 值 原理 ( Pontyagin па - 
ximum principle ). 对 具有 解析 误 辕 期 系数 的 线性 系统 
k= Aí(t)x(r) + B(t)u, x€ R", иер" (1) 

(8 A= 848, B= 党 值 时 是 最 简单 前 情形 )， 可 控 性 
或 完全 可 控 性 (complete controllability ) 的 充分 必要 条 
件 已 知 可 表示 成 可 计算 的 形式 . 对 未 一 般 的 线性 系 
统 ， 从 一 个 凸 集 转移 到 另 一 个 (关于 w，x 具 此 约束 的 》 
凸 集 的 可 解 性 同 题 也 已 完全 解决 . 在 非 线性 系统 中 


仅仅 知道 局 部 的 可 控 性 条 件 ( 在 给 定 加 线 的 一 小 领域 
内 )， 或 特殊 类 型 的 系统 的 可 控 性 条 件 ( 见 [2]，[4]， 
[5]) ， 可 榨 性 性 质 的 研究 也 已 做 了 许多 推广 ， 特 别 是 与 
特殊 类 1 例如 ， 所 有 有 界 分 段 连续 函数 wa( 5 的 集合 
U) 有 关 的 大 量 的 排 广 工 作 ， 对 于 某 些 坐标 的 可 控 性 . 
以 政 对 于 包括 夸 穷 维系 统 在 内 的 更 一 般 类 系统 的 可 控 
ЖКТЕ. 

一 般 说 来 ， 最 优 控制 的 存在 性 问题 与 某 种 拓扑 下 
模 小 化 控制 或 轴线 序列 的 紧 性 性 质 有 关 ， 人 也 与 极 小 化 
谤 函 对 机 应变 量 的 站 连续 性 性 质 有 关 .对 于 系统 


х= ех, u t tt, xeR", ueR’, (2) 


Жена 
иєу <В? (3) 
之 下 ， 上 述 第 一 个 性 质 与 集合 
JG, x, U)= {70 x, u)iue U) 


的 凸 性 有 有 关 ， 而 第 二 个 性 质 《 对 于 积分 泛 函 ) 则 与 
J(x (+), не) 9485208 0075 be r Ж. 在 缺少 这 些 性 
质 的 情况 下 ， 可 以 通过 拓宽 原来 的 变 分 问题 的 办 法 得 到 
补偿 . 于 f(t. х, и) АЕО ВІА НЕВЕ 
(sliding system) — H О F 85 Hi 7 ЧЕ Y 4638 52 BJ 
控制 - 度量 所 得 到 的 常 微分 方程 的 广义 解 一 来 补偿， 
[6], [715 变 见 最 优 滑动 模 态 ( optimal sliding rc - 
йите). ВОР ЛОХ +), асе ЕЕН 
АМЕА И НОО 8 (U k E И ИИЙ) 
ЗГ А.Е — ВО БИИР, ЭРЧ ГАИА ЯЕ 
ЖАЫ j —ЖЖ РР ( Л, [9]) .在 所 述 情况 下 ， 
最 优 控制 的 存在 性 常常 可 以 从 容许 控制 的 存在 性 推出 . 

极 值 必 要 条 件 的 理论 在 最 优 程序 控制 问题 中 研究 
得 最 为 深信. Tlosrparu# 最 火 值 原理 已 经 成 为 这 一 情况 
下 的 基本 结果 ， 因 为 它 包 括 了 最 优 控制 问题 中 强 极 值 
的 必要 条 件 ， 

对 于 具有 更 复杂 约束 (诸如 相位 的 ， 嘴 函 的 、 极 小 
极 大 的 、 混 合 的 约束 等 等 ) 的 最 优 程序 控制 问题 ， 已 经 
得 到 了 求解 极 值 问题 必要 条 忻 的 行 之 有 效 的 一 般 方 
法 . 这 些 方法 或 多 或 少 依 巾 于 凸 锥 分 离 定 理 (SL [9], 
[10]). 例如 ， 设 五 为 一 向 量 空间 ， 设 f(x) (xe E) 
МВА, ЩО ЕФЕ, 


о- йо, 
说 xos@ Е f(x) 在 Q 上 达到 其 最 小 值 的 点 ， 并 
设 
0.={х: f(x)< f(x). 
一 种 广 为 流 传 的 一 般 方法 的 实质 在 于 ， 每 一 个 集合 0, 
({= 0,…, 中 在 点 za 的 领域 中 都 用 顶点 在 x' Ж 


At КАСОН ЗВАО: 不 等 式 型 约束 
的 “容许 方向 锥 ”; 包括 微分 环节 在 内 的 等 式 型 约束 的 
Ый”. @%). 这样， 投 小 的 一 个 必要 条 件 旦 
x" 为 所 有 区 (i 0，… ，n) 的 叭 一 的 公共 点 ， 从 而 这 
些 锥 是 “可 分 离 的 "( 见 [18]) ЫБ ЛА" 
加 上 一 种 解析 形式 的 条 件 ， 并 旦 可 能 的 话 ， 比 如 说 ， 这 种 
解析 形式 的 条 件 是 用 Hamilton 函数 表达 钓 ， 必要 条 位 
ИГР. З Д 95 Понтрягин 最 人 值 原理 的 形式 ， 也 可 
以 到 局 部 ( 线性 化 ) 极 大 值 原理 的 形式 (相对 u ЖЫЙ 
人 的 条 件 )、 这 取决 于 初始 约束 以 及 所 用 的 变 分 类 型 ， 这 
种 方法 的 实现 有 浆 于 解析 地 描述 诸 俊民, 的 可 能 性 . 当 
集合 Q, 由 所 研究 点 处 满足 某 些 附加 的 正 划 性 条 性 的 光 
滑 函 数 所 定义 ， 或 者 由 是 卫 数 所 定义 ， 则 已 既得 到 了 
这 些 欠 的 有 效 的 描述 (Ж [9], [10]). 原则 上 ， 这 一 
方法 也 允许 推广 到 包括 微分 约束 在 内 的 非 光滑 约束 . 9 
如 ， 当 没有 凸 性 时 ， 可 以 使 用 凸 函 数 的 次 微分 及 其 推 
генин: САТ, [12}). 

对 于 可 以 用 带 有 扰动 变 元 的 微分 方程 、 仿 微分 方 
程 、Banach 空间 中 的 发 展 方程 ， 流 形 上 的 微分 方程 
递归 涛 分 方程 等 等 描述 的 可 控 系 统 ， 在 广义 函数 - 测 
庆 类 中 求解 时， 已 知 有 类似 于 Понтрягин АВ 
的 一 阶 条 件 ， 即 所 亩 积分 最 大 值 原理 ( integral maximum 
principke)， 购 [1], [6], [7], [13]—[16]. 

从 最 优 控制 问题 中 给 出 的 极 值 的 必要 条 件 可 以 得 
到 经 典 变 分 法 中 费 知 的 一 阶 必要 杀 件 .特别 地 ， 当 U 
为 开 集 ， 而 J(x( 。) 4 (， 】) 为 标准 的 积分 泛 函 时 
对 于 系统 (2) Ж (3) 的 两 点 边 值 问题 ，TlouTparmt 原 
ЖПБ ИЛЕК И ПРО НАУ Weierstrass 必要 条 件 , 

在 最 优 控制 理论 中 ， 人 们 一- 直 在 等 祝 获 得 非 经 典 
变 分 癌 题 的 高 阶 ( 沁 其 是 二 阶 ) 必 要 条 件 ( 见 [ 9]). 对 
高 阶 条 件 的 兴趣 主要 与 最 优 控制 的 退化 问题 有 关 ， 这 
一 同 题 的 研究 导致 所 谓 特殊 控制 (special control), 这 
在 经 典 理论 中 还 没有 相对 应 的 东 商 . 例如 ， 在 Tlourps - 
гин тз, Н (е, р, x, u) 可 能 引起 一 族 控 制 
其 中 每 个 控制 满足 最 大 值 原理 ， 也 可 能 根本 不 依 癌 于 и 
(这 时 “的 任 登 一 个 容许 值 都 满足 Понтрягин 原理 ). 
这 种 情形 相当 程度 上 表现 出 许多 应 用 控制 间 题 中 的 竺 
征 . 在 所 述 情形 下 ， 最 优 控 制 的 分 离 已 经 要 求 掌握 一 
Bi # të: (718 Понтрягин 极 值 (Pontryagin extremals ) ) 
ЭЧЕ КЕСЕГЕ ЕЕ (ЭЙИ — Вн, АВА 
件 )， 这 里 各 种 形式 的 必要 条 件 是 通过 使 用 特殊 类 的 
“ 非 经 典 ” 变 分 (例如 针 形变 分 “从 ”， 等 等 ) 得 到 
的 .特殊 控制 的 实现 也 常常 与 滑动 系统 的 使 用 有 关 
( 见 [17), [18]). 

最 优 性 的 充分 条 件 的 理论 还 没有 进行 很 仔细 的 研 
究 . 已经 知道 的 结果 与 局 部 最 优 人 性 条 件 有 关 ， 并 且 在 别 
的 一 些 简单 的 必要 条 件 中 间 ， 扎 含 变 分 系统 秀 非 退化 此 
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件 ,以 及 对 于 沿 着 相应 常 微分 方程 的 容许 急 线 计算 的 右 
Ж Hessian 抢 隆 性 页 的 约束 条 件 ， 另 一 组 充分 条 件 是 基 
于 动态 规划 方法 及 其 与 最 大 值 原理 的 关系 《 见 [8]). 
还 有 一 些 形式 体系 基于 扩充 变 分 问题 的 思想 ， 导 致 绝对 
家 小 的 充分 条 件 .它们 的 实际 应 用 范围 包括 特殊 类 型 
的 带 晤 性 判 据 的 问题 和 退化 的 最 优 控制 问题 ( 见 [ 18]) . 
对 于 线性 系统 (1)， 当 汉 函 和 约束 关于 ux 都 是 
是 的 时 候 (在 许多 情形 下 ， 要 满足 某 些 附加 条 件 )， 
最 优 程序 控制 向 题 的 完整 的 解 ( 最 优 性 的 必要 充分 条 
件 ) 是 已 知 前 .在 西 分 析 中 使 用 的 对 但 性 概念 证 明了 
Понтрягин Ж {# EUR г}: ih 3k 3288 8k ( conjugnte vari - 
ables ) ЖЕЛЕ БЫ И НЕ БЫН КЕЛК. 这 样 就 
能 够 把 在 应 用 一 般 类 型 的 必 双 条 件 中 所 产生 的 边 值 问 
是 化 废 求解 一 个 于 简单 的 对 侦 极 值 问 题 . 按 这 一 方法 
的 椎 架 , 提出 了 具有 脉冲 控制 (impulse control) 的 线性 
Жар, ВАЕ СБ, ДНЕ. РО 下 
Юй. ЭРБАЕВ РЕ P” Ж САГ Е 
ЗЭК. ЭКД (attainabilty дотам) 方法 已 经 被 有 
效 使 用 ,尤其 是 在 对 策 系统 理论 中 ， 见 [2] [3]. 
在 缺乏 系统 完整 的 先 验 信息 的 情 咒 下 ( 包括 不 充分 
量 的 统计 描述 )， 最 优 程序 控制 问题 在 不 确定 性 条 件 


(conditions of uncertainty) 下 进行 研究 , 在 系统 {1,1< t) 

X=f(t,x,u, w), x{to)= xe Х*, weW (4) 
中 ， 设 参数 we R< БОК Н $ w = w (t) 的 形式 出 
现 ， 而 向 量 叉 是 未 知 的 ， 仅 仅 假定 给 定 集 合 X °= R°, 
W<R*, 于 是 ， 假 定 方 程 (4) {对 于 给 定 x, u(t)， 
w (т), t <+ < r,) 的 解 


хро) we )), x(G |а ш), в (60) о, 


存在 并 且 能 延 拓 到 ln, п] E, туу 185. 
从 (82): 

Ха DU{xttlx ,we )): 

x"EX", w(t)eW, тг). 
通过 选择 程序 控制 k(t){ 对 于 这 一 执 线 从 中 的 所 有 轨 线 
都 是 相同 的 )， 可 以 控制 相 空间 中 的 位 置 Y(r|s( + )). 
不 确定 性 条 件 下 典型 的 最 优 程序 控制 问题 是 沿 着 极 大 
жй b (Ñ Aku(r): 
@(X(;Ju( ))) = пах foft): xeK(t|u( )); 
(5) 

{二 是 问题 的 解 (中 将 确保 一 个 各 保证 的 绸 果 ) 或 者 
Е а 

ф(х у= | Лоа (6) 


Адис) 


使 用 推导 最 优 性 必要 条 件 的 方法 或 在 此 基础 上 的 
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改进 方法 ， 使 得 能 提出 一 些 条 件 以 确保 问题 {5), (6) 
存在 类 似 于 Понтрягин 原理 那样 的 结论 { 首 先 它 取 
极 小 极 大 条 件 的 形式 ) . 对 于 线性 系统 ， 如 同 带 完全 
信息 的 系统 那样 ， 这 些 问题 允许 有 详细 的 解 ( 见 13]， 
[20),[21]). 
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[ 补 注 】 #ЙЖЛ ЕЛЕУ ЖОР ИЖА ДКК 

控制 (optimal open -joop control) ， 而 最 优 综合 控制 

大 多 通称 为 最 优 闭环 控制 (optimal closed -loop control) 

或 最 优 反 馈 控制 (optimal feedback control) . ЖИЙ 

优 控制 的 数学 硬 论 ( optimal control , mathematical theo - 

уо). 
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最 优 求 积 公 式 [optimal quadrature formula ; эптималь- 
ная квадратура] 


0) Вай 天 给 出 积分 


r= | (Р)о(Р)4Р 
H 
的 最 佳 道 近 的 求 积 公 式 (quadrature formula) . 如 果 


Ss (DL eJ (P,),. 
那么 Е 

К) = 5,0910) 
АТАЕВА СТ ДЇ К ЖА 22 (quadratus er- 
To0 ,同时 

CA 


称 为 类 下 中 匆 求 积 误 鉴 . 由 果 存 在 一 个 求 积 公 式 使 相 
应 的 r (F) Ө 
mF if r, ( F). 
那么 这 个 公式 称 为 在 此 类 中 的 最 人 
最 优 求 积 公式 至 今 仅 在 基本 
中 找到 ( 册 [1] 一 [3]) . 最 优 求 积 公 
16 (best quadrature formulas) 或 极 介 
duadrature formulas) . ` 
参考 文献 
[1] Никольский, С.М., Квадрагурные формулы, 3 изд 
M., 1979 (Ж Ж: Nikol'skii, S. М. Quadrarum Гог. 
mulac, Н. М. Stationary Office, London, 1966) 
[2] Бахвалов, Н.С ‚в кн.: Численные методы решепия 


вА 


лифференцкальных и интегральных уравасний и ква. 
дратуриые формулы, М „1964, 5—63 
[3] Соболсь, С Л, Введение в теорию кубасурных фо 


рмул,М ,1974 . 
H.C Бахвалое JW 
[ 补 注 ] 
参考 文献 
ГАІ] Engels, H., Numerical quadratus and cubature, Acad . 
Pres, 1980. 中 应 光 if 


最 优 奇异 模 态 [optimal singular regime ; оптнмальный 
режим особый ], ЕГ, ЛЕА ДАЕ (singular 
optimal tegime ), 奇异 最 优 控 制 (singular optimal соп- 

trol) сые 
一 种 最 优 控制 【optimal control) , ik ЛР Hamilton 
函数 ( Hamilton function ) 在 某 - 叶 间 内 辣 寺 满 中 条 件 
дн 


тт 0 (1) 
ӘН „ 2 
ди 9 (2) 


ЖАННЕТ, ЗАБ О К(К > 1) 个 控制 
ЭКН ВИЙ. ЧЕЖЕ (1) КРЕ 
ny 
би, 


60.50.1, (3) 
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代 蔡 ， 而 代替 等 式 {2) 则 变 成 行列 式 条 件 


„рза 1,77, К (4) 


ТЕТ ЖЕНАМИ АТ. Hamilton в Н E 882589, НЩ 
二 阶 微分 不 是 负 定 的 ， 邮 H 作为 上 的 函数 (这 由 и 
是 容许 区 域 中 的 变 最 ) 的 极 大 值 是 - .“ 混合 极 大 值 ”. 
当 最 优 控制 问题 中 的 被 积 函数 和 右 端 线性 地 依赖 
трн. пш ш Бр ИШҮ НЫЛЛЕ ДЕШИ. 
ЯШЕН ЖЕНИП — ЖОР ИННИ. 


边界 条 件 
х(0) = xa, x(0)= ху, (7) 
Н ЯЕ 
№1 (8) 
Z Fit Ë 


B Ит ЁЁ 52 Кї 25 SE 38 t: Ж, ЙБ С Р 
究 问题 (5 (8), 并 把 容许 区 民 Пи 1 内 最 优 控制 
所 处 的 那个 厅 异 部 分 的 流 形 分 离 出 来 . b Sh БУ 
界 条 从 17 ) 的 非 奇 异 部 分 连 起 来 ， 就 得 到 问题 (5) — 
(8) 的 最 优 解 ， 这 里 非 奇 异 部 分 所 加 的 控制 jal = 1 由 
Понтрягин 最 大 值 原理 { Pontryagin maximum princi - 
ре) 决定 - 

根据 最 大 信 原 埋 ， 最 优 控 制 在 任意 !s[0，6] 的 
值 必须 使 Hamilton 函数 达到 最 大 值 : 


H(p (t), x(t), и) = тах Суй), x(t), н), (9) 
其 中 
Hly, x, 4)=— (кою ке) + 


РИО бо вец), 


тре ро, р) ЕРУН, WE2 
程 组 
фо 10) 
条 件 (2) ЖАНР БЫЛАН. 
кише. 


而 卫 对 任意 
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在 óH ди ОРНА, ЖЕР9) Е-Е 
АУБ, ON МН 


х0) =n 25. = 1 
TE ty SEE ARE hl 
шед el 


作用 的 区 各 [rz,，zi] 仅 当 条 件 《1) 满足 时 才 会 出 现 : 
дН(ў(ї), x(t), u (t) -0 Si <: 
Эн ‚та „ 


即 Hamilton 函数 明显 地 与 控制 и АЖ. 因此， 对 于 线 
性 控制 问题 ， 条件 {9) 无 法 直接 峭 定 奇 寞 最 优 控 制 
(г). 

ЗВ ОН / ди 相对 г 进行 逐次 求 导 ， 并 利用 方程 
(9) 9 (0), 直到 在 下 一 阶 导数 中 控制 u 的 系数 非 
Я. 已 怒 证 明 【 见 [1] - [3]), 具有 非 堆 系数 的 控制 
и 只 可 能 出现 在 偶数 阶 导 数 中 ， 即 


д Ф дн И - 2 _ 
агае а оч. 


94 Га 
Z|] анор (12) 


ьс, x(0) #0, 


并 且 不 等 式 
(= 00р, х) = 


= 0 |a дн 
-‹ ЧЕ Е [ ди ШЕ 


ЛАНА. ЕВ 00 — 
时 间 区 间 上 Бре), х(гу) #0, АРЕНЕ 


и(1) = 


— аб) ж, 
БСрСе) (0) ' ° ' 

(12) 中 的 这 许多 条 件 是 通过 对 (11 ) 逐次 求 导 得 
到 的 ， 因 此 在 奇异 模 态 的 区 间 上 ， 尤 其 是 车 奇 异 和 非 奇 
蜡 区 间 的 连接 点 z 和 Ti 处 ， 除 了 等 式 (H) 外 ， 还 
满足 如 下 29 一 1 个 等 式 : 

Ф oH |_ 2 А _ 

La: ，24 一 1. (14) 
分 析 条 件 (11) 和 (14) 表明 ， 对 于 《的 奇数 值 和 倡 数 
值 ， 委 线 的 奇异 和 非 奇 异 部 分 汇合 的 特征 是 不 同 的 【 见 
[4]2. 

当 джан]. ГИНИ S БОМ F п] БЕЛЕ 
ЖЕЕ . 控制 的 间断 ( 开关 点 ) 聚集 在 与 奇异 区 间 
的 连接 点 处 . 于 基 最 优 控制 是 具有 可 数 多 个 间断 点 的 


Lebesgue ИХ. 

当 g 是 奇数 时 ， 仅 仅 有 两 个 分 段 光 滑 的 最 优 轨 线 
可 以 进入 到 位 于 奇异 部 分 上 的 点 (或 从 奇异 部 分 出 
Ж). 设 在 相 坐 标的 n 维 空间 中 奇异 部 分 的 流 形 的 维 数 
ЗТ. 于 是 若 9 是 奇数 ， 则 具有 分 段 连续 控制 的 这 些 
最 优 委 线形 成 相 空 间 中 一 个 上 十 1 维 曲 面 . 因此 ， 当 
大 反正 一 2 时 ， 凡 平 所 有 的 其 余 轨 线 所 对 应 的 控制 有 无 
穷 多 个 开 美 点 . 

大 二 4 一 4 的 假设 已 经 作出 ( 见 [4])， 如 果 这 个 要 
WAR, MO 4220 Pisa tE 之 前 {或 离 去 
后 ) 开关 点 的 集聚 是 (5) 一 (8) 这 一 类 问题 的 典型 特 
Ж. 

在 {5 中 给 出 了 把 具有 无 穷 多 个 开关 点 的 最 优 控 
制 的 奇异 和 非 奇 异 部 分 连接 起 来 的 -一 个 例子 . 

当 4 是 偶数 目 4 之 2 时 ， 在 与 一 奇异 区 间接 界 的 非 
奇异 区 间 上 ， 奇 异 最 优 控制 不 可 能 是 分 段 连续 的 ， 但 
有 无 穷 多 个 开关 点 聚集 到 进 人 点 +。,， 即 不 存在 。 > 0， 
使 得 在 区 各 fr с. то 中 最 优 控制 是 常 值 . 

在 最 常 明 到 的 奇异 最 优异 术 中 ，4 = 1. 在 这 种 情 
形 下 ， 坷 异 和 非 麻 异 部 分 通过 一 分 段 连续 的 最 优 控 制 
连接 起 来 . 

在 更 _ 般 的 奇异 最 优 模 态 中 涉及 到 k(k > 1) 个 控 
®: 


= {ee ео |а, (15) 


, 
£= po +u, 9100) 06) 
(如 加 在 标量 铺 沁 那样)， 由 于 线性 性 质 ， 条 件 (4) 对 
ЕВН | ЖКН. nl 上 ， 具 有 个 分 量 
EE ЗАНЯТИЕ КЛЕТ (3): 
м,н). х0) = 28000) абозы (0) -0， 


ди, 


< 50, “U k, (т) 
дж 
нф, = воо „о.о ]+ 


нло ао |= 


00р хам, х), 


тун (10). 

对 于 具有 几 个 分 量 的 奇异 最 优 模 态 ， 最 优 性 的 进 
一 步 的 必要 条 件 与 上 面 研究 过 的 具有 一 个 分 量 情形 的 
区 别 如 下 . 在 奇异 最 优 模 态 的 区 癌 上 ， 必 须 满足 两 种 
КЕШНИ. 其 一 为 不 等 式 型 条 件 ， 类 似 于 杀 件 


(13). 另 一 些 必要 条 件 是 等 式 型 系 件 ， 并 量 没 有 类 似 

于 单 分 量 情况 下 的 结果 ( 见 16]). 
对 (17) 相 对 于 t 取 全 微分 . 

的 不 个 线 往 方程 


dM (Ys) L. [£ 2, - 5м. “||+ 


得 到 关于 大 个 未 知 量 


а = 

F| SM p90 | шу. 
方程 组 (18) 的 系数 矩阵 

Гам, 1_ ом, , 
k ZZ | 9р1, 700 


是 反对 称 的 : cu = —a,, .从 而 矩阵 (as ) 主 对 角 线 上 
Ж а, ЧР. 一役 说 来 ， 在 太 应 丁 非 最 优 控 制 的 
任意 轴线 上 ，( 18) 的 其 余 元 素 4,,(s 关 p) ЖАРЕ. 
在 有 天 个 分 量 的 奇异 最 优 模 术 的 区 问 上 ， 必 须 满 是 必要 
条 件 :518] 的 所 有 六 (k 一 1)/2 个 系数 为 零 ( 见 [6])， 


即 
„| SM, ‚_ SM, | 
š] x у ө: |-о. 


© 


5. р=1, 77, k.s<p. (19) 

除了 这 些 条 件 外 ， 还 必须 满足 下 列 不 等 式 型 条 件 

( 与 4 = 1 时 有 一 个 分 量 的 最 优 奇异 模 态 的 条 件 (13) 
ж): 


Ж (13), (20) 可 以 看 成 是 奇异 最 优 模 态 情形 F Le- 
gendre (вологе condition) #1 Clebsch # (Clebsch 
condition ) 的 推广 ; 因此 所 示 不 等 式 有 时 称 作 广义 
Legendre - Clebsch 条 件 《 generalized Legendre -Clebsch 
conditions) , 7 

Б nim ЗЫЛ 3 9 Б 
优 控 制 问 题 中 的 重要 性 〔【 见 [4]): 如 果 从 某 一 点 出 发 
的 最 优 轨 线 包 含 一 奇异 最 优 模 态 的 一 部 分 ， 则 从 该 点 
附近 出 发 的 所 有 最 优 执 线 都 具有 同样 的 性 质 . 

对 于 线性 和 非 线 性 控制 问题 ， 有 关 确 定 奇 异 最 优 
偿 术 的 阶 数 的 问题 已 经 进行 了 研究 ( 见 [8]). 

上 述 关于 奇异 最 优 模 坊 的 所 有 结果 都 是 通过 研究 
泛 函 的 二 阶 变 分 得 到 的 .通过 研究 泛 函 的 三 阶 和 四 阶 
变 分 ， 有 可 能 得 到 奇异 模 访 的 最 优 性 的 进一步 的 必要 


条 件 ( 见 [9]). 
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【 补 注 】 在 [AI] 中 ， 给 出 了 奇异 控制 问题 在 变 分 法 中 的 
新 的 必要 和 条件， 推广 了 Legendre-Clebsch 条 件 . ХЕР 
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最 优 滑动 模 态 [optimal sliding regime; аптимальный 
режим скользнщнй] 

最 优 控制 (optimal control) 理论 中 使 用 前 一 个 术 
语 ， 用 来 描述 当 极 小 化 控制 函数 序列 在 Lebesgus 可 测 
十 数 类 中 没有 要 限时， 控制 一 个 系统 的 一 种 最 优 方 
法 . 

Jin, Ew RE PB 


х м) оё ае п) 
在 约束 条 件 
文 一 (2) 
х0) =1, x(3)=1, (3) 
ш|ж1 (4) 


ВИ. ЖТ ЖЕҢЕ Н (1) 的 极 小 ， 希 望 对 于 
每 一 个 +, |x(b91 的 值 尽 可 能 小 ， 而 15f(9| 的 值 尽 可 能 
Ж. 在 约束 条 件 (2) 、 边 界 条 件 (3) 和 榨 制 约束 (4) 
ЖЕ, B 

1-1,0®/{&1, 


x() = 0 1<т<2, (5) 
{(-2,2%г<3, 


满足 第 一 个 要 求 ， 如果 轨 线 ( 5) 可 以 用 某 一 个 控制 产 
后 ， 该 控制 对 一 切 均 取 边界 值 


u(t)= 1и) = -1, (6) 


ДИЙ (1) 的 绝对 极 小 值 就 会 被 达到 ， 然 而 * 理想” 
# (5) 是 不 可 能 由 满足 (6) 的 任何 控制 函数 4{1) 产 
水 的 ， 因 为 当 1 <t<2 时 ， u(t) 三 0. 但 是 ， 若 取 控 
制 医 数 (1) (ун -> op 时 u(t) 在 1<t<2 中 从 
+1 到 一 了 和 从 — 1 FJ + 1 ЖНА) Эу: 


-1 O<t<1, 
1, 1 k=0 я-1 
u,(t) = 
1, tL et лу „| 
2" n 
rl, 2 <í < 3 (7) 


(п= 1,2. ), {и НМ ( 6) 的 报 小 化 控制 池 
{и {)у. RHB N ° Ж (S) 的 极 小 化 加 
ёр { х„()). 

А x ССРИ БОЙЫ (I. 2). 
Е 在 这 个 区 问 上 ， 它 不 下 是 沿 x 轴 的 一 
КИЙ, ПАЙ x 轴 上 方 有 n BB] ° 8 ” 
J” ИН. "ЕНЕ 7 Ui n -> ос 时 趣 米 越 密 ， 使 得 
Hm... x, (O 0 (1<r<2). Ж, АМЕ 
рх Сер Wak (5). АВЕ) Lu (t) 
Моне о 2А + 1 J - ТЫ — 18 +1 
OE ИЙЕ. АТТЫ (更 不 用 说 分 段 连续 的 )》 
肯 数 类 中 没有 慨 限 .这 意 球 着 在 (1, 2) 区 间 上 出 现 
最 优 滑动 异 态 . 

上 应 用 启发 式 挫 肆 ， 亲 以 按 下 述 方式 描述 所 得 到 的 现 
优 消 动 模仿 : 夏 优 控制 在 区 加 (1,2) 的 每 一 点 处 诊 
动 , 即 值 从 Fl 到 一 1 和 从 ~1 到 + 1 多 次 跳 聊 ， 例 得 
对 于 任意 - -个 时 间 区 间 ， 不 论 它 各 么 小 , ¿= 十 1 的 点 
r 的 集合 的 测度 等 于 = 一 ] 的 点 + 的 集合 的 测度 ， 这 样 
恨 据 方程 (2) 就 得 到 一 个 梁 x 轴 的 粮 确 运动 . 上 面 给 
出 的 关上 滑动 模 态 部 分 多 间 上 的 女优 控制 变化 特性 的 
描述 不 是 严格 的 ， 因 为 它 并 不 满 中 通常 的 函数 的 定义 . 

Ж ИЕ їн КИЫН ЖИЕ РИИ Ж. ШЖ 
ШЕШ (1)—(4)—Ж. #1 514#— 4 SB Bit] " ЭУ И] 
题 : 找 出 泛 函 


‚ 
Ix а, ше о аон оин) йт, (8) 
i 
жанин 


X= н, фои, (9) 
х(0)=1, х(3)=1, (10) 


Гар, 1, дужа 1, аза 20 (N) 


之 下 的 极 小 值 . 

ЭПИ (8) 一 (1) 与 原始 问题 的 区 别 在 于 ， 代 圭 

个 控制 函数 u{t}、 引 进 了 两 个 独立 的 控制 清 数 wo (t) 

Яа (т): 被 各 函数 和 原始 问题 中 方 但 (2) 有 端的 沙 数 
几 相 应 函数 的 钱 性 凸 组 合 全 代 ， 这 里 wo(1) Ru, (1) É 
不 同 的 控制 ， 并 卫 条 数 ao 和 x 也 看 作 是 控制 函数 . 

于 是 在 问题 (8) 一 {11) 中 有 4 个 控制 画 数 aft)， 
ui (O, а, а. 由 于 а, 积 а, 之 间 有 等 式 性 条 件 z, + ж, 
一 | 可 以 去 撞 控 制 ws 或 a, 中 的 一 个 ， 为 此 只 需 把 它 
表示 成 另 一 个 的 函数 . 但 三， 为 了 今后 分 析 方便 起 见 ， 
以 明显 的 方式 保留 这 两 个 控制 更 可 二 . 

与 原始 问题 不 同 ， 裂 问题 (8》- (11) 的 最 优 控制 
是 存在 的 .在原 姑 问 题 的 最 优 滑动 模 坟 的 部 分 区 间 
上 、 这 个 我 向 题 的 最 优 控制 取 形 式 

GE ETOEE .uG0)= 1, 


123 


u(t)= +1, 1<t<2, 


而 在 进入 和 退出 的 两 身上 : 


m (t= l,wG)= 1, 
m (1)=0, u (tJ EE, 
0<t<1, 
mw (t= l,u (i) = +1, 
a,(t)= 0, u (t) ТИН. 
2<1<3. 
ТЕВСИЕ. жане 
制 a。 机 nl， 以 及 被 积 函 数 在 容许 区 域内 到 值 ， АЖ 
味 着 原始 站 题 (1) 一 (4) 的 最 优 滑动 模 态 是 辅助 异 癌 
题 (8) 一 (11) М-Л, Р 
控制 . 
对 于 最 优 控制 一 般 问题 中 的 最 优 滑动 模 态 ， 有 同 
样 的 结果 . 4) 


J FPC оь (12) 
f°, x, и): Rx R'x R"— R, 
在 给 定 条 件 
х=, x, u), flt, x, u): Rx R x R" +R, 
(13) 
X(6)= x, x(t,)= х, (14) 
хей (15) 
КАЙДИ 
最 优 滑动 模 态 的 特征 是 Hamilton РА 


нох рш, x. и) 


ЯН 4 的 极 大 的 不 唯一 性 ， 这 里 y, Ж EAK С 
[2])， 在 这 些 条 件 下 ， 在 以 4,，…，u 为 极 大 的 第 
十 1 次 (上 > 1) “滑动 ”的 区 间 [t, то] Е, ДААТ 
题 分 型 ， 并 且 取 形式 


х,азм) |ба, xd (в) 


еба fü, x, ид, (17) 
х() = ху, x(t) = x, (18) 


А 
mEU, Уа, 1, 620, 5=0, 77,6. (19) 


问题 (16) — (19) BJ Hamilton @ 


H(t, x, фо -yar x, а), 
ЕЕ! j 
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在 消去 m 并 对 各 项 重新 组 合 之 后 ， 可 以 化 成 形式 
H(t, x, фаи) = 


= Р ха) Д, г | 


= рн) но, х рада. 00) 


由 于 (t,x, 站, и„) (5—0, с, КО Н u 
在 U 上 的 极 大 值 ， 在 有 kk+ КНАН БИИ 
态 的 区 间 Га, то] 上 ， 对 于 裂 同 题 (12) —{15) 的 Ha- 
milton 函数 ， 其 在 上 个 独立 的 线性 控制 gx，…， о 处 的 
系数 等 于 零 , 通过 上 + 1 个 极 大 秆 具有 “滑动 "的 最 优 
滑动 模 态 是 裂 问 题 ( 16) — (19) 的 含有 КЇЛ ЙЫ 
最 优 模 态 ,在 研究 滑动 寞 态 时 所 取 的 适当 的 最 大 可 能 的 
k 值 ， 取 决 于 右 端 向 量 值 的 集合 的 凸 性 条 件 以 及 裂 系 统 
的 被 积 函数 值 当 控制 向 量 (а и) (s= 0, з, k) 
遍历 整个 容许 值 区 域 时 所 得 到 的 集合 的 最 大 下 界 的 下 凸 
人 性， 于 是 上 <n 是 关于 kk 的 一 个 上 界 估计 . 在 最 一 般 
的 情况 下 ， 写 出 对 应 于 = 的 裂 问题 的 奇异 最 优 控 
制 ， 就 得 到 原始 问题 的 所 有 最 优 滑动 模 态 . 特别 地 ， 
在 上 述 便于 中 ， 己 经 对 k= 1 的 裂 问题 ( 约 蒜 仅 合 一 个 
方程 ) 进行 了 研究 ， 对 裂 厨 题 (8) 一 (11) 的 研究 表 
明 ， 它 也 适用 于 原始 问题 (1) - (4) 的 最 优 滑动 模 态 . 

车 已 经 知道 上 + 1 个 控制 (0), U (人 中 在 容许 
区 域 ОРФ Н Hamilton 88 H(t, x, j, и) Во 
绝对 极 大 值 ， 则 最 优 滑 动 模 态 的 分 析 归 结 为 厂 究 仿 k 
个 分 量 的 奇异 最 忧 模 海 ， 使 用 寄 异 控制 最 优 性 的 必要 
条 件 可 以 进行 这 样 的 入 究 ， 见 最 优 奇异 模 访 (optimal 
singular regime ) . 

己 经 对 最 优 滑动 慌 态 的 最 优 性 条 件 进行 了 研究 ( 见 
[4]). 
参考 文献 
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теория опгимальных процессов, 2 изд., М., 1969 
【 英 译本 ; Pontryagin, L. S., Ваћуаліаї, У. G... 
Сашкгеййж, К. У. and МаһсЬсако, Е. Е., The 
mathermtical theory of optimal processes , Wiley , 1967 ). 
13] Вапнярский, И. Б., € Ж. вычислит. матем. и 
матем. физ, у, 7{1967), 2. 259 — 283. 
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[ 补 注 】 ЖЕНШ ЖОЕ ( chattering con - 
trol) А[АЦ. W 

至 于 更 多 的 参考 文献 ， 亦 见 最 优 奇 异 模 态 ( optimal 
singular терпе). 
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最 优 综合 控制 [optimal synthesis control ; оптимальное 
управденне яознцнонпое} 

最 优 控制 的 数学 理论 (optimal control , mathemati - 
cal theory of) 中 一 个 同 题 移 解 ， 出 最 优 控制 的 综合 
(synthesis of ап optimal control) (反馈 综合 (feedback 
synthesis ) ) 组 成 ， 半 作为 过 程 现时 状态 (位 置 ) Wes 
数 以 控制 策略 形式 出 现 (反馈 原理 ) (Ю[1]—[3]). 
控制 的 值 的 确定 不 仅 依 种 于 现时 刻 ， 而 用 还 依赖 于 现 
时 参数 的 允许 位 .这样 ， 这 种 位 置 策略 的 引进 就 有 可 
能 根据 系统 运转 过 程 中 所 得 到 的 补充 信息 ， 隐 时 对 控 
制 进行 恬 正 . 

例如 ， 对 于 系统 

хеј, x, u). to St<r,, xeR', ueR”, (1) 
在 约束 条 件 

иєй= В? ай (и) «0, 0:8°— Rt (2) 
Е" ч "нЕ 
Ңх{ б), С) (л, (6), pi RR 


之 下 , 最 简单 的 综合 问题 就 是 对 于 任意 初始 位 置 { r，x }， 


З шо, АЕ И Охо) (+ ЖЕН 
ибс, х) ЕН АЛЧА. — k B 286 0 
ЖРТ {т‚ х) 构造 一 个 最 优 程序 控制 {optimal 
programming control ) 


ez. х], хех), тк, 


ПВ Г ва T(x( - ), 4 (，)) 在 同样 区 这 些 约束 
下 达到 极 小 ， 进 而 彼 定 

u (t, х) = ue, x]; 
З 8 (r, x) Ане аА, JR 8 


X=f(t, x, ш. х)), x(r) = x, те, 
(3) 

有 唯一 解 ， 那 么 综合 问题 就 可 以 解决 ， 而 县 在 程 岸 控 
制 和 综合 控制 中 所 找到 的 [的 最 优 值 是 相同 的 (一般 而 
言 ， 保 证 方程 (3) 在 特定 意义 下 的 解 存在 的 条 件 是 很 
多 的 ， 并 且 确 保 该 方程 的 所 有 轨 线 为 最 优 的 条 件 也 是 
很 多 的 ). 

经 综合 的 函数 u (т, х) 作为 一 个 最 优 综合 控制 ， 
正 基 这 个 最 优 控 制 问题 中 的 泛 函 了 对 性 意 初始 位 置 {， 
x] 达到 极 小 的 一 个 最 优 解 . 这 与 最 优 程序 控制 不 间 ， 
后 者 一 般 说 来 依赖 于 过 程 的 国定 的 出 发 点 和 1。，x*}、 


最 优 控制 的 解 表示 成 最 优 综 合 控制 的 形式 有 许多 应 
用 ， 尤 其 是 在 信息 受到 限制 或 者 动力 学 中 出 现 扰动 的 情 
况 下 实现 最 优 控 制 这 样 的 实际 过 程 中 .在 这 样 的 情形 
下 ,综合 控制 比 规划 控制 更 可 上 地 . 

Зит (о. хо 作为 现 收 状态 的 函数 形式 与 动态 规 
划 (damic programming ) 有 有 直接 关系 ( 见 [2]). 返回 
函数 ( return function ) ( Bcllman 函数 ( Bellman fanc - 
бой). 18 ва (value function)) V (т, х) 作为 被 优 
дона сй. дей (1), ЕШ 


х,у. x шш+ 
+ (t, хб), (4) 


这 里 假定 x(f] =x, ЇЇ te[z, n ]) 必须 满 足 Бейтап 
方程 ( Бейтап equation) ， 其 边界 条 件 依赖 于 控制 的 目 
的 和 了， 对 于 系统 (1)，{2) 利 (4)， 这 一 方程 取 形 式 


д 
2 анх ,= Vt) = ple, х), 
(5) 


н.) (6) 


Е JG, x, х,и): =} 


是 Hamilon 函数 . 这 - -方程 与 在 Ylourparun JE < (8 ñ 
EE ( Pontryagin maximum principie ) 的 条 件 中 出 现 的 方 
程 之 闻 的 关系 ， 如 同 利润 西数 的 Hamitton -Jacobi 方程 
与 分 析 力 学 中 通常 的 Hamilton 微分 方程 之 间 的 关系 那 
样 ， 见 经 典 力 学 的 变 分 原理 (vanational priciples of 
classical mechanics ) - 

对 于 综合 问题 ， 方 程 (5) 的 推导 基于 最 优 性 原理 
《optimality principle ) ,该 原理 是 说 :最 优 轨 线 的 一 部 
分 也 是 一 个 最 优 圾 线 (多 [2]) - 这 一 方法 的 有 效 性 取决 
于 正确 地 确定 过 不 的 信息 性 质 ， 尤 其 是 取决 于 位 置 ( 现 
时 状态 } 的 概念 ， 见 [5]. 

在 时间 最 优 控制 问题 ( time -optimal contro] pro - 
Мет) (对 于 自治 系统 D. 研究 从 位 置 x 出 发 的 轨 
线 与 一 集合 M 相 届 的 最 小 时 间 问 题 ) 中 ， 函数 V(t， 
x) = V(x) 可 以 看 成 是 相对 M 的 一 种 特殊 的 位 势 
Их) = Т(х). ЖАЯ F, АЖИ (5), (6) $ 
择 最 优 控制 "(t,x) 应 满足 


加 | 全 „Кх, J: өшү. 


V(x)=0, Š xe M B), 


其 中 


ы 


ЖЕН шо (t. x) их) ЯД хг) ЯК 
件 we леве F, БЕТА yC БЕВА V (x) 
的 等 位 势 曲面 上 . 如 林 函 数 处 处 满足 某 些 光滑 性 条 件 
(例如 ， 在 问题 (3) — (6). ШЙ V (z, x] 必 须 是 连 
续 可 微 的 ) ,或 者 除了 ~“ 特殊 集合 “NN 外 处 处 满足 光 
滑 性 条 件 ， 则 动态 规划 方法 ( 作为 最 优 性 的 一 个 充分 条 
Е 的 使 用 将 是 严格 的 . 当 某 些 特效 的 “正则 综 台 条 
件 “ 满足 时 ， 动 态 规划 方法 等 价 于 Понтрягин RUR. 

于 是 可 以 把 它 看 成 是 最 优 性 的 充分 必要 条 件 (网 [8])， 
由 于 要 事先 验证 动态 规划 方法 的 可 适用 性 ， 并 且 要 求 
解 Bellman 方程 ， 这 样 就 使 得 应 用 这 一 方法 变 得 复 森 
了 .动态 规划 方法 已 经 被 推广 到 离散 《多 级 } 系统 的 
最 优 综合 问题 ， 这 时 相应 的 Bellman 方程 是 一 有 限 差分 
方程 { 见 [2]，[9]). 

在 有 微分 约束 的 最 优 控制 问题 中 ， 对 于 包括 带 二 
次 性 能 指标 (4) (这 时 函数 /?, о 分 别 是 按 x, u flu 
的 正定 二 次 型 ) 的 线性 系统 在 内 的 一 类 系统 ， 动 态 规划 
方法 以 封闭 形式 给 出 综合 问题 的 有 效 解 答 . 如 果 p(t,x} 
Tu R неее (ona т. 
MAR И а (ріпа webiaton 问题 一 个 经 

合 的 系统 平衡 态 位 置 的 浙 近 稳定 性 性 质 直接 估 许 
的 分 在 (СЯ. [10], [4]). 在 上 述 情形 下 解 
的 存在 性 由 系统 的 能 镇 定性 性 质 得 到 保证 { 见 [41)， 
对 于 线性 定常 与 线性 周期 系统 来 说 ， 这 种 能 镇 定性 性 
质 等 价 于 系统 不 稳定 振 型 的 可 控 性 性 质 ， 饮 最 优 程序 
控制 (optimal programming control ). 

最 优 镇 定 问题 的 求解 潜 明 ， 相 应 的 Belman 函数 同 
时 也 是 原来 系统 在 所 得 到 的 最 优 控制 作用 下 的 “最 优 
Й ° Ляпунсь 58 .在 这 些 情况 下 ， 得 到 了 可 控 性 的 
有 效 条 件 ， 并 及 对 于 忽 括 通 常 的 拟 绕 性 和 周期 系统 以 
тенүү 建立 了 与 Ляпунов 稳定 
ткени (在 一 次 近似 和 在 临界 情形 

下 )， 在 后 一 情况 下 ， МШ Ë 
雪线 上 给 出 的 “最 优 Ляпунов - Красовский {5 ДЕ 
Bellman 函数 的 作用 (网 [4], [5]). ЖЖ, Аар 
方程 有 关 的 线性 二 次 汽 最 优 控制 理论 也 得 到 了 很 好 的 发 
展 ( 见 [11])、 

在 最 优 综合 控制 的 应 用 问题 中 .要 量 测 到 系统 的 
所 有 相 华 标 不 一 定 总 是 可 能 的 . 这 样 就 发 生 如 下 的 观 
ПНЕ (коне of observation) ( 当然 多 许 有 各 种 各 
样 的 推广 ) : 已 知 能 量 测 到 系统 {1) 的 坐标 的 函数 》 = 
#(т, x) 在 区 间 g &: < 9 上 的 实现 值 (ОШ и (O 
知 ， 例 如 w(t) 三 0, Ж Н т <п), ЖЖ ШАР ө 


的 向 量 x(g)eR”. 一 个 系统 称 为 完全 可 观测 的 (com - 


pletely observable ) , 如 果 通 过 仅 有 的 
能 建立 х(0). 


观测 信 y|r] 


OPTIMAL SYNTHESIS CONTROL 1043 


就 线性 系统 而 言 、 完 全 可 观测 性 性 质 ， 以 及 用 以 
区 分 x(8) 的 相应 前 解析 运算 的 结构 和 这 些 运 算 的 优化 
等 ,已 经 向 了 深入 的 研究 . 这 里 有 一 个 已 知 的 对 偶 性 
原理 ( duality principle )， 对 于 每 一 个 观测 问题 ， 可 以 奸 
立 相应 于 对 偶 系 统 的 等 从 的 两 点 边 值 榨 制 问题 . 它 的 
一 个 结论 是 ， 一 个 线性 系统 的 完全 可 观测 性 性 质 等 同 

ян КИЯ ТЕНЕ Ж 
Ж. ЕЕН, ЗВАНА КЕШЕЛЕ ОЛ 
Pim ЕК УГАЙ. ЕТЕ ЖЕ 
( 见 13]). 线 生 系统 的 可 控 性 和 可 观测 性 性 质 和 有 很 多 
已 被 推广 到 线性 无 穷 维 杀 统 ( Bamach 空 间 中 的 方程 内 
有 源 移 变量 的 系统 、 偏 微分 方程 )， 并 有 许多 结果 刻画 
相应 的 性 质 就 非 线 性 系统 而 言 ， 仪 知道 一 些 局 部 的 关 
于 可 观测 性 的 定理 . 观测 问题 的 钥 在 仅 具 誉 标 信息 不 
完整 的 综合 问题 中 有 许多 应 用 ， 其 中 包括 最 优 镇 定 间 
Ж (网 [3] 一 [51, [14], [15]). 

当 关于 可 榨 过 理 的 挤 制 、 初 始 杀 件 以 及 现时 参数 
的 信息 受到 不 确定 性 《 抗 动 ) 的 影响 时 、 综 合 控制 的 问 
ЖИ ЛЕЙ ДЫК ЖЕ . 如 果 这 种 不 确定 性 的 描述 具有 统计 
特性 ， 则 最 优 控制 问题 在 随机 最 优 控制 (slochastic op- 
Чай control ) 理 论 的 框架 内 进行 研究 ; 尖 于 随机 问题 
的 求解 的 这 一 囊 论 ([16])， 在 很 大 程度 上 是 对 形式 为 
UW) + gt, x, u)n, x(t,) = x° 

(7) 
的 系统 展开 的 ， 这 里 的 随机 扰动 (t) i Gauss 扩散 过 
程 或 者 更 一 般 类 型 的 Mapxos 过 程 描述 (初始 向 量 通常 
也 取 成 三 机 的 ) . 在 这 些 情 况 下 ， 常 常 假定 变量 7 的 茶 
些 概 率 特 性 是 忆 知 的 《例如 ， 相 应 分 布 的 多 的 信息 ， 以 
及 描述 过 程 #1(1) 发 展 的 随机 方程 参数 的 信息 ) 

一 般 说 来 ， 使 用 程序 控制 和 综合 控制 将 给 出 本 质 
ЕЖЕН ЕЕ ИНЕ /( 例如 ， 定 义 在 过 程 轨 线 上 的 
ЖЕЙ ЗИ ГИГИЕ ЕЛИН ) БИН. 目前 随 
机 最 优 综合 控制 的 综合 问题 有 明显 的 优点 ， 因 为 系统 
坐标 的 连续 量 测 ， 使 得 能 相对 于 该 随机 过 程 的 实际 
的 而 不 是 事前 预测 的 路 径 对 运动 进行 修正 . 把 动态 
规划 方法 与 有 关 随 机 过 程 的 Mapsoa 半 群 的 生成 算 子 理 

结合 起 来 ， 得 出 了 最 优 性 的 充分 条 件 . 这 种 方法 还 
f T ЯЗ ПАА B| K H E W B 4 БИП 
题 ， 包 括 现时 坐标 具有 完全 或 不 完全 信息 的 系统 ， 隐 
йн, ж. 就 最 优 性 原理 的 应 用 来 说 ， 重 要 
ВОМ и Е З ;以 过 程 的 “足够 多 坐标 = 的 画 
数 的 形式 存在 ， 这 里 的 过 程 已 知 具有 Марков 性 质 ( 见 
[5], 16], 117], [18]). 

特别 地 ， 对 于 随机 系统 ， 最 优 随机 镇 定 (optimal 
stochastic stabiization ) 理论 与 ЭҢ) Лоу Bisa 
论 ， 下 十 用 这 种 方法 发 展 起 来 的 ([ 19] ) 


k= f(t, x. 


104 ОРТІМАІ. SYNTHESIS CONTROL 


为 了 形成 最 优 综合 控制 器 以 及 别 的 控制 目的 ， 通 
常用 其 宰 数 据 去 估计 随机 系统 的 状态 . Bi a B E ie: 
{stochastic filtering theory ) 就 是 在 量 测 过 程 被 
“ 否 声 ”干扰 的 条 件 下 解决 这 一 问题 . 对 于 具有 二 次 最 
优生 判 据 的 线性 系统 ， 已 经 得 到 这 方面 的 最 完整 的 解 
98, ЩИ Kalman - Bucy 8188 ( Kalman -Восу fiker ), 
见 113]. 在 应 用 这 一 理论 于 贿 机 最 优 综合 控制 问题 
时 ， 已 经 得 到 了 保证 分 离 原理 (separation principle) 成 
立 的 条 件 . В, ВОВНА АЕ 
的 足够 多 坐标 估计 现时 位 置 的 问题 无 关 ( 见 {120]; [18] 
和 [21] 致力 于 研究 随机 滤波 的 更 一 般 方法 ， 以 及 当 控制 
本 身 也 选 自 Марко» уен 
Ж). 
随机 最 优 控制 问题 的 严格 的 形式 化 解 与 正确 建立 
相应 的 随机 微分 方程 解 的 存在 性 问题 常 党 硝 合 在 一 起 . 
后 者 在 求解 食 非 经 典 约束 的 随机 最 优 控制 问题 时 引起 
了 特殊 的 困难 . 
在 不 确定 性 条 件 下 的 最 优 综合 控制 问题 中 发 生 一 
种 有 趣 的 动态 优化 过 程 〈 郊 最 优 程序 控制 (optimal pro- 
gramming control)). 与 程序 解 相 比 ， 虽 然 综 合 解 一 般 
说 来 允许 改 进 过 程 判 据 的 品质 ， 但 它们 仍然 是 统计 优 
化 的 结果 (通常 认为 在 动态 系统 和 控制 函数 的 空间 中 
进行 ) 对策 论 的 概念 和 方法 现今 已 被 用 来 求解 这 些 
问题 . 


k= Д, x, n, 


以 及 关于 初始 向 量 x°, аР w 的 约束 条 千 

x= х(1,)ЕХ СВ", иес В”, мє < R: 
ЕНТ 3 | Br 38 8 0 £ 5 # 6 fE ЕГ + 
同 ， 这 里 干扰 w 是 作为 一 个 对 抗 的 参与 者 的 控制 来 处 
理 的 ， 并 县 允许 考 工 由 任何 容许 信息 所 均 成 的 任何 策 
上 此外， 可 以 从 每 个 参与 者 的 角度 单独 地 提出 控制 
月 标 .如果 所 述 月 标 是 茸 质 的 ， 则 出 现 不 相 容 控制 问 
题 {probkem of conflicting control) , 研究 在 不 相逢 或 
不 确定 性 条 件 下 的 综合 竣 制 问题 是 微分 对 策 ( аі етеп - 
tial games ) 理论 的 课题 . 

在 不 确定 性 条 件 下 形成 最 优 综 合 控制 的 过 程 ， 也 
可 能 会 由 于 现时 状态 信息 的 不 完全 而 变 得 复杂 化 .因此 
在 系统 (8) 中 ， 仅 仅 能 间接 量 测 到 相位 向 量 х 和 函数 

YD = g(t, x, £) (9) 

的 实现 数据 y[t]; 这 里 不 定 参数 受到 一 事前 知道 的 
约束 <sE 的 限制 . Ий y[:] (e, < < 0) (在 给 定 
4{t) 之 下 】、 使 得 有 可 能 在 相 空间 中 根据 实现 数据 
УС. 778 (9) ЦТ, Ы, НАЕ 
(8) 的 状态 £ ЕЯ ( теріог. of information) X( p, 


м), <А, (8) 


y(+)). X(0,y(' ))= X(g, 6) овна 
含有 系统 【8 ) Иж ЛЕ PU Ra. ТОЛГОЙ Е 
X(0. + ) 中 的 某 点 х° (8. + ) 进行 估计 《例如 ， 
X(0, + ) 的 “重心 "或 “He6wwes 2р”). ӨРХ 
Б хв. ЭЛЕНА хов. +) ЛЖ 
极 小 极 大 滤波 理论 (minimax filtering theory) 的 目的 . 
对 于 线性 系统 和 由 约束 情形 ， 人 多 有 完整 的 解答 ( 见 
(2р. 

一 - 般 说 来 ， 在 不 确定 性 条 件 下 选择 最 优 控制 的 综合 
Ж СЙ. Ши w(t，X(t，、*， ) 的 形式 )) 的 
目 钓 ， 必 定 在 于 根据 预先 指定 的 判 据 控制 区 域 (Ө, 
+) 的 演化 ( 即 变 更 它们 在 空间 中 的 形状 和 位 置 》 5] 
于 上 述 疝 题 已 经 有 不 少 一 般 的 定性 结果 ， 而 对 特殊 类 
型 的 线性 吓 问 题 也 有 不 少 构 造 性 解法 ( 见 [7], [22]). 
此 外 ， 含 有 量 测 (例如 ， 奈 统 {8) 和 (9) 中 范 数 yft] 
的 量 测 ) 的 信息 允许 在 过 程 中 对 不 定 参数 在 约束 下 的 
允许 值 区 域 作 后 验 再 估 it . 这 样 ， 同 时 也 就 解决 了 一 
个 过 程 的 数学 模型 ( 例如 ， 方 程 (8) 中 的 参数 w) 的 辩 
АЕ (problem of identification ). 上 述 所 有 这 些 使 得 
有 方 能 把 不 确定 性 条 件 下 的 最 优 综 合 控制 问题 的 求解 
作为 适应 最 优 控制 ( adaptive optimal control ) 的 一 种 方 
法 来 处 得， 而 在 适应 最 优 控制 中 ， 过 程 模型 性 质 的 更 
精确 的 确定 与 控制 的 选择 是 混杂 在 一 起 进行 的 . 在 不 
定 参 数 存 在 概率 性 措 述 的 假设 下 ， 动 态 过 程 模型 的 执 
识 和 适应 最 优 控制 问题 已 经 做 了 详细 的 研究 ( 见 [23]， 
124]). 

如 果 在 不 确定 性 条 件 下 的 最 优 综合 控制 问题 中 ， 
参数 w，z 作为 想象 的 不 合作 的 参与 者 的 “ 控制 ”来 处 
理 ， 则 控制 < 和 (н, 2) 的 自 的 可 能 是 不 同 的 . 后 者 导 
致 过 程 的 非 标量 判 据 . 结果 是 ， 可 以 在 合作 对 策 及 其 
推广 的 理论 特有 的 多 判 据 阿 题 的 平衡 态 概念 的 柜 巢 内 
考虑 相应 的 问题 ， 
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[ 补 注 】 ЙУ УЙ, АЕНА ИНИ ДЫ 
闭环 以 制 (optimnal дово - loop control) 或 最 优 反馈 榨 
ФІ (optimal feedback control) ， 而 最 优 程序 控制 (op - 
mal programming control] 则 常常 称 为 最 优 开 环 控制 
( optimal орел -loop control). 亦 风 最 优 控制 的 数学 理 
论 (optimal control, mathematical theory of). 
+T fr 2 81488 УЧЕ А D JI 3 2 ti ЖИТ 
环 控制 的 详细 的 讨论 ， 见 [A11], [А12]. 
在 最 优 控制 问题 的 叙述 中 ， 人 们 把 癌 题 分 成 带 终 
瑞 指 标的 辣 题 、 带 积分 指标 的 问题 以 及 带 组 合 这 两 种 指 
标的 问题 ， 如 方程 (4) 所 表示 的 那样 . 代 营 “指标 ” 
在 各 种 具体 问题 中 ， 人 们 往往 说 "损失 函数 "( 赵 极 
小 } 或 “性 能 指标 ”( 通 常 取 极 人 ) . 
一 般 说 来 ， 最 优 拉 制 问题 的 佣 析 解 是 不 存在 的 . 
一 个 值得 注意 的 例外 情形 是 .系统 出 线性 方程 


х= Ах + Ви, StSt, x(to)= ху 


描述 ;而 损失 函数 由 二 次 型 方程 
Lu ifa , 
#= y др) + + | осфх+и'йш)ш 


还 述 . 这 里 xeR", weR?, А, B, 0, Q 和 及 是 适 
当 阶 的 矩阵 . 此 让， Q 20, Q 20. R>0, ЈП 
С) 表示 转轨 . 这 里 假定 未 时 刻 是 固定 的 . 这 个 最 优 
控制 问题 的 解 总 


и (х. у= —R''B'P(t)x, 
其 中 (na X n) EP (rc) 满足 所 谓 Riccati 方 程 ; 
P= -А'Р-РА+РВКТВ'Р- 0, Р(1,)= 0. 


ЮЖ СА, В) ж GT 65, ЗЕН) (А. С) 
观测 的 ， 这 里 (n xn) Сн C' С= О. 
那么 极限 me 。 P(to) 存 在 ， 极 限 记 作 Р. р = 
(4-к-'В'РВ)х х =0 是 渐 近 稳定 的 .关于 可 
控 性 和 可 观测 性 的 条 件 可 以 分 别 用 更 弱 的 可 镇 定性 和 
可 检测 性 条 件 代 蔡 ， 见 [A13]， 可 榨 性 、 可 观测 性 等 
等 概念 是 系统 的 性 质 ， 属 于 数学 系统 理论 研究 的 领域 . 
线性 时 间 最 优 控 制 问题 是 对 最 优 控制 函数 u(x， 
t) 有 很 好 了 和 解 的 另 一 类 问题 . 可 达 性 集合 的 概念 有 助 
于 具体 求 出 最 优 控制 ， 见 [Al4] . 
参考 文献 
[AH Fleming, W, Н. and Rishel, R. W ,. Determini- 
міс and stochastic сомий, Springer. 1975 
[A2] Bersekss. 0. und Shrew, S.. Stochasue optimal 
comrol , the discrete time case, Acad Picss, 1978 
[АЗ] Bensekas, D,, TDynamie programming and stochastic 
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contol Acad . Press. 1976. 

[А4] Davis, М. Н. А., Martingale methods in stochastic 
control. in Stochastic Control and Stochastic Differ- 
entjal Systems , Lecture notes m сопіто] and inform 
ѕсі., Vol. 16, Springer, 1979, 85 — 17 

1A51 Cesar, L., Optimiztion- theory and applications, 
Springer, 1983. 

1A6] Neustadt , L, W , , Optimization а соғу of necessary 
conditions. Princeton Univ. Press, 1976. 

[A7] Barbu, V. and Da Prato, G., Hamilton- Jacobi 
oquations in Hilbert spaces, Pitman , 1983 

ТАВ] Kushner , H. , introduction to stochastie control, 
но, 1971. 

[А9] Kumar, Р. К. and Varaya P., Stochastic systems: 
estimation , identification and adaptive control , Pren - 
tice ~ Hall , 1986 

[A10] Ljung, С. , System identification theory for the user, 
Prentice - Hall , 1987. 

ГАШ | Bnnowk$, Р., On the stucture of optimal foodback 
systems, in Pmc. Internat. Congmss Mathematicians 
Helsinki . 1978, Acad. Sci Fennica, 1980. 341 一 
846 

{А12 ] Sussmann , Н. J. , Analytic suratifications and control 
theory. m Proc. Inernat. Congress Mathematcians 
Helsinki. 1978, Acad. 501. Ғеппіси, 1980. 865 一 
871 
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control systems, Wiley, 1972. 
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最 优 轨 道 [optimal trajectory ; оптимальная траекторни ] 
变量 r. x',，…, x" É (n + 1) 维 空间 中 的 一 条 
基线 ， 沿 此 曲线 其 运动 由 向量 被 分 方程 


з= Ди, х,н), fiRXR'XR'— R° (1) 


决定 的 点 (0) = (x! (t), з, x" (1))》 在 一 个 使 给 定 
泛 函 


J= | re, x. u)dt у В ха" ХВ R 
à 


(2) 


极 小 化 的 最 优 控制 {optimal control) и (t) 的 影响 下 ， 
从 其 初始 位 置 


х(,)= x, (3) 
Ерата 

х) = х. (4) 
最 优 控制 的 选择 是 受 限制 


ней (5) 
制约 的 ， 这 里 U 是 答 许 控制 的 一 个 闭 集 ，U CR? 
初始 和 最 终 岂 时 fs 和 5 УЖЫ ЛЕЛЕ ЯЕ ЖЯ НН 
的 

对 于 比 (1) 一 {5) 更 一 般 类 型 的 变 分 问题 ， 最 优 
轨道 按 同 样 方式 定义 ， 例 如 ， 对 带 可 移动 终点 和 在 相 
坐标 上 带 有 约束 的 问题 . 关于 描绘 最 优 轨 道 的 方法 ， 
匈 变 分 学 的 数值 方法 ( variational calculus , numericaj 
methods оѓ). 

对 自治 万 题 ， 其 中 画 数 f°. f J HL sK38 48 БАШ 
Bi í: 

= у(х, u). f= f(x, u). 


相 最 优 轨 道 的 概念 对 这 个 理论 及 其 应 用 证 明 是 更 恰当 
的 ,一 个 相 最 优 轨 道 ( phase optimal trajectory ) 是 一 
个 最 优 执 道 在 机 变量 x'，… x" 的 n 维 子 空间 上 的 
投影 。 对 自治 问题 ， 相 轨道 不 依赖 于 初始 眠 时 的 
жЕ. 

对 使 系统 从 一 个 任意 的 初始 位 置 转 移 到 纵 定 的 最 
终 位 置 (或 从 给 定 的 初始 位 警 到 一 个 任意 的 最 终 位 
E) 的 相 最 优 轨道 的 集合 的 研究 ， 使 得 能 够 回答 从 所 
考虑 的 变 分 问题 中 产生 的 许多 定性 问题 相 最 忧 轨 千 
的 集合 的 构成 在 构造 最 优 反馈 控制 


u(t) 00х01) 


的 综合 中 基 必 须知 的 一 步 ， 这 种 综合 保障 了 在 相 空 间 
的 任 一 点 上 党 最 优 轨道 的 运动 . 
参考 文献 
11] Понтрятин, Л. С., Болтянский. В. Г., Гамкре- 
лидзе, P. В., Мищенко, Е. Ф., Математи. 
ческая теория оптимальных процессов, 3 изд., 
М., 1976( Ж# Ж: Pontryagm , L. 5., Boltayansku, 
У. G.,Gamkebde , Ё. У. and Mashchenko , Е. 
Ғ.. The mathematical theory of optimal processes, 
Wiey, 1962). 
[2] PeRusso, Р., Roy, К. and Clois, С., State space in 
comrol theory , Moscow, 1970, 
И. Б. Вапнярский je 
[ 补 注 } 
参考 文献 
[Al] Les, E. В. апд Markus. L., Foundations of орі - 
mal control theory , Wiley , 1967 
[А2] Cesar, 1... Optimization -theory and applications. 
Springer, 1983. WEB 译 重出 杰 校 


最 优 性 原理 [optimality principle ; оптимальности прин - 
ципы] 


各 类 最 优 概念 的 一 种 形式 描述 .最 优 性 原 更 一 


般 反 映 对 稳定 性 、 有 益 性 各 完美 性 的 一 种 直观 理解 的 
某 些 特征 . 其 本 质 在 于 所 有 ( 或 即使 是 充分 多 个 ) 这 
样 抬 特征 前 同时 实现 ， 由 于 它们 形式 上 前 不 相 容 ， 通 
常 看 来 是 不 可 能 的 ， 随 着 最 优 性 原理 的 理论 变 为 带 有 
公理 化 的 特性 ， 新 的 最 优化 原理 的 出 现 就 不 再 总 具有 
一 种 直 戏 明显 性 . 

葬 如 ， 变 量 的 值 是 可 使 几 个 给 定 的 函数 户 时 达到 
极 民 (所 谓 多 准则 极 值 河 题 )， 最 优化 原理 的 问题 就 
出 现 了 .为 了 能 实际 佣 决 而 需要 非 平凡 前 最 优 性 原理 
的 问题 在 对 策 论 (games ，theory of) 中 提出 . 最 简单 
前 对 策 论 最 优 手 原 理 是 极 小 化 极 大 原理 ( minimnax princi- 
ре). 另外 的 最 沈 性 原理 以 核心 或 von Neumann - 
Morpenstem 解 ( 多 对 策 论 中 的 核心 (core in the theory 
of games) ) 、Shapley 值 (Shapky value ) 等 形式 来 实 
现 

关于 Belman Ж #Е РЕ ЖЯ, 5) ИЗИ] ( dynamic 
programming ). H. H. Воробьсв 所 
【 补 注 】 也 见 Pomryagin 最 大 什 原 理 ( Pontryagin maxi- 
тит principle); 最 优 控制 (optimal control) , 

史 树 小 ж 


最 优 性 的 充分 条 件 [optimafty , sufficent conditions for ; 
оптимальности достаточные условия | 

保证 变 分 法 问题 的 给 定 解 在 所 选 比较 曲线 类 中 最 
优 性 的 条 件 . 

5998 ЛАН (усак minimum ) 最 优 性 的 充分 条 件 


Ју) | Р(х,у, у')йх, п) 
在 边界 条 件 
y(x.)= у», y(x,)= y, 
下 的 一 个 弱 极 小 值 ， 只 须 下 面 的 林 件 都 满足 : 
1) 曲线 у(х) 必须 是 极 逢 曲线 ， 即 它 必须 清 足 
Ешег 方程 ( Euler equation ) 
d 


F, f F =. 


2) 沿 着 曲线 7(x)， 包 括 其 端点 ， 强 Legendre 
条 件 ( Legendre condition ) 
E, (x, y, y')> 0 
必须 满足 ， 
3) 曲线 y(x) 必定 满足 组 Jacobi 条 件 (Jacobi 
corkiition ) ， 它 要 求 Jacobi 方程 


上 和 ro 
ТҮ 
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ї(х„)=0.ң'(х„)=1 
的 解 在 石 闭 区 间 хо<х& х йн БЖ. 
本 身 是 二 阶 线性 微分 方 组 的 Jacobi 方程 (2) 的 
系数 是 沿 极 值 曲 线 у(х) 计算 的 且 条 x МИЗ nar. 
对 强 极 小 什 (strong тіпілит), АТ ЕШ? 
到 的 条 件 外 ， 下 面 的 附加 条 件 满足 - 
4) ЖОНЕ у(х) 的 一 个 邻 域 ， 使 得 在 其 中 的 
每 一 点 (x, y)， 利 对 仔 何 y"， 不 等 式 
(х,у, и(х, у), у')20 (3) 
成 立 ， 这 里 
(х. уну) = Р(х, y, у')у- Р(х, y, u)+ 
~ (ун), (х, y. u) 
是 Weierstrass В, ЇЙ и (х, у) 是 围绕 у(х) 的 极 
ЕЛЕ Д 
在 模 什 曲线 у(х) 上 ， 条件 (3) ДАИ 
а(х. уу, y Ех, у, у) Ех, y, у) 
(у ӘР, (х, ў, 7920 (4) 
条 件 (4 ) 对 强 极 小 值 是 必要 的 ; 它 称 为 Weietstrass й 
要 条 件 ( Wcicrstruss nocessary condition) ( 见 Weier - 
shass 条 件 ( 对 变 分 极 值 ) (Weierstrass conditions (Юг 
а variational extrernum)))， 这样， 不 像 弱 极 值 的 充 耸 
条 件 那样 ， 只 要 求 在 极 值 曲 线 本 身 的 点 满足 某 种 强 的 
必要 条 件 ， 强 极 值 的 充分 条 件 要 求 在 极 值 旧 线 的 某 名 
域内 满足 Weierstmass 必要 和 条件， 一般 地 ， 一 旦 
Weierstrass 条 件 在 极 伟 尚 线 的 令 域 内 满足 的 要 决 被 换 
Юй Weierstrass 条 件 《〈 带 严格 不 等 式 的 条 件 (4)) 在 
极 值 册 线 的 点 上 满足， 则 强 极 小 值 充分 条 件 前 表述 不 
可 能 再 减弱 《网 [1])- 
关于 最 优 控制 的 数学 理 沦 ( optimal control , mathe - 
matical theory оГ) 中 考察 的 非 经 典 变 分 问题 ， 存 在 几 
种 途径 去 建立 绝对 极 值 最 优 性 的 充分 条 件 . 
设 一 个 最 优 控制 问题 这 样 提出 ， 其 中 页 求 决定 泛 
8 


Ј= [es wae, (5) 
f%iR'XR'— R, 
在 给 定 条 件 
ухи), f: R'x R' = В", (6) 
х(0) = х,, x(t)= х, (7) 


uEU (8) 


ТАМЕ, е0 是 p 维 空间 中 一 个 给 定 闭 集 . 
用 动态 规划 ( dynamic programming ) 方法 ([3])， 
最 优 性 的 充分 条 件 可 用 以 下 方式 表述 ， 为 了 控制 a (0) 
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JAI (5) - (8) 中 的 一 个 最 优 和 位 制 ， 其 充分 条 件 是 
下 面 的 a), by 都 成 立 : 

а) 存在 连续 画 数 5(x)， 除 了 可 能 有 的 某 一 继 数 
小 于 п 的 分 片 光滑 集 以 外 ， 对 所 有 x 有 连续 偏 导 
数 ， 在 终点 х, 为 零 ，$ (x1) = 0， 及 满足 Bdiman 
方程 (Bellman eduation ): 

a| |-0 09) 

b)u(t)=s(x(t) (3 0 <íšr), W p(x) 
是 -个 综合 化 函数 ( 亦 见 最 优 综合 控制 ( optimal synth - 
сё control) ， 它 能 用 Ваал А: 


SË о). 0) 


Е ш) уе, о |-о 

实际 上 ， 用 动态 规划 方法 时 ， 得 到 一 个 更 强 的 结 
Ж: 对 于 把 相 点 从 任意 初 妨 状 态 转移 到 给 定 最 终 状 起 
xi 的 不 同 控制 的 集合 的 最 优 性 的 充分 条 件 . 

对 非 自 治 系 统 这 种 更 一 般 的 情况 ， 即 当 被 积 函数 
利 右 端 的 向 最 硝 数 也 依赖 于 时 间 时， 函数 S 特 依赖 
T H 25/0: 必须 加 到 方程 (9) КА. 有 一 个 
证 明 ( 见 [4])、 其 中 假设 函数 S(x) 对 所 有 x 的 连 
续 可 微 性 条 件 ， 它 荐 有 很 大 限制 性 的 ， 且 对 大 部 分 区 
题 不 满足 ， 然 而 通常 作 这 样 的 假设 . 

最 优 手 的 充分 条 件 能 在 Понтрагин 最 大 值 原理 
( Pontryagin maximum prineiple ) ЖӨ Ей. 如果 
在 相 空间 的 一 个 区 域 G 内 一 个 正则 的 综合 被 卖 现 ( 匈 
而 优 综合 控制 (optimal synthesis control))， 则 当 构 造 
正则 综合 时 利用 最 大 值 原理 得 到 的 所 有 轨道 是 G 内 最 
优 的 . 

Даана Хх, БИЯ, ЖЕЛЕ 
(5) — (8) 上 不 加 任何 特别 的 限制 - 

还 有 建立 最 优 性 的 充分 条 件 的 另 一 方法 ( 见 
151). Ж p(x) 是 对 属于 给 定 区 域 G 的 所 有 可 容许 x 
有 连续 偏 导数 的 连续 函数 ， 月 仿 

R(x,u)=g,f/(x.u)-f°(x,u). (10) 
为 了 使 西数 对 如 (+), 区 (+) 给 出 问题 (5) — (8) 中 
的 一 个 绝对 极 小 值 ， 其 充分 条 件 是 存 守 函数 ф(х), 
使 得 
R(X, п) = max R(x, и) G) 
对 非 自 治 系统 这 种 更 一 般 的 情况 ， 带 Mayer 和 Вора 
ЖЕЙИН С, Boka 问题 ( Bolza broblem )). 2 
最 优 滑动 模 态 (optimal sliding regime) (ЯКА [5]), 
上 述 最 优 性 的 充分 条 件 的 表述 的 相应 变化 是 容许 的 - 


对 其 中 出 现 多 元 画 数 ， 带 重 积分 形式 的 泛 函 和 带 
偏 微分 方程 形式 的 微分 约束 的 变 分 问题 ， 也 已 经 进行 
了 研究 { 见 [6]). 
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{ 补 注 】 要 区 别 固定 终止 时 间 问 题 〈【fixed епа -tme 


Problem ) - 出 方程 (5) 一 (8) 表示 的 问题 是 自由 终止 
叫 间 问 题 ， 终 止 时 间 是 由 状态 xf) 等 于 最 后 状态 x, 
ШЫ Ед 
补充 的 参考 文献 ， 亦 多 最 优 控制 的 数学 理论 . 
参考 文献 
[АТ] Le ,E. В. алі Майив, L., Foundations of opti- 
тад control theory, Wiley , 1967. 
ишы ж ж W 


计算 方法 的 最 优化 [ optimization of а compotatonal me 
thod ; оптимизация вычиелительнога метода! 
通常 与 计算 算法 的 最 优化 (optimization of compu- 
tational algorithms) 相间 . 但 是 ， 有 时 这 两 个 概念 也 有 
区 别 . 例如 ， 可 以 说 解 某 一 类 边 值 问题 的 一 具 体 的 网 
格 方法 的 最 优化 ， 它 是 指 用 最 少 的 点 来 计算 方程 的 右 
端 部 分 . 而 当 检验 一 个 算法 是 否 是 最 优 的 问题 时 ， 还 
要 考虑 到 许多 其 他 方面 : 求解 所 产生 的 阅 格 方程 组 的 
方法 ， 实 现 这 些 方法 的 程序 ， 等 等 ， 
H.C.Eaxaaroe # ЖЫ W 


计算 算法 的 最 优化 [ optimiration of computational algori - 


fhms; онтимизация вычнслинтельных алгоритмов} 
企 求解 应 用 问题 或 精心 设计 标准 程序 系统 时 最 优 

计算 指法 ( computational algorithm ) 的 选择， 当 解 决 

一 个 具体 问题 时 ， 最 优 策略 可 能 不 会 使 解法 最 优化 . 
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可 是 为 优化 一 个 标准 程 应 
ТЕЙИТ и 
计算 算法 的 最 优化 问题 的 理论 提 法 是 基于 下 述 原 
Ш. К 种 方法 来 求解 一 个 问题 时 ， 醋 究 信 员 关 
心 的 中 其 些 特性 ， 而 唱 根 据 这 些 特 性 来 选 圭 算 法 ， 同 
能 用 米 解决 其 有 这 些 特性 的 其 他 辣 题 ， 


应 用 最 简单 的 解法 编制 程 


法 的 理论 研究 中 ， 人 位 引 入 了 上 其 有 特殊 性 
ЮЙ ТА ОР SK АИГ, ЕЛДА 


Ос M 可 供 选 用 . 
人 问题 p 时 、 得 到 的 解 


Li 


一 种 方法 m 来 求解 
会 有 一 定 的 误 益 к(р. т). Ж 


БР. т) = =иріь(р, т) 
е 
Ярис ЖРИШ P 中 方法 т ЙАЗ: (emor of the meth- 
eJ). ММ. Ж 
БОР. Му= і ROP m) в, 
Е Я i 
为 M iB ik (£ РРО Е ЛОЗЕ ААТ (optimal estimate 
шл: ГЪ, ЧЧ 
ВР. ть) = ШОР, M). 
Ж В ir B yta E 00 (optimal). 研究 计 算 算 法 
乳 优 化 问题 的 “个 方案 可 以 授 湖 到 A. Н. Колмогоров 
1123]) ， 床 考虑 的 十 计算 税 分 
п фах 
ШАП. шж 9 S< 4. 其 中 M 是 
所 在 可 能 六 各 


or the спор}. 


HE 


的 集合 。 = МОК BUH 为 2N W C х, № 
р. НОТАР ЦЕЙ МА SEE — ВН Rr 
Pa (6 BR CM (2.1, [3]) 也 可 以 包含 在 这 个 方 
染 由 这 个 问题 的 “ 企 更 详细 的 阐述 可 但 阅 141， 它 
带 生 在 特定 意 久 下 实现 算法 的 工 尾 量 与 应 由 的 存储 量 
OEA. 县 优 算法 仪 对 疏 少 数 类 型 问题 存在 {11]) ， 
然而 ， 对 痰 时 计 算 亲 题 ， 马 经 建立 了 就 其 渐 近 特 性 而 
局 几 乎 是 最 优 的 方法 1 见 [33 一 [8]) . 

对 共 类 问题 最 优 的 计算 算法 特性 的 研究 工作 { 见 
15] , [7]) 包含 两 部 分 ， 建 立 其 特性 尽 可 能 好 的 具体 
解法 ， 和 根据 计算 算法 的 特长 得 出 估计 量 { 见 [2] - 
1 和 9、19]) .实质 上 ， 问 题 的 第 一 部 分 是 数值 方法 理 
В АБАН, ТОПЕ Л Т Е 
ШИА д АС fE. СТОЯНКЕ ТРА ЕЕ 
Уух} e 88 (= - еппору) 成 相对 应 的 空间 宽度 (width) 
的 估计 ， 有 是 ， 利 州 扣 到 的 得 出 估计 的 同样 技巧 ， 可 
以 独立 好 进行 估计 。 

让 算 算 法 可 分 成 被 动 算法 和 主动 算法 两 种 ， 解 题 
( passive agonthm ) 不 依赖 于 求解 问题 时 


得 到 的 信息 ， 皮 之 。 主动 算法 (actve algorithm ) 则 需 

йй. 当 计算 “个 积分 时 ， 兽 数 所 用 的 信息 通常 是 它 

在 N K AB. kapu, BAH 
цу) =} СИА) 


ІЯ. АВЕ С, шуд Q 中 的 P, 需 先 已 确 
定 ， ТЕСИ А 3 Pk u Е АРВ: д 
P eQ 给 定 函数 


а,=Ф,(01. 7,0. У.к), 


4= 2. 
SO 
Жр y, 5, 是 数 ，Q ,5 Q， 下面 的 时 二 逐次 计算 的 : 


fP). Р,=Ф (P, {ОР )), f(P.) 


Р. = Фф. (Р. Ру; ОР). ДОР,)), с. ДОР). 


ТА a qe 
ФО) АХ Рост, Pa. ЛР ус. РОР) 


ТЕРАК / = ОР АВ Ур 5 W) Wk tE ЖОЕ 
中 ， 问 题 的 被 动 算法 的 最 优 估计 iU E АО Ж 
ТЕЗЕ ссор 1) 

ТЕЗАТА АИА ВЕ. ДЕН р дт Si x 
种 类 型 积分 算法 的 主动 算法 【 匈 [10]) 己 示 出 比 
被 动 算法 优越 .这 就 证 实 广 -一 个- RUR Q. HDE X 
二 半 算 算法 的 最 优化 设计 常常 并 不 能 解决 共 体 的 实际 
问题 - 当 解 最 优化 问题 (尤其 是 极 小 化 问题 1 时， 被 
动 算法 岂 乎 不 能 应 用 【 见 [121. [13]) . 因为 工作 最 的 
ЕЁ ТЕ ЖЕ Р тра но ЧЕТЕ. 
За ар ИСАВ ТИВИ 045. МУК. 
р .此 可 能 的 方法 可 用 来 估计 + FS НЕНА 
Е. л. ТРЕД LU) 的 泛 函 LO) 的 
作 晨 可 以 取 作 整个 工作 量 的 单位 .在 这 种 情况 ， 实 现 
这 种 算法 的 工作 量 的 下 哈 是 用 宽度 项 理 得 到 的 【 兄 
[14], 1157). вла НОЕ 8 й 
工作 量 ， 而 且 电 包含 处 埋 这 的 工作 量 ， Н. 
估 们 似乎 还 不 能 举 出 “类 实际 认 算 问题 的 例 千 ， 赔 明 
可 以 得 到 包含 实现 这 些 算法 的 工作 量 的 下 界 ， 它 的 下 
鼻 与 所 考虑 问题 类 型 的 储 息 的 界 不 同 . 但 是 ， 对 一 些 
这 种 类 型 的 非 计算 问题 ， 界 是 已 知 的 { 见 算 法 的 计算 
£ 2 t (algorithm , computational complexity of ап} 
和 算法 的 描述 复杂 性 (algorithm , complexity of descrip - 
Чоп of an )) 

当 侠 究 计算 算法 最 优化 问题 的 日 的 是 在 计算 机 上 
求解 问题 时 ， 这 个 问题 与 涉及 计算 误 盖 的 算法 的 稳定 
FE 1556 BJ ñ ГЕТЕА А BU 8 ЫК. Ar ik ЯН САО 
卷 别 { 见 计算 算法 {computational algorithm )). 最 优 
计算 算法 的 问题 已 丝 像 上 面 那 样 被 看 作 一 类 问题 的 计 
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算 算 法 的 最 优化 问题 ， 实 际 上 ， 一 个 具体 门 题 的 计算 

算法 前 最 优化 问题 是 极 重 要 的 【 见 [10], [16]) .个 

问题 的 最 优化 可 阐述 ( 见 [16]) 如 下 、， 一 :个 微分 方程 

用 变 步 长 的 Runge -Kutta 法 采 积 分 ， 其 估计 是 由 居 让 

误差 的 主要 项 来 表示 的 ， 然 后 山 积 分 点 【一 般 来 说 ， 

点 的 数目 是 给 定 的 ) 的 分 布 将 估计 地 优 化 . 证 优化 问 

蚌 的 这 种 处 理 对 理论 的 发 展 和 数值 积分 有 将 算法 的 实 

践 有 很 大 关系 - 
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可 选 随机 过 程 [optional random process , опцнональный 
случайный нроцесс ] 

ЖТР о 代数 (optional sigma- реза) = 
(Е) P| 81 t BB 4JLEHE ( stochastic process ) X =( X, (о), 
Ё,) „СЕЗ Сое) Со, t) = X (oy) 

A. H. Ширяев JE 

СЗЗ АГАМ ЁН, F Эу 适应 随机 运程 【adapted 
random process ). 170777 
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可 选 z 代数 1optional sigma - algebra 或 optional ç- alg- 
сыа; ощнональная с -алгебра ] 

在 人 XR = (ot oc Q. (20) EH 0 
ОХЕ, 3 R (98—850 we Q) 关于 t 右 连 
续 、 左 极限 存在 几 关 于 可 测 空间 (Q F) 的 非 减 子 o 代数 
Ë F= (F, (ЕСЕ, 2 0) ЗЕН (о, г) = 
Јол) 生成 的 最 小 2 代数 2= e(F)( ЛЧ 
(algebra of sets )). "ТЖ т 代数 与 由 随机 区 间 [0 , z] = 
{00.20 <.<т(о0)) (Ет тет(о) АЖР F = 
(F,),= a 的 停 时 【 见 Марков 时 (Markov тотелі ))) 
生成 的 最 小 5 代数 相 一 致 . 在 豆 选 和 可 料 о 代数 ( 见 
可 料 с 代数 (predictable с - algebra )) 2, БАЖ 
#(F)S2(F) 成 立 . 
参考 文献 
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【 补 注 ] [АТ ЕП] Ж о 代数 称 为 循序 可 测 o 代 
数 . 
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